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Jesus o Codigo para a Vida Eterna

DEUS

o

JESUS

—» HOMEM

“Quando o HOMEM entender a mensagem de DEUS para sua

vida, através de JESUS, ele entendera o verdadeiro propédsito da

sua existéncia. Este codigo é simples, s6 para quem quiser”
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Resumo

Estudamos os c6digos de Goppa (cdédigos GH ) sobre certos corpos de fungoes algébricas
com muitos lugares racionais. Estes codigos generalizam os bem conhecidos cédigos Hermi-
tianos; portanto podemos esperar que estes cédigos tenham bons parametros.

Bulygin (IEEE Trans. Inform. Theory 52 (10), 4664-4669 (2006)) inicia o estudo dos
cédigos G H; enquanto Bulygin considerou somente caracteristica par, nosso trabalho é feito
em qualquer caracteristica. Em qualquer caso, nosso trabalho é fortemente influenciado pelo

de Bulygin. A seguir, listamos alguns dos nossos resultados com respeito aos codigos GH.

e Calculamos “distancias minimas exatas”, em particular, melhoramos os resultados de

Bulygin;

e Encontramos cotas para os pesos generalizados de Hamming, além disso, mostramos

um algoritmo para aplicar estes calculos na criptografia;
e Calculamos um subgrupo de Automorfismos;

e Consideramos codigos em determinados subcorpos dos corpos usados para construir os
cédigos GH.
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Abstract

We study Goppa codes (GH codes) based on certain algebraic function fields whose
number of rational places is large. These codes generalize the well-known Hermitian codes;
thus we might expect that they have good parameters.

Bulygin (IEEE Trans. Inform. Theory 52 (10), 4664-4669 (2006)) initiate the study of
GH-codes; while he considered only the even characteristic, our work is done regardless the
characteristic. In any case our work was strongly influenced by Bulygin’s. Next we list some

of the results of our work with respect to GH-codes.

We calculate “true minimum distances”, in particular, we improve Bulygin’s results;

We find bounds on the generalized Hamming weights, moreover, we show an algorithm

to apply these computations to the cryptography;

We calculate an Automorphism subgroup;

We consider codes on certain subfields of the fields used for to construct GH-codes.
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Introducao

Codigos de Goppa fazem parte dos cédigos chamados de corretores de erros, que partici-
pam da vida moderna de intimeras formas como, por exemplo, nas comunicagoes via satélite,
na telefonia celular e na comunicacao entre computadores, etc. A teoria dos Cddigos Co-
rretores de erros foi introduzida pelo matematico C.E. Shannon, num trabalho publicado no
ano de 1948. Houve um desenvolvimento consideravel nas décadas de 50 e 60, e a partir da
década de 70, com as pesquisas espaciais e a grande popularizacao dos computadores, essa
teoria teve um impulso ainda maior. Hoje em dia, os codigos corretores de erros sao utiliza-
dos sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo sua confiabilidade. Em

geral, o processo de trasmissao de informacao esta dado na seguinte figura:

ruido

A—

A °, Codificagdo |—» Canal X, Decodificacaol °, B
Usuario Usuario

Figura 1: Processo de Transmissao de Informacao

O usuédrio A deseja enviar uma mensagem s para o usuario B. Quase sempre acontece que
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esta informacao nao esta escrita convenientemente para ser transmitida, pois pode ocupar
muito espago ou pode ser vulneravel a interferéncias e ataques na sua privacidade. Entao, é

codificada para adaptar-la as caracteristicas do canal e as nossas necessidades.

Depois, os blocos de mensagens codificadas sao associados a sinais continuos, que desde
um ponto de vista geométrico, podem ser representados como pontos em esferas euclideanas.
Este fato, abre uma linha de estudo direcionada a desenvolver uma teoria mias geométrica
dos cédigos, buscando aumentar a confiabilidade da mensagem durante a transmissao. Nesta
dire¢do aparecem c6digos como: cddigos esféricos euclideanos [6], cddigos de grupo ciclico e
comutativo [2], [15], [26].

O canal de transmissao pode ser uma linha telefonica, fibra ética, canal de radiofreqiién-
cia, circuito integrado digital, fita magnética, disco de armazenamento, etc. Codificar a in-
formacao significa reescrever-la de novo em forma diferente, seguindo determinadas regras.
Um dos objetivos perseguidos com a codificacao é detectar e corrigir (possiveis) erros apare-
cidos durante a transmissao. Com esta perspectiva, a seguir descrevemos algébricamente o

tipo de cddigos a serem estudados nesta tese.

A classe de codigos mais utilizada na pratica é a classe dos Cédigos Lineares. Um cédigo
linear C' ¢ um subespago vetorial de [y, caracterizado pelos parametros [n, k,d], onde n é seu
comprimento, k é a sua dimensao e d = min{d(a,b) = [{i: a; # b;}| : a,b € C com a # b} é
a sua distancia minima. Este iltimo parametro também é conhecido como o peso do codigo
C, denotado por w(C), onde w(C) = min{w(c) = |{i : c € Cec¢; # 0} : c € C\ {0}},
pois d = w(c). Um grande desenvolvimento da teoria de c6digos corretores de erros ocorreu
a partir dos anos 80, devido a Goppa [11], com a introdugdo de métodos da geometria
algébrica para construir cédigos que melhorassem os anteriores, por exemplo com respeito a
distancia minima. Estes cddigos sao chamados de Cddigos Geométricos de Goppa (CGG).
Em 1982, se produze a primeira aplicagao relevante devido a Tsfasman, Vladut e Zink [29],
os quais usaram a ideia de Goppa para mostrar que era possivel uma construcao de codigos
geométricos de Goppa com bons parémtros que assintéticamente eram melhor que a cota de
Gilbert-Varshamov [28], [30].

A seguir, descrevemos a problematica a ser considerada para obter cédigos de Goppa
com bons parametros, para isto, utilizaremos a linguagem de corpos de fungoes algébricas
(ver [28]):

Seja F' um corpo de fungodes algébricas sobre F,. Denotamos por N = N(F') o nimero

de lugares de grau 1 sobre F, e g = g(F') o género do corpo de fungoes F. Sabe-se que a
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dimensao k e a distancia minima d do cédigo geométrico de Goppa Cr (D, G) de comprimento

n sobre F' satisfazem (ver Teorema 1.2):
k=dimL(G) —dimL(G —D) e d>n—deg(G).

Se deg(G) < n, entao
kE+d>n+1—g.

Denotando por R = k/n a taza de informagao e 6 = d/n a taza de corregcdo de erros tem-se
que R+46 > ”TH — 4. Fixando delta, para que a taxa de informagao R seja a maior possivel,
devemos ter que g/n seja o menor possivel, ou em outras palavras, que o quociente N/g seja
0 maior possivel.

Problema Achar um corpo de fungoes algébricas F, tal que o quociente N/g seja o
maior possivel.

Na literatura existem diversos candidatos para F. Nosso trabalho, com o intuito de
abordar esta problematica, construimos cédigos geométricos de Goppa sobre o corpo de

funcoes algébricas que tem como curva base com equacao afim

Y byt y =t T gt T g TR ()
Estas curvas foram construidas por Garcia e Stichtenoth em [9], com o propdsito de construir
curvas com muitos pontos racionais. Bulygin obteve um recorde na distancia minima para
o CGG sobre Fg com parametros [32,16,> 12], comparando com as cotas das distancias
minimas de todos os cédigos lineares em [12]. Este resultado foi obtido aplicando os resulta-
dos do trabalho de Kirfel e Pellikaan em [16], com respeito a estimativa da distancia minima
de Feng-Rao dpr (ver Subsegao 1.2.1), a qual melhora a distancia minima designada de
Goppa em alguns casos.

Neste trabalho, generalizamos os resultados de Bulygin para qualquer valor de ¢ = p', p
um primo. Aqui, surge uma pergunta: porque é importante estudar os cédigos introduzidos
por Bulygin para ¢ > 2 ? A resposta é que o quociente N/g do corpo de fungoes construidos
sobre estas curvas cresce quando ¢ também cresce, e ¢ o menor possivel quando g = 2.

Devido ao fato que a equagao (1) para o caso particular em que r = 2 é a Curva
Hermitiana (ver Subsegao 1.1.1), conseguimos estender os resultados de Stichtenoth [28], de
Kumar e Yang [17], para calcular distancias minimas exatas dos cédigos definidos sobre as

curvas com equagao (1).
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Além disso, calculamos também um subgrupo ¥ do grupo de Automorfismos dos codigos
propostos devido a sua utilidade na construgao de cédigos equivalentes e na implementacgao
de algoritmos de decodificacao.

Em [31], Wei introduz a nogao de pesos generalizados de Hamming e o peso hierdrquico de
um codigo linear, mostrando que o peso hierarquico de um cédigo linear caracteriza o desem-
penho do cédigo sobre o canal de comunicagao Wire-Tap do Tipo II. Em outras palavras, o
peso hierarquico de um codigo determina o nivel de equivocagao que um intruso, ou usuario
nao autorizado, pode ter ao adquirir parte da informagao transmitida com respeito a men-
sagem original. Para um cédigo C' C F' de dimensao k, o r-ésimo peso generalizado de

Hamming ¢é definido por
d,(C) = min{|x(D)|: D C C é subcédigo de dimensaor},

onde x(D) = {i : 3 (¢1,...,¢,) € D com ¢; # 0} é chamado o suporte do subcédigo D,
e 0 peso hierdrquico é a seqiiéncia {dy,...,dy}. Em [13], Guruswami fornece uma relacao
para codigos bindrios entre os pesos generalizados de Hamming e a Lista de Decodificacao

da mensagem recebida com erros. Esta relacao esta descrita na seguinte figura:

[Fn

q

d(C)>e

r

r =1+Uogq LJ

X' tem no maximo € erros

Figura 2: Interpretacao do r-ésimo peso de Hamming

Assim, dado C' um cddigo linear, se d,(C') > e onde r = 1+ |log, L| entdo para qualquer
palavra recebida, com no maximo e erros conhecidos sua posi¢ao, o nimero de palavras do

codigo coerentes com a palavra recebida é no maximo L.
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Seguindo a idéia de Kumar, Stichtenoth e Yang [18], ¢ de Munuera [21], obtemos re-
sultados exatos para o segundo peso generalizado de Hamming, assim como algumas cotas
para d, com 1 < r < k. Devido ao fato de nao conhecermos a seqiiéncia de gonalidade da
curva (ver Definigao 1.33), fica dificil apresentar os valores exatos dos pesos generalizados
de Hamming para todo r, 1 < r < k.

Em 2003, Deolalikar apresenta uma subcobertura E* = F(y;) do corpo de fungoes E =
F(y), onde F' =F (), y satisfaz

yq2 +yl+y= plta + xl—‘,—qQ + :L‘(I+q2 7
e y; satisfaz
Y+ (14 b7y = 219 4 2140 L 297 com be Fys tal que b7 +b79+b=0.

O objetivo deste exemplo foi mostrar que o quociente N(E')/g;(E') = 8.5 era maior que
o quociente N(E)/g(FE) = 5.5. Devido a esta propriedade, o estudo das subextensoes do
corpo GH para qualquer valor de r é de grande importancia para construir codigos com bons
parametros.

A seguir, descrevemos sucintamente a organizacao deste trabalho.

O Capitulo 1 é dedicado a apresentagao de conceitos relacionados com a Teoria de
Coédigos. Nele, introduzimos os cédigos geométricos de Goppa que sao baseados em co-
nhecimentos de curvas algébricas e os cddigos avaliados propostos por Hgholdt, van Lint
e Pellikaan [14], utilizando rudimentos de Algebra Linear. Como exemplo e base do nosso
trabalho estudamos os c6digos Hermitianos, exemplo que desempenha um papel importante
nas aplicagoes da teoria de codigos. Também apresentamos a nogao de pesos generalizados
de Hamming, assim como varias de suas propriedades que serao usadas em nossos calculos.
Damos a definicao do conceito de r-gonalidade, importante na obtencao dos resultados sobre
pesos generalizados de Hamming.

No Capitulo 2 encontram-se os resultados obtidos no trabalho dentre os quais destacamos:
(1) O calculo dos geradores do semigrupo de Weierstrass H(Q) ) para todo ¢ > 2 (Teorema
2.6), assim como a determinagdo de uma base para o espago vetorial £(sQ ). Desta forma,
generalizamos os cddigos propostos por Bulygin. (2) O célculo das distancias minimas exa-
tas para quase todos os valores em H((Q)) (Proposigdo 2.13) dos cédigos propostos; (3)
cotas para os pesos generalizados de Hamming dos cddigos introduzidos (Segao 2.5). Em

particular, o valor exato do segundo peso generalizado de Hamming para alguns valores
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de s € H(Qw). (4) Expressamos formulas explicitas para os subcorpos dos corpos GH e
estudamos os codigos construidos sobre estes subcorpos (Segao 2.6).
No Capitulo 3 apresentamos conclusoes do resultados conseguidos e propostas de pesquisa

futuras a serem feitas.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Cébdigos Geométricos de Goppa

Os cédigos geométricos de Goppa formam uma subclasse especial da classe de codigos
lineares, usados na correcao de erros introduzidos na mensagem por usar um canal ruidoso.
Aqui apresentamos fatos bésicos, mas uma referéncia mais completa é [28].

Fixemos F'/F, um corpo de fungoes algébricas de género ¢, onde [F, é o corpo finito de ¢
elementos. Sejam P, ..., P, lugares distintos dois a dois de F'//IF, de grau 1, e G um divisor
de F/F, tal que Sup(G) N Sup(D) = 0, onde D = P, + --- + P, e seja o espago vetorial
LG) = {f€F: (f)+C =)

Definicao 1.1. O cédigo geométrico de Goppa (CGG) associado aos divisores D e G, de-

notado por Cr(D, @), é definido como a imagem da seguinte aplicacao:
a:f € LG (F(). ... f(P) €FL.

Note que a aplicacao « estda bem definida, pois como os lugares P; tem grau 1 entao
[Fp, : F,] =1, onde Fp, := Op, /P, para i = 1,...,n. Além disso, temos vp,(f) > 0 para
[ € L(G), pois Sup(G) N Sup(D) = 0. Entao f(P;) € F, para todoi=1,...,n.

Teorema 1.2. O cédigo Cr(D, G) tém parametros [n, k, d] dados por:

kE=dmL(G) —dimL(G — D) e d>n—deg(G).
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Demonstragao: A aplicacao « é sobrejetora sobre sua imagem Cr := C(D,G) e o nicleo

desta aplicacao é dada por
N(a) ={f € L(G) :vp(f) >0,i=0,...,n} = L(G— D),

assim tem-se que L(G)/L(G — D) = C¢(D,G), portanto k = dim L(G) — dim L(G — D).
Suponhamos C; # 0 e seja d = w(a(f)) o peso de uma palavra para alguma funcao f €
L(G). De fato f existe, pois o subespaco linear é finito e pontual. Sendo assim, existem n—d
lugares P, ..., P;,_, € Sup(D) tal que f(F;;) = 0 e, conseqiiéntemente f € L(G — {F;, +
-+ P, _,}), como f # 0 tem-se que deg(G —{P,, +---+ P;,_,}) > 0logo d > n —deg(G).
OJ

Do teorema anterior podemos concluir que a menor distancia minima que um cédigo C-

[n, k] pode ter é d* = n — deg(G) que chamaremos de distancia minima designada do cédigo
C(D,G).

Corolério 1.3. Se deg(G) < n entao:
1) A aplicagao « é injetiva e o cédigo Cr(D, G) é [n, k,d] onde
d>n—deg(G) , k=dimL(G) > deg(G)+1—g.
Portanto k+d>n+1—g .
2) Se 2g — 2 < deg(G) < n entdao k =deg(G)+1—g .

3) Se{fi,..., fr} é uma base de £L(G) entao a matriz M é uma matriz geradora do cédigo
OE(Dv G)
AP fi(P)

fe(P) - fu(P)

Demonstracao: Como deg(G — D) < 0 segue-se que dim(L(G — D)) = 0 e desta forma
concluimos que « ¢ injetiva. Para o item (2), considerando deg(G) > 2g — 2 segue que
dim(L(W — G)) = 0 e do Teorema de Riemman-Roch obtém-se que k = deg(G) +1—g. O
item (3) decorre da definicao de base e do cédigo. O

Exemplo 1.4. Seja X a curva irredutivel de Fermat 23 + 4% + 22> = 0 de género g = 1

sobre Fy = Fy(a) onde « é raiz do polindmio 22 + 2+ 1 e @ := o + 1. Entao temos que
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XEFH)={Q=0:1:1),A=0:a:1),PhL=0:a:1),P=(1:0:1),P = (a:
0:1),P=(a:0:1),F=(1:1:0),P,=(a:1:0),Ps=(a:1:0)} Escolhendo
D=P + -+ P eG=2Q, como Sup(D) N Sup(G) = B entao podemos definir o cédigo

T , T r(y? + yz + 2°)
Cr(D,G). Temos que L£(2Q) < T z>’ pois vg (y+ z) Vg ( 4

2 2
Vg <M> = —2. A matriz geradora deste codigo é dada por:

72
1111 1111
M =
001 aal o a

Para este codigo tem-se que n = 8, k =2 e d = 6. Este tipo de cédigo é chamado de codigo

quase MDS (méxima distancia de separagao), pois k + d = n.

Teorema 1.5. [28, Teorema I1.2.7] O cédigo dual de Cr(D,G) é (Cr(D,G))t = Cq =
Cqo(D,G) e tém parametros [n, k', d'| onde

K =i(G-D)—i(G) e d>deg(G)—2g+2.

Além disso, se deg(G) > 2¢g — 2, entdao k' = i(G — D) > n+ g — 1 — deg(G). Se
2g — 2 < deg(G) < n entao temos a igualdade. O valor d* = deg(G) — 2g + 2 é chamado
distancia minima designada de Goppa para Cq(D, G).

1.1.1 Cdbdigos Hermitianos

Nesta secao estudamos os cédigos Hermitianos com alguns detalhes devido ao fato de
que estes calculos foram essenciais para os resultados obtidos neste trabalho. Os codigos
Hermitianos sao codigos geométricos de Goppa construidos a partir do corpo de funcoes
Hermitianas sobre F2 (ver [28, Secao VIIL.4.]).

O corpo de funcoes algébricas Hermitiano H sobre F 2 é representado por H := Fe(xz,y)

onde a curva Hermitiana tem equagao afim
Yl 4y = 291, (1.1)

O ntimero de lugares de grau 1 de H é N = ¢*+ 1, pois para cada a € F 2 temos que 4t =
Ny , v, () € Fg, onde Nr , /v, € a norma em Fz /F,. Como o traco T'ry , /v, (8) = 87+ 3 € F,
¢ uma aplicagao linear sobrejetora de Fp2 em F,. Assim, tem-se que #(Try 12 /Fq(aq“)) =

g, logo existem [, ..., [, elementos distintos em Fp tal que os pontos («, 3;) satisfazem
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a equagao (1.1). Portanto, tem-se ¢* elementos mais o ponto no infinito Q.. De [28,
Proposigao II1.3.8(c)] temos que para cada (a, 3) € X(F;2) estd associado um tnico lugar
P, s tal que P, 3| P, de grau 1.

Como a curva que representa o corpo de fun¢oes Hermitianas é irredutivel e nao singular,
entao da teoria de curvas algébricas podemos dizer que seu género é:

qg—1)

g= 9

Do feito acima vemos que a nossa curva é maximal, isto €, atinge a cota maxima de Hasse-

Weil, pois o ntimero de lugares de grau 1 é N = ¢*> + 1 + 2¢q.

Definicao 1.6. Para r € Ny, definimos
Hr = CL<D7 TQOO))
onde D = Zil P; sao todos os lugares de grau 1 menos ).

Ser > ¢ +29—2=¢+q¢*— q— 2 entao temos da teoria ja vista que dim(H,) = k, =
((1Qx) —l(rQew — D) =71+1—-g—(r—¢+1—g) = ¢® = n, portanto H, :ng ea
distancia minima d = 1, logo seriam cédigos com méaxima distancia de separacao (MDS),
porém, nada bons pois seriam todas as palavras do alfabeto.

Logo, os cédigos Hermitianos sao interessantes para 0 < r < ¢ + 2g — 2.

Proposigao 1.7. [28, Proposigao VII.4.2] O c6digo dual de H, é

1 _
Hr - Hq3+29—2—7’

Demonstracao: Seja z = Haqu2 (z —a) = 2 — z. Entdo desta construcio tem-se que
a fungdo z é um parametro local para todos os P; € Sup(D), pois vp,(z) = 1 para todo 1,
e (2) = D — ¢*Quo. Como dz = d(z9° — x) = —dz segue-se que (dz) = (dz) = (29 — 2)Que,
isto de [28, Lema VI1.4.4]. Assim de [28, Teorema I1.2.8] obtemos que o divisor da diferencial

n= %dz satisfaz:
H: = Cq(D,1Qu) = Cr(D,D — Qo + (dz) — (2)) = Hys 4oy 2 -

O
Para determinar os parametros dos cédigos H, com 0 < r < ¢® + 2g — 2, descrevemos o

espago de fungoes L(rQx).
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Sabemos que f € L(rQ) se, e somente se, o unico pélo da fungao f é @, e sua ordem
¢ menor que r. Tais fungoes estao fortemente ligadas ao semigrupo de Weierstrass H ()
de ), em H.

Proposicao 1.8. O semigrupo de Weierstrass de (), no corpo de fungoes hermitianas é

H(Qx) = (g, +1).

Demonstracao: Como g e ¢+ 1 s@o coprimos, e da equacao (1.1) tem-se que vg_ (z) = —¢
evg. (y) =—(g+1),logo (q,q+ 1) € H(Q). Agora tomando o complementar desses dois

conjuntos temos que N\ H(Q«) C (q,q+ 1)0, como (q,q+ 1) é um semigrupo numérico

q(g—1)
2

sabemos que o nimero de elementos do complementar é e pelo teorema das lacunas

de Weierstrass segue-se que o niumero de elementos do complementar de H(Q ) é 0 género
da curva g = —q(q; L)

Pela proposicao acima podemos ver que as funcoes com pélo apenas em Q. Sa0 com-

, 0 que mostra a igualdade. Il

binacoes de elementos da forma x'y’. Assim, tem-se que
L(rQs) = (z"y]|ig+ jlg+1) <r,0<i,0<j<qg—1).
Definimos o conjunto I(s) = {n € H(Qw) : n < s}, logo dim(L(sQ)) = |1(s)].
Proposicao 1.9. Suponhamos que 0 < r < ¢® + ¢> — ¢ — 2. Entao
1. A dimensao de H, é dada por
I 0<r<g
dim(H,) = 3' () R
P =) P<r<@+¢—q—2
ondes=¢@+¢@—q—2—r.

2. A distancia minima de H, satisfaz d > ¢> —r. Se 0 < r < ¢* e os ntimeros r e ¢> — r
sao polos de o, entao

d=¢>—r.
Demonstragao: (a) Para 0 <r < ¢* sabemos que
dim(H,) = dim(L(rQ)) = |1(r)].

Para @ <r <@+ —-q—2sejas=¢+¢*—q—2—r. Entao 0 < s < ¢®> —q—2 < ¢,

logo da proposicao (1.7) obtemos que

dim(H,) = ¢ — dim(H,) = ¢* — |I(s)].
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(b) Para c6digos lineares tem-se que a distancia minima satisfaz d > n—deg(G) = ¢* —r.
Agora para mostrar a igualdade vamos dividir a demonstracao em trés casos. A idéia vai

ser construir palavras do cédigo tal que o peso de cada palavra seja ¢> — r.

Caso 1. r = ¢ — ¢*. Sejam o; € F2 com i =1,...,¢* — ¢ elementos distintos. Assim
a’>—q

z= H (x — ;) € L(rQu),

i=1
pois os zeros sao exatamente q(q* — ¢) = r pontos do suporte de D e o peso da palavra

codificada correspondente é w(a(z)) = ¢* — r, portanto d = ¢* — 7.

Caso 2. r < ¢® — ¢*>. Como r € H(Q), pode-se escrever entao que r = iq + j(q¢ + 1), com
i>0e0<j<qg—1. Logo, tem-se que i < ¢* — ¢ — 1. Fixemos v € F, \ {0}, e seja
A={a €Fp:a? #~}. Portanto |A| = ¢*> — (¢ + 1), logo defina

i
21 = H(m —j)  a; €A o # oy
j=1

esta funcao tem ig zeros distintos no suporte de D. Agora, escolha os elementos

B, ..., 05 € Fp tais que 81 + (5, = v e defina

(Y — Br)

1

J
9 =
k=
Esta fungao tem j(q+1) zeros distintos dos zeros de z; por construgao. Logo z = 2125 €
L(G) tem r zeros distintos, portanto o peso de w(a(z)) = ¢* — r e conseqiiéntemente

d=¢q¢>—r.

Caso 3. ¢ —¢* <r < ¢ Sejas=¢>—rentao 0 < s < ¢ — ¢*, logo existe z € L(5Q)
tal que tem ¢*> — s = r zeros distintos no suporte de D. Assim, div(z) = D' — sQ
onde 0 < D' < D e deg(D') = 5. Seja u = 2% — z, entdo div(u) = D — Qu, assim
div(z7tu) = div(u) — div(z) = D — rQ. € L(G). Portanto, tem-se que o peso é

w(a(z7'u)) = ¢® — r, donde conclui-se que d = ¢> — r. O

1.2 Cbdigos Avaliados

Aqui veremos os chamados cddigos avaliados e sua importante conexao com os cddigos

de Goppa pontuais. Esta secao é introduzida com o intuito de preparar-nos para definir a
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distancia minima de Feng-Rao drr, e assim entender os resultados equivalentes de Kir-
fel e Pellikaan para semigrupos telescépicos enunciados neste trabalho (ver Proposigoes
(2.25),(2.26)). Para maiores detalhes pode-se referir a [14].

Seja K(X) o corpo de fungées de uma curva X irredutivel e nao singular sobre K. Seja

P um ponto K-racional. Seja
R:=R(P)= () Oq,
Q#P
uma K-dlgebra, onde Og ¢ o anel local de K(X') no ponto (). Seja vp a valorizacdo em

P. Portanto, vp(f) < 0 para todo f nao nulo em R. Definimos p(f) := —vp(f) para
f € R. Pelas propriedades de valorizagao discreta temos, como conseqiiéncia, as seguintes
propriedades que definem uma funcao peso sobre R.

Em geral, R pode ser uma K-algebra qualquer.

Definigao 1.10. Seja R uma K-algebra. Uma fungao p: R — NyU{—oc} é chamada uma

funcao ordem sobre R se as seguintes propriedades sao satisfeitas. Sejam r, g, h € R.

1. p(f) = —o0 se, e somente se, f = 0;
2. Para A € K*, p(Af) = p(f);

3. p(f +g) <max{p(f),p(g)}, e a igualdade vale sempre que p(f) # p(g);
4. Se p(f) < p(g) e h # 0, entao p(fh) < p(gh);

5. Se p(f) = p(g) # 0, entao existe A € K* tal que p(f — Ag) < p(g).

A fungao p é chamada uma funcao peso sobre R, se além de satisfazer as propriedades
(1) — (5) também satisfaz:

6. p(fg) = p(f) + p(g)-
Observagao 1.11. Acima podemos ver que p(R*) = H(P) onde R* = R — {0} e H(P) é

o semigrupo de Weierstrass no ponto P.

Agora veremos que a existéncia de funcoes ordem sobre R estd ligada a existéncia de
certas K-bases de R. O proximo teorema nos mostra que se existe uma funcao ordem sobre
uma certa K-algebra R, entao existe uma K-base de R, R visto como K-espaco vetorial,
com certas propriedades. Tal base nos permite construir os chamados cédigos avaliados e
suas respectivas propriedades serao de fundamental importancia para a determinacao da

cota Feng-Rao dpg.
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Teorema 1.12. Seja R uma K-algebra com fungao ordem p. Suponha que R # K.
1. Entao existe uma base {f; : i € N} de R sobre K tal que p(f;) < p(fi+1) para todo i.

2.SefeRef=MNfi+- -+ Nfi,onde \j,....\; € K e\ #0, entao p(f) = p(fi).

w

. Seja (i, j) := £ tal que p(fif;) = p(fe). Assim, £(i,7) < £(i+ 1,7) para todo i e j.

W

. Seja p; = p(fi). Se p é uma funcdo peso, entao pyi ;) = pi + p;-

Seja R = R(P), P um ponto F -racional. Agora, tome Py, ..., P, pontos, distintos dois
a dois, F,-racionais de X diferentes de P e considere o divisor D := P, + --- 4 P,. Sejam
(fi -1 € N) base de R tal que p; :== p(fi) < p(fix1) =: pir1. Da observagao (1.11) segue que
H(P) = {p; : i € N} é o semigrupo de Weierstrass de P. Como L(p/P) = {f € R: p(f) <
pe}, entdo os elementos da base de R que estao em L(p,P) formam uma F -base de L(p,P).

Portanto, L(peP) = (f1,..., fr) = L. Assim, definimos a aplicagao avaliagao
avp : R — [y,

dada por CLUP(f) = (f(Pl)a SR 7f(Pn))
Entao o cédigo avaliado E, e seu dual Cy sao dados por

Ey = avp(Ly) = avp(L(pP)) = C(D, peP),
onde C(D, p,P) denota o cddigo geométrico de Goppa associado aos divisores D e p,P.e
Cp:= Ef = C(D,peP)* = Co(D, peP),

onde a ultima igualdade vem do Teorema 1.5.

A seqiiéncia de codigos (E; : ¢ € N) é crescente com respeito a inclusao e todos eles
sao subespacos de Fy. Logo, existe um N natural tal que F, = Ey para todo £ > N.
Naturalmente, Ey = avp(R). Seja h; := avp(f;) para todo i < N.

1.2.1 Distancia minima de Feng-Rao

A seguir construiremos a cota inferior para a distancia minima d, de Cy, chamada de
distancia minima de Feng-Rao, denotada por dpr(f). Pelo feito acima, esta cota serd uma

cota inferior para distancia minima d, de Cq(D, p,P). Goppa mostrou que neste caso

dy > pe— (29 — 2),
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onde g denota o género da curva X. No exemplo (2.28) vemos que para alguns valores de ¢

a cota dpg(¢) é melhor do que a cota de Goppa. Mais precisamente, temos
dg > 0pr(l) = pe— (29 — 2).

Agora vamos trilhar o caminho que fornecerd dpgr(¢). Para isto, recordamos que h; =
avp(f;) para todoi < N e B, = Exy = avp(R) para todo ¢ > N. Seja H a matriz N X n cuja
i-¢ésima linha ¢ dada pelo vetor ;. Se avp nao € sobrejetora entao H nao gera Fy. Nesta
situagao, sejam hyi1,...,hnye em Fy e H a matriz (N + t) x n obtida acrescentando os
vetores hy1, ...,y abaixo da ltima linha de H, de forma que H gera [y Paray € F)

considere as matrizes S(y) e S(y) das sindromes de y dadas por

S(y) = (s4j(y) : 1< 0. J SN +1) e S(y) = (sij(y) : 1 <6 j < N)
tal que si(y) := y - (h; * hy), onde para a = (a1,...,a,),b = (b1,...,b,) € Fy é definido
o produto a * b := (aiby,...,a,b,). Assim, S(y) é uma submatriz de S(y) e, portanto,
posto (S(y)) < posto (S (y)) O préximo resultado nos mostra uma relacado entre o peso de

um elemento y € F}, denotado por w(y), com o posto das matrizes acima construidas.

Lema 1.13. Seja y € Fy e D(y) a matriz diagonal com y na diagonal. Entao

S(y) = HD(y)H" e w(y) = (S(y)) = posto (S(y)) -

Observagao 1.14. Em [14], os autores trabalham a todo momento com a hipétese de que
avp seja sobrejetora. Neste caso, H = H e S(y) = S(y). Na verdade, eles provaram o lema
acima nesta situacao especifica. Mas isso nao trara nenhum problema pois a demonstracao
é exatamente a mesma para S(y) e H. O que mais importa é que w(y) > posto (S(y)) sendo

avp sobrejetora ou nao.

O lema abaixo vale apenas para os elementos de S(y).
Lema 1.15. [14, Proposigao 4.9]

1. Sey e Cy, e l(i,j) <l entdo s;;(y) = 0;

2. Sey € Cp\ Cpyq e (i, j) = £+ 1, entdo s45(y) # 0 .
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Para ¢ € Ny considere as seguintes definigoes:

Ny ={(1,7) e N*: (i, j) = L+ 1};
vy = #Ny .

Se p é uma fungao peso, entao
Ne = {(i,4) € N« p(fs) + p(f3) = p(fex1)} -
Uma outra forma de descrever este conjunto é
Ny ={p; € H(P) : 3 p; € H(P) tais que p; + p; = pes1}-

O lema anterior prova o seguinte resultado. Este por sua vez, s6 pode ser aplicado para

os valores de £ tais que £ +1 < N.
Proposicao 1.16. [14, Proposicao 4.11] Se y € Cy \ Cpyq entao w(y) > vp.

A seguir enunciamos o resultado principal desta secao. Este é consequéncia da Proposi¢ao

1.16. Para isto, considere o seguinte nimero:
drr(l) == Min{vy, :m > (} .

Teorema 1.17. [14, Teorema 4.13] O ndmero dpg(¢) é cota inferior para a distancia minima

de Cy, ou seja,

d(Cy) > dpr(l) .
Teorema 1.18. [14, Teorema 5.24] Temos que
Srn(l) = dall) = pi— (29— 2)
onde dg(¢) é a distancia minima designada de Goppa do cédigo Cq(D, peP).

Exemplo 1.19. [14, Exemplo 4.17] Seja a curva Hermitiana Y4+Y = X5 sobre F;4 de género
6. Seja R a Fyg-algebra dada por R = Fi5[X,Y]/(Y*+Y — X?). Entao R tem {z°¢y” : a < 5}
como base e p(r®y”) = 4a + 53 d4 uma funcio peso sobre R. Neste caso, para qualquer

ponto Fig-racional é sabido que seu semigrupo de Weierstrass ¢é {0,4,5,8,9,10,12,13,...}.
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Em particular, para P = (0:1:0) temos que R = R(P). A tabela abaixo nos fornece uma
lista dos valores de py, vy, d(€) e dg(¢) onde 1 < ¢ < 16.

14 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
pe 0 4 5 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
vy 2 2 3 4 3 4 6 6 4 5 8 9 8 9 10 12
d(0) 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 8 8§ 8 9 10 12

de(t) =10 =6 =5 =2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Temos também que d(¢) = vy = — 5 = dg({), para todo ¢ > 16.

1.3 Automorfismos de Cdédigos

O grupo simétrico S,, (seus elementos sao permutagoes do conjunto {1,...,n}) age sobre

o espago vetorial [ via
7T(Cl, e ,Cn) = (Cﬂ(l), e ,Cﬂ(n)) s

para ™ € S, e ¢ = (c1,...,¢,) € Fy. A seguir damos a definicdo de automorfismo para um
codigo (ver [28, Secao VIL3]).

Definigao 1.20. O grupo de automorfismos de um cédigo linear C' C Fy é definido por
Aut(C) :={r e S, :n(C)=C}.

Claramente, Aut(C) é um subgrupo de S,. Nesta se¢ao, veremos automorfismos de
cédigos geométricos de Goppa que sao induzidos por automorfismos do correspondente corpo

de fungoes.

Definicao 1.21. Seja F'/F, um corpo de fungées e Aut(F/F,) o grupo de automorfismos

de F' sobre F,. Sejam D e G divisores associados a um cddigo geométrico de Goppa. Entao
Autp ¢(F/F,) :=={0c € Aut(F/F,) : o(D) = D e 0(G) = G}.
A razao pela qual a Definicao 1.21 é 1til esta dada na seguinte proposicao.

Proposicao 1.22. [28, Proposicao VII.3.3]
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1. Autp(F/F,) age sobre o cédigo Cr(D,G) por

o((z(P),...,x(P))) == (z(o(P1)),...,z(c(P))),

para x € L(G). Isto produz um homomorfismo de Autp ¢(F/F,) em
Aut(Cr(D, G)).

2. Se n > 2¢ + 2, entdo elementos diferentes de Autp o(F/F,) induzem diferentes auto-
morfismos de Cr(D, G). Portanto, para n > 2g + 2 identificamos Autp ¢(F/F,) com
um subgrupo de Aut(Cr(D, GQ)).

Os seguintes lemas sao fatos bdsicos concernientes a acao de Aut(F/F,) sobre codigos e

os espagos L((G) para certos divisores G.
Lema 1.23. [33, Lema 2.7] Para todo o € Aut(F/F,) temos que
Ce(D,G) = C(o(D),0(G)).

Lema 1.24. [33, Lema 2.8] Seja 0 € Aut(F/F,). Seja G = kP > 0 um divisor de F' com
dim(G) > 1. Se 0(L(G)) = L(G) entdo o(G) = G.

O calculo do grupo de automorfismos de um cédigo geométrico de Goppa é essencial para
construir cédigos equivalentes e também podem ser usados para a implementacao de certos

algoritmos de decodificagao.

1.4 Pesos Generalizados de Hamming

Em [31], Wei introduz a no¢ao de pesos generalizados de Hamming e o peso hierdrquico
de um coédigo linear, mostrando que o peso hierarquico de um codigo linear caracteriza o
desempenho do cédigo sobre certo canal de comunicac¢ao. Seja C' um [n, k] cddigo linear.

Definimos o suporte de C' como sendo:
X(C):={i|3 (¢1,...,¢,) € C com ¢; #0}.

Definicao 1.25. Seja 1 <r < k. O r-ésimo peso generalizado de Hamming de C' é definido
por

d,(C) := min{|x(D)| : D é subcédigo de C' de dimensao r} .
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Exemplo 1.26. Seja o cédigo C' = {(0000), (1000), (0100), (1100)} de dimensao k = 2.
D1 = {(0000), (1000)}, Dy = {(0000), (0100)}, Dy = {(0000), (1100)} sio subcédigos de
C de dimensao 1. Entao x(D;) = {1}, x(D2) = {2}, D;s = {(0000), (1100)} = {1,2},
di(C)=1edy(C) =2,

Definicao 1.27. O peso hierdrquico de um cédigo linear é o conjunto de ntimeros inteiros
{d.(C):1<r <k}
Observagao 1.28. Em particular, d;(C) é a distancia minima de Hamming do cédigo C'.

O peso hierarquico de varios cédigos lineares tem sido estudado, incluindo os cédigos
BCH, Goppa [7], e cédigos produto [32]. Em [18], Kumar, Stichtenoth e Yang mostraram
uma cota inferior sobre os pesos de Hamming generalizados similar a cota inferior da distancia
minima de Goppa. Também mostraram uma cota superior para os pesos de Hamming
generalizados de codigos Hermitianos para alguns casos especiais.

A seguir enunciamos algumas propriedades béasicas desses pesos.

Teorema 1.29. [Monotonicidade] Para C' um [n, k| cédigo linear, temos:
0< dl(C) < dg(C) < e K dk(C) <n.

Demonstracao: Da defini¢ao temos que d,—;(C) < d,(C) para todo r. Para a desigual-
dade estrita, seja D um subcddigo de C' de dimensao r tal que |x(D)| = d,.(C). Escolha
i € x(D) e defina D; :== {c € D :¢; =0}. Assim, da construgao tem-se que a dimensao de
D;ér—1e

dr—1(C) < [x(D3)] < [x(D)] =1 =d,(C) = 1.

OJ

Corolario 1.30. [Cota Generalizada de Singleton| Seja C' um [n, k] c6digo linear e para
1 <r <k, temos que:
d,(C)<n—Fk+r.

(Quando r =1 é a cota de Singleton)

Proposigao 1.31. [Dualidade] Seja C um [n, k] c6digo linear e C+ seu dual. Entao,

{d.(C):1<r<k}={1,2,....n}\ {n+1—d.(CH}.
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Demonstracao: Ver [31]. O
Corolario 1.32. Seja Cr(D,G) o codigo geométrico de Goppa. Se deg(G) > 2g — 2, entdo
d.(C)=n—k+r, para g+1<r<k,

onde k ¢ a dimensao de Cr(D, G).

Demonstragao: Do Teorema (1.5) temos que d;(C*) > deg(G) — (29 — 2). Da proposigao
(1.31) segue que
di—i(Ce(D,G)) =n — i,

para 0 < i < deg(G) — 2g. Se deg(G) > 2g — 2, entdo k < dim(L(G)) = deg(G) +1—g, e
dai que k — (deg(G) — 2g) < g+ 1, logo para r = k — i obtemos o resultado. O
Agora introduzimos o conceito de seqiiéncia de gonalidade, com o objetivo de melhorar

a cota inferior para os pesos generalizados de Hamming (ver [21]).

Definigao 1.33. Seja F'/K um corpo de fungoes algébricas com corpo constante K, e Dp

o conjunto de todos os divisores de F//K. Para r > 1 definimos a r-gonalidade como
v = min{deg(A) : A € Dpel(A) > r}.

A seqiiéncia SG(F') = {~, : v > 1} é chamada a seqiiéncia de gonalidade de F/K.

As seguintes propriedades sao satisfeitas [18]:

e 0=y << - << Y1 <o

e v, =r+g—1,parar > g, onde g é o género do corpo F/K.

® v, =29—2e~, >2(r—1) paratodortal que 1 <r <g.
Proposigao 1.34. [23, Proposicao 2.8] Suponhamos F/K # 0. Entao

1. a € SG(F) se, e somente se, 2g — 1 —a € SG(F);

2. Parat=1,...,g temos que
Yg—riti-1 < 29 =1 =9 < Ygeriti-

O seguinte teorema d& uma cota inferior para os pesos generalizados de Hamming usando

a sequiéncia de gonalidade do corpo de fungoes algébricas.
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Teorema 1.35. [18, Teorema 12| Para o CGG C(D,G) temos que
d(Ce(D,G)) = n— deg(G) + 7, para 1 <r <k,
onde k = dim(C,(D,G)).
A seguir definimos a abundancia de um cédigo geométrico de Goppa.

Definicao 1.36. Seja Cz(D, G) um CGG. O nimero a = ¢(G— D) é chamado de abundancia
do cédigo.

Como no caso da distancia minima d;, o r-ésimo peso generalizado de Hamming tem

uma interpretacao aritmética correspondente a aritmética da curva.

Teorema 1.37. [21, Teorema 1] Seja C' = C(D, G) um cédigo linear de abundancia a > 0.

a) Se d,.(C) = d, entao existem n — d pontos distintos Py, 1, ..., P, tal que {(G — Py —

b) Se existem n — d pontos distintos Pyyq, ..., P, tal que (G — Pyyy — -+ — P,) > r+a,
entao d,.(C) < d.

Demonstracao: a) Se d,(C) = d entdo existe um subcddigo V; de C' de dimensao r e

com d elementos no suporte. Seja V. = (a(f1),...,a(f;)). Assim, fi,..., f, sdo fung¢oes
independentes que se anulam em Py, q,...,FP,, n-d pontos distintos. Logo, fi,...,f. €
L(G— Py —---—P,)\ L(G— D), assim, se {¢1,...,0,} ¢ uma base de L(G — D) entdo o
conjunto {¢1, ..., ¢4, f1,..., fr} é independente, portanto /(G — Pyyy —---— P,) > r + a.

b) Seja {1, ..., ¢, } uma base de L(G— D). Pode-se estender esta para uma base {¢1, . .., @a,
fi,ooos fry.oo .y de L(G = Pyyy — -+ — Py). Seja V. = (a(f1),..., a(f)),assim, x(V;) <de
dim(V,) =r. O

Corolario 1.38. [21, Corolério 1] Seja C' = Cr(D, G) um cédigo de dimensao k e abundancia
a > 0. Entao paratodor, 1 <r <k

d,(C) = min{deg(D') : 0 = D' < D, {(G — D+ D') > r +a},

d.(C) = min{n — deg(D") : 0 < D" X D, /(G — D") > r +a}.
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Proposigao 1.39. [21, Proposi¢ao 6] Seja C' = Cp(D,G) um cédigo de dimensao k e
abundancia a > 0. Entao, para 1 < r < k, temos que d,.(C) < deg(D’) para todo divisor
efetivo D' < D tal que ¢(D’') > r.

Demonstragao: Como ¢(D') + (G — D) < UG —-D+D')+1,se D" =D — D', temos
que {(G — D") > r 4+ £(G — D), e o resultado segue do corolario (1.38). O

Proposigao 1.40. [21, Colorério 2] Seja C' = Cr(D, G) um [n, k] cédigo linear de abundancia
a > 0. Entao para todo r, 1 < r < k temos que:

a) d,(C) = n —deg(G) + Yr+a;
b) Se r+a > g, entdo d.(C) =n —k +r;
c) Ser+a=g,entaiod.(C)=n—k+roud(C)=n—k+r—1.

A proposicao a seguir é um resultado importante no calculo dos pesos de Hamming

generalizados do codigo.

Proposicao 1.41. [21, Proposicao 4] Se C,, = Cr(D,mQs) um [n, k] cédigo linear de
abundancia a > 0. Seja p,1q € H(Qw). Entdo para todo r, 1 <r < k temos que:

dy(Crn) < di(CL(D, (M = pria)Qso))-

Observagao 1.42. Como (p,1,Qs) < {(MmQs), pois r + a < k + a, entdo é possivel
considerar o c6digo Cr,—p,,, = C(D, (M — priq)@oo) Na proposicao 1.41.



CAPITULO 2

Cddigos Hermitianos Generalizados

Neste capitulo generalizamos os resultados de Bulygin [3]. Além disso, calculamos as dis-
tancias minimas exatas para alguns valores do semigrupo de Weierstrass H () no ponto ()
da curva definida abaixo pela equagao (2.1) e aplicamos estes calculos para obter informagao
sobre os pesos generalizados de Hamming dos codigos introduzidos.

A seguir apresentamos uma familia de corpos de fungoes que foi considerada por Garcia
e Stichtenoth em [9], definidas por equagdes usando polinomios simétricos elementares, e
com o propésito de construir corpos de fungoes com grande nimero de lugares de grau 1.

Denotamos estes tipos de corpos por GH.

2.1 Corpo de Funcoes Hermitianos Generalizados

Teorema 2.1. [9, Teorema 4.1] Seja ¢ = p’, p um primo. Entao a curva dada pela equagao

r—1

g by Ty — (T T TR = (2.1)
¢ absolutamente irredutivel sobre F,. O correspondente corpo de fungdes GH/F, desta

curva tem género

qr—1<qr—1 _ 1)

9= 9 )

23
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e o numero de lugares de grau 1 é
N=1+¢"".
Em particular, quando r = 2 obtemos o corpo de fungoes Hermitianas.

Observagao 2.2. i) A equacdo (2.1) pode ser escrita como s,1(y) = $,2(x), onde s,.1(y)
e ,2(x) sdo o primeiro e segundo polindémios simétricos de (y, y?, ..., yqrfl) e(x, 29, ...,

29" respectivamente (ver [19]).

ii) Note que s,1(3) = Trg . r,(3), onde Tr é a fungao traco de Fyr para F,, e 3 € Fyr,
logo temos que s,1(3) € F,. Veja que para a € F,» também temos que s,2(a) € Fy,
pois 5,2()? — s,9(a) = (a9 —a)(a? +a? 4+ -+ a¥ ) = 0, assim segue-se que

spo(a) € Fy.

iii) Tomando r = 3 e ¢ = 2 na equagao (2.1), obtem-se um corpo de fungoes GH de género
6 com 33 lugares de grau 1 sobre Fs. Nao se conhece um corpo de fungoes racionais

sobre Fg de género 6 com mais de 33 lugares de grau 1, ver [10].

iv) Tomando r = 3 e ¢ = 3 na equagao (2.1), obtem-se um corpo de fungdes GH de
genero 36 com 244 lugares de grau 1 sobre Fy7. Nao se conhece um corpo de fungoes

racionais sobre Fo; de género 36 com mais de 244 lugares de grau 1, ver [10].

Com o propdsito de entender melhor a familia de curvas definidas pela equagao (2.1),

esbocamos a demonstragao da proposicao a seguir.

Proposicao 2.3. [3, Proposicao 1.4] Seja GH/F,» o corpo de fungoes definido pela curva
(2.1), e Pgy o conjunto de lugares de GH/F,». Entao temos que:

a) O pdlo P, de x em F () tem uma tnica extensio Qu, € Paa, € €(QuolPsx) = ¢" 1.

Logo, Qs ¢ um lugar em GH/F, de grau 1.
b) O divisor de pélos de 7 é (7)o = ¢" Qo e de ¥ é (Yoo = ("2 + ¢" 1) Qro.

c¢) Para cada o € F,r, existem ¢"~! elementos 3 € F - tal que

r—1

ﬁq NENE Bq + ﬁ _ al—i—q + a1+q2 + -4 aq"'—2+qr—1 — f(Oé),

e para todo (o, 3) existe um unico lugar P, s € Pgy de grau 1 com z(P,3) = o e
y(Pa,ﬂ) = ﬁ
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Demonstragao: a) Segue do fato que a equacao (2.1) é absolutamente irredutivel, isto é,
GH :Fp(x)] =q¢ .
b) De (a) temos que (7)s = ¢" 'Quw. Da equagao (2.1), observe que = e y possuem os

mesmos polos, logo Qs € o tnico polo de y. Como
¢ oL (y) = (¢ + g (2)

entao (¥)oo = (¢" % + ¢ 1) Que.

c) Como s,2(a) = ¢ € F, para todo o € Fr, e a fungao trago é linear e sobrejetora, entao
existem ¢"~! elementos A € F,» tal que N4 4 M4\ = ¢ Agora suponha que (3 € Fyr
tal que 7+ -+ 314+ 0 = f(a@). Assim, para todo v € Fy- tal que ATyl 4y = 0,

se cumpre que

r—1

B+7T +-+ B+ +H(B+7) = fla),

logo,
B q'r—l
T + 4+ T4+ T — fla) = H(T_ﬁi)a
i=1

com fB; # B parai # je f; € Fyr parai = 1,...,¢"'. Segue de [28, Coroldrio I11.3.8(c)]

r—1

que para cada i = 1,...,¢" ! existe um unico lugar P, € Pgy tal que Pj|P, ey —[; € P, e
deg(P;) =1, logo z(P;) = a e y(P;) = ;. O

2.2 Semigrupo de Weierstrass no Ponto ()

Por semigrupo entendemos um subconjunto S dos inteiros nao negativos Ny tal que para
todo a,b € S tem-se que a +b € S, e o conjunto Ny \ {S} ¢ finito. Chamamos os elementos
de Ny \ {S} de lacunas e os elementos de S de ndo lacunas. Denotamos o niimero de lacunas
por g = ¢g(S). No contexto de curvas algébricas o semigrupo de um ponto racional da curva é
chamado semigrupo de Weierstrass e o nimero g representa o género da curva. Enumeramos
as lacunas de S pela seqiiéncia ¢; < --- < {,. Assim, ¢, é a maior lacuna de S. Dizemos
que o semigrupo S é simétrico se £, = 2g — 1, isto vem do fato de satisfazer a propriedade
de simetria que o par (s,t) de inteiros ndo negativos deve satisfazer, isto é, s +t = /.
Conseqiiéntemente tem-se que um desses nimeros ¢ uma lacuna e o outro ¢ uma nao lacuna.

O objetivo nesta segdo é determinar uma base para o espaco L(sQ) para todo s,

importante para estudar os codigos pontuais com suporte no ponto .. Este problema esta
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fortemente ligado com a obtencao de um conjunto de geradores do semigrupo de Weierstrass

no ponto Q.

Observagao 2.4. Ao contrario de Bulygin, que considerou a curva (2.1) somente no caso
em que ¢ = 2 em [3], aqui consideramos todas as familias de curvas com ¢ = p', onde p
é primo. Além disso, veja que para todo g e r tal que ¢" é fixo e ¢ uma poténcia de p, o
nimero maximo N de pontos da curva vai ser obtido quando ¢ = p. Isto segue do fato que

)2
N:1+q2r1:1+(qq)

, logo, quando ¢ cresce, N decresce.

Uma da razoes pelas quais é interessante o estudo da curva (2.1) para ¢ uma poténcia de

p > 2 é porque o quociente

N B 2(1+q27~,1) 2(1+ (qT)Q)
g q’l‘—l(qr—l _ 1) %(% _ 1) ’

é o menor possivel quando ¢ = 2, e cresce quando ¢ também cresce.

No lema a seguir, encontraremos a ordem de algumas funcées no ponto (), essenciais
para determinar o conjunto de geradores do semigrupo de Weierstrass de (). A construgao
da funcao z := 297! — y? 4+ 2971y, foi o que permitiu generalizar todos os resultados obtidos

por Bulygin em [3].

Lema 2.5. Sejam as fungoes w := x4t —y4, z := w+ % 'y. Definimos ord(f) := —vg_ (f),

onde vg_ € a valorizacao no ponto Q. Entao:
e ord(z) = ¢
o ord(y) =¢ 7+ ¢
e ord(z) =q¢" + 1;
e ord(w) = ord(z9ly) = ¢" 2 + ¢ .

Demonstracao: Como notado anteriormente, z e y tem ordens ¢" ! e ¢"~2 + ¢" !, respec-
tivamente. Observe que ord(z?™') = ord(y?). Portanto, pela propriedade de valorizagoes

ord(w) < ord(z?"1) = ord(y?). Elevando & poténcia ¢ a equacao (2.1) temos que

T

yq +...+yq2+yq:ququ+xq+q3+.”+xqr—1+qr7

-1 —1yr - ~
e como w?  =gx? T¢ — ¢ entado segue que:
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wi =yt T ey oyt — (29T gt g g T
= —y 4 (2 g T (gt gt
$qr72+qr71)

i J .. . . A~ .
vemos que os termos da forma z? %% i j > 0 do primeiro paréntesis, se anulam com os

termos da forma 297, 1 < j <1 <r—1dosegundo paréntese. Assim,
-1

T 2 r—1 T 2 T r—2 T
w? :_y+wl+q+$l+q T L AL s AT o o L A A

As ordens dos termos na igualdade acima sdo duas a duas distintas, assim (¢"~!)ord(w)

= (¢""2 4 ¢")ord(z), é o maior. Logo,
ord(w) =q¢" 2+ ¢ .
Observe também que
ord(z7y) = (¢ — Dord(z) +ord(y) =¢" = ¢ '+ ¢ >+ ¢ =¢ >+ ¢ =ord(w) .

Agora, considere a funcio z := x4t — ¢y + 2971y, Entao

r—1 r—1 r__r—1 r—1
Zq = wq _|_ xq q yq
q”‘—l qT,qT‘—l 1+q 1+(]2 qr—1+qr—2 q'r—2 q
w?  +ax (T2 44 —y? ==yl —y)
=yt T gatdT e L g

T

r_r—1 _r—1 r—2 T r_r—1 r—3 r—2
T A o e o S o T e A A

r_ r—1 r—2

T r—3 T r—2 r—1 r—3

A L V. L .
_gjqriqr—ly
r—1 r__r—1 r__r—1 r—2
= —y4 M T gt T e L T T
T r_r—1 2 r_ r—1 r—2 r_r—1 r—3 r—2
I R i e A BNt A L iy U R

r—2 r—1 r—3

r_ r—1 T_ r_ r—1 r_r—1
T e A T A T A A TD

E necessario que as maiores ordens dos termos na igualdade acima sejam diferentes, pois se
algumas das ordens menores sao repetidas, entao é suficiente agrupar todas as fungoes com
a mesma ordem em uma Unica funcao. Assim, basta comparar as ordens das funcoes x4 *1

_,r—1 —2 . ~ ~ . ~ .
e x? ~7 y7" pois estas sdo as funcoes de maior poténcia. Logo,

OI'd(.Z'qTJrl) — (qr + 1>qr717
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r—1 r—2

Ord(xqr_q yq ) — <qr o qr—l)qr—l + qr—2(qr—1 + qr—z) — qr—1<qr . qr—l +qr—2 + qr—s).

Como ¢? > ¢+ 1 para todo ¢, entdao ¢"~! > ¢" =2 + ¢" 2 para todo r > 3 e disso segue que
ord(z¢ ) > ord(z? ¢ 'y? 7).
Portanto, ord(z? ") = (¢" 4+ 1)¢" ", implicando que ord(z) = ¢" + 1. O
Podemos observar que ord(z) = ¢" + 1 nao é combinagao linear de ¢" ' e ¢" 2 +¢" . A

seguir enunciamos o teorema principal desta sec¢ao.

Teorema 2.6.
HQux)={d" ¢ ?+q¢ "¢ +1).

Para demonstrar este teorema lembramos o conceito de semigrupos telescopicos dado em

[16].

Defini¢ao 2.7. [16, Defini¢do 6.1] Seja aq, ..., a; uma seqiiéncia de inteiros positivos com

méximo divisor comum (mdc) igual a 1. Defina
di = mdc(al, e ,CLi) (& Az = {al/di, Ce ,(Zi/di}

para ¢ = 1,...,k. Seja dy := 0. Seja S; o semigrupo gerado por A;. Se a;/d; € S;_;
parai = 2,...,k, entdo a sequiéncia (aj, ..., ax) é chamada de telescdpica. Um semigrupo é

chamado telescépico se este é gerado por uma seqiiéncia telescopica.

Proposicao 2.8. [16, Lema 6.5] Seja S o semigrupo gerado pela seqiiéncia telescépica

(ay,...,ax). Entao

ly(Sk) = di-1(ly(Sk—1) — 1) + (dr—1 — 1)ay,
Sy (dimy/di = 1)ay,
9(Sk) = di-19(Sk-1) + (d—1 — L)(ar — 1)/2
= (gg(sk) + 1)/2'

Assim, da férmula do género para um semigrupo telescépico tem-se que semigrupos
telescopicos sao simétricos.

Demonstracao: (Teorema 2.6) Seja

Sr)y={¢d""d?+d "¢ +1) ,r>3
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o semigrupo gerado por a; == ¢" ", as := ¢ 2+ ¢! e as:= ¢ + 1 parar > 3. Temos que

mdc(aq, as, az) = 1. A seguir checamos a defini¢do de semigrupo telescépico.

dy = mdc(ay) = ¢" 1, A ={1}, S;=N;

dy = mdc(ar,a2) = ¢"%, Ay ={q.¢+1}, So=(g,q+1);

ds = mdc(ay,ag,a3) =1, Az ={ai,as,a3} S3=95(r).
Observamos que Ay = {q,q+1} CN=S1eq +1=¢q(¢" ' —1)+(¢+1)-1 € Sy = {(q,q+ 1).
[sto significa que S(r) é um semigrupo telescépico. Assim, aplicando a Proposigao 2.8 a S(r),
obtemos

6,(S(r)) = (do/dy — Vay + (dv/ds — 1)az + (do/ds — Vaz + 1,

logo,
69(5(7”)) = —a; + (q — 1)@2 + (qT*Q _ 1)@3 +1= q27“*2 o qrfl _ qrfl(qrfl . 1) .

Como semigrupos telescépicos sao simétricos entao segue que:

o(S(r)) = 59(5(2)) +1_ ¢~ (q;‘1 -1

Note que ¢g(S(r)) = g(H(Qw)) = #(N\ H(Qw)), € como S(r) C H(Q) concluimos que
S(r)=H(Qw). O

A seguir uma importante conseqiiéncia deste teorema.

Proposigao 2.9. Para s > 0. L(sQ) = <xiyjzk>ijk onde z = 29! — 4 + 297y e
i i (@) k(¢ +1) <s, talque i >0,0<5<q0<k<q
Demonstragao: Podemos ver que

dim(L(sQw)) = |H(Qw) N{0,1,..., s},

e que as funcoes da forma z'y’z* como no enunciado sdo linearmente independentes, pois
elas tem diferentes ordens em (). Para ver isto, é suficiente mostrar que os ntmeros da
forma

g (@) R (),
sao diferentes para cada i > 0,0 < j < ge 0 < k < ¢"~2. Suponhamos que existem inteiros

positivos g, i1, Jo, j1, ko, k1 tais que:

ioqrfl _’_jo(qer 4 qrfl) 4 ko(qr 4 1) — Z'lqrfl _i_jl(qer _'_qr71> T k1<qr 4 1) ]
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Entao,
(o —i)d" "+ (o —j1)(d >+ ¢ ")+ (ko — k1)(¢" + 1) = 0.

Logo, ¢"~2 divide ko — k1, e do fato que ko, k1 < ¢"~2 obtém-se que kg = k1. Assim,
(0 —11)g+ (o — j1)(¢ +1) = 0.

Como conseqiiéncia g divide jo — ji, € como jg, j1 < q entao jo = j1 e, portanto iy = ;.

Por dltimo, mostraremos que um elemento qualquer
ag" + (¢ + ¢ ) +eld” + 1) € H(Quw) s

coma > 0,b>0ec > 0se escreve da forma iq" '+ j(¢" 2 +¢" ')+ k(¢"+1) com 0 < j < ¢
e o<k < ¢ 2 Sabemos existem c;,cy € Ny, com 0 < ¢y < ¢" 2 tais que c = ¢1¢" 2 +cy e
disso temos que

ag’ " +0(q g ) +eld" + 1) = ag T +b(q 2+ g + (g P+ )¢ + 1)
—ag (¢ F g+ ag Fe(g 1)
=(a+aq P =)+ b+ e)(@ P+ ¢ + el +1).
Sejam agora dy,ds € Ny, com 0 < ds < ¢, tais que b + ¢; = d1q + ds. Entao temos que

(a+ Clq’l’—l _ Cl)qr_l + (b+ Cl)(q’l‘—Q + qr—1> + CQ(qT + 1)
=(a+aq ™t —a)d T+ (dg+d)(@ 2+ +ed +1)
=(ataqd ™ —a)g T +dig T +dig" +do(PH ¢ +ea(d + 1)
=(a+tag ' —a+dig+d)gd " +do(q¢ ¢ +eald + 1),

Isto completa a demonstracao de que as ordens de podlo em ()., das fungoes dadas de
fato sdao todos os elementos de H(Qw). O

2.3 Cddigos sobre Corpos Hermitianos Generalizados

Cédigos Hermitianos sao uma classe importante de exemplos em teoria dos cédigos de
Goppa. Assim, pela semelhanca do corpo de funcoes GH com o corpo de fun¢oes Hermi-

tianas definimos os cédigos G H, de forma analoga a Definicao 1.6.
Definicao 2.10. Para s € N, seja

GHS = C[;(D, SQOO) y
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onde

D = Z Pa,ﬁ7

B L B=al et a2 e T
¢ a soma de todos os lugares de grau 1, exceto (Qw, do corpo de fun¢oes GH/F, (ver

Teorema 2.1). Chamamos estes cédigos GH; de codigos Hermitianos generalizados.

cédigos GH, sao codigos de comprimento n = ¢*" ! sobre F,. Para t < s temos que
GH, C GH,. Agora discutimos um caso trivial. Se s > ¢* " 1429—2 = ¢ 1 4+¢* 2 —¢"~1 -2,

entao pelo Teorema de Riemann-Roch e do Teorema 1.2 segue que

dim(GHs) = dim(L(sQw)) — dim(L(sQ — D))

(s+1—g)—(s+1—g—q¢*")

— q2r—1 =n.

Assim, codigos G H, sao interessantes para

0<s S q2r—1_|_q2'r—2_qr—1 —9.

A proposicao a seguir sera de grande ajuda na hora de calcular a dimensao e as distancias

minimas do cédigo.
Proposicao 2.11. [3, Corolério 4.5] O c6digo dual de GH, é
GHSJ_ = GHq27—1+2g7273 == GHq2r—1+qr—1(qr—1,1),2,8 .

Assim, GH, é auto-ortogonal se 25 < ¢* '+ ¢"1(¢"' — 1) — 2, e GH, é auto-dual (este

caso s6 pode ocorrer se ¢ é uma poténcia de 2) se, e somente se, s = (¢* ! + ¢ " 1(¢" —

1) —2)/2.

A seguir determinaremos os parametros para GH,. Considere o conjunto
I(s) := H(sQx)N{0,1,...,s}.
Tem-se para s > 29 —1=¢""(¢"' —1) — 1 que
I(s)]=s+1—g=s+1-—
Da secao anterior segue

Is)={(<s:l=i-¢ ' +j-(¢*+¢ H+k-(¢+1);i>00<j<q0<k<qg?}.
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Proposicao 2.12. Suponhamos que 0 < s < ¢ 1 +¢* 2 —¢"~! — 2. Entao

1. A dimensao de GH, é dada por

|I(s)|, para 0<s<qg> !,

q2r—1 o |I<t)’, q2r—1 S s S q2r—1 + q2r—2 o qr—l _ 2’

dim(GHy) = {

ondet :=¢* 1 4+¢2—¢ ' —2—5 Para¢g®” 2 —¢ ' —2<s<¢* ! tem-se que

r—1( r—1 1
dim(GH,) =s+1- 1 @2 )
2. A distancia minima d de GH,, satisfaz
d> qzr_1 — 5.

Demonstragao: 1) Para 0 < s < ¢* !, segue do Corolério 1.3 que
dim(GHy) = dim(L(sQx)) = |1(s)],
e que

¢ (¢ —1)
2 Y

dim(GHs) =s+1—

se q27‘72 _ qrfl —2<s5< q2r71.
Se q27‘—1 S S S qQT—l + q27‘—2 _ qr—l —2¢et = q2r—1 + q27'—2 _ qr—l — 2 — 5 tem-se que
0<t<¢g”2—q 1 —2<¢” ! logo da proposi¢io (2.11) obtemos que

dim(GH,) = ¢ ' —dim(GH})
¢! — dim(GH,;)
= ¢ =)l

2) A desigualdade segue do Teorema 1.2. 0
No quadro da proposicao a seguir apresentamos a distancia minima exata para uma

ampla quantidade de valores de s € H(Qw).
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Proposicao 2.13.

s€ H(Qux) ="', ¢ 2+ ¢ ', ¢ +1) | Distancia Minima

1) 0<s= Z'qr—l < q2r—1 q2r—1 — 35

r=3,q=p,p#2
H(Qx) =(*.q+ ¢, ¢ +1)

2) 0<s<¢@—q¢"—-¢ Q@ —s
s =iq> + j(q+q°)
3) " —q'— ¢ <s<¢— ¢
s=¢ —q"— ¢ +ag®+ g, @ —s
0<a<@@—-1+b1<b<qg-1
4) ¢ —q' - <s<¢—q%
s=¢ —q¢" — ¢ +ag®+ g, ¢ — s+ bq
PH+b<a<@F+qg—21<b<qg-1
5) gl < s < gl =
Demonstracgao:

1. Seja s = ig"'. Observe que para a € F,- o divisor de  — « tem exatamente ¢"~' zeros
distintos P, g, de grau 1 em Pgp. Isto vem do fato que a aplicacao traco de Fyr em F,

é sobrejetora e linear. Assim, escolha J C Fi» tal que |J| = i, logo o elemento
h = H(m —a),

zeros distintos no suporte de D, o que implica que o peso da

palavra a(h) € GH, é ¢*! — s.

tem exatamente i¢" !

2. Para 0 < s < ¢® — ¢* — ¢, com s = i¢® + j(q + ¢*) tem-se que i < ¢* — ¢*> — q,
e fixe v € F, \ {0}. Escolha v ¢ 33, onde ¥3 é um subconjunto de F, tal que o
polinémio H(x) = 217 4 219" 4 2979° — 5 tem raizes multiplas em F,. Entdo de [9,
Observagao 3.8] tem-se que #(23) = (¢+1)/2, e que no caso em que v € X3 segue que
o polinomio H () tem ¢*+ ¢ raizes simples em Fs. Portanto, obtém-se que o conjunto
A= {a € Fp : a4 ot + a7 £ 4} tem |A| = ¢® — ¢ — ¢ > i clementos.

Considere aq,...,q; € A elementos distintos e defina

2 1= H(x—u).
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Por construcao obtém-se que z; tem ig* zeros distintos no suporte de D. Agora,
tomando j elementos distintos 31,...,3; € Fys tal que 532 + B+ [, = v e para

v=1,...,7, defina a fungao
J
2 = Hrln
v=1

onde r, = y — 3,. Logo 2o tem j(q + ¢*) zeros distintos no suporte de D, e todos
diferentes dos zeros de z;, pois, 8L + 9+ (3, = v # ot Ozllfqz + aff‘f, para todo

v=1,....5eu=1,... 1. Assim,
2= z129 € L(5Qw),

tem s zeros distintos P, 3 = D, portanto a palavra do cédigo a(z) € GH, tem peso

P —s.

3.%¢a g —¢* —@P<s<@ -, coms=¢ —¢" - +a®?+bqg, 0<a<@F—-1+be

1 <b< g— 1. Para demonstrar esta parte, necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.14. Suponha 0 < s < n = ¢° e seja § = n — s. Entao, existe uma funcao
f € L(sQ«) com exatamente s zeros distintos no suporte de D se, e somente se, existe

h € L(0Q+) com exatamente 0 zeros distintos no suporte de D.

Demonstracao: Seja u = 27 — z. Note que (u) = D — ¢°Q4 e considere a fungao

u/f ouu/h para f e h satisfazendo a condi¢do do lema. O

Notequed =n—s=¢"—s= (¢*—1—a+b)¢*+(¢—b)(qg+¢?), talque ¢*~1—a+b >0
e0<qg—b<gqg—1,portanto § € H(Qs). Como § < ¢° — ¢* — ¢® para q > 3, segue
do item (b) que existe uma fun¢do f € L£(dQ) com exatamente ¢ zeros distintos no
suporte de D. Assim, do Lema 2.14 existe uma fungao g € L£(sQ ) com exatamente s
zeros distintos no suporte de D. Entao concluimos que a palavra do cédigo a(g) € GHg

tem peso ¢° — s.

4. Seja® —¢* — P <s<@P - coms=¢ —¢*—@P+ai®?+bq, P+bv<a<g+q—-2
el <b<qg—2 Do Lema 2.15 segue que 6 =n — s+ v, 0 < v < bg é uma lacuna do
semigrupo de Weierstrass H(Qy,), pois 6 = (¢* + ¢ —a — 1)¢*> + (¢ — b)q + v tal que
P+q—a—1< g—be®—bg+v < ¢* Logo, do item 1 obtém-se que d(GH,) = n—s+bq.

5) Do item 1) tem-se que d(GH2r-1_,-1) = ¢"*. Por outro lado, note que a abundéan-

cia do c6digo GHper-1 é a = £(¢* ' Qs — D) = 1 e portanto da Proposi¢ao 1.40 tem-se
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que d(GHy) > ¢*~'. Além disso, d(GH,,) > d(GH,,) para s; < sy, entdo segue-se que
d(GH,) = ¢"! para s no intervalo ¢! — ¢" 1 < s < ¢* L. 0
Agora restringimos nossa atencao para ¢! < 5 < ¢ ' 4 ¢* 2 — ¢! — 2. Para
simplificar a notagao definimos st = ¢ 1 4+ ¢* 2 — ¢! — 2 — 5. Assim, GH} = GH,. e

0§8L§29_2:q2r—2_qr—1_2'

Lema 2.15. Seja m € Z, com m > 0. Entao, s tem representacao tunica da forma

m=aq ' +bg"%+ec, (2.2)
ondea >0, 0<b<gq el <c<qg 2 Além disso, s € H(Q.) se, e somente se,
a>b+ cq.

Demonstragao: Suponhamos que a1q" ' +b1¢" 2 +c; = asq" 1 +byq" % +co para ay, az > 0,
0 < b,y <gel<cpe < g2 Logo, (a1 — as)gd" ' + (b1 — b2)q" % + (c1 — ¢2) = 0.
Portanto tem-se que ¢"2|(c; — ¢3) e como 0 < ¢1,¢0 < ¢"~2 entdo segue que ¢; = co.
Assim, (a3 — ag)q + (by — b2) = 0. Analogamente obtemos que b; = by e por conseqiiéncia
a; = ag, portanto temos a unicidade. Agora, seja m da forma (2.2). Se a > b + cq, entao
u=gz"" 4yl € L(5Qx) e
ord(u) = (a —b—cq)g" ' +b(¢"*+q¢ ) +clg" +1)=m,

o que mostra que m € H((Q). Para mostrar o outro lado, suponha que a < b+ ¢q e que
m € H(Qw). Podemos escrever m = iqg" '+ j(¢" 2 +¢ ) +k(¢"+1) comi >0,0< j < q
e0<k<q?% Entaioj=0b k=cea=1i+b+cq o que contradiz a suposicao, que
a < b+ cq pois i > 0. O

Desta demonstracao temos que o conjunto de lacunas do ponto (), € dado por
{ag" ' +b¢" 2 +c:0<a<bteg<qg'—1,0<b<q0<c<q?}.

Do Lema 2.15, podemos escrever s+ na forma (2.2) com 0 < b+cq < a < ¢"~' — 2, pois
0<st<29—2=¢"2—¢ -2 Provamos o resultado a seguir de forma similar a [17,
Teorema 5.

Proposigao 2.16. Se s = aq" ' +bg" 2+ c € H(Qs) onde 0 < b+cqg<a="V+dq <
¢ 1 =2, com0<bb <qgel<cd < g2 Entao
a+2, se a=b+ cq;
d(GH;) << a+2, se a>b+cqg e U <b;
a+1, se a>b+cqge >0,
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Demonstragao:

Seja H uma matriz geradora para o cédigo GH,i, isto é, uma matriz

teste de paridade para G H,, obtida de uma base de £(s1Q). Observe que cada linha de H

corresponde a uma funcao da base. O objetivo é encontrar colunas linearmente dependentes

de H sobre F,r. Seja o conjunto {P; : P, = (0,5;),i = 1,...
parai# jea+2<q

i)

ii)

7q7“—1} g SUP<D)7 com 67, % 5]

r—1

Se a = b+ cg. Uma base para L(s'Qs) = L((b(¢" 2+ ¢ 1) + clqd" + 1))Qx) é
{1z, y,2®, xy,v?, ..., 20 a2y, oyt a2 o0y ey 20wz 2y, yz,

i Yy a L avhyb eyt getabmeqybael ybael - Lembrando que a fun-
cao z = 29T —yl4x97 1y, observe que z(P;) = —(3;)?. Considere uma submatriz H; de

H com colunas correspondentes a Py, P, ..., P, o e usando propriedades de matrizes

conseguimos uma matriz equivalente da seguinte forma:

1 1 1 1 ]
B Bo 3 Bato
2 2 2 2
1 2 3 a+2
i i g B
_5f - g - g - Z+2
H, = _ agt+l g+l _ pgqtl _ Qetl
1 2 3 a+2
(=1 (=1)py (—1)°65 (—1)Barz
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0o |

Assim, o posto(H;) = a+ 1 e como H; tem a + 2 colunas, entao segue que as colunas

de H; sdo linearmente dependentes. Portanto, d(GHy) < a + 2.

Se a > b+cq. Seja a = b’ +/q, entao temos dois casos: (1) Se ' < b. Assim tem-se que
bVg+cd <bg+c, defato, b <b—1=0q<bg—q=bqg+d <bg—q+c <bg <bg+ec,
e também que a funcio 4”2 € L(s1Qu), pois ¥'(¢" 2 + ¢ ) +(¢" +1) = ag" " +
Vg =2+ < st (2) Se b > b. Assim tem-se que a funcio 3”2¢ ¢ L(s1Qu), pois
V(g 24+ ¢ )+ (q"+1) =aqt +¥q 2+ > st. Logo, para o caso (1) temos que

d(GH,) < a+ 2 e para o caso (2) apagando a linha correspondente a y” 2 na matriz
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H; acima, obtemos uma matriz Ha com posto(Hs) = a, desse modo, quaisquer a + 1

colunas de H sao linearmente dependentes sobre F . Portanto, d(GH,) < a + 1. O

Este teorema dd uma cota superior para d(GH,) no intervalo em que ¢* ! < s <
¢t 4+ ¢¥ 2 — ¢"7! — 2. A seguir, encontraremos uma cota inferior para obter a distancia
minima exata. A prova do seguinte lema segue a mesma idéia de [17, Lema 3]. A seguir
introduzimos uma notacao e um lema a ser usado na demonstracao.

Primeiro, para o caso em que s

= a¢" ' +b¢ %4+ ccoma = b+ cq logo st =
b(g?+ ¢ ") +c(¢" +1). Considere A uma submatriz de H obtida por escolha de a + 1
colunas distintas de H arbitrariamente. Cada coluna de H corresponde a um lugar P, 3 de

grau 1, podemos reordenar as colunas de A de acordo com «. Isto é,

Pa1ﬁ1,17 Pa1,ﬁ1,2> Pahﬁwl
Pazﬁz,u Paz,ﬁz,w Pazﬁz,bQ (2 3)
Pazﬂl,v Pazﬁl,z’ T Pazﬂz,bl

onde os «; sao distintos dois a doise by +by+---+b =a+1comby > by >--->b > 1.

Veja que se cumpre
YR € LT Qu), 0 ti+hig <bi—1,0< ki < g5 1<i <. (24)

Aplicando a funcao ordem tem-se que ord(z! 1yfizt) = (i—1)¢" L+ t;(¢" 2+ ¢ ) + ki(¢" +
)=0G—1+t+kiq)qd P +tiq" 2+ k; < (b; +i—2)¢" ' + t;¢" % + k;. Por outro lado, pela

1 —3)1
escolha dos b;’s, tem-se que b; +1 —2 <a—1— ( ) , 0 que implica a equagao (2.4) para
cadai=1,...,l. Reescrevemos esses elementos da base da seguinte forma.
17 Y, ?427 yq_l7 Z, yr12517 T1+81q:bl —1
x, Y, ry?, o wyth xz, o xY2%, ro4Sq=0by—1
2?2y, 2yt - 2%yl 2Pz oo 2PyTe®. r3ts3g=0by3— 1 (2.5)
$l717 l‘lily, xl’lyQ, L l‘lilyqil, I‘6712, L. xlflyrlzs“ T+ 510 = bl -1

Entao podemos escolher uma submatriz B de A de tamanho (a + 1) x (a + 1) como
segue: i) Cada linha corresponde a uma fun¢do em (2.5) na ordem dada; ii) Cada coluna
corresponde a um lugar de grau 1 de (2.3) na ordem dada; iii) Cada entrada de B ¢é obtida
por avaliacao. Isto é,

B=[By i,j=1,...,1



SECAO 2.3 o

Cédigos sobre Corpos Hermitianos Generalizados

38

onde B;; é de tamanho (b; x b;) e cada entrada (u,v) é

aé_lﬁ;f;ZUQ(Pajvﬁj,u)7 up +ugqg=u—1
logo
Bij =o' Dy,
onde
[ 1 1 1 1 ]
Bja B2 B3 Bip;
2 2 2 2
Ji1 7,2 J,3 4,bj
Dij = ‘—1 '—1 ‘—1 '—1
ﬁ('{l B;’I’Q ﬁq,S 6?1’]‘
Z(Paj,ﬂj,1) Z(Pajﬁm) Z<Pajﬂj,3> Z(P&jﬁj,bj>
| 5§7i125i(Paj,ﬂj,1) 6;,i225i(Paj7ﬁj,2) ﬁg,ZSZSi(Pajﬂjﬁ) ﬁ;'nfijSi(Pajﬂj,bj) i

tal que r; + s;q = b; — 1. Note que a matriz D, ; ¢ equivalente a matriz Dij da forma:

1 1 1 1
2 2 2 2
.771 ]72 ]73 ]7b]
Dij _ : : : :

-1 -1 -1 1

B B s By,

- ;‘1,1 _5?,2 _ﬁ;‘],?, _ﬁ;{b,-
- abi—1 - obi—1 - obi—1 - obi—1

L (DTG (=056 (D)%) (=18, |

Usando o método de eliminacao de Gauss e por indugao obtemos o seguinte lema.

Lema 2.17. Com as notagoes acima,

det(B) = <H det(Dm-)> (H Tja‘) — (H det(Di,i)) (H Tj’ﬁ)

onde
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Lema 2.18. Seja st = aqg" ' +bg" 2 +c,onde a = b+cq, 0 < a < ¢"~! —2. Entao, quaisquer

a + 1 colunas de H sao linearmente independentes sobre Fr.

Demonstracao: Considere quaisquer a+1 colunas distintas de H e, reordene essas colunas
de acordo com « para os pontos P, g. Entao podemos construir matrizes A e B como acima.
Visto que os o, sao distintos dois a dois para i = 1,2,...,[, temos que 7; # 0 para todo
Jj=2,3,...,1. Como os f3; ; sao distintos dois a dois para j = 1,2, ...,b; e para um 7 qualquer
tem-se que det(D;;) = det(D; ;) # 0. Assim, det(B) # 0 pelo Lema (2.17). Isto significa que
a+ 1= posto(B) < posto(A) < a+ 1, logo posto(A) = a+ 1. Portanto, as colunas de A sado

linearmente independentes sobre . O]

Proposigao 2.19. Seja s =aq" ' +b¢" 2 +c€ H(Qux) onde 0 < b+cqg<a=10+dq<
¢"~! — 2. Entao
a+2 a=b+cq;
d(GHs)=<¢ a+2 a>b+cqg eV <b;
a+1 a>b+cqge b >b.

Demonstracao: Se a = b+ cq entao da Proposigao (2.16) e do Lema (2.18) segue a
afirmagao. Suponha que a = b + ¢ > b+cq > 0e b < b Sejas =n+2g—2—
b/(qr—Q + qr—l) —d(g"+1) = N S, R b/<qr—2 + qr—l) —d(¢" +1). Entao
St =2+ ¢ 1) +(¢"+ 1) e assim st < st logo s < s’ e, portanto,

d(GH,) > d(GHy) = a + 2.

Da Proposic¢ao 2.16 temos que d(GHy) < a+2. Agora suponha que a =0 +cq > b+cqg > 0e
YV >b Sejas =n+29—2-b(qg" 2+q¢ ) —e(¢"+1) = ¢* 1 +¢¥" 2 =b(¢" 2 +q¢" ) —e(q"+1)
tal que b+ ¢ = a — 1. Entdo 55 = b(q+ ¢*) + &(¢® + 1) e assim 3% < s+, logo s < 3 e,
portanto,

d(GH;) > d(GH;) = (a—1)+2=a+ 1.
Da Proposigao 2.16 temos que d(GH,) < a + 1. O

Exemplo 2.20. Para ¢ = 2 e r = 3, temos que o género da curva definida por Ap, :
yt+ oyt +y = 23+ 25+ 25 é g = 6, e 0o nlimero de pontos racionais ¢ N = 33. Seja o uma raiz
do polinomio irredutivel F(z) = 2 +z + 1 € Fy[z]. Entao Fg = {0, 0, 0% a® = a + 1,0 =
?+ad=a’+a+1,a=a’+1,0" = 1} e assim,

X(Fg) = {P, = (0,0),P, = (0,a),P3 = (0,a?),P; = (0,a%),Ps = (1,1), Ps = (1,a?%),
P = (1,0°), P = (1,a%), Py = (o, 1), Pyo = (a,0?), Py = (a,0°), Py = (a,a%), P13 =
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(@®1), Py = (a?,a3), Pis = (?,ab), Pig = (a?,a%), P17 = (a*,1), Pig = (a*,a?), Py =
(a*, %), Py = (a*,a%), Py = (a3,0), Py = (a3, ), Pos = (a3,02), Pyy = (a?,a%), Py =
(a®,0), Pys = (a®,a), Py = (a®,0%),Pog = (a%,a1), Pyg = (a5,0), P = (o ), P =
(a® a?), Py = (a% a?), Qe = (0:1:0)}.

Além disso, deg(D) = 32 ¢ H(Qw) = {0,4,6,8,9,10,12, 13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22,23,24, 25, 26,27, 28,29, 30, 31,32,...}.

Calculamos o divisor de algumas fungoes que usaremos para calcular distancias minimas
exatas. Entao,

(y) =3P1 + Poy + Pos + Py — 6Q

() =P+ P+ Py + Py — 4Qw
(x—=1)=Ps+Fs+ P+ P —4Q,
(x+y+1)= P+ Pig+ Pro+ Pay + Pog + P31 — 6Qo,
(z+y+1)=Py+ Piz+ Pig+ Pos + Poy + Pog + Por + P3o + P32 — 9Q -

Os parametros dos cédigos G H; deste exemplo sao listados na tabela (2.1).

Tabela 2.1: Parametros para o codigo GH; = Cr(D, sQo)

s [n, k,d] s [n, k,d] s n, k,d]
4 [32 2,28] || 19 | [32,14,13] || 31 | [32,26,4]
6 || [32,3,26] || 20 | [32,15,12] || 32 | [32,26.4]
8 [32 4, 24] 21 | [32,16,12] || 33 | [32,27.4]
o | [32.5,23) || 22 | [32,17,10] || 34 || [32,28,3]
10 || [32,6,22) || 23 | [32.18,9] || 35 | [32,29,3]
12 | [32,7,20] || 24 | [32,19,8] || 36 | [32,29,3]
13 || [32,8,19] || 25 || [32.20,8] || 37 | [32.30,2]
14 || [32,9,18] || 26 | [32.21,6] || 38 | [32.30,2]
15 || [32,10,17] || 27 | [32,22,6] || 39 | [32,31,2]
16 || [32,11,16] || 28 | [32.23,4] || 40 | [32,31,2]
17 || 32,12,15) || 20 | [32,24,4] || 41 | [32,31,2]
18 || [32,13,14] || 30 | [32,25,4] || 42 | [32,31,2]




CAP. 2 ¢« Codigos Hermitianos Generalizados

41

Observagao 2.21. Na tabela (2.1), . Em [12], pode-se encontrar as melhores cotas conheci-

das para as distancias minimas dos codigos lineares definidos sobre Fg.

Agora especificamos a matriz geradora do cédigo GH, sobre F,. Fixando uma ordem

para o conjunto
T:={(a,B) €EFy xFp| BT + -+ 51+ f=a" T+ a7 4 ... faf T}

Paral=1i-¢" ' +7- (¢ ?+¢ ) +k-(¢"+1),i>0,0<j<q0<k<q 2 definimos o

vetor
2r—1

ug = (o' B (@™ = B+ a7 0) ) ger € (Fgr)°
Da Proposicao 2.9 e do Corolério 1.3 tem-se a seguinte proposicao.

1

Proposigao 2.22. Suponhamos que 0 < s < ¢*~! e seja m := |I(s)|. Entao a matriz

m X q27"—1

GHM, = (ue)eer(s)

é uma matriz geradora do codigo GH.

Em [16], Kirfel e Pellikaan estimaram a distancia minima de Feng-Rao dpg, ver subsegao
1.2.1, para o caso em que o semigrupo de Weierstrass é telescpico. A seguir enunciamos

dois resultados de [16] que aplicamos para fazer estimativas da distancia minima exata.

Teorema 2.23. [16, Teorema 6.10] Seja o semigrupo de Weierstrass H(Qw) = (pi)ien,
gerado por uma seqiiéncia telescépica (aq,...,ax). Suponha que ap = max(Ay) e dy_; =

mdc(ay, ..., a,—1) > 1. Para cédigos C(r) = Cq(D, prQ) tem-se que
dpr(r) =min{p; : pr > 7+ 1—g},
se3g—2—(dp_1—lap<r<3g—2eg<r.

Teorema 2.24. [16, Teorema 6.11] Seja o semigrupo de Weierstrass H((Q.,) gerado pela

seqliéncia telescopica (ag, ..., ax). Suponha que a; = max(A). Se
(= Dar < proa < jag < (de—1 — 1)ag,

entao

5FR(T):]—|—1
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Uma aplicagao direta, destes resultados para o caso em consideracao, obtém-se o seguinte

resultado.

Proposicao 2.25. Seja GH, = Co(D, psQs). Entao

orr(s) = min{p|pr > s+1—g},
se3g—2—(¢"?-1(¢+1)<s<3¢g—2eg<s,ondeg=q (¢ ' —1)/2er >3.
Demonstracao: Ver na demonstracao do Teorema 2.6 que k =3, dp_1 =dys =¢ 2> 1e¢
a3 =q" + 1. O

Proposigao 2.26. Com a notacao como acima, se

=D +1) <per <Jd"+1) < (@2 =Dl +1),
entao
drr(s)=7+1.
Exemplo 2.27. [3, Exemplo 3.9] Para ¢ = 2 e r = 3, temos que ¢ = 6 e n = 32. Da
Proposicao 2.25 temos que dpgr(s) = min{p; : py > s —5},8e 7 < s < 16, H(Qx) = (4,6,9)

e ds = s — 5. Na tabela a seguir estao listadas a distancia de Feng-Rao e a distancia de
Goppa para o codigo GleS = Ca(D, psQuo)-

s | 0pr(S) | ds
8 4 3
9 4 4
10 6 5
11 6 6
12 8 7
13 8 8
14 9 9
15 10 10
16 12 11

Exemplo 2.28. Consideremos também o caso r = 3 e ¢ = 3. Entao g = 36, N = 244 e
portanto n = 243 = deg(D). Aplicando a Proposigao 2.25 tem-se que drg(s) = min{p;| p; >
s — 35}, se 50 < s < 106.

H(Q~) = {0,9,12,18,21,24,27,28,30,33,36,37,39,40, 42, 45, 46, 48, 49, 51, 52,
54,55, 56, 57,58, 60,61, 63, 64, 65,66, 67, 68,69, 70,72,73,74,75, ...}
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A dimensao do cédigo C(s) = GH,. = Ca(D, psQx) é k =n+g—1— p,. Apresentamos na
Tabela 2.2 alguns valores de s para os quais vemos que drg(s) > ds, onde dg é a distancia

minima designada para o c6digo de Goppa Cq(D, psQoo)-

Tabela 2.2: Cotas Feng-Rao e Goppa para o Exemplo (2.28)

s | 0Fr(s) |ds || s | 0Fr(S) | ds || s | OFr(S) | ds
o1 18 16 || 61 27 26 || 71 36 36
52 18 17 ] 62 27 27 ] 72 37 37
53 18 18 || 63 28 28 [| 73 39 38
54 21 19 || 64 30 29 || 74 39 39
55 21 20 || 65 30 30 || 75 40 40
56 21 21 || 66 33 31 || 76 42 41
a7 24 22 || 67 33 32 || 77 42 42
58 24 23 || 68 33 33 || 78 45 43
59 24 24 || 69 36 341179 45 44
60 27 25 || 70 36 35 || 80 45 45

s | Orr(s) | ds S OFR(S) ds
81 46 46 91 o6 o6
82| 48 |47 92 57 57
83| 48 |48 93 58 58
84 49 49 94 60 99
85 o1 50 95 60 60
86 51 o1 96 61 61
87 52 52 97 63 62
88 o4 53 98 63 63
89 o4 54 11 99 — 105 | 64 —-70 | 64 — 70
90 95 95 106 72 71

Exemplo 2.29. Para g = 4, temos que g = 120 e n = 1024. Entdo H(Q.) = (16,20, 65)
e da Proposigao 2.25 temos que dpg(s) = min{p; : py > s — 119} se 163 < s < 358. Para
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s1 = 164 temos que dpp(164) = 48 e ky = 860. Logo, sobre Fgq temos o cédigo GH;, com
parametros [1024, 860, > 48].

Para terminar esta secao, aplicamos as Proposicoes 2.13, 2.19 e o calculo da distancia
minima de Feng-Rao para calcular as distancias minimas exatas dos codigos construidos no

Exemplo 2.28. Apresentamos os cédlculos na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Distancias minimas para os cédigos GH; = Cr(D, sQ ) do Exemplo (2.28)

s | d s d S d S d S d S d S d S d

9 [ 234 || 42 | 201 || 72 | 171 || 102 | 141 || 132 | 111 || 162 | 81 || 184 | 60 || 200 | 45
12 | 231 || 45 | 198 || 75| 168 || 105 | 138 || 135 | 108 || 165 | 78 || 186 | 57 || 201 | 42
18 | 225 || 48 | 195 || 78 | 165 || 108 | 135 || 138 | 105 || 168 | 75 || 189 | 54 || 202 | 42
211222 || 51 | 192 || 81 | 162 || 111 | 132 || 141 | 102 || 171 | 72 || 190 | 54 || 204 | 39
24 1219 || 54 | 189 || 84 | 159 || 114 | 129 || 144 | 99 || 172 | 72 || 192 | 51 || 205 | 39
27| 216 || 57 | 186 || 87 | 156 || 117 | 126 || 147 | 96 || 174 | 69 || 193 | 51 || 207 | 36
30 | 213 || 60 | 183 || 90 | 153 || 120 | 123 || 150 | 93 || 177 | 66 || 195 | 48 || 208 | 36
33 | 210 || 63 | 180 || 93 | 150 || 123 | 120 || 153 | 90 || 180 | 63 || 196 | 48 || 209 | 36
36 | 207 || 66 | 177 || 96 | 147 || 126 | 117 || 156 | 87 || 181 | 63 || 198 | 45 || 210 | 33
391204 || 69 | 174 1] 99 | 144 || 129 | 114 || 159 | 84 || 183 | 60 || 199 | 45 || 211 | 33
s | d S d

212 | 33 224 21
213 1 30 || 225 —230 | 18
214 1 30 || 231 — 233 | 12
216 | 27 || 234 — 245
217 | 27 || 246 — 257
218 | 27 || 258 — 261
219 | 24 || 262 — 273
220 | 24 || 274 — 285
221 | 24 || 286 — 289
222 | 21 || 290 — 301
223 1 21 || 302 — 313

N | W[k ||| 3|00 |©
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2.4 Automorfismos de Cdédigos Hermitianos

Generalizados

Agora, estudamos Automorfismos de cédigos Hermitianos generalizados. Sejae € F,\{0},
S€F,epd 4 dpidp=0"45"7 ... 469 "+ Entdo para u € F,r, definimos

um automorfismo o € Aut(GH/F,) da seguinte forma':
o(x)=ex+8 e oly) =y + (69 +0% + -+ 67 Nex + pu.

O conjunto de todos os automorfismos definidos como acima forma um grupo ¥ C
Aut(GH/F,) de ordem ¢*~'(q — 1). Isto vem do fato que € # 0 e § sdo arbitrarios, e
para cada ¢ existem ¢! possiveis valores de . Claramente 0(Qs) = Qo para todo o € X,
e o permuta os lugares P, 3 de GH, pois sao os Unicos lugares em GH de grau 1 diferentes

de Q. Assim, mostramos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.30. O grupo de Automorfismos Aut(GH,) contém o subgrupo ¥ de ordem
¢ g —1).

Para §, pn € Fyr tal que Pl 4 = ST I 59T obtéme-se um

automorfismo 7 definido por:
@) =x+6, T(y)=y+ 7+ +6 N +pu,
Esses automorfismos constituem um subgrupo I' de ordem ¢*"~! no grupo Aut(GH,).

Proposigao 2.31. Seja s > 0. Entao

1.
Aut(GHS) = Sq27»71 s

se0<s<¢gl—lous>¢" t+¢*2—¢ -2 onde Sp-1 éo grupo simétrico de

comprimento ¢? 1.

Aut(GH,) = GLA(2,¢") ® S,

LA exiténcia do automorfismo o, vém do fato que (o(z),o(y)) satisfaz a equagdo (2.1), o que é uma

conseqiiéncia da sua construgao.
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se qrfl S s < qr72+q7“71 ou q2r71_+_q27“72_2qr71_qr72_2 S s S (]27"71_i_q21"72_2qr71_27
onde GLA(2,q") é o grupo de transformagdes lineares afins sobre F,- e S;’:,l sao ¢"
copias do grupo simétrico Syr-1.

Demonstragao: i) Para 0 < s < ¢! — 1 temos que GH, é gerado por

2r—1

(1,...,1) € (F,)?

Se s> ¢* ' +¢* 2 —¢ ' -2 entdo GH, = (F)?" ", portanto a proposicio segue do fato
que
Aut(GHqZ'rfl_;’_q?er_q'rfl_2_5) = Aut(GHS) .

ii) Se s = ¢"~! entao GH, é gerado pelos vetores
(L..,1) e (T1, 0o, @1, Toy oo oy Ty ey Tgry e e, Tgr)

portanto segue-se o resultado. 0

2.5 Pesos Generalizados de Hamming sobre Cdédigos

G H

A motivagao principal para o estudo de pesos generalizados de Hamming e o peso
hierdrquico de um cédigo é sua aplicagdo em criptografia, ver [31]. Nesta se¢do consid-
eramos r = 3 e usando a mesma notacao que na secao anterior temos que os codigos

geométricos de Goppa construidos estao definidos sobre a curva
. 2 o 1 1 2 2
XFqs'yq +yQ+y_x+Q+x+q _i_qurq.

Definicao 2.32. Dizemos que um inteiro s < n = ¢° satisfaz a propriedade fraca estrela, se

s=1-¢+j-(q+¢)comi>0,0<j<qg—1l,ei<¢g*—qg—1ouj=0.

Proposicao 2.33. Se um inteiro s tem a propriedade fraca estrela, entao existe um divisor
D', 0=<D <D tal que D' ~ Q.

Demonstragao: Para caracteristica diferente de p = 2 a demonstracao segue da Proposi-
c¢ao 2.13. Para o caso particular ¢ = 2 segue do Exemplo 2.20. U

O proéximo corolario é uma consequiéncia da Proposicao 2.33.
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Corolario 2.34. Se s = i¢*+j(q¢+¢*) € H(Q), ¢ s < ¢° —¢> entao s satisfaz a propriedade

fraca estrela.

Seja H(Qx) = (pi)ien 0 semigrupo de Weierstrass no ponto Qo A seguir enunciamos
alguns resultados importantes para obter informacao sobre os pesos de Hamming generali-

zados nos cédigos GH,.

Proposicao 2.35. Seja GH, = Cr(D, sQ) o cédigo de dimensao k e abundancia a > 0.

Para 1 <r <k, se s— pyrq OUN — S+ pry, tem a propriedade fraca estrela, entao
d.(GHs) <n—8s+ priq-

Demonstracao: Se s — p,.y, ¢ um nimero com a propriedade fraca estrela, entao da
Proposigao 2.33 existe um divisor 0 < D" < D tal que (s — pr14)Qo0 ~ D”, assim £(sQo —
D") = l(pr+aQo0) = 7 + a e do Corolario 1.38 segue a desigualdade. Da mesma maneira, se
n—s+pyyq satisfaz a propriedade fraca estrela, entao existe um divisor D ~ (n—5+p,1q) Qoo
0=<D=D. Como D ~ nQs obtém-se que D" = D — D ~ (5 — pr14)Qs com 0 < D" < D,

e de forma semelhante obtemos o resultado. O

Proposicao 2.36. Seja GH; = Cr(D, sQ+) um cédigo de abundéncia a > 0. Entao para
todor tal que 1 <r <g—ae p41=1iq*>+ j(q+ ¢°) temos que

dr<GHs) S Pr+1 -

Demonstracao: Como r < g — a tem-se que p,41 < ¢* — ¢*> < ¢® — ¢. Assim, segue-se
que p,41 satisfaz a propriedade fraca estrela, e da Proposicao 2.33 existe um divisor efetivo
D" < D tal que D' ~ p,41Q~. Logo, ¢(D') = r + 1 e da Proposicao 1.39 obtém-se que
d(GH;) < deg(D') = py1. O

A seguir enunciamos, para alguns valores de s, um resultado sobre o segundo peso gene-

ralizados de Hamming para os codigos G H.
Proposigao 2.37. Seja s =i¢> + j(qg+¢*) talque i > 1,0 < j < qe ¢> < s < ¢°. Entao

dy(GHy) = q5 + q2 — 5.

Demonstracao: Da Proposicao 2.3 tem-se que a gonalidade da curva v = v, = ¢°.

Aplicando-se a Proposi¢do 1.40 obtemos que dy(GH,) > ¢° + ¢*> — s. Primeiro suponha
que ¢ < s < ¢ —¢+¢ Comoi>1les—¢ = (-1 +ijlg+d*) < ~¢,
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dizemos que s — ¢? satisfaz a propriedade fraca estrela, logo da Proposicao 2.35 segue que
dy(GH,) < ¢° + ¢* — s. Agora, suponha que ¢° — ¢ + ¢* < s < ¢°. Analogamente,
n+@—s=¢+¢@—-i*>—jlqg+¢*) = (—q—1)@P+(q—j)(g+¢*) < ¢, e como i > 1 entdo
segue que ¢° + ¢ — s satisfaz a propriedade fraca estrela, logo da Proposicao 2.35 segue que
dy(GH) < ¢° +¢° — s. O

Proposigao 2.38. Seja s = j(¢+ ¢*) € H(Qs) com 1 < j < g — 1. Entao,

—G-Dg+¢)—q<d(GH,) <" = (j—1)(g+ ).

Demonstragao: A primeira desigualdade segue da Proposi¢ao 1.40. A outra desigualdade
segue da Proposicao 1.41. 0

A seguinte proposicao segue das Proposigoes 1.41 e 2.13.

Proposicao 2.39. Seja GH; = Cr(D, sQ+) 0 cédigo de dimensao k e abundancia a > 0.

Entao para todo r, 1 <r < min{g — a, k} temos que

N —5+ prya+bqg Se s—pria=0q —q¢* — ¢+ ag® +bg com
d,(GHy) < CP+b<a<@P—q—-2,1<b<q—-2;

n—(s— pria) caso contrario,

onde s — p, 1, é 0 maior elemento no semigrupo H (@) que é menor ou igual a s — priq-

Proposicao 2.40. Para 1 <s<n+29—2=¢ +¢* —¢*-2el1<r< diqu3(GHs) -1,
temos que
dr<GHs) S dr<GHs—1) S dr—l—l(GHs) .

Demonstragao: A primeira desigualdade segue do fato que GH,_1 C GH,, e a outra

desigualdade vem do Corolario 1.38. U

Observacgao 2.41. Dado GH; um cédigo de dimensao k, temos que o unico subespaco
vetorial de GH de dimensao k é ele mesmo, e como a palavra (1,1...,1) € GH,, entdo
segue que

dpe(GHg) =n.

Exemplo 2.42. Se s = n = ¢° entdo o c¢6digo GHps = Cr(D, ¢°Qo) tem abundéancia a = 1,
logo para todo r, 1 <17 < g — 1 tal que ¢° — p,4, satisfaz a propriedade fraca estrela, entao
tem-se que

Yr41 < dr(GHq5) < Pri1-
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Exemplo 2.43. Continuamos com os mesmos dados do Exemplo 2.20. Aplicando a Pro-

posicao 1.34 obtém-se que v; = 0,72 = 4,73 =7,v = 8,75

=9,7% = 10. Parar > g = 6,

segue da Proposigao 1.40 que d,.(GHs) = 32 — k +r, onde k é a dimensao do c6digo G H;.

Aplicando os resultados desta secao, e as propriedades de monotonicidade e dualidade dos

pesos generalizados de Hamming, obtemos na tabela a seguir uma lista de valores dos pesos

generalizados para os cédigos GHs = Cr(D, sQw).

s|4 6 8 9 10 12 13 14 15
di||28 26 24 23 22 20 19 18 17
d,|[32 31 28 27—28 26 24 23 22 21— 22
ds || — 32 31 30 27—28 26 24—26 23—24 22-23
di|| - — 32 31 30 28 27 26 25
ds || - — — 32 31 30 28 27 26
dg || - - - - 32 31 30 28 28

s 16 17 18 19 21

di| 16 15 14 13 12

dy || 20 19 18 17 15— 16

ds|[21—22 22-20 19-20 18—19 17—18 16— 18

de|| 24 23 22 21 20 19

ds| 25 24 23 22 21 20

de| 26 26 24 23 22 22

Observacao 2.44. No Exemplo 2.43 é suficiente calcular os pesos generalizados de Ha-
mming para todo s entre 4 < s < 21, pois, para os valores de s 22 < s < 42 podem ser

deduzidos facilmente pela propriedade de dualidade, Proposicao 1.31, dos pesos calculados.
Agora, estudamos os pesos generalizados para s > n.

Lema 2.45. Para 2 < r < g temos que:

1. d.(GH,) < q+ ¢* para s =n+ (r — 2)¢%

2. d.(GH,) < ¢* paras=n+ (r —2)¢* + (r — 1)q.
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Demonstragao: Se s = n+(r—2)¢* Sejaa = {((r—2)¢*Qo) a abundéancia do cédigo G Hs,
logo p, = (r — 2)¢*. Disso segue que p,1q = (r —1)¢*> + ¢ € 0o nimero n — s + priq = ¢ + ¢
satisfaz a propriedade fraca estrela. Portanto, da Proposicao 2.35 obtém-se o resultado.
Da mesma forma, para s = n + (r — 2)¢®> + (r — 1)q temos que a abundancia do cédigo
GH, é a = (((r —2)¢* + (r — 2)q), logo p, = (r — 2)¢* + (r — 2)q e assim obtém-se que
pria = (r—1)¢* + (r — 1)q. Como n — s + p,q = ¢* satisfaz a propriedade fraca estrela

segue-se o resultado. O

Proposigao 2.46. Paras =n+(a—2)¢*>+(a—1)gcom 2 < a < geparatodor, 1 <r<a
temos que:
0 (GH) = —a+r.

Demonstragao: Do Lema 2.45 segue que d,(GH,) < ¢ para todo a, 2 < a < q. Como
st=(—a)®+(q—a)g+(q—2) e > —a= (qg—1)qg+ (¢ — a), entdo da Proposigao (2.19)
obtém-se que di(GH,) = ¢*+1—a. Logo, pela propriedade de monotonicidade segue-se que

¢ =d(GH,) +a—1<d,(GH,) < ¢*,

desta forma temos igualdade. U

A seguir expomos o desempenho dos cédigos no canal Wire-Tap do tipo II, isto é, uma
aplicagdo do peso hierdrquico de um c6digo sobre o canal de comunicacdo wire-tap (de fio
grampeado) do tipo II. Em [25], Ozarow e Wyner estudaram o canal wire-tap do tipo II; este
sistema de comunicagao permite que a um usuario nao autorizado intercepte através do canal
parte da mensagem transmitida, e o objetivo neste processo de transmissao de informacao é
maximar a incerteza do usuario nao autorizado com respeito a mensagem enviada pelo canal
sem o uso de uma chave privada para ocultar a mensagem.

O diagrama do sistema de comunicacao esta dado na seguinte figura.

A seguir descrevemos a situagao e os passos do algoritmo para estabelecer uma comu-

nicacao via o canal wire-tap do tipo II.

1. O usudrio A deseja transmitir uma palavra s com k letras do alfabeto F,, s =

(S1,...,8) € ]F’; para o usuario B usando o canal wire-tap do tipo II;

2. Se fixa C' um [n,n — k] cédigo linear com matriz teste de paridade Hyy,, (este codigo

e esta matriz sdo conhecidas por qualquer usuério);

3. O usudrio A calcula x € F}/ uma solugao do sistema H x! = s';
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s X Canal de x' s'
A —» Codificagio | ® Comunicagdo —» Decodificagio — » B
do tipo Il
Intruso

Figura 2.1: Canal Wire-Tap do tipo II

4. O conjunto de solugoes ¢ a classe lateral de x segundo C,

x+C={x+c:ceC} CFy;

5. O usuario A envia aleatoriamente um elemento do conjunto x 4+ C' para o usuario B;

6. O Usudrio nao autorizado (ou intruso) escuta p letras da mensagem enviada pelo

usuario A;

7. O canal de comunicacao é assumido sem barulho, assim que a correta decodificagao da
mensagem enviada nao é o problema aqui. O foco do problema esta em prevenir que o
usuario nao autorizado nao obtenha informacao suficiente com a qual possa conhecer

a mensagem original que foi enviada;

8. A incerteza do usuério nao autorizado é medida pelo peso hierdrquico do cédigo C*.

Exemplo 2.47. Seja o c6digo C' = G Hszy com parametros [32,25] sobre Fg e matriz teste
paridade Hyyx3p. O usudrio A deseja transmitir uma palavra s € Fg, entao o usudrio A
escolhe um elemento aleatériamente da classe lateral x + C onde Hrygz - X5, = s'. O peso
hierdrquico de GHyo é {20,24,26,28,30,31,32}. O seguinte grafico mostra a incerteza do
usuario nao autorizado ao escutar u letras da mensagem enviada. Note que a equivocacao
ou incerteza do usuario nao autorizado vai diminuindo em exatamente os pesos generalizados

de Hammnig do cédigo GHzy = GHys. Isto foi mostrado por Wei [31, Coroldrio Al.
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Equivocacéo
A

Curva de Seguranca I N
| BN 7{ _
20 24 26 28 303132 M

Figura 2.2: Curva de seguranca do codigo G Hsg

2.6 Subextensoes Galoisianas dos corpos GH

Nesta se¢ao, construimos explicitamente subextensoes Galoisianas dos corpos GH com
uma separacao definida, isto é, extensoes do corpo de fungoes racionais Fy-(z), onde todos
os lugares racionais sao completamente separaveis e o lugar no infinito (), é totalmente
separavel. Para maior informacao de extensoes Galoisianas em corpos de fungoes algébricas,
ver [28, Segoes II1.7 e I11.8].

Em [5], Deolalikar com o propdsito de mostrar que o quociente N/g era maior numa
subextensao do corpo de fun¢oes GH (no caso particular r = 3) construiu o seguinte exemplo:

Dado F' = Fg(z), b € Fgs tal que Trp ,r,(b) = 0. Considerou o corpo de fungdes
E' = F(y;), onde v, satisfaz

y?+ (14 bq2—q)y1 . Lt + 24T
Esta é uma subcobertura do corpo de fungdes E = F(y) onde y satisfaz

yq2 + yq +y= I1+q + x1+q2 + xq+q2 .

N(EY) 17 N(E) 33
= — =85, e ——= = — = 5.5. Portanto,
g(E"Y) 2 g(E) 6

é interessante o estudo das subextensoes dos corpos GH. Este exemplo foi restrito ao caso

Para g = 2, Deolalikar observou que

r =3 da curva (2.1), e nés generalizamos este tipo de constru¢ao para qualquer valor de 7.
A seguir, lembramos algumas definicoes e uma relacao entre o diferente e os grupos
de ramificagdo em extensoes de corpos de fungdes e enunciamos um resultado de [5] para

calcular o nimero de lugares racionais e o género da construcao de subcorpos que definiremos.
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Definigao 2.48. Seja F’/F uma extensao finita e separavel de corpos de fungdes. Entao, o
diferente de F'/F, denotado por Dif(F'/F), é um divisor em F’ dado por

Dif(F'/F)= ][ d(P'|P)-
PleF
onde d(P'|P) é o expoente diferente do lugar P’ sobre P € Pr. O grau de Dif(F'/F),
denotado por deg(Dif(F'/F)), é o grau deste divisor.

Proposicao 2.49 (Formula do género de Hurwitz). Seja F”/F uma extensao finita separavel

de corpo de fungoes. Entao,
29(F') =2 =[F": F](29(F) — 2) + deg(Dif (F'|F)).

Definicao 2.50 (Grupos de Ramificagao). Seja F’/F uma extensao Galoisiana de corpo de
funcoes. Seja P C P’, onde P e P’ sao lugares em I’ e F’, respectivamente. Para qualquer

i > 1 definimos o i-ésimo grupo de ramifica¢ao de G = Gal(F'/F) relativo a P’ é
Gi :=Gi(P'|P)={0€G:vp(o(z)—2z) >i+1 paratodo z € Op}.

Entao, G_1 é o grupo de decomposi¢io, Gy o grupo de inercia de P' sobre P e G_1/Gq é
Gal(F},/Fp), onde Fp e F}, sao o corpo residuo de P e P’ respectivamente. Além disso,
G; é um subgrupo normal de G_; como também de G;_1, para i > 0. G; é um p-grupo e

Go/G1 é um grupo ciclico de ordem coprimo com p.

A proposicao a seguir nos dard uma forma de calcular o diferente d(P’|P), usando os

grupos de ramificacao.

Proposicao 2.51 (Férmula do diferente de Hilbert). Seja F’/F uma extensao de Galois de
corpo de funcoes. Seja P C P’, onde P e P’ sao lugares em F' e F”, respectivamente. Entao

temos que
o0

d(P'|P) =) (IGi| - 1).

i=0
Seja f(x) € Fyrlx], onde ¢ = p'. Na defini¢do a seguir, um “termo” em f(z) significa um

monodmio com coeficiente nao nulo.

Definigao 2.52. Um termo em f(z) é chamado de um termo coprimo se o seu grau é coprimo

com p.
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Defini¢ao 2.53. Um termo coprimo em f(z) de grau d é chamado totalmente coprimo se

f(z) nao tem termos de grau dp’ para i > 0.

Definigao 2.54. O grau coprimo de f(z) é definido como o grau maior dos termos totalmente
coprimos em f(x), se f(z) tem termos totalmente coprimos, e zero se f(x) nao tem termos

totalmente coprimos. O grau coprimo de f(x) é denotado por cop(f).

Lema 2.55. [5, Lema 5.4] Seja f(z) € Fyr[z] um (r,q)-polindmio quase simétrico®. Se o

grau coprimo de f(z) é positivo, entao este é no maximo ¢"~* + 1.

Teorema 2.56. [5, Teorema 5.6] Seja K um subcorpo de [, ndo necessariamente proprio,
e seja f(z) € Klz]. Suponha que V' é um subgrupo finito do grupo aditivo de K e seja
ay(T) = [, (T —v). Seja E uma extensao de K(z) obtida por adjuntar uma raiz y do

polinémio irredutivel ay (T) — f(z). Entao se cumpre que
i) F/K(x) é Galois com grupo de Galois G = {y — y + v}yev.

ii) O tnico lugar ramificado de K (x) é o lugar no infinito P, e este é totalmente ramifi-

cado em F.

iii) Se Qoo é 0 Unico lugar de E que esta acima de P,,, entdo os grupos de ramificagdo de

(D contém a seqiiéncia inicial
G=Gy=G1 =" = Geopy)-
Agora, definimos as subextensoes dos corpos GH.

Seja F' = Fyr(x), b € Fyr \ {0} tal que Trp g, (b) = 0. Considere o corpo de fungdes
E7 = F(y;), onde y; satisfaz

i 1 1 1 i—1 1 1 1
vj — (bqi—qm togae Tt bqf_l) e <m * bq21) Vi~ et ¥ = Sr(2),

tal que S,(z) = &'t 4+ g 4 ... 4 29T O corpo de funcdes sobre esta curva é

coberto pelo corpo de fungdes definido pela curva (2.1), através da seguinte relagao

r—j—2

yi o= oy T e 0T A )y T T e (0 T T 1)y
HOTT T BT+ )y

2Um polinémio f(z) é chamado quase simétrico se é fixado pelo ciclo € = (12...7) € I, onde I, é o

grupo de permutacoes de r elementos.
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Como conseqiiéncia do Teorema 2.56 e do Lema 2.55 na construcao feita anteriormente,

obtemos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.57. Para j =1,...,r — 2 se cumpre que:
1. Para @/ € EV ¢ G = Gal(E’/F) o grupo de Galois de E’/F, tem-se que
G=Go=G1="=Geops,(2)) = Ggr—111,
e Gpr-149 = Gp-142(Qx|Px) = {id}, onde id representa o automorfismo identidade.

2. O género do subcorpo E7 é .
(¢ —1)g"

9= 5

3. O ntmero de lugares racionais do subcorpo E7 é

N:qr+j+1

Agora, com o intuito de construir codigos sobre estes subcorpos, calculamos o semigrupo

de Weierstrass no ponto QJ_ € F’.
Lema 2.58. Para j=1,...,7 — 2 e Q) € E’ temos que
H(QL) =(¢,d " +1) .
Demonstracao: Da equacao da curva base sobre a qual estd definida o subcorpo E7

tem-se que (7)o = ¢/Q7_. Por outro lado, define-se a funcao

2 r—3 4 r—2 Jj—1
Z::I1+q+$1+q +_|_xq +q _yj

Observe que 24 = 970 4240 .. .0 a7 —y? e pela equacio da curva sobre a qual est4
construido o subcorpo E7 obtém-se que (2)o = (¢"'+1)Q%,. Logo, {(¢/,¢" ' +1) C H(QZ,).
Assim, pelo género do subcorpo E7 segue o lema. O

Do Lema acima obtemos o seguinte resultado, importante para determinar os parametros

dos codigos a construir-se sobre os subcorpos E7.
Proposigao 2.59. Seja s > 0 e Q7 € E7. Entao
E(sQio)z@zizk:z'-qj+k:-(qr_1—|—1) <s; 120,0§k<qj> ,

2 r—3 r—2 Jj—1
onde z 1= g0 4 g1 . 4 g0 HCT gl
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Demonstragao: E de forma andloga a demonstracao da Proposicao 2.9. U

O objetivo agora é construir cédigos sobre os subcorpos E’ e comparar-los entre si, e

também com os codigos construidos sobre os corpos GH.

Definicao 2.60. Para s € Ny, seja

El:=Cr(D,sQ),

S

onde

D = Z Pa,ﬁ;

J j—1
ﬁ?—<bqulqul+-"+ : )ﬂ? —o= () B s 6= (@)

pal —1 pa2—q ' pa2-1

é a soma de todos os lugares racionais, exceto @, do corpo de fungoes E?/F,-.

Os cédigos E? sao cddigos de comprimento n = ¢"*/ sobre F,-. Da mesma forma como

os cédigos GH,, tem-se que os codigos E? sao interessantes para
0 <3 < q'l‘+j _|_q7"+j—1 _qT‘—l - 2
Note que a curva base do subcorpo E7

. 1 1 1 g 1 1
Vi " \pp—o T T T )Y T T e T et

pode ser escrita como

1

= iV = Sy()

Yj

gItl—qi r—1

g’ (07 b 1y (T T Dy = ()

e portanto esta curva tem a forma
(f (i) +y; = g(=),
onde f(y;) =
c [y;?j*l + (bq"""‘qj*1 e 1) gt (bqr”‘q de T 1) yj}

L L Sy (z).

_ e g(zr) = —=
b 214 ba—111 g( ) pa" Tl —a .. ppa®—a4q

tal que ¢ =
Desta observacao e da construcao da curva tem-se que os corpos de funcoes E’ satisfazem
as condigoes do Teorema 4.2 em [3] e portanto para o dual dos c6digos E? obtém-se a seguinte

proposicao.
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Proposigao 2.61. O codigo dual de E7 é

- :
(EY) :EZL+2g(E]')—2—s'

Andlogamente ao feito para o caso dos corpos GH, tem-se que a distancia minima dos

codigos X, para s um multiplo de ¢/ é
d(Xs) =n—s,

e para ¢" 7 — ¢/ < 5 < ¢" tem-se que

Exemplo 2.62. Em particular, quando » = 3 e ¢ = 2 a subextensao do corpo GH é uma
curva Hipereliptica sobre Fg, com género g = 2 e o numero de lugares de grau 1 do corpo de
fungbes racionais sobre esta curva é N = 17. Aplicando os resultados desta se¢ao, calculamos

os parametros dos c6digos X, para alguns valores de s € H(QL).

Parametros dos cédigos X

s | [nk,d]
2 | [16,2, 14]
4 | [16,3,12]
6 | [16,5,10]
8 | [16,7,8]
10 | [16,9,6]
12 | [16, 11, 4]
13 | [16,12,4]
14 | [16,13,2]
15 | [16,14, 2]
16 | [16, 14, 2]

A distancia minima dos cédigos Xs que atinge as melhores cotas conhecidas usamos negrito.

Na tabela a seguir, apresentamos os parametros dos cédigos GH, e X, no caso ¢ = 2,

para alguns valores de s.
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Parametros dos codigos GH e X

s | [nk,d] s | [n,k,d]
4 | [32,2,29] 2 | [16,2,14]
32, 4, 24] 4 |[16,3,12]
12 | [32,7,20] 6 | [16,5,10]
16 | [32, 11, 16] 8 | [16,7,8]
20 | [32,15, 12] 10 | [16,9,6]
24 | [32,19,8] 12 | [16,11,4]
25 | [32,20,8 13 | [16,12,4]
28 | [32,23,4] 14 | [16,13,2]
20 | [32,24,4] 15 | [16,14,2]
32 | [32,26,4] 16 | [16,14, 2]

Nas tabelas anteriores, podemos ver uma relacao entre o cédigo construido sobre a subex-
tensdo do corpo GH/Fg, no caso r = 3. Note que o grau da subextensao de corpos neste
caso é 2, entao os cddigos construidos sobre esta subextensao tem a metade do compri-
mento, e observamos também que no caso em que o valor de s na subextensao é a metade do
valor de s no cédigo sobre o corpo GH, a distancia minima se reduz a metade. Entao, em
primeira instancia se esperaria que a dimensao do cédigo também fosse reduzida a metade,
mas isto nao é o que acontece, pois como ja se tinha observado, o quociente N/g é maior na
subextensao do corpo GH.

Ainda existem varios tépicos a ser estudados sobre as subestensoes dos corpos GH.



CAPITULO 3

Conclusoes e Propostas Futuras de
Trabalho

A seguir apresentamos algumas conclusoes dos resultados obtidos durante o trabalho de tese.

e Na secdo 2.2, com a construcao da funcao racinal z = 297t — 2 + 2971y do corpo de

fungdes GH, conseguimos generalizar todos os resultados obtidos por Bulygin em [3].

e Na secao 2.3, calculamos distancias minimas exatas para os codigos GH; com 0 < s <
n + 2g — 2, e desta forma melhoramos as distancias minimas obtidas por Bulygin. Na
proposicao 2.13, podemos observar que existe um intervalo de s onde falta calcular
as distancias minimas exatas dos codigos GH,, e em especial para os valores de s =
i+ (g2 + ¢ + k(¢" + 1) com k > 0. Para o caso ¢ = 3 e r = 3 calculamos os
parametros dos codigos G H, sobre Fy7, e pela propriedade da curva neste caso especial
obtemos cédigos com bons parametros. Assim, podemos pensar que estes parametros
seriam melhores em alguns casos, se na literatura existissem cédigos construidos sobre

O mesmo COrpo € com O mesimo Comprimento.

e Na secao 2.4, calculamos um subgrupo do grupo de automorfismos dos cédigos GH;.
Pela construgao deste subgrupo, se pode pensar que este subgrupo seja o grupo de

todos automorfismos dos cédigos GH, mas ainda nao faltaria mostrar.

29



e Na secao 2.5, foram calculadas para alguns valores de s, cotas para os pesos genera-
lizados de Hamming e o valor exato do segundo peso generalizado de Hamming dos
cédigos GH,. Devido ao fato de nao conhecermos a seqiiéncia de gonalidade do corpo
de fungdes GH (que é um problema em aberto para corpos de fungoes algébricas com
pelo menos um lugar singular), fica dificil encontrar todos os pesos generalizados de

Hamming.

e Na secao 2.6, calculamos as féormulas explicitas das subextensoes dos corpos GH e
construimos cédigos sobre estas subextensoes obtendo, em alguns casos, cddigos com
bons parametros comparados com os cddigos conhecidos até o momento. Podemos
observar aqui também uma estreita relacao com respeito aos parametros entre os
cédigos construidos nos corpos GH com os codigos construidos nas subextensoes destes

COTpos.
Por ultimo, enunciamos algumas propostas futuras de pesquisa a continuar.

e Calcular pesos hierarquicos dos coédigos G H, e refinar as cotas encontradas usando a

generalizagao da distancia Feng-Rao [22], [1], e complexidade de trelicas [23].

e Implementar algoritmos de codificacao e decodificacao para os codigos G H,, em forma
andloga ao feito para cédigos Hermitianos [24], [27]. Durante o trabalho de tese con-
seguimos calcular um semigrupo do grupo de automorfismos dos codigos propostos

G H,, o qual pode-nos ajudar na implementacao de algoritmos de decodificacao.

e Continuar estudando os cédigos sobre as subextensoes dos corpos GH, com o proposito

de obter informacao sobre os cédigos construidos nos corpos GH e, reciprocamente.

Recentes pesquisas tem mostrado que o conceito de género passou a ser de grande
importancia para o estudo de sistemas de comunicagao digital [4]. Esta relagdo motiva
o estudo dos codigos geométricos de Goppa com bons parametros e de género pequeno.
Desta relagao, estudar os codigos sobre as subextensoes dos corpos GH ¢é também de

interesse para possiveis aplicagoes nos sistemas de comunicacao digital.
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