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Introdução 

O teorema do prolongamento de pseudo-grupos de Lie in 

finitesirnais foi enunciado por Elie Cartan no início do sécu

lo [ c.f.2 J. Este teorema nos garante a integrabilidade de um 

sistema de equações a derivadas parciais com certas condições, 

prolongando este sistema suficientemente ao fibrado dos refe

renciais de urna certa ordem. 

A demonstração deste teorema foi feita em 1957 por 

Kuranishi conhecido hoje corno o Teorema do Prolongamento de 

Cartan-Kuranishi. [ c.f.4 ]. Esta demonstração aparece de ma

neira melhorada nas notas do curso de Kuranishi na Universida

de de são Paulo em 1965. [ c.f.3 ] 

Ambas demonstrações são baseadas num teorema do pro

_longamento algébrico de extrema dificuldade de compreensão e 

com pré-supostos algébricos elaborados.-

Em 1966, Hayashi [ c.f.3 ], quando aluno de Kurani

shi, apresentou uma demonstração simplificada do teorema algé

brico do prolongamento sem grandes pré-requisitos. 

O objetivo deste trabalho foi então de retornar a de

monstração de Hayashi, ainda não publicada, e fazer adapta

ções necessárias para se ter uma demonstração simplificada do 

teorema algébrico do prolongamento. 

Este trabalho foi dividido em quatro capítulos. No 

primeiro serão apresentados conceitos e resultados da Klgebra 

Multilinear. No segundo capítulo serão dadas definições e pro 

posições relacionadas ao prolongamento do subespaço 

AS E 2 Si{F). Toda uma teoria sobre datuns se torna 

vetorial 
~ 

necessa-

ria para uma melhor compreensão da demonstração do teorema do 

prolongamento. E isto é mostrado de uma maneira clara e preci

sa no capítulo 3. Finalmente no capítulo 4 se encontrará o teo 

rema algébrico do prolongamento. 



CAP!TULO I 

Neste capítulo serao utilizados os principais concei 

tos e resultados da ~lgebra Multilinear. 

Sejam E e F espaços vetoriais de dimensão finita 

sobre um corpo K de característica zero. 

Suponha que dimensão de E seja rn e a de F seja n • 

Seja um subespaço, onde 
.. 
e o 

subespaço dos elementos simétricos no produto tensorial l-ve

zes de F, ou seja ~(F) =F · F • ••• • F (l-vezes) onde (·} 

denota produto tensorial simétrico. r c. f [ 1 J , [ 3 J , [ 5 J J . 
Urna base para Sl(F} é denotada por { 

onde é uma base em F . 

. brn1 •. . mo SeJam -<... as coordenadas de um vetor t rela-

tivarnerte a esta base em Sl(F). Este t pode ser escrito co-

mo t = 

tação de 

E bcr ( m:J), ••• , cr(rn_t) 
cr 

, onde cr é urna perrnu 

[ c.f.S ] • 

Considere e = { e1, ••• , em} ~~a base em E. Um e

lemento a qualquer de A é da forma 

jil, ••• ,il 
a e.~c · ... ·ç. 

J ~1 ~l 
a = E • 
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Agora, seja F. um subespaço de 
~ , F gerado por 

[çi , ••• , Çn~ Tem-se, então, que a dimensão de Fi é n-(i-1)~ 

[ 1.1 J-

pois 

st-l (F.) c: st-l (F) logo 
~ - , 

Então por [ 1.1 J vê-se que é possível extrair de A 

uma sequência decrescente de subespaços 

* Dado Ç,s F um elemento do espaço dual de F , seja a 

aplicação linear v(Ç) de F em K definida por v(Ç)f = F;(f) 

para todo f em F. Se W é um outro K~espaço vetorial, v(Ç) 

induz uma aplicação linear de vl ~ F em W ~ K = w a qual de no 

* ta-se por v (F;) também. Portanto se F; pertence a F , w perten-

c e a w e f pertence a F, então 

v (Ç) (w ~ f) = v (F;) (f) (w) = F; (f)w [_ c.f.S J. 



CAPÍTULO II 

Utilizando os conhecimentos do capitulo anterior se-

rao expostas aqui, definições e proposições ligadas ao prolon

gamento do subespaço vetorial A c E~ Si(F). Estes conhecimen 

tos básicos serao de muita importância para a conclusão deste 

trabalho. 

Definicão 2.1: [ c.f.3 J. O proloncramento de ordem 

1 do subespaço A é o subespaço p(A) de E~ Sl+l(F), defini 

do por: 

P (A) = (A 0 F) fi (E ~ Si+l (F)) • 

Prooosicão 2. 2: [ c. f. 3 J Dado Ai g A, 1 < i < n de 

finido anteriormente tem-se: 

Prova: 

Por definição p(A.) =(A. ~F) fi (E~ Sl+l(F)). 
~ ~ 

Conforme [ 1.1 ] 

Pela definição 2.1 

e 
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Logo 

P {Ai) = {Ai 9 F) O (E ~ Sl.+l (F)) g 

g (A~ F) O (E ~ Sl.+l (F)) = p (A). 

Por outro lado também pela definição 2.1 

Logo p (A. ) c: p {A) - ~ - e 

Seja x pertencente a p (A) Q E 2 Sl. (F) 2 F i" 

De x pertencente a p(A) tem-se: 

X= 

l<k<rn 

1 <j ~ .::_. • • .::_j l. + 1 < n 

e de x pertencente a 

X= 

l<k<m 

l.::_j 1.::. ••• < j .e. 
i<l.+l<n 
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Fazendo-se a intersecção tem-se: 

X = L 
l<k<m 

que pertence a p(Ai) 1 logo 

= p (A) n (E ~ Sl (F) ~ F.) • 
~ 

Como A C: E ~ Sl (F) tem-se p (A) C: E ~ Sl (F) ~ F. 

* Observação: Se~ pertence a F então a imagem de v(~) res-

trito a p(A) está contida em A. 

Pronosicão 2.3: [ c.f. [ 3 J I [ 5 ]] o núcleo da apli 

caçao v(~i) de p(Ai) em Ai é p(Aí+l), onde ~i é o dual 

ç; i . 

Prova: Sejam v(~i) de p(Aí) em Ai e w perten

cente ao núcleo de v(~i). 

Pode-se escrever w = L À kj 1 · · · j l+l ek ~ 
l<k<m 

í2_jl2_. • .2_jt f-1 <n 
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Aplicando v(~i) a w tem-se: 

v(~i)(w)=v(~i)( r ,_kjl ••. jl+l ek ~ ~- • ••• ·~. 
l<k<m J1 J.t~l 

= 

i 2_j 12. • • • 2_j l+l <n 

= r ,_kjl ••• jl+l v(~i)~. ek ~ ~- • ••• ·~. • ••• ·~J· = 
1 <k <m J r J 1 J r l+ 1 

i 2_j 12. • • • 2.j l+ 12_n 
r=l, ••• ,-e+l 

= r ,_kjl ••• j.t+l 
l<k<m ô ~ e ~ ~J. • ••• • ~. • ••• • ~. = O 

J r k 1 _ J r J l+ 1 

i2_jl2_. • .2_j l+l2.n 

r= l, •.• ,l+l 

onde 
i 

ô 
r 

e o delta de Kronecker, então so restam 

jr ti. Logo w pertence a p(Ai+l}. 

Tem-se então a sequência exata: 

para 

O -> p (Ai+l} -> p (Ai) -> Ai [ 2. 4 ] , onde a Úl t.ima seta denota 

v(~i) e a segunda a inclusão natural[ c.f.S ]. 

Proposição 2.5: [ c.f.S ]. Para qualquer base 

{~ 1 , ••• , ~nJ' dim. p(A) 2_ Tl + T2 + ••• +Tn-l' onde 

mensao de A. para l<i<n. 
1 

T. é a di 
1 
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Prova: Seja T. = dim.A. e~. = dim.p(A1 ). o posto 
~ ~ ~ 

de v(~i) = dim.da imagem de v(~ 1 ) que é menor ou igual a 

dim.A1 =Ti' a nulidade de v(~i) é igual a dimensão do núcleo 

de v ( ~ 1 ) que é igual a dim. p (Ai+l) = &n- (i+l) e dim.(p (Ai)) =e"n-i 

Como dim.p(A.) > dim.Im(v(~i)) + dim.Ker(v(~i)) tem-
~ 

se dn-1 < Ti + ~n-(i+l) • 

Desde que, 

dn-(n+l) =O então dim.p(A) 2 T1 + T2 + ••• + Tn 

Definição 2.6:[ c.f.3] A base f~ 1 , ••• ,~nl de F é 

i -chamada quasi-regular para A se v(~ ) de p(Ai) em Ai e sobre 

jetora para i= l, ••• ,n, ou seja, 

dim. p(A) = dim.A1 + ••. + dim.An. 

Definição 2. 7: [ c. f. 3 J O subespaço de l 
E~ S (F), 

A é chamado de involutivo se e somente se, existe uma base qua 

si-regular para A. 

Exemplo 2.7.1:[ c.f.S J Seja ACE ~F. 

Suponha que dim. E seja 1, .isto é, A c. F. Seja Y={ ~l' ••• '~n} 
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uma base em F tal que{ ~ 1 , ••• ,~k} seja uma base de A. Então: 

dim. Ai= max{ k-i, o} ou seja: 

dim. A
0 

= k = T 
0 

, 

dim. Al = k-1 = Tl' 

dim. A. 
~ 

= k-i = Ti' 
. . 

dim. ~-1 =1 = Tk-1 • 

Então T + Tl + ••• + Ti + ••• + Tk-1 = o 

= k + k-1 + ••• + k-i +: .. + 1- k(k+l) 
- 2 

Por outro lado, como AC F, p(A) = s2 (A), 

logo dim.p(A) = dim. s 2 (A) =(k + ~ -
1

) = k(k+l) 

2 

Então {~ 1 , ••• , ~n} i uma base quasi regular. 

Exemplo 2 . 7 . 2: [ c. f. 5 ] Suponha dim. F = 1, 

A Ç E ~ F. Todo A S.. E é involutivo. Com efeito, seja { ~} ba-

se em F. Como ·F tem dimensão 1, A não pode ser decomposto em 

A .• Seja agora E= { e 1 , ••• ,e } base em E, AS E. 
1 m Suponha 

que fe 1 , ••• ,ek} para k ~ m, gere A, portanto dim,A = k. Por 

outro lado p(A) =A e s2 (F) dim.p(A) = dim.A. dim.S 2 (F). 

s 2 (F) =F F 
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Como dim.F = 1, dim.S 2 (F) = 1. Logo dim.p(A) = k. 1 = k = 

= dim. A. 

Logo ~ é uma base quasi regular para A. 

* * * 

- ··----- ·-



CAP!TULO III 

A demonstração do teorema do prolongamento torna-se 

bem mais simples usando reduçÕes de datuns. Este capítulo será 

dedicado a um estudo completo sobre esta teoria. Para isto con 

sidere x1 , ••• ,Xn um sistema de indete~inadas. Denote por 

.e. .e. . 
P = P [ x1 , ••• ,Xn] o esoaço vetorial dos oolinômios de 

grau l, tais que todos os monômios são de grau l sobre R.[c.f.3] 

Defini cão 3.1: [ c.f.3 l Um datum de grau menor ou i-J 

gual t 
.. 

terna (f, i, a. ) =lt onde f 
.. 

monômio e urna e um 

X. , ••• ,X. , 1 ~ jl 
Jl Jk 

< ••• < jk<n, .~ < .e., (l um inteiro entre 1 e 

m = dim.E e i um inteiro tal que i< j 1 • 

:bt .. Se V e um datum de grau menor ou igual a t, seja 

l l l jt• P f [ x1 , ••• ,x
1 
1, o subespaço de P gerado pelos monômios 

da forma X., ••• ,X. f, onde l~i 1 ~ ... {i 0 _k~i [ c~f.3 ]· 
~ ~t-k ..{.. 

Seja a projeção canônica sobre 

os termos da base 

{ xh , ••• , xh ; 1 < h
1 
~ ••• .::_ h t < n } de Pt. [ c. f. 3 ] • 

1 1. 

Seja de E em R aplicação.linear que leva ea 

em 1 e os outros em O,· para S =I a , onde S pertence a 
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{ 1 I • • • I m } e a pertence ajl. [ c.f.3 J . 
Dada a base çl, ••• , çn de F, tem-se um isomorfis 

mo T de E ~ Sl(F) em E 9 pl I tal que a cada Ç. associa-
l. 

mos x1 [ c. f. 3 ] • 

11 

Seja de em l » l 1 composição 

com o isomorfismo T definido acima [ c.f.3 ] • 

Seja v pertencente a E ~ Sl(F~ 

v = 
l.::_j<m 

1 .::_i 1.::_ . . . .::_i l.::_ n 

T(v) = /~ 
~.::_j <m 

= r 
l.::_j<m 

e. 
- J 

ent~o 

T ( e . 9 ç
1 

• ••• • Ç _. ) = 
J 1 .l.l 

• 

de 
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Agora 

P" p r 
f!~ fl(T(v)>. = 

( e. ~ X. • ••• ·xi ) = 
J ].1 R.. l~j~ 

1<!1 < ••• ~i !~n 

= 

E~ta aplicação ~! depende da escolha da base. 

Em geral seja 1 R.. = <!f_, ... , #~ ) uma coleção de datuns de 

grau menor ou igual a !, e seja 

reta formal dos espaços vetoriais. 

r 
l<Ã<S 

R.. 
~~ , soma di-

Tem-se a aplicação de E "" SR.. (F) p! I f 31 1111 em] R.. c. . . 

-Tf .h~ --Notaçao: tf 11. (fÀ, i(À), cx(À)). 

Definição 3.4: [ c.f.3 ] Diz-se que 

em relação a base {~ 1 , ••• ,~n} se e somente se 

a A é injetiva. 

base em E. 

ampla em A 

restrito 
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Se g pertence a 1.. E e s (F) , escreve-se 

g = L 
l<B<m 

Notação: Se f = X. • •• X. , denota-se 
J 1". Jk 

= 

Proposição 3. 5.: [ c. f. 3 J o !R.. ~ <Ji, ... ,_rs) é amplo para A 

se e somente se a seguinte condição é válida: "Para 

cente a A a condição ga.(À)il ••• il..-kÀ fÀ =O, onde 

g perten-

-e o 

grau de fÀ, para todo l.::_i 1 < ••• .::_i.f..-k .::_ i(À) implica que g=O". 
À 

ponha 

então: 

Prova: Para se provar que a condição é necessária,su 

= 

restrito a A injetivo. Seja g pertencente a A, 

L 

l<a.<m 
g"il ••• Ie j!.t<e"f.l. ~il· ••• ·~i.e_l. = 

1.::_ i 1.::_ ••• .::_i R.. <n 
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= 

l<À<S 

Como x1 • ••• ·x. fÀ sao linearmente independentes, 
1 1 l-k 

~ 

restrito a A é injetivo e 
Cl(À)i, ••• il-k fÀ 

g À = O impli-

c a g = 

cleo de 

Então 

o. 

Reciprocamente, 

.t-
J.t . 

r 
l<À<S 

seja g pertenc~nte a A e ao nú-

;. =O 

Como os X .••• X. fÀ sao linearmente independen-
11 1 l-k 

À 

tes para 

e por hipótese g =O, logo 
... 
e injetivo. 

Para a sequência deste trabalho, tornam-se necessários, 

os seguintes resultados. 

Lema 3.6: [ c.f.3 ] • Se fl é amplo para A com rela 

- [ e:" e:" l enta-o ~ l ç ao ., 1 , . . • , ., n 1 , ti é amplo para p(A) com relação a 

mesma base. 
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Prova: 

J 1 n 
~ = { ~ , ••• ,~}sua base dual. Considere o seguinte diagrama 

comutativo: 

t E ~ St(F) --> t 
Jt j:j fvj 

l+l E~ Sl+l(F) -->Pl~l 
~t ' !. - -

onde as aplicações: 

t Jt de A em ~ Jinear e injetiva, ji definida 

anteriormente. 

A aplicação vj = v(~j) de E ~ sl+l(F) em E~ St(F) 

definida pela proposição[2.~: 

A aplicação em Pl+l 
fl 

.-
e que simetriza 

elemento X. em 
J 

o 

Suponha h 

l+l 

.-
pertencente a p(A} e pertencente ao nu-

cleo de 
~t . 

Pelo diagrama acima 

[ 3.7 J. 



- 16 -

Deve-se mostrar em primeiro lugar que vj(h) =Opa

ra todo j. Então tem-se: 

19 caso: j ~ i(À). 

Se j < i(À) então a=O pois a está no núcleo de 

l+l 
~e . 

29 caso: j > i (À)~ 

Para este caso prova-se por indução em j. 

suponha que 
1 j-1 o 

v (h) = ••• =v (h) =o. 

Então no caso em que j > i(À) suponha i 1< j então 

... 
e essa e 

a coordenada j i 2 , ••. , hipótese 

de indução, corno i 1 < j segue 
i 

v 1 (h) = O. Então a = O. 

Corno l e X. é linear
J 

~l é injetivo por hipótese 

independente, vê-se em L 3.7 ] que ~l~l(h) =O mente e como 

h pertence núcleo de l+l isto implica l+l ... 
inj~ ao pl que 

~l 
e 

tivo. 

Portanto !Jl ... 
amplo sobre p(A) relação e com -

Lema 3.8: [c.f.3J. SeJ·a _gl 1 b A ~ amp o so re . em re 
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lação a f~ 1 , ••. ,~J· Então podemos achar uma vizinhança de 

v(~j) do ~j para 1 ~ j < n em relação a topologia habitua~ 

tal que para toda escolha de n. em v(~.) ,~l 
J J -

é também am-

pla sobre A em relação a base { n 1 , · .• , n jl· 

Prova: 

Fixe uma base de E e Sl(F) da forma 

Por hipótese, # l é 

amplo para Acom relação ft
1

, ••• ,~n~ 

Tem-se em correspondência uma base de .e. 
~i. represe!!_ 

.sentada pelos monômios X .••• X.- ; 1 < i 1 ~ •• • ~io. O núcleo de 
J.l J. .e. .{.. 

Ker 

de 

é representado por um sistema linear homogêneo • 

.e.· 
Como ~ .t restrito a A é injetivo o 

.e. 
~i() A= {O} 

O sistema linear homogêneo determinado pela igualda-

!: 
l<k<m e ~ 

k = o 

tem uma matriz [- k i .. ·.i J k-1 H= h 1 i -, ... m com deterrninan 
l~i 1 ~ •.• ~i.e..s_n 

te diferente de zero numa vizinhança u. 
J 

de cada 

tj , j = 1, ... , n. 
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Então para toda base {n.}. 
1 

com 
J J= , ••• ,m 

n. per
J 

tencente a lf. o determinante de M é diferente de zero. 
J 

Logo~! é amplo para A com relação a estas duas bases. 

Definição 3.9: [c.f.3] Sejajl= cf-; ... ,J's> 
- 1 . 

urna 

coleção de datuns .. Seja T. 
J 

o número de rndices À tais que 

i(Ã) = j. A sequência (T , T 1 , .•• , T1 ) é chamada caracten n-

rrstica de f_ .. 
e sera denotada por 

Definicão 3.10: [ c.f.3 ]. A coleção #l é irredutr

vel em A se e somente se a imagem de -A por 

a 

Notacão: Seja d(j,l) = dim Sl(Rj). 

l 

~l 

As definições acima implicam na sequinte proposição: 

.. 
e igual 

Proposição 3.11: [ c. f. 3 J . Suponha que {}l é amplo 

para A. Então dim A< L T. d(j,l). Se 
l~j<m J 

:ffl é amplo e irre 

dutrvel para A então dim A = r T • d ( j ,l) . 
l~j~n J 

Prova: Dizer que #l é amplo e irredutrvel sobre A 

.. - .e e equivalente a dizer que a aplicaçao ~l de A em 
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l s l 
P,a.e_= r ~ ~ 
!J À=l ~ 1\ 

é injetiva e sobre, portanto Jtl(A) = dirn jte= 

~R_ • [ 3.12 J 
s 

Sabe-se que :B>~= !I 1\ (f)., i(À),Cl(À)), 

~= 1, ••• ,Se que ·?lf = P~~ [ x1 , ••• , xi(~)] é subespaço 

Pl gerado pelos monômios do tipo: 

de 

x(i(À}).e_-k 
). 

fk , 1 < i (À) 1< ••• <i (À) o < i (À) 
À - - - .t.-k,. 

(k>. é o grau de f,.). Logo a dimensão Je P~ é o número de mo
:J>. 

nômios do tipo X i (À} f). , onde ). = 1, .•. , s. 
l-kÀ 

Pode-se fazer uma correspondência que a cada XiE 

associa 
i( À) 

v.= (O, .•. , 1, ••• ,O) E: JR onde 1 aparece na 
1 

posição i. 

Considere então a aplicação Q>. de P~Àem sl-kÀ(Ri(À)} 

definida por; a cada associa-se o elemento 



- 20 -

Verifica-se então que P l .. . f r_} j e 1somor o a 

sl-kj(JRi(j)> =-r. c·>d(i(j) ,l-k.) 
1 J J 

para l~j~S, onde Ti(j) é o número de À tal que i(À} = i(j}, 

Portanto por [ 3 .12 J tem-se: 

= dim. Pl o ='t d (i ( 1) , l-k1 ) + ••• +-c d (i (S) ,.f.....:.ks>· 
j ~ i(l) i(S} 

Como A pode ser incluido em l 
~e como subespaço, 

-
s 

dim. A< dim.Pl =r T(i(À} d(i(À},l~kÀ). 
ff À=l 

A igualdade é verificada quando A for o próprio 
l . l 

subespaço ~l' ou seja quando~. for irredutível sobre A, 

além de já ser amplo sobre A. 

rado por 

onde 

= (f, i,a) um datum. Se 

Xll-kf e d" Pl 1 1m. jl= . 

i=l então 

Se i > 2 tem-se a seguinte decomposição: 

l-k-1 
pl = JR x~-k f ED r pl [ 3.13 J I !l 1 l t=O fi (t) 

i]l<t> = (X~ f I i - l,a). 1 

Para provar que : 

. ~ :·' •. ·; f. 
', . ~ -' . . 

g~ 

/ 
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tem-se que 
l .. J l e gerado por 

Se = il-k = i, então 
.. 
e gerado 

pOr xf-kf 1 pOrtantO OS elementOS de l 
~ l pertencem a A e 

l jt.C A. 

, todos os elementos de 

pertencem a A, visto que 

<.o o < (i-1) < i-1 < ii2 o o ·2 i.t-k2 i o 
- l-k-

Além de se ter os elementos X(i-l) ••• X(i-l) tem-se 
1 l-k 

X. f (l-k)! vezes, sendo i o maior de todos os !ndices, por-
1 

tanto 

A. 

que é gerado por 

Para provar que 

X ..•• Xi f que est& contido em 
1

1 l-k 

l l-k . l l 
P lo m x. f En P l m • • • m P l , 
ff 1 j (O) J' (l-k-1) 

note-se que um elemento de A vai ser da forma 

(i-1) 1 o o o (i-1) i 
r B -l-k 

12Ci-l) 12 .• ·2<i-l> k<(i-U2i12 •• ·2ie-k2i 
l-

x(i-1} ••• x(i-1) xif. 
1 l-k 
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Como l l l 
~.e. c: p .e. c ... c: p l 
:; . (O) f (1) f (l-k-1) / 

basta 

mostrar que R x~-k 
]. 

Seja 

x = r 
1~j~l-k 

j (i -1)1 •.• (i -1) (i -1) .••• i 
B . .t-k xj l 

i X ••• X f e: ~ l 

1~(i-1)1~···~(i-1~2_ (i-1)~ .•• ~i 
.(..-k 

(i-1) 1 (i-1) :J 
l-k 

-porque 1'-'- é gerado por monômio·s do tipo X. • •• X. f , on-
11 1 l-k 

Definição 3 .14: [ c. f. 3 ] Seja j '- = </i, ... ,fs> uma 

coleção de datuns. A coleção~= (~ 1 , •.. ,~n) é chamada redu

cao direta de ~l , quando ~ é obtida de JP'- substituindo um 

dos ~eus membros, digamos ~ÀO pela seguinte coleção de datuns: 

quando i(À 0 )=1 é substituido por um conjunto vazio. 

- quando i (À 0 ) .:_2 é substi tuido por ~ 

r ~ ( o ) , f~ ( 1) , •• - • , ff ~ ( ,__ k -1 ) • 
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Então Gv - - fl c.,. ~ e chamado urna reduçao de _ quando ~ -e obtido 

por urna sucessao de reduções diretas de ~l. -
A fórmula da decomposição [ 3 .13 ] mostra o seguinte.:._ 

Proposição 3.15: [ c.f.3 ] Se ~é urna redução de 

Prova: 

Sejarnj.l = <~f , ... ,~ , . . . , ~ ~) 
o 

e ~ = ( W 1 , ••. , ~ n) duas coleções de datuns. 

Suponha ~ urna redução de jl, logo 

. . . , - i 
~ , ... , j S) se i (À 0 ) = 1 

<.ff, ... ,Jf<o>, ... ,ff (l-k-1) , .•• ,Js> se i0. 0 > > 2. 

Seja l E pl sendo r; = t. l<rn<S j'l - rn 

~~ = (f , i (rn) , a (rn)) rn 
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l 
r P-hml 

1<m<S !I 

m'li0. 0 > 

pe. = 
í 

r l e r pl 
i CÃ 0 > ~ 2 • 

~~ l se 
1<m<S O<t<l-k-1 U À o Ct> 
m 

Logo pl 

~ 

'I Ão 

c. l 
P1_e 

r 
1<m<S 

e 

dim. 

m 'I i (},
0

) 

se 

r 
1<m<S 

dim. P.e. o + L dim. P: (t) se i (À 0 ) ~ 2 
· jf~ O<t<i-k-1 g Ào 

m 'I À 0 

portanto por [ 3.13 ] como 

l-k-1 

= :IR xl-k f e 
i 

P. l < 
dim. ~ 'I L dim. 

l<m<S 

L Pi 
t=O ~f (t) , 

o 

então 

.. _-tl, e uma redução de J então ~ é 
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obtido por uma sucessao de reduções diretas de ;ft. Portanto 

existe pelo menos um ÀO tal que 

( Bf , · · . , ~ , . . . , J ~) se i (À 0 ) = 1 

:fi , ... ,f~(O) , ••• ,J~<l-k-1) , .•• ,j~) se i(Ào)2 2. 

Sejam 'r(~) = ( ... ' ... ' 
' ' ' 1 n n- , . . . ' -r') e 

1 

f 
-r<j> = (-rn' -rn-1 , ••• , -rl) onde -r. é o número de À tal que 

J 

i (À) = j [ c. f. 3 ] • 

Supondo i(À 0 )_ = 1, então W= <jf , ... , $ , ... ,J~> 

e -r <J.> < -r <fft> • 

Se i(À 0 )~ 2 então 

~ = 0'f , ... ,_&fco> , ... ,jfct-k-1> , ... ,/~> -
e para 

sequências 

-r. =-r! e para 
J J 

'r. > -r! 
~ ~ 

logo 

Então dando uma ordem lexicográfica ao conjunto das 

(-r 
n I • • • I pode-se enunciar o seguinte lema: 
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Lema 3.16: [ c.f.3 ]. A desigualdade 

(Tn , ••• , T1 ) ~ (T~ , ••• ,Tl) se verifica se e somente se pode-

se achar i tal que para j<i e 

se 

obtido de 

Corolário 3 .17: L c. f. 3 ] • Se w é uma redução 

~#J! então T(~) ~ T(jl>· 

de 

Resumindo, como Gj é uma redução de j'_l , então W é 

por reduções diretas sucessivas, logo existirá 

pelo menos um ~O no qual é feita a redução direta. 

Lema 3.18: [ c.f.3 ]. Seja .§l= <fff , ... ,J~> uma co 
--

leção de datuns o qual é amplo para A com respeito a base 

{ ~ 1 '· • ·' ~.n } 
.B e . 
3 não é irredutível. Seja uma vizi-

nhança de Çi , i= l, ••• ,n. Então pode-se encontrar uma redu

ção direta ~ de ffl e um conjunto não vazio aberto de Vi em 

v. 
]_ 

tal que existe uma base { n n J com 1 , .•• , n ' 

te a V i para a qual -~ é amplo para A. 

Prova: A aplicação de A em 

ni pertencen 

s 
= r 
~==1 

l é injetiva, então pode-se considerar -~l(A) como subespaço 

vetorial de Jll . Existe uma aplicação w de E ~ Sl(F) em E, 

tal que w restrito a A é igual a zero~ 

Pela propriedade de divisibilidade de soma direta, 
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existe uma aplicação bÀ de em :m tal que w = r bÀ o pl • 
l<À<S f i 

Notação: b, (X . • •••• X . f À ) = 
1\ 11 1R.-k 

À 

Seja min { i (À) ~;i O} 
~ 

diferente de q = i que e ze-

!R. - irredutível seja ro porque na o e ou 

R. c R. s R. 
~R., (A) ~?R. 

= r 
~~ À=l 

Sê q = 1 então i <"o> =1 
. R. 

logo a co_!! e dim i .e_=l , 

dição bÀ ;i o significa que P,e.t n R. ~. 

pois como Im p .e_(A) = {O} 
f! À ! o o 

já foi visto anteriormente pR.R. (A) 

q "o 
está contido em 

como a dimensão é 1, a dimensão de %R.l (A) é 1 
9 Ào 

zero. No entanto cerne bÀ é diferente de zero e bÀ (A) = O 

tem-se que a Im 1R. (A) (} 

-
R. 

PAR. = {O} 

1J "o 

e 

ou 

Então toma-se uma coleção de datuns ~ , redução di 

reta 
I R. 

de g , tal que 
~R. :lR. - R. ~ = ( 1J 1 , ••. , !! À , ••• , j 8 ) de modo 

- o 

que ~ é também amplo com relação a -{ ~ 1 , ••• , ~n} . Logo o 

lema segue do lema[3.~. 

Se q = 2 considere a base do tipo 
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J nj = F;j se j # 2 

1 F;2 + e:1 F;1 j 2 onde 
.-

número a n2 = se = e:l e um 

ser escolhido. 

Denote por 
_Bi 1 ••• i.t 
g os coeficientes de g perten-

centes a E 0 Sl(F) nos termos da base ln1 , ••• , nn}' ou se

ja 

g = r 
l<S<m 

s. i 
- 1 1.. . l 
g 

1~i 1 ~ •.. ~i.e~n 

Seja 1 1 = i 2 = ••• =ia= 1 e suponhamos que 

3 < ia+ 4 ~ •.. ~it então coloca-se 

_ 8Ia,b, ~Te _i1 ••• il 
onde Ia = i1 i J = i ' ... 'i i g = g I • • • I ' a c a+4 

então 

S,Ia,3'Jc 
3 

g = r g eB 0 nr n2 nJ 
l~S<rn a c 

1 . . =1 1 =. • .=J.a 

3<i 4< ..• <il -a+- -

Notação : 

Logo: 



g = E 
1<8<m 

1=i1= ••• =ia 

3<i 4< ••• <i, - a+ - - .c 
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S,Ia,ia+1'ia+2'ia+3'ia+4'···iL 
-= E g 

1<8<m 

1=i1 = •.• =ia 

3<i 4< .•• <i 0 - a+ - - .(.. 

= 

1=i1= .•• =ia 

3<i 4 < ..• <i 0 -a+- - .(.. 

-= g 

8,Ia,1,1,2,2,ia+4 ' ••• il.. 

+ g 

= 

= 
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-+ CJ 

-+ q 

+ g 

+ g 

+ g 

= g 



+ g 

-+ g 

-+ g 

+ g 

+ g 

+ g 

+ g 
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2 
e:l eB ~ (~I ~2 C ••... ~ · ) + 

. a+l 1 a+4 1 
l 

BI ,l,l,l,i 
4

, ... ,i o a a+ ~ 

3 
e:l eB ~ (~I 

a+3 
~i • •.• ·~. ) = 

a+4 1 .t 
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13,Ia,2,2,2,ia+4'···tiR._ 

= g e a~ {~I ~~ ~. • •• • • ~ ) + 
'-' a 1 a+4 1t 

+ g 

13,Ia,l,l,2,ia+4'···riR._ 

+ g 3 E i e (3 19 

+ g 

Seja 

g 

g 

g 

g 

19 (~I 
a+3 

S,Ia,2,2,2,ia+4 , ••• ,il 

S,Ia,l,2,2,ia+4 ' ••. ,il 

S,Ia,l,l,2,ia+4 ' ••• ,il 

B,Ia,l,l,l,ia+4 , ••• ,il 

= g 

= g 

= g 

= g 

S,Ia,2,2,2,ia+4 , ••• ,it 

8, I a, 1 , 2 , 2 , i a+ 4 , ••• , i i 

3 El 

S,Ia,l,l,2,ia+4 ' ••• ,il 

3 
2 

El 

B,I ,l,l,l,i + 4 , ••• ,1 
a a ~ R._ 

.J 

El 

De um modo geral, analisando para o caso q > 2, o 

somatório acima adquire a seguinte forma 



onde b = 

(Ia' Hs> 

9
BLt,u,J

0 

R. -
tal 

Seja 

c - a 

que 

h s 

com q < jÀ < 
1 

Portanto 
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8,I ,b,J 
r - a c = g e: H , 
H s s 

I t = a + s e 

-Lt e urna permutação de 

< jÀ • 
c 

< ••• < h s < q-1 

onde 

r .. 
para todo e 

I H sendo. a s 

, O<s<b e b>u. 

s 
R. 

s 
9 a(À)Lt,u+uÀ,JÀ~ r b o 

}f 
= r b 

À ÀLt,u À=l l=l 

s a(À)Ia,b+uÀ,JÀ -= r lo) g ,onde 
À=l ÀLt,u 

s 

= u = l-kÀ-t, 

o somatório é para todo 

ção de Ia Hs. 

Em um caso particular 

-
se = Q b = À,Q,R.-kÀ 

r 
l<il< ••. <i <q-1 

- - - t-

t~R.-kÀ 

.. 
Lt e uma permuta-
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Escolhendo tal que 

[ 3.19 J 

b, . . D k t = b, {X. ' ••• ,X. ,X ' ••• ,X ) :I o .. 
/\0 1 1". " 1 t ,-<...- À- /\0 1 1 1 t q q 

o 

Seja 
-l 
p~ l de E ~ s (F) em pl 

ft_l ' 

il2i2 < ••• < it < q-1 na base { nl' . . . , nn l· 

l-k 
Por [3.19] então x Ào f À na o pertence a q o 

-l 
,_ 

Im Pffl {A) • 

então coleção ~ 
... 

Tem-se uma de datuns que e uma re-

dução direta de /}l em À o· Então ~ é amplo sobre A com 

relação a base f n 1 n }. n 

* * * 



CAPITULO IV 

Neste capitulo se dará uma demonstração do teorema do 

prolongamento. 

. (1) - - -1.:'(1) ,Pa(l) ~(1) 
SeJa f. =X .. Entao a coleçao.ff =w,(l )'···~(!((, ), ••• )onde 

1 1 - , a n,a 
(1) - (1) -!,( .. - (f

1
. ,i,a) é amplo para A 0 (def.[l.l]) com relação a base 

.Jj 1,CY.j .(.. 

Ç1 , ... ,Çn' para todo i> 2, porque 

= i 
J(l) 

( 2' 1) 

i 
+ •.. + p(l} 

.#'(n, 1) 

i i 
+ p(l) + ... + 2 (1) 

f (1,2) .f (n,rn) 

e cada i !, (1) 
é isomorfo a polinômios 

(m, jJ 

homogêneos de grauf.[c.f.3]. 

Então se pode tomar abertos não vazios 
(1) (1) 

vl , ... ,vn e 

uma redução ~ (l) . de _j (l) por reduções diretas sucessivas tais 

que,para algQma escolha de ç~l) pertencente a v~ 1 ] ~ (l) é am

plo e irredutível para A
2 1 conforme o lemma [ 3. 18 l. Então, pelo [3. 6], 

C~ < 1) ..... i 
~ é amplo para p(A2 ) e como p(A2 ) ~ A3 , P~ (l) restrito a A3 

( 1)-
é uma aplicação linear injetiva, portanto J! é amplo para A 3 ,~ 

sendo por [3. 6 ] amplo para 

encontrar abertos v. ( 2) 
1 

c 

p(A
3
). Agora,pelo lemma 

( 1) . 1 v i , 1 = , ... , n /e uma 

[3 .18] 1 pod~se 

redução fi ( 2 ) 

de Cf!J ( 1 ) 

- (2) 
gum Ç, 

1 

tais que $' (2) e amplo e irredutível para A3 para al-

pertencente a v. (2 ). Então,da mesma forma,tem-se uma 
1 

sequencia de abertos não vazios (l) ::) (2):,::) ::) (f)::) (i+l) ::) v. . v. . .. v. v. 
1 1 -1 -1 

e uma coleção de datuns ~(i) tal que ~(f+l) é uma redução 

~(i) e para algum Çi (i) s v~f) 
1 
~ é am;lo e irredutível pa-

1 - cl<i>, .•• ,?.-n(i} Ai+l com re açao a s s 

de 

r a 
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Seja T(i) a característica de~ (i). Então por[ 3.16] 

T (~) ~ T(j ) e T (l) ~ T (2 ) ~· •• ~ T (i)~ T (i+l) ~· •. , porque cada 

. (i) (1)) 1 - . 1 T1 = (Tn , .•. ,T1 Tj ~ n.m, entao ex1ste il ta que 

Til = 't <!.t+k) k ~ 1, portanto por !3 .16! ~(i) = ~ (i+l) onde i~ i
1

· 

G, (i) ... ( ) [ J Como ~ e amplo para pAi pelo lema 3.6 

s 
e dim.p{Ai) < E T1 (À) d(1(À), i+l- kÀ) pela proposição 

À=l 

[ 2 • 2 1 , onde ~ i = ~ (i+ 
1 ) = ( ~ 1 , ••• , {j; s) • 

s 
Pela mesma proposição dim. Ai+l = À:l= Ti(À)d(i(À) ,i+l-kÀ) 

Seja 

pertencente a 

pi (Ao . ) = 
<iÀ .(.. ,1 

para todo 

• Define-se 

I ::. ~~ r xi .•• xi (~)]se 

1 = {O} se i > i ( ~) , 

i < 

então para i< i(À), como~ é amplo 

s 
dim.Ai,i < À:l T1 (À)-i+l d~i(À)-i+l,i-kÀ). 

i~ i 1 e 

i 
S (F. ) • 

1 

(i(À)) 

Por: 



< 

= 

Então 

n s 

n 

1: 
i=l 
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dim Al,i ~ 

1: 1: T(i(À)-i+l) d(i(À)-i+l, l-kÀ) = 
i=l À=l 

porque d(l,l) + d(2,l) + ••• + d(k,l) = d(k,l+l). 

Por outro lado, l ~ .t
1 

s 
dim.p(Al) = dim.Al+l = 1: Ti(À)_d(i(À),l+l-kÀ) > 

Ã=l -

s 
> 1: dim .A 0 • 

-i=l ..(..' 1 
pela proposição [ 2.2 J. 

n 
Desde que dim.p(A) > r dim.A 0 ,i então 

i=l ..(.. 

dim.p(Al) = 
n 
1: dim.Al,l' isto é, Al é involutivo, 

i=l 

monstra o seguinte teorema: 

o que de-

TEOREMA DO PROLONGAMENTO:[ c.f.3] Sejam AR. C E~ Sl(F) pa

ra l = 1,2, ••. , subespaços vetoriais, tais que Al+l ç p(Al) 

para todo l . Existe um .t1 inteiro tal que para todo l > .t1 Al 

é involutivo e igual a p(Al_1 >. 
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