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Introdugao

O teorema do prolongamento de pseudo-grupos de Lie in
finitesimais foi enunciado por Elie Cartan no inicio do sécu-
lo [ c.f.2 ]. Este teorema nos garante a integrabilidade de um
sistema de equagbes a derivadas parciais com certas condicdes,
prolongando este sistema suficientemente ao fibrado dos refe-

renciais de uma certa ordem.

A demonstracao deste teorema foi feita em 1957 por
Kuranishi conhecido hoje como o Teorema do Prolongamento de

Cartan-Kuranishi. [ c.f.4 ]. Esta demonstracido aparece de ma-

- neira melhorada nas notas do curso de Kuranishi na Universida-

de de S3o Paulo em 1965. [ c.f.3 ]

Ambas demonstracoes sac baseadas num teorema do pro-
longamento algébrico de extrema dificuldade de compreensao e

com pré-supostos algébricos elaborados. ~

Em 1966, Hayashi [ c.f.3 ], quando aluno de Kurani-
shi, apresentou uma demonstracao simplificada do teorema algé-

brico do prolongamento sem grandes pré-requisitos.

O objetivo deste trabalho foi entdo de retomar a de-
monstragao de Hayashi, ainda nao publicada, e fazer adapta-
coes necessarias para se ter uma demonstracao simplificada do

teorema algébrico do prolongamento.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. No
primeiro serao apresentados conceitos e resultados da Algebra
Multilinear. No segundo capitulo serdo dadas defini¢coes e pro
posicoes relacionadas ao prolongamento do subespaco vetorial
AL Eg@ Sz(F). Toda uma teoria sobre datuns se torna necessa-
ria para uma melhor compreensao da demonstracao do teorema do
prolongamento. E isto & mostrado de uma maneira clara e preci-
sa no capitulo 3. Finalmente no capitulo 4 se encontrarda o teo

rema algébrico do prolongamento.



CAPITULO I

Neste capltulo serao utilizados os principais concei

tos e resultados da Algebra Multilinear.

Sejam E e F espagos vetoriais de dimens3do finita

sobre um corpo K de caracteristica zero.
Suponha que dimensao de E seja m e a de F seja n.

Seja ACE ® Sz(F) um subespaco, onde SZ(F) é o
subespaco dos elementos simetricos no produto tensorial £-ve-
zes de F, ou seja SE(F) =F +F + ... - F (£L-vezes) onde (-)
denota produto tensorial simétrico.l c.f [11,[ 37, [5 11.

| Uma base para SE(F) & denotada por { S 4 }

1 e
<my £ ... 2mp <}

onde 9Z= { &

l";" En} & uma base em F .

my . ..M -
1 2 as coordenadas de um vetor t rela-

Sejam b
tivamerte a esta base em Sz(F). Este t pode ser escrito co-

o(m),. .., o{mp)

mo t= Ib E*...'E , onde ¢ & uma permu
o o
: , (my) 9(mp)
tacao de
= ; ). £.5 ] .
M { mlltbﬁl m‘e 14 lf_mli--oimzi n } [ c f ]
Considere € ={ e}, ... , e } uma base em E. Um e-

lemento a qualquer de A & da forma

Jiqseeeriy
o T £e. ® E, "...7E. .
1<j<m : Joh ‘e

lﬁili...iiﬂgn



Agora, seja Fi um subespaco de F gerado por

{Ei yeoor Sn} Tem-se, entac, que a dimensao de Fi € n-(i-1).

4
Denote por A, = AN((E@S (Fi)) f1.r],

Tem—-se que Ai’g;Aif\(E Q'St-l(F) ” Fi) pois

sfrycstIir) ar. e como st ) <st L), 1ogo
1 h R ) bR 1 —

£z 2-1 £-1

ST(F;) ©S8TT(F) @ F, CS° (F) & F,.

Ent3o por [ 1.1 ] vé-se que & possivel extrair de A

uma sequéncia decrescente de subespacos

A=A 2 >2...2a [1.2].

Dado £ & F* um elemento do espaco dual de F , seja a
aplicacao lihear v(E) de F em K definida por v(g)f = E(f)
para todo £ ém F. Se W @ um outro K-espago vetorial, v(§)
induz uma aplicagdo linear de W® F em W ® K = W a qual deno
*

ta-se por v(£) também. Portanto se £ pertence a F , w perten-

cea W e f pertence a F, entao

V(E) (w @ £) = v(E) (E) (w) = E(E)w [c.£.5 ].



CAPITULO II

" Utilizando os conhecimentos do canitulo anterior se-
rao expostas agui, definicoes e proposicaes ligadas ao prolon-
gamento do subespaco vetorial A S E 2 S (F). Estes conhecimen
tos basicos serao de muita importancia para a conclusdo deste

trabalho.

Definicdo 2.1: [ c¢.f.3 ]. O proloncamento de ordem

1l do subespaco A & o subespaco p(dA) de E & S£+1(F), defini

do por:

p(A) = (A @F) N (E g S (F)) .

Proposicdo 2.2:[ c.f.3 } Dado A;g@ A, 1 <i<n de

finido anteriormente tem-se:
_ P 4
p(Ai) = p(A) 0 (E R S (F) ® Fi) .
Prova:

Por definicdo p(A;) = (a; ®F) 0 (ER ¥y .

Conforme [ 1.1 ]

£ £2~1

Ai='A D(E @S (F,))g A D (E@ S ~(F)@ F;) *

Pela definicao 2.1

p(pA) = (AQ F) 0 (E@ s (F)) e



A, S ACER SZ(F).

Logo

L+

_ 1
p(A;) = (A, @ F) D (Eg S (F)) g

c (aer) a (ge st

Por outro lado também pela definicao 2.1

£+1

4
p(A;) @ E® s (F;)@ EQ ST (F) @ F,.

Logo p(Ai)c: p(d) e p(Ai) o ER S['(F) 2 F,

4

e entao b (Ai)C‘- p(a) N (EQ s (F) F,)-

L

Seja X pertencente a p(A) NE® s™(F)  F

i‘

De X pertencente a p(A) tem-se:

X = I xkj
1<k<m

1982 pasn

l”'j£+l 8 E."..."E
Sk i

e de x pertencente a E Sz(F) 2 Fi tem-se

Koo

eI T -
J1

I<k<m

(F)) = p(a).

Je+1



Fazendo-se a interseccao tem-se:

x = I AKIp---Tdpg
1<k<m

13,2 <3p <0

e, ®E, *..."E,
k™ 73y Jep+1

que pertence a p(Ai), logo
p(Ai):Dﬁp(A) N (ER Sz(F) 2 Fi) e portanto

p(a;) =p(a) N (E e st e Fi).

Como AcE®@S’(F) tem-se p(a) SE@ st er.

*
Observacao: Se £ pertence a F entao a imagem de v () res-

trito a p(A) estd contida em A.

Proposicdo 2.3:[ c.f.[ 3 ], [ 57]] O nicleo da apli

cacao v(El) ade p(Ai) em A, e p(Ai+l), onde &% & o dual

£,

i

Prova: Sejam v(eh) ae p(Ai) em A; e W perten-
cente ao nicleo de u(gi).
% ,ijl°'°JE+lek ® E.’...‘Ej .
1<k<m I £2+1

if—jli' . .ile *_l_<_n

Pode-se escrever w



Aplicando v(gl) a w tem-se:

V(Ei)(w)=v(gi) 5
1<k<m

)\kjl"'j£+1 ekﬁi. *ees &, =
J1 Je+1

= oz a3y 3y veehe, e B E. "...7E. "...UEs =
1<k<m Iy I Jr Jesr
r=1,...,2+1

‘ k3 ; :
= z A1t dpyy i N
6 2 e Q E‘ o e @ g- LI 2N Ea = 0
Lcksm Jep K 2701 TIp I g+1
r=1,...,2+1
onde 6§ © & o delta de Kronecker, entdao sb6 restam £, para
r v

r

jr # i. Logo w pertence a p(Ai+l

Tem-se entdao a sequéncia exata:

).

0 —> p(A,

i+1) —> p(A)) — Ai[ 2.4 ], onde a ultima seta denota

v(gi) e a segunda a inclusdo natural| c.f.5 ].

Proposicao 2.5:[ c.f.5 1. Para qualquer base

4 °

{El,..., En}, dim. p(A) ¢ T) + T, +...+T ., onde T, é a di

mensao de A, para l<i<n.



Prova: Seja T, = dim.Ai e 0& = dim.p(Ai). O posto

de v(gl) = dim.da imagem de u(Ei) gque & menor ou igual a
dim.Ai =T, a nulidade de V(Ei) € igual a dimensao do nicleo
i - . . _ . _
de v(E7) que é igual a dlm.p(Ai+l) = Gh-(i+1) e dlmip(Ai))—G;-i

Como dim.p(Ai) > dim.Im(v(gi)) + dim.Ker(u(Ei)) tem—-

.
se Oy 2Tt O (ieny

Desde que,

dim.p(Al) = dim.p(a) < 0,-1 2 T, F O - <

STy R T, O 3 STy ATy kel kT F O gy e
d;1-(n+1) = 0 entao dlm-vﬁé? STy AT, b+ T

Definicdo 2.6:[ c.£.3] A base {£;,...,E } de F &

chamada quasi-regular para A se v(ET) de p(Ai) em A, & sobre

jetora para i =1,...,n, ou seja,

dim, p(A) = dim.Al + ... F dim.An.

Definicao 2.7:[ c.f.3 ] O subespago de E g SL(F),

A & chamado de involutivo se e somente se, existe uma base qua

si-reqular para A.

Exemplo 2.7.1:[ c.£.5 ] Sseja ALE & F.

Suponha que dim. E seja 1, .isto €, A & F. Seja £7={ El,...,En}



uma base em F tal que{ El,...,sk} seja uma base de A. Entao:
dim, A, = max{ k-i, o } ou seja:
dim, A =k = ¢

dim. A, = k-1 =1

dim. Ai = k-i=r1T,,

~ dim. Ay =1 = T-1 -

Entao t_ + T
. o

=k + k=1 +...+ k=i +...+ 1 =_]i(—}—<i];2-

2 L ]
Por outro lado, como A< F, p(A) = SZ(A),

Tk + 2 - 1 _ k (k+1)

logo dim,p(A) = dim, SZ(A) = 2
2

Entao {Sl toeey En} e uma base quasi regular.

Exemplo 2.7.2: [ c.t.5 ] Suponha dim.F = 1,

ACSE®QF. Todo ASE é& involutivo. Com efeito, seja{ £} ba-
se em F. Como F tem dimens3o 1, A nio pode ser decomposto em
A,. Seja agora € = { €y re--r } base em E, A< E. Suponha

que gel,...,ek} para k < m, gere A, portanto dim,A = k. Por

outro lado p(A) = A R SZ(F) dim. p(A) = dim.A. dim.Sz(F).

s2(F) =F . F



Como dim F = 1, dim.Sz(F) = 1, Logo dim.p(A) = k

= dim, A.

Logo & é& uma base gquasi regular para A.



CAPITULO III

A demonstracao do teorema do prolongamento torna-se
bem mais simples usando reducdes de datuns. Este capitulo sera
dedicado a um estudo completo sobre esta teoria. Para isto con

sidere xl,...,xn um sistema de indeterminadas. Denote por

£

P- = Pz[ixl,.;.,xn ] 0 espaco vetorial dos polindmios de

grau £, tais gue todos os mondmios sao de grau £ sobre I{Jp.f.3]

Definicido 3.1:[ c.f.3 ! Um datum de grau menor ou i-
gual £ & uma terna (f, i, o) =3ﬁ£ onde f €& um mondmio

X: seee,X. , 1 i_jl i"'i-Jkﬁp',F < 2, @ um inteiro entre 1 e

m = dim,E e i um inteiro tal que i < jl'
L . . .
Se j? é um datum de grau menor ou igual a £, seja

3;£= Pg [ Xl,...,Xi], o subespaco de pt gerado pelos mondmios

da forma Xi""'xig_k £, onde 1<i, <...i, ,<i [ cif.3 ]

2 4

Seja de PT em §2£ a projecao candnica sobre

%t

os termos da base

{ x <...2hp <n} de pt, le.f.3 ] .

'o.o'X

;lf_h
1

h hz 1

Seja p'i de E em R aplicacao.linear que leva e,

em 1 e os outros em 0, para B # « , onde B pertence a

©g
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{1,..., m} e a pertence aéﬁt. [ c.f.3 ] .

Dada a base El,..., En de F, tem-se um isomorfis

mo T de E R Sz(F) em E @ Pz, tal que a cada Ei associa-

mos X; [ c.£.3].

seja pt de E ® Sz(F) em ;fﬂ , composicdao de

jﬁl

%?z 2 %%L com o isomorfismo T definido acima [ c.£.3 ].

Seja v pertencente a E @ SE(FL

o ji,...1
v = L A 1 £+1 e. @ E. °...°E. entao
i i

1<j<m -3 L

1<i,<...21,%n

1

3i....d
Twy = T, £ A LTTTH e; ® E, "...7E, | =
1<j<m J 1 2
1<ij<...<ip<n .
Ji, ...1
= ¢ A VTt p(emr t.vE ) =
1<j<m J 1 L
liili...iilip
Jiqee.i
= L A 1 £ e, ® X, "..."'X, .
1<j<m J 1 ‘e

1<i.<...<i,<n
Ay RCERREY A
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Agora

%'z e %L(T(u)), =

noa o (¢ v X )
- p ] p . e.g . .....X -
: i,...1 :
S S TRTTT S I

l<1l<...<1 <n 71 Le-x

Esta aplicacao ¢ depende da escolha da base.

£
Em geral seja fﬁ = (7~ ;..,#é ) uma colecao de datuns de

grau menor ou igual a £, e sejia %f{ = z P g ¢ soma di-

reta formal dos espacos vetoriais.

Tem-se a aplicacao de E®Q Sz(F) em lc f. 3|

fﬂ

Notagho: /% = (£,, 100, a(l).

Definicdo 3.4:[ c.f.3 ] Diz-se que j%z & ampla em A

em relacao a base {gl,...,gn} se e somente se p-t£ restrito

7

—

a A é injetiva.
Sejam = {El,...,En} base em F e £ ={ el,...,em}

base em E.
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4

Se g pertence a E & S (F), escreve-se

= gi. “*°1i . .
g = z gt-1 L e_ @ E.°..."E .
1<B<m 8 1 e

1<i,<...<1,<n

Notacao: Se f = Xj ...Xj , denota-se
Totagao ;7 K

gBil...luc-k’ leooo’jk — gBil...iz—k f ¢

Proposicado 3.5.:| c.£.3 ] sz = (ﬁz,..., ) é amplo para A
A - S
se e somente se a sequinte condicao & valida: "Para g perten-

£

cente a A a condicao ga(x)ll"‘ll-kx = 0, onde k, é o

grau de fA’ para todo 1iili'°°ii£_k < i(XA) implica que g=0",
Prova: Para se provar que a condicao & necessaria,su
ponha %fﬂ restrito a A injetivo. Seja g pertencente a A,

entao ;!

£ ai....i e
0 )X g 1 £ 0@, "..."E, \> =
ﬁ?k <;§g§p1 1 e

l<il<...<i <n

i . o i £
= T g}all e p ,le QE, “L..°E, v _

1<i,<...<1i,<n
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X

a(A)i,...i,_ f
= 5 g V7 Ay taiex, gm0,
15115_...5i£_k}‘§i(1)5n 1 £-k,
1<A<S
Como X, °“..."X, £ sao linearmente independentes,
il i p A

G(A)i, L .iz—k)\fx

?ﬁﬂ restrito a A é injetivo e g = 0 impli-

ca g = 0.
Reciprocamente, seja g pertencente a A e ao na-

&,
cleo de .
- 7t

I
™
Q

a(M)i,...1, , f
Entao Ozz(g) 1 ;K %} A

Como os X, ...X, f sao linearmente independen-
i, lt—kk A

a(X)il...iz—kAfA

tes para 1< ili"'iiﬁ-kki i(X), entao g

e por hipdotese g = 0, logo %;2 é injetivo.

—

Para a sequéncia deste trabalho, tornam-se necessarios,

os seguintes resultados.

Lema 3.6:[ c.f.3 J. Se gﬁl € amplo para A com rela

géo{'gl,...,in}, entao ﬁaﬂ é amplo para p(A) com relagao a

mesma base.
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Prova:
Seja Z- { El""'gn} base em F e
j?’ = { El,...,En} sua base dual. Considere o seguinte diagrama

comutativo:

: £ 8 st

2
pf,z
A &

Ea S£+1(F) 241

£+1
2

onde as aplicacoes:

L2 L2
2;£ de A em 5?

—

€& linear e injetiva, ja definida

anteriormente.

L+

A‘apliéagéo vj = u(gj) de E ® S 1(F) em E @ SL(F)

definida pela proposicaof2.3]
A aplicacao s? de %;ﬂ em %;Zl & que simetriza o

—

elemento X. em P£+l.
J j?ﬂ

Suponha h pertencente a p(A) e pertencente ao ni-
£2+1

—

cleo de

Pelo diagrama acima

2

Pe
E

ovitm) [3.77]-
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Deve-se mostrar em primeiro lugar que vi(th) =0 pa-

ra todo 3j. Entao tem-se:

19 caso: j < i),

Se j < i()) entao a=0 pois a estd no nicleo de

29 caso: j> i(A).

Para este caso prova-se por inducao em j.

3=y = o.

Suponha que ul(h) Y]

Entao no caso em que 'j > i()) suponha il< j entao

a(A)j i,...i, , F Q)i 3,80 ,00,ip y
a=h ! £ky A 2y 12t kA e essa @&
i
- . 1 . =
a coordenada j 12, ceer 1£—kxfl4 de v ~ (h), mas pela hipotese
~ i, ~
de indugao, como i; < j segue v .(h) = 0. Entao a = 0.
£

Como €& injetivo por hipotese e Xj é linear-

%le(h) =0 e Ccomo

-—

"fz

mente independente, vé-se em [ 3.7 | que

- + -
h pertence ac nucleo de %le isto implica que %;Zl e inje
tivo. B -

£

Portanto ﬁl é amplo sobre p(A) com relagao

{gl,...,gn}.

Lema 3.8: [c.f.3]. Seja j%z amplo sobre . A em re



- 17 -

lacao a {51,.}.,£n} Entao podemos achar uma vizinhanca de

v(gj) do £, para 1l < j<n em relagéo a topologia habitual,
2 - -
tal que para toda escolha de nj em u(Ej),jf e tambem am-

pla sobre A em relacao a base {nl,..., nﬁ.

Prova:

Fixe uma base de E ® SK(F) da forma

(el,..., e

m,gil,...,gi ;1 < il <...%i,<n) . Por hipdtese, #L é

, <
amplo para A com relacao {Sl,...,inﬁ

2

Tem-se em correspondéncia uma base de 5?1 represen

.sentada pelos mondmios X, ...X;- ; 1 < iy<...<i,. O nicleo de

1 e -
géz € representado por um sistema linear homogéneo.

Como_pzt restrito a A & injetivo o

SN

Ker p££ O a= {0}.

4

—

O sistema linear homogéneo determinado pela iqualda-

de
z k. . @ &
l<k<m  h**1 T2 e @x, ‘...°X, =0
— = i i,
liilii"iizip
. — o RkiytTCi = i
tem uma matriz M= [ h"1 2] k=1,...m com determinan
1<i.<...<i,<n

1

te diferente de zero numa vizinhanga lfj de cada

gj ’ j=l’ o o 07 n.
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Enta toda b -} com . r-
ntao para toda base {nj}j=l,...,m ny pe

tencente a Zj‘j o0 determinante de M & diferente de zero.

Logoj%l é amplo para A com relagao a estas duas bases.,

.. = . 2 _ .
Definicdo 3.9: [ c.f.3 ] Seja.jg = Qfef"" S) uma
colecao de datuns. Seja Tj o ntmero de Indices X tais que
i(X) = j. A sequéncia (rn, Thm]? soot Tl) é chamada caracte-

ristica de f{ e sera denotada por T(fz)-,

Definicdo 3.10: [ c.£.3 ]. A coleg§c>£?' & irreduti-

vel em A se e somente se a imagemxde ~A por %;ﬁ é igual

’ =
a 3}['
Notac3o: Seja a(j,ﬂ) = dim Sz(Rj).

As definicoes acima implicam na sequinte proposicao:

Proposicao 3.11: [ c.f.3 ]. Suponha que f& é amplo

para A. Entao dim A < I T,4d(3,2). se ‘#z'é amplo e irre
-_— l(j(m j — —

dutivel para A entao dim A = Tot, d(j.L).

Prova: Dizer que ﬁ? é amplo e irredutivel sobre A

£

€ eguivalente a dizer que a aplicacao g?z de A em
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S
= I P € injetiva e sobre, portanto o

1 £ 7 ?

. £ . £
= dim P, + ... + dim ?z' [ 3.12 ]

% :

Sabe-se que j?'t = (f i(k),a(k));

A Al

£ -
P¢ [ Xyreees Xi(l)] & subespaco de

A=1, ..., S e que P££ =
73 A

Pz gerado pelos mondmios do tipo:

X cee X, £, ,1<i(A) <eee<i(N) < i(X
(i(A))1 (1(A))£_kk kx > AINCR I N )f‘kx— ()

~

(ky é o grau de fk)' Logo a dimensao Je Eﬁ é o numero de mo-
A

nomios do tipo Xi()\)1 .o Xi(A) fx , onde A =1,..., S.
Z—kA

Pode-se fazer uma correspondéncia que a cada Xie %éﬂ
i(x) n

associa v, = (0,..., 1, ..., 0) e IR onde 1 aparece a

1

posicao 1i.

£ (W)

Considere entao a aplicacao Q, de %é em sTTFA (R
A

definida por; a cada Xi(k)l“‘xi(x) assocla-se o glemento
£4kx

Ui(k)l’ .."Vi(X)

E-kx
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Verifica-se entao que 5; é isomorfo a
3

pf = qim. sz-kj(ng(j)) = T, ,.

fj 1(])

para 1<j<S, onde Ti(j) € o nimero de X tal que i{(A) = i(j),

Sz’kj(I}(j)).Logo dim, d(i(j),ﬂ-kj)

1<j<s.

Portanto por [3.12} tem-se:

dim, p‘ﬂ,i (A) = dim.}zz =t A(L(1), £-k)) + ... +T d(i(8) L5k

i(1) i(s)

——

Como A pode ser incluido em gfg como subespaco,

——

nN~n

T(i(X) d(i(X),£~kx).

dim. A < dim.PL =
- Jg A=1 7 -

A igualdade é verificada quando A for o proprio
subespaco ?}z, 6u seja quandojﬁ£ for irredutivel sobre A,

além de ja ser amplo sobre A.
. L . . ~
Sejajf = (f, i,a) um datum. Se i=1 entao P

rado por Xf—kf e dim.P££= 1.
7

Se i > 2 tem-se a sequinte decomposicao:

) 2-k-1 A
Pzz = mxf"k fe I PﬁK [ 3.13 ],
4 t=0 #(t)
L t .
onde f% (t) = (Xi £, 1i-1,a).

Para provar que

-y Y AN s B -]
AR AN
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PLE c mxf’k £ aa‘P"'£ ® PI’L B...0 P"I_
7 L AKCOIRE 2o # % (e-x-1)
tem-se que PZ € gerado por X X f 1<i. < <i
‘e i . e i _ r e l—.o‘_ L-k.
1 2-k
Se i, =1, = =i = i, entao Pt e erado
1 2 2-x ’ ft el
£2-k » 2
por Xi f , portanto os elementos de g?z pertencem a A e
L
‘szc A.
L

Se iliiz<"°iig_kii , todos os elementos de ;?3

pertencem a A, visto que

1 <(i-1); <... i(i-lz < i-1 < dg< LLg iy (<

Alem de,se ter os elementos Xk. tem-se

i-1), " % (i-1)

1 £k

Xif (L-k)! vezes, sendo i o maior de todos os indices, por-

tanto Plz que & gerado por Xi ...Xi f que esta contido em
7 1T i

A.

Para provar que

- 2=k

£ £ £

P ,ORX, £ ©&P ® ... & P

#* t # o 7% e-x-1)

note-se que um elemento de A vai ser da forma

(1-1)...(i-1) 1
LB £~k
1<(i-1);<...<(i-1) }%{i-l)iilf_...f_iz_kii

3
Xi-n - % F-
B 2-x
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Como Pzz < Ptz c ... G Pzz y basta
#75(0) (1) (£-k-1)
mostrar que lef-k ® P££ a Ptz
2t-x-1) #
Seja
j-1) ... (1-1)  (i-1)....1
X = I B ’ £-x Xj X X f e Pt
1<j<L-k SIS TES VR A
1< (i-1) <. < (1-1) < (1-1)<...<i £-k
-k
‘porque pt & gerado por mondmios do tipo X, ...X, f , on-
2 - 1 te-x

-—

de (i-1);<...<(i-1) <(i-1)<ig<...<i, <i.,
- L-k :

13 (3 -~ » L
1 - =
Definicao 3.14: [ c.f.3 ] Sejaﬁ (fl, .o ,is) ~ gma
lecao de d leca Gy = { & ch de du-
colecao de datuns. A colecao é? ( l,...,é?) e chamada redu

cao direta de f?z , quando g} € obtida de j%t substituindo um

—

dos seus membros, digamosjfg

pela sequinte colecao de datuns:

Ao

- quando i(A0)=l €& substituido por um conjunto vazio.

- quando 1i(},;)>2 é substituido por !

2 e . AL
A(0),%(1), e PR eek-n).
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%%’ é chamado uma reducao de,jﬁz quando g; € obtido

- -

~ ~ . 4
por uma sucessao de redugoes diretas de j? .

j@z entao

A férmula da decomposicdo [ 3.13 ] mostra o seguinte:

Proposicdo 3.15:[ c¢.f.3 ] se g% & uma reducdo de

. L < L
dlm.lzjz £ %ol'
Prova:

Sejam%z = (}/M,...,ff ,...,fé)

0

e g%= (é%l""’g%rx) duas colegégs de datuns.

Seja

7t -

Suponha g% uma reducao de_jgz, logo

-4 ——

Aot fDse 10 =2

< |
L FL o, P e L P se 10 2 2.

P, = ) P , sendo
if. 1<

(£, 1(m), a(m))



- 24 -

bX
1<m<s

m # i(AO)

se i(?\o) =1

L
P
Y

4 £

z P ® X P
2 £
1ames - 02t<l-k-1 T (4
i m # )\0. Y
Logo t ng e
X dim. Pzz se i()\o)= 1
1<m<S ' fm
z ) m # i(ko) o i T -
dim, P% =<
- z dim, Pz,ﬂ + X dim, 'Pz
1<m<§ 0<t<l-k-1 2%
m # A
0
|
portanto por [ 3.13 ] como
£-k-1
P;z = mxf‘k £ ® ) 1;;{ , entdo
=0 (t)
7%, X
L < . . L
dim, P L dim, P = dim,P
# L L
7 7 1mss 8 7
Sejam %= (?l ""'%n) e

(ﬁ ,...,ﬂg), onde ﬁ é€ uma reducao de flr entao

se i(lo)zz .

(t

————

yse 1(dg) > 2

5

é
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obtido por uma sucessao de reducces diretas de jﬁz. Portanto

——

existe pelo menos um Ao tal que

v

(9§ P ey ¢ I*--Ifé) se i()\o) =1

9

yl recey A(O) ,.oo,ﬂx(t—k_l) l-o-l%s)se l(lo)__> 2.

sejam t(y) = (t! , T' ; s..., 1)) e

() = (t r T

n n-l e Tl) onde Tj € o numero de A tal que

i) =3 [ec.£.3]. | e

Supondo 1(X,) = 1 , entdo %= (jl;: R ,...,fg)

e T(@) < tgfz).

se  1i(xy)> 2 entdo
G = G e I 50 L f T 43
e para  1<i<d, Ty = T5 e para

i ;y T. > r{ logo

>A0 i
T(f) RYI2E

Entao dando uma ordem lexicogrifica ao conjunto das

sequencias (Tn teaey rl) pode-se enunciar o seguinte lema:
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Lema 3.16: [ c.£.3 ]. A desigualdade

(Tn reses ‘l‘l) > (Tn

,...,'r]'_) se verifica se e somente se pode-

para Jj<i e T.,> 1.

se achar i tal que Tj = T. i i

]
]
Corolario 3.17: [ c.f.3 ]. se S é uma reducdo de

-f.e se @#ﬁz entdo T(§) ;T(ﬁ£)~ -

Resumindo, como Cy é uma reducao de ﬂt , entdo @ é
e —— — —
obtido de f por reduc;aes diretas sucessivas, logo existira

pelo menos “um Ay no qual é feita a reducado direta.

Lema 3.18: [ c.f.3 ]QSeja j[‘= (f{ ,...,ﬁg) uma co

lecao de datuns o qual & amplo para A com respeito a base

{ El yeses F,‘n } ﬁ naoc & irredutivel. Seja v, uma vizi-

nhanca de Ei‘ , L =1,...,n. Entao pode-se encontrar uma redu-

cao direta % de ﬂk e um conijunto nadé vazio aberto de Vi em

vy tal que existe uma base {nl Pesey nn} » com n, pertencen

te a Vi para a qual %{ é amplo para A.

Prova: A aplicacao pzz de A em BT, =

-

€ injetiva, entao pode-se considerar pf‘z (A) como subespaco

vetorial de P;l . Existe uma aplicacao w de E @ Sz(F) em R,

-

tal que w restrito a A é igual a zero.

Pela propriedade de divisibilidade de soma direta,
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existe uma aplicacao by de P", em R tal quew =_T by o pz
y » <X<s
Notacao: b, (X, ... X, f
oS Tpge, M =By,
loo' z-k

A

Seja q = min { i(}) ; bA?f 0} que é diferente de ze-

ro porque fz nao é irredutivel ou seja
2 L
0,, (&) §p°, =1 P
jl # %K A=1 ﬂf
Se g =1 entao i(ko) =] e dim 13££=1 » logo a con

~ . Ag -
dicao b # 0 significa que P££ N Im pI' (A) = {0} pois como
. Ao 7 L

0 | =

ja foi visto anteriormente 0;2 (A) estad contido em %!'2. e
A : A
0 0

Y 2 . - .
como a dimensao de P14 € 1, a dimensao de p £ (A) & 1 ou
‘ xo Y
. 0
zero. No entanto c¢omo b)\ é diferente de zero e bA (A =0
2

tem-se que a Im 2(n) N P;f: = {0}

7

~—p

Entao toma-se uma colecao de datuns @ , reducao di

reta de 'ﬁt , tal que %= (#f ,...,?fo ,..T,fé) de modo

que % é também amplo com relagao a -{El ree ey En} . Logo o

lema segue do lema[3.8].

Se q = 2 considere a base do tipo
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J nj = Ej se j # 2

I N, = 52 + El El se j = 2 onde €; € um naimero a

ser escolhido.

Sil...iz
Denote poxr g os coeficientes de g perten-

centes a E ® Sz(F) nos termos da base {nl s ooy nn}; ou se-

ja
"Bil...iz
g = z g eB & ﬂi '....ni .
1<B<m 1 z
lii lf‘. . .ii_z_(_n
Seja il =i, = ... =1 =7; ? suponhamos que
i41 © ia+2 = ia+3 =2, 3=< 1,44 i."5i£ entao coloca-se
BI ,b'}T i u..i R
-""a c_ =1 L - o s . -
g - g Onde Ia - ll P ee ey la ’ JC ia+4 'o-"i
entao
_B’Ia'B’Jc
q = X q e, 8 n « N, « 7N .
1<B<m B Ta 2 Je
1=11=... la
3iia+4i-°'iig
Notagao : n =N, o« Ny “eea'N, o
I, 17 i3 1a
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-81_,3,J
g = 1<§<m g a7’ e, @ EIa.(£2+elgl)3. gc =
e ot
3¢d 48051,
B’Ia’ia+l'ia+2’ia+3'ia+4i’"iL
“Ean 9 °p ® Br (85 By EaterBiBpfat By fyEyt
e
3¢, <. .S,

+oegEie B Ey *EyE e By * e B B e Ky £2€1815:181 *

+ €,8.e,E,€,E,). E, . - B _
1°7171"°1 l 1l 1,44 - | i, =

.' ] i
B'Ia'ia+1'ia+2'1a+3'ia+4' 1y
= 1<§ g ey @ (51a525252 +51a'€1515252 +€Iag2€lgl€2 +
1=il=...=1a
331 44551,

+ g1;151‘:1‘51‘52 + gIa52€2€1‘51 + EIaelglgéelgl + E1a52€151€1€1 +

+ g €.5.¢€ £E.€ E )og . ;E _
Ia 17171~-1"1"1 ia+4 .ee iﬂ =

B,Ia,z,z,z,ia+4,...,i£

=g € @ (E. JE . E . E..E. "...0E )+
’ BT IR M e

B,Ia,1,1,2,2,ia+4,...iz
+ g | eB [ ( EI '81'51’52’52'51

l°"l£i )+
a a+4 2
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BT ,2,1,1,2,4_ ,0e-rip

..l..gi) +

g e, ® (E. E e E.E.E
8 I, C2°1%12%i 2

4

B,Ia,l'l,l,l,z’ia+4,oo-,iz
e e . .g ) +
g9 ce- &y

@ (£, €98,€,8,8,E
B I, 1717171025, )

B,Ia,2,2,l,1,ia;4,...,it

g e, B (E. E E e E E, ... TE, ) +
B Ia 2°2°1"1 la+4 i£

B'Ia’lll,z’l’l’ia+4’...’iz
g e, ® (£, e,E.8.6.E.E,  "...°E, )+
B Ia 171727121 1,44 i,

B’Ialz'l'l'lll'ia .'i

+47°° 2

g e, @ (E. E,e.E,e,E.E. SN -
8 I°271°17101%0 12) +

B,Ia,;,l,l,l,l,l,ia+4,...,i£

g 0. B (£. €v816.E1€181E,  "voi"E. )
R Ia 1°1-1~171"°1 la+4 13

BIa'2'2’2'ia+4,‘..’i'€

3 . .
3 eg @ (E85 By T..TEy )+



g9

g9

g9

g

g

g9

B'Ia,l'z'z'ia+4,-.-’i£

2
€, e 2 (£ EE, Ce. TEL ) +
178 Ia+l 2 144 il
BIa,l,2,2,1a+4,...,i£
2 [ ]
€, e, 2 (g £, E. ISP 3
_1 B Ia+l 2 ta+4 e
BIa,l,l,zria+4,~.--,i£
2 g £ &, P 3
£ e, 8 ( i i
1 B Ia+2 2 Tat+4
BT s1,2,2,4_, 0c-0ip - _
2 .
€, e, & (& ESE, ee. &,
1B TTar17? Tl e
SIa'l'l'Z'ia-f-l""'iz
2 . .
e, © Q (& E, £, cee E. )
18 Tarl 2 "ia44 e
BIa’l’l,Z,ia+4,-..’i£
2 -
e, © 2 (£ PR L. EL )
18 Ia+2 2 ta+4 1z
BIa'l'llllia+4"o ,ie
3 - L ]
€l e, 2 (£ £. ce B ) =
178 Ia+3 la+4 12 .

31 -
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B,Ia,z,z,z,ia+4,...,i£

= g e @ (E g g- .ooo. E ) +
B Ia 2 tat+a i£
B,Ia,l,z,z,ia+4,...,i£
- 2
+g 3 g, © e (& €5 & L. EL )+
18 Tat1 2 "aua e
B,Ia,l’l,z’ia+4".-o’i£'
- 2
+g 3ere, 2 (£ ‘g, & L. TEL )+
18 Tat1 72 1a+a ip
BIa,l,lll'ia+4’...'i£ n
- 3
+ g e- e R (£ £, N S
L8 Tarz tass’ 1e
Seja
B/TI,02,2,2,1  4s--s1p BrI_02,2,2,1 renn,ip
g =g
BIIaI112l2I1a+4I°"Ii£ BIIa’llzlzlia+4l'°‘li£
g = g 3 81
B’Ia’l'llzlia+4'...,i£ ‘ B’Ia’l,l,2,1a+4,..-,i£
5 =3 | 3 €}
B,Ia,l'l,l'ia+4,o.o,i£ B'Ia'l'l,llia+4,..‘,i£ .
- = - ]
g g €]

De um modo geral, analisando para o caso q > 2, o

somatorio acima adquire a sequinte forma
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gBLt’u’Jc _

onde b=£L£ ~-c¢c - a ’ t=a+s e I é para todo
(Ia, HS) tal que Lt e uma permutacao de Ia Hy sendo

Hs = hl yesey hs r 1 < hl <...<h < g-1 , 0<s<b e b>u.

: u
Seja £, =n A n onde J, = Jy «..]
A q JA A Al Ac
com g < j, < ... <3,
' c
Portanto v e
; 5 o p£ _ ? b ga()\)Lt,u+uA,J -
= A - AL, ,u
A=A gy A=l t’
s _ o(M)I_,b+u,,Jd
= 5 hH g a ATTA ,onde
AL, ,u
A=1 t’
S
b = I b , € u = £-k,-t
\,I b A=y ALgeu THG At

o somatorio é para todo (Lt, Hs) tal que L, € uma permuta-

cao de I, Hs.

Em um caso particular

se I_=0¢ b = L by . Pk —k €, e-sE,
a >\,¢,£“k)‘ liilioo-iitiq-l Xll...lt’£’~kl 11 i

t
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Escolhendo € tal que

b #0 [3.19 ]
)‘Or(’r ‘e'kx

b IS . - — =b (x. ,oo.'Xo ’x ...X) #0'
xoll...lt,t kxot AO i i, a’ "q

14

Seja %;K de ER S (F) em P££

i,%i, <...2 i, < g-1 na base {nyr cees nn}'

: : 2~k
por [3.19] entao Xq o f, ndo pertence a
0

-2 -
Im p p (A). "
4

Tem-se entao uma colecao

@

de datuns que & uma re-

ducao direta de ﬁz em XA,. Entao 9 é amplo sobre A com

relacao a base { n; ... nJ. .



CAPITULO IV

Neste capitulo se dard uma demonstragdo do teorema do

prolongamento.
Seja f‘l)—x .Entao a colegaojﬁ(l) Q%i)w,.. }%}&)“..Mxﬁe
Ei)a;— (f il)l a) & amplo para AK (def.[1.1] ) com relacao a base
'El,...,En, para todo £ > 2, porque
Y s £
() T By * By teee? p(1) * (1) Tt p(1)
fr $i1,1  Zan #(n,1) f(l 2) £ nom)
L L L A
e cada (1) e isomorfo a p [Xl,....,Xn] espago dos polinomios
(mlj)

homogéneos de graul.c.£f.3]. .

e (1) (1)

Entao se pode tomar abertos nao vazios vy reeerVy e

uma redugao g%(l) de jggl) por redugoes diretas sucessivas tais

que ,para alguma escolha de Si}) pertencente a ilz g{(l) e am-

plo e irredutivel para A, ,conforme o lemma [ 3.18]. Entao,pelo [3.6],
(1) - ' L .

g% e amplo para p(AZ) e como p(A2) A3, Og?(l) restrito a A3

& uma aplicacgao linear injetiva,portanto é% (1) e amplo para As.

sendo por [3.6] amplo para p(A;) . Agora,pelo lemma [3.18] pode=se

(2) ¢ , (1) - (2)

encontrar abertos Vi < i , i=1,...,n,e uma redugao %?

de g%(l) tais que ég,(2> & amplo e irredutivel para A3 prara al-
(2)

gum Eéz) pertencente a Vs . Entao,da mesma forma,tem-se uma

(1) 2 Vl(2)_—_) :)Vl([,):) s (£+1) 2

sequencia de abertos nao vazios vy

-

... e uma colegao de datuns gy(ﬁ) tal que gy(£+l) & uma redugao
3 SOl |

Vi
(£) )
1 ...,E

de (%jﬂ) e para algum e amplo e irredutivel pa-

ra A, , comrelagao a &



- 36 -

Seja  T(£) a caracteristica de & ®)  entio por[ 3.16 ]

T(%J $ T(f e 1(1)3>r(2) >..00> (85 D)

Z ke >..., porque cada
Ti o (1)

= ("n ,...,'r](_i)) 'r;.‘ < n.m, entao existe Ll tal que

£ = %K) x5 1, portanto por|3.16] %“) =) onae > 2,
Como %(U é amplo para p(a,) pelo lema [ 3.6 ]

L T () aEd M), £2+1 - k}\) pela proposicao

[ 2.2 ] , onde % £ =%(£+1) = (%l,...,%s).

s
Pela mesma proposicao dim. A£+l = I = Ti(x)d(i()\),lﬂl-—k
=1

X
Como A, ., C p(Az) para todo £ > Zl e -dim, A, . = dim.p(Az)
segue que

Ap .y =p(B,) (£ > £9).

Seja % ) =/£_£ = (f f) para todo £ _>_£l e £,

i
pertencente a u(z)

) _ 2 .
i . Define-se AK,i = Aﬁﬂ(E Q S (Fi). Por:

e
2 . .
| ig%)\ [Xi ...Xi(“}seli(l(l))
Pt @, ) =
2,1
A

~
N\

= {O} se 1i>i(X)

/J
N

entao para i < i(}X), como % é amplo

—

s
dlm'Aﬁ,i < )‘z T5 (\)-i+1 d(i(A)-i+l,L-k

).
1 A
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n
Entao I dim A <

n . s

= iil Ail T i) -i+1) d(i(r)-i+1, z-kx) =
s i(X))

= Ail iil T(i(%)—i+n d(i(X)-i+1, Z_kx) %
s

=L Tion 200 £+1 = k)

porque d(1,2) + d(2,2) + ... + d(k,2) = d(k,L+1).

Por outro lado, £ > Kl

s
dim.p(Az) = dim.A£+l = i Ti(x)\QSi(A),l +1 _kk) >

dim.A, , , pela proposicdo [ 2.2 ].
’ -

Desde que dim.p(A) > dim.a, entao

P11

3

i=1

n

dim.A, ,, isto e, A, é involutivo, o que de-
i 14

1

monstra o seguinte teorema:

TEOREMA DO PROLONGAMENTO:[ c.f.3 ] sSejam A, CE @ st(r) pa-

ra £=1,2,..., subespacos vetoriais, tais que A£+l g'p(Az)

para todo £ . Existe um Zl inteiro tal que para todo £3:£1,A£

€ involutivo e iqual a p(AZ—l)'



[1] N.
[21] E.

[3] I.
i

[4] M.
[5] E.
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