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Resumo

Este trabalho busca elementos para se determinar a densidade de empacotamento de
esferas definida por reticulados no plano hiperbdlico.

Consideramos o espago de teichmuller 7, de todas as superficies orientadas com-
pactas e fechadas de género g > 2, as quais tem o plano hiperbdlico como recobrimento
universal riemanniano. E conhecido o sistema de coordenadas Fricke em 7, que associa
a cada superficie um dominio fundamental de Voronoi-Dirichlet dado por um poligono
convexo com 4g arestas. Sabemos que, fixado o género, a densidade cresce com o
numero de arestas do dominio de Voronoi-Dirichlet escoihido, de modo que é natural
a busca por poligonos com um nimero méaximo de arestas associado ao género dado,
que é sempre limitado por 12g — 6.

Neste trabalho, determinamos as coordenadas Fricke em 7, que associa a cada su-
perficie um dominio de Voronoi-Dirichlet com 4g + 2 e 129 — 6 arestas. Além disso,
determinamos e implementamos algoritmos para a determinagéo dos circulos inscrito
e circunscrito de um poligono (em superficies de curvatura constante). Estes algorit-
mos, em sua generalidade tem complexidade O (n*) mas, restringindo os poligonos a
vizinhancas abertas de um poligono dado, possui complexidade O (n), situagdo étima.

A determinacdo dos dominios de Voronoi-Dirichlet e dos circulos inscritos permitem
definir a densidade de empacotamento diretamente nos espacos de teichmuller através

de um sisterna de equagtes polinomiais.

Palavras-chave: geometria hiperbdlica, isometria, transformacoes de Mobius, em-
pacotamento de esferas e cobertura combinatéria, grupos discretos, espagos de te-

ichmiiller, espacos Fricke, superficies de Riemann.



Abstract

This work searches elements to determine the packing density of spheres defined by
lattices in the hyperbolic plane.

We consider the teichmiiller space 7, of all closed compacts oriented surfaces of
genus g > 2, which has the hyperbolic plane as universal covering rienmannian surface.
It is known that the system of Fricke coordinates in 7, associates each surface to
a fundamental of Voronoi-Dirichlet domain, given by convex polygon with 4g edges.
We know that, with fixed genus, the density increases with the number of edges of
the chosen Voronoi-Dirichlet domain. Thus it is natural locking for polvgons with a
maximum number of edges associated to a given genus, which is always limited by
12g — 6.

In this work, we determine Fricke coordinates in 7, which associates each surface to
a Voronoi-Diricklet domain with 4¢ + 2 and 12g — 6 edges. Furthermore, we determine
and we program the algorithms for determination of the inscribed and circumscribed
circles of a polygon (in surfaces of constant curvature). These algorithms, have com-
plexity O (n*), but when restricted to open neighbourhoods of a given polygon, have
complexity O (n), best situation.

The determination of the Voronoi-Dirichlet domain from the inscribed circles per-
mits to define the packing of density directly on teichmiiller spaces through a polyno-

mials of system equations.

Key-words: hyperbolic geometry, isometry, Mobius transformation, Fuchsian group,
spheres packings and covering combinatory, discrete groups, teichmiiller spaces, Fricke

spaces, Riemann surfaces.
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Introducao

O problema de empacotamento de esferas ¢ um dos mais famosos e explorados proble-
mas da matematica moderna. Embora as principais questdes relacionadas ao problema,
nao tenham respostas conclusivas: solugdes gerais séo conhecidas apenas em dimenséo
1 (caso trivial), 2 {caso elementar) e 3 [21], e embora estas tenham sido conjecturadas
por Kepler e Gauss, foram demonstradas apenas nas décadas de 20 e 90 do século XX.
A literatura acerca do tema é imensa e pode-se ter um apanhado geral muito amplo e
bastante atual a partir do trabalho enciclopédico de Sloane e Conway [9].

O problema de empacotamento de esferas, assim como os problemas correlatos de
recobrimento, niimero de adjacéncia, quantizacdo e codificagio de canal estdo intima-
mente relacionados as questdes de teoria da codificagao ([18],{34],[44]). Em particular,
enquanto o raio do circulo inscrito é o parametro a ser maximizado no problema de
empacotamento, a probabilidade de erro é o principal pardmetro a ser minimizado no
problema de codificacdo de canal. Além disto, se considerarmos um canal discreto
bindrio (ou g¢-drio), a busca de cédigos corretores de erros nada mais é que o estudo de
um caso discreto de empacotamento de esferas ([9],[29]).

Neste trabalho relacionamos o estudo de empacotamento de esferas com a teoria
de teichmiiller, através de um algoritmo que nos permite avaliar a densidade de em-
pacotamento para 0s pontos no espago de teichmiiller. Também fizemos um estudo
detalhado de novas coordenadas Fricke para os espagos de teichmiiller, permitindo-nos
assim projetar os pontos do espago de teichmiiller no espago dos poligonos com 4g + 2
e 129 — 6 (g € N) arestas {Capitulo 3).

Esta construgao algoritmica gerou em sua estrutura interna, dois algoritmos: um
algoritmo para calcular o circulo maximo contido num poligono e outro para calcular
o circulo minimo contendo o poligono {Capitulo 4). Estes foram implementados no
programa Mathematica para os planos euclidiano e hiperbélico (Apéndice).

Antes de iniciarmos o trabalho propriamente dito, apresentamos um resumo de cada

um dos capitulos, suas se¢oes e subsecOes.



xxii Introdugéo

Superficies Hiperbdlicas =~

O primeiro capitulo é de cardter introdutério e esta dividido em trés segbes. A
elaboragéo deste contou com a ajuda dos seguintes textos: (2], [4], [6], [7], [8], [18].
[23], [35] e [37].

Na primeira secdo, discorremos sobre superficies de Riemann, grupos fuchsianos,
representagao de superficies de Riemann como espagos quociente, transformagoes de
Mobius e modelos fuchsianos. Em cada um destes, exibimos as defini¢bes e os resultados
relevantes ao desenvolvimento do trabalho. Destacamos a parte de transformacoes de
Mobius que procuramos abordar de forma bastante completa.

A segunda secio apresenta os espagos de teichmiiller 7, e 7 (R) . Também exibimos
as coordenadas Fricke F,, para os espagos de teichmiiller, assumindo valores em R%~%,
g > 2. Concluimos esta sec@o com uma subse¢io sobre normalizacdo de modelos
fuchsianos.

Finalmente, na terceira secio, tratamos de elementos basicos de geometria hiperbdlica
plana, apresentando os modelo do plano de Lobatchevski e do disco de Poincaré além
de alguns resultados importantes para o desenvolvimento deste texto.

Empacotamento de Esferas

No segundo capitulo apresentamos as definicbes de empacotamento de esferas, e
estd dividido em duas secdes.

Na primeira se¢do, descrevemos de forma sucinta, as definiges de empacotamento
de esferas e cobertura por esferas, bem como as defini¢des de densidade de empacota-
mento de esferas para os espacos euclidiano e hiperbélico.

Concluimos o capitulo com uma sec¢do sobre resultados recentes de empacotamento
de esferas no plano hiperbdlico.

Espaco Fricke - Variagoes e Parametrizacgoes

O terceiro capitulo, juntamente com o quarto é o &mago deste trabalho, inicia com
a exposicao dos passos necessarios para construirmos um algoritmo que nos permite
avaliar a densidade de empacotamento de esferas para os pontos em espacos de te-
ichmiiller. Este capitulo é dividido em duas segbes.

Na primeira delas apresentamos as construgoes que fizemos para definir as coorde-
nadas Fricke Fy, 2 associadas a poligonos com 4g+ 2 arestas. Além de fixar a notagao,
definimos o que chamamos de espacos Fricke Fy,. 2 e concluimos com a apresentagao
de um proposta para um poligono fundamental no plano hiperbélico que representa o

grupo gerado por um ponto em Fyg 0.
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A ultima secao é reservada para uma construgao andloga a que fizemos na se¢io
anterior. Definimos as coordenadas Fricke Fiz4_¢, 0 espaco Fricke Fisy_g € concluimos
com uma proposta para um poligono fundamental associado ao grupo I'jg,_6 a ser
gerado por um ponto em Figy_¢. Observamos que 12g—6 € o nimero maximo de arestas
que um poligono, representando uma superficie de Riemann compacta e orientdvel
(como dominio de Voronoi-Dirichlet), com género g (g > 2), pode ter.

Circulo Maximo Inscrito e Circulo Minimo Circunscrito

No quarto capitulo, apresentamos os algoritmos para encontrar o circulo maximo
contido num poligono e o circulo minimo contendo um poligono. Dividimos este em
duas segoes.

A primeira delas estende para os planos hiperbdlico e esférico, o método euclidi-
ano, para encontrar o circulo méximo contido num poligono, proposto por Karkazis
¢ Karagiorgis em [24]. Devido a dificuldade de implementacio do algoritmo original,
introduzimos simplificagdes que permitiram implementar um algoritmo vélido simul-
taneamente para as trés geometrias de curvatura constante.

Na segunda se¢do apresentamos um algoritmo discreto para determinacio do circulo
minimo contendo o poligono. Estes algoritmos foram implementados no Mathematica
para os planos euclidiano e hiperbélico {Apéndice).

Observamos que ambos algoritmos tém complexidade O (n?). No entanto, ao se
determinar o circulo inscrito ou circunscrito de um poligono qualquer, é possivel de-
terminar os circulos correspondentes a qualquer poligono suficientemente préximo com
complexidade O (n), situagdo étima prevista na literatura.

Ao final desta tese acrescentamos um CD com o seguinte contetdo:

e Versoes da tese de doutorado nos formatos PS e PDF;
e Versao da exposicao da tese, no formato PDF, feita no dia 07 de margo;,

e Algoritmos implementados no Mathematica - CMIE, CMIH, CMCE, CMCH;

Modelo em TEX do formato desta tese de doutorado;

e Modelo em TEX do formato utilizado na exposigao da tese;

Versoes da dissertagio de mestrado nos formatos PS e PDF.



Capitulo 1

Supertficies Hiperbdlicas

?Duvidar de tudo ou crer em tudo. Sdo duas
solucoes igualmente comodas, que nos dispensam

ambas de refletir.” Henri Poincaré

Para melhor compreender as nocdes tedricas trabalhadas na tessitura desta tese,
situaremos neste capitulo o quadro tedrico que nos ancoramos para esta pesquisa.

Iniciamos discorrendo sobre as superficies de Riemann e alguns resultados sobre gru-
pos Fuchsianos. Em seguida, apresentamos, de forma sucinta, os espagos de teichmiiller
e as coordenadas Fricke. Findamos o capitulo apresentando a geometria hiperbdlica
plana a partir dos modelos euclidianos do semi-plano superior de Lobatchevski e do
disco de Poincaré, respectivamente.

Como o capitulo € de caréter introdutério, fazemos uma abordagem sem demon-
stragdes. Porém, estas podem ser encontradas nos seguintes textos: {2], [4], 6], [7], [8],
[16], [18], [23], [35] e [37].

1.1 Superficies de Riemann, Grupos Fuchsianos
Iniciamos definindo ¢ que é uma variedade diferencidvel.

Definicao 1.1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo dois € um conjunto M
munido de uma familia de aplicacdes injetoras ¢ : A C R2 ~s M, onde k pertencente
a um conjunto de indices e Ay abertos de R? satisfazendo:

(i) L;;J% (Ag) = M;

(i1) Para todo ki e ky com @y, (Ar,) N or, (Ar,) = V # B, 0s conjuntos o' (V) e

0 (V) sio abertos em R? e a aplicacdo go;zl oy, € diferencidvel;

1
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(¢ii) A familia (Ax, vx), chamada de estrutura diferencidvel, é mazimal em relacdo

as condigées (i) e (i) acima.

O par (Ag, ¢r) é chamado de sistema de coordenadas (ou parametrizagio) de
M nos pontos p € iy (Az).

A nogéo de conformidade e preservagao de orientagio também é importante. Uma
aplicacdo diferencidvel v : R2— R? que preserva dngulos entre curvas continuamente
diferencigveis é dita conforme. Além disso, se detdyp, > 0, ¥z € R?, dizemos que ¢
preserva orientacio e se detdp, < 0,Vz € R?, dizemos que ¢ reverte orientacao.

Uma variedade complexa conexa de dimensdo um é chamada uma superficie de
Riemann, isto é, uma variedade onde as cartas séo holomorfas com transi¢do holomorfa
entre as cartas. Denotamos o plano complexo por C, o plano hiperbélico por H? ou D?

correspondentes aos modelos do semi-plano de Lobatcheuski e do disco de Poincare.

Definicao 1.1.2 Seja R uma variedade com um sistema de coordenadas {U;, p;} jer

onde cada U; € um subconjunto aberto de R, com R = {J U; e cada ¢; € um homeo-
jeJ

morfismo de U; sobre um subconjunio aberto B; no plano complezo C. Dizemos que R

€ uma superficie de Riemann se

U; NUg # B, entdo a fungdo de transi¢do
oie = ey 0 (U3 NUR) — or (U; N T)
€ uma aplicacdo biholomorfa, isto €, um homeomorfismo holomorfo.
Definicao 1.1.3 Seja R uma superficie de Riemann compacta. O género de R €

22 —-x), se R € orientdvel
gR)=1{ o
(2-x), se R € ndo-orientdvel
onde x € a caracteristica de Euler do poligono associado a R ([26] e [30]). Denotamos

o género de R simplesmente por g (veja figura 1.1).

Uma superficie de Riemann homeomorfa a uma esfera com ¢ algas, assim como na
figura 1.1, é chamada uma superficie de Riemann fechada de género g. E conhecido
que cada superficie de Riemann compacta é uma superficie de Riemann fechada de
género finito. Uma superficie de Riemann nédo compacta é chamada uma superficie de
Riemann aberta. A esfera de Riemann C = CU {oc} tem género zero e um toro tem
género um.

O préximo passo importante para se lidar de forma mais concreta com superficies

de Riemann ¢é o teorema de uniformizagdo.
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Teorema 1.1.4 (Teorema de uniformizagdo - Klein, Poincaré e Koebe)
Cada superficie de Riemann simplesmente conexa € biholomorficamente equivalente

a uma des trés superficies de Riemann C, C ou H2.

Observagao 1.1.5 Estas superficies de Riemann @, C ou H? ndo sdo biholomorfica-
mente equivalentes entre si. A transformacgdo de Mobius —iF (2) (veja F em (1.17))
aplica biholomorficamente o modelo do semi-plano H? sobre o disco unitdrio D?, e

consequentemente podemos usar o disco unitdrio no lugar do semi-plano superior H=.

A fim de aplicar o teorema da uniformizagdo, apresentamos as defini¢cdes de su-
perficies de recobrimento e alguns resultados relacionados a estas. Assim, sejam R ¢

R superficies de Riemann.

Defini¢io 1.1.6 Uma aplicacdo holomorfa sobrejetora p: R — R ¢ wina aplicagdo
de recobrimento se cada ponto p € R tem uma vizinhanca U tal que para cada
componente conexaV da imagem inversa p~! (U) de U, a aplica¢do restritap: V — U
€ biholomorfa. Chamaremos (f?, 0, R) um recobrimento de R, ¢ R uma superficie
de recobrimento de R. A aplicacio p é também chamada a projecdo de R sobre
R. Mas, quando R ¢ simplesmente conexa, chamamos (R, 0, R) um recobrimento
universal de R, e o R uma superficie de recobrimento universal de R. Um
recobrimento universal de R € a superficie de recobrimento de todos os recobrimentos

de R.

Definig¢ao 1.1.7 Alguma aplica¢@o biholomorfa =y : R — R com pe~y = p ¢ chamada

uma transformacao de recobrimento de um recobrimento (R, fz R), Para um

dado recobrimento (}"?, o R) , denote por I' o conjunto de todas as suas transformacéces
de recobrimento. Usando a composigdo de fungées temos que I' tem estrutura de grupo,
que chamamos de grupo das transformacdes de recobrimento de (ﬁ, 2 R). Em
particular, chamamos I o grupo das transformacgdes de recobrimento univer-

sal se R € um recobrimento universal de R.

Seja (é, £ R) um recobrimento de uma superficie de Riemann R. Dizemos que
um ponto § € R estd sobre um ponto p € R, se p(p) = p. Um levantamento de um
caminho ¢ sobre R é um caminho & sobre R com po & = a.

Usando caminhos construiremos concretamente uma superficie de recobrimento uni-

versal de uma superficie de Riemann. Para isto, fixamos um ponto base pg sobre uma
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dada superficie de Riemann R. Seja (a,p) um par de algum ponto p € R e algum
caminho ¢« em R ligando py a p. Dois pares (o, p) e {5, q) sdo equivalentes se p =g e
o ~ 3. Denotamos por [a, p] a classe de equivaléncia de (@, p). Seja R o conjunto de
todas estas classes de equivaléncia [a, p].

Para mostrar que R é uma superficie de recobrimento universal de R, introduzimos
uma topologia sobre R. Para algum ponto § = [, p} de R, consideramos uma vizin-
hanca U, de p que seja um dominio simplesmente conexo em R. Denotamos por U o
conjunto de todos os pontos o - g, g] em R tal que o ponto ¢ seja um ponto de U, e
g Seja um caminho conexo arbitrério em U, de p a g. Como U, é um dominio simples-
mente conexo, temos uma correspondéncia bijetora candnica entre U, e Us. Por este
Us, definimos um sistema fundamental de vizinhancas de p em R. Entéo R torna-se
um espago topolégico de Hausdorff. Seja p: R — R a projecéo dada por p {[a,p]) = p.
Pela construcao, temos que p é uma aplicagao continua de R sobre R e satisfaz a
condicéo de uma aplicaco de recobrimento.

Entdo, definimos uma estrutura complexa! sobre R tal que p : R — R torna-se uma
aplicagido holomorfa. De fato, para algum ponto 7 = jo,p] de R tome a vizinhanca
coordenada (U, ¢p) tal que U, é um dominio simplesmente conexo em R. Colocando

Y5 = p 0 p, queremos que a familia {(Us,v5)} produza a desejada estrutura complexa
sobre R.

Proposicao 1.1.8 A superficie R, construide como acima, € conexra e simplesmente

coneza.
Temos ainda o seguinte resultado.

Teorema 1.1.9 (Levantamento de uma aplicacdo) Para superficies de Riemann
R e 85, sejam (f%, PR, R) e (5’, 03, S) seus recobrimentos universais. Fnido, dada
uma aplicacdo continua arbitrdria v : R — S temos que existe uma aplicacdo continua
1/; : R S com Yopr=psgo Iﬁ Esta aplicacdo {E} € untcamente determinada sobre a
condigdo que ¥ (B1) = §1, onde p; € R e § € S sdo tais que ps (G1) = ¢ (or (7). Além

disso, se 1 € diferencidvel ou holomorfa, entdo v € também diferencidvel ou holomorfa.

Como consequéncia, temos que dados dois recobrimentos universais (R,p, R) e

(f?,l, £1, R) de uma superficie de Riemann R, existe uma aplicago biholomorfa ¢ de

R para R; com p1op=p.

1Veja defini¢do 1.1.2 de superficie de Riemann.
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Para umea dada superficie de recobrimento universal (f%, e R) de uma superficie
de Riemann R, mostraremos que o grupo das transformacdes de recobrimento [' é
isomorfo ao grupo fundamental 7 (R, py) de R. Antes porém, definimos o produto de

duas curvas e o que entendemos por uma agio.

Definicao 1.1.10 Se a € um caminho em R de oy a z1 e se 3 € um caminho em R
de z1 a xs, definimos a composicao ae 3 de o ¢ 3 como sendo o caminho v dado
pelas equagoes
_J e (2s) para § € [O, %] ,
()= { B(2s~1) parase [1,1].

A funcdo vy € bem definida e continua; e ela € um caminho em R de 2o a x5.

Defini¢ao 1.1.11 Dado um grupo G com operacdo e uma superficie de Riemann
R, temos que uma aco de G sobre R é uma funcdo continua h, - B — R para cada
a € G tal que:

(1) Se e € o elemento identidade de G, entdo he € a aplicacdo identidade de R:

(i2) Se o= F e, entdo ho = hgo h,.

Dado [avg] € 71 (R, po) , consideramos a agio usual de o], sobre B por

(o], ([, p]) = [o @ @, 1], lo,pl € R. (1.1)
Pela definico, este [ap)], pertence a I, isto €, é uma transformagio de recobrimento
de (f?_, O R). Assumindo {1.1) temos que:

Teorema 1.1.12 A correspondéncia [ag] = [a], acarreta um isomorfismo do grupo
fundamental m (R, po) de R sobre ¢ grupo das transformacdes de recobrimento I' de

um recobrimento universal (R 0, R).

Proposicao 1.1.13 Sejam R uma superficie de Riemann, (R, 2, R) seu recobrimento

universal € I' o grupo das transformacgdes de recobrimento de (R, 2 R) . Entiao I' sa-
tisfaz as seguintes propriedades:

(i) Para quaisquer §,G € R, com p(p) = p (), existe um elemento v € I com
v(B) =4

(i) Pare cada p € R eziste uma vizinhanca conveniente U de § em R tal gue
“y (ff ) NU 0 para cada v € T — {Id}. Em particular, cada elemento de T'— {Id} ndo

tem pontos fixos.
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(i11) ' age propriamente descontinuamente sobre R; isto €, dado um subconjunto
compacto K de R, eriste apenas um mimero finito de elementos v € " tal que v (K) N

K+90.

1.1.1 Representacao de superficies de Riemann como espagos

quociente

Explicaremos nesta secdo, um caminho para construir uma superficie de Riemann quo-
ciente R/T de uma superficie de Riemann R e um subgrupo I' do grupo de automor-
fismos biholomorfos Aut (é), onde I' é assumido satisfazer as propriedades (%) e (i44)
da Proposicéo 1.1.13. Isto é, cada elemento de I', exceto a identidade, ndo tem pontos

fixos em R e age propriamente descontinuamente sobre R.

Dois pontos p,¢ € R sdo T' ~ equivalente ou equivalentes sobre I’ se existe um
elemento v € I satisfazendo § = v (p). Denotamos por [f] a classe de equivaléncia de
7. Seja R/T o conjunto de todas estas classes de equivaléncia [f], que chamamos o
espago quociente de R por I'. Defina a projecéo p: R — R/T por p(5) = [7].

Introduzimos a topologia quociente sobre st’,/ [’ como segue: um subconjunto U de
R/T & aberto se, e somente se, a inversa p~! (U) de U for um aberto de R. A projecdo
p é uma aplicacdo continua de R em f%/ I'. Ainda, R é conexa somente se R/ I" for
conexa. Além disso, veremos que R/ é um espago de Hausdorf para I' agindo de

maneira propriamente descontinua sobre R/T".

Definimos a estrutura complexa sobre R/ I" da seguinte maneira: para algum ponto
p E R, tome uma vizinhanca f]p de p satisfazendo a propriedade (é#i) da Proposicdo
1.1.13. Supomos que existe uma coordenada local @5 sobre Uz Entdo, colocando
p=p@,U,=p (6},) , verificamos que p : Uz — U, é homeomorfa. Consequente-
mente, colocando @, = @5 0 p~*, concluimos que {(U/,, <,op)}pe &/T define uma estrutura
complexa tal que (R, p, R/ P) é um recobrimento de R/I". Chamaremos esta superficie
de Riemann R/ I' a superficie de Riemann quociente de R por I'. Entdo, temos

imediatamente a seguinte afirmacéo.

Teorema 1.1.14 Seja (}?ﬁ, e R) uma superficie de recobrimento universal de R com
grupo de transformagdes de recobrimento I'. Entao a superficie de Riemann quociente

f%/ T de R por T € biholomorficamente equivalente a R pela correspondéncia [p] — p (P).
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1.1.2 Transformacoes de Mobius

Na seciio precedente, verificamos que cada superficie de Riemnann R € representada pela
superficie de Riemann quociente f%/f‘ de uma superficie de recobrimento universal R e
seu grupo de transformactes de recobrimento universal I'. Denotamos por Aut (R) 0
grupo dos automorfismos biholomorfos de R. Da Proposicio 1.1.13, I’ é um subgrupo
de Aut (é) consistindo de elementos sem pontos fixo em R (exceto a identidade) e
age propriamente descontinuamente sobre R [23].

Com isto em mente, estudamos os grupos de automorfismos biholomorfos Aut (@) ,
Aut (C), Aut (H?) e Aut (D?).

Proposigao 1.1.15 (i) Cada elemento de Aut (@) tem a forma

_az+b

ez d (12)

v{z)

onde a,b,c,d € C com ad — bc = 1.
(i1} Cada elemento de Aut{C) tem a forma

v{(z) =az+b,

onde a,b € C com a # 0.
(i¢1) Cada elemento de Aut (D?) tem a forma

. az -+ b
52-%—'6;"

v{z)

onde a,b € C, @ e b sdo 0s conjugados de a e b, respectivamente, com §a|2 - b =1.

Estes podem também ser escritos como

onde # €R e a € D?.
(iv) Cada elemento de Aut (H?) tem a forma

__az»%«b

V(Z)—' CZ"{’“d:

onde a,b,c,d € R com ad — be = 1.

Observacao 1.1.16 Em (1.2) € suficiente gque os nimeros complezos a,b,c e d sat-

isfacam a condicdo ad—be # 0 jd que o elemento v ndo mudae quando multiplicamos os
UMICAMP

IR Tans SR A
BiaLley SRR AL

. T

o g
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elementos a,b,c e d por uma constante. Cada elemento de Aut (@) é chamado uma
transformacdo de Mdbius ou uma transformacdo linear fraciondria. Em
particular, um elemento de Aut (H?) € chamado uma transformacdo de Mobius

real ou uma transformacdo linear fraciondria real.

A cada vy € Aut (@) dado por

_az+b
ez +d

v (2)

, onde a,b,¢c,d € C com ad — bc =1,

a b
¢ d

do grupo linear especial SL (2,C) = {A € M, (C); det A = 1}. Reciprocamente, temos
um homomorfismo ¥ de SL (2, C) sobre Aut (@) definido por

temos um elemento

A=

_ az + b
Cez+d

U (A, 2)

com A € SL(2,C), onde a,b,c e d as entradas da matriz A. Entdo, o ndcleo de ¥ é

{%Id}, e Id ¢ a matriz identidade. Consequentemente, ¥ induz um isomorfismo
Aut (E) ~ SL(2,C) / {£1d} .

Colocamos PSL (2,C) = SL(2,C) / {£Id} e chamamos grupo topolégico especial
linear projetivo de grau 2. Um elemento A de ¥~!(v) que corresponde a um ele-
mento vy € Aut (@) é chamado uma representagdo matricial de . Notamos que v é
representado por dois elementos =4 em SL (2, C).

Analogamente, temos

Aut (H?) ~ PSL(2,R) = SL (2, R) / {1d}

Aut (@2) ~ PSUg (1, 1) = SUQ (1 1) / {:i::{é}

onde SL(2,R) e SUz(1,1) sdo o grupo especial linear real de grau 2 e o grupo

especial unitério de assinatura (1, 1), respectivamente.
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Forma candénica das transformacgoes de Mobius

Seja v uma transformagéo de Mobius dada por

()= 220
TN T

e v # Id. Denotemos Fix {7) o conjunto dos pontos fixos? de vy e por |Fix (7)| sua

onde a,b,¢c,d € C com ad — be = 1,

cardinalidade.

Dois elementos vy, 72 € Aut (@) sdo Aut (R) — conjugados ou conjugados em
Aut (R) se existe um elemento § € Aut(R) tal que v, = oy 067!, onde R é um
dentre C, C, H2, ¢ D?. Temos o seguinte resultado:

Proposi¢ao 1.1.17 Cada transformacdo de Mdébius v (# Id) tem um ou dois pontos

fixos sobre C, e é Aut (@) —conjugada a uma das seguintes transformacdes de Mibius

Yo
(1) Se |Fix (v)] =1, entdo v (2) = z+ b para algum b€ C, b5# 0.

(#1) Se |Fix ()] == 2, ent@o v {z) = Az paraalgum A€ C, A #0, A# L

Chamamos 7, de uma forma candnica de . A representagio matricial das formas

15 VA 0
01}’ 0\%{’

Uma transformacgao de Mobius real v (# Id) cujos pontos fixos estdo em R =

candnicas (i) e {i7) sdo

respectivamente.

RU {00} é Aut (H?) -- conjugada a uma forma candnica o tal que a entrada b ou A da

representagao matricial é real.

Classificacao das transformacgoes de Mébius
Classificaremos as trasformacoes de Mobius em trés tipos.

Definicio 1.1.18 Seja v uma transformacdo que ndo € a identidade, entdo:

(z) v € parabélica se é conjugada a uma translagdo v (2) = z + b para algum
beC, b#0.

(ii) v é eliptica se € conjugada a uma rotacdo o {(z) = €%z para algum 6 € R,
¢ # 2n7m (n € Z).

(iit) ~ € hiperbdlica se é congugada a uma dilatagcdo ~o(z) = Az para algum
A>0,A 5 1

2Seja v € Aut (@) . Dizemos que um ponto z &€ C satisfazendo {2z} = z é um ponto firo de .
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Note que existem transformactes de Mébius que néo sdo nem parabdlica, eliptica
ou hiperbélica. Um exemplo é dado por ¥(z) = Az (A e C,|A| #1e A € [0,00)).

Sejam z; e z os pontos fixos de uma transformagao de Mdobius loxodromica .
Suponha que z; e z,, respectivamente, correspondem aos pontos fixos 0 e oc de uma
forma canénica v, (2) = Az para algum A com |A| > 1. Entdo z; e 2z, sdo chamados de
ponto fixo repulsor e ponto fixo atrator de -, respectivamente. Denote por r,, ¢
a., 08 pontos fixos repulsor e atrator de -y, respectivamente.

Destes resultados, obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.19 Sejam v uma transformacdo de Mobius real que ndo é a identi-
dade e tr () o trago da matriz associada a . Entdo temos [23]:

(1) v € parabélica <=> ~ temn somente um ponto fizo sobre R <= tr? (v) = 4.

(iZ) v € eliptica <= - tem dois pontos fizos z1, 29 tal que z; € H? e 23 = Z
= 0<trf () < 4.

(#2) v € hiperbolica <= ~ tem dois pontos fizos sobre R <= tr? (v) > 4.

Finalmente, definimos o eixo de uma transformagéo hiperbdlica real v. Suponha que
~ é conjugada a uma forma candnica v (2} = Az com A > 1, por uma transformacéo de
Mobius real §, ou seja, v = 6. A semi-linha L = {iy]0 < y < oo} no semi-plano
hiperbélico H? é uma geodésica, ligando 0 a co. A imagem 6 (L) de L por § é chamada
eixo® de v e é denotada por A4,. Entdo, A, ¢ a geodésica ligando os pontos fixos 7, e
a~ de . Analogamente definimos o eixo? A, de uma transformagao hiperbdlica v em
Aut (D?).

1.1.3 Modelos fuchsianos

A seguir determinamos as superficies de Riemann cujas superficies de recobrimento

universal sio biholomorfas a C, C ou HZ.

Teorema 1.1.20 Sejam R uma superficie de Riemann e R seu recobrimento universal.
Entao:

(1) R= C <= R ¢ biholomorfa a C.

(#) R =C <= R € biholomorfa a C,C~ {0} ou ao toro.

3 A geodésica ligando os pontos fixos p) e py de uma isometria v é chamada de eixo de v. Denotamos

esta por Eixo(y).
4A geodésica ligando os pontos fixos p; e p; de uma isometria v é chamada de eixo de 7. Denotamos

esta por Eixo{v).
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{1i1) R = H?, em todos os outros casos.

Sejam R uma supeficie de Riemann, R uma superficie de recobrimento universal de

R e T seu grupo das transformacoes de recobrimento.

Definicdo 1.1.21 Se a superficie de recobrimento universal B de R € o semi-plano
superior H*, chamamos o grupo das transformacdes de recobrimento universal T de
modelo fuchsiano de R. Neste caso, I’ € um subgrupo de Aut (H?). Contudo, ao
identificar H* com D?, consideramos um modelo fuchsiano T' assim como um subgrupo
de Aut (D?).

A fim de obtermos uma imagem geométrica de correspondéncia entre uma superficie

de Riemann R e seu modelo fuchsiano I, usamos um dominio fundamental para T'.

Definicdo 1.1.22 Um conjunto fechado D do semi-plano superior H? € um dominio

fundamental para I' se D satisfaz as sequintes trés condicées:

i) U~ (D) =H~

~er
it} int (D) (v (int (D)) =0, para todo Id # v € T.
i) int (D) # 0.
O conjunto gD = D\int (D) é chamado de fronteira de D e a familia

{v(D) Iy e}

é dita um ladrilhamento de H?. Notemos que sendo D um dominio fundamental,
v (D) também o serd, para todo v € I'. Estas condicbes diz-nos que a superficie de
Riemann R = H?/T ¢ considerada como D com pontos em 8D identificados pelo grupo

de recobrimento I'.

Subgrupos discretos de Aut (H?)

Definimos a seguir, uma topologia natural sobre Aut (H?), chamada a topologia compacta-

aberta.
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Definicao 1.1.23 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Se K € um subconjunio compacto
de X e U € um subconjunto aberto de Y, definimos

S(EU)=Aflf e CX,)Y) e f(K)C U}

onde C(X,Y) € o conjunto das fungdes continuas de X emY. O conjunto S(K,U)
forma uma subbase para wma topologia sobre C (X,Y) que chamamos de topologia

compacto-aberto.

Nesta topologia, uma seqiiéncia {v,},; em Aut (H?) converge para v € Aut (H?)
se -y, converge para 7 uniformemente sobre subconjuntos compactos de H? quando
n — oco. Na topologia de PSL (2, R) que é induzida pela topologia de SL (2, R), temos
que uma seqiiéncia {A,},., de SL{2,R) com

an by
Cn dn

st

em SL {2, R) se, e somente se, G, by, ¢, € d,, cOnvergem para a, b, ¢ e d, respectivamente,

CONVErge para

quando n — o0,

Definicao 1.1.24 Um subgrupo I de Aut (H?) é discreto se T' é um subconjunto dis-
creto de Aut (H?), isto €, T' consiste de pontos isolados em relagdo d topologia relativa
sobre I induzida de Aut (B?). Nestes casos, chamamos ' de uwm grupo fuchsiano.
Ainda, SL{2,R) satisfoz o segundo azioma da enumerabilidade donde temos que um

grupo fuchsiano consiste de pelo menos um numero enumerdvel de elementos.

Analogamente, definimos um subgrupo discreto de Aut (D?), Aut (C) e Aut (@)
Um subgrupo discreto de Aut (D?) é também chamado de grupo fuchsiano.
A partir deste ponto, restringiremo-nos ao caso hiperbélico (H? ou I*) que é o nosso

maior interesse.

Proposicao 1.1.25 Dado um subgrupo ' de Aut (H?) temos que sdo equivalentes as
sequintes afirmagées:

(2) T € um grupo fuchsiano.

(i) T age de modo propriamente descontinuo sobre H?.

(#it) Nao ezistem segiiéncias de elementos distintos de I' que convergem em Aut (H?).
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A seguir, mais algumas propriedades sobre grupos fuchsianos.

Proposigao 1.1.26 Seja I' um subgrupo de Aut (H®) fuchsiano. Entdo os pontos fizos

por elementos de I, ou seja, o conjunto
{z €H?| Jyel,v(z) =z}
é discreto ([13], capitulo 5 - pdg 61).

Proposicao 1.1.27 Sejam v e & dois elementos de um grupo Fuchsiano I'. Se v €
hiperbdlico e 6  1d, entdo uma das seguintes afirmacgdes vale:

(1) Fiz () = Fiz (8);

(it) Fiz{y) N Fiz (6) =0

Proposicao 1.1.28 Seja I’ um grupo fuchsiano contendo uma translagdo o (2) =

z+ 1. Entdo se ¢ # 0 temos que cada v € I' tem wna matriz representada por

a b
¢ d

A=

j!, a.be,deR, ad—be=1

satisfazendo |c| > 1 [23].
Usando estes dois iltimos resultados, temos o proximo teorema.

Teorema 1.1.29 Cuada elemento de um modelo Fuchsiano pare uma superficie de Rie-

mann fechada de género g (> 2) consiste somente da identidade e elementos hiperbélicos.

Definicdo 1.1.30 Um grupo fuchsiano I' € dito co-compacto se o espaco guociente
H2/T' for compacto. Analogamente, podemos definir um grupo fuchsiano co-compacto

para D?.

Seja I' grupo fuchsiano e p € H? tal que v (p) # p para todo v € I'. Tal ponto
existe, pois a Proposicdo 1.1.26 nos garante que o conjunto do pontos fixos por algum

elemento de I' é discreto.

Defini¢ao 1.1.31 Definimos ¢ dominio de Voronoi-Dirichlet centrado em p como

sendo o conjunto
{zeH’d(z,p) <d(z,v(z)), VyeT}.

Denotaremos tal congunto por D, (T).
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0O préximo resultado garante que todo dominio de Voronoi-Dirichlet é um dominio

fundamental ([13], capitulo 6 pig 83).

Teorema 1.1.32 Seja ' grupo fuchsiano e D, (I') um dominio de Voronoi-Dirichlet

centrado em p. Entéo D, (T') € o dominio fundamental da acdo deT.

Encerramos com um resultado que consiste de dois corolarios encontrados em ({13],

capitulo 7, paginas 125 e 128)

Teorema 1.1.33 Seja ' um grupo fuchsiano:

(i) T é co-compacto se, e somente se, tode dominio de Voronoi-Dirichlet de T for
compacto.

(1) T € co-compacto se, e somente se, ndo possuir elementos parabélicos e p (H?/I') <

00.5

1.2 Espaco de teichmiiller

Seja R uma superficie de Riemann compacta de género g. Apresentamos duas maneiras
de construirmos os espagos de teichmiiller.

Consideramos um ponto py sobre R e o grupo fundamental 71 (R, py). Sabemos
que o grupo fundamental 7, (R, pp) de uma superficie de Riemann de género g tem
2g geradores. Desta maneira, os caminhos fechados simples no ponto py dados por
Ay, By, ..., Ay, By representam as classes de homotopia [A;], [Bi].....,[44], [B,] que
geram o grupo fundamental m; (R, pg).

Se tomarmos o ponto pg sobre R e cortarmos R ao longo das curvas A, By, ...., Ag, B,
tendo como ponto base pg, teremos um dominio homeomorfo a um poligono convexo

com 4g lados (veja as figuras 1.1 e 1.2).

Definicao 1.2.1 Dizemos que o conjunto de geradores de 71 (R, po) dados por {{A,]. [Bj]};ff=1

é um sistema canénico de geradores, se este satisfizer a seguinte relacdo

[A]11B] A7 B = 1d.

i

g
==

Chamamaos {{A;], [B;]}5_, de um rétulo sobre R. Por simplicidade de notagdo, deno-
7 73 =1

taremos um rétulo por {A;, B;}H_,.

5Veja definigo de u na pégina 32.
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oy == Ay

B; = Bj
j=1,234

A;, By € m{R,po)

Figura 1.2: Poligono fundamental associado a Ry
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1.2.1 Espacgo de teichmiiller 7,

Seja R uma superficie de Riemann de género g, tome um rétulo £, = {[4;].[B;]}]_,
do grupo fundamental m; {R, p) de R, e considere o par (R, X,). Estabelecemos agora,
a relacao de equivaléncia dos rétulos.

Definigdo 1.2.2 Considere dois rétulos T, = {[A;], [B;]}I., e T = {[4}],[B]}®

J=1 =1
sobre R. Existe uma curva continua Cy sobre R, de p a P/, que induz um isomorfismo
TCo LM (R! p) — 1 (R: p,)
[C.p] +— [C5-C-Cy)

Se T, ([A4]) = [A;] e T, (1B;]) = [Bﬂ entdo dizemos que o rétulo ¥, € equivalente
a L, e denotados por, ¥y ?g Xy

A equivaléncia de dois pares ¢é definida por:

Definicao 1.2.3 Dadas as superficies de Riemann R e S considere sobre estas os re-
spectivos rotulos L, e X,. Existe uma aplicagao biholomorfa h : § — R que induz
um isomorfismo h, : m1 (S, q) — m (R,p). Dizemos que os pares (R, L,) e (5,%,) sdo
equivlentesse . (%) . Ty, onde h. (%9) = b ({[4], [B]Y._,) = {h. ([47) 1. ()
Denotaremos por {R,Z,) & (S, %2,).

g

g
=1’

O espago de teichmiiller de género g, 7, é definido por
T, = {[R,L];onde [R,X] ¢ a classe do par (R,%)}.

A segunda maneira de definirmos o espago de teichmiiller € dada na préxima segao.

1.2.2 Espacgo de teichmiiller 7 (R)

Fixamos uma superficie de Riemann R de género g e consideramos um par (S, f)
arbitrario de uma superficie de Riemann S e um difeomorfismo preservando orientagio
f:R—=5.

A equivaléncia de dois pares é dada por

Definicao 1.2.4 Dados dois pares (S, f) e (S’, g), dizemos gue sdo equivalentes se
go f~t: 8 — 8 € homotdpica a uma aplicacio biholomorfa h - S — S'. Denotamos

por (S, f) 2 (S, 9).
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O espago de teichmiiller, 7 (R), é definido por
T (R) :={[S, f];[S, f] representa a classe de (S, f)}.

Caso g > 2 temos que 7 (R) e 7, sio equivalentes conforme pode ser visto no
teorema dado a seguir. Antes, fixe o rétulo © = {[A4;],[B;]}]_, sobre R com ponto

base py e defina
@g : T(R) — 7&

(5.1 = IS4
Note que dado [S, f] € 7 (R) temos que [S, /. (£)] € T, pois f, (£) é um rétulo sobre
S. Ainda [S, f. ()] € 7, néo depende da escolha de [S, f] em 7 (R).

Teorema 1.2.5 A aplicagio @5 : T (R) — T, ¢ uma bijecao ([23], pdg. 14).

Deste teorema, temos que 7, = 7 (R) (g = 2) onde R é uma superficie de Riemann
fechada de género g.
O préximo passo sera demonstrar que o espago de teichmiller de género g > 2 pode

ser considerado como um subconjunto de R85,

1.2.3 Espacgo Fricke

Recordamos a defini¢do de um modelo fuchsiano e em seguida apresentamos as condicdes

de normalizacio.

Definicio 1.2.6 Se uma superficie de recobrimento R de uma superficie de Riemann
R ¢ o0 semi-plano superior H? ou D* (disco de Poincaré) entdo chamamos seu grupo
das transformagées de recobrimento T um modelo fuchsiano de R. Neste caso, ' €

um subgrupo de Aut (H?).

Seja £ = {[4;], [B;]}]-, um rétulo sobre R, isto ¢, um sistema candnico de geradores
do grupo fundamental 7, { R, po} de R. Pelo isomorfismo que existe entre 7y (R, pg) e um
modelo fuchsiano I" de R (veja teorema 1.1.12), denotamos por «; e F; os elementos de
I" correspondentes a [A;] e [B;] em m (R, po), respectivamente, paracada j = 1,2, ..., g.

Para definirmos as chamadas coordenadas Fricke sobre o espago de teichmiiller
T, de uma superficie de Riemann fechada de género g (> 2), teremos que eliminar
uma ambiguidade dos modelos fuchsianos I' que é causada por automorfismos interno

Aut (H?) ; isto ¢, para algum & € Aut (H2), o grupo I = 6’5~ é um modelo Fuchsiano
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para a mesma R. A fim de estabelecermos a unicidade do modelo Fuchsiano T' para
um rétulo X sobre R, impomos as condigdes de normalizagao;

() B, tem seus pontos fixados repulsor e atrator em 0 e co.

(i1) g tem seu ponto fixado atrator em 1.

Pelo teorema 1.1.29 concluimos que a, e 3; s&o hiperbdlicos. Ainda, oy e 3, néo
comutam, a proposigdo 1.1.27 implica que Fiz (ay) N Fiz (3,) = 0. Conjugando I' em
Aut (H?), se necessario, podemos assumir que oy e [3, satisfazem as condigbes (i) e
(i) de normalizagfo. Portanto, dado um rétulo X sobre uma superficie de Riemann
de género g, existe sempre um modelo Fuchsiano de R que satisfaz as condigdes de

normalizacgo.

Proposi¢ao 1.2.7 Dado um rétulo ¥ sobre uma superficie de Riemann R de género

g (> 2), um sistema candnico de geradores {ay, 5;}9.., de um modelo Fuchsiano T de R

Je=1
que satisfaz as condi¢des de normalizacdo com respeito o L € dnicamente determinado
pelo ponto [R,X] € T, ([23], pdg. 47).

Chamaremos este grupo Fuchsiano I’ 0 modelo Fuchsiano normalizado de uma

superficie de Riemann rotulada [R,X]. O sistema de geradores {5, 3;}7_, é como o

=1
sistema candnico de geradores, que satisfaz a relacdo fundamental

ITlas, 8] =14,

i=1
- -l
onde [C!j,ﬁj] =0y 0 )6j o aj lo )8_7' .

Proposicio 1.2.8 Seja {a;, 5,1, o sistema candnico de geradores do modelo Fuch-

FEIN
azt+h d@

siano normalizade T’ para um ponto [R,X] € 7,. Se um elemento v(z) = oy

{aj,ﬁj}§=1 ndo coincide com f3;, entdo be # 0.

Pela proposi¢io 1.2.8, o sistema canénico de geradores {a;, 6:,-}?:1 de um modelo

fuchsiano normalizado I' para um ponto [R, Z] em 7, é escrito unicamente na forma

a;2 + b;
YT it d, a5,05,¢; €R, 65> 0, ajdy—byey =1,
7
a.z + bl
g 5 ; ’ P
ﬁj_Mc}z+d}’ a],bj,cJ@lR ¢; >0, ayd;~bic; =1,

paracada 7 =1,2,...,9 — 1.

Definimos as coordenadas Fricke por;
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Fgg . ?; e} ng -6

1 AR T ' ’ / )
[R: Z} b= (alﬂbllcl?al7b},?cl}"'}ag‘—l)bg—ilCg'"].?a‘gml!bgm-i?cg—l)

A imagem Fu, = Fuy (7;) é chamada o Espago Fricke de uma superficie de Rie-
mann de género g. A topologia de F4, ¢ introduzida pela topologia relativa de Fy, em
R595,

Teorema 1.2.9 Dado g, considere o sistema de coordenadas Fricke Fy, - Ty — R,
Temos que ([23], pdg. 48):
() Fyy € injetora

(#) Fug (T,) € um dominio aberto e simplesmente conezo de R%75,

Deste teorema, temos que Fy, ¢ uma aplicacao bijetora de 7, em Fy,. Logo defini-
mos uma topologia em 7; pela identificacdo de 7, com Fyg, através de Fyy. Portanto,
uma topologia do espago 7 (R) de uma superficie de Riemann fechada R de género g
é induzida de 7.

Assim, para um ponto [R, £] € 7, temos pelas coordenadas Fricke Fy, uma projegao
deste ponto no espago Fricke, Fy,, que é um dominio aberto de R%~% A geguir,
faremos o processo inverso, ou seja, dado um ponto p; € Fy, queremos encontrar
5y = {04, 8;};., determinando assim o ponto [R,, X,] € 7.

Como p, € Fuy temos
! 7 ! ! 7 7
pg = Fay ([Ry, Bo]) = (a1, b1, ¢1, 01, by, €l vy @91, bg1, €1 g1, 1, ¢ 1)

onde [R,, B, € Ty,

A determinacéo das funcdes {o;, §; }f;; é imediata:

ajz+bj
; = 2t b (1 —aid;) fe;
aj (z) ¢z + d; §] ( a; J)/CJ
ahz + b . , ,
Bi{z) = -2 Lo b= (1- ajd;) /¢

o ? 7
¢z + dy
Nosso propdsito é encontrar o, e 3;. Das condi¢des de normalizago segue imedi-

atamente que

8,(z)=Az, A>1, By= )
0 &

_ agz+b _ - -
g (2) = 5558 agdy —beeg =1, ag+by=cy+d,

(1.3)

JXO}
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Colocamos y = J]iZ ZH ey, 8] Assim, da relagio [1=; [oy, 8] = 1d (relagdo que

define o grupo fundamentai de um g-toro) temos

7o&g=ﬁgoagoﬁg"l_ (1.4)
Denotando ;
az +
’y(z)wm, a,be,deR ad—bc=1, (1.5)

e substituindo em (1.4}, temos

(a—1)ag+bey =0 (1.6)
(a—A)by+bdy =0 (1.7)
cag+(d— A1) =0 (1.8)
chy + (d — 1) d, = 0. (1.9)

Resolvendo o sistema de equacdes de (1.6) a {1.9), encontramos que

A=2od

1-

(1 d) (550) |
¢y = b (Z4) (35571)
dg = by155.

determinando assim os valores de a, e ;.

\

Portanto, a partir de um ponto p, € F4,, obtemos o grupo que representa uma
superficie de Riemann R, compacta orientdvel de género g. Pretendemos, a partir
de um grupo I'y, obter os vértices do poligono emparelhado no plano hiperbdlico,
que representa tal superficie R;. Este procedimento ¢ feito por Linda Keen em [25],
conforme descrevemos a seguir.

Dada uma superficie de Riemann R, de género g como acima, temos que o grupo
I', é gerado por 2g elementos, a saber, {a1, f1, a2, B, ..., &g, By }. Consideramos que as

arestas do poligono estdo no sentido anti-horario na seguinte ordem

.“

/ ? f )
T,01,7,01, 72,02, T9, 035 -+, Tgadga g) g

onde a; (13) = 7 ¢ 8; (0;) = o}, com {r;,0;} orientadas no sentido anti-horério e {7/, o}
orientadas no sentldo horério para i € {1,2,..., g} (veja a figura 1.3).

Os elementos {a;, 5;};.., do grupo I'y satisfazem a seguinte relagéo

Beay 07 ag - - frag Bt en = 1d. (1.11)
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Figura 1.3: Um emparelhamento com 4¢g arestas para g =4

Desta relagdo derivamos, a partir de um ponto inicial pg, 08 seguintes pontos

pé = 04‘1"1131 (po), p?, = Ofl—l (po) pS = (1 {po) , pé =p = ﬁlafl_l (Po),
mo=o03 0 e (p),  pi=Blaa(p), pPl=axp),  pl=pe=faB e (n),
Py =038 as (pa),  Pi=Blas(pa),  Pi=oas(pe),  ps=p3= Bea3lBiias (p),

P;q, = &51/5’;1% (pg-1) P§~1 = ﬁg_i% (Pg-1) Pg—l = ag (pg-1) , pj—l =Pg= ﬁg&g;lﬁ;lag (Pg-1) -

No teorema 5 do artigo [25], Keen demonstrou que o poligono com vértices
{pé} p?): Po, P(S}: pé: p%: pg pi’ﬂpﬁi: pé:pg pg: péa nens pé—la pg—ltpg—}_apj—l = pé}

é um dominio fundamental onde p, € tomado como o ponto de intersecio dos eixos® de

ay e B1. Este é chamado poligono candnico Fricke.

®Definimos o eixo de uma isometria hiperbélica v como sendo a geodésica que conecta os pontos

fixos de .
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Note que os vértices do poligono apresentado acima dependem somente das isome-
trias {oy, 0;}7.,. Assim, exibiremos a seguir uma construgao destas isometrias para um
poligono regular P, de 4¢ arestas, no disco de poincaré ID* com baricentro na origem
0 € D2

Exemple 1.2.10 Designaremos seus vértices no sentido anti-hordrio por 21, 23, ..., Zag
e suas arestas, também no sentido anti-hordrio, por

" 7 ’ /
1,71, 01, 01, "'37957970970—9

onde (Tj,’r;),(aj,a;-) sdo emparelhadas por a;,8; com j € {1,2,...,g}. Denotamos as

matrizes de oy e 3; respectivamente por My, e Mg, .

: 2%
Dado z,, podemos representar cada vértice zp por z, = |2 RV k=23,.., 4g.

Figura 1.4: Hustracdo do emparelhamento para g = 4

. . . . 4
Consideramos as isometrias elipticas de ordem -}Cg que fizam o baricentro do poligono,

definidas por
or: D? - D?

ey s k=0,..49—1,
Z pree e(z%é‘—k)z ' g
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que € representada matricialmente por

Y, e(i:é_;k) 0
TR 0 e(_ig_;k) '

A regularidade do poligono nos garante que, conhecendo uma func¢do de emparelhamento,

digamos oy, podemos determinar todas as outras por conjugagdo, da seguinte forma:

Qi1 “W”Paycoaloﬁ;kl . k=1,.,9-1 (1.12)
Bi=poaopy (1.13)
Bxar = pap10o01 0Pty , k=1,..,9—1. (1.14)

Como trabalhamos em D?, temos que oy (2) = %—f—g e a;l(z) = :ﬁ:@%.

A matriz de oy € dada por [2]:

De (1.12), (1.13) e {1.14) mais alguma simplificacbes obtemos gque as matrizes de

M, =

Q1,5 € Brr1 sdo dadas por

( (\/ I+ cos 57“;“) ie'%s  — |, /2cos %) it (%K)
M&k+1 =
/ =) i -\ frooe ) iel®)
1+cos§—g- ie'%  — QCOS% ietl5
Mﬁl =
/ ( 1+ cos 5%) ie'% - ( 2cos _219) il B+ ek+D)
M5k+1 =

comk=1,2..,g—1.

Observagao 1.2.11 Implementamos um algoritmo para ezxibir o poligono fornecido
por Linda Keen a partir da entrada das matrizes. Utilizamos estas matrizes dadas

anteriormente como entrada e geramos duas figuras para os géneros 2 e 4.

Finalizamos, fornecendo as ferramentas necessérias para normalizar um modelo

fuchsiano.
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N

0.5 1

0.5

Figura 1.5: Poligonos gerados pelo Mathematica para g =2e g=4

1.2.4 Normalizacdao de modelos Fuchsianos

Lembramos que um modelo fuchsiano I'y = {a;, §;}7_; que satisfaz as condi¢fes de
normalizagdo apresentadas na secdo anterior é chamado um modelo fuchsiano nor-
malizado.

Para conseguirmos um modelo fuchsiano normalizado a partir de um dado modelo

fuchsiano T'y = {a;, 8;}]_, , desenvolveremos duas etapas:
e encontramos os pontos fixos {¢1, g2} € {g3} de 5, e oy;
o definimos uma aplicacdo S que leva os pontos fixos {g1, g2, ¢s} em {00,0,1}.

Para encontrar os pontos fixos, como trabalhamos em H?, suponha que

az+b
5g(z)mcz+d, a,b,e,deR, ad—bc=1
' b‘, ! ? ? i r g A
ay (2 mgrz—ﬂw——,—, a,b,c,d €R, ad —bec =1.
cz+d
Os pontos fixos de 3; e o, sdo dados por;
az+b
ﬁg(z)“cz—i—dmz
az+b
S

Assim temos
4+ {d~a)z—b=0
¢ 2+ (df — a,) z—b =0,
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equagbes quadraticas em z. Segue que

(@ —d)++/(a+d)*—4 (a—d) —/{a+d)* -4
q:s = o ;o J2 = 5

(@ —d)+/(d+d) ~4
g3 = o0

A aplicagio que leva {q1, g2, g3} em {00,0,1} é S : H? — H? dada pela matriz

. 1 [ (6 —a) @le-—a)
(o~ @) (@2 —g3) (@ — Ql))2 (2 —aq3) —q1 (g2 —gs)
Esta transformacio ¢ tinica ([8], Proposigdo 3.9 pag. 48).
Assim, o modelo fuchsiano normalizado correspondente a I'y é dado pela conjugagao

de seus elementos, ou seja, este corresponde ao conjunto STS™1.

1.3 Geometria Hiperbdlica Plana

A seguinte explanagdo do estudo de geometria hiperbélica se baseia nos modelos eucli-
dianos para esta geometria. Apresentaremos os modelos do plano de Lobatchevski
e do disco de Poincaré que sao variedades riemannianas’ de dimensio dois. Antes,

denotemos um ponto complexo z € C, na forma 2=z +iyonde Rez=zelmz=1y.

Definicao 1.3.1 Definimos os modelos do plano de Lobatchevski e do disco de

Poinecaré como sendo os conjuntos

H?={z€ C|Imz > 0}
D’ ={z€eCl|z| < 1}

munidos com as respectivas métricas riemannianas

3 2
s = \/dz? + dy
Y
P 2+/dz? + dy?

8 i
T- @+

"Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica riemanniana chama-se uma variedade rie-

manniana. A defini¢io de métrica riemanniana pode ser encontrada na pégina 38 de [7].



26 Capitulo 1. Superficies Hiperbdlicas

As fronteiras dos modelos H? e D? sdo dadas, respectivamente, pelos conjuntos®

OH? = {2 € C|Im z = 0} U {oc}
D = {z € C||zi = 1}.

Utilizamos a notagio,

02 = H? U §H?
D2 = D? U 8D°

para denotar a uni&o do modelo e sua fronteira ideal. Um ponto na fronteira ideal de

um modelo é dito ponto ideal.

As geodésicas nos modelos H? e ID? sdo dadas por:

Teorema 1.3.2 (i) As geodésicas de (H?,ds) sdo as semiretas euclidianas de H? or-
togonais a JH? e os semicirculos euclidianos de H®> com centro em OH”.

(1) As geodésicas de {D?,ds) sdo os didmetros de D? e os arcos de circunferéncia

euclidianas de D? ortogonais a D?.

Figura 1.6: Geodésicas de H” e D?

A seguir vejamos expressoes analiticas para a distdncia hiperbdlica nos respectivos

modelos.

#Q ponto oo em GH? é o ponto adicionado na compactificagio de Alexandrov.
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Distancia hiperbdlica

Apresentamos a defini¢do de distancia hiperbdlica e exibimos expressoes para a distancia
entre dois pontos nos dois modelos.

Sejam I = [a,b] CR e

v I — H2
t — z(t)=z () +iy{t)

curva parametrizada diferencidvel por partes em H2.

Definicao 1.3.3 Definimos o comprimento hiperbdlico de v em H* como sendo

by [ (82 41 ()2
il = [ \/“;(t)y”dt

De modo andlogo, para I como acima seja

v I — D?
to— z(t) =z () +iy(E)

uma curva parametrizada diferencidvel por partes em D2

Definigao 1.3.4 Definimos o comprimento hiperbdlico de ¥ em D? como sendo

T )
HTH:[; 1- (2 (8 + i

Com as defini¢gdes de comprimento hiperbdélico apresentamos a definigao de distancia

hiperbdlica.

Definicdo 1.3.5 Dados z, 2z € H?, temos que a distdncia hiperbdlica entre z; ¢
2o € definida por
d}ﬂp (Z]_, Zg) = inf {’Y}

onde o infimo € tomado sobre todas as curvas -y, diferencidvel por partes, ligando z, e
25 em H?. De modo andlogo, define-se a distancia hiperbélica para zy, 20 € D?* o qual

denotaremos por dpe (21, 22).

As expressdes analiticas para as funcoes distancia sdo apresentadas a seguir.
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Teorema 1.3.6 Dados z;, 2y € H?, as sequinies expressoes para dyz $Go equivalentes:
iy F T

(2) dmz (21, 22} = In }iiigﬁiiiii’ (1.15)
(1) cosh (duz (21, 22)) = 1 + 5727 grzjlzz
iz1—2a]
(3%) senh ( dygo (21, 22)) 2(Im z; Imz2) 7
(iv)  cosh (3dme (21, %)) = —nEl

(v)

tanh (Sdm (21, 2

Teorema 1.3.7 Dados z;,z, € D?,

das sequintes equagdes equivalentes:

2(Im z3 Imz2) 2

|z1—2z3!
lz1—73]

2)) =

a distancia dpz pode ser expressada por alguma

I = == (119
(i) senk’ (%d@z (21, 22)) = (mgf}l{)—ﬁizﬁz)

(ii7)  cost? (oo (21, 2)) =

(")  tanh (3dp2 (21,22)) = glzzi:zza,i :

Isometrias

Nesta parte, apresentamos a definicio de isometria bem como as isometrias dos modelos

H? e D2

Definicao 1.3.8 Uma transformacdo T : H?*— H* ¢ uma isometria se preserve a

distdncia hiperbélica dwe sobre H?, isto €, dm (T {z1),T (22)) = dme (21, 22).

Deno-

taremos este conjunto por Isom (H?). Analogamente, temos que uma transformacdo

T : D?— D? ¢ uma isometria se preserva a distdncia hiperbdlica dpe sobre D%, isto €,

dEﬂ (T (21) ) r (z2))

= dpe {21, 20). Denotaremos este conjunto por Isom (D?).

Os conjuntos Isom (H?) e Isom (D?) tém estrutura de grupo.

Consideremos ¢ grupo

b
SL(2,R) = {M: ( ¢ d) cabc,dER e detM:I}.
C
Definimos
PSL (2,R) = S22 R)

ESE))
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como sendo o grupo topoldgico especial linear projetivo e a transformacio

TM!HQ i C

az+b

z cz+4-d

a b

onde M == ( J ) € SL(2,R). Notemos que Ty (H?) = H2.

¢
E possivel estender o dominio de Ty a HZ, para isto é suficiente definirmos Ty do

seguinte modo:

Ty {oo)=00, se ¢=10

=2¢Ty(=8) =00, se c#0 .

Ta (2) = Sjj:g, caso contrario

PSL{2,R), agindo em H? como transformacdes de Mobius, é o grupo de isometrias
que preservam orientacao do plano hiperbdlico.

Para obtermos as isometrias que revertem orientacdo, consideramos as inversoes
em circulos e reflexdes em hiperplanos. Denotaremos um circulo em R? = R2 U {0}
por C = C(¢;7) sendo o raio 7 e o centro ¢ € R%. A um hiperplano compactificado
denotamos por P = P, (c) U {cc} sendo P, (c) = {z € R? — {0} : {c, z) = t} subespaco
afim de R2

Defini¢ao 1.3.9 Dado um circulo C = C{c;r) no espago euclidiano a inversdo
ic : R? — R? em torno de C € a aplicagdo tal que
ic: R — R?
00; Se Z =
z C; se z =00

2

o tnico ponto da reta ¢z tal que |c — z||c—ic (2)] = 1% sez # ¢, 0

Definicao 1.3.10 Dado um hiperplano P no espaco euclidiano compactificado, a re-
fexao ip: R? — R? em relagdo a P € a aplicacdo tal que
1p : @ — 3??55 _
00; 8 z = 00
z e o dnico ponto ip (2) tal que a reta zip (z) € ortogonal a P e .

intercepta P no ponto médio de zip (z); se z # oo

Definamos também o grupo

SL* (2, R)

PSL* (2,R) = EuEy
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sendo SL* (2, R) o grupo das matrizes 2 x 2 com determinante £1. Com esta defini¢ao,
PSL (2, R) é subgrupo de indice dois de PSL” (2, R) e temos o seguinte resultado.

Proposigio 1.3.11 Isom (H?) ¢ isomorfo a PSL* (2, R).

Uma conseqiiéncia é que podemos pensar nas isometria de H? como

az + b
cz+d’

Isom (H?) = <TM (z) = w(z) = m2> ,M e SL(2,R).

Notamos que ¢ é uma reflexo pelo eixo imaginério no plano C.

O conjunto Tsom (D?) pode ser representado de modo anélogo. Para isto, tomemos

SL(2,C) = {Mm (a Z) ca,be,deCe detM:l}

Cc

e a transformagio
TM . ]@2 — C

az+bh

z czd

o detalhe aqui é a imposicio da condigio ¢ = b e d = @ para que tenhamos Ty (D?) =

b
D?. Assim, considerando T = {M s ( f B ) ca,beECe det M = 1} CSL(2,C)e
a
definindo .
Q= ——nr
{xId}
pode ser demonstrado que
+b
Isom (D?) =~ ( Toy (2) = L2772 =——‘>,MeQ.
som (D) < m(2)=s——=p(2)=—2

Uma aplicacao importante que nos permite ora trabalhar com o modelo do semi-
plano H? e ora trabalhar com o modelo do disco D? é a transformacdo F° que define

uma isometria bijetora entre H? e D? onde

2(z—-1)  iz+1
z2—d>  z+i

Flz)=i+ (1.17)

IDefinimos F = i ¢ i sendo ic a inversio sobre o cireulo C (i; \/ﬁ) € iy a reflexdo iy, (2) = Z.

Ainda, i¢ pode ser expressada por
. 2{z~1)

'iC(Z)=I-r

EZMiEz )
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7 1
Como F' é transformacfo de Mdbius determinada pela matriz Mp = ( ] ) sua

-7 1
inversa é dada pela matriz Mp-: = é ( . _ )
—1i

Assim, a cada isometria ¢ : H? — H? temos uma isometria correspondente em D?
dada por Fo(o F1,

b
Para { = ( ¢ d) com a,b,c,d € R e ad — bec = 1, temos
c

FoloF':D?—D*

H;((wd}m(b-@ (b+c)+i(a—d))(z)_ (118

2\ (b+c)—ifa—d) {(a+d) —ilb—c)
Note também que, para uma dada transformagéio de Mébius £ : D? — D? temos

uma correspondente em H? dada por F~1o (o F.

b -
Para ¢ = (; _) com a,b € C e aa — bb = 1, temos
a

Flo(oF H®— H?

R Imb Reb+1
Y ea—+1lm eb+Ilma (2). (1.19)
Reb—Ima Rea—1Imbd

1.3.1 'Trigonometria hiperbélica

Na sequéncia consideramos tridngulos com os t{rés angulos estritamente positivos, e

temaos:

Teorema 1.3.12 Seja A um trigngulo com dngulos «, 3 e v e lados opostos a, b e
¢ com comprimentos |al, |b] € |c| < oo respectivamente. Entdo valem as seguintes igual-
dades:

(i) Lei do Seno:
senh a _ senh & _ senh ¢

senav senf3  senwy

(i1} Let do cosseno I
cosh ¢ = cosha coshb —senha senhb cos~y.

(¢4i) Lei do cosseno II:

cosa cos 3 + cosvy

cosh ¢ =
sen o sen 3
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Observacgac 1.3.13 A segunda lei dos cossenos ndo possui andlogo euclidiano, pois
esta significa que os dngulos de um triangulo determinam o comprimento de suas
arestas! Uma consequéncia deste fato € que dados dois tridngulos com os mesmos

dngulos, existe isometria de H? em gque um € a imagem do outro.

Area Hiperbélica

Dado um subconjunto A C H?, definimos sua drea p (A) como sendo a integral,

ua = [ 2 (1.20

se esta existir e for finita. Areas, assim como comprimentos, sdo invariantes por isome-
trias, isto é, dada isometria T temos que p (T (A}) = p(A). Visto isso, apresentamos

a seguir uma versdo simplificada do Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 1.3.14 Seja A um tridngulo em H? com dngulos internos o, 3 e . Entdo,
pd)=m—a-~F-7.

Uma consequéncia imediata do teorema € o coroldrio abaixo que usamos para cal-

cular a drea de um poligono regular.

Corolario 1.3.15 Se¢e P é um poligono com dangulos interiores €,,...,0,, enido
p(P)=n—-2)n— {61+ - +6,). Em particular, se o poligono for regular e tiver

todos os dngulos iguais ¢ 8, termos que p{P)=(n—~2)x —nbl =n{r —8) — 2r.

Observacao 1.3.16 Outre consequéncia importante deste teorema € o fato de a soma
dos dngulos internos de um tridngulo hiperbdlico ser estritamente menor do gue T,

0

podendo ser inclusive O guando todos os vértices forem vértices ideais'®. Neste caso

obtemos um tridngulo de drea mdrima, igual a 7.

Area de tridngulos e circulos: A seguir apresentamos o teorema de Pitagoras

hiperbdlico.

Teorema 1.3.17 Dado wm tridngulo com dngulos «, 3,5 e lados opostos de compri-
mentos a, b, ¢, temos que

coshe = cosha coshb.

18Quando um tridngulo possui vértices sobre a fronteira do plano hiperbélico, nds chamamos estes

vértices de vértices ideais.
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A prova deste é uma consequéncia direta da segunda lei dos cossenos. Temos ainda

as seguintes relacoes entre dois lados e um angulo:

Teorema 1.3.18 Para algum tridngulo com dngulos o, 3,% e lados opostos de com-

primentos a, b, ¢ temos

{1} tanhb = senha tanfj;
(¢%) senh b = senh ¢ senf;

(i44) tanha = tanhc cosg.

Vejamos entédo uma férmula para a drea de um disco hiperbdlico de raio 7 e o

comprimento de um circulo hiperbdlico de raio r.

Teorema 1.3.19 4) A drea de um disco hiperbdlico de raio v € 4mwsenh® (L);

ii) O comprimento de um circulo hiperbélico de raio v € 2nsenhr.

Considerando um triangulo A de vértices v,, vs, ¥ € dngulos «, 3,7, temos que os
bissetores dos angulos {bissetrizes dos dngulos) cruzam-se em um ponto ¢ ([4], Capitulo
7 - pag 152). O circulo com centro em ¢ é chamado circulo inscrito do tridngulo A

e seu ralio é dado por:

Teorema 1.3.20 O raio v do circulo inscrito no tridngulo A € dado por

c0s® o+ co8® 3 + cos* v+ 2 cosa cos B cosy ~ 1

tanh’r =
anivr 2(1+ cosa) (1 + cosB) {1+ cosy)

As demonstracbes dos resultados ora apresentados podem ser encontrados em ([4],
Capitulo 7).
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Capitulo 2
Empacotamento de Esferas

Neste capftulo exibimos os conceitos bésicos sobre empacotamento de esferas!, cujo
principal objetivo é obter a maior densidade possivel de empacotamento, isto é, quere-
mos maximizar a proporg¢io entre o volume das bolas e o volume total do recipiente que
as contém. Apesar de nosso interesse primordial ser em empacotamento, apresentamos
em paralelo resultados sobre coberturas® pois a introdugéo destes conceitos nao exige
esforcos adicionais.

Com o objetivo de levar estes conceitos para um espago métrico £ qualquer pre-
cisamos admitir que o conceito de convexidade possa ser utilizado substituindo o fato de
serem bolas em R". Além disso, é necessdrio que os membros desta nova familia em E
tenham interiores ndo vazios e uma certa nogéo de congruéncia substituindo o fato das
bolas em R™ serem disjuntas e possuirem o mesmo raio. Portanto, ndo perdemos muito
se assumirmos que o espaco E seja uma variedade riemanniana. Também, considerare-
mos somente espagos de curvatura constante devido & homogeneidade e ao grande uso
de simetrias.

Alguns resultados a respeito de empacotamentos e coberturas podem ser encontra-
dos na obra de Lagrange [27] (que realizou estudos sobre a teoria de formas quadréticas
e quem implicitamente determinou a densidade de empacotamentos de reticulados de
um disco em R?) e de Gauss {17} em 1831 que explicitamente considerou empacota-
mentos reticulados de esferas em R3. Entretanto, foi Minkowski que sistematizou estes
temas dentro de uma teoria isolada e denominou-a de Geometria dos Niameros. Um

desenvolvimento da teoria de empacotamentos e coberturas foi estimulado pela sua

1Um empacotamento de esferas em R™ é a uma familia {B;} de bolas disjuntas duas a duas,

B; C R®, de mesmo raio r.
*Uma cobertura consiste de arranjos de regides cuja unido contém o domfnio a ser coberto.

39
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conexdo com a Teoria dos Numeros e a Cristalografia, porém mais recentemente tem
sido desenvolvida numa gama muito grande de teorias incluindo uma grande quanti-
dade de problemas. Alguns procedem de vérios conceitos de eficiéncia de densidades
de outros tipos de arranjos, enguanto cutros s&o caracterizados por tipos especiais de
conjuntos Convexos.

O presente capitulo estd dividido em duas secbes: empacotamento de esferas em
espacos métricos e resultados recentes. Na primeira se¢ao apresentamos as definigoes de
empacotamento além da definicio de densidade que estaremos utilizando neste texto.
A segunda contém um pouco sobre as recentes pesquisas de empacotamentos de esferas.

Prossigamos agora com os conceitos necessarios para a defini¢do de empacotamento.

2.1 Empacotamento de Esferas em Espacgos Métricos

Seja E um espago métrico. Denotaremos por E™ um dos espacos de curvatura gaussiana
constante —1, 0 ou 1; a saber, o espago hiperbélico H”, euclidiano R™ ou a esfera
unitdria S”.

Comecamos com algumas definicoes necesséarias para apresentar a definicao de em-

pacotamentos

Definicao 2.1.1 Seja E um espaco métrico. Uma geodésica em E € um caminho
a: [0,1] = E tal que, para todo t € I, existe € > 0 tal qgue d{a(s),a(s')) =|s — §'| se

|s ~t|,]s" — t| < £ para quaisquer s,s’ € I.

Definicao 2.1.2 Seja E um espago métrico. Um dominio D C E € um subconjunto
fechado com interior nao vazio. Se em E existirem geodésicas, diremos que D € convezo
geodesicamente se toda geodésica o : [0,1] — E minimal com pontos inicial e final o (0)

e a(l) em D estiver contida em D.

Agora apresentamos a definicdo de empacotamento de esferas, recobrimentos e a

seguir mais algumas definigbes que nos serdo Uteis mais adiante.

Definigdo 2.1.3 Um empacotamento por um dominio D C E € uma familia {D;}
D; C E sendo todos isométricos a D com int (D;) Nint (D;) = 0 se i # j.

el

Definicao 2.1.4 Uma cobertura por um dominio D C E é uma familia {D;},., de
conjuntos isométricos a D com | J,.; D; = E. De modo geral, assume-se que os dominios

5G0 CONVETOS.
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A noc¢do mais importante associada com empacotamentos e coberturas é a de den-
sidade. Para um empacotamento de E. a densidade D representa, intuitivamente, a
razio entre a soma das medidas (4reas em E2, volumes em E?, etc.) dos comjuntos
convexos empacotados e a do espago no qual foram empacotados, que é sempre um
ndmero menor ou igual a 1. Analogamente, para coberturas, temos que C € a razio
entre a soma do volume dos conjuntos convexos e o espago inicialmente coberto, donde
temos que é sempre um ndmero maior ou igual a 1. A principio nos contentaremos com
estas definicoes de densidade, pois outras mais precisas envolvem questdes de limites e
serao tratadas mais adiante.

Os principais problemas em ambas as teorias sdo: dada uma familia de empaco-
tamentos encontrar uma densidade gue é maxima e, dada uma familia de coberturas
selecione uma densidade que é minima. Por exemplo, para uma dado conjunto K
convexo, considere a familia de todos os empacotamentos de E consistindo de cépias
congruentes a K. Quais dos empacotamentos é de densidade maxima? Uma demon-
stragdo de que a densidade mdxima € atingida pode ser encontrada em [19]. Esta
densidade mdxima ¢ denotada por D (K') e é chamada de densidade do empacotamento
de K. A densidade minima de cobertura de K, C (K), é definida analogamente.

Como visto até o presente, temos que D (K) <1 < C(K).

Considerando a importancia dos reticulados para empacotamentos de esferas e
coberturas apresentaremos agora suas definigoes.

Definimos um dominio de Voronoi-Dirichlet do mesmo modo que o fizemos no caso

hiperbdlico. De modo mais genérico, temos

Definigao 2.1.5 Seja I um subgrupo discreto de isometrias de E™ e um ponto p € E*
que ndo € fizo por qualguer elemento de T distinto da 1d. Um dominio de Voronoi-

Dirichlet D, (I") de T centrado em p, € o conjunto
D, (T) = {z € E"ld (2,p) < d(,T () ,¥T € T}.

Defini¢ao 2.1.6 Um subgrupo discreto T C Isom (E™) € um reticulado se E™/T tiver
volurne finito, ou seja, se algum (e portanto todo) dominio de Voronoi-Dirichlet

tiver volume fintto.

Definicao 2.1.7 Um empacotamento B = {B;};.y de E* é um empacotamento

reticulado se para alguma bola By € B existir um reticulado T com T (By) = U*y (B1) =
vyel
U B;. Em particular, se cada B; for uma esfera de centro c;.
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Se a familia de empacotamentos é restrita a reticulados de K, entdo obtemos
Dr (K), a densidade maxima de empacotamentos reticulados de K ou, analogamente
para coberturas, a densidade de coberturas reticulados de K, Cr (K'). Nestes espacos,

com algumas restrigoes, € possivel falar em densidade. Assim, temos que
Dy (K) < D(K) <1< C(K) < Cr (K) (2.1)

para todo dominio K.

Determinar os valores de D (K'), Dr (K), C(K), e Cr (K) ¢ um problema diferente
para cada conjunto K, I' em E” e usualmente muito dificil. Em vista destas dificul-
dades, o principal problema da teoria de empacotamentos e coberturas é obter boas
estimativas da densidade em termos de limites superiores e inferiores para uma classe
geral de conjuntos convexos.

Obviamente, existem constantes p > 0 e ¢ > 1 (dependendo somente de n} tais que
p < Dr{K) e Cr(K) < ¢ para todo K € R", bastando para isto considerarmos um
empacotamento e um recobrimento especifico. Alguns dos principais problemas com
respeito as melhores constantes possiveis para as correspondentes densidades D (K),
Dy (K), C{K), Cr (K) e para alguma classe especial de conjuntos convexos, pode ser
dado por conjuntos centralmente simétricos. Também, uma indagac@o sobre as de-
sigualdades apresentadas em (2.1) é que se as restrigdes sobre X podem ter igualdades,
ou, mais especificamente, para descrever classes de conjuntos convexos K para as quais
teremos igualdades em (2.1).

Nas proximas se¢Oes, apresentaremos as definicGes de densidade e alguns dos prin-
cipais resultados sobre empacotamentos em R"” e H". Porém, antes de prosseguirmos
lembramos ao leitor que quando falamos em empacotamento de esferas, temos sem-
pre em mente que estes sdo associados a reticulados, e que iremos utilizar E" para

representar qualquer um dos espagos de curvatura constante citados anteriormente.

2.1.1 Densidade de empacotamentos em R"

Seja A = {Bj} uma familia de esferas disjuntas de raio idéntico e B{zg, ) uma esfera
de raic r centrada em um ponto qualquer zz € R". No caso euclidiano, podemos

considerar a definicdo de densidade do empacotamento como

P volgn ((g Bk> N B(zo, r)) |

S volp= { B(xo,7))

(2.2)
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No entanto, a existéncia de um méximo para a funcdo densidade ndo di qualquer
indicacdo sobre como determinar este maximo, e muito menos sobre o empacotamento
para o qual este miximo € atingido. Na realidade, conhece-se o empacotamento Stimo
em POoUCos Casos.

Por um resultado de A. Thue [39], temos que o valor dy =~ 0.90690 é a densidade
maxima para empacotamento de discos em R?, e ele é atingido por um empacotamento
associado com reticulados do tipo Ax([41], p. 94 — 95). Para n = 3, néo existe um
consenso na comunidade matematica sobre a exatiddo da prova apresentada por S.P.
Ferguson e T.C. Hales em 1998 (veja {33] para uma discussdo sobre a matéria). Nos
casos n > 3, a questdo da densidade de empacotamento em R™ é um problema em
aberto (veja conjectura de Kepler’s, [20], [22]). Para 2 < n < 8, as densidades de
empacotamentos reticulados Br s&o conhecidas e todas associadas a reticulados I' dos
tipos A, D, E ([38], tabela 1, p. 3). Para se calcular o valor da densidade, basta
lembrar que, no caso de um empacotamento reticulado Br, a densidade dp = d (Br) é
igual a razao do volume de uma bola B € Br pelo volume de um dominio fundamental

Dr do reticulado {veja [39] para detalhes sobre a tabela abaixo).

n| T dr Matemaéticos Ano
2| 4| ; f = 0.90690 J. L. Lagrange 1773
31051 5 \/" = (.74048 C. F. Gauss 1831
41 Dy = (.61685 | A. Korkine-G. Zolotareff | 1872
51| Dg - \/" = (1.46526 | A. Korkine-G. Zolotareff : 1877
6| B | 4 \/_ = (1.37295 H. F. Blichfeldt 1925
71 By | 5 =0.29530 H. F. Blichfeldt 1926
8| Eg 3?‘844 & 0.25367 H. F. Blichfeldt 1934

Tabela 1. Densidade de empacotamentos reticulados em R

Considerando a dificuldade de se tratar diretamente a questao, procura-se limitantes
superiores Otimos para a func@o densidade. O principal deles é dado pela densidade

simplicial d,, que apresentaremos na subsegio 2.1.3.

2.1.2 Densidade de empacotamentos em H"

A fim de termos um conceito de densidade sem ambiguidades consideramos empaco-

tamentos reticulados®. Mesmo, assim, para contornarmos o problema da definigio de

3Para mais informages sobre os problemas na definicdo da densidade veja [11].
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densidade, precisamos de um novo conceito de densidade [11].

Seja B = B{(r) um empacotamento de esferas de raio r, B = {B; = B (¢;,7)}.en
e D :=D(By.B) = {peH"d(p,c;,) <d(pc;},Vj € N}. Para contornar esta difi-
culdade, introduzimos o conceito de densidade local. Consideramos dominios D de

Voronoi-Dirichlet como visto na subsecdo 2.1.5.

Defini¢ao 2.1.8 [39] A densidade local ld, (B,B) de B em B é dada pela densidade
de B com respeito ao seu dominio de Voronoi-Dirichiet D, isto €,

_ vol, (B)

ld, (B, B) 1= = D)

(2.3)

onde D O B € a célula de Voronoi-Dirichlet que o contém. E imediato constatar que
Id,{B,B) < L

E facil constatar que, se B for um empacotamento reticulado, entdo a densidade
local independe da escolha de B € B, pois neste caso, todos os dominios de Voronoi-
Dirichlet sdo isométricos. Assim, esta ¢ uma nocio razoavel de densidade e é com
esta que trabalharemos ao longo deste trabalho. Mais ainda, se d(B) existe, entdo
d(B) <d,(B).

De modo geral, assim como no caso euclidiano, pouco € conhecido sobre empaco-
tamentos étimos e boa parte da literatura se dedica a encontrar limitantes superiores

para a densidade local. O principal dentre eles, é novamente a densidade simplicial.

2.1.3 Densidade simplicial

Iniciamos com a apresentacao de conceitos necessarios para sua definigao.

Definigao 2.1.9 Seja P um poliedro convero n-dimensional em E™. Sejamn § e T
faces de P. Definimos o dngulo diedral & = a(S,T) de P entre S e T do seguinte
maneira:

- Se 8§ =T, entdo o dngulo diedral & é .

- Se S e T sao distintos, lados ndo adjacentes de P, entdo o € 0.

- Se § e T sdo adjacentes entdo, se E = S, o € o dngulo entre os pontos finais de
P. De outra forma, dado x € SNT, seja mg () o geodésica passando por T ortogonal
a S tal que mg (0) = z e mg (t) pertence ao exterior de P para t > 0 (suficientemente
pegueno). Defina mrp (t) de modo andlogo e seja § o dngulo entre m's (0) e mi. (0).
Entéo o =7 — 8 [36].
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Definigio 2.1.10 Um n-simplexo em E™ € o fecho convexo {por geodésicas) de n+1

pontos ndo contidos emn um hiperplano (hiper-variedade totalmente geodésica).

Definicio 2.1.11 Um n-simplezo em E*, é um simplexo regular de dimensao n se
seu grupo de simetrias atua transitivamente sobre suas faces k-dimensionais (0 < k <n —1}.
Neste caso, ele tem um tnico baricentro (o ponto firo do grupo de simetrias), e todas
as suas arestas e dngulos diedrais sio de medida iguais. Denotaremos por Sy =

Sreq (@) € E™ um simplexo reqular de dimensdo n e de dngulo diedral 20 € {0, 27).

No contexto hiperbdlico, admitimos os vértices de um simplexo regular estarem no
infinito, caso em que o simplexo é chamado ideal e serd denotado por S5, = S5, (2a%, ).

Em geral, Sy, (2a) é realizavel [39]

em S" para — 1 < cos(2a) < 2

em R™ para cos (2¢) = 4 (2.4)

n

fay 1 1
em H" para & < cos (20) < ==+

No caso limite 20 — 20§ := arccos+, um n-simplexo néo-Euclidiano Sr (2¢)
- - . noo._ ;__ 1 n-1
degenera em dimensdo e atinge o volume zero. Note que o, = 3arccos =3 = a5~ <
k1 i
Oy < T

No caso Euclidiano, S;., (2¢x) é determinado por seus dngulos diedrais 2« 2 menos
de homotetias, nos espagos de curvatura & # 0, o dngulo diedral 2a e o comprimento

2r da aresta de S, (2a) séo relacionados por

2r cos (2a)
€08 (?) T 1= (n-1)cos(2a)’ (2:5)

onde b := vk € {1,1}.
Introduziremos o conceito de densidade simplicial d, (r), como sendo um limi-

tante superior para a densidade local.

Defini¢ao 2.1.12 Considere n+1 bolas em E™ de mesmo raio, mutuamente tangentes
entre si. Seus centros determinam um n-simplezo reqular Sy, C E™ de aresta de

comprimento 2r. Definimos d, (r) por

vol, (BN S,
do(r)={(n+1) 'uog s )g)
n \~reg

(2.6)

e B € uma das bolas em questao.
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Uma vez que apresentamos a definicdo de d,, e esta envolve o volume, entdo se faz

necessario apresentar uma férmula para calcular o volume de uma bola em H" [28].

Observacao 2.1.13 O volume de uma bola hiperbdlica B, de raio r centrada em

p € dado por

vol, (B; (p)) = Qn_lf senh™ 't dt
0

- 1 & i (=1 ’ (243t
= Qnmi (211—-1 Z(—l) m]ﬁ € dt s

j=0

onde Q1 = I?Erf) e ' € a funcdo gama ([14], [39]). Entdo segue
2

sej=3 = voh (B () =% |72 <—1)~{——>—})

n=27) jH{n-j-1)!

se j #ig— == vol, (B, (p)) = Q- 2n . Z (( ¢ (n=1) (e(n-2j)r _ 1))

Observagao 2.1.14 No caso euclidiano, a fungao densidade simplicial independe do

TaI0 T, COM iS50
v0oly, (B N Speq)

dn = (?’L -+ 1) ’E)Oﬂn (Sreg)

e B € uma das bolas em questio.

Um resultado importante, apresentado por K. Béréczky ([5], teorema 1), para em-

pacotamentos de esferas de E", é o seguinte:

Teorema 2.1.15 Seja E" o espago de curvatura constante, e considere um empacota-
mento B de esferas de rato r. No caso esférico suponha que r < §. Entdo a densidade
de cada esfera em suas células de Voronoi-Dirichlet nao pode exceder a densidade de
n <+ 1 esferas de raio v mutuamente tangentes para o simplezo expandido por seus

centros, isto €,
ld, (B,B)<d,(r),VB € B.

Neste momento, parece-nos apropriado apresentar alguns resultados recentes de
empacotamento de esferas que acreditamos serem relevantes para a teoria. Mediante

estes, constataremos a relevancia do teorema 2.1.15 de Boroczky.
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2.2 BResultados Recentes

Seja R uma superficie de Riemann compacta de género g > 2. Em [3], Bavard deter-
minou o tamanho méximo dos discos métricos* mergulhados dentro de R e o tamanho
minimo dos discos que recobrem R. O teorema apresentado a seguir explicita tais

resultados.

Teorema 2.2.1 Seja R uma superficie de Riemann compacta de género g > 2 e 3, =

T

125-6°
(1) Se um disco aberto de rato r é mergulhado dentro de R entdo

coshr < ——mme,
~ 2senf,

(i1) Se um disco fechado de rato r recobre R entdo

1
coshr > ————,
V3 tanj,
(1ii) Se um destes discos € atingido por um certo disco, o outro também o serd por
um disco concénirico. Neste caso, R é uma superficie modular.
(iv) Para todo género g > 2 estes limitantes sdo atingidos (simultaneamnente) por

certas superficies modulares.

Uma conseqiiéncia deste Teorema é a obtencao de dois invariantes globais de R: a
sistole [ (R) e o diametro d{R). A sistole, em superficies com curvatura negativa, é

o menor comprimento de uma geodésica fechada.

Corolério 2.2.2 Para toda superficie de Riemann compacta de género g > 2, temos:

1

[(R) 1
sh < hd(R) > ————.
€o e coshd(R) > 73 tand,

2 T 2senf,

O que nos chama a atencao nestes resultados é a idéia utilizada na demonstragédo do
teorema, que consiste essencialmente em confrontar a defini¢io de densidade hiperbélica
(sec@o 2.1.2 - definicho 2.1.8) com a definicdo de densidade simplicial (se¢do 2.1.3
- definigao 2.1.12), que conforme foi demonstrado por Bordscky [5], é um limitante

superior para densidade de empacotamento (teorema 2.1.15).

4Estes discos mergulhados sio homeomorfos a um disco hiperbélico.
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A relevincia de tais resultados para empacotamento de esferas, estd no fato que
um ladrilhamento hiperbélico do tipo {12g — 6,3} ® fornece um empacotamento timo
com relacdo a densidade de empacotamento no plano hiperbélico (secio 2.1.2}. Além
disso, para g — oo temos que as densidades, de empacotamento e de cobertura, do
referido ladrithamento® atingem os valores, médximo e minimo, apresentados por Toth.

Em [42] {pdg. 241), Toth apresentou os limitantes, maximo e minimo, para a

densidade de empacotamento e densidade de cobertura no plano hiperbélico. Segundo

ele, a densidade de empacotamento é limitada superiormente por % enquanto que a
densidade de cobertura é limitada inferiormente por w@ Em [11] (Cap. 4, teorema
4.1.1) fizemos estudos assintdticos para ladrilhamentos do tipo {p, ¢} . Demonstramos

que assintoticamente’, a densidade de empacotamento ndo atinge o valor %

SEntendemos por um ladrithamento da forma {p,¢} a um ladrilhamento por poligonos regulares

com p arestas onde cada vértice contém g poligonos.
5Dado um ladrilhamento {p, g} no plano hiperbélico, podemos associar a este um empacotamento

de esferas e uma cobertura por esferas. O empacotamento de esferas consiste em colocar em cada

poligono o diseo de raio méximo. Analogamente temos uma cobertura por esferas.
7 Assintoticidade no sentido de enviar p e ¢ a0 infinito, onde p e g determinam um ladrilhamento

{r.q}



Capitulo 3

Espacos Fricke - Variacoes e

Parametrizacoes

Neste capitulo, apresentamos nossa contribuicfo que consiste de uma construgio al-
goritmica com a qual podemos avaliar a densidade de empacotamento hiperbélico a
partir de pontos do espago de teichmiiller. Deste, temos condi¢bes de avaliar (ao
menos numericamente) singularidades para a fun¢do densidade de empacotamento no
plano hiperbdlico que denotamos simplesmente por d.

A estrutura bdsica para nosso algoritmo é:

I) Consideramos p, € Fyy, entlo
i ! i f / i
pg = (alz Cy, diz ayq, C]_1 132 a’g—l: cg—l: dgwi: ag~1: Cg-—}? d’g-—l) -

A partir destes pontos determinamos as fungdes de emparelhamento {a;, 5; }le

em H? (etapa realizada na segdo 1.2.3 do capitulo 1).

II) Para facilitar a visualizagio, trabalhamos com o modelo de Poincaré D?. Deter-

minamos entao as fungdes de emparelhamento correspondentes;

III) Construimos o poligono associado a p,, ou seja, o poligono P, que tem as arestas
~ Y9
emparelhadas por {&j,ﬁj}‘ . (se¢ho 1.2.3);
32
1V} Calculamos o raio do circulo méximo inscrito em P, (etapa realizada no capitulo
4y,

V) Determinamos o valor da densidade do empacotamento d {F,).

45
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Além disso, observamos nas secoes 3.1 e 3.2 as variagbes e parametrizagoes dos
espacos Fricke com o objetivo de fornecer novos sistemas de coordenadas! Fricke, ou
seja, pretendemos projetar o espaco Fricke no espago dos poligonos com 4g-+2 ou 12g—6
arestas que representem uma superficie de Riemann compacta orientavel de género g.
A inspiragao para tais exploracdes provém do teorema 10.5.1 em [4]. Este afirma, que
o niimero de arestas N de um poligono P, associado a um grupo I' finitamente gerado
do primeiro tipo? com assinatura {g:0)°, estd entre 4g e 12g — 6 arestas, ou seja,
dg < N < 129 — 6.

O minimo é conhecido na literatura e pode ser encontrado na se¢do 1.2.3 do capitulo
1. Exploramos os casos 4942 e 12g — 6 nos espagos de teichmiiller. O méximo, 12g-6,

¢é abordado na secao 3.2 deste capitulo.

3.1 Coordenadas Fricke Associadas a Poligonos com

49 + 2 Arestas

Considere um poligono Py, C D? com 4g-+ 2 arestas, g > 2. Denotamos seus vértices
no sentido anti-hordrio por {v1, va, ..., Vageo} € Suas arestas por {71, Ta, ..., Tag+2} onde 7;
é o segmento geodésico iniciando em v; e findando em v;41, ¢ mod (4¢ + 2). Denotando
os vértices inicial e final de uma aresta v por I () e F (7}, temos pela construcio do
poligono que I (7;) = v; ¢ F (1) = vi11.

Dado o poligono P49 como descrito acima, supomos que os pares de arestas
{7, T2g+141} tem o mesmo comprimento, sendo ¢ € {1,2,...,2¢9+1}. As isometrias

que emparelham os pares de arestas sao dadas por
Bi (Taim1) = Togiais
Qe (7“ Zk) = Tog+2k+1s
ondei=1,2,..,9g+1ek=12 .. g Dizemos que o conjunto

©4g+2 = {akaﬁis 3 k= 1:2: - g e 1= 1: 21 e gt I}

10s espagos Fricke {que é um dominio simplesmente conexo de R%9—%) se projetam no espago dos
poligonos com 4g arestas. Entendemos como sistemas de coordenadas Fricke a projecdo dos pontos

Fricke neste espaco.
?Dizemos que um grupo I' é do primeiro tipo se o conjunto dos pontos de acumulacio das orbitas

I'(z},cpe € igual & fronteira do disco de Poincaré 6D°.
¥Esta assinatura nos diz que o grupo I' em questdo, contém somente isometrias hiperbélicas. De

uma forma mais geral, a definico de assinatura pode ser encontrada em [4, pag. 268].
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é um emparelhamento para o poligono Fig..o.

Seja @ € ®ygq e suponha que ¢ (1) = 7;. Entdo temos que  satisfaz

eI () = F (p(n)) = F(75)
e (F (7)) =1(p(m))=1(r)

noutras palavras, como I (7} = v; e F (1) = vj41, obtemos que, nesta situagéo

o (w) = Ui+l

@ (vis1) = ;.

Figura 3.1: Emparelhamento de poligonos com 4¢ + 2 arestas, sendo g =4

Em [13], encontramos que Pye.2 tem dois ciclos® de vértices que sao

{Uz,U3,U51---,U4g+1} € {02,?}4,---,’1}4%2}-

*Seja Pagro = {Pag+2) . Um ciclo é uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, é
urm conjunto da forma

{T(2)|T €T4gs2 e z e T (z) sho vértices de Pygy2}.
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Sendo 2g + 1 o numero de arestas identificadas, temos que o emparelhamento $4q49
representa uma superficie de Riemann compacta orientével de género g pois a carac-

terfstica de Euler é dada por
X(chg_}_g):l-* (29+1)+212—2g

A superficie de Riemann representada por 4,42 é obtida pelo quociente de D? pelo

grupo gerado pelas fungdes ®44.5, isto &, D?*/T'y,.2 onde

Bonag ' Byogly . Bs0y B By = 1d
Filg-i—? = (1)49—}-2] ] 1 -1 1 -l -

Neste caso, o grupo a4 é um subgrupo discreto do grupo de isometrias de D? em que

(3.1)

todos os elementos sdo hiperbélicos (veja teorema 1.1.29). Ainda, podemos considerar
o grupo I'ygy2 como um subgrupo do grupo de isometrias de H?. Para isto, é suficiente
conjugarmos I'yyqo pela fungdo F (veja segdo 1.3).

A partir deste ponto estaremos considerando 442 agindo em H? e abusaremos da
notacao mantendo a mesma notagdo para sy, Desta forma, os elementos {ag, 5}

sdo isometrias hiperbélicas de H? e daf segue que

[ ar b
Q== b d tal que ag, by, ek, dy € Re agdy, — brcp =1
Ok
r aof ¥
Gi=|, | talauedb,c.d eRead —bd=1
L 9% Gy

comk=12..,9it=12 .,g+ 1

Pretendemos projetar o ponto [Ry, Tyguo] € 7T, com R, = H2/T4gsp, em RO
utilizando um sistema de coordenadas tal como feito na secao 1.2.3 para os casos onde
os grupos X, estavam ligados a poligonos com 4g arestas. Desta maneira estaremos
estabelecendo um sistema de coordenadas semelhante as utilizadas por Fricke para
grupos com 2¢. Antes de prosseguirmos, observe que neste caso temos uma projecao

em R%3. Para isto, basta levarmos [Ry, [4g10] em

¥ 3 ! i I ) ’ I g
(G‘I? €1, dla a]_s c]; d17 R aga Cg: dg,&g, Cg: dg: a’g~§-17 Cg-§-11 dg+§) '

Vimos em (3.1) que os geradores do grupo I'yg4o satisfazem as seguintes relagdes

ﬁg+1a;1,89a;fiﬁg_1...agi,ﬂgafl,@l = Id (3.2

By g1 BBy e T = 1d (3.3)
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De (3.3) obtemos G441 = agﬁglag_lﬁ‘_ll...agﬁ;ia;{ﬁfl. Substituindo a1 em (3.2)

encontramos
agﬁfozg_;ﬁ;i...agﬁglalﬁ{laglﬁgag__llﬁgml...a;lﬁga;lﬁl = Id. (3.4)

Neste ponto, conseguimos reduzir o mimero de geradores de I'y. o para 2g geradores,
{a;, B; }?21 . Assim, temos uma projecio destes em R%. Nosso objetivo é projetarmos
este em R%95,

Analogamente ao feito por Fricke para Fy,, para eliminarmos a ambiguidade exis-
tente, impomos as condigoes de normalizacao:

() B, tem seus pontos fixos repulsor e atrator em 0 e oo.

(#1) oy tem seu ponto fixo atrator em 1.

Da proposicdo 1.2.8, o sistema de geradores {o;, ﬁj}?ml de um modelo fuchsiano

normalizado I'4542 para um ponto [Rg, I’4g+2] em 7, é escrito unicamente na forma

a;2 + by
j = =Sy aj>bjacj € Ri ¢y > U’ ajdj - bjcj =1,
CjZ‘i“dj
G,’-Z-i—b’-
Y%y b Pt ' U Y

Gevd,

paracada j=1,2,...,g — L

Definimos as coordenadas Fricke F,. o por;

. 69—6
F4g+2- 7;: — R%

IR A 7 7 ’
[Rg: F4g-1—2} = (aly bls €1, 0y, bly Ciy ooy Qg bg-—-la Cp—1, a’gwl} bgwlﬁ Ci:;ml)

Chamaremos a imagem Fygr2 = Fygia (7,) de Espago Fricke Fy,. o de uma su-

perficie de Riemann de género g.

Teorema 3.1.1 Seja Fyypo 0 7, — R®7° definida como acima. Entdo Fyyi0 € injetora

para quase todo ponto em T,.

Demonstracgao: Queremos mostrar que cada ponto p, € Fyg,9 determina o sistema
de geradores {a;, 5;, ﬁg+1};’.:1 do emparelhamento ®4,.5 que gera um grupo fuchsiano
I'4g+2 normalizado.

Assim, para p, € Fyy42, temos que

7 ! ! H f !
Pg = (ala blacly A1, 01, €C1p 00y Qg1 bgn—lz Cg—1, a’g—la b_g—la Cg—l) 3
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donde obtemos as isometrias

aj:ﬁja jle‘?gwl
Sendo conhecido o valor de G,41 entdo teremos que encontrar os valores de oy e 5.
Das condicdes (i) e (i7} de normalizacio temos que
Vi o0 }
1

VA
agz+b,
ag(z)mzfmﬁw Qgdy — bgCg = 1, = ag+ by = 5+ d-

By(z) =24z, A>1, By =

Colocando A = 015, 1...08; a7t e B = aglyfy-1-.-a5 faoy ' B a relagio (3.4)
torna-se
agﬁglAa;I,ﬁgB = Id. (3.5)

Note que (3.5) é equivalente a
BeBagB7 Aot =1d
ﬁgBo:gﬁg‘l = a A7 (3.6)
Observe que na equacdo (3.6) queremos determinar os valores de o, e 3;, sendo con-

bin 012 }
e

hecidos, diretamente de p,, os valores de B ¢ A. Supondo que B = [ b b
21 U2z

21 Qa2
tema de equagoes

ap; Qg .
Al = li ] com aiy, @iy, A1, Aa, 011, b1g, b2y, bea € R, obtemos de (3.6) o sis-

(b11 — G11) @y — Ga1bg + biacy =0 (3.7)
—a120y + (Ab1y = Gg2) by + Abyadg = 0 (3.8)
1 1
-/-\-bglag + ("ngz - an) Cg — azldg =0 (39)

bglbg - algcg + (bgz - 6122) dg ={. (318)

Mediante algumas simplificacdes, o determinante do sistema de equagdes {de {3.7) a
(3.10)) é
(A (@11 — buy) + (a2 — bop))?
3 .
Pretendemos garantir que o sistema de equagoes, (3.7) a (3.10), tem solugio nao trivial,

isto ¢, existem ag, by, ¢y, dg € X ndo nulos que satisfazem estas equagdes. Para isto, é

suficiente garantir que o determinante seja nulo

(Afar — bu) + (a2 — 622))2 = (.
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Mostraremos que (a3 — by1) # 0 para quase todo ponto
. ropr / ! /
pg - (a’lz b17 Ci, 49, b}_a Cyyenny a’g-—l} bg-—l; Cg—l: a‘gmla g—17 Cg—l) .

Dali, segue que para A = %?ﬁ“—_‘zﬁ, o determinante é nulo.

Considere a seguinte funcéo

Pygin: Fagep CR¥C — R

Py — (g — byy)

Notamos que Pygyo é ndo nula. Para isto tome o ponto p3‘9+2 dado no exemplo 3.1.4

pelas fungdes {ay, 3;, ﬁgﬂ}f:}. Destas seguem que

k=1

g—1
Aml — ﬁl (H (AgﬁlAgﬁl_l)) AgﬁlA;{gg_l)

g1
B = A" (H (61A;1651A;1)) BLa

k=1

i kid
e dg+2 0

onde A, =

e . Assim, temos que aj; — byp é
e_z4g+2

%% (14 cos — — 5% + "% ( 1+ 3cos s '
911 2g+1

Portanto, a;; — b1 = 0 se, e somente se,

wei%%-i—ei% 1+ 3cos —0 ={
2g+1

77 [ 14 3 cos — —
2g+1

. Zg)

81 4g+3

P - -
st (1 + 3 cos 29’;1) U Logo, Py € ndo

0 que é um absurdo pois ‘
nula.

Como a fungao P4g.o € um polindémio ndo identicamente nulo com dominio em um
aberto Fyg40 C R%-% o conjunto de seus zeros é uma subvariedade de co-dimensdo
um, de modo que, para quase todo {a menos de medida nula) p; € Figsp, temos que
ap; — bin # 0, ou seja, o sistema de equagfes , (3.7) a (3.10), tem solugdo ndo trivial.

i 5

AWiges
R

Lamp
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3.1.1 O Poligono fundamental P,

Cousidere o conjunto {vi,vs, ..., vagen} de vértices do poligono Pigyo. Pretendemos
expressar estes vértices em funcao dos dois ciclos de vértices. Sabemos que os ciclos de

vértices sac dados por:
— 2g+1 . 2g+1
Cimpar = {Ui‘k—l}k._.l € Cpar = {'U2k}kw1 -

Escolhemos para cada um dos ciclos um representante, ou seja, ¥i € Cimpar € Vags2 €

Cpar-
Assim, temos que os vértices de P49 sao dados por:

Vgie1 = 0o G051 o105 Bao By (n)
Vagr1 = By (V1)
Vairagr1 = Bi 1 Bi10 50207 By (V1)
Ug; = ﬁf_lai—lﬁ;}lai_g...B;lﬂflﬁfz (vogs2)

V2i42g+2 = G’iﬁ{ 1011'-15:11.-:&252_ 1011)8; ! (U2g+2) ;
onde j=1,2,..,9~1lei=12 ...g.

Conjectura 3.1.2 Seja I'y;p um grupo finitamente gerado de primeiro tipo com assi-

natura (g : 0). Entdo, para alguma sequéncia de geradores
{O{k,ﬁj;k’: 1:23--'79 €j= 1:2:---39 +1}

de T'yg1n satisfazendo (3.2) e (3.3), temos que existem pelo menos dois pontos distintos

de intersecdo entre os eiros®. A estes elementos, associamos o0s vértices v, e Vag+2

donde obtemos um poligono fundamental para I'sg0 cujos vértices sdo

Ugir1 = 0 ' Biat Bi1--ay  Baa T By (),
vagi1 = By (v1),
Vagr2ia1 = Biogy Bic10i . BeoT By (1),
voi = B i 18 Qi 55 P an BT (vogea)

Vagiaire = 0B a1 5 .0afy tan By (vagha)

onde j = 1,2,..,0—1ei=12,.,9.

5 A geodésica ligando os pontos fixos p; e p; de uma isometria v é chamada de eixo de v. Denotamos

esta por Eixo(y).
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Observacgao 3.1.3 Para solucionar a conjectura acima, acreditamos ser suficiente en-
contrar um exemplo de um emparelhamento com pelo menos dois pontos distintos de
intesecdo entre os eizos®. A partir disto, sequimos os mesmos argumentos de Linda

Keen e provamos o resultado [25].

Note que os vértices do poligono apresentado acima dependem somente das isome-
trias geradoras de ['yy.o. A seguir exibimos uma construgéo destas isometrias para um

poligono regular Py.o.

Exemplo 3.1.4 Seja Pygio um poligono regular com 4g+2 arestas, no disco de poincaré
D? com baricentro na origem 0 € D?. Designamos seus vértices no sentido anti-hordrio

poT 21, 23, ..., Zag € Suas arestas, também no sentido anti-hordrio, por
Tiy T2y ooy Thg+2

onde (Tok, Tog+2k+1) € (T2i—1, Toga:) Sdo emparelhadas por o, B; com k € {1,2,...,9} e
ie{l,2,..,g+1}.

Para exibirmos os elementos o e §; € suficiente conhecer uma das fungées, digamos
31, pots utilizando transformacoes elipticas todas as outras se tornam conhecidas a

partir de B;. Admitindo ser conhecida a matriz de (3, todas as outras sdo dadas por:

. -1 - —1
ay = pi0pr,  Oky1 = Paer1Bifopers

Brsr = puBrirne,  Bor1 = pagbrpy,

2w

onde k € {1,2,...,g — 1} e p = €* 552
Segque entdo que, a isometria hiperbélica 31 que emparelha 0s pares {7y, Tagia} tem

sua matriz dada por

B .!2g+2}n’
(cos 5-;;-{ + 1) (\/2 cos -2—9%5 (cos 'é"fi—“f 4 1)) ie* aetz
i (2o+2)w
kis ki —1 s
— (\/2 COSs Egt}:‘}‘: (COS T -+ }.)) e 4g+2 (COS '2""_&“_}“:“]? -+ 1)

3.2 Coordenadas Fricke Associadas a Poligonos com

12g — 6 Arestas

Considere um poligono Pig,..6 C D? com 12g—~6 arestas, g = 2. Denotamos seus vértices

no sentido anti-hordrio por {vy,va, ..., vizg6} € suas arestas por {71, 72, ..., Tiyy—s } Onde

6 A geodésica ligando os pontos fixos p; e p; de uma isometria v é chamada de eixo de . Denotamos

esta por Eixo(vy).
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7; € o segmento geodésico iniclando em v; e findando em vy 1, i mod {12g — 6). Deno-
tando os vértices inicial e final de uma aresta 7 por I {7) e F'(7), temos pela construgao
do poligono que I (1;) = v; e F (1) = vy

Considerando o género g igual a 2 temos um poligono com 18 arestas, Fig. Os pares

de arestas, emparelhadas da seguinte forma

[ {TlaTlD} :{7_27711}:{7—5:7-14} 7{TS:T16}3 J
i

(3.11)
{T3, 718} > {741 7'7} ; {T8: 717} ) {"‘"12, 7’9} ) {T13, Tm}

fornecem um emparelhamento que representa uma superficie de Riemann compacta de
género 2 (veja [3]). Antes de prosseguirmos para avaliar as coodenadas Fricke conforme

pretendemos, é necesséario fazermos a generalizagio deste emparethamento [12].

e Dado o poligono Py, descrito acima, assumimos, para permitir emparelhamento
de arestas por isometrias, que os seguintes pares de arestas possuern o mesmo

comprimento:

{70, Tireg-3} > 1Tit1, Tizeg—2}, 1 € {1, ko, k1, ko, - kga}y k= (m+1)5

{TS—i-Sk; Tizg—s—k} 3 {T4+5k= T7+5k} s
{ng_g, Tilg-—-5} ) y ke {0, 1, g — 2} . (312)

{T Bg+5ks T¢ 6g—3—k} 3 {T By+1+5ks Tt 6g»+~4-€-5k}

Considere as isometrias hiperbélicas (dnicas) que indentificam os pares conforme

segue:

o (7

1) = Teg—2.  B1{T2) = Teg-1
Qa1 {Ts5) = Tog+sj—3:  Djs1 (Toit1) = Togrsj—2, 7 € 1{1,2,...,9 — 1}

(73+5(3*1) = Ti2g—-6—(j—1)s ’Y? (Tti+5(j-~l)) = Tr45(-—1), JE {1325 g 1}

6 (TSg—z) = T11g~5

f_? (ng+5(j—1}) = Tog—3—(j—1) 5_? (7“69+1+5(j~1)) = Tg+4+45(i—1), i€ {1,2,...,g - 1}-
Dizemos que o conjunto
®229-~6 = {akz )8k, 7?7 7;: 6;3 5?1 k= 11 27 - g€ j = 1: 2: s g - 1}

é um emparelhamento para o poligono Pjg,_¢. Particularmente, se tomarmos g = 2

teremos o emparethamento apresentado em (3.11).
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Seja @ € P134.6 € suponha que @ {7;) = 7;. Entao temos que p satisfaz

e(I(n)=Fg(n)) =F(r)
@ (F(n)=1(p(n) = I(Tj)-

Em outras palavras, como [ (1) = v; e F (7} = v;,1, obtemos que, nesta situagao

@ (v) = v

@ (vip1) = vy

Proposi¢do 3.2.1 Seja P19y um emparelhamento do poligono Piag_g. Entdo os ci-

clos’ de vértices possuem comprimento 3.

Demonstracao: Iniciamos obtendo os dois ciclos que contém os vértices v; e vy,

Note que
"M = I (7“1) = F (7'129._5) .

Pela defini¢do das fungoes de emparelhamento, temos que 7y2,..6 € emparelhada & aresta
73 através da transformacio v . Segue entdo que
-1 -1
Y () =17 (F(T129-6))
-1

= ] (’ha (leg—a))

= I (73)

— Vs,
de modo que w3 pertence ao ciclo determinado por vy. Mas, além de ser o vértice

inicial de 73, temos que vz € o vértice final de 7, e como 7 é emparelhado a 7g,—; por

B, obtemos

o5} (’03) =G (F (7'2))
=1 (51 (’@))
= I{7eg-1)

= Ugg—1,

"Seja T'yag—6 = (P1ag-6) - Um ciclo é uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja,

é um conjunto da forma

{T(2)IT €T12g-5 & z & T (2) sdo vértices de Plag.g}.
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de modo gue vgg—; pertence ao ciclo determinado por v; e v3. Novamente, temos que

Upg—1 = F' (Tg-2) € Teg—2 € emparelhada a 7; através da isometria czl'}. Segue que

o7 (vgg—1) = a7 ' (F (Teg-2))
= I (07" (169-2))
=1 (m)

= Uy,
completando um ciclo. Assim, o ciclo determinado por v; €
{vl,’us =8 (o), Upg—rt = P17 (’Ul)} : (3.13)

Do mesmo modo, temos

V2 =1 (72) = F(r)

a1 (v2) = ay (F (1)) = I (g (1)) = I (Teg-2) = Ugg—2
67 (vog2) =& (Flrogs) =1(67 (regs)) =1(7s)) =1
Bt (veg) =BT (F(reg-1)) =107 (m8g-1)) =1(m) =

Visto isso, completamos mais um ciclo e obtemos que o ciclo determinado por v; é

{02, 0692 = 01 (1), 05y = €11 (12) } (3.14)

Note que o vértice vy determina um novo ciclo conforme segue

Ty = I(74) = I"(73)
7 (va) =7 (I (7)) = F (¥ (7)) = F(7r) = Ug
v5 (vs) = 75 (I (73)) = F (7§ (73)) =F (7"129—5) = V129-6
B (i) =W (I (rigg-e)) =F (97 (magms)) =F(m) =0y
donde temos que o ciclo determinado por vy é
— AP b
{vs,v8 = N (v4) , Vizg-6 = ¥} (va)} - (3.15)
O vértice vs determina um novo ciclo. Para isto, observe que
Vs =17 (7"5) = F(’f};)
7 (vs) =1 (F (1)) =1 (7} (7a)) =I(r) =ur
Pa (v7) = B2 (F (75)) = 1 (5 (76)) =I(Teg13) = Usgrs
@yt (vegrs) =o' (F (7oge2)) =1 (05" (Toge2)) = 1(75) = Us,
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e dai segue que o cicio determinado por vs €
v o b b
{vs,v7 =% (v5) , vegss = Ba7y (vs)} - (3.16)
Da mesma maneira anterior, temos pelo vértice vg

Us = I (15) = F (73)

o (vs) = o (F (75)) = I (a2 (7)) = |

Gloogs) =8 (Flrsn)) =1(Empn) =T

By (vegrs) =B5' (F (Teg43)) =1 (,82_1 ('rsg+3)) =17
de onde segue

{ve, vogr2 = @2 (vs) , veg+a = E202 (v6) } - (3.17)

Analogamente, para os vVertices vgys-1), Us+5(k-1), € Vs+5(k—1) tEMOS que

Vassgh1) = 4 (Tasse—13) = F (Taps06-1))

'ﬁ: ('U4+5(k~«»1)) = ’Yz (I (T4~+~5{km1})) =F (’}’;2 (T4+5(1c—1))) = F (T 7~i~5(km1)) = VUs+5(k—1) = Vs+sk

’71?»{»«1 ('U3+5k) = ’)’EH (I G 3+5k)) =F (’YI?—;—I (Ts+sk)) = F (leg—s—k) = Vi2g—5-k = V124-6—(k—1)

-1 -1

'n? (U12g—5—(k—1)) = ,ng; (I (TIBg—S—{k—l})) = F (%‘i (ng—s—(k—l))) =F (7'3+5(k—1)) = Ug4s(k—1)s
Vs4s0e—1) = 1 (Torse-1)) = F (Tarspe-1))
A (vsse-1y) = 70 (F (rassie—1y)) = T (0 (Taase=1))) = I (Tr4s0e—1)) = Vrasa—)
Bes1 (Vr45-1)) = Bes1 (F (Toasp-1))) = I (Bes1 (Tosste—1))) = I (Togaa+5(k-1)) = Vsg+3+5(k—1)

ity (Vegravsk-1) = @iy (F (Tograrsi-n)) =1 (035;;1-1 (Tegrzas(e-1))) =1 (’f5+5(k—1>) = Us+5(k~1)>

Vesie—1) = I (Torse-1) = F (Ts4506-1))
1 (vers—1)) = ka1 (F (Ts450-1))) = I (Gerr (Tsase-1)) ) = T (Togrorsk—1)) = Vsgs2+5(k—1)
€8 (vegrorsi-1)) = &b (F (Togr14se-1))) = I (&% (Tegsrste—n))) = I (Tograts(e—1)) = Vegaats(h—1)

ﬁ;:_i; (Usg+4+5(km1}) = ﬁ{il (F (T' Gg+3+5(k——l))) = [ (ﬁk_ah (Tﬁg+3+5(ic—-1))) = ] (7'6+5(k—1)) = Ub-5(k~1)+
determinam os ciclos de vértices
{’U4+5(k——1): Vg45(k—1) = ’Y;(; (Ué+5(lc-—1)) s Vizg—6—{k-1) = 'YEH’Y;% (U4+5(k—1})} ’ (3.18)

{U5+5(k—1}: Vr45(k—1) = 72 (Us+5(1c—1)) y Ugg+3-+8(k—1) & ﬁk+1’}’2 (U5+5(k—»i)) } s (3-19)

{V+5(k=1)> Vagr2+5k—1) = Qi1 (Usath=1)) » Vsgrdssk—1) = EpQist1 (Vprse-1)) .+ (3.20)
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ondek=2,3,..,9— 1L

Até aqui, temos um total de 9g — 3 vértices dispostos em 3g — 1 ciclos. Nestes
casos, temos todos os ciclos com comprimento trés, restando-nos avaliar os 3g — 3 =
({129 — 6} — (9g — 3)) vértices restantes.

. -y (g—2) .
Note que o0s vértices {Usg_1, V1199, U11g-5} € {'usgmlﬂ-, V119054 Ulggws(ﬂl}}j:l nao
estdo dentre os 9g — 3 vértices analisados anteriormente. Obteremos os préximos

ciclos a partir dos vértices vsg..; € Usg-3—k, utilizando respectivamente as fungdes

G TR -

Do vértice vsg..1 temos

Usg—1 = I (754-1) = F (754-2)

9 1 (Uag E) = 5;:3 (I (7'59—-1)) - F( G._-l ( ag—-i)) = F(Tllg 10) = U1g-9
0 1 (vig-e) =&o_1 (I (T1g-0)) = F(E_) (T11g-0)) = F(T11g9-6) = V1195
5t (v129-5) = ot (T11g-5)) =F (6~ (Tilg— )) = F(rs-2) = Usg—1:

donde segue o ciclo

{’Ungz,ngwg fg_; (vsg— 1) V11g-5 = 59_159 1 (”Uag— )} (3.21)

Dos vértices vs4-14; segue que

Usg—1+; = I (Tsg-143) = F (T5g-2.5)

€ (usgmreg) =&, U (tsgm149)) =F (69._.; 1 {T5g— 1+;)) = F (T115-10-55)
i1 (Vngo—z) =& (I (Tgoo-ss)) =F (€, 1 (Trg-s-55)) = F (T1g-6-5;)
€ (ugs-s;) =& (I (Mgssi)) = F (6, (tgs—s;)) = F (T5g-245)

e daf temos os ciclos

w1 b -1
{’UEQ——i-}-jnUEEg—Q—Sj = §;_j_z (v:’)g—i+j) 1 Vl1g—5-55 = §g—j—1§;—j~1 (USQ—E-H')} (3.22)

para j=1,2,...,9 — 2.
Nesta ditima etapa, obtemos os 3g—3 vértices® que estavam faltando, o que nos per-
mite encerrar a prova concluindo que todos os ciclos tém comprimento trés. Notamos

ainda que temos um total de 49 — 2 ciclos. =

®Em (3.21) e (3.22) temos 3g — 3 vértices dispostos em g — 1 ciclos.

= V114-9-:
= U11g—5-t¢

= Usg—1+j
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Podemos resumir os dados obtidos na seguinte tabela:

Notagao Ciclos Representante do ciclo

Cy U1, V3, Vsg—1 551

Ca Uz, Vgg—2, Uy Vs
C343(k—1) Vs (kw1)+45 Vs(k—1)+8: V129—6—(k—1) Vs(ke-1)+4 (3.23)
Car3(k-1) Us(k—1)+5+ Us(k—1)+7) UB(k~1)-+6g+3 Vs(k—1)+5
C543(k—1) | Us(k—1)+6, Uslk—1)+69+25 Us(k—1)+69+4 Us(k—1)+6

Cag Vsg—1, P11g—9, Vi1g-5 Usg—1

Cag+j Vsg—1+7, Vitg—9—55; Ullg—5(j+1) Usg—143

ondek=1,2,...,g~-1ej=12,..,(g—2).

Seja I'iggs 0 grupo gerado pelo emparelhamento @19, do poligono Pia,6. A
partir da proposicao 3.2.1 concluimos que o ndmero de ciclos de vértices sdo 4g — 2
({129 —6)/3).

Corolario 3.2.2 Se a soma dos éngulos em cada ciclo € 2w, entdo I'og—s € grupo pro-
priamente descontinuo, isomorfo ao grupo fundamental m) (R,), e D?/T'155_¢ € difeo-

morfo a superficie de Riemann R,.

Demonstragao: Assumindo que a soma dos dngulos em cada ciclo é 27 e sendo as
arestas emparelhadas de mesmo comprimento conchiimos, pelo teorema de Poincaré,
que T'gy-6 ¢ discreto. Como I'1p5—g € PSL (2, R) temos um grupo propriamente de-

scontinuo®

. Além disto, pelo teorema de Poincaré, segue que o poligono é dominio
fundamental do grupo gerado pelas fungbes de emparelhamento, de modo que o quo-
ciente D?/ I'1p4-6 € difeomorfo a uma superficie de Riemann, Ry, compacta orientdvel
de género g e 71 (R,) é isomorfo a I'igy.6. M

Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido através da caracteristica
de Euler-Poincaré. Da proposicdo 3.2.1 temos que o niimero de ciclos de vértices sao
4g—2. Sendo 6g—3 o niimero de arestas identificadas, concluimos que o emparelhamento
®,9,-5 representa uma superficie de Riemann compacta orientédvel de género g pois a

caracteristica de Euler-Poincaré ¢ dada por

X (Pizg—s) = 1 = (69 — 3) + (4g — 2) = 2 — 2.

9Um subgrupo I' ¢ PSL; (R) é discreto se e somente se sua agio em H? for propriamente de-

scontinua [13, capitulo 5.
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Através da demonstragdo da proposicao 3.2.1, encontramos as relacdes entre os
elementos que representam o grupo I';5,6. Denotamos estas por ry e apresentamo-nas

na tabela dada a seguir:

Notacao Equagoes

r o' i =1d

2 Bl & a=1d
T34+3(k—1) 72 Yo v =1d (324
T443(k—1) Oty Brsr 78 = 1d
T543(k—1) Bt & ap =1d

T3g §7rE T =1d

ragrs | Egoy Eomgmr Gya =1d

ondek =12 ..,9—1ej=12 .., (g—2). Quando tivermos k = g— 1, o elemento
yg,, de Tagak-1) em (3.24) deverd ser substituido pelo elemento 4.

Desta maneira, temos
1—‘12g~6 = <ak’ﬁk’,}/;’,},?,§?’£?! 7’;,7"2,...,7‘49._2> onde k = 1727“',9 € .? = 1721"'19‘* L.

Diante dos resuitados acima, o préximo passo é demonstrar que o grupo 'z, ¢

pode ser determinado por somente 2g dentre os atuais geradores.

Teorema 3.2.3 Sejam oy, B, v5, 5, &5, & ed comk € {1,2,...,9} ej € {1,2,....,g — 1}

como descrito acima. Entdo, I'ag_g = (o, B k= 1,2, ..., g).

Demonstragio: E suficiente mostrarmos que {ey, Gi },.., geram os elementos ¢, 77, £2, £
edcomj€ {1,2,...,g— 1}. Iniciamos mostrando que os elementos a; e §; determinam

v e £€2. De fato, das equacgBes r; e r da tabela dada em (3.24) temos

of' B =1d = A= b (3.25)
B e op=1d = @ =a b (3.26)

A seguir mostramos que o3 e G» determinam 'yi’, fll’, ~5 e £5. Considere os elementos 74
e r5 da tabela dada em (3.24). Destes determinamos os elementos ! e £2 da seguinte

forma

ol =ld = =fla (3.27)

Gl ay=1d =2 &=35a" (3.28)
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Conhecidos v e 7¥ (veja (3.25) e (3.27)) e usando 3 da tabela dada em (3.24) , obtemos

o elemento 4,

a—

WomR=d = p=nA (3.29)
E de £f e €7 (veja (3.26) e (3.28)) e usando ry,_p da tabela dada em (3.24), obtemos

&5 da seguinte forma
Ga& = =  g=gg (3.30)

De modo andlogo ao feito para a, e 3, mostraremos que o3 e 8; determinam 3, £5, 4§
e £9. Considere os elementos r7 e rg da tabela dada em (3.24). Destes determinamos

os elementos v2 e €2 da seguinte forma
2 2 S

ozt B b =1d == V= Bt ag (3.31)
Bit@az=1d = &=pFo5" (3.32)

Conhecidos v e 5 (veja (3.29) e (3.31)) e usando r¢ da tabela dada em (3.24) , obtemos
o elemento 4,

%odw=ld = H=nn. (3.33)
E de ££ e & (veja (3.30) e (3.32)} e usando r4,_3 da tabela dada em (3.24) obtemos &2

da seguinte forma
66 =d =  g=6&. (3:34)

Procedendo de maneira andloga aos desenvolvimentos feitos para {as, 82} ¢ {as, f3},
temos que os elementos {am+1,ﬁm+1}if3 determinam os elementos 2, &, v2.; e
§51- Paraisto, considere os elementos 7443(m—1) € Ts+3(m—1) da tabela dada em (3.24).

Destes determinamos os elementos 72, e £, da seguinte forma

ali B =1d = L =8k tmn (3.35)

B & omp=1d = & =fnnal, (3.36)

De 2, conhecido anteriormente, e de 4%, apresentado em (3.35), usamos T343(m—1y da
tabela dada em (3.24) para obtermos o elemento v%,.1,

1

—1 -
Y e e =1d == AL = (3.37)

Do conhecido valor de &2 e de £, obtido em (3.36), usando r4g—(m+1; da tabela dada

em (3.24), obtemos £7 _, da seguinte forma

grae e =1d = e = e (3.38)
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. -1

Observamos que até o presente momento enconiramos os elementos {fyf,f? j=1 e
3 ~ .

{7.?’5?}?:1' Resta-nos obter os elementos vj_,,£2_, e §. Estes sdo obtidos de o, e

B, considerando as equagdes Tirag-2) © Tsis(g—2) (fazendo k = g — 1 em 744301y €

rs+3(e—1)) da tabela em (3.24) obtemos

o By =l = =8 (3.39)
Bl & ag=1d = & =080, (3.40)

De v2_, e £&_, obtidos em (3.39) e (3.40), usando r3, encontramos o 1timo elemento
g,
Jreeli=1d = =60
=

A partir deste ponto estaremos considerando I'y5,_¢ agindo em H? e abusaremos da
notagido mantendo a mesma notagao para I'jg,g.

Pretendemos projetar o ponto [Ry,T'g-6] € 7; com Ry = H?/T'15, 4, em R%°
utilizando um sistema de coordenadas tal como feito na se¢éo 1.2.3 para os casos onde
os grupos &, estavam ligados a poligonos com 4g arestas. Desta maneira estaremos
estabelecendo um sistema de coordenadas semelhante as utilizadas por Fricke para
grupos com 2g geradores. Antes de prosseguirmos, observe que neste caso temos uma
projecio’® em R'¥¥9-° No teorema 3.2.3 conseguimos reduzir o nimero de geradores
de I'g4-6 para 2g geradores, {ay, B¢}y, - Assim, temos uma projegéo destes em RS9,
Nosso objetivo é projetarmos este em R59-5,

Analogamente ao feito por Fricke em Fyy. 5, para eliminarmos a ambiguidade exis-
tente, impomos as condicdes de normalizacao:

() B, tem seus pontos fixados repulsor e atrator em 0 e oo.

(i) o, tem seu ponto fixado atrator em 1.

Do teorema 3.2.3 temos que I'j5,6 é gerado somente por {oy, ﬁj}gzi. Assim da
proposicgo 1.2.8, o sistema de geradores {¢;, 5; }?zl de um modelo fuchsiano normali-

zado I'1a4-6 para um ponto [R,,I'199_¢] em 7, € escrito unicamente na forma

a;2 +b;
YTy a3 05,65 € R, ¢; >0, a;d;—bje; =1,
! 7
a;z + b
Yy 7 I / ,l‘ 7 [. l. ,v . I. 7 —
T dz+d) a6 €R, >0, aydy -y =1,

YA projecio em R1%979 esta ligada ao fato que temos 6g — 3 funcdes de emparelhamento onde cada
fungfo depende somente de trés incdgnitas, pois os determinantes das matrizes que representam as

isometrias nos fornecem uma das quatro inedgnitas em funcio das outras.
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para cada j =1,2,...,g — 1.

Definimos as coordenadas Fricke Fyy,_4 por;

Flzg_ﬁ : (2; - RﬁgMS
Ry, Thgg—6] — (a1, b1, 1,00, 80,6, o0y g1, b1, Coo1, 0, 10 Cpy) '
Pela proposigéo 1.2.7 e do teorema® 10.5.1 em {4] temos que a funcdo Figy—g estd
bem definida. A imagem Fiog..6 = Fi9g.6 (7,) serd chamada de Espago Fricke Frqy ¢
de uma superficie de Riemann de género g.
Antes de demonstrarmos que Fig,_¢ € quase-sempre injetora, apresentaremos um

lema que serd utilizado na demonstragao.

a
1 e

Lema 3.2.4 Os elementos {a,,, ﬁm} , determinam os elementos 'yg 2, 5;’%2, A

Yo1- EM particular,

g-1 g-1

-1 -1 -1

ﬂf;——l = | I oy ﬁz € (53—1) = l lﬁg—iag-—z
i=1 ga=]1

Demonstracdao: De fato, temos que os elementos ¢, e 3; determinam os elementos
¢ e £ (veja (3.25) e (3.26) na demonstragdo do teorema, 3.2.3). Usaremos indugéo

sobre m para provar que os elementos {m, Om}0_, determinam os elementos 75 _,,

m 1» ’Ym € ga
Para m = 2 temos da demonstracao do teorema 3.2.3 (veja (3.27),(3.28),(3.29) e

(3.30)) que a3 e B, determinam %, £8, 7% e £2.

'm—2

Por hipétese de inducao, temos que g2 € 42 determinam os elementos fygﬁg,

59#3, Y2 € &2 Devemos provar que o, € 3,1 determinam os elementos ’\/g_,g, 5;’_2,
’Yg-ﬂl € gg-—l'
Para isto, considere os elementos ryi3(g-3) € Ts43(g—3) da tabela dada em (3.24).
Destes determinamos os elementos 7} _, e £0_, da seguinte forma
oty Bo 'Tgb-—z =1Id = ’7’;—2 = ﬁg_—ll Qg1 (3.41)
!89_31 52-—2 Qgot = Id = 63—2 = )Bg—l ag—fl- (342)
Da hipotése de indugdo temos v;_, & do conhecido 'yg_? apresentado em (3.41), usando

T3+3(5—3) da tabela dada em (3.24) obtemos o elemento §_;, da seguinte forma

-l e 1
73_2 ’}’;m_l '73_2 =1d = 7;‘,_; = ’Y;~2 ’}’g_g-

1 Este afirma que o nimero de arestas N de um polfgono P, associado a um grupo I' finitamente
gerado do primeiro tipo de assinatura (g : 0), estd entre 4g e 12g—6 arestas, ou seja, 49 < N < 12g-6.
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Da hipétese de indugio temos £2_, e de £8_, obtido em (3.42), usando r3,41 da tabela

dada em (3.24) obtemos £;_; da seguinte forma
a b a~! Id a _ ea 51
g3 Sg—2 ggw2 = == gg—l - gg«»n? 6g—2‘

As expressoes para Vg1 € (ﬁgﬁl)_l apresentadas no lema, sfo obtidas diretamente

da substituicao dos elementos em funcdo dos o; ¢ 3;. ®

Teorema 3.2.5 Seja Figg6 : T, — R%® definida como acima. Entdo Fig ¢ €

injetora para quase todo ponto em T,

Demonstragao: Mostraremos que cada ponto p, € Fiz4-¢ determina um sistema de

geradores
{%:ﬁkﬁ)’?a’)’f:fﬁ:ﬁ?%k =12, s g e J =1,2, e g :E}

do emparelhamento ®1354. que gera um grupo fuchsiano I'ig,_¢ normalizado.

Portanto, dado p; € F1a4.6, segue
pg = (a1, b1, ¢1,01, 85, ¢, oy ag1, bgy, gy, Ay, U 4 ¢ )
donde derivamos os valores das isometrias
a;,B;, j=12,.,9-L

Diante do teorema 3.2.3, devemos demonstrar que a partir de {ag, ,Gk}iﬁ podemos

obter os elementos oy e f,. Como ay e 3, satisfazem as condigbes de normalizacéo,

o= | % by 6, = VA 0
¢y g 0 =

A>1 : g +by =cg+dy 7 agdy— by, = 1.

temos

Pela demonstragio do teorema 3.2.3, temos que os elementos {ox, Ok }i;i determinam os
g-1 g—2 -
elementos {+7, £2 N {";’_?, & }sz‘ Tomando k = g—1 nas equagdes T34 3(e—1), T4+3(k~1)

e rs+ak—1) (em (3.24)) obtemos as seguintes equacgdes equivalentes
Sy vy =1d (3.43)

Yo ot By =1d (3.44)
&y ag B0 =1d. (3.45)
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E de 73, temos a equagdo equivalente

&, =1d (3.46)

Isolando d em (3.46) e substituindo em (3.43) obtemos

-1 a~1 -1 -1
53_1 §o—1 "fgq Yo =1d = 3_1 -1 = Vg1 ’ygb__;. (3.47)

Do lema 3.2.4, temos os elementos 5;:; e '}f;:; determinados pelos elementos { oy, ﬁk}i;}

el a b e _ Jg
§g—-1 ( c d ) H ’Yg—l ( C‘i") s

onde a,b,¢,d, a, E, c, e d € R com ad — be = 1, 3d ~ b¢ = 1. Observamos que somente

que denotaremos por

o] 2

as matrizes £, e 'yg:ll em (3.47) sfo desconhecidas.
Note que de (3.44) obtemos a matriz de o, em fungio das matrizes de §, e 'yg_l,
ou seja,
Gg = 59’72—1-

Substituindo ¢, em (3.45) temos
B B =l = LBy =0 (3.48)

Neste ponto, observamos que a determinacdo de «, resume-se em obter as matrizes §,

e 73-1- Para isto, usaremos as equagtes (3.47) e (3.48). Desta forma, suponha que

o Y p1 Ty Za
53_1 = b 79—1 == b
Ys W4 Iy 24

onde y1, Y, Ys, Y5, T1, T2, Z3 € 24 € R . Devemos encontrar os valores de y; e z;, sabendo

que

Yils — Yo¥s = 1, (3.49)

LTy — TaZly = 1. (350)

De (3.48) segue
\/Xyzwﬁ$1=0 h =2

Yo — Azg =0 . Yo = AZg

1
A

. (3.51)
Ayz—x3 =10 Y3 = TT3

%Q"i_v‘lf—x%:o Yyq = Ty
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Usando (3.51) em {3.47), temos

( (a—3) z1 + cAzs — bz =0

b$1+(Ad—a)I2—E$4=0
NE£E1+(“§“‘C§>CE3+CCC4=D |
w&'xg%—%zg—i—(dwg)xé:()

(3.52)

Y

Das equagdes (3.50) e (3.52) procuramos os elementos ¥y, Z, 23,24 € A. A matriz

correspondente ao sistema em (3.52) é dada por,

(a —a) cA —b 0

b (A -3) ~b

0
—c 0 (g-w&-) ¢ )
0 -z A; (d——&f)

Mediante simplificagdes, o determinante da matriz do sistema é dado por

%((a—aw (a-d)2)".

Analogamente ao feito na secdo anterior, podemos assumir que (d~— J) # { para
quase todo ponto em R®~%  Disto, podemos considerar A = ((Z—:%, de modo que
o determinante da matriz associada a (3.52) é nulo e portanto temos que o sistema

(3.52) tem solugdo ndo trivial. =

3.2.1 O poligono fundamental Py, ¢

Consideramos um grupo fuchsiano I'y isomorfo ao grupo fundamental de m; (R,) de
uma superficie de Riemann fechada H,, compacta orientdvel de género g. E fato co-
nhecido que um dominio de Voronoi-Dirichlet genérico de I'195—¢ € um poligono convexo
com 12g ~ 6 arestas (teorema 10.5.1 em [4]) e os 69— 3 emparelhamentos destas arestas
fornecem um sistema de geradores para I'154_. Na seco anterior, este sistema de gera-
dores contém enormes redundéncias, sendo na realidade gerado por 2¢ destas fungdes
de emparelhamento {as, 3i, ..., &g, B,} (teorema 3.2.3). Mais ainda, considerando as
condigbes de normalizacao usuals, na realidade as isometrias o, e 3, quase sempre
podem ser determinadas a partir das anteriores, obtendo assim um novo sistema de
coordenadas para os espacos de teichmiiller, que denominamos de coordenadas Fricke
do tipo 12¢ — 6.
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Nesta secdo faremos o caminho inverso e, a partir das coordenadas Fricke do tipo
12g — 6 construiremos o dominio de Voronoi-Dirichlet correspondente, ou seja, obtere-
mos uma parametrizaco do espaco de teichmiller. Conforme vimos acima, podemos
(quase sempre) obter as 6g — 3 fungdes de emparelhamento a partir das coordenadas
Fricke, de modo que o problema se reduz a determinarmos os vértices do poligono a

partir das isometrias de emparelhamento.

Assim, considere o conjunto {vy, vs, ..., V12g—6} de vértices do poligono Pigy_¢. Pre-
tendemos reconstruir estes vértices em funcdo dos 4g — 2 ciclos de vértices. Sabemos

que os ciclos de vértices sao dados por

Notacéao Ciclos
C1 U1, U3, Ugg—1
Ca U2, Ugg—2: Ugg

C3+3(k—1) Us(k—1)+4» Us{k—1)+8: Vizg—6—(k—1)

Ca+3(k—1) Vs (k- 1345, Vs(kw1)+Ts US(k—1)+6g+3

C543(k—1) | Us(k—1)465 Vs(k~1)4+6g+2+ US(k~1)-+Bg-+4

C3g—1+k Usg—2+k, Vi1g—d~5k; Vilg—5k

onde £ = 1,2,...,9 — 1. Supondo que um ciclo ¢ tem um conjunto de vértices
{¥m, V1, Un}, definimos ¢ [1] = vm, ¢ [2] = v e ¢ [3] = v,. Com estas notagdes, os
vértices do poligono, apresentados no sentido anti-hordrio iniciando em vy, sdo dados

por

1}1361[1], ’U2=Cg[1], ’Ugmcl[Z]

Vaps(k—1) = Cazak—1) |1

Us45(k-1) = Caa3(k—1) |1

]
]
]
V745(k—1) = Cata(k—1) 12]
]

[
[
§ UVs45(k—1) = Cs+3(k—1) |1
[
[

Ug45(k—1) = C3+3(k—1) (2

onde k= 1,2,...,9 — 1. Os préximos vértices sao

Usg—24k = Cag14k (1, k=12,..,9~1L



68 Capitulo 3. Espagos Fricke - Variacdes e Parametrizages

Conforme desenvolvido anteriormente, temos

Ugg—2 = €2 (2], Vgg—1 = €1 [3], vsg = 2 (3]
4
Vsg+1+5(k—1) = Cage2 (k1) [2]

Vgg-+2+5(k—1) = C5+3(k—1) |2]
Veg+3+5(k—1) = C443(k—1) [3)]

Ubg+a+5(k—1) = C543(k—1) |3

Ubgep5+5(k—1) = Cag—2—(k—1) [3]

onde £ =1,2,..., g~ 1. Encerramos com os vértices

Vi1g—s+k = Cag--3k [3} 1 k= 17 2; e g L

Na tabela apresentada em (3.23), fornecemos um representante para cada classe
de ciclos. A seguir apresentamos a descricio dos outros vértices em funcio destes

representantes. Das relagbes apresentadas em (3.24) encontramos a seguinte tabela

Notagéo Ciclos

€1 {Uza’}’?_l (v1), ﬁl’Yf_l ('Ul)}

Ca {Uz?al (v2) :5?401 ('02)}
C3430c-1) {Vat5k-1), 78 (vars(re-1)) » Vo412 7E (Vassge—1)) } (3.53)
Ca43(k—1) {Us1506-1), 72 (Vsas0e-1)) » Be17E (Vsrs(e-1)) }
€543(k~1) {7-’6+5(k——§}1 o1 (Vor50k-1)) » ER0nr1 (Versge—1)) }

o {1, €573 (05 1) €0, €073 (vsg-n) |

Cags {'Usgmwj, €1 (Usgm1ag) €0 1895y (Usg—1+j)}

onde k=1,2,..,g—1ej=1,2 .92

Através da escolha dos vértices representantes dos ciclos montaremos o poligono
fundamental e para tal associaremos esta escolha com os pontos de intersegbes dos

eixos’. Desta forma, apresentamos na ordem (anti-hordria) em que aparecem um

12 A geodésica ligando os pontos fixos p; e pp de uma isometria v é chamada de eixo de v. Denotamos
esta por Eixo(y).
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grupo de candidatos:

4

Eixo (7%) N Eixo (a1), Exo (v}) N Eixo (51)

{ Eixo (7}) N Eixo (aj41)

7=12,.,9—-1
Eixo (42) N Eixo (841)

Eixo (£§) N Eixo (a1}, Eixo (£3) N Eixo (5;) (8:54)
{ Eixo (&%) N Eixo (ajH) i=L2 . g—1
| Eixo (€2) N Eixo (5;+1)
Portanto, associaremos os vértices
U1, Us(k-1)4T) Vsg—14js Ueg~2: Us(k—1)+6g+4: Vllg—5; Vidg—6—(k=1}s (3.55)

k=12 ..,9—1lej=12,.,9—2 com4g — 2 dentre os pontos encontrados em
(3.54). Porém, em (3.54) temos 4g pontos e como estamos interessados somente em

4g — 2 destes, descartaremos os dois pontos
Eixo (&) N Eixo (o), Eixo (&7) NEixo (51) .
Logo, temos condicbes de enunciar a seguinte conjectura:

Conjectura 3.2.6 Seja ['194..6 um grupo finitamente gerado do primeiro tipo com assi-

natura (g : 0). Entdo, para alguma sequéncia de geradores

{ak,ﬁk77?77?,§;,€?;k = 1127“-79 ej: 1;2,---,_9 - 1}

de T1og—6 satisfazendo (3.24) temos que os eizos destes elementos interceptam-se con-
forme descrito em (3.54) e que estes elementos determinam um poligono fundamental

para 'ag.q cujos vértices sdo

v =c1{l], va = (1], =012
V4t 5(k—1) = C3-43(k~1) [1}
]

Vst+5(k—1) = Cata(k—1) [}
3 Vs 45(k~1) = Co+3(k—1) |

1]
VT45(k—1) * C4+3(k—1) 2]

Vg i5(k—1) = C343(k—1) [2]

- r
Vsg—z+k = Cag—i+k [1}
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Vgg—2 = €2 2], eg—1 = €1 [3], vgy = ¢ [3]

Ugg+145(k~1) ™ Cqg—a—(k—1) [2]
Veg+2+5k—1) = C54+3(k—1) {2]
{ Veg+3+a(k—1) = C4+a(k—1) (3]

Vgg+4-+5(k—1) ™ C543(k—1) [3]

Vag+5+50k—1) == C4g—2—(k—1) [3]

Vi1g-5+k = C3g—3k (3] »
ondek=1,2,...,9g~ 1.
Observacgao 3.2.7 Apesar de ndo termos provado esta conjectura, acreditamos que a
solucdo desta estd ligada ao fato de encontrarmos 4g — 2 intersegdes entre 0s eizos
das isometrias de I'iog-6- E necessdrio verificar se o grupo de candidatos que estamos

sugerindo em 8.54 interceptam-se. A partir dat, basta seguirmos o raciocinio de Linda

Keen.

Note que os vértices do poligono apresentado acima dependem somente das isome-
trias geradoras de I'jo5—6. Assim, exibimos a seguir uma construgéo destas isometrias

para um poligono regular Py, s.

Exemplo 3.2.8 Seja Piog_g um poligono regular com 12g — 6 arestas ne disco de
poincaré I* e baricentro na origem 0 € D2, Designamos seus vértices no sentido
anti-hordrio por 2y, 2a, ..., Z120—6 € Suas arestas, também no sentido anti-hordrio, por

T1,72y «vvy Ti2g-6-

Sabemos que o emparelhamento ®19,_¢ de Piag_e € igual ao conjunto

{ak,ﬁk:'y?:’y’?agfv _?7]6: 1!27-'-19 €j = 132719*1}

Para expressarmos os elementos de ®1q,_¢ € suficiente conhecer uma das fungdes, di-
gamos a;, pois utilizando transformacdes elipticas conseguimos todas as outras a partir

oy Admitindo ser conhecida a matriz de oy temos:

By = praqprt
Qkt1 = Psk-101P55_1s Brs1 = PskC1Pa;
Vi = Pog—a- (k=) PG (k1) Tk = Pors(k-1)OT Pog—6-5(k-1)
§ = Psg_3011 053

& = Pﬁg—:;——(k—l}aflpﬁg,{k%l): &= pBg+3+5(k-1)az_lp;;l.5(k_1)
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onde k € {1,2,...,9 1} e pr = T
A isometria hiperbdlica oy que emparelha 0s pares {71, 7eg—2} € representada pela

matriz

{6g—2)m

- z—
(cos 53 -+ 1) \/2 COS 7l Sg 5 (cos 553 =+ 1)25 125-6

L (Bg—2)T
o e T e
\/9 CO8 —— 6g 3 (cos s 4 1) i@ 1ig—6 (cos 53 o 1)
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Legenda:

S R 3+
o &

- '7}2, 34
T Qg Br

Figura 3.2: Ilustragdo do emparelhamento 12g-6 para ¢ =6



Capitulo 4

Circulo Maximo Inscrito e Circulo

Minimo Circunscrito

Neste capitulo apresentamos a construgao de trés algoritmos. Na sec¢do 4.1 estendemos
para os planos hiperbdlico e esférico o método euclidiano para encontrar o circulo
maximo contido num poligono feito por Karkazis e Karagiorgis em [24]. Em seguida,
na secdo 4.1.2, exibimos o método que geramos para fazer a determinacao de um circulo
méximo contido (inscrito - CMI) num poligono. Este é valido para qualquer uma das
trés geometrias planas de curvatura constante. O terceiro é um algoritmo discreto para
determinagéo do circulo minimo contendo o poligono conforme pode ser visto na segéo
4.2. Estes dois ultimos foram implementados no software Mathematica para os planos
euclidiano e hiperbélico (veja apéndice - pagina 97).

Estes problemas surgiram do desejo de avaliar a densidade de empacotamento de es-
feras. Da busca pelo circulo méximo contido num poligono também tivemos inspiragéo
para elaborar um método para encontrar o menor circulo que contém o poligono. Este
estd ligado ao problema de cobertura por esferas o qual também temos interesse.

Salientamos que o propdsito de encontrar o CMI di continuidade ao algoritmo
estabelecido no capitulo 3. A determinacéo do circulo inscrito de raio maximo € um
problema menos simples do que aparenta. Um método para solucionar o problema, foi
encontrado no plano euclidiano em 1986 por Karkazis e Karagiorgis [24]. Este método
tem procedimento continuo!. O resultado apresentado por Karkazis e Karagiorgis para

a determinacdo do CMI de um poligono, convexo ou nio, contido no plano euclidiano

! Denominamos um método com procedimento continuo por um método continuo, no sentido de

envolver uma parametrizacio de uma curva continua e considerar as singularidades desta.
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é simples porém engenhoso. A principal idéia no desenvolvimento é o resultado que
diz: "a trajetoria determinada pelos centros de todos os circulos inscritos num poligono
constitui uma drvore cujos vértices sdo os candidatos ao circulo mdzimo tnscrito neste
poligono”. Além disto, eles observaram que no caso euclidiano existe pelo menos um
CMI com trés pontos de tangéncia em comum com o bordo do poligono. Ainda, existem
casos em que temos mais que um CMI com trés pontos de tangéncia.

Para encontrar o CMI de um dado poligono convexo hiperbdlico, P,, usamos as
idéias adotadas em [24] e estendemos o método para um poligono geodésico em uma
superficie de curvatura constante E, isto é, para as geometrias bi-dimensionais nao-
euclidianas. Deste trabalho, fizemos os algoritmos (segdes 4.1.2 e 4.2) que fol imple-
mentado no Mathematica {Apéndice}.

Lembramos que os poligonos F, correspondem a um toro de género g no espago
de teichmiiller®, 7,. O espa¢o de recobrimento riemanniano de um g — toro T é o
plano hiperbdlico, no qual o grupo fundamental de T, age como transformacoes de
recobrimento que sdo isometrias do plano. Seu dominio de Voronoi-Dirichlet é um
poligono com 4g arestas, identificadas através de um conjunto de geradores de 71 (Tg)-
Considerando a representag¢do matricial destas transformacdes em SL (2, R), e algumas
condigdes de uniformizacgdo, associamos a cada g-toro um ponto de R®~° (coordenadas
Fricke do espago de teichmuller), cuja imagem é um dominio aberto e convexo de R%9-6.

O principal objetivo alcancado nesta etapa é a determinacio da densidade de em-
pacotamento associada a cada um desses g — toros. Sabemos que, conhecendo um
dominio de Voronoi-Dirichlet, a densidade é definida como o guociente da area do
circulo inscrito pela drea do dominio. Como a area do dominio é conhecida e a area do
circulo inscrito é uma funcdo de seu raio, o principal problema é a determinacao deste.
Aqui, faremos a explicitacio das definigdes em um contexto um tanto mais amplo e,
para tanto, denotaremos por E o plano euclidiano, hiperbdlico ou esférico e por d a

distancia correspondente.

Definicao 4.0.9 Dado um poligono P C E , dizemos que um circulo C C P é um
circulo inscrito se for mazimal com esta propriedade, ou seja, se C' é um circulo
tal que C G C', entdo C' € P. Ainda, C serd dito um eirculo mdzimo inscrito

(CMI) se este tiver raio mdzrimo dentre os raios dos circulos inscritos em P.

Portanto, iniciamos apresentando um método para encontrar o CML

2Estamos interessados somente nos casos onde g = 2. Nesta situagdo temos que 7 corresponde ao
espago Fricke Fug.
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4.1 Determinancao do Circulo Maximo Inscrito

Consideramos um poligono P (convexo ou ndo) contido em E, representando uma das
duas geometrias de curvatura constante ndo-euclidianas. O conjunto das arestas de P
é dado por A = {71,...,7} e o conjunto de vértices de P por V = {vy,...,vn}, onde
cada aresta 7; é determinada pelo segmento geodésico ligando os vértices vj e vy (7
é tomado mod n). Denotaremos por C' = C'(c,r) o circulo com centro ¢ e raio r e por
dF o bordo do poligono P.

Dados dois pontos p, g € E denotaremos o segmento geodésico entre p e g por 7g.
A semi-geodésica iniciada em p e passado por g serd denotada por pg. Denotamos
por d(p,g) a distancia entre p e g. Destacamos que as ilustragbes estdo no modelo
hiperbélico do disco de poincaré D?, embora todas as definicdes e demonstracdes te-
nham validade também em §? e R”.

A nocédo mals importante para o desenvolvimento desta parte € a idéia de circulo

rolante (abreviado por CR).

Definigdo 4.1.1 Considere uma parametrizagdo P : [0,1) — JP, denotando P (t) =
pt, tsto €, uma fungdo continua e bijetora. Para cada ponto p, € 0P, associamos um
circulo Cy, que € o maior circulo inscrito em P tangente a p;. C, serd chamado de
circulo rolante (CR) e p; de ponto base de tangéncia (PBT) (vejo figura 4.1,

(a) e (b)). Denotaremos por ¢, o centro de Cy e por ry seu raio.

Percorreremos todo o 0P iniciando no vértice vy, seguindo no sentido anti-hordrio
até retornarmos ao vértice v;. O ponto base de tangéncia, p;, é movido de maneira
continua; isso determina que os centros dos circulos rolantes (CR), C;, determinam
segmentos geodésicos continuos por todos os pontos em que os maiores circulos inscritos
sdo centrados (veja figura 4.1 (a)).

O método que propomos segue a idéia desenvolvida em [24] para o plano euclidi-
ano. Este consiste em limitar apropriadamente o movimento de PBT em 8P e com
isto decompormos a trajetdria do centro CR em simples pedacos que sdo segmentos
geodésicos ou parte de parabolas®, o que nos permite ter a estrutura de um grafo (veja
figura 4.1 (a)).

Seja p a posigao de PBT, em seu movimento anti-horério, e C {¢,r) o associado CR.
Segundo o Lema 4.1.10 (apresentado na Secédo 4.1.2), o circulo C é tangente em 3P

nao somente em p, mas em pelo menos algum outro ponto distinto. Seja ¢ este ponto

3Entedemos por uma pardbolo em E ao lugar geométrico entre um ponto e uma geodésica de E.
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Figura 4.1: Exemplo de: (a) um CR e sua arvore dos centros e {b) Trajetoria do CR

mais préoximo de p, na direcgo anti-horéria sobre o bordo de €. Chamaremos este de
ponto piloto de tangéngia, abreviadamente PPT. Note que a dire¢do do movimento
de PPT é hordrio sobre 9P, assim como o PBT move-se no sentido anti-horério sobre
OF. Estes pontos PPT ¢ PBT encontram-se sobre os vértices convexos do poligono
(veja figura 4.2).

CR frente

Figura 4.2: PBT e PPT convergindo para um vértice convexo - E o CR frente

Introduziremos mais dois importantes conceitos que chamaremos de ”"base” e "piloto™.

Definigao 4.1.2 Chamamos de "base” a aresta do poligono que contém o ponto PBT.
Note que, quando o PBT é um vértice ndo convezo, a base serd o propric PBT.
Chamamos de "piloto” a aresta do poligono que contém o ponto PPT. Assim como na
base, quando PPT é um vértice ndo convexo temos que o piloto e o PPT coincidem.

Seguindo este raciocinio, chamamos de "CR frente” (veja figura {.2) ao segmento do
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cireulo CR iniciado no PBT, no sentido do movimento do PBT, e findando no PPT.
Note que incluimos a CR frente os pontos PBT e PPT.

Definiremos a seguir o que chamamos de elemento tangencial.

Definicao 4.1.3 O elemento tangencial consiste de um vértice sobre o bordo do

circulo CR ou de wma aresta do poligono P que seja tangente a CR.

Note que é possivel termos uma aresta e um de seus vértices, sendo simultanea-
mente, elementos tangentes (isto ocorre quando o CR é tangente & aresta em um de
seus vértices). Quando um terceiro elemento, ac lado dos atuais base e piloto, colide
com o CR frente, a trajetéria do centro de CR é alterada. Por isso, tais elementos serao
chamados de barreiras (veja figura 4.6 na pdgina 79). Chamamos de ponto critico
ao ponto sobre a trajetéria dos centros CR’s em que ocorre a mudanga de trajetéria (ou
de parametro). Especificamos ainda que em um ponto critico o tipo de trajetéria pode
permanecer inalterado considerando que seus pardmetros mudam {mudando somente
a inclinagdo da geodésica), ou caso contrdrio, podemos ter que o tipo de trajetoria é

mudado (passando de geodésica para pardbola e vice-versa) (veja figura 4.3).

geodésicas

Figura 4.3: Exemplo dos pontos criticos

O tipo e os pardmetros da trajetéria, entre dois pontos criticos (ou entre a velha
posi¢ao do centro, em C, e a nova posi¢ao, no momento de colisdo do CR frente com a
barreira) é determinado pela base e pelo piloto. Veja figura 4.4 para as relagdes entre
os elementos base e piloto.

Por outro lado, os pontos criticos da trajetéria sao determinados pelo tipo e pela
posicdo da barreira que pode ser um vértice ou um ponto interior de uma aresta.
Procuramos determinar os pontos criticos de uma trajetéria, relacionando com os dois

elementos anteriores (base e piloto) as barreiras.
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base (diretriz) (diretriz)

(a) (6) (&)

Figura 4.4: {a} A base e o piloto sio arestas; (b) A base é uma aresta e o piloto um

vértice ndo-convexo; (c) Base e pilotos sdo vértices ndo convexos

Os tipos de trajetérias dependem somente dos elementos de base e piloto. Um
terceiro elemento em 9P, sobre o caminho que liga PBT a PPT (sentido anti-hordrio),
representa uma barreira candidata para CR que na auséncia de outras barreiras
forcaria a trajetéria do centro a ser alterada em um ponto que chamamos ponto
critico candidato. Se ¢, é o atual ponto critico sobre a trajetéria, entao a barreira
candidata que é associada com o ponto critico candidato mais préximo para ¢, {ao
longo da trajetéria) é a barreira que atualmente forga a trajetdria a mudar de diregao.

Esta barreira serd chamada de barreira atual (veja figura 4.5).

Depois da colisdao do CR frente com a barreira atual, devemos automaticamente
trocar o piloto e manter este lugar até a nova barreira encontrada. O papel da barreira
atual, assim como o novo piloto, é dar uma dica de como localizar os pontos criticos

sobre a trajetéria do centro CR.

Suponhamos que a trajetoria atual do centro CR, i.e., a trajetéria correspondente
aos atuais base e piloto, foi encontrada. Desse modo, para cada barreira candidata,
observamos que uma nova trajetéria é obtida por repetitivas aplicagoes do método
acima. A interseccdo da trajetoria corrente com cada nova trajetoria (correspondente
a alguma barreira candidata) é wm ponto critico candidato (¢;), cuja distdncia ao
logo da trajetdria corrente do tltimo ponto critico pode ser claramente comparada com
a distdncia dos restantes. Entao, a posicdo do ponto critico candidato mais préximo -
que serd o préximo ponto critico - é um processo simples {basta intersectar todos os
bissetores da base com as barreiras candidatas correspondentes, com o atual bissetor

dado pela base e pelo piloto e tomar o mais préximo do atual ponto critico).
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piloto( foco)

V3

base{diretriz)

Figura 4.5: Como encontrar os pontos criticos ¢,

Observamos que temos que calcular os pontos criticos candidatos correspondente a
barreira candidata associada, abreviadamente BCA. Nés desconsideramos todos
elementos (exceto a base, o piloto e BCA), partindo da base e piloto para ajustar o
caminho iniciando da atual posigio de CR, C, (¢, ) circulo atual, e somente BCA

para limitd-los {veja figura 4.6).

C; frente
C, frente

»

?harreira candidata

Area ativa Ag

Figura 4.6: A érea ativa A,

O CR, no momento da coliso com o BCA, define um circulo limitante denotado
por Cy{¢;, 7). Outrossim, a parte da circunferéncia de C; que liga a direita do PBT
& esquerda do PPT, é chamada de C; frente e de modo andlogo temos C, frente. A
drea confinada entre C, frente e (] frente é chamada de drea ativa e denominada por
A,

A drea ativa A, serd utilizada para localizar a barreira atual (dentre todas as
candidatas). Para isto, interativamente reduzimos A,, em cada momento utilizando a
BCA, como a primeira barreira candidata encontrando a drea interna A,. O esquema

termina quando todas as barreiras candidatas forem verificadas. Lembramos que para
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as barreiras candidatas sdo considerados todos os elementos (arestas e vértices de 9P)

que estao a direita da base e & esquerda do piloto.

4.1.1 Algoritmo de Karkazis e Karagiorgis

Lembramos que os conjuntos dos vértices e arestas do poligono séo dados por V =
{vi,v9, ..., v} € A= {71, 72, ..., 7}, considerando 7; ligando v; a v41.

As arestas e os vértices podem agir como bases e pilotos, na formacéo da trajetdria
do centro do CR e por este motivo ndo os trataremos de forma diferente no algoritmo.
Introduzimos a nogéo de elemento do poligono (sendo a aresta ou o vértice, conforme a
posicao dos PBT e PPT, ao longo do perimetro do poligono) segundo a atual indicacio

da base e piloto. Definiremos o conjunto ordenado

E = {81 (‘—‘: 'Ul) s €2 (: 11"1) y ooy €201 (m vn) 1 €on (= Tn)}

e a subsequente ordenacao e; < e; diz que o elemento e; estd mais a direita de ¢, ao
longo do perimetro do poligono®.

O algoritmo tem a vantagem da trajetéria dos centros dos CR ter uma estrutura
de drvore (teorema 4.1.12). Assim, procedemos {atualmente pulando) de um ponto
critico desta trajetéria ao préximo, e verificando em cada momento se 0 novo ponto
critico é um nd, isto é, se é uma jun¢io onde dois ou mais ramos (e subsequente
subdrvore) sdo emanados desta. Note que isto acontece quando o ntmero de pontos
de tangéncia sobre o CR frente {que é tangente a0 perimetro do poligono) é mais que
dois, ou equivalentemente, quando o CR frente colide com uma ou mais barreiras, nio
adjacentes aos atuais base e piloto. Também, note que v; é considerado como um né
raiz da arvore e na trajetoria do centro do CR. Usamos né — pai e né — filho para
descrever a relagdo entre dois sucessivos nos.

Com relagio ao conjunto £ dos elementos tangenciais (tangentes ao CR frente),
cada dois elementos sucessivos em £ define uma regiao principal para alguma parte do
poligono, onde uma sub-drvore da trajetéria do centro do CR é separada.

A exploragdo de sub-drvores emanadas de uma particular juncio (né n,) deve con-
tinuar até todas as respectivas regides serem exploradas. Ent&o, um préximo nd, o
1, — pai deve ser considerado (novo n, = n, — pai). A exploragio continua de uma

antiga posicdo com as restantes regides e subsequentes sub-drvores que ndo tenham até

*Queremos dizer que e; estd antes de e; considerando que o leitor estd caminhando no sentido

anti-hordric sobre o perimetro do poligono tendo iniciado e findado sua caminhada em v;.
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o momento sido exploradas (correspondendo para as barreiras que sdo ainda ”ativas” ).
Além do mais, quando o ponto critico T, coincide com um vértice convexo (atinge um
ndé final da drvore), o algoritmo representa uma inflecgio neste ponto, isto é, envia 7,
de volta para a posigao do nd precedente, ¢ o caminho principal deste né para o nd
final é considerado como explorado, e a associada regido é tomada como sendo inativa.

Finalmente, em relacdo ao processo de atualizacdo do circulo méximo atual, lem-
bramos que todo CMI tem trés ou mais pontos de tangéncia (veja teorema 4.1.5). Esta
condicio pode ser satisfeita somente nos nés da trajetéria do centro do CR (pois um
ponto critico, que ndo é um nd, corresponde a uma fase do procedimento de rolar,
onde existem exatamente dois pontos de tangéncia). Isto sugere que o processo de
atualizagdo deve ser aplicado somente nos nés de trajetéria da drvore.

A seguir apresentaremos os passos do algoritmo néo-convexo:

Passo 1) "Iniciando o algoritmo”
A == {71, 72, ..., Tn} : 0 conjunto das arestas de um poligono
V = {vy,v2,..., 0} : 0 conjunto dos vértices de um poligono
E = {ey,€2,...,e2,} : 0 conjunto de elementos do poligono
base = Ty e piloto = T,
Criax © (€max = V1, Tmax = 0} : 0 cireulo maximo atual
C, = Chax & 0 circulo atual
T, == v1 : 0 ponto critico atual

1, = v1 : 0 06 atual {néd raiz)
Passo 2) O céleulo do préximo ponto critico

(a) £* = {e € £ : base < e < piloto}
Status_de_e = " ativo” Ve € £*

(b) t = Trajetoria (base, piloto) : Trajetoria é a rotina calculando a trajetéria

modulada pela base e piloto atuais
(c) procura por um elemento e € £* com status "ativo”
Se nao existe tal elemento entdo va para o 2f

{d) t, = Trajetoria (base,e) : a Trajetoria candidata correspondente para a

barreira candidata e
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T, =ty Mt : o ponto critico candidato correspondente para barreira candi-

data e
Cr: e =Ty r=d(T} e)), o circulo limitante
A, = Area {base,piloto, C, frente,C; frente): Area é a rotina calculando
a 4rea ativa
(e) Procura por um elemento "ativo” e € £*
Se nao existe tal elemento entdo v4 para o passo 2f

sendo se e & £* entdo Status_de.e ="inativo” e v4 para o passo 2e

sendo va para o passo 2d
(f) atualizaciio de C, e T,

Ca = C[,,Ta = T;

Passo 3) Verificando o né final

Se T, é final entao T, = n, e vi para o passo 5b :(n, é o ultimo né do qual 7, é

emanado)
Passo 4) Calculo de Elemento tangentes do atual CR frente e para uma jungéo

(a) Calcula o conjunto £ de elementos tangentes de C, frente
(b} Se |E} > 2 entdo T, é uma juncio (e portanto um né), atualize o circulo
méximo corrente e va para o passo 5 (Se 1, > Tyax entio Crax = C,) sendo

va para o passo 2
Passo 5) Procura da sub-drvore emanando do né atual

(a) Coloque n, —pai =7,
Mg — g
(b) ordene os elementos tangentes de £ no sentido anti-hordrio, ao longo da
circunferéncia de (), iniciando do elemento de base e terminando com o
elemento piloto
& = {€n,mdice 1 = elemento de base, en,idice 25 -+ Engindice (max n,) = elemento de piloto}
onde (ngindice i) é o indice do i-ésimo elemento tangencial (em relagéo ao
né n,) no conjunto original £
Coloque 7 {n,) = 0 : o indice do elemento de base, principal para a préxima

regiao a ser explorada.
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(c) i{na) =1i(ns) = +1
Se i(ny} = maxn, entdo n, = n, — pai e T, = n, : todas regides emanados
de n, foram explorados e portanto retorne para o n, — pat
€ V4 para o passo 5S¢
sendo coloque base = €,, mdice(ilna)) » PHOLO = €n, mdice(i(na))+1:€XPloTE 0
i{ny) da regido do né
Se piloto = v,—1 ou 7,_; entdo v para o passo 6

sendo va para 0 passo 2
Passo 6) Fim do algoritmo

Devido as dificuldades na implementacao deste, desenvolvemos um outro algoritmo
para determinacao de um CMI no caso onde os poligonos sdo convexos, que s&0 10sso
maior interesse (proxima secdo). A inclusfo dos poligonos néo convexos poderd ser feita

acrescentando-se as possivels pardabolas que sdo geradas pelos vértices nao-convexos.

4.1.2 Algoritmo para determinacao de um CMI

Iniciamos apresentando os resultados que validam o algoritmo apresentado a seguir.
Destes, temos que o algoritmo da secio 4.1.1 é estendido para as duas geometrias

nao-euclidianas.

P

Lema 4.1.4 Considere um poligono P em E. Todo circulo mdzimo inscrito (CMI}, é

tangente ao poligono em pelo menos dois pontos.

Demonstragao: Provaremos que algum CMI é tangente ao P em pelo menos um
ponto.
Suponha por absurdo que exista um CMI, C (¢, r) que ndo tenha pontos de tangéncia

em comum com JP. Logo, sabemos que v* = min{dg (¢,z) : z € P} > r. Assim,

considerando o circulo C' (¢, '), onde 7 = r + I temos que este circulo C’ esta
1 K 2 b

inscrito em P, pois

T* T* * ! ' *
<—2——§——§»=r =7 T e r<r

r<r =r+

é claramente maior que o CMI C (¢, 7} 0 que contraria o fato de ser CMI.
Agora, assumiremos que o CMI C'(¢,7) tem somente um ponto de tangéncia com

OF, e este é denotado por p. Seja A a geodésica tangente a este circulo no ponto
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p. Temos que esta geodésica divide E em dois subplanos, denote por A; o subplano
aberto contendo o centro ¢ do circulo C. Definimos P, = Ri NP ¢ P, = 0P —
P;. Encontraremos um novo circulo C' (¢, 7') inscrito em 0P e com ¢’ > r. Basta

. * P ——r o
considerar o centro ¢’ sobre a semi-geodésica p¢, com dg (¢,¢) = ~5~ onde 7 =

min {dg (¢, z) ;z € P} > r (pois tem um Gnico ponto de tangéncia). Ao escolher o raio
=7+ -’3—,;2"—5 > r, observamos que v’ = dg (¢, p) .

Entao averiguamos que C’ esta inscrito em P :
dg{c',x) > 1, YzedP.
Para todo = € P, temos que
dg (¢, z) > dg(d,p) =1

e Yo € P temos
dE (C) :E) > r

> ey

mas 7* =1+ 57 + 5 =" + 557 Logo

7 —

de{c,z) > 1+ (4.1)
Considerando o tridngulo ce'z e 4.1 temos:

dg (c,z) < dg(c,d)+dg (¢, 1)

T

dg (c,) +de(d,z) > ' +

r* ey

- T o
—de(c,¢) =71 — =y
g (e, ) = + 3 5 r

dy (C’,.’L‘) > r+

Portanto, temos um absurdo visto que C (¢, 7) é um CMI e por isso concluimos que

o todo CMI em um poligono P tem pelos menos dois pontos em comum com JFP. o

Teorema 4.1.5 Dado um poligono P em D?, todo CMI tem pelo menos trés pontos

de tangéncia em comum com P (o borde do poligono P).

Demonstragao: Denote por A = {71, 73,..., T} as arestas do poligono P ordenado
no sentido anti-horério, e seja C (¢, r) seu circulo inscrito méximo, CMI. Sabemos do
lema 4.1.4 que C (¢, r) tem pelo menos dois pontos de tangéncia com P.

Suponha por absurdo que C (¢, r) tenha exatamente dois pontos em comum com 3P,

o perfmetro do poligono. Denote estes pontos por {p;, p2} € sejam {7, 7, } {f1 < i3)
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Figura 4.7: Hustrando a demonstracdo do teorema

as arestas que os contém, com {7, 7i,} € A. Sejam a e § os dois angulos no centro
¢ determinados pelos dois raios geodésicos 2py e Tps (de comprimento r) (veja figura
47).

Considere por § (6 == {z € D? : dpe (2,73,) = dp2 (2,7:,)}) 0 bissetor das duas geodésicas
Ti, € Ti,. Assumimos aqui que J é somente a parte do bissetor que esta contida no in-
terior do poligono P.

Seja ¢ € 4, na dire¢do do maior angulo F e

A, = {arestas do poligono compreendidos entre 7;, € 73, na diregdo de 5}.
Observe que
dpe (¢, 2j,) = min{dpz {¢,z;);z; € e € A} =r+e, €>0

pois o circulo C (¢, 7) tem somente dois pontos em comum com JP. Assumimos que
¢ dista § de ¢, ou seja, dpz (¢,c') = § e € > 0. Agora tome o circulo C'(c,r’) onde
7' = min {r + 5,7+ M———c;‘ﬁ} Note que dpz (¢/,73,) > r, pois no plano hiperbélico

nfo temos geodésicas equidistantes, e temos que os dois pontos {p;, pz} determinam a
dnica geodésica ortogonal a 7;, e 7;, sendo assim a menor disténcia entre as duas.

Considerando os pontos ¢, ¢’ e zj,, temos pela desigualdade triangular que

m

T+ 5=T 4g - % <dp (c,73) —dp2 (e,d) <dpe (¢, 75) 7 & {i1,2}
(4.2)
dBQ (C’, 7'2'1) - o r dmz (C,, 7"-11) dmﬁ (Cf, Ti1) dmz (CI, Ti})

5 = 'é 5 < 5 e 5 = dg}ﬂ (C , Til) (43)

ecomor’ <r+fer < r—i—@—(f;;i’“m)—:-i (pois W > () segue de 4.2 ¢ 4.3 que

o circulo C' (¢, ') esté inscrito em P. Como r < 7' temos um absurdo pois C' é CML
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Logo temos gue C-ndo pode ter somente dois pontos de targéncia seguindo assim que
C tem pelo menos trés pontos de tangéncia. m

Analogamente podemos demonstrar que:

Teorema 4.1.6 Dado um poligono P em S%, todo CMI tem pelo menos trés pontos de

tangéncia em comum com 8P (o bordo do poligone P).
Em [24] temos o seguinte teorema

Teorema 4.1.7 Se um CMI de um poligono P C R? tem dois pontos de tangéncia em
comum com OF entdo para este poligono temos:

() existem infinitos CMI’s, tendo cada um deles exatamente dois pontos em comum
com OF;

(i) existem pelo menos dois CMI’s, tendo cada um deles trés pontos em comum
com OP.

Desta forma, podemos concluir ¢ seguinte resultado.

Coroldrio 4.1.8 Para um poligono P C K, existe um CMI contendo pelo menos trés

pontos de tangéncia em comum com IP (o bordo do poligono P).
Além disto, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.1.9 Todo arco aberto de m contém pelo menos um ponto de tangéncia de
um CMIL.

Demonstragao: Sabemos pelo teorema 4.1.5, que existe CMI contendo pelo menos
trés pontos de tangéncia em comum com P.

Seja A = {71, T2, ..., Tm } Ordenados no sentido anti-horério e C {¢,7) um CMI em P.
Suponha que exista um arco aberto de 7 que nao contém nenhum ponto de tangéncia.
Agora, se considerarmos [, como sendo o didmetro que determina tal arco aberto de 7.

Sabemos que no complementar deste arco, temos pelo menos trés pontos de tangéncia.
Seja d a semi-geodésica inciada em ¢ € { e ortogonal a I. Considere ¢ € 4, distando £
de ¢ onde & = min {dg (¢, 7;) ; 7; estd na parte do arco aberto 7} —r > 0.

Assim, tomando 7’ = 7 + §. Temos que o circulo C’ (¢/,7') estd inscrito em P e é

maior que C (¢, 7) 0 que um absurdo pois C é CMI. =

Lema 4.1.10 O circulo mdzimo C(c, v}, inscrito em um poligono P que € tangente

ao seu perimetro em um ponto p, possui pelo menos mais um ponto de tangéncia.
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Demonstracao: Assumindo que nio exista outro ponto diferente de p em comum com

0 8P, e procedendo como na prova do lema 4.1.4, podemos calcular um circulo C' (¢, )

=7

maior que C e tangente ao P em p. Analiticamente, temos ¢ € p'cer =1+ 5

onde r* = min{dg: (c,z);z € Pi} > r, p’ o antipoda de p sobre C, e P, a parte do
poligono P que estd no subplano R; definida pela tangente A (para C em p) e centro

c. Isto contradiz a afirmacfo inicial visto que 7" > 7. ®

Teorema 4.1.11 O centro de wm circulo C (¢, ) inscrite em um poligono P pertence
d trajetéria do centro do CR (circulo rolante) se, e somente se, o bordo do circulo tem

pelo menos dois pontos em comum com o bordo do poligono P.

Demonstracao: Sabemos que um CR sobre a trajetdria é tangente em um ponto p;
(PBT) sobre dP. Logo, pelo lema 4.1.10 segue que o bordo do circulo tem pelo menos
dois pontos em comum com o bordo do poligone P. Resta-nos provar entéo a reciproca
deste resultado, isto é, queremos provar que se o circulo inscrito possui dois ou mais
pontos de tangéncia {em comum com JP) entdo seu centro ¢ estd sobre a trajetoria
dos centros CR, sendo C portanto um circulo CR.

Seja p; um dos dois pontos tangentes (e pa 0 outro) e seja A a geodésica tangente a
C. Entdo 0 ponto p, estd no interior de algum circulo centrado em p1¢, maior que C,
tangente a A em p;. Mas p, € 9P e, consequentemente, ndo pode ser ponto interior de
um circulo inscrito. Logo € é um circulo méximo, dentre todos inscritos no poligono
e tangentes a A em p;. Portanto, seu centro pertence a trajetéria do centro CR. =

As proposicoes anteriores, junto com algumas simulagBes numéricas, corroboram a

validade do resultado abaixo, embora ainda nao plenamente demonstrado.

Teorema 4.1.12 A trajetoria do centro CR, em um poligono, consiste de segmentos

ligados que determinam uma drvore.

Lembramos do corolario 4.1.8:
Dado um poligone P em B, existe um CMI que tem pelo menos trés pontos de
tangéncia em comum com o AP,

Mais ainda,
Todo arco aberto de n contém pelo menos um ponto de tangéncia de um CMI.

Neste momento, torna-se importante apresentarmos as seguintes defini¢Ges:
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Definigdo 4.1.13 Dados dois conjuntos A; e Ay contidos em E, definimos o(s) bis-

setor(es) de dois conjuntos por
ﬁ;g = {2’ & E | d(z,Al) = d(z, Ag)}

onde d(z, A) = mnfd(z,w).

weA

E elementar demonstrar o seguinte resultado:

Lema 4.1.14 Se , e v forem duas geodésicas em E, entao

Bre={z€E[d(z,m)=d(z,m)}

€ 0 par de geodésicas que bissectam os dngulos formados por estas, caso sejam concor-

rentes, € uma unica geodésica caso sejam disjuntas.

Consideremos agora um poligono P com vértices {vy, vs, ..., vy } € arestas {7y, ..., 7n },
com 7; unindo os vértices v; e vi; (mddulo n) e denotemos por {7, ..., T} 0 conjuntos
das geodésicas suportes, isto é, cada y; é a geodésica que contém a aresta 7;. O algoritmo

desenvolvido estd baseado no seguinte teorema:

Teorema 4.1.15 Sejam P um poligono convexo, C (c,r) o circulo mdzrimo inscrito

em P. Entdo, ¢ estd na intersecdo de bissetrizes de geodésicas suporte de P.

Demonstracdo: Segundo o corolario 4.1.8, temos que existe CMI, C (¢, r}, tendo
pelo menos trés pontos de tangéncia em comum com o dP. Supomos que C(c, 1)
tangencia as arestas 7;, Tk € T, Para m, k,! distintos nos pontos p;, pr € Pm. Assim,
temos que d(¢,p1) = d{c, pr) donde segue que ¢ estd sobre a bissetriz das geodésicas
suportes {v;, vk} de {7, 7% }. Por outro lado, d (¢, px} = d (¢, pr.) donde segue que c estd
sobre uma bissetriz das geodésicas suportes {vi, vm} de {7, Tm}. Concluimos assim
que o centro ¢ estd na intersecao de pelo menos duas bissetrizes de geodésicas suportes.
n

Diante deste teorema, analisamos somente os pontos de intersecdo das bissetrizes
de geodésicas suportes com o objetivo de encontrar o maior circulo inscrito em um
poligono convexo.

Para determinarmos o centro dos CMI, consideramos o poligono P com vértices

{vy,v2, ..., vy} € procedemos do seguinte modo:
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Passo 1) Determinamos todos os pontos de interse¢do pi. correspondentes as intersegdes
das bissetrizes 3;; ¢ Su, onde as bissetrizes {Fi;, S} das geodésicas suportes
{{v, v}, {7 n}} sdo correspondentes as arestas {{7, 73}, {m, Ti}} e 1,5, k, 1 €
{1,2,....,n}.

Combinando as n arestas duas a duas, obtemos n (n — 1) /2 bissetrizes que, consid-

1

eradas duas a duas, podem gerar até :n — +n® — in® + In pontos de intersecgéo. No

entanto, diversos destes pontos podem ser descartados.

Passo 2) A cada ponto p;;; encontramos os pontos { M;, M;, My, M} sobre as geodésicas
suportes {7, %, Ve, W} que satisfazem d (piw, 1) = Infd (piju, 2) = d (P, M2)
parat € {i, 7, k,{}. Considerando {v;_1,1:} 0s vértices correspondentes as arestas

7, para t € {i, j,k,1}, testamos;

(a) d vy, vs) = d{vimy, Mi) + 4 (M, v;)
(b) d(vj1,v5) = d(vj—1, M;) + d (M, v5) ;
(¢) d{wp—1,0%) = d{vi—1, My) + d { My, vp) ;
(d) d(v—r, v} = d(vi—1, Mi) + d (M, vp) ;

Estes testes utilizam a desigualdade triangular para determinar se os pontos que
realizam a distincia de p;;, as geodésicas suportes pertencem ou ndo as arestas em

questao.

Passo 3} Escolhemos os pontos p;; que satisfazem os quatro testes anteriores, e fazemos

um novo teste:
d (pijrz, M;) = d (pijir, My)

O fato de pyu pertencer a interseccdo de duas geodésicas garante que equidista a
cada um dos pares, mas nao que equidista de trés deles. Considerando uma geodésica

de cada par, este teste nos garante este fato. Entdo, passamos ao seguinte:
Passo 4) Seja r := d (pijur, M;) = d{pijm, My ). Verificamos se
r < d{(pijm, ), onde t € {1,2,...,n}.
Considerando que o poligono € convexo, este teste nos garante que o circulo de

centro pik; e rato v & de fato um circulo inscrito. Obtivemos com isto todos os ciculos

inscritos e procedemos agora a sua comparagao:



90 Capitulo 4. Circulo Mdximo Inscrito e Circulo Minimo Circunscrito

Passo 5). Dentre todos os pontos encontrados no passo guatre, terminamos-com & escolha

do ponto px com maior raio 7.

Este breve algoritmo nos permite explicitar um circulo maximo inscrito num poligono

P. Implementamos este para os casos onde E é o plano euclidiano ou hiperbélico.

4.1.3 Analise de complexidade

Baseamos no roteiro do algoritmo expressado na secdo anterior para fazer a anéalise de
complexidade.

No primeiro passo, determinamos os bissetores de cada par de arestas do poligono,

(—g) =n(n—1)

operacdes. A seguir, determinamos a intersecgdo de cada par de bissetores, num total
de

num total de

(%) = - Dlt-n -1

= «érﬁ - én"’ - é—nz + zlin

(Cada um destes pontos serd submetido a seis testes, que sdo: quatro testes no passo
dois, um no passo trés e um no passo quatro. Estes testes estdo excluindo os pontos
que nio pertencem ao interior do poligono. Digamos que seja k (n) o nimero de pontos
excluidos. Entdo, temos que k (n) < (3n — 3n® — in® + In') < (4n+ 5n?).

No passo cinco temos que escolher o CMI dentre um total de (3n — in® — 1n® 4 inf)—
k(n) pontos.

Notamos que a eliminacio dos &k (n) pontos envolve & aplicacio de seis testes sobre os
(1 1,2 1

it g g

operacoes.

n® + $n*) pontos, fornecendo assim um total de 6 (3n — in? — In® + int)

Portanto a ordem do algoritmo é O (n?).

Note ainda que, se considerarmos um poligono regular de n arestas com vértices
(v1,va, ..., Un) € tomarmos uma vizinhanga de (v, va, ..., vn) € E®, nesta vizinhanga, os
vértices considerados no passo 2 correspondem aos bissetores F12MNGas, 5231354, -y Fr-1,nN
Bn1. Assim sendo, em uma vizinhanga suficientemente pequena de (v1,vs, ..., Un),
podemos determinar o CMI com complexidade O (n).

Similarmente, sejam (uy, us, ..., u,) € E™ 0s vértices de um poligono P convexo qual-

quer. Como todas as condigdes de teste sao abertas, se considerarmos um poligono P’
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com vértices {w;, W, ..., Wy,) suficientemente préximo de P {considerando-se a métrica
produto usual em K", temos que as intersegbes de bissetores de P’ que passam pelos
testes dos passos dois, trés e quatro sero exatamente as intersecdes dos bissetores cor-
respondentes de P. Assim, em uma vizinhanca de P podemos determinar o CMI com

complexidade O (n).

Observacéo 4.1.16 Em [1], € apresentado um algoritmo com complezidade O (n) para
o caso euclidiano. Este algoritmo € realizado considerando-se uma linha poligonal em
R?® que se projeta sobre o poligono dado e trabalhando-se com o fecho convero desta
linha. Como o conceito de projecdo € dibio (no caso de esferas) e o conceito de fecho
convero € bem mais complexo nos casos de esferas e espagos projetivos (envolve o
conceito de subvariedades totalmente geodésicas), este algoritmo ndo € passivel de ser

adaptado (ao menos ndo de modo simples) para os casos em questdo.
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4.2 Determinangao do Circulo Minimo Circunscrito

Apresentamos anteriormente, um algoritmo discreto para determinacao do circulo
mdzimo inscrito (CMI) num poligono. Este resultado nos levou a questionar qual
seria o menor circulo que contém este poligono, isto é, o circulo minimo circunscrito
(CMC)®, uma vez que sabemos como determinar o maior circulo contido. A deter-
minagdo deste nos permite avaliar a densidade de cobertura que se insere no contexto
de cobertura por esferas que é um problema que caminha préoximo ao de empacotamento

por esferas, daf a pertinéncia de estuda-lo.

4.2.1 Determinacao do CMC

Iniciamos definindo um CMC.

Defini¢ao 4.2.1 Um cérculo minimo circunscrito (CMC) de um conjunto P C

E é um circulo de raio minimo dentre aqueles circulos que contém P.
Considere um poligono P em EE de vértices {v1, ..., un}.

Lema 4.2.2 Seja C(c,r) um CMC de P. Entdo C (c,r) contém pelo menos um vértice
do poligono P.

Demonstracao: Suponha que C {¢,r) nfo contém nenhum vértice de P. Entdo,
de,v) <r, Vi (4.4)

onde v; € vértice de P. Considere ' = max d(c,vi). Sabemos que ' < r por 4.4.
Considerando C’ (¢, r’) temos 7’ < r e portanto C' C C. Se provarmos que d (¢, v;) <

', Vi teremos que C’ contém P e tem raio menor que C (¢, 7) o que é um absurdo pois

C{c,7) € CMC, i.e., 0 menor gue circunscreve. De fato v = maxd (¢, v;) > d(c,v;) ¥i.

Lema 4.2.3 Seja Clc,v) um CMC de P. Entdo C{c,7) contém em seu bordo pelo

menos dois vértices de P.

5Dado um poligono P, entendemos por cireulo circunscrito de P aos circulos que circunscrevem P,

ou seja, aos circulos que contém F.
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Demonstragao: Suponha que C{c, 7} toca somente e um vértice de P e que seja

vy este vértice, temos que r = d{c,v1). Como C (¢, 7) € circulo circunscrito, temos que

d{c,v;) < r =dc,v), Vi # 1. Sejam = max d(e,v;), entdio m < r. Considere a
k3

semi-geodésica ligando ¢ a vy, iniclando em ¢ e denote-a por . Escolhemos ¢’ sobre ~

r—m

distando ¢ > Q de ¢, onde £ =

Seja v’ = max {d(c’,vl) 108X d(c’,vi)} .Noteque d(c,v;)=r—e<re

max d (¢, v;) <max (d(d,¢)+d(c,v;)) = max (e +d(c,v))

Vikl Vitl Vil
™m
= £ + max d{c,v;) = — -+ max d{c,v
+\7‘17- (e vi) 2 +\n¢1 (e )
__r««-m+m_r+m<r_3_r_r
2 2 "2 2

Logo, v’ < 7.

Ainda, d{c',v;) < max d{c, v} <1/, Vi.

Portanto, se considerarmos o circulo C' (¢, r’), observamos que este contém P e
tem menor taio que C {¢,7), 0 que é um absurdo pelo fato que C é o CMC. m

Deste ultimo lema, compreendemos que o CMC contém pelo menos dois vértices
do poligono. Vejamos a definicio de mediatriz e em seguida mais um resutlado, antes

de apresentarmos o algoritmo que determina o CMC.

Definigao 4.2.4 Dados dois conjuntos A, e As contidos em K, definimos ofs) bisse-

tor(es) de dois conjuntos por
Bro={2€E|d(z,A1) =d(z, As)}

onde d(z,A) = izég d(z,w). Caso A, e Ay contenham somente um ponto, denotaremos
w

por p1a € chamaremos este por mediatriz de A, e As.

Teorema 4.2.5 Seja C{c,7) um CMC de P. Suponha que C (c,7) contém trés ou
mais vértices de P. Entdo, o centro ¢ de C(c,r) estd sobre a intersegdo de duas

nediatrizes.

Demonstragdo: Suponha que C (¢, r) contém os vértices vy, v, e v, de P. Logo
d{c,ve) = d{c,vy) = d(c,v) = 7, donde segue que ¢ € g e ¢ € Uy => ¢ € g M iy

sendo uy a mediatriz da geodésica que liga vy a v;. =
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Diante deste teorema, e dos lemas anteriores, notamos que para encontrar o CMC
em um poligono (convexo ou nao) devemos analisar os pontos de intersegio das me-
diatrizes (CMC contém pelo menos trés pontos) e os pontos médios dos segmentos
geodésicos que unem dois vértices (CMC contém somente dois pontos).

Nosso préximo passo é apresentar o algoritmo discreto que determina o CMC.

4.2.2 Algoritmo para determinacao do CMC

Para estabelecer o roteiro do nossc algoritmo, considere o poligono P de vértices

{v1, 2, ..., vn}. Os procedimentos que nos permitem escolher um CMC, séo:

Passo 1) Considere os pares distintos de vértices {v;, v;} e {v), v} e denote suas mediatrizes
POr ;€ fas, Y4, 5, k, 1 € {1,2,...,n}. Determinamos todos os pontos de intersegio
pisi correspondentes as intersecdes das mediatrizes p; e py e todos os pontos
médios p;; dos segmentos geodésicos que ligam os vértices v; a v;, Vi, 7. O Teorema

4.2.5 garante que o centro do CMC deve ser algum destes pontos.

Passo 2} A cada ponto Pijkt verificamos se;

a) d(pyr,vi) 2 d{pyr,vs), Vs # 4,4k, L

b) d (pijer, vi) = d (Dijrr, Vi) ;

Se a condigdo o é satisfeita, temos que o circulo de centro py € raio d (pyu, vs)
contém o poligno P. A condigao b garante que este circulo contém ao menos trés
vértices do poligono, podendo entdo ser mantido como candidato a CMC. Assim,
retemos 0s pontos pyx que satisfazem as condicgles "a” e 70" e descartamos os

outros.
O préximo passo € avaliar os pontos médios.

A cada ponto médio p;; verificamos se;
¢) d{piy,v:) > maxd (py,vs).
Ve#i,j
Retemos os pontos que satisfazem esta condicao, pois nestes casos os pontos p;;
séo centros de circulos com raios 7y = d(p;;,v;) que contém o poligono e o

intercepta em pontos diametralmente opostos.

Passo 3) Dentre todos os pontos encontrados no passo dois, escolhemos o ponto com raio

r = min {T’ijk’l} rij}-
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Observagao 4.2.6 As demonsiracdes dos resultados para o caso euclidiano podem
ser feitos de maneira diferente [32], utilizando resultados mais fortes que podem ser
encontrado em Osserman [31] e Firer [10]. Destes temos a unicidede do CMC para o

caso euclidiano, que pode ser estendida aos casos nao-euclidianos.

A implementacao dos algoritmos apresentados nas segoes 4.1 e 4.2 dependem do
conhecimento dos bissetores de duas geodésicas e da mediatriz de dois pontos. Apre-
sentamos no apéndice, expressoes analiticas para os bissetores e mediatrizes no plano

hiperbélico, modelo H?, que é nosso maior interesse.
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Apéndice A
Apeéendice

Encerramos esta tese com a exibicio deste apéndice em duas segbes. Na primeira se¢io
A.1 exibimos as bissetrizes e mediatrizes no plano hiperbélico, modelo H2. A segunda

seclo (seglo A.2) contém os algoritmos implementados no Mathematica, a saber:

o Algoritmo do CMI - Hiperbdlico: faz o cdlculo do circulo médximo que contém o

poligono, no plano hiperbélico (pdgina 111);

¢ Algoritmo do CMI - Euclidiano: faz o calculo do circulo méximo que contém o
poligono, no plano euclidiano {pigina 120);
o Algoritmo do CMC - Hiperbdlico: faz o cilculo do circulo minimo que contém o

poligono, no plano hiperbdlico (pagina 125);

Algoritmo do CMC - Euclidiano: faz o calculo do circulo minimo que contém o

poligono, no plano euclidiano (pdgina 132);

Algoritmo de Keen : exibe o poligono a partir das matrizes fornecidas pelas

funcdes de emparelhamento (pdgina 136).

A.1 DBissetores e Mediatrizes no Plano Hiperbdlico
HZ
Dadas as duas geodésicas disjuntas ; e v; no modelo do semi-plano H?, vejamos como

enconirar sua bissetriz. Lembramos que

97
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Definicao A.1.1 A bdisseiriz de duas geodésicas v; e vy; € dada pelo conjunto de pontos

que estGo 4 mesma distdncia de 7y; e y;, isto €,
{Z = Hz I d]ﬁp (Z,’)fi) = dﬁz (Z,"{j)}

onde dgz (z,7) = ;gr duz (z, 2') . Observamos que este conjunto de pontos € uma geodésica

em H? que denotamos por 3.

Diante da definicdo, percebemos que a busca das bissetrizes depende essencialmente
de como encontrar a distancia de um ponto z a uma geodésica y. Assim, tratamos
primeiramente, de apresentar uma expresso analitica para dye (2,7v). Trabalhamos no
semi-plano de H? = {z € C|Im 2 > 0}. Considere z = z + iy, com 7,7 € R.

Seja a geodésica dada pela semi-reta v = {w € H?|w = 0 + iy}. Dado um ponto
z & vy vemos que dgz (2,7) = %};gdﬂp (z,it) = dp {2,1]z]). De fato,

_ 212 2 Ay
cosh dyge (z,it) = 1 + 1z 2@:’ e lert(y )
2 2 t? 2 t?
_ oyttt 4 :iﬂ E’_I_}_fm (A1)
2yt 2yt 20\t |z
Lk
Y
onde z = gz + iy e t > 0. Note que
cosh dg: {z,it) = Gl =t =]z, (A.2)
Y

Donde conclufmos que dge (z,7) = dw2 (2,7 |2]) (ve]a figura A.1).
Seja # o dngulo entre a semi-reta - e a semi-reta que liga o ponto 0 a 2. Utilizando

(A.2) temos que

1
cosh dyz (z,7) = Py
senh dge (2,7) = tan 8 (A.3)

tanh dg2 (2,7) = sen 6.

Se v = {w € H?|lw = ¢ + iy}, temos por um desenvolvimento andlogo que!

|z — ¢

cosh dz (2, ¢+ it) = = t=|z—~c. (A.4)

*O ponto sobre y que realiza a menor distdncia de z a v é dado porw=c+i|z — ¢
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0 H?

Figura A.1: Exemplo ilustrando a obtencéo de (A.2)

Observamos também que (A.3) permanece inalterado onde o dngulo 8 é o dngulo entre
as semi-retas v e a semi-reta ligando (¢,0) a z.
Agora, consideramos que a geodésica 7 seja dada pelo semi-circulo v = {w € H?| jw|® = r?}
e dado z ¢ ~, supomos que |z| <.
Tome o circulo euclidiano C, que passa por z,—r € 7. Sendo € o angulo dado por
C, e 7y no ponto (r,0) temos que o centro de C, serd dado por —irtan f# e o raio por

o .
7, 15to &,

C, = {'w € R| fw + irtan 8)° = (COZ 9)2} X

Mas, C, pode ser obtido também pela solucio das equagdes

{ (@,b) = (z.9)| = |(a.b) = (r,0)] (A5)
(@,8) = (=7, 0)| = |(a. b) = (r;0)|

onde (a,b) representa o centro de C;, e z = (z,y). A solucdo de (A.5) nos fornece

24,2 .2 2_p2 .
a=0eb=2 +gy T = 'zjzyr . Assim, temos que

2_ .2 2 2
2l —r = tan 0 = T B 12 .

—irtan § =i
irvan 2 Zy 2y’f‘
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Para o caso onde [z] > r obtém-se de maneira analoga que
2_ 2
tan 0 = ZL-T
2yr
Utilizando (A.3), temos que

o =

2yr

senh dyz (2,7) = I

O caso onde v = {w € H?|jw ~ (c, 0 = r2} é desenvolvido de forma andloga.

Para z € -y obtemos que®

Iz — (¢, 0} — r? '

2yr

senh dge (2,7} =

A fim de darmos sequéncia em nosso propdsito primordial, dividiremos nossa busca

pelas bissetrizes em trés situacdes:

1. as geodésicas y; e -y; sdo disjuntas (desenvolvido na segiio A.1.1);

2. as geodésicas v; e +y; sdo paralelas, isto é, somente um ponto de intersecdo (ocor-
rendo no bordo) entre os dois circulos contendo +; e y; {desenvolvido na segéo

A.1.2);

3. as geodésicas 7; e ; sdo concorrentes (desenvolvido na secgo A.1.3).

Para analisar estes casos, sabendo que as geodésicas sdo semi-retas e semi-circulos,
olhamos as diversas combinagoes possiveis entre estas. Desta maneira, iniciamos ana-

lisando o caso onde as geodésicas sao disjuntas.

A.1.1 Geodésicas disjuntas

Neste caso, temos duas possibilidades:

i) v e -y; sho semi-circulos;

20 ponto sobre v que realiza a menor distancia de z a -y é dado por

(if—c——rézz (c—r)%[?—c»{—rfz(c%'r)) +i2rFme—r]E—c+r

W=
F—c—rl +F—c+r
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h T2

1

>§

Q |

paralelas disjuntas concorrentes

Figura A.2: Geodésicas disjuntas, paralelas e concorrentes

ii}) 7 é uma semi-reta e -y; é um semi-circulo.

Suponhamos gue 7y; e 7; sao dadas por

(2~ +P =1 e (:c—cj)z—f»»yzmr?
onde y > 0.
Como as geodésicas sao disjuntas, sabemos que |¢; — ¢;| # 7 + r;. Assim, devemos

analisar quando l¢; — ¢;] <max {ry,r;} <rm+rjelag—¢l >+

e Se |¢; ~¢;| < max{r,r;} < r;-+r; temos que r; # r;, pols as geodésicas sdo

disjuntas. Supomos que r; < r;, assim

z € By <> dw (2,7) = dme (2,7;) <= senh dge (2,7%) = senh dg (2,7;)

lle = (e, O)F = 2| _ Jlz= (e, 00 = 73|
2yr; 2yr;
&= 15 (12 = (e, 0 = rf) = i (7] — |z ~ (&, 0)[")

== 715 ((z - )+ — re) =1 (rf —(z - cj)2 — %)

2 2
PN (x — (Tici"""icj)) % = — ric} + ric} 4 (TG TG
T'j"%“rz' J Tj*}“?“-i T'j“}‘?"i
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- . - - - i Ci Ty
‘Desse modo, temos que a bissetriz 3;; é dada pelo semi-circulo de centro o242

i
2 2 2
TG -+ Ticj ¢4 + iCs
YTy — | —— + 1 - -
T -+ T Ty “+ 7
No caso particular onde ¢; = ¢; (J¢; — ¢;] = 0), 5i; é o semi-circulo centrado em
¢; de raio ,/TT;.

e Se |¢; —¢| > r; + 15, temos que

e raio

z € By <= dz (2,7:) = dye (2,7y;) <= senh dge (z,v:) = senh dg= (2, 7v;)

2 — (e, OO = 72| {2~ (c;, 00" — 73]

2yr; 2yr;
<= 1; |z — (a 0 - riy=r(|lz - (c;, 0)]* — r?)
e=ri(@-a)+ =) =rn(z-¢) +¢"—r})
<= (r; — ;) 2 —2 (ryci — rici) T + (ry — 71) Yt = rjrf — nr? B 'rz-c? - chf

se ;= 1) ==> g = 4T

= s ri = (r— (EEEH = gy (R 4 (meone
§ & J TjT; y - 7 T4—T3 ri—Ty

Neste caso, a bissetriz §;; € dada por uma semi-reta (se r; = r;) ou um semi-

circulo (se r; # r;) conforme demonstrado.

Os casos onde v; e v; séo dadas por

z=c¢ e (z-c¢)+yi=r1

onde y > 0, a bissetriz 3;; é dada por

z € Bi; <= dpe (2,7%) = dg2 (z,7;) <= senh dmz (2, %) = senh dg2 (2,7;)
[:U - cii — |]Z o (cﬁO)I? "“ Tﬂ - iz - (cjao)lz ""”T'JQ- _ (..’L‘ — cj)g +y2 - fr:?

Y 2yr; B 2yr; a 2yr;
R 2Tj lI — Cil == (ﬂ’,‘ — Cj)g —§-y2 - 7"_,.,2'-

Notamos que se ¢; < ¢;, entdo |z — ¢;| =  — ¢;. Enquanto |z — ¢} = — (z ~ ¢;) ocorre
quando ¢; > ¢;. Desta maneira, temos
e <ej=(z—(c;+r)) +97=2r((c; +75) — i)
> => (x~ (=) +9" =25 (e — (e~ 13))
Em resumo, denotando um semi-circulo de centro ¢ e raio 7 por C (¢; ) e uma semi-

reta em H? iniciada em ¢ (no eixo real, ¢ € R) por R{c), temos o seguinte teorema:

y
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Teorema A.1.2 Se as geodésicas 7y; e v; sdo disjuntas temos duas possibilidades:
1) v ey; sdo semi-circulos disjuntos C (¢ ;) e C(cyi75);

a) Se |c; —¢;| > ri+71; ((a) e (b) na figura A.3) entao
By =R(%5%),  sen=r

JOR- SR 3 2 :
. T‘z'Cg—Ticz' . i, T-LCZ-—TJCI-T TiCi—TiCs ] ] 3
1613 =C (( Ty~T4 ! 747 + Ti—T; + Ti—T; ? Se Ty :fé Tj

b) Selc; — ¢l <ri+1; ((c) e (d) na figura A.3) entdo

| 2 2 2
T5C; 1 T34 TC T T TiC; + TiCs
ﬁij‘ e O ....'2_._..........‘_...&_.]_ ; lrjrrz. - _._L........_.__._J + ......‘.7.2—.._1..._:1 , 3€ T; # nrj i
T+ T3 T+ 13 r; Ty

2) v; € a semi-reta R(c;) e vy; € o semi-circulo C{c;,7;) ({e) e (f) na figura A.3);

G <cy== 0y =Cl{c;+7;):i/2r; {(¢; +75) ~ i)

¢ > ¢ == Gy =C((c;—r;)1/2r; (e — (¢ — 7))

-3 i 1 2 3

Ve fan

1., 0.3 6., 0.1 (a) Qn—{,\o?f’ 5= ImX (b) {~1..0{9., 2.} (C)
-2 [ H 4 3 -6 -4 ~2 [ F
9., 0.3 0., 0.1
(G, 0. (d) 5, 01 (8) @ (f)

Figura A.3: Bissetrizes de geodésicas disjuntas
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A.1.2 Geodésicas paralelas
Dadas as geodésicas paralelas,y; e 7;, temos as seguintes situacdes:
i) v e 7y, s@o semi-retas;
il) 7; é uma semi-reta e y; é um semi-circulo;
iii) 7 e 7y, s&o semi-circulos.

Conforme dito anteriormente, entendemos como paralelas &s geodésicas cujos circulos
euclidianos {que as contém) tem somente um ponto de intersecio e este estd sobre o
bordo de H?. Notamos ainda que os casos (ii) e (iii) sdo resolvidos da mesma maneira

como no caso onde as geodésicas sfo disjuntas, obtendo as mesmas bissetrizes. Assim,
temos que analisar somente o caso (i).

Considerando que as geodésicas +y; e ; dadas por
z=¢+iy e 2Z=cj+iy ondey>0.
A bissetriz 3;; sera dada por

z € By == dye (2,v) = dme (2,7;) <= cosh dpe (2, %) = cosh du= (2, 7;)

lzm(cz’so)!m jz_(cj?(})l — (33—0«5)2=(.’E—-Cj)2
Y Y
e gG—¢d c+o

Q(Cjwci)“ 2

Portanto, neste caso a bissetriz 8;; serd dada pela semi-reta z = 23%.

Em resumo, apresentamos o proximo teorema:

Teorema A.1.3 Se as geodésicas «y; e y; sdo paralelas temos trés possibilidades:

1) v ey, sdo as semi-retas R(c;) e R(c;)} ((a) na figura A.4);

ﬁij:R(Ci-;Cj>.

2) v; € a semi-reta R(c;) ey; € o semi-circulo C (¢;,7;) ((b) e (¢c) na figura A.4);

¢ < ¢ =Py =C{(c;+75):/2r;((¢j +75) — &)
¢ >¢; == By =C (¢ —r5)5v/2r; (e — (¢~ 75))

3) v e~y sdo os semi-circulos C (¢;;5m;) e C (¢375);
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a) Selc;— ;] =ri+r; ((d) e (e) na figura A.4) entéo

ri=1; = f; = R(%5%)

. S By 1 s \ 2
riFE T = Gy =0 ((T“"‘“—*?'fl?c ) ; \/“Wj + (“"i"“_‘%m) + (%)
3 z 3 i K] 4

by Se |e; —c¢i| #ri+r; ((f) e (g) ne figura A.4) entdo

2 2 2
ric; + 7iCf TiC + T TiCi + TiC;
Jot ity it ity F4 ity

T+ T T;+T; T+ T

& ! ] 3 8 10 D 2 4 5

(5., 0.} (5., 0.}

o} o (a) .0 (b) . {c)

ul
1., 0.1 f5., 0.9 (d) 13..0.% 17..0.1 (e) [2., 6.7 {4..0.1 (f)

{4., §5). G} (g)

Figura A.4: Bissetrizes de geodésicas paralelas
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A.1.3 Geodésicas concorrentes
O caso onde +y; e 7; sAo concorrentes, temos as seguintes situagdes:
i) 7 é uma semi-reta e v; é um semi-circulo;

il) 7 e ; sdo semi-circulos.

Neste caso, temos duas bissetrizes, 3;; e J;, para cada uma das duas situagdes.

Suponha inicialmente que v; e «y; sdo dadas por

T = ¢ e (m——cj)g—%—ygmr?

onde y > 0.
Assumimos que o ponto z sobre as bissetrizes nao estd no interior do semi-circulo

;. Desta forma, as duas bissetrizes ;; e ;»'j serao dadas simplesmente pela escolha da
parte real de z & esquerda (Rez = z < ¢;) ou & direita (Rez = z > ¢;) da semi-reta ~;.

Assim, um ponto z sobre qualquer uma das bissetrizes satisfaz

z € By <= dye (2,7) = due (2,7;) <= senh dpe (2,%) = senh dg2 (2,7;)
ol _|lz=(0F =7 _le— (0 -]  (z-¢)’+y’~13

== 2rilr — o = (z—cj)2+y2——r32-.

Portanto, se z € §;; temos que z < ¢; e entdo segue que |z — ¢;| = ¢; — z. Logo,
2€ B = 2ri(ei—a)=(z—c;)* +y — 1}
= (e (g —m) +97 =2r(a— (¢ — 7).
Se z € §; temos, de forma andloga, que
(@= (e +m)) +9" =2r;((c; + 7} — ).
Agora, tomaremos ; e y; dadas por
(z~eY+yi=72 e (z—c)+9° =r]
onde y > 0.
Um ponto z estd sobre as bissetrizes se

dpz (2,7;) = dg2 (2,7y;) <= senh dp2 (2, ) = senh dge (2,7;)
Iz = (@, 0 = 2| _ |lz~(e;, O)F =7}
2yr; 2yr;
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Da igualdade acima, observamos que considerar os pontos z no interior dos dois
semi-circulos é o mesmo que considerd-los no exterior de ambos. Disto segue que a
bissetriz §;; serd obtida tomando 2 no exterior de 7; e v; enquanto que §;; serd cbtida
tomando z no exterior de y; e no interior de ;.

Assim, para [3;;

2 _ 2 22
z€fyer;(lz—(e0) =) =ri (|2 — (¢;,0)]" = 73)
2 2 _ .2 2 2 2

= (ry =)’ = 2(re — i) T+ {1y = )yt =y — Ty e = TG

.+.
s Ty =) == T = ""““"-‘7'6226

= ryeric; \\2 L 2 rick—rcl+ rici—ric; \
se riFE T = (T - T Y= T+ T + =T
e para (3;;

zef;eri(lz— (@0 =) =ri (r ~ |2 — (¢, 0)])

=rle—a)+PP =) = (= (2~ )’ —1?)

2 2 2 2
736 + T304 TiC; + TiC; 750 4 T
= (- (2)) o= () (5
7 ? i i j i

Concluimos que as bissetrizes sdo dadas por

z € ﬁt‘j e I = _":‘...2.....2.
Ty =T = royy 2 2 40? N2
e (o — (ST 2 _ 0 (& it
z € Py (z—(552) +v*=ri (2 +(%5%)
9 rife—tic; 2 9 Ticf—TJC?+ PG —TiC;
2 € Gy =z~ P + YT =TTyt T Rl e
T F T = L 2 2rs2N "N
e (- (HEEE 2 o, — (GG ricitrie
\ z€ 2 (m ( Tirs )) Ty TiTi ( ry+ry Ty
Resumindo:

Teorema A.1.4 Se as geodésicas +; € y; sdGo concorrentes, temos duas possibilidedes:
1) v € a semi-rete R(c;) e vy; € o semi-circulo C(c;,7;) ((a) e (b) na figura A.5);
Bij=C (s —m3)sv/2r; (e — (¢ —75))
i =C (e +73) 1725 (e +75) — @)

2) v; ey sdo os semi-circulos C (¢;;m3) e C(cj;m5);
a) Ser; =r; ((c) na figura A.5) entdo

Oy = R (25)

y=o ()= (B9 + (e3m)7)
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by Se r; # 15 ((d) ne figura A.5) entdo

T S r-cz,—r-{:z-}- s i 2
£y iy ’ Ea) 7y =T ri—ry

[ (O riGtTies . e rjci+ric + ] 2
ij ri+Ty ) e Ty ri+T

16, 0} (G,) (4. 0} (b)
H
-2 0 2 4 5 8
{3.. 0.} 6., 0.) (C) 3., 0.} (8., 0.} (d)

Figura A.5: Bissetrizes de geodésicas concorrentes

Concluimos a busca pelas bissetrizes no plano hiperbélico H?. Tendo em vista
uma implementagao algoritmica, observamos que o direcionamento para encontrar bis-
setrizes de geodésicas disjuntas, paralelas ou concorrentes se d4 com o conjunto solugéo,
S, dos pontos em comum entre os dois circulos euclidianos contendo as duas geodésicas,
ter cardinalidade zero, um ou dois {|S]| = 0, |S! = 1 ou |S] = 2}. Ainda, isto inde-
pende de serem estas bissetrizes de duas semi-retas, dois semi-circulos ou semi-reta e

semi-circulo.

Na préxima secao, apresentamos expressoes para a mediatriz.
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A.1.4 DMediatriz hiperbdlica

Sejam vy = {Z1,71) € Vo = (Z9,y) cOM 21, Y1, T2,y2 € R. A mediatriz de v; e vy é dada

pelos pontos z € H? tal que dg (2,v1) = dge (2,v2). Mas

dgz (Z,’U}) == d]::.p (Z,’Ug)

<= cosh dpe (2,v1) = cosh dgp (2, v2)

z -’ 2wl
i Y2

= pr-a)+ny-n)=ule—) +uly—w)’

donde temos

(1 ~ 1)+ — )V +2(T1he — NT) T+ (3:3 + yg) - Y2 (1'? + y%) =0. (A.6)

De (A.6) temos dois casos:
Loy = yo;
2. y1 # y» (este caso é também encontrado em {40]).

Se y; = y» entdo
@ity @ +yl)  nitm

2 (ﬂflyz - Y1 Z3) 2

com y > 0.
Caso y; # 9, temos

2 2 2 2 P 2
x — T T — T T35 - — rs +
(:c—é— 1Yz — W 2) +y22( 1Yz = 2) +y2( I y;) 1 {x3 ?Jz)

i — U i—u

(1 — v2)

onde y > 0. Portanto, concluimos que a mediatriz é uma geodésica e donde apresenta-

mos o seguinte resultado:

Teorema A.1.5 Considere dois pontos distintos v; = (Z1,y1) € v9

vy, vo € H2. Entédo a mediatriz é dada por:

i) Se 41 =y, a mediatriz é a semi-reta iniciada em x = LI

i1} Se yy &£ yo, € mediatiz € o semi-circulo de centro

(551?!2 — U1T2 O)
Y2 — Y1 ’

€ raio

2
\/($1y2 — ym) L (23 +9}) —wn (o +43)

Y1 — Y2 {y1 — yz)

(%2, 2) com
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Encerramos esta secdo observando que o ponto médio de v; e v, é obtido da in-

tersecao da geodésica ligando vy a v, com a mediatriz
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A.2 Algoritmos Implementados no Mathematica

Algoritmo do CMI - Hiperbélico

(+ Declarando os wvértices do poligono :
Fornega na varidvel wvértices abaixe oz vértices do poligono desejado.

Observo gue o8 vértices devem ser forncecidos de forma ordenada pelo
caminhar sobre o perimetre do poligono iniciando em um vértice no sentido
horario (ou anti-horario) até chegar ao seu antecessor nesta caminhada;

Abaixc apresento alguns exemplos:
{{6,3},{3,5},{0,5}.,{-2,3},{-2,2},{0,1},{3,1}};> Inicio-{6,3} Término-{3,1}
({8,20},{3,26},{0,26},{-5,22},{-5,18},{0,14},{3,14}};>
Inicio-{8,20} Término-{3,14}
{{7,3},{5,5},{3,7},{0,5},{~2,3},{~-2,2},{0,1},{3,1}}:> Inicio-{7,3} Término-{3,1}
*)

vertices := {{0, 3}, {-2, 3}, {0, 1}}
v i= Partition [Flatten [ {vertices, vertices [[1]1}], 2]
Print ("0 poligono tem ", Lengthivertices],

" arestas e o conjunto dos wvértices é: ", v];

{(* Digtancia Hiperbdlica e circulc hiperbélico no planoc «)

' 113 - 1IN* 2]] - 211)?
gistancia [u_, v_] := 2 ArcTanh | (uf 2]} -+{{1}])° + (u{[2]] -+v([2]]) 1
(@11} =v{[13])7 + (u[[2]] + v[[2]])?

circuloH [u_, r_] := Circle[{u[l1]], ulf2]] Cosh|rl}, u[[2]] Sinhir]]

{* Segmento geodésico entre dois pontos x)

w[[111% +ul{2}1? - v[[3]}1% - v([21]®

2 (ui{11] -v((1]])
(u[[111% +ui(2]1% - vI[1])% - v[[2]1)"
(u{{1]} -v[[2]1])?
4ul{1}] (mi{a]1% +ull2]) - v[[2]1% -v[[2]11%)
(w1l -+[[3]])
uf[2]]
]

efu_, v_] :=I£[uf[1]] #v[{1]], { » 0}, {u[[1]], 0}]

i
riv_, v_] := _2* \/ [4u[[1}12 +duliz}]®+

8fu_, v.] 1= Arcsin[

V (wiI1] - efu, v1IL11)? +ul[2]]?
alo_, v_] :=TE[v{[1}] sclu, v][[1]], m-©[u, v], ©fu, v]]
gecd[u_, v ] = If{ulfl]] #v[[1]1], Graphice]
{PointSize [0.015]}, Point {Nfcfu, vj]}], Thickness [.005], Circelefciu, v], riu, v].
{Min[{a[u, v], a[v, u]}], Min[{afu, v], a[v, ul}] + Abs[au, v] -a[v, ul]1}1},
AspectRatioc - Automatic, Axes - {True, False}l,
Graphics [{PointSize [0.015], Point {u], Thickness [.005], Line[{u, v}]},
AspectRatio - Automatic, Axes - {True, Falsel}]]
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{# bistBnacisa de um ponto a um segmento geodésico *)
dlu_, v_, p.] := IE[ul[1]] =v[[1]],
Ab 211 ~ 2
Min['l‘ahle [distancia [p, {u[[li}: uil2]] +n slull i;o vtz

1. {a, 1, 100, 13}]].

Min [‘.’L‘able {distancia [P:

Absf{afu, v} -alv, ul} ]

{elu, v11[1]1] +x[u, v] Cos[Min{{alu, ¥v], a[v, u]}] +n o
ab P - .
r{u, v] sin[mn[{agu, vl, a[v, ul}] +n lafu :io 2lv. wil ]}], {n, 1, 100, 1}]]]

{#* Plotanto a gecdésica definida por dois pontos =)
flfu_, v_] 3=
Graphics [ {Text [c[u, v], {eu, v][[1]]}, -3}], Point [c[u, v]], Thickness [.007],
Line[{{c[u, vI[[1]], 0}, {clu, vI[[1]], 2Max[{uf([2]], v[[2)]12]1)}1},
AspectRatic - Automatic, Axes » {True, False}]
£2[u_, v_.] = Graphics [ {Text [N{eciu, v]}, {clu, vI[{1}1}, ~2}].,
Point [cfu, v]], Thickness [.007], Circlec[u, v], r{u, v], {0, 7}]},
AspectRatio - Automatic, Axes - {True, Falsa}]
glu., v_] := If[u[[1]] = v[[1]], £1[u, v], £2[u, v]]
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{# Ponto de intersegic de duas retas =)
ptinteretafu_, v, w_, z_] := If[N[u{[l}}} = N[v[[1]]] && N[w[[1]1] # N[=[{1]]1].
Tt [Abs[clu, vI[[1]] - e[w, 2] [[1]]] <z{w. 2],

{elu, v11I211, Vriw, 217 - (clu, v1{[11] -e[w, 21 [[111)2, 2},
1f[abs[c[u, v1[[1]1] -clw, 2} [[1]]] == [w, 2],

{efu, v1 1121}, Vziw, 217 - (efu, v1{(1]] -clw, 2] [[111)?, 1}, {0, 0, 0}]],
IE[N{ul{1]]] #N[v{{2]]] &&N[w[[1]1]] = N[=z[[1]]].,
1f[abs[c[w, 2z} [[1]] -e[u, v]1[[1]]] <=z[u, v],

{etw, 21 [1111+ Vrlu, vi® - (elw, 2] [[1]] -elu, vI[[111)?, 2},
1f{Abs[c[w, z] [[1]] -c[w, vI[[1]]] == [u, v],

{elw, 211211 Velu, v1%- (elws 2] [[1]] - clu, v1[[11])?, 1}, {0, 0, 0}]],
TE[N[u{[1]]] #N[vI[1]]] & N[w[[1]]] # N[z{[1]]],
If[AhsEc[u, v][{[1]} ~c{w, 2]{[1]]] =x[u, v} +x[w, 2},

{ rlu, v1? - r[w, z]? clu, vI1[[1]] +efw, =} [[1]]
+ z
2 {efw, 2] [[1]1 -elu, vI[[1]]) 2
\/ , ( [, v]1?-xlw, 2]’ clw, zuml«c[u,v]ttm}“
r[u, v]* - + ,1},
2 (e[w, 2] [[1]] -e[u, v][{1]]) 2

1£[abs{cfu, v]{[1]]-c[w, 2] [[1}]] < (z[u, v] +x[w, 2]},
1ffefw, 2] [[1]] =cfu, v]J[[1]], {0, O, O}, T£[N[x[u, v]®] =

N[[ rlu, vi?-zlw, z]° , elw =1 [[31] - elu, ] [[1]] )2]
2 (elw, 2] [[1]] - e[u, vI[[1]]) 2 ’
{ rlu, v]* - rlw, z]? cfu, v1[[1]] +elw, 2] [[1]]
+ £
2 (cw, 21 [[11] -elu, vI[[2]]) 2
\/ 2 [ riu, v]® -rlw, z]? clw, 2] [[1]1] - e[u, vmmr
rlu, vi* - +* P
2 (e(w, 2] [{1]] -c[u, vI[[1]]) 2
1}, z£[Wlx(u, v]*] >
N[{ riu, v1% - r[w, z]? efw, z][[1]] - e[u, v][[1]] ]21
+ r
2 (elw, 21 [[11} - c[u, v][[1]]) 2
{ rlu, v1? -r[w, z]? elu, v1[[1]] +elw, 2] [(1]]
+ ’
2 (elw, 2] [[1]] - e[u, vI[[1]]) 2
\/ . [ rlu, v)® - xiw, z]? elw, =1[[L]] -elu, v][[1]] )}
riu, v]° - + r
2 (e[w, 2} [[1]] - elu, v][[11]) 2 ]

2}, {0, 0, 03]]]. {0. 0, 0}]]. (0, 0, 1}]]]
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{» Comandc gue gera o poligono hiperbdlico )
t =
Max [Table[v{[i, 1]], {i, i, Length([v}}]] +Min[Table{v[[i, 1]], {i, 1, Length[v]}]]

2
polihip[v_] := {Graphics [{PeintSize [0.02], Point /@v,
RGBColor [0, 0, 1], Text ["Plano Hiperbdélico~, {t, -2}]1}1.
Table [gecd [v{[i]], vI[i+1]]1), {i, 1, Length{v] -1}]}
Print[" O peoligono dos vértices fornecidos "];
Show [ {polihip [v], Graphics [ {Pointgize {0.02], Point /@ vertices}il.,
AspectRatio - Automatic, Axes - {Irue, Falsel}]:

(* Bissetrizes em funcao dos pontos que determinam as retas =)
{(* Definindo as bissetrizes =)
(+ Geodésicas Digjuntas =*)

, 1 w, 1
disiifu_, v_, w_, z_] :={°f“ Vil BI;GE z} [ 1 ]]’0}

. w, 11] - ¢ [w, ,
disj2[u_, v_, w_, z_] = {r{u vl el zr}[i[ i; -:E : clu, v]1{[1]] )

riw, z] cfu, vI[[1]1]1®-x[u, v] elw, 2} [[1]]?
+

rlu, v] ~riw, z]

‘\/ {-—r{u, v} rfw, 2] +

(r{u, v]elw, 21[[1]] -T[w, z] c[u, v][[1]] )2 }
riu, v] - riw, =]}
riu, vlclw, 2] [[2]] +x[w, z] c[u, v][[1]]}

disj3fu_, v, w_, 2_] := { : } [ : .
rfu, v] +xw, 2

rlw, z] elu, vI[[1]1]% +xiu, vl e[w, 2] [[1]11°

.\/ (r{u, v]lr[w, =] -

ri{a, v] +riw, Z]

(r[u, v] elw, z][[1]] +=[w, 2] c[u, v][[1]] )2
r{u, vl +riw, 2] ]}

disjdfu_, v, w_, z_] := {e[w, 2] [[1]] + xw, 2],

NY2rw, z] (c{w, 2] [[1]] +x[w, 2] -<[u, vI[[1]]) }

dis3i5[u_, v, w_, z_] := {clw, 2] [[1]] ~ ¥ {w, 2],

‘\fzr[w, z] (efa, vI[[1]] - (elw, 2]1[[1]] -xw, B])) ]-
hissd{u_, v, w_, z_] 3=
Ifful{[l]] # vi[1]} &&w[[1}} #=[[2]],
Iffabs{ciu, v][[1}] -c[w, 21 [[2]1] > (x[u, v] +x[w, 2]).,
If{rfu, v] =riw, ], digjl[u, v, w, 2}, disj2{u, v, w, 21}, disi3 [u, v, w, 2]},
TE[ul[1]) =v[[1])]) e&w[[2]] #=[[1]],
Iflefu, v][[1]1] <e¢lw, 2][[1}], digj4fu, v, w, 2], disj5[u, v, w, 211,
Iffe[w, =] [[1]] <cfu, v][{1}], disj4 [w, z, u, v], digj5[w, =, u, v]1}]
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{* Geodésicas Paralelas i)
bisspfiu_, v, w ., 2.] 5=
TE[u[[1}] # v[[1]] &&wl[[1]] # =[[1]],
If[abs[cfu, v][{1]] ~clw, 2] [[1]]] = (z]u, v] +xw, 2]},
If[rfu, v] =r[w, 2], disjliu, v, w, z], disj2{u, v, w, 2]}, diei3 (v, v, w, 1],
IE[(u[[1]] =v[[1]] &&w[[1]}] #=[[1]],
If{efu, v]I[{1]] <clw, z]{[11], disjd{u, v, w, 2], disi5[u, v, w, 3]],
IE[u[[1]] # v[[1]1] &&w[[1]] = z[[1]], If[c[w, 2] [[1]] <c[u, vI[[1]],
disjd {w, 5, u, vl, disi5[w, z, u, v}], TE{ui[1]] =wv[{1]] &&wli{Ll]]} ==2{[2]],
diejl (v, v, w, 2], Print ["HA Algum erroc - teste paralelas~®}1]1]]]
{+ Geodésicas Concorrentes =)
bigsc{u , v_,w_, z_] :=
If{u[[31]] # v[[2]1} &&w][[21]] # 2[[1]].
If[r{u, v] =rw, 2], {disjlu, v, w, 5], disi3u, v, W, 2]},
{digj2fu, v, w, 2], disj3[u, v, w, z}}].,
Iffull1l]] =v[[1]] &&w[[1]] #=[([2]], {disj5 [u, v, w, 2], disid [u, v. w, 2]},
{GigiS[w, 2, u, v], disjé{w, =, u, v11}1}
{* Comando que vai pars bissd, bissp ou bissc -
bissl —{bissd,bissp,bissc[[1]]} - bisa2 -[bissd,bissp,bissc[2]]} %)
bisslfu_, v_, w_, 2_] := If [ptintereta [u, v, w, 2] [[3]] = 0O,
bissd[{u[[1]], w[[2]]1}, {vE[2]], vE[2]1}, {w[[2]], wlL[2])}, {=2[[2]], 20{2]1}],
If [ptintereta[u, v, w, 21{[3]] =1, bissp[{u[[1]], u{[2]1}, {v[[1]], »{[2]1},
{w[[31}, wi[2}1}, {20{211, =[[2]1}], Dissc[{u[[2]1], ui[2]]}.
{(vi[1]1], v[{211}, (wi[211, w{[211}, =[{1]). 2z[[2]11}1((2}]]]
biss2[uv_, v., w_, %_] := If [ptintereta{u, v, w, 2][[3]] =0,
bissd[{w[[31], wi[2}]1}, {v[[1]), v[E21]}, (w211, wI[2]1}, {=[[21], 2[[2]1}1,
If [ptinteretafu, v, w, 2][[3]] =1, bissp{{uf[11], wl[21}}, {vE[1}], vIE2})},
{wi{T1), w{[2]1}, {=[[11], 2[[2]1}}, Dissc[{u[[1]], u[[2]1}.
{vi{[111, v{{2]1}, {wl[2}], w[D2]0}, {=[[21), 2z[[2]1]3}11012]111}
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{+ Ponto de interseqdc de duas bissetrizes +)
ptinter[{uv_, x_, v_, £_}] :=

If[r=0&&t#0, If[Abs[u-v]s¢t, {u, '\/t2- m-v)?}, {0, -13],
If[rz 08t =0, 1f[abs[v-ul £z, {v, \/rz- (v-uy*}, {0, -1}], 1f[r#0sat # 0,
2

»? g2 v-u ]’

1f[absu~v] s (r+t), TE[v =u, {0, -1}, 1€ [N[2?] zN[(z( 5 =
v -1

2

2 _ g2 2. p2 -
{r e +uw,\/rz_( =r Wz “] }o {0, -13]]. (0, ~1}], (0, -1}]]]

2 ({v-u) 2 2 (v~u) 2

ptinterBissl [{u_, v_,w_, 2_, P, 9., *_, t_}] := ptinter [{bissl{u, v, w, =] [[1]].,
bissl{u, v, w, z][[2]], bissl|p, @, z, t]1[[1]], bissl(p, g, &, t1[[21]1}]
ptinterBigs2 [{u_, v_,w_, 2 , P _, QC , ¥ _, t_}] := ptinter [{bisslu, v, w, =} [[1]],
bigslfu, v, w, z][[2]], biss2[p, @, r, £][[1}], biss2{p, g, v, £]1[{2]}]1}]
ptinterBiss3 [{u_, v_, W_, 2_, P_, €., r_, £_}] := ptinter [ {biss2 [u, v, w, z]1[[1]],
biss2fu, v, w, z]1[[2]], bisel{p, q, r, t1[[1]1]}, biesi[p, @, ®, tI[[2]]}]
ptinterBissd [{u_, v...w_, z_, p_, ¢, ¥_, t_}] := ptinter [{bies2([u, v, w, z][[1]],
bisgs2 [u, v. w, 2]1[[2]], bies2{p, g, r, t1[[{1]]}, biss2[p, @, ¥, t1{I2]]1}]
ptinterBiss [{v_, Vv_, wW_, 2_, P_, Q@ , T_, t_}] :=
{ptinterBisgl [{u, v, w, z, P, @, ¥, t}]}, ptinterBiss2 [{u, v, W, Z, P, Q- T, t}],
ptinterSiss3 [{u, v, W, Z, P, @, ¥, t}], ptinterBissé [{u, v, W, Z, P, ¢, ¥, t}]}

{* Disténcia de um ponto a uma geodésica =)

pontoM[u_, v_, p_] s= TE[ul{1]] = v[[1]], {ul[1]1. v (p[121] ~ul[11D*+p[1211%},
{¢((el11]1] -eu, vI[[2]] ~zlu, vI)*+ (-p[[2]11)%) (c[u, v][[1]] -x[u, ¥v]) +
((PI(2]1] ~efu, vI[[1]] +xfu, v])? + (-p[[2)])?) (efu, v][[1]] +x[u, ¥v]))/
((I{1]1 -efu, vI{[1]] -z[w, v1}* + (-pL[211D?) +
((PLI1]] ~efu, vI[[11] +x[u, v])*+ (-p([211)7)),
1/ (((®[[111 ~eu, vI[[1]] -x[u, v])?+ (-p[[21])%) +
(pL[1}] -efu, v][[L1]1] +xlu, v1)?+ (-R[[2]11)%))

(zr{u. v} \/ ((PI{2]1] ~clu, ¥vI[[2]] -z[u, v1}?+ (~-p[[21)?)

V ((®I[21] -clu, vI[[3]] +zlu, v1)? + (-p[[21]1)?) )}]

rHl{u_, V.., p_] := distancia [{p, PontoM[u, v, p]]



A.2. Algoritmos Implementados no Mathematica 117

(» Lista dos vértices que definem as bissetrizes i)
mij_, d_] s= {v[[5}], v[[d+3}], v[[f+2}], v{[i+2]])
L1 := Partition [Partition [

Flatten [Table [m[j, i], {]j, 1, Length[v] -1}, {i, j, (Length{v} 1) -1}]1, 2], 4]
Print ["0 nimerc de arestas do poligono é: =, Length[Ll]}
Print["o namerce miximo possivel de intersegdSes das bissetrizes é : =,

Length [{L1] (Length[Ll] - 1) *4}
2

{(+ Varidveis da préxima rotipa =)

M{i., J_rk_,1_] := PontoM|Flatten [{L1[[j~1]1, LA[[411}, 2] [[k}].
Flatten [{B1[{3-11], LI[[&]1]1}, 11 [[k+1]],
ptinterBiss [Flatten [{TL1{{j-2]], LI[[i]11}, 2111[{11}1]

centro = {0, -1}

raio =

il z=

i2 :=

Kl :=
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{= Rotina gue plota o grafico dos candidatos, sendo o Gltimo o MIC )

RotinaPonto [£_, j_, k_]} := T£[
NM[i, 3, 1, k]] # Flatten[{LI[[J - 1], BA[[i}]}, 17[[2]] &&
N[M[i, j, 1, kK]1] # Flatten [{LL{[j - 1], L1[[4}]1}, 1][[2]] &&
N[distancia [Flatten [{L1[[j-21]], L1f[i11}, 2111111~
Flatten [{LA[[j~1]1}, L1[[2}]}, 217[2]1]] =
N[ (distancia [Flatten{{L1[[F~ 211, LL{[41]}, 2JE[2)3, M1, j, 1. K]] +
distencia [M[i, j., 1, k], Flatten [{LI1[[5-131, L1[[3]11}, 21[i21]11)7] &&
N[M[i, J, 3, k]] # Flatven [{L1{{j~1]], LA[[1]]}, 1)1{{3]] &&
N[M[i, §, 3, k]] # Flatcen [{L1{[3 - %]], BAI[i1]}, 2] {[4]] &&
N[distancia [Flatten [{Li[[j -~ 111, L1[[4]1]1}, 2101I31],
Flatten [{Li[{3-1]], L1[[2]11}, 11{[4]11]1] =
N{(distancia [Flatten [{TA[[J - %]], LI[[4]1}, L10E311, M[4, 3, 3, K]] +
distancia [M{i, j, 3, k], Platten [{L1[[§-17], LI[[£}]1}, L11[4]111)1 &&
N[mM[i, 5, 5, K]] #Flatten [{L1[[{J~-1]]1, L1[{i]]}, 1]7[[5]] &&
N[M{i, j, 5, k]] # Flatten [{BL1[[3~1]], Li{fi]}}, 1]1{[6]] &&
N{distancia [Flatten {{Li[[j-1}], L3[[i]1}, 11[{51],
Flatten [{Li{[F-11], L1{[3]]}, 2JE[611]] =
NI (distancia [Flatten[{Z1[[§-21]], LI[[4]11}, 21[(5]), M[i, 3, 5, K]] +
distancia [M{i, 3, 5, k], Flatten [{L1[{i~ 111, BL[[£]]}- 2]1[6111)] &&
N{#[i, j, 7, k]] # Flatten [{&3[{d~-1]), LA[[i11}, 2}[{7]] &
WNM{i, 3,7, k]] # Flatten [{L1[[j-1]], DATEi]11}, 11([[8]] &&
Ni{distancia [Flatten [{L1[{j ~1]], LI[[i]1}, 21[[71].,
Flatten [{L1[[i-311], LA[[4]11}. 2][[8]1}] =
N[ (distancia [Flatten [{LI[[j-3]), LAL[L}1}, 2100711, M[i, 3, 7, k]] +
distancia [M[i, j, 7. k}, Flatten [{LI[{F-313, LIL{i11}, LIE[8B111)] &&
N{distancia [ptinterBiss [Flatten [{L1[{F-1]], LL[Fi}iT}, 213 [[k]]1, M[i, 3, 3, k]}]
Nidistancia [ptinterBiss [Flatten [{L1[[35-11), L2[{i}1}, 1170 [k}1, M{i, 3, 5, k]1]]
, If [N[distancia [ptinterBiss [Flatten [{LI[[j~ 111, LA[[4]11}, 1]1111{k11,
Mli, 3. 3, k]1] s Min[Table [
N[&[v[[1}], v[[3+1]], ptinterBiss [Flatten [{L1[[j~1]], LI[{[(L}13}, 2111 [(k]1}1},
{1, 1, Length[v}] ~1}]] &&
N[distancia [ptinterBiss [Flatten [{L1{{3 -1]], Li[[41]}, 2131 fk}}, M[i, 3, 3, k}}] =
raio, Print ["Candidato ao Centro: ~,
centro = N[ptinterBiss [Flatten [{LI[[J ~117, LA[{£11}, 2310 [k3])].
" de Raio: ¥, raio =
N[distancia [ptinterBiss [Flatten[{LL1][5-1)}, LI[{£]]3}, 2300 [k}1, M[i, 3, 3, kI11].
" o4 = ",ii=3F, " i=z "™, di2=z4i, * k= ", ki=k," GRAFICO ",
Show [Graphics [ {Point8ize [0.02], Point /@ {(M[i, 3, 1, R}, M}i, 3, 3, k], M[i, 7, 5, k],
M[i, 5, 7., k], ptinterBiss [Flatten[{tl[{j~-111, BA[[L11}, 113([k]1]13.
circuloH [ ptinterBiss [Flatten [{L1[[j~1]]), LA{[i]1]}, 1]1[[k]], Nidistancia|
ptinterBiss [Flatten [{L1[{di-1]], LATLil11}, 1110[k]], M[i., 3., 3, k111131,
polihip {v], Axes - {True, False}, AspectRatio - Automatic]],
Print {"Ponto invédlido pelo SEGUNDO teste®, ™ (j,i,k} : {n
P P TS R A |

I

s Print ["Ponto invalido pelo PRIMEIRO teste”,
il {jlilk}: {",j,","'i,“,“,k,"}"}]
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For[j=2, j< (bength{Ll] +1), For[i=3, i < (bength[L1] +1),

TE[
ptintereta [L1[[i-1, 1], L1{[j -3, 2]), LI{ff~1, 3]1], L1[[I -1, 431]([3]1] =2 &&
ptintereta [LI[[i, 1]], Li[[i, 2]], LAE[4d, 31], LAf[4i, 4]11[[31} =2,
For[kz=1, k<5, If [ptinterBiss [Flatten|[{L1[[F-111, L1[[4)}}, 111[[k, 21} >0,
RotinaPonto [1, j, k], Print {"N8c hé ponto de intersegfio entre as bissetrizes =,
LR - PR YD 3 B PR P VL P M R BT S LT
If[ptintereta [LAI[[3-1, 11}, Li[[3i-1, 2]}, Liffj-1, 3]], L1{[j-1, 41]1]1{[3]] =1&&
ptintereta [LA[[i, 1}], L1f[4, 2]}, L1[[di, 37}, L1[[i, 4]171[[3]] =2,
For[k =3, k<5, If [ptinterBiss [Flatten [{L1[[j-2111, LI{[£]1}, 211 [[k. 211 > O,
RotinaPonto [i, j, k], Print ["NiEo hia ponto de intersecdio entre as
bigsetrizes ", ® { j, i, k} = { ", 4, ™ , ", 4, " , ", %k, " }"]]:k++],
If [ptintereta [L1[[3-1, 1]], LA[fj~1, 2]], LA[[j~21, 3]], L1f[I -1, 411}[{3]] =
2 & ptintereta [L1[(i, 111, DI[[di, 2]], LA[[i, 3]1], LA[[Li, 4711([3]1] =2,
Forik=1, k<3, If{ptinterBiss [Flatten [{LI[[1~ 1], LL[{1]]}, 233 {{%k, 2171 >0,
RotinaPonto {i, j, k], Print ["N&o hia ponto de interseg@o entre as

bisgsetrizes ", ® { 3, i, k} = { ", 3, " , ",di, ", ", Kk, " "1l kes],
Print ["NEo ha ponto de intersegfio entre as biasetrizes 7,
" { j, i, k} = { nl 3.: " y " ir "o ", k, " }"I]}I

i+l g4+l

Print|
"HEGHEFE SRR R RS FIM H$HE4 HR A EEEE SRR S U SRR RS,
"0 MIC tem centro: ®, centro, " e Raio: ,

raio, " veja ¢ grafico do CMI abaixo!",
" HEFHHEERS R R R FIM BHEGHEHHF RS G S SR H S GSSAE R4 )

Print ["0 MIC tem centrc: ", centro,
- Raio: ", raio, " # Veda o grafico acima # =,
Show[ {polihip [v], Graphics [ {RGBColoxr [0, 0, 1], ¢irculoH [centro, raiol,
RGBColor [1, 0, 0], PointSize [0.02], Point [centro],
Text ["Centro®, centro + {0, ~0.3}], RGBColor[l1l, 0, 1],
Line [ {centro, M[i2, il, 1, k1]}], Text["Raio", M[i2, i1, 1, k1] + {0.3, 0.2}1}1},
AgpectRatio - Automatic, Axes - {True, ¥False}}l:;];
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Algoritmo do CMI - Euclidiano

(* DPeclarandc os vértices do poligono :
Forne¢a na varifével vértices abaixo os vértices do poligono desejado.
Observo que os vértices devem ser forncecidos de formas ordenada pelo
caminhar sobre ¢ perimetro do poligono iniciande em um vértice no sentido
horédrio (ou anti-horério) até chegar ac seu antecessor nesta caminhada;
Abairo apresento alguns exemplos:
{{4,0},{4,2}3,{0,2},{-2,1},{-1,-1},{0,~2},{4,-2}}:~
Inicio-{4,0} Término-{4,-2};
{{8,20},{3,26},{0,26},{-5,22},{-5,18},{0,14},{3,14}};~
Inicio-{8,20} Término-{3,14)};
{{6,28},{1,32},{0,32),{-3,30},{-3,26},{0,24),(3,24}};=
Inicio-{6,28} Término-{3,24};
*)

vaertices := {{4, 0}, {4, 2}, {0, 2}, {-2, 1}, {~1, ~1}, {0, -2}, {4, ~2}}
v := Partition [Flatten [{vertices, vertices [[1}1]}], 2]

Print ["0 poligono tem ", Length[vertices],

" arestas e o conjunto dos wvértices é: ", v]

(* Distancia Euclidiana «)

aistanciafu_, v_] := (a[[1]1] -v[[11])? + (u([2}] - v[[2]])?

(*# Coeficientes da forma geral de uma retas)

afv_, w.] :==(w[[2])-+v[{2]])

blv_, w_] := (w[[1]] - v([2]1])

clv_, w_ ] = (-v[[1]] a[v, w} -v[{2]] b[v. W]}

orte(v_, w_, p_} := (p[[3]] DIv, wl -p[[2]] a[v, w])

reta{v_, w_, x_, ¥. ] iz a[v, wlx+blv, wly+c[v, w]
ortratafv_,w_, p_, % _, ¥ ] i5 -blv, w]lx+afv, w] y+orteiv, w, pl
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(* Ponto de interse¢do de duas retas »)
ptinteretafu_, v_, w_, 2_] := J:f[(a.[u, v] biw, z} -aiw, 2] b[u, v}) #0,

biu, vl c[w, 2] ~biw, 2] clu, v] ciu, v] alw, z} -~clw, 7] a[u, v]

{a{u, v] biw, z] -a[w, 2] blu, v] ’ afu, v] blw, z] ~afw, 2] bu, v] !

Print ["N&o possui ponto de im:arsegiio"}]

{+ Bissetrizes em funcao dosz pontes que determinam as retas )

~Signicfv, wl]

Hlv_, w_ ] :=

‘\/a[v, wl? + blv, w}?
BigsilA[u_ , v., w_, 2] t=ufu, vlajfu, v} -ufiw, 2] a[w, 2]
BigslB[u_, vo, w_, 2_] = ufu, v} bfu, v} - u{w, 2] blw, z}
BisslC([u_, vo, w_, =_7 = pfu, v] c[u, v] - ulw, 2] ciw, =]
retabiss[u_, Vv_. W, T_r X_, ¥..] t=
BigslA [u, v, w, 2] x+BisslB[u, v, w, 2] vy + BisslCfu, v, w, %]

Bigs2a([u ., v_, w_, 2] 35 p{u, viafu, v} +u[w, 2] a[w, z]
Biss2B(u,_ , v_, w_, 2_] = p[u, vl blu, v] +u[w, z] b[w, =}
Bigg2Clu_, v, w_, 2_] t= lu, viefu, v} +ufw, 2z} c{w, 2]
retabigs2u_, v ., W _, 2_, X , ¥._ ]} =

Bigs2A [u, v, w, 2] x+Bisg2B[u, v, w, 2] ¥y + Bigs2C[u, v, w, z]

(* Ponto de intersegiio de duas retas da forma Bissl )
ptinterBiss [{v_, v_, W_, Z_, P_, &, ¥_, t_}] :=
If{N[(BisslA [u, v, w, z] BisslB[p, q, r, t] - BisslAa[p, , z, t] BissiB[u, v, w, 2])] # 0+
Ni{{(Bi=slB[u, v, w, 2] BisslC[p, ¢, r, t] - BisslB [P, ¢, £, t] BisslC{u, v, w, 2]) /
{BisslAa [u, v, w, 2] BisslB([p, g, ¥, t] - BisslA [P, 4, ¥, t] BisslB{u, v, w, 2]},
{(BigslC[u, v, w, 2] BigslA[p, 4, ¥, t] - BissiC|p, ¢, ¥, t] Bissia{u, v, w, 2]} /
(Bisslafu, v, w, 2] BisslB{p, q, r, t] - BisslA[p, 4, ¥, t] BisglB{u, v, W, 2})1}],
{"N&o possuli ponto de intersegdc®, 0}]

{* Digténcia de um ponto a uma reta =)
PonteM[u_, v., p.] =
ortofu, v, p] blu, v] -~alu, vicfu, vl ~c[u, v] bl[u, v] -crteciu, v, p] alu, v] }

{ afu, v]? +b[u, v]* ’ afu, vI* + blu, vi°*

r{u., v__, p..] :=distancia [p, PontoM [u, v, pl]

{* Dafinindo um poligono »*)
PolBucl [v. ] := Graphics [Linefv], AspectRatio - Automatic, Axes - True]
Show [PolEucl [v], AspectRatic - Automatic]
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{x Ligta dos vértices gue definem os bissetores %)
m{j_, 1] := (VI[31], vI[§+11], v[[1+1]1, v[[i+2]]}
Ll := Partition [Partition|
Flatten [Table[m]j, i}, {ji, 1, Lengthfv] -1}, {i, i, {Length{v] -1) ~1}]11, 2] . 4]

Print {"0 nimerc de mediatrizes do poligono é&: ", Length[L1l]
Print["o numero mixime possivel de intersecdes das mediatrizes é& : *,

Length [1L.1] (Length[L1] - 1)

- ]

{* Varidveis da prdéxima rotina =)
M[i_, j_, k_] := PontoM [Flatten [{L1[[j-1]], LA[[i]]}, 1] [[k]].

Flatten [{L1{[j-1]], L1[[i]11}, 21[[k+1}],

ptinterBiss [Flatten [{LL[[F-17], LL{[i]]1}, 111]
centro := 0
raio 1= 0
il:= 0
i2 1= 0
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{# Rotina que plota o grafico dos candidatos, sendo o Gltimo o MIC  +)

For{i=2, j < (kength{L1] +1), Forfi=3j, i < (Length[Ll] +1).,
If [NumberQ [ptinterBiss [Flatten[{L1[[F-117, &1{[£]]}, 111[[3]11] = True,
Iif]
N[M{i, i, 1]] # Flatten [{L1[{3-2])], LA[{i]1}, 12]1[2]] &&
N[M{i, 3, 1]] # Flatten [{Z1{[j-1]], L1[[4]]}, 2][[2]] &&
N[distancia [Flatten [{LI[[j-2]1], LA[[3]1}, 2J1I21],
Flatten [{Li[{3-2]], B3[[i]1]}, 31[[{21]11]1 =
N[ (distancia [Flatten[{DL1{[3-11], L1[[31]}, 2]0I2]], M[d, 3, 1]] +
digtancia [M[i, j, 1], Flatten [{L1[[i~-1]11, B2L{{i11}, 21[(2111] &&
N[M[i, 3, 3]] # Flatten[{L1{][j~-1]], LL{[i1]}, 11[{3]1] &&
N[M[i, j, 3]] # Flatten [{L1{{j~-1]], &1{[i]]}, 1][[4]] &=
N[distancia [Flatten [{LI[[§ -1]], B1[{£]11}, 13[[31]1,
Flatten[{L1[[j-1]], L1[[4]}}, 1]{[4]]]] =
N[ (distancia [Flatten[{L1[[j~-1}], ZL([i]]}, 210[31], M[4, 3, 3]] +
distancia [M[i, j, 3], Flatten [{L1[[3-1]], L1[[i]]}, L][[4]11)] &&
N[M[i, j, 5]} £ Platten {fLI{[5-1]7, LA{[5i]]1}, 1}{[B]] &&
N{M[i, j, 5]] # Flatten [{L1][j~-1]], ni[[i]1]}, 1]{[6]] &&
N{distancia [Flatten [{L1{[3-3]1, RA[[4]]1}, 21[I5]1],
Flatten [{L1{[j -1}, &2[[i]]}, 1]{[61]]1]1 =
N[(distancia [Flatten [{L1[[F-211], D2L[41}}, T1[{511, M{i, 3, 5}] +
distancia [M[i, j, 5], Flatten [{L1[[j-11), BLi{il1}, 111{6]11)] &&
N[M[i, 3, 7]} # Flatten [{LI[[F-2]), LA[[4i]]}, 21[(7]] &&
N[{M[i, 3, 7]] # Flatten [ {LI[[F -1}, LA[[d]]}, 2]1[8]] &&
Nidigtancia [Flatten [{L1{{j-1]), L3{[3]3}, 21[{7]],
Flatten [{LI[{j-21]], LL[[1]]}, 2E[8]11]1 =
N{(distancia [Flatten [{LI{[j-1]], BA{{i]}}, 1310[71], M[di, 5, 7}] +
distancia [M[i, 3, 7], Flatten [{L1[{j-1]], L1[[i]]}, 11{[8]]])] &&
N[distancia [ptinterBiss [Flatten[{L1{[j-1]], L1[[i]]}, 11}, M[i, j, 3]]] =
N{distancia [ptinterBiss [Flatten {{L1[[j~-21}], LL[[1}]}, 23], M[i, J, 51]]
, If [N[distancia [ptinterBiss [Flatten [{LI[[j~1}], LA[[4]1]}, 117, M[4i, 3, 311] s
Min[Table [N{r{v{[k]], v[[k+1]],
ptinterBiss [Flatten [{L1[[§-1]1]1, LAf[i]1}, 11111, {k, 1, Length[v]} -1}]] &&
N[distancia [ptinterBiss [Flatten [{LI[[J -1]1, LLEEL11}, 311, M[i, j. 31]1 2 raio,
Print ["Candidato ao Centro: -,
centro = N[ptinterBiss [Flatten [{LL[[j~31}], LI[[3]1]}, 111}, ® de Raio: -,
raio = Nfdistancia [ptinterBigs [Flatten [{LI[[F- 111, n2{[{1]1}, 211, M([i, 3, 31]1,
P 4= ", il=3F, " is =®,i2=41, " GRAFICO T,
Show [Graphics | {PointSize [0.02], Point /@ {M[i, j, 1), M{[{i, j, 3], M[L, 3. B],
M[i, 5, 7], ptinterBiss [Flatten [{L1[[§~211], LL[([£]]}, 111},
Circle | ptinterBiss [Flatten [{L1[[j ~1]], LI[[4i]1]}, 21], NI
distancia [ptinterBigs [Flatten [{L1[[j-1]], &1[[1]1]}, 2]], M[4i, 3, 3]1111}]),
PolEucl {v], Axes - Autcmatic, AspectRatioc - Automatic]j, Print|
"ponto invalido pele SEGUNDO teste®, " {j,i} 3 { "3, " 5, ", i, " 3"

, Print {"Ponto invélido pelo PRIMEIRO testeT™,
" {31} = { "rde® , ", i, 3]
1

Print ["As bissetrizes ndo intersectam-ge™, " {j,i} : { =, 3, % . ", 4, ™ 3"]1]

P i++]s G+



124 Capitulo A. Apéndice

If{raio £ 0,
Print ["0 MIC tem centro: ™, centro,
" Raio: *, raio, © # Veja o grafico acima $ *,
Show [ {PolEucl [v], Graphics [ {REeBColor [0, 06, 1], Circle [centro, raio],
RGBCelor [1, 0, 0], Points8ize [0.02], Point [centro}, Text ["Centro™,
gentro + {0, ~0.3}], RGBColor[l, 0, 11, Line[{centro, M[i2, i1, 1]}],
Text ["Raio™, M[i2, i1, 1] + {0.3, 0.2}1}1}, AgpectRatio -» Autamatic];];,
print ["Este poligono ndo tem Circulo Inscrito i7]]
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Algoritmo do CMC - Hiperbdlico

{* Declarandc os vértices do poligono :
Fornega na variavel vértices abaigo o vértices do poligono desejado.

Cbservo que ogf vértices devem ser forncecidos de forma ordenada pelo
caminhar sobre o perimetro do poligono iniciando em um wvértice no sentido
hordrio (ou anti-horario) até chegar ao seu antecessor nesta caminhada;

Abaixc apresento alguns exemplos:
{{6,3} L {3l' 5}: {015}1 {“213}: {"“2:2}1 {0,1}, {31 I—}} 7 Inicic—{S,S} Término-{B,l}
{{8,20},{3,26},{0,26},{-5,22},{-5,18},{0,14},{3,14}};-
Inicio-{8,20} Término-{3,14}
*)

vertices := {{200, 0.1}, {0, 2}, {-200, 0.1}, {0, 0.13}}
v 1= Partition [Flatten [ {vertices, vertices [[1]7]}]., 2]
Print ["0 poligono tem ", Length|[vertices],

" arestas e o conjunto dos vértices é&: ", v]

{* Distancia hiperbdlica e circulc hiperbdlice =)

(u[I11] -v[111)% + (u[[2]) -v([[21])?
({11 -~ {[2]11)% + (u[{21] +v[[21D)?

]

distanciafu_, v._] ¢= 2 ArcTanh [\/
circuloH [u_, r_] := Cirele[{u[[1]], ulf2]] Coshixr]l}, ulf2]] Sinhfr]]

{* Segmento geodésico entre dois pontos =)
{u[{m’+u{£233’-v{{111=wu231’

, 0}, {a[[{1]], 0}
2 (wl(11]-vL(11]) b o ]

elu_, v.] :=TE[uf[1]] # v{[1]1,

rfu_, v_] =

(uE{1]1% +uf[2]1% - v[[1]11% - v[[2]1%)°
@[{2]] - v[[2]])? i

1
I£[ul[1]] # v[[1]], -2"\/{4'4[[1}}2 +4uf[211?+

4ul[1]] (u[[1]1® +u({2]1® - v{[2]]% - ¥[[2]]7)
(uil1]] -v[{1]])
u[{2]]
]

. 0]

efu_, v_] 1= Arcsin[

‘\/ (ul[1]] -e[u, vI[[211)}*+ul]2]]?
alu_, v..] := If[u[[1]] s c[u, v][{1]], 7-&[u, v}, 8[u, v]]
geodfu_, v_] :=If[u[[1]] #vI[[1l]], Graphics |
{Point8ize [0.015], Point [Nfc[u, v]]], Thickness [.005], Circlec[u, v], x[u, v},
{Min[{a[u, v], alv, ul}l, Min[{a[u, v], alv, ul}} + Abs[alu, v] -a[v, v]}}]},
AspectRatio - Automatic, Axes - {True, Falsgel}],
Graphics [ {PointSize [0.015], Point [u], Thickness [.005], Line[{u, v}]}.,
AspectRatio - Automatic, Axes » {True, False}]]
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{x Plotanteo a geodésica definida por deis pontos =)

£fifu_, v.] =

Graphics [ {Text [c{u, v], {e¢[u, vI[[1]], -3}], Point [efu, v]], Thicknesas [.007],
Line[{{c{w, v1I[1]], O}, {ciu, v][{1]], 2Max({ul[2]], v{[2]1}1}1}]},
AspectRatio - Automatic, Axes -» {True, False}]

£f2[u_, v_] := Graphics [ {Text (N{c[u, v]], {cf{u, v]I[11]}, -2},

Point [efu, v]], Thickness [.007], Cixrcle[cfu, v], x[u, v}, {0, w}]},

AspectRatio - Automatic, Axes - {True, False}]

glu_, v_] s= TE(ul[1]] = v[[1]], £1[u, v], £2[u, V]]

{* Bigsetor de dois vértices =x)

befu_, v_} :=

wi[1]] ++v[[1]] wl{21fv[[i]}-ulf2]] +v[[2]]
T£ [uf[2]1] = v{[2]]. { > , 0} { ST . 0}]

ul[1]] vI[2]1] ~u[[2]] v[[1]] r+
ul[2]] - v[[2}]
vi[2]] (u{[111% «u[{2]}%) -ull2]] (v[(2]1% +v[[2]]%)
ul[2]] - v[[2]] }]

brlu_, v.] := If[ul[2]] =v[[2]]. O, \/[(

grafretabiags [u_, v_] :=
If[u[{Z}] =v[[2]], Graphics [{?oint[bc fu, v1], Thickness [.007], R@BColoxr [0, 0, 1],

1
Line[{be[u, v], {bolu, vII[1]], 2\/{( rrrperrnclCHO M) (uf[1]]%- 2
u + v

Wi[]] w211 «v[[2]0% +u[21]% + w200« 2u[[2]) v[2110) | }}]}-

AspectRatio - Automatic, Axes - {True, Fa.lsa}] ;, Graphics |

{Text [N[bc[u, v]], {belu, vI[[1]], -2}], Point[bc[u, v]}.,
Thickness [.007], RGBColox [0, 0, 1], Circle[befu, v], bxlu, vi, {0, m}1},

AspectRatio — Automatic, Axes » {True, False}] ]



A.2. Algoritmos Implementados no Mathematica

127

{(* Raio e o Centro do (MC quando toca em doiz vértices i)
al{2]1v[[1]] +ul]i]] v[][2]]
ul[[2]] +v[[2]}]

Centrol [u_, v.] := If[ul[2]] =v[[2]], {

\/(mm]zwuzmz
ul[2]1% + w2112 +2u[2}] v[[2]11)) |}, TE[ul[2]] # v[[1]],

{{ briu, vii-zrfu, v1? elu, v][[1]] + be[u, V]E[”}}
+ F
2 (efu, v][{1]] ~-belu, v][[2]1) 2

\/ ru v]z-“ bria, vi*-x[u, v} .
’ 2 (clu, v1[[1]] -be[u, v][[1]1])

efu, vI1{[1]] +befu, v][[1]]
2

2
- e[u, vmm} ]},

{elu, v1[{211, Vbrlu, vI? - (efu, vI[[1]] - be[u, v] [1111)* }i

rli{u_, v_] := distancia [u, Centrol [u, v]]

(ul[21] v[[2]1] (u[{1}]®-2u[[23]vI[1]] +v[[2]]°
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{* Raio e o Centro do CMC quando toca em trés vértices )
Centro2 [{u_, v_, w_, 3.}] 1=
If[N[br(u, v]] = 0&& N[br[w, z]] # 0, If[Abs[bc(u, v][[1]] -be[w, 2] [[1]]] <bx{w, 2],

{pefu, vI{I21], Vbriw, 21? - (belu, v1{[1]] - be[w, 2] [[1]1)?, 2},
1£[abs [be{u, v1[[1]] -beiw, 2] [[1]]] = br(w, =],

{befu, v1[[1]1. Vbriw, 2% - (be[u, vI[[1]] -belw, z] [[21]1)7, 1}, {0, 0, 03]],
I£[N[br[w, z]] # 0 && N[br[w, 2]} = 0, If[Abs [be[w, z] [[1]] - beu, vI[[1]1]] <br(u, v,

{befw, 2111111, \/bz{u. v1? - (be[w, z] [[1]1] -befu, v][[1I])*, 2},
If[Abs [be([w, z][[1]] -be(u, v][{1]]] =br[u, v], {belw, 21[[1]].

-\/br{u, v]* - (befw, 2] [[1]] - belu, v1{{1]11)?, 1}, {0, 0, 0}]], 1£[N[bxr{w, z]] # 0 &&
N[briw, z]] #0, If[AbB[bc[u, vI[{i}] -be[w, 2]1{[1]]] =bru, v] +bx|w, 2],

briu, v]® - brw, z]? befu, v][[1]] +beofw, =] [[1]]
{ * r r[u, V]z—

2 (belw, 2z} [{1]] - beiu, v][{1]1) 2

[ briu, v1*-briw, z]? belw, 2]1[[1]] -befu, v][{1]] }2 1}
L r r
2 (belw, z][{1]] -be[u, v1[[1]]) 2

If[hbs[bc[u, vl1[{1]]-be[w, 2][{11]] < (br[u, v] +bx[w, 2]},
1£ [be[w, 2] [[1]] =belu, v][[1]], {0, O, O}, IE[N[br[u, v]®] =

N]

br[u, v]? - br[w, 2] be[w, z] [[1]] - belu, v][[1]] )2]
+ -
2 (bew, 2] [[1]1]-be[u, v1[[1]]) 2

brlu, v]?-briw, z]° befu, vi[[1]] +belw, z][{1]]

{ + '

2 (bew, 2] [[1]] -befu, v][[1]]) 2

\/ 5 { briu, vj*-briw, =]°
brfu, v]° - +
2 (befw, 2z} [[1]] -befu, vI[I11])

belw, z] [[1]] -belu, v1[{1]]
2

2
} J 1}, I€[N[br[u, v}?] >

N[[ briu, v]? - brw, z]° , belw, 21111 -belu, v}{[l}]}z]!
2 (bofw, 2] [[1]] -De[u, v][[1]]) 2

brlu, v}®-briw, z]° belu, v][[1]1]} +belw, z][[1]]
2 (befw, 2]1[[1]] -Rkelu, v][[1}]) ' 2

J [br [u, v1% -

[ briu, v]2 - br[w, z]? be[w, z] [[1]] - be[u, v [[1]] r
+ ’
2 (bew, 2z][[1]] -belu, v1[[1]]} 2

2}, {o, 0, 03}]], (0, 8, 03]}, {0, 9, 03]]]

’

{
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{# Comando que gera o poligomo hiperbdélice =)
o=
Max[Table [v[[i, 1]], {i, 1, Length[v]}]] + Min{Table[v[[i, 111, {i, 1, Length([v]}]]

2
polihip [v. ] := {Graphics [ {PeintSize [0.02], Point /@,
REGBColor [0, 0, 1], Text ["Plano Hiperbdlico", {t, -2}]1}1l,
Table [geod [v[[1}], vI[i+ 173}, {i, 1, Length[v} - 1}1}

Print [® ¢ poligono dos vértices Ifornecidos *];
sShow [ {polihip [v], Graphics [ {RGBColor[1l, G, 0],
Point8ize [0.02], Point [{Centro2 [{v[[1]], vI[41], »+{[1]], »[{31133[121].
Centro2 [{v[[11}, v[[21], v[[311, v[[311}1E[211}}}1},
AspectRatio - Autcmatic, Axes - {True, Falsel}l;

{# Lista dos vértices que definem os bissetores )
m{i_, i_] := {vI[31], v[[i+1]]}
L1 := Partition [Partition|

Flatten [Table [m{j, 1], {3, 1, Length{v] -1}, {i, j, (Length[v] -1} -1}11, 21, 2]
Print ["0 nimerc de bissetores do poligono é: *, Length[Ll1]]
P;cint["o nimero maximo possivel de intersegdo dos bissetores é: X,

Length [Ll1] (Length{Ll] - 1) ]
2

{(* Variéveis utilizadas na préxims rotina )

centro := {0, 0}

lista := Array[b, Length [Li}]]

bli ] :=N[distancia [L1[[4]]1[[11}, L1{[i]10[2]1]]

raio := Max[1l00 % lista]

il := 0O

iz := 0

Centro[{u_, v_, w_, =_}] := {Centro2 [{u, v, w, z}]1{[1]], Centro2[{u, v, w, 2}][[2]1]}
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{* Rotina gue plota o gréifico dog candidatos, sende o dltimes o MO )

For[j=2, j< {(Length{Ll] +1), For[i=3Jj, i < {(Length[L1] +1)}.,
If[
Centro2 [Flatten [{LI[[j~1]], BL[{i]]1}, 111{[31]1 =2
If]
N{distancia [Centro [Flatten [{L1[[j~ 111, DA[{£]1}, 1]], LA[fd-1, 1]]}] =
N[distancia [Centro [Flatten [{LI{[J - 2113, LI[[i]]1}, 117, LI{[&, 1771}
&&
N[distancia [L1[[j -2, 1]], Centro [Flatten [{LI1[[J-111, LL[{31]}, 13111 2
Max [Table [N[distancia [v[[k]], Centro[Flatten [{L1]{3-11], Li{{i1]}, 2}111-
{k, 1, Length[v] - 1}]]
&& N[distancia [L1{[j -1, 1]}, Centro[Flatten [{L1[{J-11], LI[{21]1]}, 1]1]}] S raio,
Print |
"Candidatoe ao Centro: ", centro = N{Centro[Flatten[{LI[[§-1]}, LI{{i]]}, 311},
" de Raio: =,
raio = N{distancia [LI[[j -1, 1]], Centro[Flatten [{TLi{{j~1]1], LA[[4i}1}, 11111~
" i=s ®,i1=3," i= ®,i2=4i, " GRAFICO ",
Show [ {
polihip [v],
Graphics [ {
PointsSize [0.02],
Peint /@ {Lif{f3 -1, 21], LAf[i~1, 217, L1{f4i, 1]].
Li[[i, 2]], Centro[Flatten [{L1{f{F~1]], Ril[i1]1}. 111},
cireuloH [ Centro [Flatten [{L1{{i-1}], DI[[412}, 11], W}
distancia [LLf[J -1, 1]], Centro[Flatten [{LL[[J-11], EX[{1]]}, 1]1]
11
}1
}, Axes - {True, Falge}, AgpectRatlo - Automatic]

1

s, Print {"0 circulo obtido ndo circunsacreve ou tem raic maior que o
anterior (SEGUNDC teste)", ® {j,i} : { ", 3, " . "rdi, ™ }"1]

. Print ["Estes bissetores nio intersectam-ge em H! ¥,
m {j,4i} ¢ { " 3, ™ & ", i, " }"]

1

Fi++]

P da+l;
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Print [ " #4444 RGBSR SRR HSB GRS ATENCRO FEAEEE
RESEHFES LI SF RS BSRE GV PU/EE™, » Aré este ponto o RAIO ¥: v, rajo,
= hgora verificaremos se existe algum CMC tocando em apenas dois pontos!”,
* 4RSS R AR SRS RS B S S
ATENGAO H#HHHHEFHFHHRRYHER ISR RA SR ESBERE SRS T ;

Forf[j=2, j <Length|v], Forli =3, i < Lengthv],

IE[N{ri{v[[i~1]], vi[i]]]] 2 Max[
Table [N[distancia [v[[k]], Centrol [v][j-11], v[[i]]11], {k. 1, Length[v] - 1}]]
&&
R[rl[v([[§-111, v[[i]1]] s raio,
Print |

"Candidatc a¢ Centro foli dado pela segunda rotina : =,
centro = N[Centrol [v{{j~ 111, v[[i]]1]]1, ™ de Raio: ¥,
raio = N[xrl{v[{i-211, v[[4]]11],32=3-1,
Show[{
polihip [v],
Graphices [{
PointSize [0.02],
roint /@ {v[{j-1]], v[[i]], Centrol [v[{j ~11], v[[i]1]},
circuloH [ Centrol [v{[j - 111, v[[i1]], N[=1[v[[j-1}], v[[i]1]1]]
}1}, Axes - {True, False}, AspectRatio -+ Automatic]

1
; Print [ Este ponto n#co é um circulo circunscrito
ou ndo é@ menor que o atual CMC! Jj = °, d, " , i = ", i}
1
P i++]
Fi++l;
Print [

v A4 S GHHE AR R RS R A S ENCERRAMOS 0S TESTES $HGEHHEN S HS R R RS S HEE,
B EF SR ES SRR AR EE RS ABATXO
SEGUE O RESULTADO $EREFFHEHHER R RS )

If[centro[[2]] # 0,
Print [ O CMC tem centro: ", centro,
" Rajoe: ", raio, ™ - Veja o grafico - ",
show [ {polihip [v], Graphics [ {RGBColoxr {0, 0, 1], circuloH [centro, raio],
REBColor [1, 0, 0], PointSize [0.02], Point [centro],
Text ["Centro™, centro + {0, ~0.3}], RGBColor [, O, 1},
Line[{centro, Li{{i2, 1]]1}], Text {"Raio", LI[{iZ, 1}] + {0.3, 0.2}11}1},
Axes -» {True, False}, AspectRatio - Automatic];],
pPrint [*Este poligono nao tem Circulo Circunscrito !v]]
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Algoritmo do CMC - Euclidiano

-

(+* Declarando os véartices do poligono :
Fornega na variavel vértices abaixo os wértices do poligono desejado.
Obgervo que og vértices devem ser forncecidos de forma ordenada pelo
caminhar scbre o perimetro do poligono iniciando em um wvértice ne sentido
hordrio (ou anti-horario) até chegar ao seu antecegsgsor nesta caminhada;
Abaixc apresento alguns exemplos:
{{4, 0}, {4,2},{0,2}, {“2;1}1 {(-1,-1},{0,-2},{4,-2}}:-
Inicio-{4,0} Término-{4,-2};
{{7,3},{5,5},(3.,7}.{0,5},{-2,3},{-2,2},{0,1},{3,1}}:» Inicio-{7,3} Término-{3,1};

*}
vertices := {{6, 0}, {4, 1}, {2, 1.70}, {0, 2}, {-2, 1}, {-1, -1}, {0, -2}, {4, ~1.5}, {5, ~
v :z= Partition [Flatten [{vertices, vertices[[1]1]}], 2]

Print ["0 poligono tem ", Length [vertices],
" arestas e o conjunto dos vértices é: T, v]

{(* Distancia EBuclidiana *)

distancia[u_, v_] ==\/ ({111 -v[[11 D)%+ (u[2]} ~-v[[21])?

{x Coaficientes da forma geral de uma retax)

afv_, w_] :=-(wl[[2]1}~v[[2]1])

blv_, w_] := (W[[1]] ~¥[{1]])

o[v_, w_] := - (v{[1]] a[v, w] +¥[[2]] b[v, w])

orte{v_, w_, p_] := (RI[1]1]b[v, w] -p[[2]] a[v, w])

retafv_, w_, %_, v_] :=afv, w]lx+b[v, wiy+cfv, w]

ortretafv _, w_, p_, ®_, ¥..] := -blv, wlx+a[v, w] y+ortcv, w, p]

{* Ponto de interse¢io de duas retas =*)

ptinteretafu_, v., w_, 2] = If[(a fu, vl b[w, z] ~afw, 2] bfu, v1) # 0,
blu, v] e[w, 2] - bw, 2] ¢[u, v] oy, v] alw, 2} ~e[w, 2] afu, v]

{a{u, v] bw, 2] ~a[w, z] b[u, v] ! afu, vl bw, 2] -a[w, z] b[u, v] !

Print ["No possui ponto de intersegiior]]

{+ Bissetor de dois vértices gque neste caso chamaremos de mediatriz )
{+ Este comando coincide com ¢ comandoc “ortreta®” acima *)
Bisslafu , v_. ] :=v{[1])-ul[1]]
BigglBiu , v_] :=v[[21] -u[{2]}
wf[1}}® +u[{2]1% - v{[1]1]% - vI[2])?
2
retabiss{u . v, x_., ¥..] := BisslA[u, v] x+ BissliB[u, v] y + BisslC [u, v]

BisslC[u_, v_] =
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{* Raio & o Centro do CMC guando toca em dols vértices =x)
ulf1i +v[[1]] u[[2]] +v[[2]]

2 ! 2 J
rifu_, v_] := digtancia [u, Centrol {u, v]]

Centrol [u_, v.] := {

{* Raio e o Centro do CMC gquando toca em trés wvértices +)
Centro2 [{u_, v., w_, 2.}] =
If[(BisslA{u, v] BisslB{w, 2] - BisslA|[w, z] BisslBfu, v]) #0,
N{{{BisslB[u, v] BisslC|w, 2] - BisslB[w, z] BisslC[u, v]) /
(BisslA [u, v] BiselB[w, z] - Bissla [w, 2] BisslB{u, v]),
{BisslC [u, v] BisslA[w, z] - BisslC [w, z] BisslAfu, v]} /
{(BisslA[u, v] BigsglB [w, 2] - Bissla [w, z] BisslB[u, v]})}],
{"Ndo possui pontc de intersegidc", 0}]

{(* Ponteo de intersegio de dois bissetores =)
ptinterBiss [{u_, v_, w_, Z_}] =
1f[(BisslA [u, v] BisslB[w, z] - BisslA[w, z] BisslB[u, v}) £ 0,
{{BisslB [u, v} BisslC[w, z] - BisslB[w, =] BisslC[u, v]) /
(BigslA [u, v] BisslB[w, z] -~ BigslA [w, =] BigslB([u, v]),
{(BisslC {u, v] Bissla{w, z] - BisslC([w, 2] BigsiAfu, v])} /
(Bissla [u, v] BigsiB [w, z] - Bissla [w, z] BigslB[u, v])}.
{Print ["NEo possui ponto de intersgegio”], 0}]

{* Definindo um poligono *)
PolEucl [v_] := Graphics [Line[v], AspectRatio - Automatic, Axes - True]

Show [PolEucl [v]]

(* Lista dos vértices que definem os bissetores x)
m{j_, & ) z= {vi[31], vi[i+1]1}
Ll !z Partition [Partition |
Flatten [Table{m[i, i1, {j, 1, Length{v) -1}, {i, i, (Length[v] -3} -1}11. 2}, 2]
Print {"0 nimerc de arestas do poligonc é&: *, Length[Ll]]

Print["o nimerc maximo possivel de intersegfes das mediatrizes é : 7,
Length[L1] (Length[Ll] - 1) ]
2

(» Varidveis utilizadas na proxima rotina «x)
centro :=

lista := Array|[b, Length|[Ll]]

b[i_] := N[distancia [L1[[2]]1[[2]1], L1[[i]]1[[2]1]]]
raio := 100 +Max[listal

il = 0

i2 := 0
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{+ Rotina que plota o grafico dos candidatos, sendo o UAltimo o CMC  2)

For[i=2, j < (Length[L1] +1), For[i=3, i < (Length[Ll] +1),

TE]
NunberQ [Centro? [Flatten [{L1[[J -1}, LI{[i]1}, 1]111[2]]} = True

I

If]
N[distancia [Centro2 [Flatten [{L1{[d-13}], LX{[i]1}, 13}, DA[[3-1, 1]11] =
N[digtancia [Centro2 [Flatten [{L1[[3 ~1]1, LA[[4171}, 173, LI[Ei, 11133

&&
digtancia [L1[[i-1, 111, Centro2 [Flatten [{L1[{3 - 11}, BL[[i]1}, 1111 2
Max [Table [N[distancia [v[[k]], Centro2 [Flatten [{Li[[j ~1F3], LI[[4]]1}., 11111,

{k, 1, Length[v] -1}]]

&&
Nfdistancia [LI[[j ~1, 1]], Centro2 [Flatten [{L1{[{d-1]], LEf[i]]}, 1]}]] s raio,

Print [
"Candidato zo Centro: %, centro = N{Centro2 [Flatten[{L1[[j -1}, L1{[i11}, 1111,
" de Raio: =,
raio = N[distancia [L1[[j~ 1, 1}], Centro2 [Flatten [{LI[[J-1]1, LX[Fi11}, 11111,
" = M, i1=4," i= ®",i2=1i, * GRAFICO "
Show [ {
PolBucl [v],
Graphics [ {
PointSize [0.02],
Point /@ {LI[[j -1, 1)), Li[{i -1, 2]], B[4, 111,
L1[[i, 2]], Centro2 [Flatten [{L1{{j-2]1, LL[[4i]1]}, 111},
Circle| Centro2 [Flatten [{L1[[j§-1]], LL[[i]]}, 111, NI
distancia [LI[[j -1, 1]}, Centro2 [Flatten [{LA[[J ~1]1], LI[[£]11}. 111}

11

1]
}, Axes -+ Automatic, AspectRatioc - Automatic])

Print ["Ponto invalido pelec SEGUNDC teste=™, = {j,i} : o, 43, , =i, ™ }"]}]

» Print [*Estas mediatrizes ndo intersectam-sal =,
* {jti]’ : { ”l jr n I n' ir " }"I

1

P ieelr de+d;
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Print [ "#444 #4444 H4 S4B R SRS B S E R4 ATENCAO H#E 44
HHEREF G SR HE SRR ER B R BB #EE", " ALé este ponto o RAIO E: *, raio,
" Agora verificaremos se existe algum CMC tocando em apenas dois pontos:!=,
= FHEH S RGBSR RN BTSSR
ATENCRO HERH R B RS S R H G AR S H S S ARET ] ;

For{i=2, j <Lengthv], For{i = j, 1 < Length{v].,
TE{rl[v[[-1]], v[[i]]] 2 Max]
Table [N{distancia {v[]k]], Centrol [v[[j-1}), vi[i]13}11, {k. 1, Length[v] ~1}]]
& ri[v[]§-1]], v[[i]]] s raio,
Print |

"Candidato ao Centro foi dado pela segunda rotina : ’
centro = N[Centrol {v{[j~ 111, v[[i]]]], ™ de Raiec: =,
raio = N{rl[v[[i-1]], v[[i]1]}, i2=3 -1,
show [ {
PolBucl [v],
Graphices [ {
PointSize [0.02],
Point /@ {v[{j~1]]1, v[[i]], Centrol[v[[§-11], v[[i]111},
Circle [ Centrol [v[[j-111, v[[i1]]1, N[r1{v[{F~1]], v{[1]]]]}
11}, Axes - Automatic, AspectRatio — Automatic]
1

, Print ["Este ponto nio é um circulo circunscrito

cu nic é menor gue o atual CMC! F = *, j, " , i = ", 1]

7 d++]

;d++l;

Print{
rREHE GG ES RS RS ENCERRAMOS OS TESTES $HHHEEF S RS AR BH SRR,
v RS GEE HE R B SR EEE  ABATXO
SEGUE O RESULTADO #EFHAG R HEEE R R SER] ;
Print {" O CMC tem centro: ", centro, * Raio: -,
raio, " # Veja o grafico acima # =,
Show{ {PolEucl [v], Graphics [ {RGRColoxr [0, 0, 1],
Circle {centro, raio], RGBColor [1, O, 0], Pointsize [0.02]}, Point [centro],
Text ["Centro™, centre + {0, ~0.3}], REGBColoxr (1, 0, 1], Line{{centro, LI[[iZ, 11]1}].
Text ["Raio”, LI[{i2, 1]] + {0.3, 0.2}1}]1}., AspectRatio - Automatic];}
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Algoritmo de Keen

(» Algoritmo para expressar um poligono Ffundamental dependendo somente do género )
{* ELABORAGAO POLIGONO EKEEN MODELO DISCO DE POINCARE )
{(* Vértices ordenadcs no sentide anti-hordario =*)

{* Comando gue gera a transformagidc de MSbius correspondente a uma matriz )
Afl1, 17] (=[[1]] +a=z[[2]]) +A[[L, 2]]
aff2, 131] (z[{3]}] +2=[{2]1) +a[{2, 21}

M{a_,z.] =

{+ Pontos fixos de uma transformagiio a partir de sua matrix «)
ptEixol [A_] :=

25 Im[N[A[[1, 11111+ -4 In[A[[1, ]11]% + 4 A[[1, 2]] Conjugate [A[[1, 2]]]
2 conjugate [A[[1, 211]

{re] I

2aITm[N{A[{1, 1]]]] +'\/-4 Im[A[[1, 1111%+4A[[1, 2]1] conjugate [A[[1, 2]]]
2 Conjugate [A[]1, 2111

1}

ptEixo2[A_] ==

2i Tm(N[A[[1, 11111 - V-4 Im[A[(1, 1]1]% + 4 A[[1, 2]] Conjugate [A[[1, 2]]]
2 conjugate [A][1, 2]]1]

{re[ 1.

2i I [N[A[[1, 1]11] - V -4 In[A[[1, 1]]]%+4 A[[1, 2]] Conjugate [A[[1, 2]]]
2 Cenjugate [A[[1, 2]]]

Im| 1}

{* Centro da geodésica que liga os pontos fixos de uma transformaciio hiperbdlica )

centrol{p , g }] :=
N{Flatten[{x, ¥} /. Solve[(2p[[1]l=+2p[[2]]1yv= P[{1]1%+p[{2]]%+1) &&
(2ql2]l1x+2q[[2])y= q[[11]® +q@l[2]]%+1), {x, ¥}]]]

{* Ponto de interseqgio de duas geodésicas a partir de sgeus centros x)

norma [p_] := 4 (BI[111)? + (B[[2]1)*
ptinterf{p. ., @ _}] :=If[normaf{x, ¥} /.
solve[{(2p[[Ll]1x+2p[[2]]v=x"+¥ s 1) &a (2q[[l)lx+2qf[2]]ly=x2+¥" +1)},
{=x, ¥}I[[1)]] <1, {=x, ¥} /.
solve[{(2p[[1]]x+2p{[2]]y=2*+y"+1)a& (2q[[1]]x+2q[[2]]y= %" +¥"+1)},
{=, ¥}110[11), {=®, ¥} /.
solve[{(2p[{1)]x+2p[[2]ly=x"+¥*+1)aa (2q[[1]]x+2q[[2]]ly=x"+¥*+ 1)},
{x, ¥}10[2]]]
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{(* Definindo o8 vértices do poligono candnico )
Poly_]1 := ptinter [ {centro[{ptfixecl [Inverse [alik, g]l], ptiixo2 [Inverselallk, gllll}l,
centro [ {ptiixol [Inverse [Bl{k, g]]], ptfino2 [Inverse {Bllk, glill}i}]

r.;a [g..] := Inverse [al[k, g]].81{k, g]
Pofg._] := Inverseiaiik, gl]

2

pao[g_] := B1{k, g]

I:o {g_1 := B1l[k, gl.Inverse [al[k, g]]

{(* Abaixo descrevemos as colunas Cy.:,2,3,¢4 conforme apresentado no artigo &)
pafd_, g JI[B_] :=8[]j, g].Inverse [a[]j, g]].Inverse [[], gl].ali, g].H
Cslg_] := ComposeList [Flatten [Table [{Pa[j. 13, {3, 2, g}1], 110[91]

Cs[g.] ;= Table[{a[j, g].Calg][{F1-2111}, {3, 2/ g}}
C:(g_] ;= Table[{Inverse [B[], gll.ald, g].Celgl[[i-2111}, {i, 2, g}]
C1{g_] := Table [{inverse [a[], g]].Inverse [B[j, gl].alj, gl.Ceigl i -111}, {3, 2, g}]

{* Descrevendo og Vértices do Poligono Candnico #*)
vile_] := {Re[M[pelgl. Polgl]], Tm[¥[polgl, Polsl]]}

vzlg_] := {Re[M[PzeEQ]r poigl]], m [M[po 91, Polgl]]}

valg_] 1= polg])
velg_] := {Re[M[polg]. polal]]. mm[¥[pole], polgl]]}

vsle_] := {Re[M[po[g]. polsl]]. Im{l’f[llafgir polgl]]}

semiVertices [g_1 :=
Partition [Flatten [Table [{{Re[M[Partition [Flatten[C;:[gli{k-1}1], 2}, Dolgl]l]l,
Im[¥[Partition [Flatten [Cy{g]l [[k~1]]1, 2], polglll},
{Re [M{Partition [Flatten[C;[g][{kx~211], 2], polgl]ll,
Im[M[Partition [Flatten [C,[g]{[k~11]1], 2], Rolgl]ll},
{Re[M[Partition [Flatten [C3Ig]{[k-1]]11, 2], Poiglll.
Im[M[Partition [Flatten [C3{g]i[k~1]1], 2], wolglil}.
{Re[M[Ce[a] [k}, Rolg)l], TmiMIC,{gl[k]], Polalll}},s {k, 2, g}}1: 2]
vertices [g_] := Partition [Flatten [{vy[g], v2ig], viigl, vi[g]l: vsig]l, semiVertices [gi}],
2]
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{» Ferramentas hiperbdlicas necessiria
para plotar o poligonc ne disco de Poincaré =)

{* O PROBLEMA DA GEODESICA ESTA RESOLVIDG ABAIXO - DEPOIS Deveremos verificar se
existe a necessidade dos comandcos acima para outras etapas agui descritas. )

cel[p_, @] = {{((a[[1]])% +q[[2]1]% +21) *p[[2]] - (PL[1}12+PI{2]11% +2) *+q[[2]1)/
(2 (gIf2llpi[21] ~pl[2]1Q@[I211))~
((PII111%+2[[2)1% + 1) »q[[2]] - (@LIL]}* +q[{2]1% + 1) »p[[1]])/
(2 (@f[111p[[21] -p[{111 «[[2]11))}

raic[p_, @] := \/f—'eIp, qi[[1]1]% +cefp, @l [[2]]7-1
p:= {0.5, 0.4}
q:= {~0.5, 0.4}
agllp_, g ] = ArcTan[p[{1]}] ~ce[p, @I [[11], (pPI[2]] -calp, @] {1211})
ag2[p_, q.] := AvcTan[q[[1]] ~ce[p, gl [[1]1], (@[[2]] -calp, @1 [I2]]}]
angip_, q.] =
If[aglip, 9] < 0&& Abs[agl[p, @] ~ag2[p, gl + 27} <n, 2x+aglip, gl, aglip, gl]
ang2[p., q.] 3= Tf{ag2[p, q] < &k Abs[aglp, q] ~ag2[p, @] -2 7] <7,
2n+ag2[p:r al, ag2(p, ql]
var[p., @ ] i= {Min{{ang2([p, ql., angllp, ql}], Max|{ang2{p, q], angl {p, Ql}]}
geodesicalp , @ ] := Circlece{p, g}, raio[p, ql, varip, q]]

Hline[{P_, @ }] :=If[Det[{P, Q}] =0, Line[{P, Q}], geodesica [P, Q]]

{(* Fungio que define as linhas do hordo do poligono *)
poligonocH [v_] := Table]
Hline [{{v([{di, 1]}, vI[[i, 2])}, {vI[i +1, 2}], vI[di +2, 2]1}}], {i., 1, Length[v] ~ 1}]
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{+ befinindo as matrizes do grupo fuchsiano gue corresponde
a uma superficie compacta orientédvel de género g. Plotando a
regifo fundamental Ford que coincide com o dominio de Dirichlet »)
{* Acrescentarei agqui as matrizes dos calculos que obtive para o
caso de generoc g no modelo do disco de Poincaré. k representa
o nimerc de funcbesz de emparelhamento e g o génerc, =*)

1+cos] 28l 2 cos[ 2]

11k, g_] := {{ iet T e
o ) _ = ———————————————— P ——————— ]
sin[ >8] 1-cos[ 2]

. 3eig]
i — }t

2605{3%3-]-»] ] . 4 30 1«1-(205{9—[251‘1 ) . ;8
- ] m— Conijugate [1 ® & p—— c::mjuga.te[:u. =S ]}}
1-cos[ 2l sin[ 2

Birk_. g.1 := {{allk, g1[1L, 111, allk, g][[1, 211 &* 5},
{conjugate[al[k, g][[1, 2]1] e* “¥ |, conjugatelat(k, g][[i, 1111}}
alk.,g_] :=If[k=1, allk, g], {{alfk, g][[1, 111, al[k, g][[1, 2]] e*2°l8) (x-2)y,
{Conjugatefal[k, g} [[1l, 2]} ®2°08] -1}, conjugate[alik, g][[3, 1111}}]
Blk_, g_] :=If[k =1, B1(k, g, {{ai(k, g1 ([, 111, al[k, g][[1, 2]] * 55" (4x-B1},
{conjugatefal(k, gl [[1. 2]} et “x3], conjugatefallk, gi[[1, 11]11}}]

(* Definindo os circulos isométricos x)}
CentroRaiolIsoma(k_, g_] :=
alk, gl {2, 2]] afk, gl [[2, 2]] 1
{{-re[ ], -1m 1} }
alk, gili2, 11] alk, gl [[2, 1]] abs[ulk, g} [[2, 1]1]]
InvCentroRaiolsomx[k_, g_] :=

{{Re[a{k' gl{ll, 1}]1 [a[kl glil, 1]]]} 1 }
ali, 91002, 1111 L alk, 91012, 1111 abs| 2l |
CentroRaiolsomB[k _, g 1 ==
{{_m[ﬁ[k, gl l[2. 2}1} i [zstk, giilz, 21]]} 1 }
Bk, g1{[2, 111’ Blk, g1{[2, 111 *’" abs[B[k, g1[[2, 11]]

InvCentroRaiolsomS[k_, g_] :=

Blk, g) {1, 1]] Blk, gl [[1, 1]] 1
{{re] ] = 1} Bk 8] [12:111 }
B[kr Q] I(zr 1]1 B[kl‘ 9} [Ezr 1}] &S[W]

{* Definindo a Regifc fundamental de Ford gque coincide com a de Dirichlet =)
FordbDirich[g ] := Flatten|
Table| {Text["a",, CentroRaiolIsomx{k, g} [[1]}]], Circle[CentroRaiolsoma[k, g] [{1]].,
CentroRaiolsoma(k, g] [[2]]], Text["a "y, InvCentroRaioIsomafk, g1[[{1]1]].
Circle[InvCentroRaiclisomalk, g][{11], InvCentrokaiolsomaik, gi[i2]1]].,
Text """y, CentroRaiocIsomf[k, g] {[1]1]], Circle[CentroRaioIsomB[k, g] [{1]1].,
CentroRaioIsemBik, gl [[2]1]], Text ["B"z"k, InvCentroRaiolsomfB3k, g1 {[111},
Circle[InvCentroRaiolsomB[k, g]{[1]], InvCentroRaioIsomB[k, gl [[2]1}]1}, %k, 1, g}i]



140 Capitulo A. Apéndice

{# PLOTANDO ~ A regifio fundamental de Fords=
dominic de Dirichlet centrado na origem do disco x)
(+ Comando que plota a regifio Ford para qualguer género g =)
Show [Graphics [ {Circle[{0, 0}, 1], FordDirich [4]}],
AspectRatio - Automatic, Axes - Automatic];

(* Um exemplo colorido da regifio Ford-Dirichlet =z)
og=4
Show [Graphics {
{Cirele {0, 0}, 1], RGBColoxr [1, 0, 0], Text ["Alfa 1™, CentroRaioIsoma [1, gl[{1]1]].
Circle [CentroRaiolsoma [1, g]{[1]]. CentroRaioIsomx {1, g] [[211],
Circle [InvCentroRaioIsoma [1, gl {[1]], InvCentroRaiolsomx [1, g][[2]11].,
RGBColor [0, 0, 1], Text ["Beta 17, CentroRaiolsomB [1, gl [[1]11].
Circle [CentroRaiolsomB [1, g][f1]], CentroRaioIsomB [1, g1 [[2]1]1.,
Circle [InvCentroRaioIsoms [1, g][[1]], InvCentroRaioIsoms {1, g} [[2]11],
RGBColor {1, 0, 1], Text ["Alfa 2", CentroRaioIscma [2, g][[111].
Circle [CentroRaioXsomx [2, gl [{1]], CentroRaioIsomx [2, glf[[2]1]],
Circle [InvCentroRaioIscma [2, g][[{1]], InvCentroRaiolIsoma [2, g]{[2]]1]~
REBColor [0, 1, 0}, Text["Beta 2", CentroRajiolIsom8 [2, gl[[111].,
Circle [CentroRaiolsomg [2, g][[1]], CentroRaioclsomB [2, g][[2]1]11],
Circle [InvCentroRaioIsomB [2, g][[1]], InvCentroRaiotsomB [2, gl [{2)11}],
AgpectRatio - Automatic, Axes - Autcmatic];

(* PLOTANDO UM EXEMPLO Keen - do grupo que calculamos para o modelo do disco #*)
g=2
show [
Graphics [{Circle[{0, 0}, 1}, RGBColor [0, 0, 1], Point&ize [0.02], Point /@ vertices [g],
poligonoH [vertices [g]]}], AspectRatio - Automatic, Axes - Automatic]:
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Exemplos gerados pelos algoritmos CMIE e CMIH

Raio

Centfo

Raio

Plano Hiperbélice -20 “181anc Hqgerbéllgo © 20

Figura A.6: Exemplos gerados pelos algoritmos CMIE e CMIH
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Exemplos gerados pelos algoritmos CMCE e CMCH

Planc Hiperbdlico =20 Pléno Hiverbdlllece 2C

Figura A.7: Exemplos gerados pelos algoritmos CMCE e CMCH
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