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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é o estudo de certos espacos de Banach de func¢oes
analiticas no disco aberto unitario, conhecidos como espacos de Hardy.

Um outro objetivo é o estudo das propriedades basicas de algebras de Banach, com
especial énfase na algebra do disco e na algebra das fungoes analiticas e limitadas no disco
aberto unitario.
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Abstract

The main objective of this work is the study of certain Banach spaces of analytic
functions on the open unit disc, known as Hardy spaces.

Another objective is the study of the basic properties of Banach algebras, with special
emphasis in the disc algebra and the algebra of bounded analytic functions in the open unit
disc.



Sumario

Introducao 3
1 Preliminares 5
1.1 Notacao . . . . . . o 5)

1.2 Toépicos em Teoria da Medida . . . . . . . . ... ... o Lo 5
1.3 Topicos em Anélise Funcional . . . . . . . .. .. ... ... L. 14
1.4 Toépicos em Variavel Complexa . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 19

2 Séries de Fourier 21
2.1 Meédias de Cesaro . . . . . . . . .. e e 23
2.2 Caracterizacao das Séries de Fourier . . . . . . . . ... . o000 31

3 Funcgoes Analiticas no Disco Unitéario 37
3.1 Os Nucleos de Cauchy e Poisson . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ..., 39
3.2 Valores de Fronteira . . . . . . . . .. ... 44
3.3 Alntegral de Poisson . . . . . . . . ... 52
3.4 Teorema de Fatou . . . . . . . . . . . . . ... 29
3.4.1 Demonstragao do Teorema de Fatou. . . . . .. .. ... ... ... ... 65

3.4.2  Algumas Consequéncias do Teorema de Fatou . . . . .. ... ... ... 70

4 Algebras de Banach 74
4.1 Elementos Invertiveis . . . . . . . . . . . . 76
4.2 Tdeais e Homomorfismos . . . . . . . . . . . . . . ... 82
4.3 Espacos Quocientes e Algebras Quocientes . . . . . . .. .. ... ... ... .. 83
4.4 Aplicaghes . . . . . . .. 85
4.5 Teorema da Maximalidade de Wermer . . . . . . . . ... ... .. ... .... 87
4.6 Caracterizagao de Ideais Fechados de C(X) . . . . . . .. ... ... ... .... 91

5 Espagos H?(D) 95
5.1 Funcoes Subharmoénicas . . . . . . . . . .. .. 95
5.2 Definindo os Espagos HP(D) . . . . . . . . . e 97
5.3 O Teoremade F.e M. Riesz . . . . . . . . . . . . ... .. .. ... ....... 98
5.3.1 Demonstracao do Teorema de F. e M. Riesz . . . . . ... .. ... ... 107



6 A Algebra H>®(D)
6.1 Produtos Infinitos . . . . . . . . . .
6.2 Produtos de Blaschke . . . . . . . ..

Referéncias Bibliograficas



Introducao

Neste trabalho, temos como principal objetivo o estudo de certos espacos de Banach
de fungoes analiticas no disco unitario, denominados espagos de Hardy H?(D) (1 < p < 00) e
as algebras do disco A(D).

Um teorema de existéncia de limites radiais mostra que cada H?(D) pode ser identi-
ficado com um subespago de LP(C'), o espago das fungdes p-integraveis no circulo unitario.

Apresentamos também resultados basicos sobre algebras de Banach, com especial én-
fase na algebra de fun¢oes continuas C(X) e nas algebras de fun¢oes analiticas A(D) e H>®(D).

O trabalho se divide em seis capitulos. A seguir, descrevemos os assuntos abordados
em cada um destes.

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢coes e resultados relativos a teoria da
medida , a Andlise Funcional e a Variavel complexa, que serao utilizados ao longo deste trabalho.

O capitulo 2, entitulado Séries de Fourier, apresenta alguns resultados da teoria de
séries de Fourier fungoes integraveis segundo Lesbegue em [—7, 7|, que serao utilizados no
capitulo 3. Lembramos que uma série de Fourier pode nao convergir e, caso convirja em um
determinado ponto, pode nao coincidir com o valor que f assume neste ponto. Na primeira
secao apresentamos as médias de Cesaro, que como pode ser visto na se¢ao seguinte, caracteriza,
a partir de determinadas condigoes impostas sobre a mesmas, as séries de Fourier, no sentido
de poder determinar a que classe de funcoes pode pertencer uma funcao que tenha uma série
do tipo dada.

No capitulo 3, introduzimos os conceitos de Nucleo de Cauchy e Poisson. A partir
deste tltimo, definimos a integral de Poisson que pode ser de uma funcao ou medida. Utilizando
de integrais de Poisson, definimos func¢oes no disco unitario D e, analisamos a existéncia do
limite destas funcoes quando tendemos os valores do dominio para um determinado ponto do
circulo, obtendo os chamados valores de fronteira. Os valores de fronteira podem definir funcoes
continuas ou simplesmente integraveis no disco D. Destacamos dentro deste capitulo o Teorema
de Fatou e algumas de suas consequéncias.

No capitulo 4, comecamos definindo e dando alguns exemplos de algebras de Banach.
Damos destaque a algebra das funcoes continuas, em um espaco topolégico compacto de Haus-
dorftf X, sendo esta denotada por C(X). Apresentamos a dlgebra do disco A(D) e mostramos
que esta constitui uma subalgebra de C(D), utilizando para isto de resultados de variavel com-
plexa, como o teorema de Morera, encontrado em [2]. Definimos na sequéncia, o espectro de um
elemento x € A. A partir de propriedades deste, demonstramos o teorema de Gelfand-Mazur
que caracteriza as algebras de Banach com elemento unidade e cujos elementos nao-nulos sao
inversiveis, exibindo um isomorfismo entre dlgebras deste tipo e o corpo complexo. Definimos



para cada elemento de uma algebra de Banach A, o raio espectral e damos uma expressao para
o mesmo. Apresentamos ainda os conceitos de ideal e de algebra quociente. Demonstramos
o Teorema da Mazimalidade de Wermer, que afirma que dada uma subélgebra fechada S de
C(C) e que contenha a élgebra A(D), entdao S = A(D) ou S = C(C). Por fim, apresentamos
um teorema que relaciona conjuntos fechados nao-vazios em um espacgo topoldgico compacto
X, com ideais fechados em C(X).

Iniciamos o capitulo 5 com a definicao e algumas propriedades de funcoes subharmoni-
cas, uteis para a definigao dos espagos de Hardy H?(D). Por fim, demonstramos o teorema dos
irmaos Frederick e Manuel Riesz, publicado em 1917, que nos permite identificar H'(D) com
um subespago de L'(C).

O capitulo 6, comeca com alguns resultados sobre produtos infinitos o que possibilita
definir determinados elementos do espago de Hardy H*(D), os chamados produtos de Blaschke.
Terminamos o capitulo com um teorema atribuido a Frederick Riesz, que relaciona determinadas
fungoes nao-nulas f € H(D) com produtos de Blaschke.



Capitulo 1

Preliminares

Do Senhor é a terra e tudo o que nela contém,
A orbita terrestre e todos os que nela habitam.
Pois Ele mesmo a assentou sobre as dguas do mar
E sobre as dguas dos rios a consolidou.
Salmo 23,1-2.

No que segue, estaremos apresentando definicoes e resultados necessarios para uma
melhor compreensao do contetido que vird posteriormente

1.1 Notacao

Estaremos utilizando a seguinte notacao:
N o conjunto dos nimeros naturais.
Z o conjunto dos niimeros inteiros.
R o corpo dos ntmeros reais.
C o corpo nos niimeros complexos.
Re(a) parte real do nimero complexo a.
Im(a) parte imaginaria do nimero complexo a.

)
L(A,B) conjunto das tranformacoes lineares e continuas entre os espacos vetoriais A e
B.

1.2 Topicos em Teoria da Medida

Seja X um conjunto. Comecemos esta se¢ao definindo o-algebra em X:
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Definicao 1.1. Uma colecao X de subconjuntos de X ¢é dita ser uma o-algebra em X se
satisfazer as seguintes condigoes:

1. X e X,

2. Se A € X, entao A° € X, onde A€ é o complementar de A relativo a X.

3. SeA:UAneseAnEXparatodoneN,entéoAEX.

n=1
Vejamos agora um exemplo simples de o-dlgebra:

Exemplo 1.2. Sejam X = N e P(X) a cole¢ao de todos os subconjuntos de X. Entao P(X)
é uma o-algebra em X.

Definicao 1.3. Se X é uma o-algebra em X, entao X é um espago mensurdvel, e os membros
de X sao chamados conjuntos mensuraveis em X.

Definicao 1.4. Se X é um espaco mensuravel, Y é um espaco topoldgico, e f é uma funcao
de X em Y, entao f é dita ser mensurével se valer que f~'(V) é um conjunto mensuravel em
X para todo conjunto aberto V em Y.

Teorema 1.5. Se F é qualquer colecao de subconjuntos de X, entao existe uma menor o-
algebra X* em X tal que F C X*. Esta A" é algumas vezes chamada o-algebra gerada por
F.

Prova: Sugerimos [13], pg. 12. &

Definicao 1.6. Seja X um espaco topoldgico. Pelo teorema anterior, existe uma menor o-
algebra B em X tal que todo o conjunto aberto pertence a B. Os membros de BB sao chamados
conjuntos de Borel de X e B é a o-algebra de Borel.

Definicao 1.7. Uma medida positiva é uma funcao p, definida em uma o-algebra X, cuja
imagem esta contida em [0,00] e é aditiva enumerdvel. Isto significa que se {A,}, é uma
colecao enumeravel de conjunto disjuntos de X', entao

M(U An) = Z ,U(An)

Como exemplo de medida positiva podemos dar o seguinte:

Exemplo 1.8. Com a o-algebra X do exemplo (1.2), definimos para cada A € X a seguinte
medida positiva:

|A| se A for finito

p(A) =
oo se A for infinito

onde |A| é o nimero de elementos que tem o conjunto A.
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Definicao 1.9. Um espaco de medida é um espago mensuravel que admite um medida positiva
definida na o-élgebra de seus conjuntos mensuraveis.

Definicao 1.10. Uma medida finita complexa é uma funcao aditiva enumeravel de valores
complexos definida em uma o-algebra.

Observacao: Diremos que uma medida ou funcao mensuréavel é de Borel, quando a o-algebra
em questao for a o-algebra de Borel. Diremos que uma medida positiva p é finita em uma
o-algebra X se p(FE) < oo para todo F € X. Ainda, para completar esta observagao, definimos
o circulo unitério C' do plano complexo

C={z:]z] =1}

No capitulo 2), uma medida finita complexa definida em [—7, 7] sera dita periodica,
se puder ser identificada com uma medida finita complexa definida em C.
Seguem algumas propriedades de uma medida positiva u:

L pu(0) = 0;
2. wW(AyU...UA,) = u(A) + ...+ n(A,) se Ay, ..., A, sdo subconjuntos disjuntos de X’;

3. A C B implica que pu(A) < u(B) se A,B € X.

Funcoes Simples

Definicao 1.11. Uma fun¢ao s em um espaco mensuravel X, cuja imagem consiste de somente
um ntmero finito de pontos em [0, 00), sera chamada fun¢ao simples.

Se ayq,...,q, sao os valores distintos de uma funcao simples s, e se nés definimos o
conjunto A, ={z : s(z) = a,}, entdo

n
5 = E o Xy,
i=1

onde Xy, é a fungao caracteristica de A;.
E claro que s é mensuravel se, e somente se, cada conjunto A; é mensuravel.

Teorema 1.12. Seja f : X — [0, 00] mensurdvel. Entao existe uma sequéncia de fungoes
mensuraveis simples (s,) em X tal que

a)0<s;<s3<...< f;

b) s,(z) — f(z) quando n — oo, para todo z € X.

Prova: Sugerimos [13|, pg. 16. &
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Integracao de Funcgoes positivas

Nesta subsecao, X serd uma o-algebra em um conjunto X e p serd uma medida positiva
em X.

Definicao 1.13. Se s é uma funcao mensuréavel simples em X, da forma

s = Z&iXAi (1.1)
i=1

onde ay, ..., a, sao os valores distintos de s e se E € X, definimos

[Esdu = Zai,u(Ai NE) (1.2)

Serd tomado como conven¢ao 0.0o = 0. Se f: X — [0,00] é mensuravel, e E € X,
no6s definimos

éﬁm:wgémg (1.3)

onde o supremo ¢é tomado com base no conjunto das funcoes mensuraveis simples s tais que
0<s<f.

Seguem algumas propriedades:
1. Se 0 < f < g, entao [, fdu < [, gdu;
2. Se ACBe f>0,entao [, fdu < [, fdp.

3. Se f >0 e c & uma constante, 0 < ¢ < 00, entao

qu:gémﬂ

Proposigao 1.14. Sejam f e g fungdes mensuraveis positivas em X. Entéao,

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu

Prova: Sugerimos [13], pg. 21. B

Teorema 1.15. (Teorema da Convergéncia Moné6tona de Lebesgue): Seja {f,} uma
sequéncia de funcoes mensuraveis em X, e suponha que
a) 0 < fi(z) < ... < oo paratodo z € X,
b) f.(z) — f(z) quando n — oo, para todo = € X.
Entao f é mensuravel, e
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/ fndp — / fdu quando n — 00
X X

Prova: Sugerimos [13], pg. 22. &

Teorema 1.16. Se f,, : X — [0, 00| é mensuravel, paran =1,2,..., e

para todo x € X, entao

[&w=§éﬁw

Prova: Sugerimos [13], pg. 23. &

Teorema 1.17. Suponha f: X — [0, 00| é mensuravel, e

=éﬂw (e X)

Entao ¢ é uma medida em X, e

/gdso /gfdu (1.4)

para toda g mensuravel em X com imagem em [0, o0].

Prova: Sugerimos [13], pg. 24.1
Observagao: A segunda asser¢ao do teorema (1.17) é algumas vezes escrita na forma

dp = fdu

nao querendo dizer isto que exista alguma associacao entre dy e du, apenas que (1.4) esta
segura para toda g > 0 mensuravel.

Integracao de Funcoes Complexas

Como antes, 1 serd nesta secao uma medida positiva em um espago mensuravel X.

Definicao 1.18. Se 0 < p < oo e f é uma funcao mensuravel complexa em X noés definimos
LP(p), p medida positiva, como o conjunto das fungoes que satisfazem

1l = { / \f!”du}p < oo
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Dizemos que f € LP(u), o espago das funcgoes Lebesgue p-integraveis com respeito
a ft. Nos denominamos || f]|, como a LP-norma de f. Em capitulos posteriores, com C' o
circulo unitario complexo, utilizaremos da notagao LF(J), onde J C R, LP[—m, 7] ou LP(C')
representando respectivamente as fungoes Lebesgue integraveis com respeito a medida m de
Lebesgue (definida em [13], pg.53) em J, [—m, 7] e em C. Consideramos como o-algebra nestes
casos, a o-algebra de Borel, levando em conta que a topologia adotada é a usual. Sempre que
nao nos referirmos a topologia, esta deve ser considerada como a topologia usual. Vejamos
agora um rapido exemplo:

Exemplo 1.19. Com a medida definida no exemplo (1.8), temos que f € LP(u) se, e somente
n=1

se, Z |f(n)|P < oo ou ainda se, e somente se, (f(n)):2, € P(C) sendo este, o espago das
n=1

sequéncias de ntimeros complexos (a,)nen que satisfazem:

[e.e]
Z la,|P < 0.
n=1

Teorema 1.20. (Desigualdade de Holder): Se f € LP(u) e g € L(u), com p~t + ¢~ =1,
onde 1 < p < oo, entdo fg € L' (1) e vale que:

gl < N £1lnllglla

Prova: Sugerimos [13|, pg. 67. &
Como consequéncia deste teorema de Holder, temos o seguinte teorema atribuido a
Minkowski:

Teorema 1.21. (Minkowski): Se f,g € LP(u), entdo f + g € LP(u) e vale a relagao:

1F+glle < 11 fllp+ llglls

Prova: Sugerimos [13], pg. 68. B
Dada uma fun¢ao mensuravel f : X — [—o00,00] , definimos

ft=max{f,0} e f~=—min{f,0}

sendo f e f~ respectivamente chamadas de parte positiva e parte negativa de f. Com isto,
podemos dar a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.22. Se f = u+iv, onde u e v sdo fungdes reais mensuraveis em X, e se f € L'(u),

nos definimos
/fdu:/u+du—/u_du+i/v+d,u—z'/v_d,u
E E E E E

para todo conjunto mensuravel £
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Teorema 1.23. Suponha f,g € L'(u) e a, 3 € C. Entao af + Bg € L'(u) e

/X(Oéerﬁg)du:a/dequﬁ/ngu

Prova: Sugerimos [13], pg. 26. &

Teorema 1.24. Se f € L'(u), entao

/deu’ S/leldu'

Prova: Sugerimos [13|, pg. 27. &

Teorema 1.25. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Suponha que
{fn} seja uma sequéncia de fun¢des mensuraveis em X tais que

f(x) = lim f,(x)
existe para todo r € X. Se existe uma funciao g € L'(u) tal que
|fu(@)] < g(x) (n=1,23...; z € X),

entdo f € L*(p),

lim [ |f,— fldp =0
n—oo X

lim fnd,u—/ fdu.
b X

n—oo

Prova: Sugerimos [13], pg.27. B

Definindo Conjuntos de Medida Nula

Definicao 1.26. Seja P uma propriedade que um elemento x € X, X conjunto, pode ou nao
ter. Se i é uma medida em uma o-algebra X e se £ € X, afirmar que P vale quase sempre em
E ou p-gs, significa que existe um N € X tal que u(N) =0, N C E e P é valida para todo o
ponto de £ — N. Quando a medida em questao for a medida de Lebesgue m, diremos que a
propriedade ocorre quase sempre.
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Medidas Regulares de Borel

Definicao 1.27. Seja X um espaco topologico. Uma medida de Borel é regular se todo conjunto
de Borel E em X satisfaz as seguintes propriedades:

a) w(E)=inf{u(V): ECV,V aberto};
b) w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto }.

Variacao Total de uma Medida Complexa

Como sempre, X é uma o-algebra sobre um conjunto X.

Defini¢ao 1.28. Sejam E € X e {E,,} uma cole¢ao enumeravel de elementos de uma parti¢ao
de E, ou seja, E;NE; =0 sei #jeE=|JE, Seja u uma medida complexa em X. D
efinimos a variagao total || de p como sendo:

ul(E) = Supz |W(E))]

onde o supremo ¢é obtido considerado-se todas as parti¢oes {E,} de E.
Notemos que |u(E)| < |p|(E). Se p é uma medida positiva é claro que |u| = p.

Teorema 1.29. A variagao total |u| de uma medida complexa p em X' é uma medida positiva
em X.

Prova: Sugerimos [13], pg. 125. B

Teorema 1.30. Se i é uma medida complexa em X, entao

|l (X) < o0

Prova: Sugerimos [13|, pg. 126. B
A partir deste teorema podemos afirmar que se p ¢ uma medida complexa, entao a
variagao total |p| é uma medida positiva finita.

O Teorema de Fubini

Antes de apresentarmos o teorema de Fubini, falaremos um pouco sobre medida produto,
comecgando com algumas definicoes.

Definicao 1.31. Dado um subconjunto £ de um produto cartesiano X X Y, definimos os
seguintes subconjuntos de E:

E,={y: (v,y) € E}

EY={z:(z,y) € E}
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Definigao 1.32. Denotaremos um conjunto X com o-dlgebra X e com medida p definida em
X por (X, X, ) e denominaremos este espago de medida. Diremos que este espaco de medida
é o-finito, se dado £ € X entdo E é a unido enumeravel de conjuntos FE,, com pu(FE,) < co.

Teorema 1.33. Sejam (X, X, u) e (Y, ), \) espacos de medida o-finito. Suponha Q@ € X x ).
Se

p(r) = MQz), ¥(y) = n(QY) (1.5)

entao para todoz € X ey € Y, p é X-mensuravel, 1) é Y-mensuravel, e

/Xgpd,u:/YLDd)\ (1.6)

Definigao 1.34. Sejam (X, X, u) e (Y, )Y, A) como no teorema anterior. Se Q € X X ),
definimos

Prova: Sugerimos [13], pg. 148. W

(1 x N)(Q) = /X AQu)du(x) = /Y H(Q¥)dA(y)

Teorema 1.35. (Fubini) Sejam (X, X, ) e (Y,V,\) espagos de medida o-finito e a funcao
F e L'(u x \) dada por F((z,y)) = f(x,y). Entao vale:

//fa:ydm Yax(y) //fa:ycm (y))dp()

Prova: Sugerimos [1], pg. 119. &

Teoremas de Radon-Nikodym e da Decomposi¢cao de Lesbegue

Definicao 1.36. Uma medida A em uma o-algebra X é absolutamente continua com respeito
a uma medida p também em X se E € X e pu(FE) = 0 implicam que A(E) = 0. Neste caso,
escrevemos A << [i.

Definigcao 1.37. Duas medidas p, A em X sao mutuamente singulares se existem conjuntos
disjuntos A e B em X tais que X = AU B e A(A) = u(B) = 0.

Teorema 1.38. (Radon-Nikodym) Sejam A e p medidas o-finitas definidas em uma o-
dlgebra X e suponha A << pu. Entdo existe uma funcao f, f € L'(u), que é unicamente
determinada p-quase sempre, satisfazendo:
— [ su
E

para todo E € o-algebra.
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Prova: Sugerimos [1], pg. 85. W

Teorema 1.39. (decomposicdo de Lebesgue) Sejam A e p medidas o-finitas definidas em
uma o-algebra. Entao existem uma medida A\; mutuamente singular com p, e uma medida A,
que é absolutamente continua com respeito a u tal que A = A\ + A\g. As medidas A\, e Ay sao
unicamente determinadas.

Prova: Sugerimos [1], pg. 88. W

1.3 To6picos em Analise Funcional

Espacgos de Banach

Seja X um espago vetorial complexo ou real. Uma norma em X é uma funcao nao-negativa
real ||.|| tal que:

() ll#]l > 0; ] =0 2 =0
(i) [}z + | <l + o]
(i) Al = \le]

Um espaco linear normado complexo é um espaco vetorial X junto com uma norma
especificada em X.

Se X é um espaco normado que é completo na métrica p definida pela sua norma,
entao denominamos X espaco de Banach. No caso, para todo =,y € X, temos:

pl,y) = [lz =y
Exemplo 1.40. O espaco euclidiano X de dimensao n é um espaco de Banach.

Exemplo 1.41. Para 1 < p < co e para toda medida positiva i, o espaco LP(u) da defini¢ao
(1.18) é um espago de Banach, com a norma ||.||,.

Exemplo 1.42. Seja X um espaco topologico compacto de Hausdorff. Um exemplo importante
de espaco de Banach, como veremos mais adiante, é o espaco C(X) das fung¢oes continuas
complexas definidas em X, com a norma do supremo dada por

11l = sup [f(x)]
zeX

sendo tal norma algumas vezes denominada uniforme, pois se f,, — f nesta norma, f, — f
uniformemente em X.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15

Dual Topolégico

Definicao 1.43. Definimos o espaco vetorial X' a partir de um espaco de Banach X como
sendo o conjunto dos funcionais lineares continuos em X.

Lembramos que um funcional linear A é continuo se, e so se, for limitado. Isto equivale
a afirmar que existe & > 0 tal que:

()] < k| (%)

para todo z € X.
A norma de h como funcional é dada pelo menor valor de k tal que (*) é satisfeita e

pode ser expressa também por ||h|| = sup |h(z)].
Iz <1

Com esta norma X torna-se uma espaco de Banach, denominado dual topoldgico de
X.
A respeito do exemplo (1.42), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.44. (Representacao de Riesz): Para cada funcional linear limitado em C(K),
onde K é um espago topologico compacto de Hausdorff, corresponde uma tinica medida com-
plexa regular de Borel p tal que

o(f) = /K fdu  (f €C(K))

e mais ainda, a partir desta relacao, temos

oIl = 1l (K).

Prova: Sugerimos [13], pg. 139. B
Podemos entao dar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.45. Seja X um espaco topologico compacto de Hausdorff. O dual topologico de
C(X) é o espago das medidas complexas regulares de Borel em X.

Vejamos um teorema:

Teorema 1.46. Suponhamos 1 < p < oo, 4 ¢ uma medida finita em X, uma o-algebra de um
conjunto X, e ¢ é um funcional linear limitado em LP(u). Entao existe uma unica g € L9(u),
onde p~!' + ¢ ! =1, tal que

o(f) = /X fgdp

e mais ainda, temos ¢ e g relacionados da seguinte forma:

1ol = llgllq
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Prova: Sugerimos [13], pg. 136. B
Podemos afirmar deste teorema, que L?(u) é isometricamente isomorfo ao dual do
espaco LP(u). De outra forma, (LP(n)) = L9(u). Para o caso p = oo vale apenas L'(u) C
(L>=(u))’, ocorrendo a igualdade apenas em casos triviais.
Topologia Fraca*
Vamos definir agora para cada g € X', x1,x9,..., 2, € X e € > 0, o seguinte subconjunto

de X"

V(gaxlax%' . 7xna6) = {f € XI : lil];lg ‘f(xk) _g(xk)’ < 6}

Defini¢ao 1.47. (Topologia fraca*) Seja G C X’ um subconjunto ndo-vazio. Dizemos que
G é fraca® aberto ou o(X’, X)-aberto, se Vg € G, existem w1, s, ...,2, € X e € > 0 tais que:

V(g, w1, 22,...,2n,€) CG.

Nao é dificil ver que o conjunto de todos os subconjuntos de X’ que sao fraca* abertos
é uma topologia para X'. A notagao (X’,o(X’, X)) indicara que estaremos considerando em
X' a topologia fraca estrela.

Teorema 1.48. (Alaoglu) Se X é um espaco normado, entdo Bx: é o(X’, X)-compacta, onde:

By ={reX:|z| <1}

Prova: Sugerimos [3], pg. 424. &

Definigao 1.49. Diremos que um espaco métrico é sequencialmente compacto, se toda a se-
quéncia do mesmo, admitir subsequéncia convergente.

Teorema 1.50. Todo espaco métrico compacto ¢ sequencialmente compacto.
Prova: Sugerimos [14], pg. 124. B

Definicao 1.51. Um espacgo topologico X é separdvel se existe um subconjunto enumeréavel Y
denso em X.

Definicao 1.52. Um espago topologico é dito metrizdvel com métrica d, se a topologia em X
coincide com a topologia induzida por d.

Teorema 1.53. Seja X um espa¢o de Banach. Entao a bola (Bx/,o(X’, X)) é metrizéavel se,
e sO se 0 espaco X é separavel.

Prova: Sugerimos [3], pg. 425. &
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Convergéncia Uniforme da translacao na LP-norma

Decidimos aqui, fazer algumas demonstracoes, devido ao raciocinio 'elegante’ nelas apre-
sentado. Aqui X denotara um espaco topologico.

Definigao 1.54. Seja f : X — C. O conjunto suporte, é o fecho do conjunto {x € X : f(x) # 0}.

Lema 1.55. Seja S a classe de todas as fun¢oes complexas, mensuraveis e simples em X tais
que:

({5 A0} <00 (s€9)
Se 1 <p < oo, entdo S é denso em LP(pu).

Prova: E imediato que S C LP(u). Suponha f > 0 (funcdo que assume apenas valores reais
nao-negativos), f € LP(du). Seja agora (S, )neny uma sequéncia de fungdes como apresentada no
teorema (1.12). Como 0 < s, < f, s, € LP(dp) e, assim s, € S. Desde que |f — 5,7 < (2f)?,
o teorema da Convergéncia Dominada mostra que lim | f — snll = 0 quando n — oo. Assim,

feS. Sef: X —R, escreva f = fT + f~, onde:
f*(x) = max {f,0}

f7(x) = —min {f,0}

e o resultado é obtido para toda f mensuravel, lembrando que as fungoes f* e f~ como definidas
sao mensuraveis. Se f : X — C, considere Ref e Imf.

Definigao 1.56. Definimos C.(X) como sendo o conjunto das funges continuas em X cujo
suporte ¢ compacto.

Teorema 1.57. (Lusin): Sejam f uma fun¢do complexa mensuravel em X, A um conjunto
de medida p finita, tal que f(z) =0se x ¢ A e e > 0. Entao existe g € C.(X) tal que:

pz - fz) # g(a)}) <e
Prova: Sugerimos [13|, pg. 56. B

Lema 1.58. Para 1 < p < o0, C.(X) é denso em LP(pu)

Prova: Defina S como no lema (1.55). Se s € S, dado € > 0 pelo teorema de Lusin, existe
uma g € C.(X), tal que g(x) = s(z) exceto num conjunto de medida menor que €, de forma
que valha ainda |g| < [|s]/eo- Assim:

o — sll, = ( / Ig—SI”du)
X

1

= (/ !g—SIPdu>
J
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<(/ |g|pdu)’l’ +(/ <|rsuoo>pdu);

< 2|s]|oo(e)7

onde J = {x : s(z) # g(z)} com pu(J) < € é o conjunto que existe pelo teorema de Lusin.
Como o numero € acima ¢ arbitrario, podemos escrever:

lg = sllp <e

Pelo lema (1.55), como S & denso em LP(u), completamos a prova. W

Teorema 1.59. Para qualquer fungao f que estd em LP(R), dado y € R, seja f, a translacao
de f definida por:

fy(x) = flz—y)

para todo z € R.
Sel<p<ooese feLP(R), afuncao:

y— fy
é uma fun¢do uniformemente continua de R em LP(R).
Prova: Fixe € > 0. Desde que f € LP(R), pelo lema (1.58) existe uma fungao g € C.(X) que

por ter suporte compacto, este esta contido em algum intervalo da forma I = [—A, A], A > 0,
tal que:

If = gllp <e (1.7)

Pelo fato de I ser compacto e g ser continua, podemos afirmar que g é uniformemente
continua. Isto implica que existe um § € (0, A) tal que para |s — t| < ¢ vale:

lg(s) — g(t)] < (34) ve (1.8)

e portanto,

lgs — all; = /_Oo l9(z —5) —glz = t)Pde < (3A) 71" (2A+0) < & (1.9)

oo

sendo a pentltima desigualdade acima justificada por (1.8) e pelo fato de 2A + ¢ ser maior que
o comprimento do maior intervalo I tal que |g(x — s) — g(x — t)| # 0 com x € A.

Ja a tltima desigualdade, vem de § € (0, A).

Como || f|[p = [| f¢llp, segue que:

1fs = fells < W fs = gsllp + llgs = gellp + llge = filo
= I = 9)sllp +1lgs = gellp +11(g = Pell
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dai decorre de (1.7) e (1.9) que:

1fs = fellp < 3¢

e, portanto, a funcao translacao é uniformemente continua em LP.H

Teoremas de Hahn-Banach e Banach-Steinhauss

Teorema 1.60. (Hahn-Banach): Se M é um subespaco de um espago normado X e se f

¢ um funcional linear limitado em M, entdo f pode ser estendida para um funcional linear
limitado F' em X tal que || F|| = || f|l,

Prova: Sugerimos [13], pg. 111. B

O proéximo corolério que segue, é um resultado que utilizaremos em capitulos poste-
riores:

Corolario 1. Se X é um espaco vetorial normado e se o € X, xog # 0, entao existe um
funcional linear limitado f em X, de norma 1, tal que f(zq) = ||zo]|-

Prova: Sugerimos [13], pg. 114. B

Teorema 1.61. (Banach-Steinhauss): Sejam E e I espagos normados, com E completo, e
seja I' C L(E, F). Se sup{||Tz| : T € I'} < oo para cada = € E, entao

sup{||T|| : T € T} < o0

Prova: Sugerimos [13], pg. 103. W

1.4 Toépicos em Variavel Complexa

Comecemos com a defini¢ao de fungao analitica.

Definicao 1.62. Suponha que f é uma fungdo de valores complexos definida em D. Se a
derivada

f(2) = f(20)

=20 zZ— 20
existe para todo zp € D, entao diremos que f é analitica (holomorfa) em D. Denotamos o
espago das fungoes analiticas em D por H (D).

Mais resultados sobre fungoes analiticas apresentaremos no capitulo 3).

Definicao 1.63. Diremos que um subconjunto €2 do plano complexo é uma regiao se este
conjunto for nao-vazio, aberto e conexo.
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Teorema 1.64. (Morera): Seja G uma regiao e seja f : G — C uma fun¢ao continua tal
que fT f = 0 para toda a regiao triangular 7" em G. Entao f é analitica em G.

Prova: Sugerimos [2], pg. 86. W

Teorema 1.65. (Liouville): Seja f ma funcdo analitica de valores complexos definida em
todo o plano C. Entao f é constante.

Prova: Sugerimos [2], pg. 77. B



Capitulo 2

Séries de Fourier

Neste capitulo, trabalharemos com os coeficientes de Fourier de uma dada fungao f € L'[—m, 7]
(fungiao Lebesgue-integravel no intervalo [—m, 7]). A partir destes coeficientes, definiremos as
chamadas médias de Cesaro da série de Fourier de f, sobre as quais colocaremos condicoes
necessarias e suficientes para que [ pertenca a uma determinada classe de fungoes. O mesmo
faremos para medidas complexas finitas definidas em [—m, 7.

Definigao 2.1. Se f € L'[—m, 7], entdo, para n € Z, os niimeros complexos:

1 [7 '
Chn=cnf = %/ f(x)e "™ dx

sao denominados coeficientes de Fourier de f.
Diremos que ¢, é o n-ésimo coeficiente de Fourier de f e que a série

e}
§ Cnel’nl

n=—oo
é a série de Fourier de f.
Escrevemos:
oo
f ~ § Cneznx
n=—oo

Notemos que usamos ~ e nao =. Isto porque uma série de Fourier pode nao convergir
e, muito menos, convergir para f(x) para algum ou todos os valores de z. Vejamos um exemplo
com a seguinte funcao dada por:

f@)=0 (-r<z<0),
f 1 0<z<m).

Entao, os coeficientes de Fourier de f sao dados, para cada n € Z por:

21
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1 1

=— [ cos(nx)dr+ — [ (—i)sen(nx)dx
271— 0 2'/T 0
1 [7 -\ 1—

=5 i cos(nz)dx + (7@) %
a, 1

7y
2 2

1 — cos(nm)

1 s
onde a, = —/ cos(nzx)dzr e b, = e, temos que ag =l e a, =0 (n # 0,n € Z)
T nm

0
alem de b, =0 paran =2k, k € Ze b, =2/nm paran=2k+ 1, k € Z.
Segue portanto, que:
1 2 [sen(z) sen(3xz) sen(bz)

R 3 5

e observemos que em = = 0 a soma da série de Fourier de f tem valor 1/2 que é diferente de

£(0).

Apresentaremos agora uma nova expressao, para a série de Fourier de uma funcao
f € LY—m,w]. Comecemos com a seguinte expressao:

o0

Z Cnein:c: i <%\/:f{l‘)€_mzdl’> eine

n=—oo n=—oo
o0

_ Zoo (% /_ i F(2)cos(nz)dz + % /_ 7; f(x)(—i)sen(nx)dx) (cos(na) + isen(nz))

n—=—

e definindo, para cada n € Z, os nimeros:

Ay, = %/_: f(z)cos(nx)dx e b, = — /7r f(z)sen(nz)dz

T™J—r

a expressao acima fica reduzida para:

i Cne™ = i (%H—z’)%”) (cos(nz) + isen(nz))

o e} . o0 [e.o]

= Z Ecos(nx)—l—z Z ?sen(nx)—é Z Ecos(m:)—l— Z Esen(nw)

n=—0oo n=—oo n=—0o0 n=—oo
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temos entao quatro expressoes de soma; utilizando de a, = a_,, b, =

23

—b_p, sen(—nzx) =

—sen(nx) e cos(—nx) = cos(nz), resumimos estas quatro expressoes para:

00
§ Cnemx _

n=—oo

% + Z ancos(nx) + Z bsen(nx)
n=1 n=1

e quando expressa desta forma, dizemos que os elementos a,, sao os coeficientes de Fourier de
cosseno e que os elementos b, sdo os coeficientes de Fourier de seno da funcgao f.

Apresentaremos na secao que segue, as médias de Cesaro para uma determinada série

de Fourier de uma fungao f € L'[—

2.1 Meédias de Cesaro

7|, bem como de medidas finitas definidas em [—7, 7].

A n-ésima média de Cesaro da série de Fourier de uma fungiao f € L'[—7, 7] é a média

aritmética:
- Unf - (50 + .
onde para cada n € N, s,(z) = s, f(x Z cre”
k=—n

Agora temos:

n

E Cr eik:v

k=—n

Snf(J:) =

Assim,

onf(z

=5 | S0

onde k,(x) é a n-ésima média de Cesaro da série E

k=—o00

tn—1(z)), sendo t,(x) = Z ek,

k=—n

Facamos agora alguns célculos:

(n+ Dk (2) — k()

Ze

k=—n

"o - ‘
— = ¢ zk:(:v—t)dt —
pIE- | st

n(x —t)dt

5n71>

? para todo x € [—7, 7.

n

1 " ik(z—t)
o / ) HODIK dt

k=—n

(2.1)

1
ik ou seja, kn(r) = E(to(x) +...+

n n
§ ezkx 4 § : efzkm
k=0 k=1
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n n
Notemos que E e e E e~ sio séries geométricas de razdo respectivamente e e
. k=0 k=1
e . Utilizando da expressao para a soma de progressoes geométricas temos que:

1 — ei(n-i—l)ac 1 — e—i(n—‘rl)x

Dk — k() = : ]
(n+ Dkni1(z) — nky(z) ot T o=
eix +€7ix
Fazendo-se agora algumas contas e lembrando que cos(z) = 5 . n6S escrevemos:
cos(nx) — cos((n + 1)x
(14 1 () — ik (z) = 2502 Zcosln £ D) -

1 — cos(z)
) = 1. Agora utilizando do obtido

Sabemos pela defini¢ao da familia {k, } que ky(z

em (*), podemos ver que:

2t o) = L =3 (=)

neN?

1

1 —cos(yx
Admitamos agora, por hipotese de inducdo que k;(z) = = {ﬂ

} , para algum
J

1 — cos(z)
jEN.
Agora de (*) podemos escrever que:

1-— cos(jx)} _ cos(jx) — cos((j + 1)x)
1 — cos(x) 1 — cos(x)

G+ Diyalo) - |

disto resulta:

Bia(e) =

Logo provamos que para todo n € N vale:

1'1—wd@+1nq
j+1| 1—cos(x)

1 [1— cos(nz)
n | 1—cos(z)
Utilizando da identidade geométrica:

cos(nx) = COSQ(gl‘) - senQ(gx)

no6s podemos reescrever cada k, da seguinte forma:

sen(3)

1

kmm:—[ (2.2)

n

Esta familia de fungoes {k,} é chamada de Nicleo de Fejer. Verifiquemos agora que
os elementos do Nicleo de Fejer satisfazem as seguintes trés propriedades:

1. k, > 0;
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1 s
2. — kn(z)dz = 1,
2 J_,

3. Se I é um intervalo aberto qualquer em torno de x = 0, entao:

lim sup |k, (x)| = 0. (x € [—m, 7))

Prova: O item 1) segue diretamente da relagao (2.2) obtida para cada k,. O item 2) vem do
fato de que o, f(x) da funcao constante 1(z) = 1 para todo = € [—m, 7| valer sempre 1 e de:

rufl@) = 5= [ F(Oknla — vy

para toda fungao f € L'[—n, 7], o que inclui a fungao constante 1(x) = 1 para todo = € [—, 7).
Agora falta verificar o ultimo item. Seja 0 < 0 < 7 e 7w > |z| > . Vale entao que:

(sen(52))* > (sen(39))’

Da equagao (2.2) e desta ultima desigualdade, como |sen(%)[* < 1, resulta:

IO p—

~ n(sen(14))?

mostrando portanto, o item 3).

Uma sequéncia de fungoes Lebesgue integraveis que tém estas trés condigoes, como
é o caso das funcoes que constituem o nucleo de Fejer, é denominada identidade aprorimada
para L'[—7, 7).

Nos dois teoremas que seguem, mostraremos que se f pertence a uma determinada
classe de funcoes, entao sua respectiva sequéncia de médias de Cesaro convergira para f em
alguma topologia.

Teorema 2.2. Se f € LP[—m, 7] (1 < p < o), entdo o,f — f em LP[—m, 7|. Se f € C[—n, 7]
e f(—m) = f(m), entdo o,f — f uniformemente em |[—m,7].

Prova: Mostramos no inicio desta se¢ao que:

e 2W/f o= )t

onde k,, é a n-ésima média de Cesaro da série Z
k=—o00
Se estendermos [ para uma funcao, que também indicaremos por f, definida agora
em toda a reta real e com periodo 27 podemos reescrever o, f, a partir da mudanca de variavel
t — x — t, como:
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o f(z) = % _ﬂ P — )k (D)t
e do fato de /7r kpdt = 1, vem:
50 (@)~ f2) = o= [ =) = k(o) 2.3)

Se tomarmos um numero real 7 > § > 0, podemos decompor a integral em (2.3) na
soma de outras duas como segue:

1 /7 1
onf(z) = f(z) = = /6[f(93 —t) — f(@)]kn(t)dt + 5= f(z —1t) — f(z)]ka(t)dl

21 2 |t|>6

e agora como ffé k,(t)dt <1, se f € C[—m, ], entdao f é limitada quando restrita ao intervalo
[—7, ] e segue que:

|onf(x) = f(@)] < sup [f(x—1) = f(2)] + 2] flleo sup kn(t)

—<t<d 121p<42

Ainda pelo fato de f ser continua, como [—m, 7| é compacto, temos que f é uniforme-
mente continua. Dai, dado € > 0 existe § > 0 tal que se [t| < J:

[f(z—1) — f(z)| <e

e pela propriedade 3) da familia {k,} temos:

neN’
lim sup k,(t) =0
eI >0
Portanto,

lim oy, f(z) = f(x)

sendo esta convergéncia uniforme.
Agora assumiremos que f € LP[—m, 7] num caso geral. Queremos estimar |0, f — f||,.
Seja g € L9, onde % + % = 1. Assim, a partir equagao (2.3), temos:
1 ™ 1 ™ ™
o [ o)~ f@lo@yr = o [ [ 17— 1)~ F@loCk (deda

2 J_.

Assim, utilizando do teorema de Fubini, podemos escrever:

1 / T
< —
—2m ),

Utilizando da desigualdade de Hélder em (2.4), para a integral que tem x como variavel,
obtemos:

-/ @ 1) - f@g(a)de| k(Dde (2.

2 ),

\% [ lont@) ~ gl
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—l/ﬁ%ﬂ@—f<n<Mx

2

<lallgs [ 17 =0 = F@ k)t

para toda g € LY[—m, 7]
Como consequéncia do teorema de Hahn-Banach, podemos tomar g € Li[—m, 7| tal

que [lglly =1e

= /_:[%fcc) — f@)g(@)dz = |onf — fll,

Portanto,

1 —T
lonf = fll» < %/W 1z = 1) = f(2)llpkn(t)dt

Agora se 0 > 0 escrevemos de forma semelhante ao que ja fizemos nesta demonstracao:

1 /0 1
lonf — fllp < o /_5 [ fe = Fllpkn(t)dt + o [ fe = fllpkn(t)dt

B

< sup |Ife = fllp + 2011l sup kn(2)
—5<t<s |t)>6

onde fiy(x) = f(x—t)e sup | fi—f|l, existe para § > 0 pequeno o suficiente, o que é justificado
t<é

pelo teorema (1.59).
Do fato de:

lim sup k,(t) =0

0t >6

e também pelo teorema (1.59) resulta o desejado, ou seja:

tim o]~ fll, = 0
e assim concluimos a demonstracao W.
Teorema 2.3. Se f € L®[—x, 7] = L, entdo o, f — f na topologia o(L>, L').

Prova: Para mostrar que a sequéncia o, f converge para f na topologia o(L>, L), basta
mostrarmos que para cada g € L' vale:

1
hm—/ onf(x dI—/f
n—oo 27T

Analisemos entao este fato. Utilizando da equagao (2.3) e o teorema de Fubini temos:

\%ﬁwwﬁwmmsiﬂiﬁﬁwwwmmmmw
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(/.

—l/ﬁﬂx—w—ﬂ@mqu

2 J_,

1/Wﬂx—w—ﬂ@muMw

2 ),

o (£)dt+ /

[t| >0

o | =0 flgeris

—T

kn(t)dt>

< sup
—6<t<6

+ sup K (8)(2[]floo) lgll2

lI£1=6

Utilizando agora do teorema de Hahn-Banach obtemos com ||g||; = 1 que:

lonf = fllx < sup + sup kn(£) (2| f]l)

—l/ﬁﬂx—w—ﬂ@MWMx

27

—0<t<s - £l =6
Como lim sup k,(t)(2]|f]|o) = 0 basta mostrar que:
eIt >0
lim [ [f(z— )~ f(@)]g(e)dz =0 (2.5)
ou, equivalentemente, mostrar (2.5) é mesmo que provar que:
yg%/ F@)lgly +1) = g(y)ldy =0 (2.6)

para ver isto quebramos a integral em (2.5) em duas parcelas da seguinte forma:

[}@4mmmiﬁmmwm

e fazemos a mudanca de variavel em cada caso, considerando na primeira parcela f e g como
funcoes estendidas na reta real de periodo 27.

Para justificar o resultado do limite apresentado em (2.6), basta lembrarmos que f
¢ limitada pois, f € L>®[—m, 7| e que g € L'[—m, 7|, sendo portanto a fungdao ¢ — g¢; onde
gi(x) = g;(x +1), uniformemente continua em L'[—m, 7|, 0 que é justificado pelo teorema (1.59)
do primeiro capitulo.

Com isto tudo, concluimos o resultado.ll

Este dltimo teorema tem um andlogo para medidas em geral, como veremos a seguir.

Defini¢ao 2.4. Se u ¢ uma medida finita complexa de Borel regular em [—7, 7], n6s podemos
definir os coeficientes de Fourier de p1 da seguinte maneira:

Cp = Cplb = / e Mdu(t) = / e Mdu(t)
[—m,7] -7

e a partir destes coeficientes podemos definir, com ¢ € [—m, 7], a série de Fourier associada:

[e.9]

E : Cne'mt

n=—oo
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Tais coeficientes sao geralmente denominados coeficientes de Fourier-Stieljes da me-

dida p.

Temos ainda para todo = € [—m, 7| que:

Sp(x) = spu(x) = Z cpe* = Z / e*@=Ddy(t)

k=—n k=—n
e, portanto, a n-ésima média de Cesaro da medida p é dada por:

™

Ou(z) = Oups(z) = / bl — £)du(?) (2.7)

—T
oo
onde k,, é a n-ésima média de Cesaro da série E e’ como vimos na equagio (2.1).

k=—0o0
Teorema 2.5. Seja 1 uma medida finita complexa de Borel regular e peri6dica no intervalo

[—7, 7]. Entao Q—Unudx — p na topologia fraca®, ou seja:
T

tim o= [ p@eteris = [ fadute)

para toda f € C[—m, 7] com f(—m) = f(m).

Lembremos que o dual de C[—m, 7] é 0 espago das medidas complexas de Borel regulares
em [—m, 7|, como citado no exemplo (1.45).
Prova: Pela equacido (2.7) temos que:

o [ttt = [T [ o= tas] aut = [ ostan

Pelo teorema (2.2), sendo f continua e de periodo 27, valendo portanto, f(—m) = f(7),
obtemos que o, f — f uniformemente e assim:

lim L f(z)opp(x)de = lim O'nf / f(t)du(t)

n—oo 27T n—oo J_

como desejado.ll

As duas defini¢oes seguintes apresentam o conceito de convolugao. Como veremos,
a convolucao entre duas funcoes consiste em um "produto" entre elas de maneira tal que
a multiplicacao dos respectivos coeficientes de Fourier de mesma ordem das mesmas, seja o
coeficiente de Fourier, daquela ordem, da funcao que se obtém a partir da convolucao. O
mesmo comentario pode ser feito para a convolucao entre uma funcao e uma medida.
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Definicao 2.6. Dadas f,g € L'[—m, 7], denominamos como convolucio de f por g a expressao
dada por:

(f*g)(z 27T/ fz—1t)g (2.8)

pelo teorema de Fubini, temos f * g € L'[—7, 7] e que:

1f* gl < 1 f1:lglls

Analisemos agora a relagao dos coeficientes de Fourier de f % g com os respectivos
coeficientes de Fourier de f e g. Temos entao:

/_7r (f*xg)(x ——/ 27T/f:c—t t)dtdz

_ L g(t)[l /_W ‘m”f(x—t)dx}d

2 J_. 2m

1 4 —7 1 T —7
% g(t)e mJdt% /7r [y e "™t dy,

sendo que para a segunda igualdade utilizamos do teorema de Fubini e da mudanca de variavel
Yy = x — t, considerando f uma funcao 27-periddica, quando estendida para toda a reta real e,
lembrando que e é 27-periodica.

Logo:

[ et a@an= o [ gy [ ey 2.9)

—m —m 2m
Assim, 0,(f *x g) = o, f.0ng.
Defini¢do 2.7. Definimos a convolugio de uma funcio f € L'[—m, 7| por uma medida p

absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue (ou seja, tem a forma Q—g(x)dx,
7r

com g € L'[—7,7]) da seguinte maneira:

~ [ #@=tdute) (2.10)

e consequentemente, o, (f * ) = o, f.o,pu como podemos verificar:

L[ et - [ [ gt gt

2

-+ / "7 f@ = e du()de



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER 31

1 " " —in —in
= % / f(yt>€ yte td,u(t)dx

1 ™ ) m )
=%/ e dp(t) /_ ) f(y)e™™ dy,

sendo que para obter as igualdades utilizamos da mudanca de variavel v, = = — t e da 27-
periodicidade de f e h, onde h(z) = e~* para todo z € [—, 7.

2.2 Caracterizacao das Séries de Fourier

Temos como objetivo nesta secao, como ja mencionado, dar algumas condi¢oes necessarias
e suficientes sobre os médias de cesaro de uma série de Fourier de uma dada funcao f, para
que esta pertenca ou nao a uma dada classe de funcoes. O mesmo faremos para medidas
finitas complexas definidas em [—m, w]. Por exemplo, para que f € L?|—x, 7] devemos ter que
a sequéncia dos coeficientes de Fourier (¢, ),en seja de quadrado somével e ainda:

™

N 1
> lel =7 =5 [ If@)Pds

n=—oo —T
Antes de prosseguirmos sao necessarios a definicao e o lema que seguem:
Defini¢ao 2.8. Chamaremos de série de Fourier formal uma sequéncia (s, ),en de fungoes da
forma

n

sp(x) = Z ek

k=—n

onde ¢ é um nimero complexo para todo k € Z e x € [—7, 7].
Denominaremos sequéncia de médias de Cesaro da série de Fourier formal (s, )nen, a
sequéncia (0, )nen de fungoes da forma:

1
anﬁ(so—ksl—i—...—ksn_l)

Lema 2.9. Seja (0,)nen a sequéncia de médias de Cesaro de uma série de Fourier formal.
Entao:

1 (7 ’ —
op(x)e” ™ dr = n=|m

o ) Cm S€ M > M
s

o) on(2)e "™ dr = 0 se n < |m).
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n

Prova: Seja s,(z) = cke“’“. Temos que se n > |m| entao:
] q

k=—n
1 [7 . T /M .1
. op(x)e”"™dx = e e’”’””ﬁ(sg + ...+ Sy1)dx
1" 1~
= o _zmﬁ Z(Sj (2))dx

I
| —
wM
‘;f§

k;ém
= —(n—|ml)
Se n < |m| é claro que:
1 " —im ( )d 0
— e "o, (x)dr =
2T

concluindo a demonstracao. H
Deste lema, notemos que temos valido o resultado:

Nos cinco teoremas que seguem, (0,)n,en sempre denotard a sequéncia de médias de
Cesaro de uma série de Fourier formal .

Teorema 2.10. Seja 1 < p < oo. Existe f € LP[—m, | tal que o,f = 0, para todo n € N se,
e s6 se, a sequéncia (0,)ney € limitada em LP[—m, 7.

Prova:(=) Temos pelo teorema (2.2) que o,f — f em LP[—m,7|. Dai segue que dado € > 0,
existe ng € N tal que para n > ngy temos:

lonfllp < llonf = fllp + 111l < e+ 1 £l
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e assim segue que as médias de Cesaro sao limitadas, pois para 0 < n < ng, como cada o, f € LP,
temos ky; = max{||o,f|l, : 1 <n <ng} como limitante e para n > ny temos ke = €+ || f||,,-

(<) Suponhamos (0, )nen limitada em LP[—n, 7|. Podemos supor ||o,|[, < 1 para todo n € N.
Sabemos que LP[—m, 7| é isometricamente isomorfo a (L?[—m, 7])’, onde %%—é = 1. Pelo teorema
de Alaoglu, By» é o(LP, L?)-compacto. Pelo teorema (1.53) Br» é o(LP, L9)-metrizavel, pois
Li|—m, ] é separavel. Logo a sequéncia (o, )nen admite subsequéncia (0, )n, ey que converge a
uma funcao f na topologia o(LP, L), ou seja,

1 s
3 | ont@@is— o [ s

para toda g € LY—m,7|. Em particular,

1 [" ~ 1 [" -
o) on(x)e "™ dr — Py /_7r fz)e "™ dx

para todo m € Z. Usando o lema (2.9) vemos que

n—|m|

Cm — Cmf
n

para todo m € Z. Segue que ¢,, = ¢, f para todo m € Z. Como f € LP[—m, 7|, a demonstracao
estd completa. W

Teorema 2.11. Existe f € L'[—7, 7] tal que 0, f = 0, para todo n € N se, e s6 se, a sequéncia
(04)nen converge em L'[—m, .

Prova: (=) Pelo teorema (2.2) se f € L'[—n, 7], entdo o,f — f em L'[—7, 7.
(<) Suponhamos que o, — h em L'[—m, 7] . Entdo dado € > 0, existe um ng € N apropriado
tal que:

e+ llonlls = llow = bl + llonlls = (Al (+1)

Para n > ng resulta:

1 ™ . s
o [ hie) = ulalle el < [ h(e) — ou(@lde = h = oy < o
Logo,
1 _ -
— O'n( e My — / e My = ¢, h
2w

quando n — oo.

Usando o lema (2.9), segue que para todo m € Z
n—|m
nelml,

n
Por fim, obtemos ¢,, = ¢,,h, Vm € Z, completando a demonstracao, com f = h.l
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Teorema 2.12. Existe f € C|—n, 7], com f(—m) = f(n), tal que o, f = o, para todon € N
se, e 8O se, 0, — [ uniformemente em [—7, 7].

Prova: (=) Basta aplicar o teorema (2.2).
(«<=) Por hipotese (0,)nen converge para uma fungdo f, sendo f € C[—m, 7], pelo fato da
convergéncia ser uniforme, com f(—m) = f().

Agora dado € > 0, existe ng € N tal que para n > nq vale:

1

3 | @) = (e s

Usando o lema (2.9), segue que ¢, = ¢,,, f para todom € Z .1

< / (@) — ou(@)|dz = || — oulls < ¢

—T

Teorema 2.13. Existe uma medida finita complexa de Borel regular p em [—m, 7| tal que
onit = 0, para todo n € N se, e s6 se a sequéncia (0,,)nen é limitada em L'[—7, 7].

Prova:(=) Vimos na equagao (2.7) que cada média de Cesaro de p pode ser dada por:

ronte) = | "kl — £)dp(t)

—T

Dai segue que:

1 ™
Py /_7r opp(z)dx

sendo portanto as médias de Cesaro da medida limitadas pela variacao total da medida pu, o
que é justificado pelo teorema (1.30).

(<) Suponhamos que (0, )ney seja limitada em L'[—7, 7], com |lo,]]1 < 1. Seja p, a medida
de Borel em |[—m, 7| definida por

< 5 [t < oo [ [ e 0o = il 7)) < o0

dp, = %andx
Pelo Teorema de Representagao de Riesz, o dual de C[—m, 7] é isometricamente iso-
morfo ao espaco de Banach das medidas complexas de Borel regulares em [—7, 7]. Segue do
Teorema de Alaoglu e do Teorema (1.53) que a sequéncia (f,,) admite uma subsequéncia (uy,, )

que converge na topologia fraca* a uma medida de Borel . Assim,

/f 1) (@ dx—/ fdunk—>/ Fd

7’L’ITLZL’

para toda f € C[—7, x|, e em particular para f(x
Usando o lema (2.9) segue que

Cnfb = / e M A = ¢y

completando a demonstracao. H
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Teorema 2.14. Existe p medida de Borel regular positiva finita tal que o, = o, para todo
n € N se, e s6 se a sequéncia (0, ),ey € limitada em L'[—7, 7| e 0, é ndo negativa para todo
n € N.

Prova: (=) Pelo teorema anterior, (0, )nen € limitada em L'[—m, w]. Temos que:

7u@) = | kol = )du(t)
—Tr
Como cada k, é uma fun¢ao mensuréavel e k,(x) > 0, para todo = € [—m, 7], entao
existe uma sequéncia crescente de fun¢oes mensuraveis simples (s;),en tais que:

sj(x) — kn(x)

quando j — oo, para todo x € [—m, 7).
Sendo k,(z) > 0 para todo = € [—m, 7|, resulta para algum j € N grande o suficiente:
o suficiente teremos:

T ™ M
ru() = [ bl = ()= [ s0dntt) = 3" cnn(E
- - k=1
onde a; > 0 para todo k € {0,...,m;} e cada Ej é um elemento da o-algebra de Borel em

[—7, 7).
Como estamos supondo p positiva, entao u(Ey) > 0 para todo k£ € N. Dai segue que
on(z) > 0 para todo x € [—m, 7] e n € N.

(<) Pelo teorema anterior, existe uma medida de Borel regular finita complexa, tal que ou,, =
on, para todo n € N. Do fato de ser o,(x) > 0 para todo n € N e todo « € [—m, 7] obtemos:

1 T
loulh = = / ou(2)dz = co

2 J_.

onde ¢y é o coeficiente de Fourier de ordem zero da série de Fourier associada a sequéncia de
médias de Cesaro (0,)pen-

Disto tudo, a sequéncia (0,),en é limitada na L'-norma. Pelo teorema anterior, a
série de Fourier dada é a série de Fourier de uma medida p regular de Borel, finita complexa e
periodica.

Desta maneira, pelo teorema (2.5), p é o limite na topologia fraca* das medidas

1
—op(x)dx, isto é,
2T

iim o [ g@onide = [ gdutz) (9

n—oo 21 J__ .

para toda g € C[—m, 7], com g(—m) = g().
Se g > 0, assim é go,. Pelo limite apresentado em (x) segue que:
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/ gdp >0

e isto conclui que p é uma medida positiva.ll

36



Capitulo 3

Funcoes Analiticas no Disco Unitario

Para comecar este capitulo, iniciemos definindo o disco unitario em C

D={z:|z| <1}

Diremos que f é analitica em D se for analitica numa vizinhanca aberta de D.
Lembremos que se uma fungao de valores complexos definida em D é analitica, entao
ela pode ser expressa como uma série convergente da formas:

f(z) = Z an2"

1
onde cada a,, = —'f(")(O).
n!
Diremos que uma func¢do u = u(x,y) definida em D é harmonica, se ela admitir
derivadas continuas até segunda ordem satisfazendo a equacao de Laplace:

0*u N Pu
ox2  oy?
sendo que dado z = x + yi € D C C, estamos considerando z = (z,y).

Uma funcao analitica em D dada por f = u+1v, onde u e v sao fungoes reais definidas
em D, deve satisfazer as condi¢oes de Cauchy-Riemann:

0

ou Ov ou ov
= = =0 e = = = —U,

A P Vi WGy T o

A partir das condi¢oes de Cauchy-Riemann e do teorema de Schwartz, que garante
que dada h : U C D — R, U aberto, duas vezes diferenciavel num ponto ¢ € U entao

0?h (c) = 0%h (©
oxdy ' Oyox

podemos mostrar facilmente que f : D — C analitica é harmonica, ou seja, satisfaz a equacao
de Laplace:

37
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Pf  O*f
0x? + oy?
Por este fato, apesar de quase todos os resultados que obtemos neste capitulo serem
creditados a fungoes harmonicas no disco D, podemos estender os mesmos para as funcoes
analiticas.
Na sequéncia, apresentamos dois resultados importantes em variaveis complexas.

0

Proposigao 3.1. Se u = u(z,y) é harmonica em G = B(a,r) = {z € C: ||z — af < 7} (ou
G = C), entao u possui harménica conjugada v em G, ou seja, f = u + (v é analitica. Se vy é
outra harmonica conjugada de v em G entao v; — v é uma funcao constante.

Para a demonstracao desta proposigao precisamos da Regra de Leibniz:

Teorema 3.2. (Regra de Leibniz): Dado U C R? aberto, seja f : U x [a,b] — R uma
funcao com as seguintes propriedades:

1. Para todo z € U, a fungao t — f(x,t) é integravel em a <t < b.

0
2. A i-ésima derivada parcial a—f(x,t) existe para cada (z,t) € U X [a,b] e a fun¢ao e
Ty i

U x [a,b] — R, assim definida, é continua.

Entao a fungao ¢ : U — R, dada por p(z) = fabf(x,t)dt, possui i-ésima derivada
parcial em cada ponto x € U, sendo

dp
8$Z’

* 0
(x) = %(m, t)dt

Prova: Sugerimos [12], pg. 143.

Vamos agora para a demonstracao da proposicao, denotando cada nimero complexo
como um elemento de R?:

Prova: Seja a = (a,b) € C e defina v : B(«a,r) — R por:

oz, y) = / (£, b)dt + /by ()t

Entao temos:

a Yy
vy (2, y) = ug(x,y) e vy (2, y) = —uy(z,b) + %/ ug(z, t)dt
b
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Segue da harmonicidade de v e da Regra de Leibniz que:

Y
vz (x,y) = —uy(x,b) +/ Uz (x, 1) dE
b

= —uy(l',b) — /by uyy<x7t)dt
= —uy(fL‘, b) — Uy(fl‘, y) + uy(x7 b)

= —uy(x, y)

e portanto, v é harmonica conjugada de wu.
Suponhamos f; = u + iv; também seja analitica em B(a, 7). Entao g = f — f1 =
i(v — v1) também é analitica. Utilizando-se das equagoes de Cauchy-Riemann prova-se que:

U:U1+]€

onde k é uma constante. H

Proposi¢ao 3.3. Uma funcao u : U C D — R é harmonica se e sé se, é a parte real de uma
funcao analitica f = u + iv.

Prova: (=) Utilizando-se da proposi¢ao anterior, podemos afirmar que para esta fungao u
existe uma funcao v harmonica conjugada tal que f = u + v é analitica.

(<) Esta implicacao é obtida diretamente das equagoes de Cauchy-Riemann. B
A seguir enunciamos um teorema classico dentro do estudo de funcoes de variavel
complexa, atribuido a Cauchy:

Teorema 3.4. (Cauchy): Seja f: G — C analitica e suponha B(a;r) C G, onde B(a;r) =
{z € C: ||z —al <7}, Gé&um conjunto aberto, » > 0 é um ntumero real e a € C. Se
Y(t) = a+ret, —w <t < 7, entdo temos:

f(z) = 2%”/ f<w)zdw

w —_—
para |z — a| < r, onde a integral dada representa a integral de linha ao longo de 7.

A expressao dada para f neste teorema é denominada formula integral de Cauchy.

3.1 Os Nicleos de Cauchy e Poisson

Nesta secao, temos como objetivo apresentar duas familias distintas de func¢oes. Elas
serao 1teis nas secoes seguintes quando investigaremos a existéncia do limite:
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76) = tim f(re)

e quando a funcao limite define uma func¢ao no circulo.
Seja f uma fungao analitica em um disco de raio 1 + €. Assim, pelo teorema (3.4) f
tem seus valores na fronteira de D bem definidos e dados por:

1) = o [ £ 3.1)

Para os nosso propositos, serda mais conveniente escrever (3.1) na forma:

/ f 20 619
27‘[’

onde utilizamos da mudanca de variavel ¢ = e%

Se f é meramente harmonica no dlSCO de raio 1 + ¢, nao podemos utilizar a férmula
integral de Cauchy. No entanto, podemos obter em alguns casos, os valores de f no bordo
através da chamada formula integral de Poisson . Esta formula estd intimamente relacionada
com as séries de Fourier. Antes de apresenta-la, nos relacionaremos fung¢oes harmonicas em D
com séries de Fourier.

Suponhamos agora f analitica no disco unitario D. Lembremos entao que

oo
= E anz"
n=0

para todo 2z € D, onde a,, € C para todo n € N.
Para cada 0 <7 < 1, seja f.(0) = f(re??), onde —7 < § < 7. Escrevemos entdo:

§ anrn inf

E dai notamos que o n-ésimo coeficiente de Fourier de fr é a,r" paran > 0 e zero para
n < 0. Se f & analitica num aberto contendo o disco fechado, entao os coeficientes de Fourier
da funcdo dada por fi(0) = f(e) sdo a, para n > 0 e zero para n < 0. Analisemos a formula
integral de Cauchy neste caso, considerando 0 < r < 1:

zt Z
I ( ——dt
~or / fle — ret

Fagamos agora a troca f(e') por f (t) podendo reescrever esta tltima expressao da

forma:

1r(0) = o5 / ft) —————dt = L/ C(0 —t) f(t)dt (3.2)

i(0—1)
— rei 2 J_.

onde C,.(0) =

1 —re?
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A familia de fungdes {C; }o<,<1 é denominada Nicleo de Cauchy. Notemos que fr
é a convolucao C, *x f, como definida no capitulo sobre séries de Fourier e, portanto, como
o0

fr(0) = Z an,r"e™ para 0 < r < 1, segue que:

n=0
f(e) _ Zaneine
n=0
e ainda:
Cr(ew) _ Z T,neine
n=0

Suponhamos agora que u seja uma fun¢ao harmonica (de valores reais) no disco D.
Esta u é a parte real de alguma funcao f analitica em D, ou seja:

u(z) = f(z) + f(2) (%)
o0
Se a expansao de f em série tem a forma f(z) = Z a,z", entao escrevemos a partir
n=0

de (%):

u(z) = 2Re(ap) + Z anz" + Z U 2"
n=1 n=1

Se restringirmos u para o circulo de raio r, 0 < r < 1, n6s temos:

u(re) = a,(0) = Z c,r™etn?
onde ¢y = 2Re(ap), ¢, = a, paran > 0e ¢, =a_, paran < 0.
Vejamos que:

cprinleind = goplnle=ind ()
Pelo fato de u ser uma fungao real, temos @ = u e, assim, resulta de (*x*) que:

Gl = ¢_ =

e dai obtemos imediatamente ¢, = c_,,.

Se u é harmoénica no disco fechado (ou seja, é a parte real de uma fungao analitica
definida numa vizinhanga aberta de D) vemos que cada coeficiente de Fourier de ordem n de
@, ¢ obtido a partir do produto do coeficiente de Fourier de ordem n de @ pelo valor 7"l
0 < r < 1. Isto significa que u, é a convolucio de %;(f) = u(e®) com a funcio P, cujo
coeficiente de Fourier de ordem n é 7"l e, dai, escrevendo em série temos:
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P(0) = > riMe™ =Cu(0) + C,(0) — 1
: 1 = n_inf
pois C,.(0) = —— = ZT e onde r < 1.
n=0
Dando continuidade, utilizando da expressao de C, temos:

P.(0) = 2ReC,(0) — 1 = Re[2C,(0) — 1] = Re {1 + rew] 1 — 2

l—re?|  1-— 2rcos(0) + r?
A familia de fungoes { P, }o<,<1 € denominada Nicleo de Poisson. Assim, para u func¢ao
real harmonica definida no disco fechado temos a convolucao:

™

w(re®) = i, (0) = / AP0 — 1)t (3.3)
2 ) .

onde a(t) = u(e™).

Imediatamente a formula (3.3) pode ser definida para fungoes harmonicas de valores
complexos no disco fechado, bastando para isto aplicar o resultado para as partes real e
imaginaria de uma funcao deste tipo. Em particular, esta segura para uma funcao f analitica
no disco fechado. Veremos logo em seguida que C). e P, tém os mesmos coeficientes de Fourier
para n > 0. Consequentemente, as convolucoes C,. x f e P, x f constituem a mesma funcao, se
f for analitica.

Temos entao:

T [ _
— [ e ™P.(0)do = r!"
2 ) .
e para cada elemento do Nicleo de Cauchy:

1 x r".n>0

2 ),

e’ingCr(G)dQ =
0,n<0

Isto nos leva a concluir que C,. é ortogonal a qualquer funcao analitica no disco fechado
que se anula na origem, segundo o produto interno:

<to>=o [ T

onde f e g sao fungoes analiticas no disco fechado.
De fato, sabemos que se f é analitica no disco fechado, entao:

o oo
f(ei?) = Z arenf
n=0

Assim, para os elementos do Nicleo de Cauchy, resulta:
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_/ F(e)C (0 — t)dt = a5 = f(0) (3.4)

e para os elementos do Niucleo de Poisson temos:

% /_1 F(e®)P.(0 — t)dt = f(re?) (3.5)

A igualdade (3.5) decorre do fato de que sendo f analitica, entdo sua conjugada f
é harmonica complexa, o que pode-se mostrar facilmente, a partir das condi¢oes de Cauchy-
Riemann e, portanto, o resultado vem da equagao (3.3).

Definamos agora para cada 0 < r < 1 a seguinte funcao:

1+ re®
1 —rei?

Podemos notar de imediato que P.(f) = Re(H,.(f)). Seja u a parte real de f analitica
no disco fechado. Suponhamos daqui em diante que f(0) seja real. Mostremos entao que
fr=1ux* H,, ou seja:

Hr(9> = 207’(9) -

1

- / A HL(0 — Dyt (3.6)

Flre) = o

onde u(t) = u(e®).
1 _
De fato, sabemos que u = §(f + f) seguindo:

37 [ a0 =i = o [ S+ T -
-/ §<f<e“>+f< N2 0— t) — 1t
= o [ e T 0 -t - - [ e + Tea

= f(re®) 4+ f(0) — Ref(0).

sendo que a igualdade final decorre das equagoes (3.2) e (3.4) e sendo f(0) um namero real
segue o resultado, obtendo f, = @ * H,.
Podemos reescrever a expressao (3.6) como segue:

1 [" 1 + rel0t) 1 (™ et re?
0\ it zt _ it
f(?”@ ) = %/ u(e )H ( —t dt = / 7“62(0 D) ———dt = % /_7T U(@ )zt—dt

_ 0
- e re

e tomando z = re? temos:

Fl2) = = / e g

et — z
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Definamos agora a familia {Q, }o<,<1 onde para cada 0 < r < 1 temos @, = ImH,.
Esta familia de funcoes é denominada conjugado do Nicleo de Poisson. Como H, é analitica
(0 <r<1), P e@,,para cada 0 < r < 1, sdo fun¢oes harmonicas conjugadas no disco.
Definindo entao,

o(re®) — % /_ A0 — )t

esta funcao constitui uma harmonica conjugada de u o que vem do fato de P, e @), serem
harmonicas conjugadas para cada 0 < r < 1 e, portanto, v(re?) = Imf(re®®). Veja que se
r =0, entao v(0) = Imf(0) = 0, pois f(0) é um namero real.

3.2 Valores de Fronteira

Nesta secao, a partir de determinadas func¢oes definidas no circulo unitario, queremos
encontrar formas de estender estas fungoes ao disco unitario D, de maneira que neste, as
funcoes obtidas sejam harmonicas.

Iniciaremos mostrando que o Nicleo de Poisson é uma identidade aproximada para
L'[—m, 7], ou seja, as seguintes propriedades sio satisfeitas:

1. P.(0) >0e P, € C[—m, 7], para todo 0 <r < 1;
1 s
2 ),

2. P.)dd=1,0<r<1;

3. Se 0 < ¢ < 7, entao:

lim sup | P, (0)| = 0.
Prova: Para provar o primeiro item, lembremos que
B 1—r?
1 —2rcos(f) + 12
para todo 0 < r < 1. Disto, 1 — % > 0. Temos ainda que:

B.(0)

1—2rcos(@)+rm*>1—-2r+r*=(1-r)2>0
e logo P.(0) > 0.
A continuidade de P, para cada 0 < r < 1 vem do fato de esta funcao ser o quociente
de funcoes continuas, sendo que o denominador nunca se anula, como mostramos.
Agora para provar o item 2), lembremos que ja foi provado na se¢ao anterior que se f
for uma fungao harmonica no disco unitario fechado, a seguinte férmula é valida:

Fre®) = % /_ R P0— bt
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onde f(t) = f(e), para —m < t < 7. O resultado é obtido de imediato, observando que a
fungao constante 1(z) = z para todo x € [—m, 7] é harmonica.
Para o ultimo item, como § < |9| < m, mostraremos que:

1—r? 1—r?
_ < (4
1 —2rcos(0) + 12 = 1 —2rcos(d) +r?

Dando continuidade, temos da condi¢ao de 0 < r < 1:

P.(0)

cos(0) < cos(8) = —2rcos(8) < —2rcos(f) = 1 — 2rcos(d) +r* < 1 —2rcos(f) +r°

Ainda desta mesma condi¢ao sobre os valores 7, vem que:

1 —2rcos(0) + 1%, 1 — 2rcos(d) +7° > 0

o que mostra a validade de (x).
Ademais,
I 1—r? 0 0
11m — =
r—11—2rcos(d) +12 2 — 2cos(0)
lembrando que 2 — 2cos(0) # 0 pois 0 < 0 < 7.
Assim, utilizando de (%) segue diretamente o resultado desejado.

Assumiremos sempre nos teoremas que seguem, como em alguns casos anteriores,
f(t) = f(e"), parat € [-m, 7] e 0 <r < 1.

Teorema 3.5. Seja f € LP(C'), onde 1 < p < 0o. Definamos f no disco unitario D por:

fre®) = o [ FOP0 — tyde = 1) (3.7)

Entao f estendida ao disco fechado é harmonica em D e, quando r — 1, as func¢oes
fr(e?) = f(re??) convergem para f em LP(C). Se f € C(C), as fungoes do conjunto {f.}
convergem uniformemente para f; neste caso, a extensao de f é continua no disco fechado e
harmonica em D.

Prova: Fazendo as mudancas de variavel na equagao (3.7) de t para 6 + t temos:

F0) = £ = 5 [ Fo+ DR

isto considerando f uma funcao 27-peridédica na reta real e lembrando que P, é uma funcao
par para todo 0 < r < 1.
Dando continuidade, desde que

1 ™

2 ),

P(t)dt =1
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segue que:

27

Se 0 < 6 < 7w podemos escrever:

Q0 - fo)= L / O+ 1) — FO)P ()t (3.8)

)
ﬁ(@—f(e)—i[ / 0+ 1) — FO)Pu(t)dt + / 6+ 0)— FO)P (1)t

21 |J-s OB

Dai temos:

[1+(0) = FO) < sup [f(0+1) = F(O)] + 2] flloo sup Pr(t)
—5<t<s |[¢]]>5
onde sempre admitiremos || f|o = sup{|f(z)|: z € [-=, 7]}
Se supormos f continua em C', dado € > 0 existe 6 > 0 tal que:

sup [f(0+1) = f(O)] <e
—5<t<$
pois como [—7, w| é compacto, temos f uniformemente continua em [—7, 7], se admitirmos que
f é continua em C.
Do fato de

lim sup P.(t) =0

=1 e)>6

¢ imediato que lim 2| f]|o sup P.(t) =0
ol I¢1>3
Disto tudo resulta que:

lim £,(6) = (0
e tal convergéncia é uniforme em [—m, 7).

Tomemos agora f € LP(C) num caso geral. Seja g € LI(C), onde p~' + ¢~! = 1.
Escrevemos a partir da equagao (3.8):

L) - Fonaodn = = / C1F0— 1) — F(0))P.(+)3(0)drdo

2 ),

Dai resulta:

o | 1540) - Fo)ato)as

—T

<o | |5 [ e —0-Foa)an| p oy

sendo que no caso utilizamos do teorema de Fubini.
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Utilizando da desigualdade de Holder e denominando ft(6) = f(6 — t) obtemos:

1/Hmm—ﬂmamw

2 ),

1 T
< ol [ 17t = P oy

Temos que se ¢ é um funcional linear continuo, com ¢ : LP[—m, 7] — C, entdo existe
g € Li—m, 7|, onde p~' + ¢! =1, tal que para toda h € LP[—,7]:

vy =5 [ hogar

:% o

Pelo teorema de Hanh-Banach, segue que dada h € LP[—m, 7], existe g € LI][—m, 7| tal
que:

1 s

2 ),

h(t)g(t)dt = [lh], e gllg =1

Para o nosso caso, denotando h, = f, — f, existe g, € L tal que ||g.||, = 1 seguindo
que para 0 < 6 < 7

nﬂ—ﬂus/|m—fmamﬁ

6 ~ ~ ~ ~
=/|M—fmaww+/‘nﬁ—fMHwﬁ
-5 [t]>6

< sup |fy = fllp + 47| f]l, sup By (t)
—8<t<$ [t|>0

sendo a ultima desigualdade vinda, dentre outros fatos, de f estendida ser 2m-periddica e assim,

1Felly = [1F 1l

Como a translagiao é uniformemente continua em LP[—m, 7] temos:

iy 1/ = il = 0
e como
lin% I ll, sup P.(t) =0
" [[¢l]>6

segue o resultado de que f, — f em LP(C'), quando r — 1.
Lembremos, como visto logo acima, que para cada 0 < r < 1, vale que, sendo H,(0) =
1+re

1o —7m < 0 < m, entao:
—re

P.(6) = Re(H,(6))

Assim procede:
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-5 [ one [T

Se f for uma funcao real, temos:

o= [ 2l

e sendo analitica a funcao g : D — C dada por:

~ 6” + Z
2” /

temos de imediato que f : D — C é harmonica.

Caso f seja uma funcdo continua de valores complexos, escreve-se f = u + v e, da
forma que mostramos que f é harmonica quando f é real, obtemos que u e v sao harmonicas,
podendo-se mostrar facilmente que f é harmonica em D.

Se f € C(C), pelo fato de ser harmonica em D resulta que f é continua em D, obtendo
que a funcao f estendida para o disco fechado é continua, devido a convergéncia f, — f ser
uniforme.l

Teorema 3.6. Seja f uma funcao limitada de Borel no circulo unitario e

_ % /W FOP.6— t)dt

A extensao de f é uma funcao harmoénica no disco D e, quando r — 1, as funcoes do
conjunto {f,} dadas por f,(¢?) = f(re?), convergem para f na topologia fraca* em L>(C).

Prova: Lembrando que pela equacao (3.8) vale:

F0) - 76) = 5 [ (76— 1)~ FoNP 0

entao vale para toda g € L'(C') e para todo 0 < § < 7 que:

= [ 10 - fw)w(e)de] < sup

27 —6<t<d

o | 170 1) = F©)lg(e)as| + 21l sup P

[[£l] >
sendo que para obter tal desigualdade, utilizamos de

1 s

— P.(t)dt =1
27 T()

Como hm 2|1 flleo sup P.(t) = 0, segue entiio que para obtermos o resultado desejado,
=6

basta provar que:
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™

lim | [f(6—1) = f(6)]g(8)dd = 0 (3.9)

t—0 o

e dai teremos provado a convergéncia f, — f na topologia fraca® em L>(C).
Mas a integral em (3.9) pode ser reescrita da seguinte maneira:

| qo-vg@as- [ Foroa= [ fwt+od- [ Fosty
= [ Fwlsty +) - glw)ldy

<l / oy +0) — g)ldy

—Tr

Na primeira igualdade utilizamos das mudancas de variavel § — ¢t = y e § = y em
cada respectiva parcela da soma. A desigualdade vem do fato de f ser limitada em C' e de
g € L'Y[—m, x|, pois disto, com gt(y) = g(t + y) resulta:

lim [[g¢ — g[l1 = 0
Prova-se que f é harmonica em D de maneira analoga ao que foi feito no teorema
anterior.ll
Antes de fazermos um teorema semelhante aos teoremas (3.5) e (3.6), s6 que voltado

para o caso de medidas finitas no circulo unitario, apresentemos um lema e uma defini¢ao
necessarios para a demonstracao do mesmo.

Lema 3.7. Sejam p medida complexa finita em um espaco mensuravel X, ¢ uma fungao
mensuravel complexa em X e € um conjunto aberto do plano complexo tal que QN (X) = 0.

Definamos
_ du(§)

para todo z € ). Entao f pode ser representada localmente por uma série de poténcias em X.
Se X for compacto, é imediato do que foi obtido que se definirmos

B q(&)
f(z) = /X —Edule

onde a funcao g é uma funcao analitica complexa em X, entao f pode ser expressa localmente
por série de poténcias.

Prova: Sejama € Qe B= B(a;r) ={2€ C: |z —a| <r} C Q. Desde que

|2 —af

<1

zZ—a
r

p(€) —a| ~
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pois |p(§) —a| > r devido a ¢(§) ¢ Q, V§ € X, entdo podemos afirmar que:

[e.9]

S L5 Gar
A @@ | | T LG

@(€) —a

onde a série geométrica converge uniformemente, para todo z € B fixo. Pelo fato desta con-
vergéncia ser uniforme, substituindo a série em (3.10) resulta:

u/}: ot =Y ([ g dn(©) G- ar

n=0

Denominando a partir de agora

1
n = /i-<¢<s>—-a>"+1d“(§)
1

ol = | [pm—am

Como o raio de convergéncia R da série ¢ dado através de:

nos vemos que:

dlule) < AU

L |1 (X)
i = dm e el < Jim T
segue diretamente que:
1
1oy OO 1
n—00 TH—* r

o que implica que r < R e, portanto, a série converge em B, podendo-se de fato expressar f
localmente como uma série de poténcias.
Para a conclusao final, note que teremos

B g(&)
‘%‘Axﬂo—wmﬂ“@

e portanto,

onde K > 0 é um limitante de g em X, lembrando que como ¢ é analitica num compacto, esta é
limitada no mesmo. No caso, ela podera ser expressa por uma série uniformemente convergente
na bola de centro em a e raio r. B
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Teorema 3.8. Seja p uma medida complexa finita de Borel. Seja também

f(re') = / " P60~ t)dp(t)

—Tr

Entao f é harmonica no disco unitario D e as medidas:

1 -
dp, = —f.(6)do
27
convergem para [ na topologia fraca* do espago das medidas.

Prova: Temos que

P.(6—1t) = Re {ezjt i Z}

et — 2

com z = re'?,

Basta provarmos que a funcao [ : D — C, onde D é o disco unitario, dada por

0= [ St

et — 2

é analitica que obteremos de imediato f harmoénica no disco unitario D, pois f = Re(l).

Sejam, no lema anterior, a =0, Q = B = B(0;7), X = [-7, 7], g(t) = p(t) = €" para
—r<t<mezée D. Como [—m, 7] é compacto, segue da segunda parte do lema anterior que
como ¢ é analitica, podemos entao expressar a funcao

5= [ St

_p €t — 2z

localmente como uma série de poténcias.
Mas entao temos:

I(z) = j(2) + 2t(2)

onde

b(z) = / I

o ezt — 2z

sendo que t também, pelo lema anterior, pode ser localmente expressa como uma série de
poténcias, ou seja, t é analitica em D. Logo [ é analitica em D como desejado e, portanto f é
uma funcao harmonica, em D.

Para mostrar que {p, }o<r<1, converge quando r — 1, para p, basta mostrar que dada
uma fun¢ao continua & : [—m, 7| — C, vale

| atein () — [ aaut)
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Temos por definicao para cada 0 <r < 1

1 -
dpr(z) = 5 f(6)db(x)
Dai segue

| @) = o [ a0

-7 -7
Dando continuidade, por definicao temos que:

T

F0)i0() = reas(o) = ( [ 26~ auto) ) af

—T

Prosseguindo,

[t =g [ [ nno w5 | [ sr

sendo a ultima igualdade justificada pelo teorema de Fubini.
Como & ¢é continua, pelo teorema (3.5) temos:

i [ ate)dua) =t - [ [ a@p0 - o))

r—1 . r—1 7T

:/ 11m—/wd(x)P (0 — 2)dodu(x)

__r—l 2’/T

- [ adnta)

concluindo a demonstracao.ll

3.3 A Integral de Poisson

Nos trés teoremas da secdo anterior, dizemos que f(re?) é a integral de Poisson de uma

— x)dbdp(x)

52

correspondente fun¢ao no circulo nos dois primeiros casos e de uma medida no circulo no ltimo
caso. Vimos que as funcoes dadas por integrais de Poisson, sao harmonicas no disco D. Agora
o "caminho reverso": dada uma funcao harmoénica em D, analisaremos, nos cinco teoremas
seguintes, algumas condigoes necesséarias e suficientes para que esta fungao seja a integral de
Poisson de alguma fungao ou medida. Para isto, utilizaremos de resultados sobre as respectivas
médias de Cesaro de f. Lembremos que se f é harmonica em D, entao a mesma é dada por:
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oo
f(reia): Z cnr\n|ein9

n=—oo

onde ¢, € C, Vn € Z, bastando para isto, observar que as partes real e imaginaria de f sao
harmonicas.

Nos cinco teoremas que seguem, f sempre denotard uma fungao harmonica de valores
complexos no disco unitario D.

Teorema 3.9. Se 1 < p < oo, entdo f é a integral de Poisson de uma fungao em LP = LP(C)
se e s0 se, as fungoes f, sdo limitadas em LP[—m, 7|

Prova: (=) Sendo

fre’y = 5= [ Fopo - na

pelo teorema (3.5) segue que f.(8) — f(f) quando r — 1. Portanto, dado ¢ > 0, existe
ro € (0,1) tal que para rp < r < 1 temos:

el < UFe = fllo + 11l < €+ 11F 1l

ou seja, o conjunto {fr}rogr<1 é limitado. Vejamos agora quando 0 < r < ry. Neste caso,
temos:

B 1—r? < 1 < 1
1 —2rcos(0—t)+72 = (1—7)2 = (1 —rp)?
Logo para 0 < r < 7y temos:
PN\
d9>

I = (5 [

g(%/i%([]ﬂmmw—mﬁfwf
é(/mmMRMWO;

onde p~! + ¢! = 1, sendo que P, € LY = LI—mn, | pois tal fungdo é continua para todo
r € [0,1) fixo. Como visto em (3.11), resulta que {P, }o<,<r, € um conjunto limitado. Assim,
resulta de imediato que {f, }o<y<r, ¢ limitado em LP[—m, 7] .

Antes de fazermos a outra implicacao, demonstremos o seguinte lema:

P —1t) (3.11)

%/1 FOP(O — byt

Lema 3.10. Seja U uma fungao de valores reais, harmonica para |z| < R, onde R > 1. Se
0 <r <1, entao temos que U é dada por:
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Prova: Sendo U harmonica e real, resulta, pela proposi¢ao (3.1), que U = Re(F) onde F é
uma fungao analitica para |z| < R.

Portanto, F(z) = g a,z", sendo |z| < R.
n=0
1 _
Como U = §(F+ F) segue para 0 < r <1 fixo:

Ul(re?) = Z A, rmlein? (%1)

n=—oo

onde:

De (1) resulta:

U(eit) _ Z Aleilt (*2>

Como a convergéncia em (*q) é uniforme e do fato de

/ e™dt =0

para todo n € N, n # 0 segue o resultado desejado. Para o caso onde f assume valores
complexos, o resultado vale de forma anéloga, bastando analisar suas partes real e complexa.ll
Notemos que podemos reescrever U do lema acima, para 0 < r < 1, da seguinte forma:

. [
Ulre) = - / U(et)P(0 — t)dt
2T
onde cada P, é um elemento do nicleo de Poisson.
Voltemos a demonstracao do teorema. 3
(<) Suponhamos sem perda de generalidade que o conjunto {f, }o<,<1 seja limitado por 1 em
LP[—m, 7.

—T
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Sendo X = LP = [P[—m, 7], 1 < p < 00, resulta que o conjunto:

By={reX:|z <1}

é o(LP, L9)-metrizavel, pelo teorema 1.53, pois seu dual topologico X' = Li[—m, 7], onde ¢~ +
p~! =1, é separavel e, é o(LP, L?)-compacta, pelo teorema (1.48) (Alaoglu).

Disto tudo, By ¢ sequencialmente compacto na topologia (L, L?). Assim, existe sub-
sequéncia {frnj} de {f..} que converge nesta topologia, onde f, (6) = f((1— L)e'?). Portanto,
para toda G € L9, temos bem definido o funcional linear L : L4[—m, ] — C dado por:

L(G) = lim G(t)frnj (t)dt

—
Jj—oo J_

Temos que
IL(G)] < lim [|G]lg fr, llp < [1Glq (3.12)

dai segue que L é um funcional linear limitado e, portanto, existe F' € L tal que:

L(G) = /_ " Gt (3.13)

Tomemos G(t) = P.(0—t) € L4. Pela defini¢ao, segue que cada funcao f,, é harmonica.
Assim, pelo lema (3.10),

o ) = o [ RO =D, ()i

ou ainda,
1. . 1 [" 1.
f1= e = o [ Plo = 71— e
Assim,
im [ P = 1) fr, (e")dt = lim 27 f((1 — i)reia) = 27 f(re')

i= ) . j—o0 n;

sendo a ultima igualdade proveniente do fato de f ser harmonica no disco aberto D e, portanto,
continua.
Disto tudo e da equagao (3.13) segue que para 0 < r < 1 que :

or f(re) = L(G) = / PO -t F (1)t

E portanto,
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onde F' € LP, obtendo o desejado.
Para o caso p = 0o a demonstracao é analoga, bastando utilizar do teorema de Alaoglu,
onde sendo X = L™, temos que a bola

Bx={zeX ‘|z <1}

é compacta na topologia fraca* de X = L* sendo ainda tal bola metrizavel pois, L' é separével
e (LYY =L>~.1

Teorema 3.11. Temos que [ ¢ a integral de Poisson de uma fungao integravel no circulo se e s6
se, as fungoes do conjunto { f, to<,<1 convergem em L'[—, 7] para alguma fungao g € L'[—m7, 7],
quando r — 1.

Prova: (=) Esta implica¢ao foi provada no teorema (3.5).

(<) Como f é harmonica em D, entdao para 0 <r < 1

Temos f, — § em L'[—m, x]. Dai

19l < Nlg = felli + 11felln < e+ M1felln
e assim g € L'[—m, 7).
Agora segue que:

1 Tz —inf 1 T ~ —ind 1 o 5 -
5;/;ﬁww ) —o— | 9(0)e d4§§;/;UK®—9@WM—Hﬂ il

—T

Portanto, temos ¢,r"l — ¢,, quando r — 1, onde {&,},,en ¢ 0 conjunto dos coeficientes
) » 4 3 eN ]

de Fourier de g. Mas também e,r™ = e, Logo ¢, = ¢, para todo n € Z. Disto segue que
como

P —t)= Y rinem®D

entao

F0) =5 [ awro-

—T
lembrando que este resultado vem do que foi provado quando definimos convolucao de duas
funcoes no capitulo 2. E com isto concluimos o resultado, podendo-se escrever:

f(0) = 4(0)
para todo 0 € [—m,7|.H
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Teorema 3.12. Temos que f é a integral de Poisson de uma funcao continua f no circulo
unitario se e somente se, f, converge uniformemente para f quando r — 1.

Prova: (<) O lema (3.10) possibilita escrever

7’16 27?/ fr P, (6 —t)dt
pral0<r<lelO<r <1,

Dai pela hipotese, temos

"= [ TR0 -0

onde f = lin} f» e esta convergéncia ¢ uniforme. Portanto, f € C[—m, 7], com f(7) = f(—=) e
r—

segue o resultado.

(=) Pelo teorema (3.5), temos de imediato esta implicagao.ll

Teorema 3.13. Temos que f ¢ a integral de Poisson de uma medida finita complexa de Borel
se e somente se, {fr}o<r<1 € um conjunto limitado em L'[—m, 7].

Prova: (=) Temos por hipdtese que

R0 = [ Po- i)

—T

onde p é uma medida finita de Borel. Resulta portanto que,

/_ 15 (B)ld6 < / / (6 —t)dlul ()0 = || ([~ )

e como L é finita complexa, segue o resultado.
(<) Tomemos a familia de medidas dadas por

= fr( )
Como o conjunto {fr}0<r<1 ¢ limitado em L' = L'[—7, 7], segue que existe um K > 0
tal que:

wr([—m,m]) < K

para todo 0 < r < 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade que |u,| < 1, para todo 0 < r < 1. Ja
sabemos que o dual topologico, X', de X = C[—m, 7], o espa¢o das funcdes continuas em
[—7, 7], &€ 0 espago das medidas regulares de Borel em [—7, 7]. Como X é separavel, temos que

By ={r¢€ Xz <1}

¢ metrizavel na tologia fraca® pelo teorema (1.53).
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Pelo teorema (1.48) (Alaoglu), temos que By é compacta na topologia fraca* de X'
Assim, By é sequencialmente compacta na topologia o(X’, X). Tomemos entao uma sequéncia
de medidas dadas por

1 -
d:urn = _frn («9)6[0
2m

onder, =1— %
Segue de By ser sequencialemente compacto que {/,., }nen admite subsequéncia o (X', X)-
convergente, digamos {,umj }njen, 0 que equivale a dizer que para toda h € C[—m, ], vale que

existe o seguinte limite:

™

L(h) = lim [ hdu,,.
j—oo J_ o J

sendo que L é um funcional linear limitado, pois {iu,}o<r<1 é limitado e, portanto, temos L
como um elemento do dual de X = C[—m, 7], isto é, L € X’. Assim, existe u medida regular
de Borel em [—m, 7] tal que:

L = [ n(tdu

Tomando h(f) = P.(0 —t), com 0 < r < 1, segue do lema (3.10), lembrando que f é
harmonica no disco aberto D, que

o) = 10 = ey = o= [P0 =017, (0t = [ o= 0y, 0

n] 27T T —T

Como f é harmonica no disco D, temos que f é continua em D e, por este fato,
obtemos para 0 < r < 1:

fre) = lim F(1 = yre) = [ P~ tidu)

j—o0 n; -7

concluindo o resultado. W

Teorema 3.14. Definamos, como ja feito em teoremas anteriores

Fr(0) = f(re)
paratodo -1 <O <7mel<r<l1.

Entao f é a integral de Poisson de uma medida de Borel finita positiva se e somente
se, f é nao-negativa.

Prova:(=) Como para cada 0 <r < 1, P. > 0 e é continua em [—7, 7| segue que

PO—-t)>k>0

para todo t € [—m, 7]
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Dai resulta da hipotese o seguinte:

ﬁ(@zf(re”):/ﬂP( ~ du(t) / Kdu(t) = Kp([—m.7]) > 0

-
e obtemos de imediato que f é nao-negativa.
(<) Sendo f harmonica em D, temos para 0 < r < 1 que

f,(e) = Z c,r™ein?

Disto resulta,

27 (0 /fre d@-/ | f(re®®)|do (%)

sendo a tltima das duas igualdades resultante do fato de que cada f, é nao-negativa.
Notemos que resulta imediatamente de (*) que { f, }o<r<1 € limitado em L' = L'[—7, 7].
Pelo teorema anterior, segue que

fre®) = [P0 =ttt

onde p é uma medida finita complexa de Borel.

Pelo teorema (3.8), para toda G > 0 e continua definida em |[—m, 7], definindo du, =
1 -
2—fr(9)d6 procede que:

™

| ctwnt = 5 [ Gt =0

pois para 0 < r < 1, temos por hipdtese que f é nao-negativa e, disto, cada funcao do conjunto
{ fr}ogr<1 é nao-negativa, o que implica que cada p, é nao-negativa, obtendo assim o resultado
desejado.ll

Este ultimo teorema apresentado, é algumas vezes chamado Teorema de Herglotz.

3.4 Teorema de Fatou

Nesta secao, teremos como principal objetivo a apresentagao do teorema de Fatou. Mas
para isto, é necessario que antes apresentemos algumas definicoes e resultados, sempre con-
siderando em cada caso p medida de Borel. Comecemos com o seguinte lema que auxiliara na
demonstracao do teorema de Fatou:

Lema 3.15. Seja a familia de fungoes { K, }o< <1 onde seus elementos sao dados por:

— t
K(t) = =20 prggy
r
para todo t € [—m,w]. Entao a familia {K,}o<,<; é uma identidade aproximada para L' =
L7, 7).
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Prova: Devemos mostrar que esta familia satisfaz as seguintes trés propriedades:

1. K.(t) > 0 para todo t € [—, 7]

1 ™
0. — | K.(t)dt=1

2 J_,
3. Se 0 < 6 < 7, entao:

lim sup |K,.(0)] =0

=1 g]>6
Prova: Para o primeiro item, basta lembrar que:

—(1 —7r?)2rsen(t)

F(t) = (1 — 2rcos(t) + 12)?

T

1
daf segue de imediato que multiplicando tal fungao por ——sen(t)P.(t) esta constitui uma fungao
r

positiva.
[e.9]

Para resolver o item 2) comecemos lembrando que P,.(t) = Z rinle™ - Utilizando

n=—oo

; " (‘% / W _%Cos(t)Pr(t)dt>

—Tr

de integragao por partes:

r 2 r

% _:_lsen(t)P,f(t)dt ! (—lsen(t)Pr(t))

Do fato de sen(m) = sen(—m) = 0 obtemos que a primeira parcela da soma acima é
nula. Utilizando da expressao usual para a funcao cosseno e da representacao em série, para
cada r, da funcao P, vem que:

[e.e]

i et et - Tr4r
. [n| jint . o
/ cos(t)P.(t)dt = /_7r — Z rMe™dt = / 5 dt = 2mr

- n=—o00 -

obtendo-se entdo o item 2).
Para o terceiro e tltimo item, notemos que:

K (0] = ~lsen(0)] [P 0)] < T (1)

Dai segue que:

P.(0
lim sup | K, (f)] < lim sup L@l = lim sup |P.(0)] =0

r—1 0]>6 r—1 |6|>6 r r—1 |0]>6

e assim terminamos a demonstracao do lema, sendo que neste ultimo caso utilizamos do fato
da familia {P, }o<,<1 ser uma identidade aproximada para L' . B
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Definicao 3.16. Seja p uma medida finita complexa de Borel regular definida em R. Diremos
que p é diferenciavel, com respeito a medida de Lebesgue m, em um ponto 6, € R com
d

d—’g(é’o) = 1/ (0y) = a, se para todo € > 0, existir 6 > 0, tal que:

(1)

— —a

m(l) <e

onde I é um segmento aberto que contém 6, cujo comprimento é menor que 9.

Definicao 3.17. A cada funcao complexa definida em R, associamos sua funcao variacao total
Tt definida por:

Ty(w) = sup Y £ () = f )

onde o supremo é tomado sobre todo N e sobre todas as escolhas {x;} tais que:

—0o<rp<rn<...<IyN=2T

Em geral,

0<Ty(x) <Ty(y) < oo (*)
se x <.

Se Ty ¢ uma funcao limitada, (*) implica que V(f) = lim Ty(x) existe e ¢é finito.
Dizemos entao que f é uma funcao de variacao limitada e denotaremos a classe destas fungoes
por BV.

No nosso caso, em lugar de R, nos trabalhamos com [—m, 7.

Defini¢ao 3.18. Diremos que uma medida g em [—m, 7] é induzida por uma fungao complexa
fem [—m, 7| se f(z) = p([—7,x]) para todo x € [—7, 7.

Ainda se p é diferenciavel em 6y entao f também o é. Prova-se ainda que f é uma
funcao de variagao limitada. Para isto, ver referéncia [13].
Definicao 3.19. Diremos que re¢ tende a € por um caminho ndo-tangencial ao circulo,
quando tal caminho esté contido dentro de um setor angular, de maneira que a abertura tal
setor, feita com vértice no ponto €%, & simétrica com relacio ao raio que une 0 a €% e tem
angulo de abertura de medida inferior a 180°, para que o caminho nao tangencie o circulo.
Proposicao 3.20. Suponhamos que 7¢? — ¢® por um caminho ndo-tangencial ao circulo,
onde —m <0 <mel<r < 1. Entado, para todos os valores de r e # considerados, existe ¢ > 0
tal que:
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Prova: Para cada r, o angulo 0 deve oscilar entre 6 — €, e 8 + ¢, €, alguma constante positiva,
isto para que o caminho permaneca dentro do setor de convergéncia. O angulo 6 é considerado
como sendo o angulo entre o raio que une 0 a €% e o eixo horizontal, com § aumentando quando
caminhamos em sentido anti-horario. Tudo isto pode ser traduzido da seguinte maneira:

|0 — 0| < a(l—r)

onde a determina a abertura do setor angular e, notamos que a oscilacao de 6 deve diminuir a
medida que r aumenta. Vejamos que para cada r podemos considerar €, = a(1 —r).
Dai segue diretamente que:

0 0
id <a+ |—01 —r
1—7r |

0o
1—7r

obtendo-se o resultado enunciado com ¢ = a + [ |

Lema 3.21. Seja {¢ }o<a<1 uma familia de fungoes sendo cada elemento da familia dado por:

dalt) = sen(t)P(0 — 1)

onde 0 = () e r = r(a) sao fungoes continuas com 0 < r(a) < 1, —7 < (o) < 7, para
0<a<lequandoa=1,7(1)=1ed(l) =0, =0.
Nas condicoes dadas, esta familia de fungoes satisfaz as seguintes propriedades:

L. / |1o(t)|dt é limitada quando o — 1,

T

3. Se 0 < 0 < 7, entao

lim sup [ia(t)] = 0

a=ls<jtj<n

Prova: Comecemos provando o item 1):

% /_ : [Ya(t)]dt = % /_ 7;|sen(t+9>P£(t)ldt= % /_ 7;ISen(t)cos(G)+sen(9)cos(t)||P7f(t)|dt (%)

para a primeira igualdade utilizamos da mudanca de variavel de ¢ para t + 6, além da periodi-
cidade das fun¢oes sen e P/ para todo 0 <r < 1.
Dando continuidade, pelo que temos em (x):

L/ 1 ™ 1/
o /_7r |ha(t)]dt < %ISen(QN /_7T |PL(t)|dt + o /_7r |sen(t)P.(t)|dt (3.14)
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Lembremos da familia {K, }o<,<1 apresentada no lema (3.15). Provamos que esta
familia é uma identidade de aproximada para L' = L'[—7, 7]. Dai quando a — 1, temos que
r(a) — r(1) =1 e, assim:

sen(t)

lim |K,(t)] = lim | — P(t) =0 (3.15)

—1

para [t| > 0 onde 0 < § < .
Trabalhemos com a segunda parcela da soma a direita da desigualdade em (3.14).
Dado € > 0 existe um 7 > d > 0 tal que:

1 sen r
— < — P’
Py ]sen( YPL(t)|dt = / (t)]dt < o </|t|26 |sen(t) 7”(t)]dt—i-e)

para | — 1| < 4 e, pelo que apresentamos em (3.15), resulta que:

1 iy
lim / sen(t)P/(#)]dt = 0

a—1 27‘[’

Lembremos que:

—(1 —7r?)2rsen(t)

Fi(t) = (1 — 2rcos(t) + r?)?

T

e portanto, |P!| € uma fungao par, donde obtemos

0

sen(®)ls- [ 120Nt = fsen(O)| [ 1Pe)de = fsen(0)| [ Prcoya

—Tr

mas,

Isen(9)|%/_ F(t)dt = %|sen(9)![Pr(0) = B(=m)] = —|sen(9)] {

utilizando da desigualdade |sen(#)| < |0| e desconsiderando a subtracao da parcela

1—7r
147

na expressao dada em (3.16), nés temos:
0 L+r [ |60
= Hdt < —— | —— 1
sen) > [ P < 2 () (3.17)

lembrando que para o < 1 temos pela proposi¢ao (3.20) que

()< o
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onde K é alguma constante positiva.
Segue agora das expressoes (3.17) e (3.18) que

1 2
0< l1m—/ a(t)|dt < 2K
m

12

e com isto, demonstramos o item 1).
Demonstremos agora o item 2). Temos, por defini¢do que:

™

limi o (t)dt = lim 2i /7T sen(t)P.(0 — t)dt

a—1271 J__ a—1 2

utilizando de integracao por partes segue:

™

/Tr sen(t)P/(0 — t)dt = —sen(t)P.(0 —t)|" _+ /7r cos(t)P.(0 — t)dt = / cos(t)P.(0 — t)dt

—T —T -

isto porque —sen(t)P.(60 —t)|" =0.

Agora,
Cos(t) _ eit 4 it . P (0) _ i Il gin(0—t)
2 ' n=-—00
Logo,
/ " cos() (0 — Dyt / T S o g / et e~ omreos(d)
cos(t)P.(6 — _ w re J e - = 27rcos
L R 2 2 W
Disto tudo,
2 0
lim —/ Vo (t)dt = lim ————= mreos(d) _ = cos(0y) = cos(0) =1
a—1 27 a—1 T

concluindo a demonstrac¢ao do item 2).
Terminemos entdo este lema, com a demonstragao do item 3).
Temos entao que:

Yo (t) = sen(t)PL(0 —t)

onde
dP, (—=1)(1 = r?)(2rsen(d —t))
dt (1 —2rcos(6 —t) + r2)?

Como sen(t — 0) = —sen(f — t) resulta:

@—t)y=P(O—1t) =
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2rsen(t)sen(t — )
HP(O—t) = P.(0—t
sen(t) b ( ) 1 —2rcos(6 —t) +r? ( )
1—r?
1 —2rcos(0) + 12
Assim, se |t| > > 0, nos temos:

lembrando que P,(0) =

2rsen(t)sen(t — 0)

lim sup [¢Y,(t)]= lim sup P.(0—1t
o §§\t|§7r’ ® ., o<lij<n |1 —2rcos(0 —t) +r? ( )
6—0 6—0

E como {P, }p<,<1 ¢ uma identidade de aproximada para L' e quando fazemos o limite
em 7 e 6 vale que
2rsen(t)sen(t — 0)
1 —2rcos(0 —t) +r?

sup
o<|t|<m

é limitado, entdo o limite acima é igual a zero, concluindo a demonstragao de 3). W

3.4.1 Demonstracao do Teorema de Fatou

Teorema 3.22. (Teorema de Fatou): Seja p uma medida finita complexa de Borel regular
sobre o circulo unitéario, e seja f harmoénica no disco unitario aberto definida por:

f(re?) = / " P60~ t)dp(t)

—T

Seja 6y um ponto qualquer onde p é diferenciavel com respeito a medida de Lebesgue.
Entao

lim f(re') = 2w/ (6y)

r—1

E ainda,

lim f(re®) = 2z (6))
r—1

6—0o

quando o ponto z = re? aproxima de €% ao longo de qualquer caminho no disco aberto nio
tangencial ao circulo unitario.

Prova: Como p é diferenciavel em 6y e é uma medida de Borel, definindo F'(z) = p([—m, x]),
—m <z <, temos p induzida por F' com F' € BV diferenciavel em 6y obtendo:

/gd,u:/ gdF (3.19)
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para toda g integravel em [—7, 7].
Vejamos que se du = dfl, entao:

Fre?) — / " B0 - t)df = 27 = ij—Z(eo)

lembrando que a familia { P, }¢o<,<; uma identidade aproximada.
Neste caso é claro que quando r — 1, obtemos

—T

lirr% (re'®) = 2r

e o resultado vale para a medida de Lebesgue, representada no caso por #. Agora temos:

ul=m) =) = [ dp= [ dF = Fm) - F(-n

Podemos assumir pu(C) = 0, trocando du — kdf, para algum k € R, onde k27 = pu(C).
Agora a funcao F' que induz p sera tal que:

F(r) = F(—)
Utilizemos de integracao por partes no que segue:
L " o —nrwdt = —po—nrm| + 2 [ po—nare (3.20)
2 )" oo o2n JT '
Lembremos que
1—r?
P.(0—1t) =
( ) 1 —2rcos(6 —t) + 12
Dai,
PO —1) = (—=1)(1 = r?)(2rsen(d — 1))

(1 —2rcos(6 —t) +1r2)?

Como F(m) = F(—m) e P.(0 —7) = P.(0 + 7), pois P, tem periodo 27, segue que a
primeira parcela da soma da direita da equagao em (3.20) é identicamente nula. Portanto,

%f(rew) _ 1 /ﬂ PO — H)dF (1)

2 J_.

1 ™
= — PO —t)F(t)dt
5 | Plo=0F)
Agora segue com a mudanca de variavel de ¢ para 0 — t que:

fre?) = /7r PO —t)F(t)dt

—T
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_ / PUYF(0 — t)dt

—T

= /7r P/(t)F (6 — t)dt + /0 P/(t)F (0 — t)dt

—T

— /7r P/(t)F(0 — t)dt — /7r P/(t)F(0 + t)dt (*)

0

Para a primeira igualdade utilizamos da 27-periodicidade de P! e de F' quando esta é
estendida para toda a reta real e, para a tltima igualdade, utilizamos da mudanca de variavel
de t para —t e do fato de P! ser uma fun¢io impar.

Dando prosseguimento a partir de (*):

f(re?) = /7r PO —t)F(t)dt

™

_ / PUOF(0 — 1) — F(O + t)]dt

[F(0+t)— F(0—1t)]

dt
sen(t)

- /0 " sen()P(1)

Pelo fato de P! ser uma fungao impar segue que a fun¢ao g dada por:

[F(0+1t)— F(0—1)]
sen(t)

g(t) = —sen(t) PL(t)

T

é par e, portanto,

Fre®) / " sen(ty Py Y +2’2€; (];(6 il Py

Definamos a funcao G dada por:
F(0o +1) — F(6o — 1)
2sen(t)

e da diferenciabilidade de F' em 6, podemos definir G continua em ¢ = 0 da seguinte maneira:

G(t) =

G(0) = lim Fby+1t)— F(6y —

) _
t—0 2sen(t) = F(%)

Como mostrado no lema (3.15) a familia { K, }o<,<1 ¢ uma identidade aproximada para
LY[—m, 7], onde para cada 0 < r < 1

K1) = "D gy

Assim, deste fato e da continuidade da funcao G em 0 temos:



CAPITULO 3. FUNCOES ANALITICAS NO DISCO UNITARIO 68

lim if(re“90 = lim —/ G(t = G(0)

r—1 27 r—1 27

Mostremos que este limite é valido. Para isto, seja 0 < § < m. Escrevamos:

)

\ [t - congma+ [ 0 —G(O)]&(t)dt\
[t|>6 =

—0<t<é§

C(t) — GO ()dt’+ max [G(1) y/ K (+%)

‘ It|>0

F(f +1t) — F(6y — t)

Agora temos G(t) — G(0) = 2sen(t)

— F'(0o)

Como F' tem variacao limitada, segue que para todo t € [—m, 7| vale que

G(t) = GO)] < K

para algum K > 0.
Pela continuidade de G em zero, dado € > 0 existe § > 0 tal que para |t| < ¢:

max |G(t) |/ K, (t)dt < e
—6<t<6

Dado € > 0, existe ; > 0 tal que com o ¢ positivo acima indicado, podemos majorar
a primeira parcela da soma em (*x), utilizando do item 3) do lema (3.15), da seguinte forma:

/ G(t) — G(0)] K,.(t )dt) < max |G(t) — G(0)] K, (t)dt < Ke
t]>6 [t129 |t>8
isto com |r — 1| < 4.

Disto provamos que

lirr% f(re®®) = 2rF'(6,) = 27rill—9(90) 271 (6y)

concluindo a demonstracao da primeira parte do teorema.
Mostremos agora a segunda parte, ou seja, que

lim f(re?) = 27/ (6o)

quando 7¢” tende a €0 por um caminho nio-tangencial ao circulo.

Sem perda de generalidade consideraremos 6y = 0. Subtraindo uma constante conve-
niente da fun¢ao F' que induz g, ndo mudamos nem dF e nem a condigdo F(—7) = F(7) e
podemos supor F'(0) = 0. Desta maneira:

6o
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tim 0 FO L g

t—0 sen(t) t—=0 t sen(t)

lembrando que

.
i sen(t)

Definamos agora,

F(t)

Gl = s —F(O) e Ia)= % /_ " (bt

onde {1, }o<a<1 ¢ a familia de func¢oes do lema (3.21).
Denotaremos f(re) = f(r,0), onde r = r(a) e 0 = 6(«).
Como nos temos

o f(r(a), 6(a) = / Unlt) S

nos obtemos considerando G(0) = 0 que:

%f(r(a),@(a)) (o) F(0) = — /7r G(t)iha(t)dt

2 ),

Mostrando que quando o« — 1, resulta que

—/ t)dt — 0

De fato, seja 6 > 0 e escrevamos as expressoes:

—6<t<é

'/_ZG(t)wa(t)dt‘ max |G(t |/ o (1) dt

‘/ DK tdt‘ < max (GO [ [wa(t)]dt
It[>6

o<|t|<m [¢]>5

69

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Como G é continua em zero, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que a expressao a direita em

(3.22) satisfaz:

—0<t<d

max |G(t |/ 0o (t)|dt < €

Pelo item 3) do lema (3.21) para o § positivo acima fixado e um € > 0 dado, como ja
feito nesta demonstragao, existe um d; > 0 tal que a expressao a direita em (3.23) satisfaz:

max |G| [ [a(t)|dt < €

5<|t‘<7’r mz(s
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sempre que |a — 1| < ;.
Do fato de () — 1 quando a — 1, pelo item 2) do lema (3.21), n6s obtemos por fim
que:

demonstrando o desejado. W
Observagao: Consideramos na demonstragao do teorema acima 6, = 0. Para mostrar o mesmo
resultado para 6y # 0, devemos considerar as seguintes modificagoes:

F(t
t—0o sen(t — o)
isto porque sempre podemos rearranjar de forma que F'(6p) = 0; e como outra modificagao:

F(t)

G#) = sen(t — 0p)

— F'(60)

onde F'(6y) = /' (6p).

3.4.2 Algumas Consequéncias do Teorema de Fatou

Na sequéncia terminamos este capitulo apresentando alguns corolérios relacionados com
o teorema de Fatou.

Corolario 2. Seja f € L'(C). Entao a integral de Poisson de f

T

£0) = £(e") = / Po(6 — H)du(t)

™

I . A
onde du(t) = 2—f(t)dt, ¢ a medida de Lebesgue m normalizada e, f(t) = f(e"), é tal que
7r

lirr% fr(e)

existe quase-sempre para cada para cada —m < # < 7 e ainda, vale quase-sempre que

lim f,(¢”) = f(e”) = f(0)

Mais geralmente, a integral de Poisson de uma medida finita g tem limite nao-
tangencial igual quase-sempre a derivada de p com respeito a medida de Lebesgue normalizada.

d
Prova: No caso, basta mostrar que d—/;(t) existe e vale quase-sempre que:
d_u<t) = &
dt 27
para poder aplicar o Teorema de Fatou e obter o resultado.
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Consideremos m a medida de Lebesgue. No nosso caso, [—m, 7| € og-dlgebra. Como
p<<m,e

ull-m]) = 5 / " Ftyde

segue do teorema de Radon-Nikodyn, que a derivada de p existe e é dada, quase-sempre, por

du J R
Bty = 5-F(0)

Agora seja ¢ uma medida o-finita. Pelo teorema da decomposicao de Lebesgue, du =
dA\1 +dXo, onde Ay é absolutamente continua com respeito a m. Pelo teorema de Radon-
Nikodyn, temos para alguma fh € L'[—m, ]:

dX\s = wdt
2
Dai segue que

dp = wdt +d)\
2

Do fato de A\; ser mutuamente singular com respeito a m temos quase sempre que:

d\y
—(t) =20
Do fato de A, ser tal que
dAs 1 -
“2(t) = —h(t
o () =5 -h(t)
seglle quase sempre que

du 1 -

t) = —h(t
o (1) = 5-h(t)
Agora pelo teorema de Fatou, temos quase-sempre
lin} f(re') = 2m4/(0) = h(0)
e concluimos o desejado. W

Corolario 3. Seja f uma funcao harmonica de valores complexos no disco unitario e suponha
que as integrais

/ e s

—Tr

sao limitadas quando » — 1 para 1 < p < oo fixo. Entao o limite radial
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76) = tim f(re)

existe quase-sempre, e define uma funcio f em LP[—m, ).

Se p > 1, entao f é a integral de Poisson de f. Se p = 1, entao f é a integral de
Poisson de uma (tinica) medida finita, cuja parte absolutamente continua é

1 -~
%fde

Se f é uma funcao harmonica limitada, os valores em C' existem quase sempre e
definem uma func¢ao mensuravel limitada f cuja integral de Poisson é f.

Prova: Afirmar que as integrais

[ iseenpan )

—T

sao limitadas quando » — 1 é afirmar que existe ¢ > 0 tal que

[ istenypan <.

—T
para todo r > rg, sendo 7y algum ntimero real positivo.
Caso p > 1, temos pelo teorema (3.9), que

f(re®) = — / " P60 1) (B

2 ) .

para todo r > 7o com f uma fun¢io em LP[—m, .
Pelo teorema de Fatou, definindo

segue, quase-sempre que
iy (re®) = 27 (0)
e pelo corolario anterior temos quase-sempre
lim (re) = f(0)
Caso tenhamos p = 1, segue do teorema (3.13) que
fre®) = [ Po =ttt

onde 1 é medida de Borel finita.
Assim, pelo teorema de Fatou, nos temos
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ly (r.6) = 2 (6)

pois do teorema de Radon-Nikodym, vale que

onde f € L'[—, 7).

O resultado segue do corolario anterior.

Para mostrar a unicidade, notemos que se j; é uma outra medida finita de Borel tal
que

1 -
dpy = 5= fdf
2w

entao resulta que

0=/ ld(p — p)
[77“71-]

pois d(p —p) = dpy —dp = 0, pois as duas medidas tém partes absolutamente continuas iguais.
Se f harmonica é limitada, entao para todo p > 1 fixo as integrais

[ 1seenpas

—Tr

sao limitadas quando r varia, seguindo o resultado, notando que f é limitada pois

lim f(re”) = £(0)
quase-sempre. Hl

Corolario 4. Uma fun¢ao harmonica nao-negativa no disco unitario, tem limites nao-tangenciais
em quase todo o ponto do circulo unitério.

Prova: Lembremos que pelo teorema (3.14), como f é harmonica nao-negativa, entdo f é a
integral de Poisson de uma medida p finita positiva de Borel. Dai

f(ré) = / " P60~ t)dp(t)
£(0)

Utilizando do Teorema de Fatou, e do fato de du = 22-2df, onde f € LY[—m, 7], segue
T

o resultado desejado. W



Capitulo 4

Algebras de Banach

Comecemos este capitulo com a seguinte definicao:

Definicao 4.1. Uma algebra complexa A é um espaco vetorial complexo e um anel tal que a
multiplicagao do anel é uma aplicacao bilinear.

Vamos supor que A tem um elemento unidade e, ou seja, vale ze = ex = x para todo
x € A. Um elemento z € A serd chamado invertivel se ele admitir inverso, ou seja, existe x7!
tal que xo~! = 2712 = e. Mostra-se facilmente que tal inverso é tinico.

Definicao 4.2. Uma algebra complexa A é uma dlgebra de Banach se for um espago de Banach,
onde a multiplicacao e a norma sao relacionadas pela desigualdade:

lzyll < [zl (4.1)

para todo x,y € A.
Uma algebra de Banach é comutativa se xy = yx para todo x,y € A. Numa algebra
de Banach, vamos supor ainda que o elemento unidade e verifica que |le|| = 1.

Observemos que a equagao (4.1) faz com que a operacao de multiplicagao seja continua.
Ou seja, se z, — r ey, — yem A, entdo x,y, — ry em A. Basta verificar a seguinte igualdade:

TnlYn — TY = Tp¥Yp + TYn — TYp — TY = (xn - x)yn + x(Qn - y)

Vejamos agora alguns exemplos de édlgebras de Banach. O primeiro que segue ja foi
citado no capitulo 1), mas relembremos o mesmo por sua importancia neste texto.

Exemplo 4.3. Seja C(X) o espa¢o do exemplo (1.42). Temos que C(X) é uma éalgebra co-
mutativa de Banach cuja a funcao constante 1(z) = 1 para todo x € X, é a unidade desta
algebra.

Exemplo 4.4. Seja D o disco unitario aberto no plano complexo. Denotamos por A(D) o
conjunto das fungoes continuas no fecho de D (D) e, cujas restrigdes a D sdo holomorfas. E
claro que esta constitui uma algebra complexa, com a norma do supremo, denominada dlgebra
do disco.

74
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Com o resultado da proposi¢ao seguinte e do que comentamos no exemplo (4.3), temos
que a algebra do disco é uma algebra de Banach.

Proposicio 4.5. Seja D = {z € C : |z| < 1}, o disco unitario fechado no plano complexo.
Entdo a algebra do disco, A(D), é uma subalgebra fechada complexa da élgebra C(D), con-
siderando em D a topologia induzida pela topologia usual (euclidiana) do plano complexo.

Prova: E claro que A(D) é uma subalgebra de C(D). Dado f € A(D), provaremos que
f € AD). Como f € A(D) C C(D), logo sera suficiente provar que f é analitica em D. Sendo
f € A(D), existe uma sequéncia (f,)32, C A(D) tal que f, — f. Logo f, — [ uniformemente
sobre todos os subconjuntos compactos de D. Seja T um caminho triangular em D, logo T' é
compacto. Segue-se f,, — f uniformemente em 7 e, logo temos que

/ f = lim fn
T n—oo

Como f, € A(D) é analfica em D e T ¢ um caminho fechado em D, temos que
fT fn = 0. Portanto, fo = ( para qualquer caminho triangular 7". Logo, pelo teorema de
Morera, temos que f é analitica em D. Assim, temos que f € A(D). Logo A(D) é fechado. B

E interessante notarmos que A(D ) # C(D D), bastando para isto notar que a funcio
f(2) =z, para todo z € D é tal que f € C(D) mas f ¢ A(D).

Exemplo 4.6. Sejam X um espaco de Banach e L£(X,X) (espaco dos operadores lineares
continuos de X em X) com a operacao de composi¢ao e com norma dada por

1T = sup{IT(z)[| : = € X, [|l] < 1}

Entao £(X,X) é uma algebra ndo comutativa de Banach cujo elemento unidade é o
operador identidade denotado por Id.

Exemplo 4.7. Seja o espago H*(D) = {f : D — C : f é analitica e limitada no disco D}.
Munido da norma do supremo, H*(D) é uma &algebra de Banach comutativa com elemento
unidade. Estudaremos este exemplo nos capitulos posteriores.

Exemplo 4.8. Para n um inteiro positivo, denotemos por C™][0,1] o espaco vetorial das
fungdes continuas de valores complexos no intervalo [0, 1], cujas derivadas até ordem n sao
continuas. O espaco C'™) [0,1] &€ uma algebra de Banach com a multiplica¢ao usual, e a norma
dada por:

- fE @)
(n) =— Su
HfHC kZ:O Ogtgpl k!
Exemplo 4.9. Seja I' o conjunto das sequéncias a = {a,}5° __ cujas normas ||a| = Z ||

n=—oo

sao finitas. Se a,b € [, definimos a multiplicacao ¢ = a.b da forma
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Com esta multiplicacdo, [! é uma algebra comutativa de Banach.

4.1 Elementos Invertiveis

Nesta secao A sempre denotard uma algebra complexa de Banach e G sempre denotara o
conjunto dos elementos invertiveis de A.

Proposigao 4.10. Sex € Ae ||z| < k < 1, entdo e — z € G, e valem:

(e —x) Zx (4.2)

e =) —e—af < I (43
ST jal

Prova: Como |[zy|| < ||z||||y||,Vz,y € A, entao ||z"| < ||z||™. Segue da hipdtese que
|z"]| < k™ < 1. Desta forma, temos que a sequéncia (s,)nen, com s, = " @, é de Cauchy.
De fato:

m+1 n karl n—m k,m+1
s = smll = 27 4o+ < 30 B = E oy < A

j=m+1

isto tudo utilizando de resultado sobre soma de séries geométricas e considerando-se n > m;

k.m+1

T1-k

que (Sp)nen € de Cauchy e, portanto convergente para algum y € A.
Escrevamos agora as igualdades:

vale ainda que a sequéncia (t,,)men, com t,, , converge para zero, pois k < 1, mostrando

(e —x)s, = e+ (—z)"" =5,(e — 7)

B Da convergéncia de (s,)nen para y e do fato de "™ — 0, pois ||z" ™| < [jz]|"™ <
k"™, obtemos:

(e—x)y=ec=yle—2x)

seguindo que (e — x)~' =y e obtendo (4.2).
Agora analisando a equagao (4.3), notamos que:

(e—z)t—(e+z)= ij+e+x— e+x) ij

=2

Assim, resulta:
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i

L=l

(e = 2)™" = (e+2)] < ZHQSH”— —llzll = 7=

Hl’H

concluindo o resultado.l
1

Proposigao 4.11. Suponha z € G, ||z7!|=—, h€ Ae, |h|| =8 < a. Entao z+ h € G, e
a

vale:

1 1 1 —1 Ik

h)™ —a~ Tha || <
|(x + h) r +x hx H_oﬂ(a—ﬂ)

g

Prova: Temos ||z7'h|| < = < 1, assim pela proposigao (4.10) anterior, e + 27 *h € G. Desde
a
que z + h = z(e + 27 'h), temos também x +h € Ge (x+h)™' = (e + 27 h)lz™!
Assim,
(z+h) -+ that =[(e+ a7 h) ! —e+ 2 Rzt

e a desigualdade desejada é obtida também pela proposicao (4.10) colocando x~'h no lugar de
—z.1

Corolério 5. G é um conjunto aberto e a fun¢do z — z~! ¢ um homeomorfismo de G' em G.

Prova: Provamos na proposicao anterior que:

2
1 _ -1 -1y 1 g
1
onde [l = 3 ¢ a1 = -
Agora quando ||h]| — 0, temos:
lz= R < = A2 =0 (x1)

Vale também,

@+ h)~" =2 = lla™ ha Y < (@ + )7 =27 + o ha | <
Agora de (%1) e (*2) quando 3 = ||h|| — O:

Iz +h)" =27 =0

mostrando portanto, que a funcao g que leva x em seu inverso ! é continua.

Notemos que g(G) C G e que g : G — G & invertivel com ¢! = g e, portanto, um
homeomorfismo de G em G.

O fato de G ser um conjunto aberto vem da proposi¢ao (4.11). W

Antes do proximo corolario, enunciemos uma definicao.
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Definigcao 4.12. O espectro de um elemento x € A é o conjunto dos A € C tais que = — e
nao é invertivel. Denotaremos o espectro de x por o(z).

Nota: Escreveremos \e = \.

Corolério 6. A funcdo x +— 27! ¢ diferenciavel. Sua diferencial em Vo € G é o operador linear

que leva h € A em —a tha™!.

Prova: Lembremos que dada F': U C A — B (A e B espacos vetoriais normados e U aberto
de A) diremos que F é diferenciavel, com diferencial 7" se dados € > 0 e x € U existir § > 0 tal
que:

|1F(z + h) = F(x) = T(x)h]| < €[]
para todo ||h|| < 0, onde T &, por defini¢ao, uma fungao tal que:

T:A— L(A B)
x— T(x)

onde L(A, B) representa o conjunto das tranformagoes lineares e continuas de A em B.
No caso, temos g : G — G C A diferenciavel em cada x € G.
T !
Basta tomar,

T : G— £(G)

x—T(x)

onde T(z)(h) = zh™'z~Vh € A que com ||h]| = 3 temos:

Hg(ﬂc +h) —g(z) = T(x)(h) H

<

h ala—7P)

Assim quando ||h|| — 0, ou seja, § — 0, segue o resultado.
O fato de T'(x) ser linear para cada x € A, é imediato das propriedades das operagoes
em A e da definicao de 7. B

Coroléario 7. Para todo = € A, o(z) é compacto, e |\ < ||z| se A € o(x).

Prova: Mostraremos que o(z) é fechado e limitado. Como o(z) C C, seguird que o(z) é
compacto.

a) o(z) é limitado:
Suponhamos que seja valido para algum A € o(z) que [A| > ||z]]. Assim, 1 > H%H e

pela proposigao (4.10), e — A™'z € G. Disto, x — Xe = —A(e — A7'z) € G, ou seja, A ¢ o(x).
Logo, se A € o(z), entdao |A| < ||z||, resultando que o(z) é limitado por ||z||.
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b) o(z) é fechado:

Por defini¢ao, z — Xe ¢ G < X\ € o(z). Como G é aberto pelo corolario (8), temos
que G¢ é fechado. Definamos j : C — A, dada por j(\) =z — Xe. Dado € > 0, se [A — \| < ¢
segue:

[z = e = (z = Ae)|| = [[(A = A)ell = [A = Aalflefl = [A = Mf < e (4.4)

lembrando que impomos |e|| = 1.
Resulta de (4.4) que j como definida é continua. Dai como j~*(G®) = o(z), do fato
de ser G° fechado, obtemos que o(z) é fechado.l

Corolério 8. o(z) # 0,Vx € A.

Prova: Seja A\ ¢ o(x), que existe pelo corolario anterior. Seja F' um funcional linear limi-
tado(continuo) sobre A tal que F[(z — A\)™'] # 0, que existe pelo teorema de Hahn-Banach.
Definamos f(\) = F[(x — A\)7!]. Segue que f é analitica pois:

FOLN =IO _ Lip(a a0y P~ 27

1 -1 -1
= F(e=A=h) =@ =N

_ %F(h(:c A= R = N
=F((z—=X—h)"Yx—-X)1)

Portanto, quando & — 0, da continuidade de F temos f’(\) = F((x — X\)™2). Logo f
tem derivada continua em todos os pontos.
Observemos ainda que |/\1‘im f(A) =0 pois

FO) = 1 F((ge =17

1
e sendo lim F((Xl‘ —1)7Y) = F(—1), segue o resultado.

Al—o0

‘S|e o espectro de x fosse vazio, entao a cada funcional linear limitado F' a funcao
associada f é uma funcao inteira que tende a zero no infinito.

Sendo esta funcao f analitica e limitada, temos f = 0, pelo teorema de Liouville. Em
particular, 0 = f(0) = F(z™!). Dai F(z™!) = 0 para todo funcional linear limitado F em A.
Segue que 27! = 0 pelo teorema de Hahn-Banach, o que é um absurdo completo. B

Teorema 4.13. (Gelfand-Mazur): Se A é uma algebra de Banach complexa com unidade
na qual cada elemento nao-nulo é invertivel, entao A é isometricamente isomorfo ao corpo
complexo.
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Prova: Se \; # \g, entdao ou x — e # 0 ou z— A\ye # 0, isto é, pelo menos um deles é invertivel

por hipotese. Como o(z) # 0, pelo corolario (8), segue que o(x) é constituido de apenas um

elemento, digamos A\(x). Desde que x — A(x)e é nao invertivel ele deve ser 0 e, assim, x = A(z)e.
Definamos:

A: A— C
r—A(x)
onde z = \(x)e.
E facil observar que esta funcio é bijetora e linear . Disto tudo, segue que A é um
isomorfismo. O fato de ser isometria decorre de:
[A(@)| = [[Mz)ell = [lz]|, vz € A
|

Definigao 4.14. Para todo x € A, o raio espectral p(x) de x é o raio do menor disco fechado
com centro na origem que contém o(z). (também chamado de norma espectral de x)

Observacao: Notemos que tal disco fechado sempre existe, o que é afirmado pelo corolario

(7).

Teorema 4.15. (Foérmula do Raio Espectral): Para todo x € A, vale que:

. il
lim [|2"[|" = p(x)

n—oo

Prova: Sejam z € A, n € Ne A € C tal que \" ¢ o(z"). Antes de prosseguirmos na
demonstracao propriamente dita, analisemos um fato. Sejam by, by e a elementos de A tais que:
bia = e = abs

Disto segue (bla)bg =by = b (abg) =by = b; = by
Dando continuidade, temos:
(2" = A") = (x — Ae)(z" ' + A" 24 ...+ A" le) (4.5)

Multiplicando ambos os lados de (4.5) a direita por (z" — X"e)~! resulta:

e=(z—Ae)[(z" P+ A" 24+ A e)] (2" — Ae) !

Do comentario intermediario que fizemos segue que (z — \e) é invertivel com inverso
dado por [(z"7' + Xz" 2 4 ... + X" le)](z™ — A"e)"!. Isto equivale a afirmar que \ ¢ o(x).
Portanto, se A € o(x), entdao \" € o(z") para todon =1,23,...

Vale pelo corolario (7) que |[\"| < ||z"|| resultando desta maneira:

1
(AL < (=]
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para todo A € o(z).
Isto faz perceber de imediato, que pela definicao de raio espectral vale:

p(x) <liminf [a"[% ()

J
Agora suponhamos que |A| > ||z|| (A ¢ o(z)) . Disto a sequéncia (t;) = (Z )\—n—lxn>
n=0
é convergente, pois prova-se que a mesma é de Cauchy lembrando que A é tido como espago de

Banach.
As seguintes igualdades sao verificaveis:

Ae—2) O A"y =1+ A7 = ) A" (de — )

Da hipotese sobre a norma de z podemos afirmar que a sequéncia (¢;) converge para
—(z — Xe)~!. Como j& vimos no corolério (8), se ¢ ¢ um funcional linear limitado (continuo)
sobre A, a funcao definida por:

FO) = ¢l(z — Ae)™]
¢ uma fung¢ao holomorfa sobre todo o conjunto (o(x))¢ que tem como subconjunto {\ € C :

Al > p(x)}.
E do que acabamos de afirmar sobre a sequéncia (¢,) juntamente com a continuidade
de ¢, para todo A tal que |A| > p(x) vale:

FO)==> omr! (4.6)

Em particular da convergéncia da série em (4.6), existe By, = sup [¢(A™"2")], ou seja:
neN
sup [¢(A"2")| < o0
neN

Pelo teorema de Hahn-Banach a funcio J : A — A" (bidual topologico) dada por
J(z)(h) = h(z), Vh € A’ (dual topologico), é tal que ||J(z)|| = ||z||, Vx € A.

Agora, pelo teorema de Banach-Steinhauss, do fato de A’ ser um espaco de Banach e
da existéncia de B, para cada funcional linear continuo em A, segue que para cada A tal que
IA| > p(x) existe um C'(A) de forma que:

[ A7 = [T @A) < C(A)

Multiplicando por |A|" e tirando as raizes segue:

2| % < |A[[CV)]=
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Como isto vale para todo A onde |A| > p(z), dado € > 0 existe um A(e) = p(z) + €
com o qual escrevemos:

3=

"l

< (p(x) + €)C(A(e)7

2

Assim,

limsupHa:"H% < p(x) (2)

n—oo

Das desigualdades (*1) e (*2), obtemos de imediato o resultado desejado.l

Observagao: Sejam A e B algebras de Banach. Se A C B, pode ocorrer o4(z) 2 op(z)(o
espectro de x em A conter o espectro de x em B). Agora pa(x) = pg(x)(o raio espectral de z
em A é o mesmo em B) ainda que A C B,Vz € A.

4.2 Ideais e Homomorfismos

Nesta se¢ao trabalharemos apenas com algebras comutativas.

Definig¢ao 4.16. Um subconjunto I de uma algebra complexa comutativa A é dita ser um ideal
se satisfaz as seguintes condicoes:

a) I é subespago de A (no sentido de espago vetorial);
b) xy € I sempre que z € Aey € I.

Se [ # A, I é ideal proprio. Diremos que I é ideal maximal se for proprio e se para
todo J ideal tal que I C J C A, tivermos I = J ou J = A.
Observacao: Um ideal proprio I nao pode ter elementos inversiveis. Pois se y,y~! € I =
yyl=ecl=1=A

Definigao 4.17. Se B é uma outra algebra complexa comutativa, uma fungao ¢ : A — B é
um homomorfismo se satisfazer:

1) ¢ é linear;

2) ¢ preserva multiplicacdo: ¢(xy) = ¢(x)e(y),Vz,y € A.

Definimos Kerp = {x € A; p(z) = 0 € B}. Temos que Kerp ¢ um ideal, o que se prova
de forma imediata.

Teorema 4.18. Se A é uma &algebra complexa comutativa com unidade, todo ideal proprio
de A esta contido em um ideal maximal. Se além disto, A é algebra de Banach, todo ideal
maximal de A é fechado.

Prova: Facamos a primeira parte utilizando diretamente o Lema de Zorn. Tomemos /, um
ideal proprio de A. Seja P o conjunto parcialmente ordenado por inclusdo de todos os ideais
proprios de A que contém I. Seja 1, uma subcolecao de P totalmente ordenada pela inclusao.
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Seja M a uniao de todos os elementos de 9. E facil ver que M é um ideal proprio, sendo este
fato decorrente de e ¢ M. Além de tudo, M é uma cota superior para ¥. Pelo Lema de Zorn,
P admite um elemento maximal, digamos J. Este ideal J satisfaz o desejado.

Agora vejamos a segunda parte. No caso de ser A algebra de Banach, M é ideal se M
for um ideal de A. Vejamos isto. Dados * € A e y € M\M (se y € M ndo ha nada a fazer)
entao existe (Yn)neny C M tal que y,, — y. Dai:

lzy — zyn|l = lz(y — y)|| < Nzllly — yall

onde a tltima parte da desigualdade tende a zero, concluindo que zy,, — xy. Como zxy, € M
para todo n € N, zy € M concluindo que M é um ideal.

Do fato de A ser de Banach o conjunto G dos elementos inversiveis além de ser nao
vazio, & um conjunto aberto. Disto, como M nao tem elementos inversiveis, M # A. Sendo M
maximal, s6 podemos ter M = M. R

4.3 Espacos Quocientes e Algebras Quocientes

Suponha que J é um subespago de uma algebra complexa comutativa A, e associe com
cada x € A o seguinte conjunto:

olx)=c+J={z+y;y e J}
sendo tal conjunto uma classe lateral segundo a relacao de equivaléncia ~ dada por

r~y&sSr—yedJ

para todo x,y € A.
Denotaremos o conjunto formado por todas estas classes laterais por A/J. E claro
que como J é subespago vetorial de A, entao A/J é um espaco vetorial com as operagoes:

o) +(y) = p(z +y) Ap(r) = p(Az)

para todo z,y € A e A € C, sendo que estas operacoes estao bem definidas, ou seja, dados
x1,%2,Y1 € Y2 € A se supormos ¢(x1) = ¢(x2) e (y1) = ©(y2), entao:

o(r1) + (Y1) = p(z2) + 0(y2) e Ap(71) = Ap(72)

Também nao é dificil mostrar que ¢ é uma transformacao linear sobrejetora de A em
AllJ.

Admitamos agora que J nao seja meramente um subespaco de A mas também um
ideal proprio. Definimos em A/J a seguinte multiplicagao:

o(r)e(y) = pzy)
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onde z,y € A.
Esta multiplicacao estd bem definido pois, se p(z1) = ¢(x2) e ©(y1) = ¢(y2), entao
r1—x9 € J ey —ys € J e, aigualdade:

Ty — Tays = (T1 — T2)y1 + T2(Y1 — Y2)

mostra que 1y — T2y2 € J, isto &, p(x1)p(2) = ©(y1)p(y2)-

Com esta multiplicagdo, com a soma e a multiplicagdo por escalar definidos, A/.J
constitui uma algebra. Segue ainda que ¢ é um homomorfismo, com nicleo Keryp = J. E claro
que o nicleo de um homomorfismo é um ideal. Do que acabamos de comentar, todo ideal é
nicleo de algum homomorfismo. Segue ainda que se e é o elemento unidade de A, entao p(e)
é o elemento unidade de A/J. Na proposicao que segue consideramos ainda J um ideal de A.

Proposi¢ao 4.19. Seja A uma élgebra complexa com elemento unidade e. Entdo A/J é um
corpo se e, somente se, J é um ideal maximal.

Prova: (<) Seja I, = {ax +y;a € A,y € J}, comx € Ae x ¢ J. Temos que I, é um ideal
e I, # J, pois x € I, (isto do fato de A ter elemento unidade e). Como J é maximal, resulta
I, = A. Dai ax +y = e para algum a € A e algum y € J. Desta forma, ¢(a)p(x) = ¢(e), pois
ar —e =y € J. Logo todo elemento ndo nulo de A/J ¢ invertivel e A/.J ¢ um corpo.
( ) Suponhamos que J nao seja um ideal maximal. Assim, existe I tal que J € I C A, com
I ideal. Tome z € I, com z & J. Segue I = {ax +y;a € A,y € J} é umideal com J C I C 1 e
I # A. Tsto equivale a afirmar que e ¢ I, ou ainda, ¢(x) nao é invertivel e, por final, que A/.J
nao é um corpo.l

Se A é um espago normado linear, J é um subespago fechado de A, e p(z) = x + J
como definido anteriormente, é bem conhecida da anélise funcional a seguinte norma em A/J,
chamada de norma quociente:

lp(@)]] = inf {[lz +yll;y € J} (4.7)

A partir desta norma, temos o seguinte teorema, também bastante conhecido em
andlise funcional:

Teorema 4.20. Com a norma quociente em A temos para um ideal fechado J a validade das
seguintes propriedades:

a) A/J é um espaco normado linear;

b) Se A é um espaco de Banach, assim é A/J;

c) Se A é algebra de Banach comutativa e J é um ideal proprio fechado, entdo A/J é uma
algebra de Banach comutativa.

A partir do que ja mostramos neste capitulo, daremos algumas propriedades relacio-
nando uma algebra comutativa complexa de Banach A, com elemento unidade e, ao conjuntos
de seus homomorfismo complexos. Para isto, comecamos com a seguinte defini¢ao:
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Definicao 4.21. Denominaremos A para uma algebra comutativa complexa de Banach A,
com elemento unidade e, como sendo o conjunto dos homomorfismos complexos de A em C,
excluindo o homomorfismo nulo.

Na sequéncia, apresentaremos algumas proposicoes relativas a esta definicao con-
siderando sempre portanto, A uma algebra comutativa complexa de Banach.

Proposicao 4.22. Todo ideal maximal M de A é o nicleo de algum h € A.

Prova: Se M é maximal, temos que A/M constitui um corpo pela proposicao (4.19). Desde
que M é fechado, pelo teorema (4.18), A/M é de Banach pelo teorema (4.20). Ainda pelo
teorema (4.13) como A/M é algebra de Banach cujo todo elemento é invertivel segue que A/M
é isomorfo ao corpo dos complexos, digamos por um isomorfismo j.

Seja agora h = jop com ¢ o homomorfismo canoénico de A em A/M cujo é M. Dai
temos h € A com nucleo Kerh = M. B

Proposicao 4.23. )\ € o(z) <= h(z) = A para algum h € A.

Prova:(=) Se A € o(x), entao x — e é nao invertivel. O conjunto dos elementos da forma
(x — Xe)y formam um ideal de A. Logo pelo teorema (4.18) ele esta contido em um ideal
maximal M de A que é pela proposi¢ao (4.22), o niicleo de algum h € A. Assim, h(x — Xe) = 0.
Como h(e) =1 (h# 0 € A) obtemos h(z) = .

(«<=) Agora suponhamos que A ¢ o(z) e assim, existe y € A tal que (z — Ae)y = e. Desta
forma, h(z — Ae)h(y) = 1 para toda h € A, mostrando que h(z — Xe) # 0 ou h(z) # \. Isto
conclui a demonstracao.ll

Proposigao 4.24. x € A é invertivel <= h(z) # 0 para todo h € A

Prova: Temos = € A é invertivel <= 0 ¢ o(x). E o resultado segue da proposi¢ao (4.23). B
Proposigao 4.25. Para toda h € A e todo = € A vale que h(x) € o(x).

Prova: Este resultado ¢ imediato da proposigao (4.23). B

Proposigao 4.26. Para todo z € A e h € A temos |h(x)| < p(x) < ||z||. Com isto, temos
que todo h visto como um funcional linear tem norma igual a 1, pois |le|| =1 e h(e) = 1. Em
particular, cada h € A é continua.

Prova: Como h(z) € o(x), pela proposicao (4.23) e, p(z) = sup{|A\|; A € o(x)}, entao claro que
|h(z)] < p(x). Pelo corolario (7) temos || < ||z||, para todo A € o(x), obtendo diretamente
pela defini¢ao de p(x) que p(x) < ||z|| para todo x € A. B

4.4 Aplicacoes
Nesta secao apresentaremos algumas aplicagoes dos resultados obtidos anteriormente so-

bre Algebras de Banach. Antes da primeira aplicacao, é necessario que apresentemos um lema
como segue:
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Lema 4.27. Seja A(D) a algebra do exemplo (4.4) . Entao o conjunto dos polinémios consti-
tuem um subconjunto denso de A(D).

Prova: Seja f € A(D). Como D & compacto e f é continua em D temos que f & uni-
formemente continua. Assim, dado € > 0 para algum r < 1 vale:

[f(2) = f(rz)] <e (%)

para todo z € D.

Como f é analitica em C, a expansao de f(rz) em polinomios de Taylor converge
uniformemente para f(rz), lembrando que 7 < 1 e z € D. Disto e de (%) temos a convergéncia
uniforme de polindmios em z € D para f € A(D), concluindo o desejado.l

Proposigao 4.28. Suponha que fi, fo, ..., f, sd80 membros de A(D) tais que:

i@+ [ fa(2)] >0
para todo z € D. Entdo existem g1,..., ¢, € A(D) tais que:

Z fi(z)gi(2) =1

para todo z € D.

Prova: Seja o seguinte ideal de A(D):

J = {Zn: fihi; hi € A(D)}

Temos que mostrar que J contém o elemento identidade e da multiplicacao, isto é, a
funcao constante cuja imagem s6 tem 1 como elemento, o que equivale a mostrar que J nao
estd contido propriamente em nenhum ideal maximal de A(D). Pela proposi¢ao (4.22), basta
provar que nao existe homomorfismo h de A(D) em C, tal que h(f;) = 0 paratodoi=1,...,n,
provando que J € M, para todo M ideal maximal de A(D).

Seja h homomorfismo complexo de A(D). Seja fo(z) = z para todo z € D. Pela
definicdo de fy temos que o(fy) = D, tomando f; como elemento de A(D) com a multiplicacio
usual de fungoes. Pela proposicio (4.25), h(fo) € D, ou seja, h(fy) = a para algum « € D. Na
verdade, aqui provamos que todo homomorfismo complexo definido em A(D) é uma avaliagao.

Assim, h(fy") = o™ = fo"(a) paran = 1,2,... Disto segue que h(P) = P(«) para todo
polinémio P. Temos pelo lema (4.27) que o conjunto dos polinémios é denso em A(D). Como
h é continua, (ja vimos inclusive que ||h|| = 1 na proposigao (4.26)) segue que h(f) = f(«) para
toda f € A(D).

A hipotese de que | f1(2)] + ...+ |f.(2)] > 0, para todo z € D diz que |f;(a)| > 0 para
pelo menos um indice i com 1 < i < n. Dai h(f;) = fi(a) # 0. Nbs provamos entdo que para
cada h € A(A(D)) corresponde ao menos uma f; de forma que h(f;) # 0, com 1 <7 <mn, o que
mostra que e € J ou mais ainda, que J = A(D). B
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Teorema 4.29. Sejam « € D e M, = {f € A(D); f(a) = 0}. Entao M é um ideal maximal
de A(D) se, e somente se, M = M, para algum o € D.

Prova:(=) Seja M um ideal maximal de A(D). Entao pela proposigao (4.22), temos que M é
o nucleo de alguma h € A(A(D)), ou seja, h : A(D) — C é um homomorfismo. Disto, como
h(f) = f(a) para algum a € D, fato que mostramos na prova do teorema anterior para toda
f € A(D), temos que g(«) = 0 para toda g € M (M C M,) e se h(g) = g(a) =0, entao g € M
(M, C M). Logo M = M,

(<) Notemos que dada f € A(D), entao f — f(a) € M,. Agora temos:

f=[fla)e+f - fla)
onde e representa a funcao constante de valor 1.

Disto tudo, A(D) é o ideal gerado por e e M. Portanto, M é um subespago vetorial
de codimensao um. Logo, M é um ideal maximal. l

4.5 Teorema da Maximalidade de Wermer

Dentro desta secao, temos como objetivo a apresentar um teorema que caracteriza subal-
gebras fechadas do espago C(C), onde C' é o circulo unitario complexo, como definido no inicio
do capitulo 3. Tal teorema é denominado Teorema da Mazimalidade de Wermer.

Antes de apresentarmos o Teorema de Wermer, daremos algumas definicoes e resulta-
dos necessarios para a prova do mesmo.

Definigao 4.30. Dado n € Ne f € C(C), escreveremos daqui para frente:

fo = 5= [ et

Definig¢ao 4.31. Um funcional ¢ : C(C') — C é dito positivo se ¢(f) > 0 para toda f € C(C)
que satisfaz

f(z) >0 VzeC

Lema 4.32. Seja A : C(C) — C, um funcional linear tal que
Al <1 e Al=1

Entao A é um funcional linear positivo.

Prova: Basta mostrar que Af > 0 para toda f € C(C) que satisfaz 0 < f(z) < 1,Vz € C. Seja
f como citada. Definamos g = 2f — 1. Notemos que —1 < g < 1 e, por isto, |g +ir|?> < 1+1r?
para toda constante real r. Seja também Ag = a + i3, a, 5 € R. Segue entao das hipoteses
que:

B4+r)? <la+i(B+7r) =|Ag+ir))* <1+
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lembrando que a tltima desigualdade vem do fato de que ||A]] < 1.
Assim, 3%+ 2r3 < 1 para toda constante real r, resultando que s6 podemos ter 3 = 0.
Como ||g]] <1 temos entao que || < 1. Pela definigao de g e de A ser linear, temos:

1 1
A(f) = §A(1+9) = 5(1+04) >0
concluindo assim o resultado. W

Lema 4.33. Seja h € A(C(C)). Se h for um funcional linear positivo e f € C(C) for uma
fungao de imagem real, entao h(f) é um nimero real.

Prova: Por defini¢ao se f € C(C), entao f é continua. Como C' é compacto, entao f é limitada,
digamos 5 < f < a. Caso 5 > 0, entdo h(f) > 0, pois h é positivo. Sendo, tomamos ¢ = f+g,
onde ¢ é uma funcao constante positiva definida em C' de maneira que f + g > 0. Dai temos
h(f+g)>0e h(g) > 0. Logo:

h(f +9) > 0= h(f) +hig) > 0= h(f) eR M.

Lema 4.34. Nas condicoes do lema anterior temos:

h(f) = h(f)
ou seja, o conjugado de h aplicado em f é h aplicada ao conjugado de f para toda f € C = C(C).

Prova: Temos as seguintes igualdades:

h(f)+ 1) =h(f+ ) =h(f+ ) =h(f)+ 1) (x1)

—ih(f) +ih(f) = h(if +if) = h(if +if) = ih(f) = ih(f) (*2)
lembrando que a soma do niimero com seu conjugado resulta na parte real do nimero complexo,

podendo-se escrever as equagoes acima a partir do que obtemos no lema anterior.
Podemos reescrever as equagoes (1) e (*3) de maneira resumida da seguinte forma:

W(f)+h(f) =h(F)+n(f) (=)
—h(f) +h(F) = h(F) =h(F)  (x2)
somando as duas equacoes resulta que:

h(f) = h(f)
para toda f € C. B
Antes de enunciarmos o proximo teorema, facamos a seguinte observagao. Seja a
aplicacao dada por:
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f € AD) — fle €C(C)

onde f|c denota a restrigao de f a C.

E claro que esta aplicacdo é um homomorfismo isométrico de algebras, considerando
sempre a norma do supremo. Idenficamos A(D) com sua imagem A segundo esta aplicacao.
Neste sentido, A(D) C C(C). Na verdade A é o conjunto de todas as funcoes f € C(C) que

tem extensao em D e sao analiticas em D). Agora podemos partir para o teorema que segue.
Antes uma definicao:

Definicao 4.35. Um polindmio trigonométrico é uma soma finita da forma

ft)=ao+ Z(anws(nt) + bpsen(nt))

n=1
onde ag,ay,...,an € by, ..., by sa0 nimeros complexos. Podemos escrevé-los ainda de outra
forma:
N
f(t) — § Cneznt
n=—N

Proposicao 4.36. Sejam f € C(C) e € > 0. Entao existe um polinémio trigonométrico P tal
que

[f(t) = P(t)] <€
Prova: Sugerimos [13|, pg. 96.

Teorema 4.37. (Maximalidade de Wermer): Seja S uma subélgebra fechada de C(C') que
contenha a algebra do disco A(D). Entao S =C(C) ou S = A(D).

Reenunciaremos o mesmo teorema, de tal forma a apresentar mais idéias para a demon-
stragao do mesmo. O enunciado anterior, torna mais claro e objetivo o resultado do teorema
de Wermer.

Teorema 4.41. (Maximalidade de Wermer): Suponha g € C(C) e §(n) # 0 para algum
n < 0. Entao para toda f € C(C') correspondem polinémios:

Pn(eie) = Z an,keike
k=0

onde m : N — N é uma funcao e estes polindémios sao tais que:

N

f(e?) =D Pa(e®)g"(e”)] < e (4.8)

n=0
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para todo 0 < 0 < 2.

Em outras palavras, se g ¢ uma funcao continua no disco fechado nao analitica no
interior do mesmo, entdo polindmios em z = €’ e g formam um subconjunto denso do conjunto
das func¢oes continuas no circulo.

Explicando melhor a equivaléncia entre este enunciado e o anterior, lembremos que

f € Ase, e somente se, f € C(C) e f(n) =0V¥n <0. Se S for uma subalgebra fechada de C(C)
que contenha propriamente fl, entao S admite algum elemento com a propriedade da funcao
g acima descrita. Sendo S uma algebra, resulta que o conjunto dos polinomios apresentados
na equacio (4.8) esta contido em S e, assim, S = A = A(D) sendo esta ultima igualdade

proveniente da identificagao.

Prova: Seja B o fécho em C = C(C) do conjunto de todas as fung¢oes da forma:

N
> Py (4.9)
n=0

O teorema afirma que B = C. Vamos assumir B # C. O conjunto de todas as funcoes
como apresentado em (4.9), é uma algebra complexa. Seu fécho B é uma algebra, sendo esta de
Banach, pois B é fechado contido em C(C') que é uma algebra de Banach. Claro que B contém
a funcao fy tal que fo(e?) = € para todo 0 < § < 27. Da nossa hipotese de B # C obtemos
que — ¢ B, pois de outra maneira, B conteria fJ' para todo n € Z e, assim, conteria todos

fo

os polindmios trigonométricos. Mas estes formam um conjunto denso em C, pela proposicao
(4.36). Dai teriamos B = C.

Portanto, fo nao é invertivel em B. Disto 0 € op(fy). Pela proposigao (4.23), existe
h € A(B) tal que h(fy) = 0. Todo o homomorfismo complexo satisfaz h(e) = 1, ou seja,
h aplicado a funcao constante e, cuja imagem s6 tem 1 como elemento, d4 como resultado o
nimero complexo 1. Como h(fy) = 0, nos temos para n € N:

h(fo) = [h(fo)l" =0

Pelo que ja vimos, como B é dlgebra comutativa complexa de Banach, pela proposicao
(4.26) ||h||p < 1. O Teorema de Hahn-Banach garante que h pode ser estendida a todo o C
para uma funcao, que também chamaremos de h, com a mesma norma da funcao restrita a B.
Desde que h(e) = 1 e ||h]| < 1, pelo lema (4.32), h é um funcional linear positivo em C, pelo

lema (4.33). Ainda pelo lema (4.34), temos h(f) = h(f) para toda f € C cuja imagem esta
contida em R. Desde que f;" é o conjugado de f§ entao para n € Z:

h(f5) =0
e concluimos que h(f}') # 0 apenas para n = 0 onde temos h(e) = 1.
Como o conjunto dos polinémios é denso em C, e C é um espaco de Hausdorff com a

norma do supremo, entao é tinico o funcional h que tem as propriedades acima dadas. Logo
temos:
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W =5 [ s (re0

Agora pela definicao de B, temos que ¢gf) € B para todon € Nen # 0. Como h é
multiplicativo em B temos:

§(—n) = - / " g )ed0 = h(gfy) = h(g)h(f7) = 0 (4.10)

:% B

isto utilizando das propriedades de h.
Agora a equacao (4.10) contradiz a hipotese.l

4.6 Caracterizacao de Ideais Fechados de C(X)

Nesta se¢ao, temos como objetivo principal apresentar um teorema que faz uma associa-
¢ao entre subconjuntos fechados proprios nao-vazios, em um dado espaco topolégico compacto
de Hausdorff X, e ideiais proprios fechados em C(X). Para a demonstragao, consideravelmente
extensa, deste teorema, utilizaremos de resultados sobre dlgebras de Banach das segoes ante-
riores. Porém antes de enunciarmos tal teorema, lembraremos algumas definicoes e resultados
importantes de topologia geral.

Definicao 4.42. Um Ti-espago é um espaco topologico no qual, dados qualquer par de pontos
distintos, cada um destes tem uma vizinhaca que nao contém o outro.

Mostra-se que um Tj-espaco é tal que todo o ponto é um conjunto fechado.

Definicao 4.43. Um espaco topologico é completamente regular se ele é um Tj-espaco e se
dado z € X e F qualquer subconjunto fechado de X tal que =z ¢ F, entao existe uma funcao
continua f : X — [0,1] tal que f(F) =0e f(x)=1.

Definicao 4.44. Um 7T}-espaco é normal se cada par de conjuntos fechados disjuntos podem
ser separados por abertos disjuntos. Ou seja, dados F; e F, fechados com F} N F, = (), existem
abertos A; e Ay tais que A1 N Ay =0, além de A; D Fy e Ay D Fy.

Teorema 4.45. Todo espaco compacto de Hausdorff é normal.
Prova: Sugerimos [14]. B

Teorema 4.46. (Lema de Uryshon): Seja X um espago normal e, sejam A e B subconjuntos
fechados disjuntos de X. Entao existe uma func¢ao continua f : X — [0,1] tal que f(A) =0e

f(B)=1.
Prova: Sugerimos [14]. B

Teorema 4.47. (Extensao de Tietze):Seja X um espago normal, F' um subconjunto fechado,
e uma fun¢ao continua f : F' — [a,b]. Entdo f tem uma extensao continua f : X — [a, b
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Prova: Sugerimos [14]. B
Enfim, o teorema principal desta secao, mencionado anteriormente:

Teorema 4.48. Seja X um espaco compacto de Hausdorff. Entao para cada conjunto nao-
vazio F' fechado em X, corresponde um tnico ideal proprio fechado I(F) em C(X), definido
por

I(F)={f:feCX) e f(F)=0}

e portanto, I — I(F') é uma fungao bijetora da classe de todos os subconjuntos fechados
nao-vazios de X sobre o conjunto de todos os ideais fechados proprios em C(X).

Prova: Podemos notar que I(F) # (0, pois f = 0 esta em I(F'). Claramente, I(F') é um ideal,
pois dada g € C(X), temos (g.f)(F) = g(F)f(F) =0, para toda f € I(F).

Também pode-se mostrar facilmente que I(F') é um subespaco vetorial.

Agora mostremos que I(F) é fechado. Seja entao uma sequéncia ( f,)nen que converge
para alguma f € C(X), ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que para n > ny:

I = £l = sup 1 fula) = F@)] < €

Assim, dado = € F' temos:

[fn(2) = f@)] <€

e como (fn)nen C I(F), segue que ||f(z)] < € para todo € > 0 e, portanto, f(z) = 0; resulta
entao que f € F' e I(F) é fechado.

Também I(F') é proprio, pois nenhuma funcao constante e nao-nula esta em I(F).

Temos agora pelo fato de X ser compacto Hausdorff que o mesmo é completamente
regular, pois o mesmo é normal. Disto tudo, dado = ¢ F, existe f € C(X), tal que f(z) # 0
e f(F) = 0. Segue que se F| # F, e F|, F, sao subconjuntos fechados nao-vazios de X, entao
I(Fy) # 1(F») e a fun¢ao em questao é injetora.

Falta mostrar agora a sobrejetividade. Seja entdao I um ideal proprio fechado em C(X).
Tomemos o seguinte conjunto:

F=A{x:f(x)=0,Vfel}

Temos que F' é fechado pois F' = ﬂ f71({0}). Agora mostremos que F é nio-vazio.

fel
Suponhamos porém que F = (). Assim, dado z € X, existe f, € I tal que f.(x) # 0.

Desta maneira, pela continuidade de cada f,, f.(y) # 0 para todo y € U, onde U, é uma

vizinhanca aberta de z em X. Podemos tomar entao uma cobertura de X dada por U U,.

zeX
Como X é compacto, podemos tomar uma subcobertura finita, digamos U,, U...UU,,, para

correspondentes x1,...,x, e algum n € N. Definamos a seguinte funcao:
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n n
f:Zfl’]fx]:Z|ij|2
j=1 J=1
sendo esta sempre positiva pela sua definicao e também f € I pois I é um ideal; ainda resulta:

1
1=f 7 el
e I nao seria um ideal proprio, contrariando a hipotese, s6 nos restando que F # ().

E facil ver pela definicdo que I C I(F). Vamos mostrar agora que I(F) C I. Devemos
mostrar que f(F) =0 implica em f € I.

Tomemos inicialmente f # 0 com f se anulando em algum conjunto aberto G' que
contenha F'. Temos que G¢ é portanto, um conjunto fechado e como G° C X, X compacto
de Hausdorff, resulta que G° é subespaco compacto de X com a topologia induzida. Como
F C G, para cada = € G° existe g, € I tal que g,(x) # 0. Dai pela continuidade de g, existe
U, vizinhanga aberta de z tal que g(U,) ({0} = 0. De forma semelhante ao que ja fizemos
nesta demonstracao resulta que existe uma subcobertura de X:

Up U...UU,,

com correspondentes g, ..., gz, tais que g, (U,) ({0} =0,i=1,...,n.
Definamos entao:

90 = 29@ = Z |gi?
i=1 =1

e como [ é um ideal, gg € I, além de go(x) > 0 para todo x € G°.

Pelo teorema da extensao de Tietze, como G¢ é fechado e X é normal, — pode ser
9o
estendida para uma funcao h € C(X). Pelo fato de gy € I, temos que goh € I. Também

goh(z) = 1 para todo = € G°. Segue que f = fgoh. Disto tudo, f € I.
Agora vejamos o caso geral. Para cada ¢ > 0 sejam os conjuntos:

K={z:[f(x)] <35}

DO | ™

L=Az:|f(z)| = €}

tanto K quanto .JJ sao subconjuntos fechados disjuntos de X.

Ocorre que K # () para todo € > 0, pois se f € I(F), temos f(x) = 0 para algum
x € X e L # () para todo € > 0 suficientemente pequeno. Tomemos € > 0 de forma que estes
dois conjuntos sejam nao-vazios. Pelo lema de Uryshon, existe uma fungao g € C(X), tal que
g(K)=0eg(L) =1e0 < g(x) <1 para todo x € X. Nos agora definimos h € C(X) por
h = fg e nés notamos que:
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If =hll=1fA-gll<e (¥
bastando para ver isto, analisar os casos onde x € L e # ¢ L. E evidente que h = 0 no conjunto
€
G=A{z:|f(z)| < 5} e desde que este conjunto é aberto, segue do que ja foi feito, que h € I.

Mostramos entao que dado € > 0 existe h € I tal que (%) ocorre. Pelo fato de I ser
fechado, temos que f € I e concluimos o desejado. B



Capitulo 5

Espagos HP(D)

Este capitulo sera dedicado ao estudo de certos subespagos de H (D), denominados espagos
H?(D) (devido a G. H. Hardy), 0 < p < oo. Mostraremos algumas propriedades destes
espacos, o que inclui um teorema publicado em 1917, atribuido aos irmaos Frederick e Manuel
Riesz. No proximo e tltimo capitulo, apresentaremos importantes exemplos de elementos de
H>(D). Antes de definirmos os espagos H?(D) é necessario que apresentemos alguns conceitos
e resultados como seguem na proxima secao.

5.1 Funcoes Subharmonicas

Definicao 5.1. Uma funcao v definida em um aberto €2 do plano complexo é dita ser subhar-
monica se tem as seguintes propriedades:

a) —oo < u(z) < oo para todo z € ).

b) u é semicontinua superiormente em §2, ou seja, o conjunto

{z:1u(x) < a}
¢ aberto em () para todo o € R.

c) Sempre que B(a;r) C €2, entdo

2

u(a) < L /7r u(a + re?)dod

—T

d) Nenhuma das integrais em c) é —oo.

Pelos itens a) e b) temos que u é limitada sobre todo conjunto compacto K C 2,
resultando que as integrais em c¢) sempre existem. De fato, seja K, o conjunto de todos os
z € K para os quais u(z) > n. Entao K D K; D K,..., e desta forma, como cada K,
é fechado, pois u é semicontinua superiormente, cada K, é compacto. Dai s6 podemos ter
K, = 0 para algum n ou () K, # (), sendo que neste caso, teriamos u(z) = oo para algum
z € K, contrariando o item a).

95
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O item d) afirma que os integrandos em c) pertencem a L'(D).
Observacao: Toda fungao harmonica real é subharmonica, fato que vem do seguinte teorema:

Teorema 5.2. (Teorema do Valor Médio Para Fungoes Harmonicas): Sejau: ) — R
uma fungao harmonica e seja B(a,r) = {a € Q: |a| <r}. Entao temos que:

1 [ -
u(a) = %/ u(a +re’)do

—T

Prova: Seja T um disco tal que B(a,7) = {a € Q:|a] <7} C T C Qe seja f uma funcio
analitica em T tal que u = Re(f), que existe pelo teorema (3.1). Pela formula integral de
Cauchy apresentada no capitulo 3 , noés temos que:

1 s

f(a):% i fla+re)do

Tomando a parte real em cada um dos lados da igualdade, obtemos o resultado. B

Teorema 5.3. Suponhamos que u seja uma funcao subharmonica em €2, K é subconjunto
compacto de €, h é uma funcao real continua em K que é harmoénica no interior V de K e,
u(z) < h(z) em todos os pontos z da fronteira de K. Entao u(z) < h(z) para todo z € K.

Prova: Definamos u; = u — h e suponhamos que u;(z) > 0 para algum z € V. Desde que u
é continua em K, u; admite um maximo m em K; e desde que u; < 0 na fronteira de K, o
conjunto £ = {z € K : u1(z) = m} é um subconjunto compacto nao-vazio de V. Seja zy um
ponto da fronteira de E. Entdo para algum r > 0 nés temos B(zp;7) C V, mas algum subarco
da fronteira de B(zy;7) estd no complementar de E. Assim,

1 g )
uy(z0) =m > Dy /_7r uy (2 + re)do

e isto significa que u; nao é subharmonica em V.
Mas se u é subharménica, assim é u — h pelo teorema (5.2). Obtemos assim uma
contradicao e, isto conclui a demonstracao. l

Teorema 5.4. Suponhamos que u seja uma funcao subharmoénica continua em D, e
L[ i0
m(r) = Py u(re”)do 0<r<1)
T

Se 11 < 19, entao m(ry) < m(ra).

—Tr

Prova: Seja h uma funcdo continua em B(0;73) que coincide com u na fronteira de B(0;7y)
e que é harmonica em B(0;r2). Pelo teorema (5.3), u < h em B(0;73). Assim, como h é
harmonica, utilizando do teorema de cauchy, nos temos:

mir) < o [ bre)ds = 1) = 5= [ hrac)as = m(r)

—Tr —Tr
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5.2 Definindo os Espacos H?(D)

Teorema 5.5. Se f € H(D) e se

M= {5 [ 1reepal 0<p<o)

2 ),

M (fsr) = sup |f(re”)|

—r<6<mw

entdao M, e My, sao fungdes monotonicas crescentes de r em [0, 1).

Prova: O caso M, ¢ consequéncia do teorema (5.4) e, o caso My, segue do seguinte teorema
conhecido como uma das versoes do teorema do modulo maximo:

Teorema 5.6. (Teorema do Mé6dulo Maximo): Seja D o disco aberto em C e, suponha f
continua em D e analitica em D. Entao:

max{|f(2)| : z € D} = max{|f(2)| : z € D}
onde 0D indica a fronteira de D.

Prova: Sugerimos [2], pg. 128.1
Estes resultados sugerem a seguinte definicao:

Definigao 5.7. Para toda f € H(D) e para 0 < p < 0o, definimos

Il = T My (f:7)

Para 0 < p < oo, o conjunto HP(D) consiste das fungoes f € H(D) para as quais
|| fllz» < co. E facil verificar que para cada p, no intervalo dado, H?(D) ¢é subespaco de H(D).
E claro que H® C HP C H*se 0 < s < p < 00.

Temos que para o caso 1 < p < oo, ||f||mr satisfaz a desigualdade triangular, ob-
tendo assim que HP(D) é um espago normado. Para ver isto, basta aplicar a desigualdade de
Minkowski para M,(f;r):

My(f +gir) < My(fir) + Mp(g;r) 0<r<1)

E quando » — 1, nés obtemos:

1f + gllae < 1 f e + llglle

Na verdade, H?(D) é um espaco de Banach, se 1 < p < co. Para provar a completude,
suponhamos que {f,} é uma sequéncia de Cauchy em H?(D), |z|] < r < R < 1, e aplique a
formula integral de Cauchy para f,, — f.,, integrando ao longo do circulo de raio R. Isto nos da
as seguintes desigualdades:
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(R=7)|fu(2) = fin(2)| < Mi(f — fin; R) < Mp(fn — fmi B) < [ fo = fullmw

e nos concluimos que { f,} converge uniformemente em subconjuntos compactos de D para uma
funcao f € H(D). Dado um € > 0, existe um m tal que || f, — fu||lu» < € para n > m, e entdo,
para todo r < 1,

Mp(f - fm;r> = nh_{lolo Mp(fn - fm;r) <e

isto d& || f — fimllg» — 0 quando m — oo.

Para p < 1, HP(D) é ainda um espaco vetorial, mas a desigualdade triangular nao é
satisfeita por || f||z».

Segue do Teorema de Fatou que a funcao dada por

f e H?(D) — f € LP[-,7]

¢ uma isometria entre H?(D) e um subespago fechado de LP[—7, 7], quando 1 < p < oc.
Quando p = 1 nos obtemos uma identificacdo entre H'(D) e o espaco fechado das
medidas finitas em C' que satisfazem:

/ ™ dpu() =0 (n=1,2,3,...)

A partir do teorema dos irmaos F. e M. Riesz, apresentado na continuidade deste
capitulo, torna-se possivel identificar H'(D) com o espaco das fun¢oes f € L'[—m, 7] tais que:

/ﬂ e F(0)do =0 (n=1,2,3,...)

—T

5.3 O Teorema de F. e M. Riesz

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados necessarios, para a posterior apresentagao
do teorema dos irmaos F. e M. Riesz. Seja entao A(D) a dlgebra do disco definida no capitulo
4 que tem norma definida por:

[flloc = sup | f(2)]
|21<1
Obtenhamos na sequéncia alguns resultados relacionados com a mesma.

Teorema 5.8. As partes reais das fun¢oes em A(D) sao uniformemente densas no espago das
funcoes continuas de valores reais no circulo unitario. Disto resulta que se p é uma medida de
Borel real finita no circulo tal que seja "ortogonal" a toda f € A(D), isto é,

/_:fdu=/cfdu=o

entao p ¢ a medida nula.
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Prova: As partes real das fungdes em A(D) continuas no circulo, incluem os polinémios
trigonométricos da forma:

n
Pu(e) =) cpe™ (5.1)
k=—n

onde c_, = ¢.

Se f é uma funcao continua no circulo, cada média de Cesaro de f é um tal polinémio.
Pelo fato ainda de ser continua, segue que as médias convergem uniformemente para f pelo
teorema (2.2). Disto, resulta que o conjunto dos polinémios em (5.1) acima, é denso no conjunto
das funcoes reais continuas, notando-se que P, assume valores reais para todo n € N.

Se 1 é uma medida real finita, que "ortogonal"a toda f € A, entao p é "ortogonal"a
toda parte real v de f = u + 1v:

O:/fdu:/udu+i/vdu

pois daf obtém-se diretamente [udy =0e [vdu = 0.
De tudo isto, segue que para toda funcao real continua g em C' vale:

/gduz()

e tomando ¢ a funcao constante e igual a 1, resulta:

u(C) = / ldp =0
c
provando que a medida p é a medida nula sobre o circulo. W

Corolario 9. Se p é uma medida real finita no circulo tal que

/Cfdu:O

para toda f € A que se anula na origem, entao p é multiplo constante da medida de Lebesgue.

Prova: Sejam

1
/\—/du e dpy = dp — —M\df
C 2T

Vejamos que p; é uma medida real que é ortogonal a toda f € A. Podemos escrever:

[ g = [ 17 = 5O+ £0) [ s

Temos que

10) [ di = 70) [ au= 252 [ do = r0r - as10) =0

—T
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Agora,
[ 1= sonante) = [ 16— sonautt) = 5 [ 170 = ro)nas

a primeira parcela da direita é nula por hipotese, pois G(t) = f(t) — f(0) se anula na origem.
A segunda parcela é nula pelo teorema de Cauchy, apresentado no capitulo 3).
Pelo teorema anterior, ; = 0 resultando que

1
dp = —\db
21

como desejado. W

Definigao 5.9. Denotaremos por Ay(D) o conjunto das fungoes f € A(D) tais que

/_ifd@:o

Teorema 5.10. Seja ;¢ uma medida finita positiva de Borel no circulo e suponha que a fungao
1(z) = 1, Vo € C, nao esteja no subespaco fechado, S, de L?(u) que é o fécho do conjunto
gerado pelas fungoes em Ay(D). Seja F' a projecao ortogonal de 1 neste subespago fechado.
Entao sao validos os seguintes itens:

1. A medida |1 — F|?du é um miiltiplo constante nao-nulo da medida de Lebesgue. Em
particular, a medida de Lebesgue ¢ absolutamente continua com respeito a p;

2. A fungao (1 — F)™! estd em H?(D);

3. Se h é a derivada de p com respeito a medida normalizada de Lebesgue, entao a fungao

(1— F)h
estd em L? = L*(2%).

Prova de 1): Seja entdo S o subespaco fechado de L?(du) gerado por Ay, ou seja, S = [Ay].
Desde que F' & a projecao ortogonal da funcao 1, por defini¢ao temos que (1 — F') é ortogonal
a S. Escrevemos desta maneira o seguinte:

1=F+F*

onde Ft+ € St
Como 1 — F é ortogonal a S, temos que 1 — F' é ortogonal a Ay(D). Sejam agora
f € Ao e (fu)nen sequéncia em Ay. Temos que:

/f(l—fn)dez/fd@—/ffndG:O—O:O

obtendo-se tal resultado a partir da férmula integral de Cauchy, pois
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/ £ 10 = £,(0)£(0) = 0

e assim f.(1 — f,) € Ay para todo n € N.
Como temos F € S, entdo exite sequéncia (f,)nen C Ag tal que f, — F em L*(u),
isto é:

[ 102 = Fidn =0

Agora segue que:

/ F(L— f2) = f(1— F)Pdy = / F(F — f)Pdu < K / F— fuPd

onde K = sup|f(z)], lembrando que este supremo existe pois f é continua em D.
z€D
Disto tudo, segue que f(1—F) € S, pois é o limite de elementos de A,. Logo a fungao

f(1 — F) é ortogonal a (1 — F') para toda f € Ay. Isto equivale a afirmar que:

/f|1 — F)?du =0

para toda f € Ay o que inclui as fungdes f que se anulam na origem (este fato pelo teorema
de Cauchy).

Segue portanto, pelo corolario anterior que |1 — F|?dy = Rdf, com R # 0, pois
1— F #0, vindo isto do fato de 1 ¢ S. E imediato que |1 — F|?du é absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue. Com isto, concluimos a prova de 1).

Prova de 2): Pelo teorema da decomposigao de Lebesgue, temos que du = dp, + dus, onde
du, e dus sao respectivemente as partes absolutamente continua e mutuamente singular de p
com respeito a medida de Lebesgue. Ainda por este teorema, tal decomposicao é tinica. Temos
no caso djus = 0 pela parte final do item 1). Definamos entao

du, = R|1 — F|*2d0
onde

11— F|2dyu = Rdo

do item anterior; esta medida du, estd bem definida pois 1 — F' = 0 apenas num conjunto de
medida nula segundo a medida de Lebesgue.
Agora vejamos que (1 — F)~! € H*(D). Seja f € Ayo(D). Entao temos que:

K/(l—F)‘lde:K/(l—F)f\l—F\zdéz/(1—7)fdu:0

sendo que a ultima igualdade vem do fato de (1 — F) ser ortogonal a todo f € Ay(D), o que
resulta no fato de 1 — F', o conjugado e (1 — F), também ser ortogonal ao mesmo conjunto
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Ao(D); isto esta garantido, inclusive, para funcdes da forma f,(0) = ™’
Segue portanto, que (1 — F)~! é uma func¢ao analitica no disco D.
Falta provar que {||(1 — F), !||2}0<r<1 ¢ limitado quando r — 1, sendo (1 — F), }(0) =

(1 — F)~Yre?), para —7 < 6 < 7. Temos que:

_ _ 1 1
=Pyt = [ == [ dn= s [ do (5.2

sendo que a tultima integral é finita, pois p é uma medida finita.
Dai como a fungao J : [0,1] — R definida por

,paran = 1,2,3....

J(r) = (1= F); 2
¢ crescente, pelo teorema (5.4) segue o resultado desejado.
Prova de 3): Pelo teorema da decomposi¢ao de Lebesgue, sabemos que du = dy, + dps, onde
como ja mencionado, temos dy, absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue e,

s € mutuamente singular com respeito a medida de Lebesgue. Prova-se que existe h € L'(m),
df a medida de Lebesgue, de maneira que:

h

dp, = —df
a 27
Como |1 — F|?du é um miltiplo constante de df, entao (1 — F')? se anula p,-gs. Dai
temos:
2 1 2
|1 — F|*duy = —|1 — F|*hdf
27
Mas, |1 — F|?du = Kdf, com K # 0. Desta maneira, resulta:
11— F|?h = K27 df-qs
ou ainda,
|1 — F|lh = K27]1 — F|! db-qs

Como temos mostrado nas equacoes em 5.2 temos que (1 — F)~! estd em L2(2—),

7r
assim também esta (1 — F)h.B

Corolario 10. Se i ¢ uma medida positiva no circulo com parte absolutamente continua dj,,
entao vale que:

inf [ |1 — f]Pdp= inf [ |1— f]*du,
it [ fPau= in [ 12 pPdy
Em particular, para qualquer p singular a fungao 1 esta no fécho de Ay(D) em L?(du).
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Prova: Sendo S, o fécho de Ay em L?(du) escrevemos 1 = F + F+ onde F € Se F € S+,
Assim,

: o 2 _ . 2
int [ 11 fPdu= [ 12~ PP

que é o quadrado da distancia da fungao 1 até o conjunto Ay em L*(dpu).
Temos que dus, a parte singular de du, é tal que (1 — F') se anula p,-qs. Portanto,
vale que:

0= [a-Fydu= [@- P+ [(1-F)fdn = [0-F)fdn,
para toda f € Ay.

Logo (1 — F) € Ag(D)* em L*(ju,).
Concluimos entao:

: . 2 — . 2 — . 2 — . 2
it [ 1= Pl = 0= FPau = [t FPda= ot [ 13- 1P

Se p é singular, entao du, = 0 e assim

. o 2 _
flenjo/ﬂ fl7dp =0

— 12
o que implica que 1 € Ay(D) ( M). [ |

Corolario 11. Seja p uma medida complexa finita de Borel no circulo que é ortogonal a Ay(D),

isto é,
| Fdu= [ gau=o
- C

para toda f € Ajy. Entao as partes singular e absolutamente continua de ;. sdo separadamente
ortogonais a Ay(D).

Prova: Pelo Teorema da decomposicao de Lebesgue temos que du = du, + dus, onde p, é
absolutamente continua com respeito a a medida m de Lebesgue e us ¢ mutuamente singular
respeito a m. Temos ainda que

h
du, = —do
Ha =5

com h € L'(m).
Seja p uma medida dada por:

1
dp = o=(1+ [h])d0 +dlp

™

onde |us| é a variagao total da medida complexa finita jis.
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Temos que p é absolutamente continua com respeito a p e ainda que:

’d_u‘_ L hdf + dps _ P46 4 d) |
dp o= (14 |h])dO + d|ps| | — 5= (1 + |h[)dO + d|p]

d
isto é, a derivada d_,u é limitada.

Podemos observar ainda que:
dp 1
Fs 5.3
do — 2m (53)
Inicialmente mostraremos que 1 ¢ S, o fécho em L?(p) de Ay. Seja f € Ay. Segue
pela expressao dada em (5.3) que:

/Il—depZ %/\14%&2 1 (5.4)

onde a tltima das duas desigualdades decorre de f € Ag; vejamos este fato.
Dizer que g é ortogonal a Ay é o mesmo que afirmar que

1
<f,g>:2—/f§d9:0paratodaf€A0
s

sendo ¢ a funcao conjugada de g.
Mas segue que:

1
2—/[1—f|2d9:<1—f,1—f>:<1,1>—<1,f>—<f,1>+<f,f>
m

Como f € Ay(D), < 1,f >=< f,1 >=0e é claro que < f, f >> 0. Com tudo isto,
justificamos a segunda desigualdade em (5.4).

Segue que se F' é a projecao ortogonal de 1 no subespaco fechado de L?(dp) gerado
por Ap, entao:

: 20, P2, >
fléljo/u f7dp /|1 Fl*dp > 1

Disto resulta que 1 ¢ S, onde S é o fécho do subespaco L?(p) gerado por Ay(D). Pelo
tltimo teorema, (1 — F)~' € H?(D) e também

(1—F)(1+|h|) € L2 = 12 <%d€)

e disto tudo (1 — F)h € L2

Podemos agora mostrar que as partes absolutamente continuas e mutuamente singu-
lares com respeito a medida de Lebesgue m também sao ortogonais a Ay(D), desde que p o
seja.
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Seja agora g € Ag. Mostremos que

/(l—F)du:O

Como F € S, existe sequéncia f, — F em L*(dp) tal que (f,)neny C Ao. Lembremos
que do fato de g € Ay, segue que g é limitada. Temos entao:

’/(1 —F)gdu—/(l —fn)gdu‘ = ’/(fn —F)gdu’
< [1. = Fliglln

SK/W—HMW|

SK(/m—mef(/m%wf

onde K >

i

Como ¢ é limitada, vale que

/m%m<w

/(1 — F)gdp = Jiggo/(l — fa)gdp

E do fato de ocorrer para todo n € N

Disto tudo, resulta

/(1 — fa)gdu =0

pois (fn)nen C Ao(D) e g € Ao(D), segue que

/(1—F)gdu:0

Escrevamos agora p = p, + ps onde temos p, e ps como sendo respectivamente as
partes absolutamente continua e singular de p com respeito a medida de Lebesgue. Temos que
estas medidas sao positivas, pois

1

dpg, = —
p 27
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Assim, procede

/ (1— F)dp, =0
Podemos dizer ainda que

[Pl =0= [ Fyp =0
e portanto, (1 — F') = 0 ps-quase sempre.
1
E como dp = %hdé’ + dus, obtemos:
1
(1— F)du=—(1— F)hdb
27

De tudo o que foi feito entao, procede:

/(1 — F)ghd =0 (5.5)
para toda g € Ay.
de
Como (1 — F)~! € H*(D), entao (1 — F)' € L? (2—> e, pelo teorema (2.2), temos
m

que existe (gn)neny C A tal que

do
em L? <—)

27

Como, pelo teorema de Cauchy, temos que para todo n € N vale que g,f € Ao(D),
para qualquer f € Ay(D), entdo segue que:

g — (1 —F)7!

/gnf(l — F)hdf = 0

Pela convergéncia de (g, )nen, segue que:

/ fhdf =0
para toda f € Ay(D).
Segue entao que a parte absolutamente continua de p é ortogonal a Ag. Como u é
ortogonal a Ay, resulta de imediato que u, é ortogonal a Aq.l
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5.3.1 Demonstracao do Teorema de F. e M. Riesz

Teorema 5.11. (F. e M. Riesz): Seja p uma medida finita complexa de Borel no circulo
unitario tal que

/emedu(e) =0

paran =1,2,3,....
Entao p é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

Prova: A hipoétese nos leva a concluir que p ortogonal a Ag, ou seja,

/fdu:()

para toda f € Ay, pois o conjunto de funcoes {e™} gera o conjunto A.

Escrevamos pu = p, + ps. Pelo corolario anterior, temos que ambas p, e ps sao
ortogonais a Aj. Pelo corolario (10), podemos encontrar uma sequéncia de fungoes f,, em Ay
que converge para 1 em L? (|u,|). Sendo u, ortogonal a Ay, obtemos

/1dus = lim /fnd,uS =0

Falta mostrar agora que

/emedus(e) =0

paran = —1,—2,-3,....

Assim, do fato de 1 ser ortogonal a Ay segundo a medida i, resulta que e ?du, é
ortogonal a Aj.

Dando prosseguimento, temos e~2* também é ortogonal a Ay e assim por diante.

Logo, resumindo, vale que
/einﬁdus =0

para todo n € Z, concluindo que p; é a medida nula, pois todos os seus coeficientes de Fourier
sao nulos e, que p é absolutamente continua. Wl



Capitulo 6

A Algebra H*®(D)

A algebra H*°(D) é a adlgebra de Banach das fungoes analiticas limitadas no disco unitario.
Nos preocuparemos aqui em apresentar apenas alguns elementos importantes da dlgebra H> (D),
os chamados produtos de Blaschke.

6.1 Produtos Infinitos

Nesta secao introduziremos lemas, teoremas e defini¢oes relacionados a produtos infinitos
para, na secao seguinte, definirmos os denominados produtos de Blaschke.

Definigao 6.1. Uma sequéncia { f;} de fun¢oes em uma regiao €2 converge uniformemente para
uma funcao f em subconjuntos compactos de §2 se para todo K compacto, K C €2 e todo € > 0
corresponder um N = N(K|¢) tal que:

1fi(2) = f(2)] <€
para todo z € K e 7 > N.

Definigao 6.2. Suponha que {u,},en seja uma sequéncia de niimeros complexos e definamos
para cada n € N o seguinte produto finito:

Pn=1+u)...(1+u,) (6.1)

Se existir lim p,, escrevemos

p=]]0+u) (6.2)

Cada elemento da sequéncia (6.1) é denominado produto parcial do produto infinito
(6.2) .

Lema 6.3. Sejam uy, ..., u, nimeros complexos, e sejam:

108
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N N
pv= [0 +u)  py =LA+ ual)
n=1 n=1
entao:
py < exp(lur] + Jug| + ... Jun|) (*1)
e

lpy — 1] <py—1 (*2)
para todo N € N.
Prova: Para z > 0, a desigualdade 1 + x < e* é consequéncia imediata da expansao de
e’ em séries de poténcia de xz. No lugar de z, coloquemos respectivamente, |uy|,...,|uy| e
multipliquemos as desigualdades resultantes. Isto nos da ().
Para N = 1, (x3) é trivial. Mostremos agora que o caso geral segue por indugao.

Suponhamos vélida (%3) para um certo valor & € N. Mostremos a validade da mesma para
k + 1. Segue que:

Pl — 1 =PI+ upgr) — 1= (pr — 1)(1 4 tpg1) + g

Dai, utilizando a hipotese de inducao segue:
e — 1 < (0 — DA + [ugia]) + |wns| = Py — 1
e segue o resultado (k) para todo N € N.l

Proposigao 6.4. Suponha que {u, },en seja uma sequéncia limitada de fungoes complexas em
um conjunto S, tal que > |u,(s)| converge uniformemente em S. Entao o produto:

f& =110 +us) () (s€9)
n=1
converge uniformemente em S, e f(sp) = 0 em algum s, € S se, e somente se, u,(sp) = —1

para algum n € N.
Ademais, se {ny,na, ...} é qualquer permutacao de {1,2,...}, entdo nos temos:

o0

fs) = [T+ (9)) (+2) (s €5)

k=1

Prova: Dizer que ) |u,(s)| converge uniformemente em S é afirmar que dado € > 0, existe
ko € N tal que para k > ky e s € S vale:

D () = lua(s)]| < e
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Fixemos k > ky. Entao para todo s € S temos:

o) k
D fun(s) < e+ fua(s)| < e+ K
n=1 n=1

k
onde K limita Z |un ()|, lembrando que cada w, é limitada.

n=1
Logo > |u,(s)| € limitada em S.
Pelo lema (6.3), [pn(s)| < C para algum C' > 0, todo N € Ne s € S.
Escolha agora 0 < € < 5 Existe um Ny € N tal que:

o0

Z lun(s)| < € (x3) (s €9)

n=DNp

Sejam {ny, ng, ... N} uma permutacao de {1,2,...}, N > Ny e M e grande o suficiente
de maneira que:

{1,2,...,N} C {n1,ng, ..., na} (*4)

Se qu(s) denota o M-ésimo produto parcial de (), entdo:

qM — PN = pN(H(l + Up, — 1)) (*5)

onde os valores ny que ocorrem em (x5) sao todos distintos e maiores que Ny. Portanto de (x3)
e do lema (6.3), temos para N > Nj:

lane—pn| = owl| [ [(1un) =11 < Ion (] [ (1 lun ) =1) < pal(e=1) < 2€lpn| < 2Ce (*6)

onde a ultima desigualdade vem do fato de que a funcao f(x) = e* — 1 — 2z é decrescente para
1
0<xz< 5 e f(0) = 0. Tomamos no caso, 0 < € < —.

Seny = k, para k € N, entao gy = pas e (xg) mostra que {py } converge uniformemente
para uma funcao limite f. Também (%) mostra que para M > Ny:

pa — Do | < 2|pNol€ S [pno| — 2P € < [pm] < |pao (1 — 2€) < [pu|

Assim,

[f(s)] = (1 = 2€)[pno (s)] (s €5)

que mostra que f(s) =0 < pn,(s) =0 < up,(s) = —1.
Finalmente, {qu } amren € {Pn}nen por (%6), devem ter o mesmo limite. W
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Proposigao 6.5. Suponha que {u,},en seja uma sequéncia de nameros reais com 0 < u,, < 1
para todo n € N. Entao temos:

ﬁ(l—un) >0<:>§:un<oo
n=1 n=1

Prova: Primeiro vejamos que o produto infinito sempre existe. Note que tendo o seguinte:

pN:(l—U,l)(]_—UN)
entdo p; > pa > ... > py > 0, pois {py}nyen é uma sequéncia monotona limitada. Dai existe

p = limpy. Analisemos agora a equivaléncia acima.
0. 9]

(=) Se Zun < 00, tomando cada —u, como uma fun¢ao constante, pela proposicao (6.4)

n=1

temos que H(l — uy,) > 0.

n=1
(<) Suponhamos Z u, = 00. Seja g(r) = 1—x—e~*. Notemos que g(0) = 0 e g é decrescente

n=1
para 0 < x < 1. Deste comentario, podemos afirmar para cada u,, que:

1 - Up < exp(—un)

e fazendo-se um produto finito para n =1,..., N, resulta:
N
pSPNZH(l—un) <exp(—u; —ug — ... —uy)
n=1

[o.¢]
e a ultima expressao tende a zero se a soma »_ u, = 00, Ou seja, p = H(l —u,)=0.1

n=1

Lema 6.6. Suponha {f;};en C H(2) e que f; — f uniformemente em subconjuntos com-
pactos de Q. Entao f € H(N)

Prova: Desde que a convergéncia é uniforme em cada disco compacto em (2, f é continua.
Como qualquer regiao triangular A é compacta, e vale:

f(2)dz = lim fi(z)dz=10
oA

i=% Jan
pelo teorema de Cauchy, onde OA é a fronteira do tridangulo no plano complexo. Assim, pelo
teorema de Morera, f € H((2). B
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Teorema 6.7. Suponha f, € H(2), para n € N, com  um conjunto aberto do plano. Admi-
tamos ainda que:

D 11— fal2)]

converge uniformemente em subconjuntos compactos de 2. Entao o produto:

1) =[] fa2)

converge uniformemente em subconjuntos compactos de . Assim, f € H(Q).

Prova: Este teorema é consequéncia imediata do lema (6.6) e da proposi¢ao (6.4).H

6.2 Produtos de Blaschke

Nesta secao apresentaremos dois resultados cujas demonstracoes serao possibilitadas pelos
resultados da secao precedente. Como consequéncia poderemos definir logo em seguida os
produtos de Blaschke. Comecemos com uma proposicao:

Proposigao 6.8. Para toda f € H*®(D) corresponde uma funcao f* € L*(C), C o circulo
unitéario, definida quase-sempre por:

£1(e”) = lim £(re)
Vale a igualdade || f|lcc = || f*[lc-
Prova: O resultado segue do corolario (3). B

Lema 6.9. Seja f uma fun¢io analitica limitada no disco unitario e suponha f(0) # 0. Se
{a, }nen € a sequéncia de zeros de f no disco aberto, cada um deles contado com multiplicidade,
entao o produto [] |a,| é convergente para um nimero nao-nulo, ou seja:

D (1= ay]) < o0

Prova: A equivaléncia entre a convergéncia do produto para um nimero nao-nulo e da soma
vem do que foi mostrado na proposi¢ao (6.5).

Suponha agora || f||s < 1, por conveniéncia. Lembremos que uma fungio analitica f
deve ter uma quantidade enumeravel de zeros no disco aberto, pois caso contrario o conjunto dos
zeros de f, denotado por Z; teria um ponto de acumulagao, o que nao pode ocorrer. Portanto,
so0 restam dois casos. Aquele onde f tem um namero finito de zeros e, assim, nao ha o que
ser feito. E o outro caso é onde f tem uma quantidade enumeravel infinita de zeros no disco
aberto. Provaremos entao neste caso que o produto infinito:
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oo
H |an
n=1
converge para um niumero estritamente positivo.
Definamos entao o seguinte produto finito:

n
Z — O
Bn(z) = H Pap——
P 1 —az
para todo z no disco unitario fechado no plano complexo, sendo que @z # 1 para todo k € N,
pois todo @, pertence ao disco unitario aberto.

Segue que cada B, é uma fun¢ao analitica racional no disco unitario fechado (ou seja,
analitica numa vizinhanca aberta do disco unitario fechado) e |B,(¢?)| = 1 para todo n € N e
todo 0 < 0 < 27 desde que cada parcela do produto dada por:

zZ — O
tp(2) = —— =1x(z
k(2) = 1 p— k(%)
tem norma 1 para todo k € N e z = .
Vejamos este fato:

Z— oy Z—a ) _ |2]* = 2Re(Zoy) + |og|?
l—apz) \1—ayz)  1-2Re(zay) + |oul?|z]?

te(2) ] = tity, = (

tomando z = €, temos |z| = 1 seguindo o resultado com [t;|> = 1 e, portanto, |B,(e?)| = 1
para todo n € N e 0 <0 < 27 como desejado.

Vale notar que temos ainda que |tx] < 1 para todo k € N e z € D. Para ver isto
aplique o teorema (5.6) (médulo maximo) a funcio ® definida em D dada por:

Z — O
O(z) = ———
()= 1o
Lembremos que podemos escrever f(z) = (z —aq)...(z — ay)g(2), onde g é analitica
na mesma regiao que f, mas g(«;) # 0 para todo i = 1,...,n. Disto segue que:
S g

n 1
B, Hk:l 1—agz

e, portanto, 5 ¢ uma funcao analitica no disco unitario.

Sendo f analitica e limitada em D, existe pela proposigao (6.8) f* € L>°(C') definida
quase-sempre por

F(e) = lim f(ret)
com [|floe = 1"l

Vale portanto:
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’f*(ei Hoipremi<t o

Bn (ew)

para todo 0 < 6 < 27, sendo que a desigualdade, apresentada em (kx), vem da hipotese
[flloo < 1.

Agora como <Bi> = é— e também pela proposicao (6.8)

() =1 ( ) I

segue que |f(2)| < |B,(z)| para todo z do disco unitario fechado.

Em particular, 0 < [£(0)| < |B,(0)] = [ lew-

Desde que cada |ag| < 1 a sequéncia dos produtos parciais ¢ monotona decrescente.
Sendo esta limitada por um nimero nao-nulo, resulta que o limite da mesma existe e é um
nimero real positivo. ll

Teorema 6.10. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros complexos nao-nulos no disco unitéario
aberto. Uma condicao necesséria e suficiente para que o produto infinito

I1 On On — 2 (6.3)

convirja em subconjuntos compactos do disco unitario fechado, é que o produto [ [ |a,| convirja,
ou seja,

o0

D (1= a]) < o0

n=1

Quando esta condigao é satisfeita, o produto em (6.3) define uma func¢ao analitica
limitada no disco unitéario D.

Prova:(=) Seja o produto
H o Oék —Z
o 1— gz
Temos por hipotese que { B, },en converge uniformemente em subconjuntos compactos

do disco para uma fungdo B. Na demostracao do lema (6.9), temos mostrado para todo n € N
que

|Bn(e?)] =1 e |B,(2)] <1 para |z| < 1. (%1)
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Pelo lema (6.6) e pela condi¢ao () segue que B, — B, onde B é analitica no disco
unitario D e limitada pela constante 1 cujos zeros sao os elementos da sequéncia {a, }nen.
Agora pelo lema (6.9) segue que:

o0

I vl

n=1
converge para um numero real nao nulo e, pela proposi¢ao (6.5) segue que

o0

D (1= ay]) < 00

n=1
(<) Agora suponhamos que o produto convirja para um niamero real positivo ou, equivalente-
mente, pela proposi¢ao (6.5):

D> (1= a]) < o0

n=1
Nos estabeleceremos convergéncia uniforme do produto em cada disco fechado |z| <
r < 1. Seja entao para cada n € N a seguinte funcao:

1= (o)

1 1_|Ozn|2—_a_nz - 1 :1—\04”] 1+kﬁ1|_1
1 —anz || la,| |1 —anz

Entao:

1- fn(z) =

B ||

Se considerarmos |z| < r resulta:

L—Jon| [ 2
- nl S ]

Como {|a,|}nen é limitado e

3 (1 Jan]) < oo

nos vemos que {|1 — f,(2)|}nen € uniformemente somavel, ou seja

D 11— ful)]

converge uniformemente para |z| <.
Pelo teorema (6.7), o produto
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converge uniformemente e a funcao limite é analitica.ll
Enfim, definimos os produtos de Blaschke:

Definicao 6.11. Um produto de Blaschke é uma funcao B da forma:

B(z) = Zﬁ {Zu}

lan| 1 — @z
n=1
onde sao impostas as condicoes:
1. p,p1,Dp2, ... sa0 nimeros inteiros nao-negativos;
2. os elementos do conjunto {a,;n € N} sdo todos distintos e ndao-nulos com «,, € D;

3. o produto [], .y |on[P" é convergente.

Pelo teorema anterior, temos que B estd bem definida sendo analitica e limitada no
disco unitério D, resultando que B € H>(D).

Na sequéncia apresentamos um teorema que relaciona determinadas fungoes analiti-
cas nao-nulas no disco unitario com os produtos de Blaschke. Antes resultado sobre funcoes
subharmonicas:

Proposigao 6.12. Se f € H(D), entao |f|? é subharmonica, 0 < p < 0.
Prova: Sugerimos [13|, pg. 362.

Teorema 6.13. (F. Riesz): Seja 0 < p < co. Sejam f € HP(D), f # 0, {z,} a sequéncia de

zeros de f, e seja B o produto de Blaschke com zeros {z,}. Entao g = 5 estd em HP(D) e

gl = 11f1|
Prova: Pelo lema (6.9) e pelo teorema(6.10) temos que B esta bem definido quando f € H?(D),
ou seja, converge para todo z € D. Seja B,, o produto de Blaschke com zeros z1, ..., z,, e seja
gn = B Fixemos r < 1. Entao pelo teorema (5.4), sendo |g,|P subharmonica, o que vem da
proposicao anterior, vale que:
5 7 i0
o [Claatrenypan < o " g

Dado € > 0 existe § > 0 tal que se |1 — R| < § entdo |B,(Re?)| > 1 — ¢ e, assim:

- | lotrenpds < im o [ 1fCRE a0 = 111

2 ) . R—12m J_,

Desde que |g,| € crescente para |g| e |g| > |f], isto nos da que ||g||%» = || f]|7»- W
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