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INTRODUCAO

No recente desenvolvimento da teoria de anéis, a
teoria de an€is noetherianos € o ramo que mais se estabeleceu.
Entac qual seria a generalizagao de anel noetheriano? Como vere-
mos (1.4.2), todo ideal f.g. €& f.a., portanto pode-se generalizar
anel noectheriano por:"" todo ideal f.g. € f.a. ' pois em um anel
notheriano, todo ideal f.g. € f.a. (I.6.12), e chamaremos tal
anel de coerente. Uma outra motivagao que nos leva a estudar
anel coerente € o seguinte: € sabido por um resultado de Baer
[K1] que ¢ produto direto de uma familia arbitraria de modulos
projetivos nao € projetivo. Entdo & natural perguntar para que
tipo de anel, a propriedade projetivo € preservada por produto
direto. Chase [C] deu a resposta ao problema acima, enfatizando
que o produto direto de uma familia arbitraria de modulos planos
¢ plano se, e somocnte se, o ancl & coerente.

0 ohjetivo deste trabalho & apresentar anéis
coerentes, e foi bascado em artigos de J. D. Soub1jn181],[82]e

S e de S. U. Chase[C].

3}

Por anel, entendercmos anel comutativo, embora a
maloria dos resultados possam ser demonstrados sem esta restri-
¢ao., Os modulos serdo considerados unitarios. Notagdes do tipo:
(1.5.2} indica que estamos usando o resultado 2 da secdo 5,
capitulo I.

No capitulo I, definimos alguns conceitos e apre-

sentamos alguns resultados necessarios para realizar o trabalho.
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Neste capitulo, em alguns resultados, indicaremos onde encontrar
a demonstragao, por screm cstas longas e ndo interessarem ao
trabalho.

No capitulo II, definimos anéis coerentes ¢ apre-
sentamos uma série de equivalencias da definicdo que sugerem que
anel cocrente pode ser definido de diversas maneiras, de acordo
com as propriedades que se pretende utilizar. No que diz respei-
to a modulos planos, temos que um anel € coerente se, e somente
se, o produto direto de A-modulos planos &€ A-plano. Em relagdo a
ideals, temos a equivalencia: " a intersegao de cada dois ideails
f.g. & f.g. e o anulador de cada elemento do anel & um ideal
f.g. ". Na secao 2 estendemos a definicao para mGdulos coerentes
e mostramos que se A[x] & coerente, entdo A € coerente. Outro
resultado interessante & que se A & anel noetheriano, entao
A[xl,xz,... 1 & coerente. Mas A coerente ndo implica A[x] coeren
te. Na secdo 3, temos gue se A €& anel plano (ou regular), entao
A[X] & coerente.

No capitulo III, secdo 1 definimos anéis uniforme-
mente coerentes, fazendo uma restrig¢ao no teoremal I.1.9-(g),
definindo um limite para o nimero de geradores de ker f, £: A" > A
Veremos casos onde A[x] ¢ A{[x]] sac uniformemente coerentes e a
rclacao entre coerente e uniformemente coerente. Na segao 2 vere
mos, atravez de exemplos que se A & coerente ndo implica que A[x]
seja coerente; se A e Alx] sdo uniformemente coerentes, nao impli

ca que A[[x]] seja coerente.
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CAPITULO 1

ALGUNS COKNCLITOS E RESULTADOS INICIAIS

Aprescntaremos neste caplitulo algumas definigoes
¢ alguns resultados necessarios ao desenvolvimento dos capitulos
scguintes., Em alguns resultades indicaremos onde encontrar a

demonstracgao.

§1. CATEGORIA

Definigao: Uma categoria OU consiste de:

(1) Uma colecdo 0b(OV) dc elementos chamados cbjetos.

(2} Un conjunto de conjuntos M{OU} = {Mor(A,B) : A,B € Ob(C%Y)}.
0 elemento Mor(A,B} €& chamado worfismo ¢ Mor(A,B)nMor(C,D) =
p se A # C ou B # D.

(3} Para quaisquer A,B,C € Ob{OV), uma aplicacao
#:Mor(B,C) x Mor(A,BY - Mor(A,C) definida por (f,g) - fxg

onde £ € Mor{B,C) ¢ g € Mor(A,B).

(4) Para todo A &€ Ob(OV) existe idA € mor{A,A) {idA = morfismo

identidade de A) tal que para todo B € Ob(Ot), £ € Mor(B,A) temos

idA*f = f ¢ g€ Mor(A,B) temos g«id, = g.

(5} Para todo A,B,C,D &€ Ob{(M) ¢ f € Mor{A,B), g € Mor(B,C} e

h € Mor(C,D) temos: [h.g)«f = hx(gsf).



-4~

Definicao: Seja Ol uma catcgoria qualquer. U diz-se uma catego-

ria dual de O\ se Ob(OU) = Ob(OL'), e para A,B € Ob(R' ),

M{OV') = {Mor'(A,B) : Mor'(A,B) = Mor{(B,A)}} ¢ se f € Mor'(A,B) e
g € Mor'(B,C), entao g+'f = fxg.

Exemplo: R anel, M: categoria de R - médulos a esquerda;

AB € Ob(M), Mer(A,B)Y = {R-homomorfismo de A em B},

Ob (M) = {R-modulos a ecsquerda}. A operacgao entre morfismos € a

composicao de fungoOes.

i IR : 9 3 = AL & ' .
Definicao: Seja C uma cdtegoria, {Ai i I, Al Ob{C)} onde I
€ um conjunto.

(P’{fi}jEI) € dito um produto de {Ai} se

161
P e 0b((C) ¢ fj € Mor(P,Ai) para tode 1 € T tal gue dados {gi}iEI

onde g; € Mor[D,Ai) e D € 0b(C) entdo existe um Unico morfismo

h: D -~ P (isto &, h € Mor{(D,P) tal que g, = f.*h para todo i € I.
.

P A,

Th /
gF

D

Definigdo: Um co-produto € um produto na categoria dual, isto e,

& o = - € : .
[p’{fi}iEI) e um produto de {Ai}iel se P € 0b(C) e {i Mor(Al,P)
para todo i € I tal que dados g € Mor(Ai,D), D € Ob{(C) entao
existe Unico h € Mor(P.D), tal que g = h*fi para todo 1 € I.
A, i P
. Lh

5i D
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Teorema I.1.1: Seja M categoria de R-médulos, P = I M. =
i€l
{(f:1 - v M, o £(i) € Mi para toedo 1 € I} € Ob(M) e M; € Ob (M)
iel '

para todo i € I,
Defino pi:P - Mi por pi{f] = f{i) € Mi' Entao (P’{pi}iel) & um
produto de {Mi}iEI

Demonstragao: [R].

Teorema I.1.2: Seja M categoria de R-modulos, Mi € Ob(M) para todo

i€ l, P=BM ={f:IT -+ U Mi - f(i) & Mi para todo 1 € I e
i€l ~ i€] '

f(1) = 0 para quase todo i}, P € Ob(M}. Defino

ki:Mj - P por ki(m} = £ tal que £(i) = m e £(j) = 0 para i £ .

Entao (P,{ki} ) € um co-produto de {Mi}iei'

i€l

Demonstracao: [R].

Definicdao: Um A-mdodulo livre M € tal que M = 8 My, M; = A. onde I
il

e um conjunto ndo vazio qualquer. Descrevemos os clementos de M

por {ai} onde ay € Mipara tedo 1 € 1.

i€]

M e livre finitamente gerado se I & um conjunto finito, e

152

I n
8 Mi denotado por A",
i=1

notamos M

Proposicdo I1.1.3: Todo A-mddulo M & isomorfo a um quociente de um

A-modulo livre.

Demonstracdo: (R].
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§2. DIAGRAMAS E SEQUENCIAS LXATAS

Dados o©s conjuntos A,B,C,A',B",C', e as fungoes
E,g,f',g',a,b,c podemos representdar esscs conjuntos e as fungoes
definidas entre os conjuntos por um diagrama:

A Ty o8 ¢

al hi cl

| 1
At L gt & o

Dizemos que o diagrama ¢ comutativo se bef = f'ea e

Definicao: Scja A um ancl, F,G,H A—mﬁdulos. Dizemos que a sequen-
cia: F il ¢ B H, onde { ¢ g sdo homomorfismo de A-modulos,

f(F) = g—l[U}, ou seja, a imagem da £ ¢ igual ao kerncl da g,

3
gxata
. . ~ io.on I g ~ h . =
Do mesmoe modo, a sequencia: E 5 F 3 G 5, He
A . g g .
exata se as sequencias: E . F % G c¢TF % G~>1H o forem,
Ohservagobes:
ay 0 - E £ F € exata sc, e somente se¢, f & injetiva.
:E. - Ed - .
b} E L F L 0 e exata se, e somente se, £ € sobrejetiva.

c} 0 5 [ £ F ., 0 ¢ exata se, e somente se, £ & bijetiva.

d) Se F & um submddulo de E, entidoc a sequencia:
0 -F3EZR E/F - 0 &€ exata onde i e p sao respectivamente
injecao e sobrejecio canonicas.

e) Se f:L - F ¢ epimor{ismo, entdo a sequencia:

0 - ker £ » E - K = (0 ¢ exata.
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Q0 DIAGRAMA DA SERPENTE (I.2.1) [B] .

Seja o diagrama comutativo:

A =+ B = C-=>10
ja ib ic
0 - A" =B - (" onde as linhas sao exatas.

Entdo a sequencia:

ker a - ker b - ker ¢ - coker a - coker b - coker c & exata.

in

Observacao: Se 0 -~ E £ F&Gg~>0 8 exata, entao G F/E, pois o

diagrama:
0-EFE 5 F § F/E -0
bl g bg!
0 > E ? F = G T 0
g

e comutativo e as linhas exatas. Entao a sequencia:

g' induzida pela g

0 >0 > ker g' >0 > 0 > coker g' - 0 € exata. Logo, ker g' =

coker g' = 0, ou seja, g’ ¢ isomorfismo.

Definicio: 0 » £ 1 F & G . 0 exata & dita split se £(E) & um
fator direto de F (F = f(E)®C, C A-modulo).

Proposicao 1.2.2: Se 0 » E frgc-03 exata, entao 540 equi-

valentes as afirmagoes:

a} 0 » E~F > (G~ 0 & split.

[

b) Existe fle - E tal quc f]cf 1E'
) Existe glzG - I tal que gogq = lG‘

Demonstracao: [R] .
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Proposicao 1.2.3: Seja 0 -~ M' EM Xm0 exata, entao:

a) 0 = hom(M".N) ¥ nhom(M.N) %" hom(M',N) € exata para todo N
A-modulo, onde v*(f) = fov para todo f € hom(M" N} e u*{g) = gou
para todo g € hom(M,N}.

by 0 - hom{N,M") U hom{N,M) e hom(N,M") ¢ exata para todo N
A-modulo, onde v,{f) = vof para todo [ € hom(N,M) e u,{(g) = u-g
para todo g € hom(N,M'), ou seja, hom{ ,N) e hom(N, ) sao funtores
exatos a esquerda.

Demonstracao: [AM] .

Proposicdo I.2.4: S¢ 0 - M" - M -~ M"' -~ 0 & exata tal que M' e¢ M"

sao f.g., entio M é f.g. . Alem disso, se M'€ gerado por r elemen
tos, M" € gerado por n elementos, cntdo M pode ser gerado por
r+n elementos.

Demonstracao: Sabemos que M/f(M') = M" que é f.g. . Sejam

.., geradores de M/L(M') e sejam v cesV geradores de

g, 10
F(M"). Sem € M, entaom + f(M'") € M/f(M"), m + f(M") =

n

o

’—'.
b

e

+ (M"Y onde uso= X + f(M'), i=1,...,n. Entao,

T
a.x. =y € f(M), vy = 1 b.v. comb. € A, donde
171 j=1 i

—

r

a.x. + ¥ bov. . Logo, M pode ser gerado por X 0w X

171 j':l J] n

Bt oot 3

=
b—

Vis+-+:V,., OU seja, Mo t.og..
Proposigdo J.2.5: Se M' » M > M" > 0 ¢ exata, entao
EOM' — IE8M » E@M" - 0 & exata.

Demonstragao: [B].




S

{N 1 familias de

wel' Nylwew ©

A-modulos. Entao Mp - Nw - Pw ¢ cxata para todo w se, e somente
A v

3 < - . " Y
Proposicao 1.2.6: Sejam {Hw} P yew

s¢, M *ENW - HPN ¢ exata

W
Yy Vi
- 3 4 -
Demonstragao: Scjam M o - Nw ~ P, exatas para cada w, e seja
ki

s YN ¥T7P onde ul{m 1) = fu (m ) e v({n 3) = {v. (n.)?}.

W W W S Woow W WoowW
{nv} & ker v osc, ¢ somente se, {Vw(ﬂvj} = {0} sc, ¢ somente se,

3 2
vv[nyj = 0 para todo w sc, ¢ somente sc, n, € Im u, para todo w

¥ N
se, © somente sc, {nv} € Im u. Logo, ker v = Im u.

33

. 1 r - - .
S5e TIM Y In ¥ oup > exata M) restri-
Mw Vw w C exata, Como (uw,vw) e restri

¢do de {(u,v) entdo M~ N~ P_ ¢ exata para todo w.

Proposicao I.2.7: Seja {Mw} familia de A-modulos ¢ C' + C ~» ("> 0

sequéncia exata de A-mdodulos. Entao

H[MWNC‘) + H(MWQC) + H(MW®C”) + 0 @ exata.

Demonstracao: Segue do fato que M ®C' - M, RC ~ M ®C" -~ 0 & exata

para cada w e de (I1.2.6).

Corolario 1.2.8: (MW®C’J - [MWQC) *> (MW®C“j + 0 ¢ exata para
todo w se, e somente sc, '
0 » 1M BC"Y) » 0(M 8C) - 1M 8C'") -~ 0 ¢ exata.

W W W

Demonstracao: (1.2.06).

Proposicac I.2.9: Hth]n = [HMW]n para n finito.
Demonstracao: Basta delinir f:{HMw]n > H{Mw}n por
£ . m 1) = !

i([mwl.,...,{mwn;) ‘{mwl"“’mwn)}'
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Corolario 1.2.10: Seja M.}, oy uma familia de A-modulos e seja

T M; um A( ) -modulo f.g.. Entdo cada Mi € um A-modulo f.g..
i€l

. - 1 T k
i .. 1 . € M.
Alem disso, se iglMi e gerado por {mi}lEI" ,{ml}1EI onde my €My
para todo i€l e k=1,..,r, entao M, € gerado por mi,...,mi para
todo i € I.

Demonstracao: Por (I.1.3) temos uma sequéncia exata:

(A[I))n > T M, ~ 0 para algum n > 0. Logo, (A )(I) T I M~ 0
i1 1€l

& exata (1.2.9). Por (1.2.6), temos Al - Mi ~ 0 & exata para todo

i € I, dai Mi ¢ A-modulo f.g.. Para a segunda parte, claramente
j
i

. T = o

z Am; € M. por outro lado, se X € M., seja x = {x ).y My
j=1 i€l
onde X, = x ¢ X; = 0 se j # i. Logo,
S o 3 tadiind s alpd j
X = E {ai}{mi} = {_E 3 1} el onde ay € A, donde x = X, =

1=1 =1

T T A T :

2 alml € 3 Amd. Daf M, = I AmJ.
j=1 11 j=1 & i 5=1 1

Lema 1.2.11: Seja M um A-médulo gerado por n elementos. Entao MN,

o produto direto enumeravel de copias de M, pode ser geradc por

N -
n elementos como um A -modulo.

n
Demonstracao: Seja M = I Am;. Afirmamos que vy & gerado por
1=1 n
{ml},...,{m } pois se x € MN, X = {x.}e cada x. = ¥ a..m. onde
n 1 j=1 1]
n
25 5 € A. Logo, x = {x;} gy { E aijmj} = {ail}{m1}+ {aiz}{mz} +

+ ... + {a }{m } onde {a } € AN para tode j=1,...,n.



-11-

§3. MODULOS PLANOS E MODULOS PROJETIVOS

Proposicao 1.3.1: Scja E A-modulo. As scguintes propriecdades

sao cquivalentes:

a) Para tode ideal I de A, o homomorfismo Canonico

1,81:E@T - EOA ¢ injetivo

b) Pura todos M e M' A-modulos ¢ todo homomorfismo injetivo
viM' > M, o homomorfismo 1.@v:EBM' - E8M ¢ injetivo

¢) Para toda sequéncia exata de A-modulos e homomorfismos

M' ~ M- M', a scquéncia E@M' - E@M - E@M" & cxata

Demonstracgao: Bl .

Observacdo: Podemos tomar I f.g. em (&) de (1.3.1).

Definigdo: Um A-modulo E & dito plano se tem as propricdades

equivalentes de (I.3.1).

Proposigao 1.3.2: Seja A anel ¢ [ um A-modulo. Entao as seguintes

afirmagdes sao equivalentes:

a) E e plano.

e ot =1 le a. € E ¢ ¢, € A, entido cxiste
b} Se altl + .. iTTf } onde e E e Ty A, entao existem
& : T C 1= .. k=1, ..,
bl’ 'jhn E ¢ 1u]k} C A (i=1,...,n; k=1, ,r) tal que
il T
& = ‘E biujk e i.uiktk 0
1=1 k=1
r ) .
c¢) Se 7 a,t = l onde a, € E ¢ t,. € A (j=1,...,8) entao existie
k=1 kk k k
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bl""’bn € E e U € A (i=1,...,n; k=1,...,7) tal quec

n T
a, = Lb.a.p, e T u.,,t, . =10.
k j=1 1 ik w=1 kK]

Demonstragao: [C].

Definicao: Sejam P, M e N A-modulos e [, g homemorfismos. Dado
o diagrama: P
flg
M - N - 0 exata

Dizemos que P & um A-modulo projetivo, se existe homomorfismo

h:P - M tal que feh = g,

Proposicido I.3.3: Todo A-mdodulo livre € projetivo,

Demonstracao: Seja F = & A. um A-mdédulo livre e seja o diagrama:
1€T

F

‘g
M~ N= (0 exata

Como f & sobre, para cada i existe x, € M tal que

f(xi) = g(ei) onde Ei = (0,...,0,1.0,...,0), 1 na componente 1i.
Defino h:F - M por h({ai}iEI) = _E a,x, onde
iel
f(x.) = gfe.). foh({a.}. ..} = ¢ a.f(x.) = % a.gle.) = g({{a.}).
1 BLey i€l ier * 1 s€l 8L 1

Proposicao I.3.4: Seja P um A-modulo. As seguintes afirmagdes

sao equivalentes:

(1) P & projetivo.
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(2) Para todo A-module M, tal que M - P -~ 0 exata, existe
h:P >~ M tal que foh = 1,.
~ i -
(3) Toda sequencia cxata 0 - K » M 5 P -~ 0 e split.
{(4) Existe um A-modulo livre F tal quec
0 K~ F~=P~-=0 ¢& split.
(5) Existe {xi}iEI CPe {fi}iEI C hom(P,A) tal que para todo x
em ', x = Zfi[x]xi onde fi(x) = ( para quase todo 1.
Chamamos ({x.l},{f.l})iel um sistema coordenado proietivo de P.

(6) P & fator direto de um A-modulo livre (P®Q = L, L livre).

Demonstracao: {R].

Proposigap I.3.5: Se {P.} ¢ uma familia de A-modulos. entdo 9P, &

projetive se, e somente se, Pj € projetivo para todo 1.

Demonstracao: [R].

Definicdo: Dizemos que A & anel hereditario, se todo submédulo

de um A-modulo projetivo € projetivo.

Teorema I.3.60: As seguintes condigoes sao equivalentes:

1) A & anel hereditario.

2} Cada submddulo de um modulo projetive € projetivo e isomorfo
a uma soma direta de ideais de A.

3) Tedo ideal de A & projetivo.

Demonstracao: [CEl .
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Corolario I.3.7: Seja D um anel principal. Entdo tode submodulo

de um modulo livre € livre.

Demonstracao: Seja M um D-médulo livre e N um submodulo de M.

Como D & principal, todo ideal ¢ livre e portanto, projetivo,
Pclo tecorema anterior, temos que N ¢ isomorfo a uma soma direta
de idais de D. Como todo ideal de » € isomorfo a L, temos que N

¢ livre.,

Corolario 1.3.8: Seja D um anel principal. Entdo todo D-modulo

e livre.

Demonstracao: (I1.1.3) e (I.3.7).

Proposicao 1.3.9: Seja o diagrama (I) com as linhas e colunas

exatas e F, e F, projetivos 0 0
T f g )
0 +>P->Q >R~
1% Tty
F F
1 2
(1) 1 !
K X
p ! oy
0 0

Entao no diagrama comutative (II) as linhas e as colunas sao

cxatas ? 0 0
f f )
0-P > Q £ R-0
(I1) tty 1t 1t
0~ F - E,8F, > F, > 0
T S
0 - K, = K.@K, » X, = 0
2
Tl 1t 2 12
0 0 0



-15-

Pemonstracao: Como Fz ¢ projetivo, existe um homomorfismo

u:F, = Q tal que gou = t,. Definimos t:F1®P2 = Q por t(xl,xz]
f(tl{xl)) + u(x,) ondc x; € Ty, i=1,2. As verificacgdes que t €

bem definida, t ¢ epimorfismo e ker t = K,8K, sao rotina.
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§4. MODULOS FINITAMENTE APRESENTADOS

Definigao: A sequencia exata by - Llyg~E~0¢ dita apresentacao

do A-mbédulo E (apresentacdo finita) se Ly e L, sao A-modulos
livres (A-modulos livres f.g.).

bBizemos que E € (initamente apresentado, sc b

admite uma aprescntacao finita, e escrevemos E f.a..

Proposicdo I.4.1: Todo A-modulo admite uma apresentagao.

Demonstracdo: Seja E um A-mdédulo. Por (I.1.3) E = LO/FO onde LU

€ um A-mddulo livre. Seja u:ly = B homomorfismo tal que Fy = keru.

By = L]/Pl onde L, & um A-modulo livre. Seja viL, > F, homomorfis-
mo tal que F; = ker v. Tcmos entao o diagrama:

%

— " ‘I‘ u T
vt //ﬁ i
W= 1o Vv
- .

0 B Ly

Assim, Ly ¥ Ly = E -0 € uma apresentagac de E.

f.a. entdo ¢ f.g..

[P RY

Proposicao I1.4.2: (i) Se E

(ii) Se & & um A-médulo projetivo f.g. entdo €
f.a..

Demonstracdo: (i) Por definigao, temos uma sequencia exata:

) Y Ly 3 E > ¢ onde Ly e L, sao A-modulos livres f.g.. Como u €

sobrejetiva, temos que E é f.g..

IJ
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(ii) Como E € A-modulo projetivo f.g.. por (I1.3.4)
existe L, A-modulo livre f.g. tal que a sequéncia
0~ ker u ~ L0 SE-0é spiit, ou seja, existe v:E ~ L, tal que
Ly = ker u}®v(E). Como L, e v(E) sdo f.g. entdo ker u ¢ f.g..
Entdo por (I.1.3), ker u = Ll/Fl onde L, ¢ livre f.g.. Logo,
Ly =Ly > E~>0 ¢ uma apresentacao finita de E.
Em geral, um A-modulo f.g. - nio & f.a., por cxemplo
Seja A = F[Xl,xz,... ] anel dos polinemiocs com infinitas indeter
minadas sobre-um corpo F. I = (Xl,xz,...> ideal de A e A/I
A-médulo ciclico. A/I & A-médulo f.g. mas ndo & f.a. pois caso
contrario, seja a scqueéencia exata: 0 - T - A~ A/T - 0. Pela

proposicdo a seguir, I seria f.g. o que ¢ uma contradigao.

Proposic¢ido 1.4.3: Seja E A-mOdulo f.a. e 0 - F L gBE~ 0 exata

onde G ¢ f.g.. Entdo F & {.g.

~ ) - . T R
Demonstracao: Seja a sequencia L1 -+ L0 - L - 0 exata conm L1 e LU
livres f.g. (E e f.a.). Queremos encontrar u:LU - G e V:L1 > T e

by 5
obter o diagrama: Ll e L0 - E > 0

Seja o diagrama: LO
s
cREE-o
Sendo L, livre, entao ¢ projetivo, logo, existe u:lLy = G tal quc

pru = s. Mostremos que uarLLlj C Ker p: Seja x € uar{Ll].
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Entdo existe t & Ll tal que x = uer(t). p{x) = peuer(t) = sor(t)=

0. Como F = Im j = ker p, temos: L]
luer

F i ker p -» { exata

Sendo L, livre, logo, prejetivo, existe v:L1 - F tal que jev = uer,

1
Pelo diagrama acima ¢ aplicando o diagrama da

scrpente (1.2.1), temos 0 = ker 1, = coker v = coker 1, = 0 é

exata. Entao coker v = coker u = G/u(ly}; como G ¢ f.g. temos

coker v f.g.. Como a sequencia 0 - V{Llj - F = coker v > U

& cxata e V(Llj c coker v sdo f.g., temos por (I.2.4) que F ¢ f.g..

Proposicao I.4.4: K & f.a. se, e somente se, existe uma sequen-

cia exata 0 > S > L, > E ~ 0 onde § € A-modulo f.g. e Ly € livre

f.g..

. - - = : u o .
Demonstracdo : Se E e f.a. entao existe Ll - L0 - E - 0 exata,

onde LU e L1 sao livres f.g.. Seja S = ker v. Entao , a sequéncia

0> 5 =1Ly~ E~ 0 € exata. Como LO & f.g., por (1.4.3), §$ ¢ f.g..

Se §$ ¢ f.g., por {(I.1.3), S = L]/F] com L1 livre
u v -
—

f.g.. Entao temos: L, Ly =0
oA
prgi
/r.‘ ., .
0 0
onde p ¢ homomorfismo com ker p = F] e u = iep.
Proposigao 1.4.5: Scjanm Ti, i=1,2 ideais f.a. ¢ | = I+ 1.

-

Entao I € f.a. sc¢, ¢ somente se, Lynt, & fog..



~10-

Demonstracao: Sejam 0 — Ki - F.

i=1,2 onde os Fi sao livres f.g.

- Ii + ( seuqencias exatas,

. Seja t = Fl@FZ. Podemos ter o

scguinte diagrama comutativo com as linhas exatas:

. f1 7
K1®K2 - I - Il@Iz 0
S I 5 by
0 - K -+ [ - i - 0
onde hZLxI + X2) = Kyt Xy, X €

hplyp *ypd =¥+ yy. vy € Ky
temos que IlﬂI2 = ker h2 = coker

injetivo, logo Ilﬂlj = K/(K1@K2)

Agora, se I e f.a.
Por outro lado, sec
{f.g.. {Como os L sao f.a. temos

f.g.. Portanto K &€ f.g. (I1.4.3),

Teorema I1.4.6: Todo A-modulo ¢ o

Demonstracgao: I[NK}.

li; 87 = h K = ker g, ©

2" B>
Pelo diagrama da serpente{l.2.1),
hl = K/hI{K1®K2). Como h1 e

entdo K ¢ f.g. , logo I,NI, e

LORY

IlﬂTz e f.g. entao K/(Kl@Kz]
que Ki sao f.g., logo, Kl@Kz e

dai T e f.a..

limite direto de A-modulos f.a..
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§5. HOMOLOGIA

Definicao: Seja ... = X=X ;= ...~ Xl > Xy = M~ 0 sequencia
exata onde os X. sao A-modulos projetives, i > 0. Entao dizemos

que a sequéncia ¢ uma resolugdo projetiva do A-modulo M.

Definigao: Seja A um anel ¢ M um A-modulo. Dizemos que a dimensdo

homoldgica (dimensdo projetiva) de M: hd(M) é o menor n > 0 tal

que existe uma resolugao projetiva:

0 - e Py > Py > M~ 0.

hd(M) = = se ndo existe tal n finito.

Exemplo: hd(M) = 0 se, e somente se, M & projetivo.

Definicao: A dimensio global do anel A & dada por gldim(A) =

suphd (M} onde M é A-mddulo.
M

Teorema I.5.1:{Hilbert-Syzugies) Para um anel A comutativo,

gldim{A[x]) )} = gldim(A} + 1.

Demonstracao: [K,].

=

Teorema I.5.2:(Auslander) Para um anel A temos:

gldim(A) = sup{hd(A/I) : I ideal de Al.

Demonstracao: f[R].
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Corolario 1.5.3: Se A e principal, entao gldim(A) < 1 e

gldim(A[x)) < 2.

Demonstracao: Seja I ideal de A. Entao a sequencia

0 -1+ A~>A/T » 0 ¢ cxata. Como I # A, T & livre, portanto

projetivo. Pelo teorema anterior, gldim(A} < 1.

Teorema [.5.4:(Lema de Schanuel) Sejam as sequencias cxatas:

0 - K, =P, -~ M, >0

1 1 i
0 - KZ -+ P2 - MZ = 0
onde P, e P, sao prejetivos e M, = M, .

Entao K1®P2 = K2®Pl.

Demonstracao: [Ké}.

d

- n-1
Corolarioc I.5.5: Dados 0 = P_ - % - ... >P P -+ M -0
St n n-1 1 i\ 1
n- ~ .
c 0 - Tn - Tn_1 > oLl T1 - T0 - Mz - {0 sequenclas exatas
onde pO""’Pn—l’TO""’Tn—l sao projetivos e M1= M2° Entao

existem P e T A-médulos projetivos tais que P 8T = T ©P. Além
disso, Pn € projetivo se, e somcnte se, Tn ¢ projetivo.

Demonstracao: [Rl.

Corolario 1.5.6: A dimensdoc homoldgica de um ideal proprio de A

€ estritamente menor que a dimensao global de A, se gldim(A) < =

Demonstracao: Seja 1 um ideal proprio de A. Suponhamos que

hd(I) = gidim(A) = n. Temos as secqueéncias exatas:
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0

{
t
J = Pn o, *Pl =P, 10

0
1i
A
D
A/T

4
0

onde 1 ¢ p sao respectivamente injecdo e projecdo canodnicas.
Entao temos uma scqucncia exata:
T
0 - K -+ P > ... > P =P A A - 0 onde K = ker d
n-2 n-2 1 0~ /1 n-2 n-2
—_

n-2 7 Py« Como gldim(A) = n, temos

01 = 0Ty~ A/I - 0 resolugao projetiva de A/I, entao,

por(I.5.5), temos que K, € projetivo, dai n = hd(I) < n-1, o

que & uma contradigdo.

Corolario I.5.7: S¢ F & um A-mSdulo projetivo e f:F - L homomor-

fismo de A-modulos, entao hd{F) € menor que hd(f(F)).

Demonstracao: Temos 0 + ker £ - F » f£(F) » 0 exata e fazemos como

na demonstracao de (I1.5.6).

Definigéo: Seja uma resclucao projetiva de M:

n-1 dg t . -
+ X+ X oo X0 Xoo» Mo 0, N um A-modulec a esquer
n n-1 1 0 -
da ¢ @N produto tensorial a direita. Temos a sequéncia exata:
+ X &N - X BN > ... » X,ON > X.8N > MBN - 0
n n-1 1 0
LAy det o
1010(M,N) e {RUSN)/Im(dOQIN)

[t ¢!

. A, () _
Forn(M,N] kgl[dn_l@lN}/Tm(dHQlN)
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Proposicdo 1.5.8: Torh(limA,,B) = limTorh(a,.B).

Demonstracgao:{ KN}

Teorema 1.5.9: Se 0 =~ M" > M= M" - 0 & uma sequéncia cxata de

A-médulos, entdo ... - Tor?(h”,N) - Tor?(m',w) - Tor?(M,N] >
Tor?(M”,N) ~ M'ON - MON - MU@N - 0 & oxata.

Demonstracao: {B].

Proposicao I.5.10: As seguintes afirmagoes sao equivalentes,

para o A-mdodulo N:

1) N & plano.

2) Tor(A/I,N) = 0 para todo ideal f.g. I de A.

3) Tori[M,N) = 0 para todo A~modulo M e n > 0,

4 TorT(N,A/I) 0 para todo ideal f.g. I de A.
5) Torﬁ(N,M) = 0 para todo A-modulo M e n > O.

Demonstracao: [B].

Corolario 1.5.11:N ¢ planoc se, ¢ somente se, Tor?(N,M) = ( para

todo A-modulo f.a. M.

Demonstracao: Basta mostrar Tor?{N,B) = () para todo A-médulo B.

Por (I.4.6), B = limB, onde B & f.a., logo, Tor (N ,1imB) = 0

k
(I.5.8).

Definigdo: Seja N um A-modulo. Definimos dimensdo plano (fraca)

de N: £d(N) = infin : Torﬁ+1(M,N) = ( para todo A-mddulo M}.
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Lema I.5.12: fd(N) 0 se, ¢ somente se, N & A-module plano.

Demonstracao: Se N & A-module plano, por (I1.5.10) fd(N) = 0.

Por outro lado, se 0 - M' = M - M" - 0 & uma
sequéncia exata de A-mddulos, como fd(N) = 0, temos:
Tor?(M”,N} = 0; por (I.5.9) temos
0 = Tor?[M”,N) > M'®N > MBN ~ M"@®N - 0 exata. Dai N ¢ A-plano por

(1.3.1).

Proposicdo 1.5.13: £d(N) = inf{n : Torh, (A/I,N) = 0 para todo

ideal f.g. I de Aj.

Demonstracao: [CE].

Definicao: A dimensao Tor (fraca) de um anel A:

Tordim{A) = sup{fd(N) : N € um A-mddulo].
N

Observacao: Tordim{(A) = 0 sc, e somentc sc, todo A-modulo e plano.

Proposicao I.5.14: Tordim(A) = sup{fd(A/I} : I idecal f.g. de A},

Demonstracao: {R].

Corolario I.5.15: Tordim(A) = infin : Torﬁ+][A/I:A/J) =0, I e J

ideais f.g. de A},

Demonstracao: Tordim(A} > fd(A/J) por (I.5.14),

fd(A/J) = infin : Torﬁ+l[A/T,A/J) = 0 para todo ideal f.g. Il
por {I.5.13). Logo Tordim{A) > infin : Torﬁ+][A/1,A/J) = (0 para

todos ideais f.g. I,J1.
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Por ocutro lado, se¢ Torﬁ+{A/I,A/J) = {} para todos
ideais f.g. I,J, entio Torﬁ+1(M,A/J) = 0 para todo A-modulo M e
todo ideal f.g. J, por (I.5.10). Logo, fd(M} < n para todo

A-modulo M. Dai, Tordim(A) < n.
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§6. ANEIS NOETHERIANOS

Proposigde I.6.1: Secja P um conjunto parcialmente ordenado pela

relagao < (isto ¢, < & reflexiva, transitiva e se X <y € ¥y < X
ao mesmo tempo, entdo x = y). As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

i) Toda sequéncia crescente x; < X, < ... em P € estacionaria.
ii)Todo subconjunto nac vazioc de P tem um ¢lemento maximal.

Demonstracao: [A-M].

Definicdo: Um A-mdodulo M satisfazendo uma das condig¢ses anterio-

res & dito noetheriano, considerando a ordem dada pela inclusao

e P o conjunto dos submédulos de M,

Exemplos: 1) Um grupo abeliano finito (como Z-médulo, Z o anel
dos inteiros}).

2} O anel Z (como Z-modulo).

3} ¢ ancl K[x] (K corpo e x indetcrminada).

4) 0 anel de polinomios K[Xl,xz,... 1 em um nGmero infinito de
indeterminadas nic ¢ noetherianoc: a sequencia de ideais:

) € &xy,xp) © ... € estritamente crescente.

1 -

Proposicaoc 1.6.2: M ¢ um A-mddulo noetherianc se, ¢ somente se,

todo submodulo de M € f.g..

Demonstracao: [A-M].
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Proposicao 1.6.3: Seja 0 - M' » M - M" -~ 0 sequéncia exata de

A-modulos. Entdao M ¢ noctheriano se, ¢ somente se, M' e M" sao
noetherianos.

Demonstracao: [A-M].

Corplario I1.6.4: Se M, (1< o A-mddulos noetherianos,

Py
H
A
oo
st
tn
i

- 1n -
entao ® M. tambem o c.
i=1

Demonstracao: [A-Mj.

Definigdo: Um anel A € dito noetheriano se satisfaz uma das trés
condigoes equivalentes:

1) Todo conjunto nao vazio de ideais de A tem elemento maximal.
2) Toda sequéncia crescente de ideais de A € estacionaria.

3) Todo ideal de A € f.g..

Exemplos: 1) o anel Z dos inteiros.

2} Tode anel principal € noetheriano.

Proposicao I1.6.5: Seja A um anel noetheriano, I um ideal de A.

Entao A/I & anel noetheriano.

Demonstracdo: Como a sequencia 0 - I - A > A/I ~ 0 € exata, entdo

por (I1.0.3), A/I & noetheriano como A-mdodulo, entdo, & noetheriano

como um AfI - modulo.
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Proposicdo 1.6.6: Seja A um anel noctheriano ¢ M um A-modulof.g..

Entao M e noetheriano.

Demonstragdo: [A-M].

Teorema 1.6.7:(Tecrema da base de Hilbert) Se A ¢ um ancl noethec

riano, entdo o ancl dos polinomios A [x] ¢ noctheriano.

Demonstracgao: [A-M].

Corolario 1.6.8: Se A & noetheriano, entdo A Xyo--eaXy] € noethe

riano.

Demonstragao: Por indugao e por (1.6.7).

Lema 1.6.9: Seja {Mw}wew uma familia de A-modulos e seja C um

A-modulo f.g. e f:[HMw)QC—* H[Mwﬁc) com f({mw}Sc) = {mw®c}.
Entio f € epimorfismo.

Demonstracao: Como C & f.g. podemos tomar a sequencia exata:

0 - K - A" - C » o. Entao ngK > Mw@An > Mw®C + (0 & exata para

cada w (1.2.5). Temos que I(M 8A™) = n(M )" ¢ (v yen” = (M )"

I

Por (I.2.9) temos entao, H(MwﬁAn) (HMw)ﬁﬂn. Seja o diagrama

comutativo:

0

|
0 ker f
1 {

4 n — —* 3 :
(HMN)QK (HMW)QA (HMW)QC 0 exata
! V (1.2.8)
- - n =110 > : :
0 ~n(M 8K) H(MW?A ) HLMW?C} 0 exata

0 coker £
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Pelo diagrama da serpente, coker F = 0, ou seja, £ & epimorfismo.

Lema I.6.10: Se A ¢ anel noetheriano ¢ C um A-médulo f.g. (ou C

& um A-modulo f.a., A € anel qualquer), entdoc f definida como en
(1.6.9) e isomorfismo.

- - . n = = .
Demonstracao: Como A ¢ noetheriano, A7 € um A-modulo noetheriano

(I.6.4), logo X é& f.g. (1.6.2) (se C &€ f.a. entao K & f.g. por
(I.4.4)) entaoc g:(nM )8K ~ H[Mw@K) & epimorfismo (1.6.9). Dai,
pelo diagrama da serpente, ker f = 0. Como f & epimorfismo (1.6.9),

f & isomorfismo.

Teorema I.6.11: Seja A anel noetheriano. Entaoc HMW € plano se, ¢
somente se, M_ ¢ plano para todo w.

Demonstracdo: Seja 0 » I » A exata onde I € ideal f.g. de A.

Entao Mw e A-plano para todo w se¢, e somente se, 0 -+ Mw®1 > MWGA
¢ exata para todo w se, e somente se, 0 - H(Mwﬁl) - H[MW®A) &
exata (I.2.6) se, e somente se, 0 - (HMW)®I -+ (HMW)QA € exata

{1.6.10) se, e somente se, M, & A-plano.

Teorema I.6.12: Num anel noetherianc, cada ideal f.g. & f.a..

Demonstracao: Seja A anel noetheriano e I ideal de A gerado por

@ysree,d Seja F um A-modulo livre com base x S - e £:¥ » 1

1°°

homomor{ismo tal que f(xi) = a., i=l,...,n. Entao, a sequencia

n’

0 > ker f + F > 1~ 0 & exata. Por {[.6.4) F é A-mddulo noetheri

ano. Por (I1.6.2) ker £ é f.g.. Bntdc, por (I.4.4) I ¢ f.a..
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§7. MODULOS TOR(AO LIVRE E ANEIS DE VALORIZACAO

Definicao: Seja A um dominio e M um A-modulo. x &€ M & um elemen

to de torgac se (0:x) # 0. T(M) = {x €M : x & um elemento de

torgdo} & dito submddulo de torgao de M. Se T(M) = 0, M ¢é dito

torcao livre.

Notacdo: Se A & um ancl local ( se tem um Unico ideal maximal)

seu ideal maximal serda denotado por m(A).

Definigao: Sejam A e B anéis locais. Diz-se que B domina A, se

A & um subanel de B e m(A) = Arm(B)}.

Teorema I.7.1: Seja K um corpo e V um subabel de K. As seguintes

condi¢oes sao equivalentes:

a) V & um elemento maximal do conjunto dos subaneis locais de K
sendo este conjunto ordenado pela relacac "B domina A" entre A

e B.

b) Existe um corpo algebricamente fechado L e um homomorfismo h
de V em L que &€ maximal no conjunto dos homomor{ismos dos subanéis
de K em L, ordenado pecla relagao 'g ¢ uma cxtensao de £ entre

f e g.

¢) Se x ¢ K-V, entao x 1 e v,

d) O corpo de fragoes de V € K e o conjunto dos ideais principais

de V & totalmente ordenado pela relacao de inclusao.
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e) 0 corpo de fragoes de V & X ¢ o conjunto dos ideais de V é

totalmente ordenado pela relacao de inclusao.

Demonstragao: [B}.

Definigado: Na notagao do teorema anterior, V € chamado anel de

valorizagéio para o corpo K. Um anel € dito de valorizacag se &

dominio e € um anel de valorizacao para o seu corpo de fracgdes.

Proposicao I.7.2: Seja A um anel de valorizacdo. Cada A-modulo

f.g. torgao-livre &€ livre. Cada ideal f.g. de A & principal. Cada
A-modulo torgac-livre & plano.

Demonstracao: [B}.

Proposicao I.7.3: Num anel de valorizacdo, a intersegao de dois

ideais f.g. (entac principais) ¢ principal.

Demonstracaoc: Seja V anel de valorizagao, I e J ideais f.g. de V.

Por (I.7.1-(e)), temos T € J ou J C I. Logo, INJ =1 ou InJ = J

que sao principais.

Lema I.7.4: Seja K um submddulo livre de um A-module livre f.g.

que € gerado por r elementos. Entdo K & gerado, mno maximo, por T

elementos.
- . - -y - 2T P
Demonstragao: Seja K = A" submédulo de L = AY. Como a sequencia
r n - n i - . -
A" > A7 » 0 e exata, A" e gerado por, no maximo r c¢lementos, ou

seja, n <r
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Lema 1.7.5: Seja A um dominio, M um A-modulo torcdo livre e f um
homomorfismo de A' enm M, £ # 0. Entdo ker f é isomorfoc a um submg
dulo de um A-modulo livre gerado por r-1 elementos.

Demonstracao: Scia {ei} i=1,...,r uma base de AY. Como f # 0,

entao existe algum kK tal que f(ek) £ 0. Seja ATV submddulo livre

de AT gerado pelos e.
1

oG gy O Seja p a projecao de
AT sobre A'TF tal quc p(ei] = ¢, sc L7k, p(ek) = 0. [ suficien-

-]

te mostrar que a restrigao p' = p Koy ¢ ker £ > A ¢ injetiva:

se X € ker p', entaoc x & da forma x = aey onde a € A. Se x€ker f,

entao 0 flae,) = af(e; ). Como f(ck} #0 e M & torgdo livre,

entdao a 0 e x = ae, = 0,
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CAPITULO It

ANEIS COERENTES

§1. ANEIS COERENTES

Aqui, definiremos anéis coerentes, que podem ser
vistos como generalizagdo de anéis notherianos. Daremos também
algumas equival@ncias que sugerem que anel coerente pode ser
definido de diversas maneiras de acordo com o que se pretende

utilizar.

Definigao: Dizemos que o anel A ¢ coerente, sc¢ todo ideal f.g.

e f.a. .

Proposicao II1.1.1: Todo ancl noetheriano & cocrentc.

Demonstracao: (I.0.12)

Observacao: Veremos mais adiante s Kl X, X, mns ¢ c
¢ em : que K 19Xp0 - ] oerente,

mas nao & noetheriano, onde K & noetheriano ou corpo.

Teorema IT.1.2: Para um anel A, as seguintcs afirmagoes sao

cquivalentes:

a) Todo produto direto de A-modulos planos ¢ plano.

b) O produto direto de cada familia de cépias de A & plano

como um A-modulo.
c) Cada submddulo f.g. dc um A-médulo livre ¢ f.a.
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Demonstracao:

(a-b) Claro, pois A & A-plano.
(boc) Seja G um A-modulo livre e seja L um submédulo f.g. de G.

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que G € f.g.,
S

G = A" = {[yl,yz,...,ys) : yiEA, 1=1,...,s}. Seja L = {uy, .o mp)
onde U = (ykl,...,yksj. Seja F um A-modulo livre com base
Xqoe e X . Defino o epimorfisme {:F - L por f[xk) = u ©
K = ker f. Entdo temos a sequencia exata: 0 - X i F { L - 0,
onde F & livre f.g.. Resta provar que K & f.g..
Para cada w€K seja At uma copia de A. Defino
R =1 A(w). Para cada weK, w = al(w)xl + ... *a_{(wlx_, onde
weK R .
ai[w)EA, i=l,..,r. 0 = f(w) = al(w)u1 + .. F ar(w)ur, ou seja,
kilak(w)ykj = 0 para l<j<s.

seja a, = (0,...,O,ak(w),o,...,O)eR onde ak(w) esta

na componente w do produto direto. Analogamente, se temos w',w',

T T
elementos de K, w' = kilak(w }xk, w' = kilak(w )xk,...
Tgmando Ek = (ak(w'),ak(w”),...,ak(w),... }, temos
Poayyy o

Por hipotese, R &€ um A-modulo plano. Entao existem

b ...,bn elementos de R e {u, } C A (l<i<n,l<k<r] tal que

1 k
— r .I‘

a, = T b.u. -

k i=1 1, e kiluiyykf 0 (1.3.2}.

T <~ ) T
Tomando Z. T I ug kaF para i=1,...,n, entao f(zq]= T u.ow = 0
: k=1 k - k=1 "k
o -
Entao, Zys o N K.
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Como hiER, scja hi(w)EA, a componente w de hi' Visto

_ _ n
que a, = h.u_.JL , temos ak(w) = I bi[w)ui = ak(w] para

1tk i=1 k

g (‘f]bi(wJui ]xk =

o1 e

i
T
k=1,...,r ¢ w€K., Como w = I ak(w)xk
k=1 k=1 i=1
n T n
3o(b.{(w) £ u. X.) = I b.(w)z. entao z.,...,2_ geram K. Logo,
121 .1 k=1 ‘K k jo1 1 i 1 n

K¢ f.g..
(c»a) Seja {Rw} uma familia de A-modulos planos e R = mR, . Se
Torl(R,C) = 0 para tudo A-modulo f.a. C, entac R & plano (I.5.11)Para
ver isto, seja C um A-modulo f.a.. Logo, temos uma Sequéncia cxata
(I.4.4) 0 » K » F » C > 0 com K A-médulo f.g., F A-modulo livre
f.g.. Por (I.2.5),(1.2.8) ¢ (1.6.9) temos o secguinte diagrama
comutativo:

R®K -+ ROF + R&C - 0 exata

bty bt bt

() +H[RW®K} +ﬁ[Rw®F) *ﬂ(Rw@C) -~ ( exata

n n

Como RGF = RBAT = (rea)™

It

Lo~ n - n o, .
RV e RW®I = RWQA (R ) tcemos:

W
tF:Rn - H[Rw]n isomorfismo ¢ te & isomorfismo (I.6.10).

Como K & um submodulo f.g. de um A-modulo livre F,
entio K & f.a. e novamente por (I.6.10), temos que ty ¢ um

isomorfismo. Como o diagrama é comutativo, entao a sequencia

It

0 - ROGK » ROF » RBC ~ 0 & exata. Dai, Torl[R,C) 0 (I.5.9)

Claramente, a condigao (c)} do teorema II.1.Z2

implica que A € coerente. Por outro lado, temos:
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Teorema I1.1.3: Se um anel A € coerente, entao o produto direto

de cada familia de copias de A € plano como um A-mdédulo.

Demonstracao: Seja {A(w)}wew uma familia de copias de A ¢ ING2ET

para todo wEW e R = HA(W). Suponhamos que a + ...+ oa = {

lyl ryr

onde a ER e y, €A, I<k<r. Seja I ideal de A gerado por y,,...,y

L

I

F um A-modulo livre com base XyseuenX € f:F - I o epimorfismo

definido por f(x ) =y e X = ker f. Por hipdtese, K & f.g..

=

L. X5 .
k=1 iy K

Sejam ZysernaZy geradores de K e escrevemos 2, = 5
& a componente

Tomando uf{w) = al{w)xl + ...+ ar(w)xT onde ai[w)
w de as, i=l,...,r, temos que {(uf{w)) = al(w)y1 + ... F ar(w}yTZO.
Logo, u(w)€K para todo wE€EW. Entdo existem bi(w)EA, i=1,...,r,

n n

r
tal que u{w) = & b.(w)z. = t (
i=1 * Lok=1 i=

[

2

a, (w)x, para
=1 Kk k

lbi(w)uik}xk =

todo weWw.

il

Entao a, = ¥ b.ou, k=l,....r, b,

iop 1oy i

I U,y = £(z;) = 0 para 1<izn, visto que z.€K. Logo, R S
plano (I.3.2).

(...,bi(w],...)
T
e

0s seguintes resultados dao mais informagoes sobre
anel coerente a respeito de ideais f.g. em A, Vames comegar com

a seguinte definicgao:

Definicac: Seja A um anel, I um ideal de A e M um subconjunto

de A. (I:M) = ¢réA : vM c I} @& chamado ideal quogiente e € um

ideal de A.
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Do mesmo modo, sc¢ aeA, podemos deflinir:
(I:a} = {r€A : ra€l} = (I:{a))

(0:M) & chamado o anulador de M.

Jbema [I1.1.4: Seja A um anel, I um ideal de A e {Mt} uma familia

de subconjuntos de A. Se M = UM, entao (I:M) = N{I:M ).

Demonstragao: Seja x&(I:M). Entao xM € I. Como M = UMt’ temos

xM € I para todo t. Logo, xEﬁ(I:Mt).
Por outro lado, se XEO(I:Mt), temos xMt C I para

todo t. Logo xM € T, ou seja, x€(I:M).

Lema II.1.5: Seja I = Aal + ...t Aan um ideal do anel A. Tomemos a€A,

J =1+ Aa e seja F um A-modulo livre com bhasc X aewe X X

Definimos um homomorfismo f:F = J por f(xi) = da,, para i=1,...,n

e f[xn+l} = a. Seja K = ker f e seja F' = Axl + ... f Axn CFe
K' = KNF'., Entdo existe um homomorfismo g:K — (I:a) tal que
ker g = K'.

lDemonstracao: Seja u = hlxl + ... + D elemento de K. Entaoc

n+1xn+1

0 = f{u) = bla1 + ... +Db a e entao bn+1€(1:a}. Definindo

n+1

g:K = (I:a) por g(u) =050 temos g(u) = 0 sc, e somente se,

n+l

ueKNF" {ou seja, se, e somente se, bn+:|_ = 0).

Teorema IT1.1.6: A & um anel coerente sc, e somente se, para todo

ideal I f.g. de A, (I:a) & f.g. para cada a€eA.
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Demonstracao: Seja A coerente, I = {al,...,an> ideal f.g. de A e

a€A. Seja J = 1 + Aa. Consideremos a seguinte sequéncia exata

0 >k ~>F 53 50 onde F & um A-mddulo livre com base Xy,...,X .y €

f(xi) = a; para i=1l,...,n e f{x = a e K = ker £, Por (I1.1.5),

n+1]

temos um homomorfismo g:K - (I:a). Afirmamos que g & cpimorfismo,
n

pois para ré&(I:a), ou seja, ra€l, logo ra = I R Seja
i=1
= -1 —_ - Y " Y =L = 3 -4 = -
u ryXy cee Xyt TX F. Como f(u) 0, entao u€k e
g(u) = r. Agora, como A & coerente e J & f.g., entdo J & f.a. dail,

-

K é f.g.. Portanto (I:a) = K/ker g € f.g.

Por outro lado, seja 1 Aa, + ... + Aan ideal f.g.

1
em A. Se n = 1, temos a sequeéncia 0 - [U:al) - A - Aal - 0 exata.
Entao I e f.a.

Aplicando inducgao sobrc n, supomos a implicacao
verdadelra para todo k=<n, k>l.

Seja F um A-mddulo livre com base Xpawee- X @ seja
o epimorfismo £:F - I com f[xi] = a4 . Seja K = ker f e seja
o= Aal + ... F Aan_l

KNF., Por (II.1.5), as seguintes sequencias sao exatas:

I, F' = Axl .. Axn_1 Cte

H

K
g »K'" > F" >I" >0, 0 =K' > K~ (I':an) - 0. Por hipotese,

(I':a ) & f.g. e por indugdo K' & f.g.. Como a segunda sequéncia
¢ exata, e por (1.2.4), K & f.g.. Como 0 -~ K - F -1 ~» 0 & exata,

temos que I & f.a..
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Teorema II1.1.7: A & anel cocrente se, e somente se, (0:a) & ideal

f.g. para cada a€A e a intersegao dc cada dois idecais f.g. de A
¢ tambem f.g..

Demonstracio: Seja a sequéncia exata 0 — (0:a) »~ A~ Aa ~ 0. Se¢

A & cocrente, entdo Aa & f.a. ¢ (0:a) ¢ f.g.. Sejam I, e 1,
idcais f.g. de A e I = Il + 12. Tomando A cocrente, I, I, e 12
sao f.a.. Bntdo, por (I.4.5) I,NI, ¢ f.g..

Por outro lado, scja 1 = Aal + ..t Aun ideal [.g.

i

de A. Sen = 1 temos a scqueéncia exata 0 ~ (0:a;) = A~ Aaj~ 0.
Como [O:al) ¢ f.g. temos Aal f.a.. Fazendo indugao sobre n,

suponhamos que a implicagao vale para k<n, k>1.

Seja 11 = Aal too.. F Aan_1 e 12

sao f.a.. Visto que Ilﬁlz ¢ f.g., temos, por

Aa_. Por hipdtese

de inducao, I1 e I

(I.4.5) que I e f.a..

[

Teorcma I1I1.1.8: Um anel A & cocrente se, ¢ somente sec¢, para todo

A-modulo livre F f.g. e para todo homomorfismo £:J' — A, o kernel
da { ¢ um A-modulo {.g..

Demonstracdo: Seja A coerente ¢ f:F — A homomorfismo onde F € um

A-médule livre f.g.. logo, temos que £(F) & um ideal f.g. de A,
portantoe f(F) & f.a.. Como 0 ~ ker £ = F ~ A~ 0 ¢ exata, temos
ker £ f.g. {I.4.4}. Por outro lado, sc I é ideal {.g. de A, scja

I A-mddulo livre f.g. e f:TF - A homomorfismo tal que f(F} = I.

Se ker f é f.g. entdao I é f.a. e A & coerente.
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Temos © sumario:

Teorema 11.1,9: Para um anel A, as seguintes afirmagoes sao

cquivalentes:

a)
b)
)

d)
e)

£)

g)

A & coerente.

Todo produto direto de A-mddulos planos ¢ plano.

0 produto direto de cada familia de cOpias de A & plano como

um A-modulo.

Cada submddulo f.g. de um A-modulo livre & f.a..

Se T & um ideal f.g. de A, entao (I:a) & f.g. para todo a€A.

(0:a) € ideal

dois ideais f.

f.g. de A para todo a€A e a intersecaoc de cada

g. de A tambem & f.g..

Para todo A-modulo livre [ f.g. e para todo homomorf{ismo

£:F » A, o kernel da f & um A-médulo f.g..

Demonstracgdo: (b

(d
(a
(a
(a
{a

e c e d) (I1.1.2).
-~ a} Claro.,

« e} (IT.1.6).

o £) (II.1.7).

e g) (I1.1.8).

> ¢) (I1.1.3).

Observacio: Na condigdo f podemos mudar a segunda condigao por:

"sg intersegdo de um ideal principal por um f.g. e f.g.'".



~41-

Proposicao II.1.10: Todo anel de valorizacao € cocrcnte.

Demonstracdo: Seja A um anel de valorizagdo. Por definigao, A €

-

{A(w)} uma familia de copias de A. Entéo'ﬂﬂ(w) ¢

dominio. Seja
torgao livre, portanto, um A-modulo plano (I1.7.2). Logo, por

(I1.1.9-(c)), A & coerente.

Proposicao IT.1.11: Seja A um anel tal que AN, o produtoc direto

enumeravel de copias de A seja um anel coerente., Entao A € ancl
coerente,

Demonstragao: Seja £:A" > A um homomorfismo de A-mbdulos. Temos

entdo 0 - ker £ - A" » A - exata. Por (I.2.6). temos que

0 - (ker f]N > @n)N > AN E exata e por (I1.2.9)

- -~ . N -
N € uma sequencia exata de A '-modulos.

0 » (ker £)N > (A" - 4
Como AN e coerente, temos que (ker f)N e AN~m6du10 f.g. e por

(1.2.10) ker £ € f.g..
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§ 2. MODULOS COERENTES

Definicdo: Um A-mddulo & dito coerente, se & f.g. ¢ todo submodulo

f.g. e f.a..

Proposigado I1.2.1: Scja A um ancl coerente. Entao, todo A-modulo

livre f.g. & coerente.

Demonstracao: (IT.1.9-(d}).

Proposicde I1.2.2: A soma direta de dois modulos coerentes €

coerente. 0 quociente de um mddulo coerente por um submédulo f.g.

g um modulo coerente.

Demonstracao: Sejam Ml e M, modulos coerentes e M = M Se

2 1727
N C MlQMz, N f.g., tomamos N1 = NﬁMl e N, = NﬂMz. Logo, temos

oM

N = N1®N2 onde Nl e NZ sao f.g. (I.2.4) e Nl ¢ N2 sao f.a..

Sejam K, e X, modules f.g. e F; e F, livres f.g. tal que as
sequencias 0 - K, > F 7N, 20, 0K, ~F,~ N, = 0 sdo exatas.
Entao temos a sequencia 0 — KleK2 - F1@F2 - N1@N2 - 0 exata,

onde K 0K, f.g. e F,8F, = modulo livre f.g.. Logo, N é f.a..

2
Para o caso do quociente, seia M modulo coerente.

Se N & um submédulo f£.g. de M, logo temos que N & f.a. e M/N &

f.g.. Seja K/N submddulo f.g. de M/N. Como a sequecncia

0 >N —+XK > K/N -~ 0 é exata, temos quc K & submddulo f.g. de M,

loge f.a.. Por (1.3.9) o diagrama
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0 0 0 com as linhas e as colunas exatas, F] e

1 TS oo |
(f - N > K N K/N - () }*2 livres fg.

' ! ' Entao, como N e¢ X sao f.a., temos quc
0 > B~ F8F, » F, = 0

1 +o= t Kl e Kl@KZ sao f.g.. Como K, = (K1®Kq)/K1,
LS T KB, = Ky 2 0 topo K, & f.g. e entdo K/N ¢ f.a..

t t t ’ -

0 { 0

Teorema 17.2.3: Seja A uma algebra (comutativa) sobre um anel K,

coerente com K-mdédulo. Entdo A € anel coerente.

Demonstracao; Seja I um ideal f.g. de A. Seja f um A-epimorfismo
de um A-mddulo livre L f.g.scbre I. Temos, por definicdo que A €
un K-mddulo f.g.. Entdo L & um K-mddulo livre f.g.. Como I = £(L),
I & K-modulo f.g.. Entao, [ & um K-mddulo f.a., ou seja, ker f €
um K-mddulo f.g.. Como ker £ & um A-mddulo, temos que ker f e

f.g. como um A-modulo.

Corolario I1.2.4: O guociente de um anel coerente por um ideal

f.g. € um anel coerente.

Demonstracao: Seja A um anel coerente e I um ideal f.g.. Como A

& um A-modulo coerente, temos, por (I1.2.2) que A/I & um A-modulo

coerefNte. Entdo por (11.2.3) A/T & anel coerente.

Corolario IT.2.5: Seja A um anel tal que Alx] seja um anel

coerente. Entdaoc A & coerente.

Demonstracao: Como A = Alx]/Ax, temos que A & um anel coerente,.
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Observagio: Em geral, se A e um anel coerentc, nao implica gque
A{x] seja um anel coeventce (III.2.4). Mas a seguir, veremos um

teorema interessante (I1.2.8}).

Seja R = A{xl,xz,... ] anel dos polinomios sobre A.
Seja I um ideal de A. Entao, a extcnsao de I cm R e:
IR = { a.f. : a.€l ¢ f.€R, para todo i=l,...,n} =
1 1 i 1

1=1
{f€R : os coeficientes de f pertencem a I}. Além disso, se I

o=

(T

=1

f.g. em A, entao IR € f.g. em R,

Lema JI.2.6: Seja aSA, R = A[xl,xz,... 1, [O:a)A = {b€A : ba = 0}

[(O:a}A]R.

e (U:a}R = {fER : fa = 0}. Entao (U:a)R

Demonstracdo: Claramente [(O:a)A}R ¢ (0:a)p, pois (U:a)A c (0:a)g-

Por outro lado, se fE(U:a)R e

as 4 n lexgz...xzn onde a; 4 i €A, temos
1 "1°2°""""™n 1 ~2 n 172" "™n

[
[

(31,014
ailiz"‘iHE(O:a)A e (U:a]R < [(O:a)A]R.

1)a = (0 para todos os coeficilentes de f. Entao

Lema II.2.7: Sejam I1 e I, ideais de A e R = A[Xl’XZ"“ |

Entao (IIDIZ)R = (IlR)ﬂ(IZR).

Demonstracao: Trivialmente, (IlﬂIZJR < (IlR)ﬁ(IZR) pois

I,nI

Ty C (IlR)m(IZR}.

Por outro lado, se £€(11R)ﬁ(12R), temos que 08§
coeficientes de f estao em Il e IZ’ portanto estao cm IIHIZ, logo

fE(Ilmlz)R.
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Teorema II1.2.8: Para que o anel de polinomios AX{,X,, ... ] seja

cocrente, & suficiente que todo anel de polinomios com um numero
finito de indeterminadas seja coerente,

Demonstracap: Sejam J] e J, ideais [.g. de A[xl,xz....] e { um

elemento de A[xl,x7,... . Basta mostrar que JlﬂJ? ¢ {(0:f) sao
f.g. e aplicar (I1.1.%-(f)).

Se J, é gerado por f N

1 177

ca a (iste 1 ote w f£,f, ... Cae sa
g9 v 8y entao existe r tal que f’fl‘ ’fn’gl’ g, Sao

h @ J2 gerado por

elementos de A[x ’Xr]' Sejam I1 e 12 ideais de A[xl,...,x i

1o -

gerados por fl,... fn C gqsrev 8y © (0:£)" o anulador de £ em

A[xl,...,xrl. Temos entao que IlﬂI2 e (0:f)’ sao ideais f.g. de
A[xl,...,xr] que & coerente, por hipdtese. Chamando Ar =
A[Xl""’xr] e Ar{xr+1,xr+2,... ] = A{xl,xz,... ! e aplicando

(11.2.6) e (I1.2.7) temos que (0:f) e J N, sao f.g.. Logo,

1

AXy, Xy, e ] & coercnte.

Aplicagdo: O anel dos polinOmios em uma familia de indeterminadas
(infinitas) sobre um anel noetheriano (ou corpo) € coercnte, mas
nao € noetheriano. Por exemplo, R = Klxy,%5,... 1 onde K & um
corpo, R nac & noetheriano, mas R & coerente, por (11.2.8) e

(1T.1.1) e pelo teorcma da base de Hilbert.
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§ 3. ANEIS PLANOS E ANEIS REGULARES

Nesta sec¢ao mostraremos que se o anel A & plano,

entao A e A[X] sdo coerentes.

Definicfo: Um anel A ¢ dito regular {(Von Neumann) , sc para cada

aeA, existe xeA tal que axa = ua.

Exemplo: Corpo = dominio regular e todo produto dircto de anéeis

regulares € anel regular.

Lema [I1.3.1: Em um anel recgular, temos as seguintes propriedades:

1) Toda ndo unidade € divisor de zero.
2) Todo ideal principal pode ser gerado por um idempotente (x &
idempotente se XZ = X).

Demonstragdo: 1) Se a nao ¢ divisor de zero, seja x tal que

L d

a = axa. Entao a(l-xa) = 0 = (l-ax)a, ou seja, xa = 1 = ax, dail
a ¢ uma unidade.
2} Seja aA um ideal principal e seja XEA tal gue
a = axa. Entao (ax}z = axax = ax. axACaA=axaAC axA. Logo, aA=axA.

Teorema I1.3.2:{Von Neumann) Num anel regular todo ideal £f.g.

€ principal.
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Demonstracdo: E suficiente mostrar que todo ideal gerado por

dois elementos & principal.

Sceja o ideal aA + bA. aA = eA onde e’ = ¢. Como
A = eA + (1-e)A, temos bA < cha + {1-e)bA. Logo,
afd + bA S eA + cbA + (I-c¢)bA c cA + (I-c)bA ¢ oA + bA, ou seja,

. .2
aA + bA = eA + DA = cA + (I-c)bA. Seja (1-e)bA = fA onde £7 = [.

Como f&€(i-e)bA, F (1-¢)br para algum reA. of = c(l-e)br = 0.

alh + bA = el + fA.

1l
Hn

- 2 -
Seja g f(1-e). Bntao gf = £(l-e)f = £"-fef

f{l1-e)e 0.

il

gz = gf(l~e) = g. eg = ef(l-e) = 0. ge
g = f(l-e) € fA; £ = gf € gA. Entao gA = fA e aA + bA = eA + gA.
er + gr' = (e + gi(er + gr'); entdo eA + gh c (e * g)A; como

(e + g)A C cA + gA, temos que ah + bA = (e + g)A.

Definigao: Se I € um ideal do anel A, o radical de I &

r{l) = {x€A : xMel para algum n>01},

Observagao: T € r{I}) ¢ s¢c I ¢ J entao r(I) € r{J).

Teorema I11.3.3: A e anel regular comutativo sc, e somente se,

I = r(I) para todo ideal I de A.

Demonstragao: Seja A regular, basta mostrar que r(I) ¢ I.

.- ~ n.. 2 ‘
Seja a€r(l), entao a =I para algum n>0. Como a = a"x = a x~ =

= A" temos que a€l, Logo, I = r(I).

Por outre lado, seja a€A e consideremos

, .
I = {a y : yEA}. Claramente, I ¢ um ideal de A. Como as=azaEIzr(I),
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logo, a€l, ou seja, existe x€A tal que a = azx.

Lema II.3.4: Sejam I e J ideais do anel A. Entao r(IJ) = r(InJ).

Demonstracdo: Se x€r(InJ) entao existe n>0 tal que x"el e x"eJ.

Logo, x°M = x™"€1J e x€r(1J), r(INJ)cr(1J). O outro lado &

trivial, como IJ € INnJ, temos r(IJ) ¢ r{InJ).

Tcorema II1.3.5: A e ancl comutativo regular se, e somente se,

a intersecao de dois ideais & igual ao produto.

Demonstracao: Se A € regular, entao usando (II.3.3) e (II.3.4)

temos INJ = r(INJ}) = r(IJ) = IJ.
Por outro lado, se a€A, seja I = Aa. Lntdo, por
hipotese, temos Aa = INI = Il = Aaz, entao existe x€A tal que

a = a‘x. Logo, A ¢ regular.

Definicdo: Dizemos que um anel A & plano, se todo A-médulo &

plano.

Observagéo:Afianel planoc se, ¢ somente se, Tor dim(A)=0 (I.5.12).

Proposicao II.3.6: Todo anel plano ¢ coerente.

Dempnstracdo: Segue do fato que o produto direto de uma familia

de A-médulos & um A-mddulo, logo, um A-médule planc; e de

(I1.1.9-(b)).
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Queremos mostrar que anel regular €& igual a anel

plano.

Tcorema TI.3.7: A ¢ anel plano se, ¢ somente se, a interscecgio

dc dois ideais € igual ao produto.

Demonstracao: Sejam I e J ideais de A anel plano. Entao temos as
scquéncias exatas: 0 - I - A= A/T - 0, 0 - J > A > A/T - 0.

Entao, pelo teorema (I1.5.9) temos:

0 = Torl(A,A/J) - Torl(A/I,A/J] > I@(A/J) - AR(A/J)~ (A/1)B(A/J}=> 0

exata, isto e, 0 - Torl(A/I,A/J) - I/1J - (A/1)®(A/J) ~ 0 exata.

Logo, Torl(A/I,A/J) = 1nJ/1J. Como A/J & plano, Torl(A/I,A/J) = 0
(1.5.10) e dai InJ = IJ.
Por outro lado, se¢ IJ = INJ temos Torl(A/I,A/J) = 0

para todos ideais I, J de A. Por (I.5.15) Yordim(\) =
inf{n : Torn+1(A/I,A/J) = (I para todos I,J idcais f.g. de A},

logo, Tordim(A)

1l

0 ¢ entao A & anel plano.

Qorolﬁrio [I.3.8: Um ancl A & plano se, e somente se, & regular,

Demonstragac: (IT.3.5) e (I11.3.7).

Proposicao I1.3.9: Seja A um anel plano. Entado, o anulador de

todo clemento de A ¢ um ideal principal.

Dempnstracido: Seja a€A., Como A € coerente (IT.3.6), (0:a) e f.g.

(11.1.9-(f)), logo € principal (I1.3.8) e (I1.3.2).
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Proposigdo I1.3.10: O produto direto de anéis planos € um ancl

plano.

Demonstragao: Se {A;} ¢ uma familia de anéis planos, entdo € uma

familia de aneéis regulares. Logo, TA; ¢ um anel regular e,

portanto, plano (II.3.8).

Lema I1.3.11: Seja A anel plano ¢ I;,....T, ideais f.g.. Entao

1 ’In podem ser gerados por idempotentes ortogonais.

170

Nota: a e b sao ortogonais, se ab = 0.

Demonstracao: {(II1.3.1),(I1.3.2) e (IL.3.8), nos da que Ii = aiA

onde ay € idempotente para todo i. Fazendc indugdo sobre n, temos:
Para n = 2, Sejanm I1 = alA e Iz = aZA. Seia

12 = (1—31)12. Logo, I, + [2 = alA + (1-aljaZA = a_A + a A=T,+1

1 ] Z 1 72
. Vo 2 _ .
pois a,a,A C a A, Escrevendo I, = £,A onde £ = f,EA. Visto que
flelé = (l—al)Iz, entao alfl = () pois al(l—al) = (0. Scja

£f' = fl(l—al). Entao f’fl = fl(l_al)fl = fl(fl—alflj = flfl fl.
Logo, (£)% = £ (1-a) = £;(1-a;) = £'. Como f£'=f;(1-a;)€I}=F A
e Como fl = f'flef'A temos que f'A = f1A = Ié. Entao Il + 12 =
alA + f'A, Visto que alf' = alfl{1~alj =0 e f'a1 = fl(l—al)alzo.
Entao, a; e £’ sao ortogonails.

Para n-1, I, = a

1 A,...,1 1 <2

A onde os a. sao
n-1 i

idempotentes ortogonais.

Para n, sejam 11""’In—1 gerados pelos ldempotentes

} i : o b i . 3 = Moy '-.E_ ! + PR -+
ortogonais a,, iy e In anA Seja I Il In—l

gerado pelo idempotente a. Como no caso n = 2, temos I11 gerado

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRA]



por ' idempotente ¢ af' = f'a = 0. Logo, f'IT = 0 ¢ como aiEl

para i=1.,....n-1, lopo. f’ai = 0 para todo i.

Proposicao 11.3.12: Seja A[x] anel de polinomios sobre um anel

plano A, n um inteiroroe I um ideal f.g dc A[x] gerado por
polinomios de grau menor ou igual a n. Entac I pode ser gerado
por n+l polinomios Ei (0<i<n) onde cada Ei ¢ da forma E, = e;P,,

onde o0s =5 sao idempotentes ortogonais de A e cada Pi & um

polinomio unitario.de grau i.

- ) 3 n
Demonstragao.tSeJa I gerado por fl""’ft‘ fi—aio+ailx+...+ainx .
- 4l — .4. T = m g
Se fe1, f = ii]gifi onde giCA[x} ¢ g; biO oo, * bimx . Entao
t t m j] m t . m t o
£ = 3 f.g. = ¢ [f. z b, .x']= ¥ (¢ £b.)x) = ¢ {¥a.b..]Jx
j=1 171 4oy Tiygp 13 j=0 i=1 L 4 j=0 i=1 071
m t . m t n
g [ z a.lb_ h}xj + .+ [z a nbi.x ]xJ .
j=0 i=1 >+ ) j=0 i=1 )
= £ , t =l . 6 3
Por (I1.3.1), fazendo (dis>i=1 (cs}ondc 0s e_ sao

idempotentes ortogonals, para s=1,...,m,
m . n

_ ] Ny 3 pogs
f = I (c..e }XJ + % (c.,e x)xJ + ., * ¢ (c._c_ x)x”. Entao
j=0 j070 5=0 1171 j=0 jnn

fEegAlx] + ele[x] oL ¥ enan[xj. Logo, [ C eUAhﬂ+...+enan[x].

n r
S [
Por outro lado, como f£f. = ® a, x~ = L d.,_e_x  onde
i gmp 18 . S

a.. =d,_e EAes para todo 1=1,...,n, temes que

1s is™s 3 j
e.f. = d..e.x’ = a..x".

i 1 1] ) .
J 32 . ;o ;

. J =
oy Y = . XS O+ L., oo, - X -
aij R temos er gljaljx Bt t]

Como Aec. = |

gljejfl + .. 7

; _ T _ ’
Logo, eijEI para todo ., e eDA[x1 +...+enh Alx}l €1, ficando

- . .E 3 do i=1,...t, j=l,....n.
gtjejft onde glJ A para todo 1 J

assim demonstrada a proposigao.
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Lema I11.3.13: Scja A ancl plano ¢ a um elemento de A. lntao

[O:az) = (0:a).
Demonstracao: (O:az) = [O:(a2>) = [0:<a>2) = (0: (@ {a) z

(0: <@ Nndad) = (0:¢ad) = (0:a).(* (II.3.7)).

Lema 1I1.3.14: Seja.ﬁ um anel plano. Sc f(x)=aU+a1x+...+ananA[x]
entdo (0:f(x)) = _20(0:31). Alem disso, (0:f(x)} & um ideal
| =
principal de A[¥] que & gerado por um elemento de A.
Demonstracdo: Se g(x)e_go(o:ai) entdo g(x)£f(x) = 0, logo
i=

n
(U:ai] ¢ (0:f(x}).

1=0
Por outro lado, seja g(x)f{(x) = 0, com

g(x) = by + byx + ...+ bmxm- Se g(x)¢(0:a,) mas g(x)e(0:a)) para

. - m T
t+odo k<1, entao aibU + aiblx Foe.. F aibmx # 0. Scja Jibj £ 0
mas aibk = 0 para todo k<j. Como g(x)f(x) = 0, temos

0 = a.b. +

oPivy trreFaiiaPiar o2iby T 5050 8343%0 *

2,0 _ N
b Logo, aihj =0 e bje[O.ai) (U.ai)

a.bh. + ai+1bj~1 ...t ai+j 0°

i]

(I1.3.13) e entdo aibj = 0. Contradigao. Logo, g(x)e(U:ai) para
n

n
i=1,...,ne g{x) N (U:ai) e portanto, (0:f{x)) c n (O:ai) e,
i=1 1=1

).

n
com isso, {(0:f(x)) = n [U:ai
i=1
Por (I1.3.9) - , (O:ai) = (¢, em Ax)
n
e por (I1.3.7), n (U::ai) = (hyem Alx]. Logo, (0:f(x)) = (b,
i=1
Pela proposicdo II.3.6 todo anel plano & coerente,

mas em geral, A coercnte ndo implica A[x] cocrente. No caso de

anel plano temos:
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Tecorema I1.3.15: Seja A um anel plano. IEntdo Alx] € coerente.

Demonstracao: Seja I itdeal f.g. de Alx] gerado pelos polinomios

CUPU""’GDPH como em (¥1.3.12). Seja L = A{x1n+l um A [x} -modulo

livre com hase canonica WiseeanW, O seja 0 um A[x] ~homomorfismo

il

de L em 1 definido por U(wi) Cipi para i={,..,n. Se g€kero,

n n
g= I g.w., entaoc x y.c.P, = 0. Para j=0,...,n, temos que
fogdd PO A
11!
0 =e.{( v g.e.P.) = g.e.P., ou scja, ¢g.€{0:e.P.) = b.>, b.EA
3G 80P T oyely Ja, g5el0cesPs) S At
(11.3.14) . Logo, gE(hUwo) +...+(bnwn> que € um A [x]-modulo

gerado por n+l elementos. Analogamente, se gE(bowU) +...+<bnwn>
entao,o(g) = 0. Logo, ker 8 & f.g. ¢ I & f.a. e entdo, Alx] €

coerente.
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CAPITULO II1I
ANETS UNIFORMEMENTE COERENTES
§1. ANEIS UNIFORMEMENTE COERENTES
Anel uniformemente coercnte serda definido como um
caso particular de anel coerente. Veremos casos onde o anel de
polinomics ou o ancl das séries formais sao uniformemente

coerentes e também a relacdo entre coerente e uniformemente

coerente.

Definigao: Dizemos que o anel A e uniformemente coerente se existe

uma aplicagéo ¢:N* = N tal que para todo A-médulo livre F gerado
por n>1 elementos e todo homomorfismo nao nulo f:¥ - A, o kernel
da f pode ser gerado por ¢(n) elementos.

Nota: N = naturais, N*¥ = N - {0},

Exemplo: Seja A = K[x;,X;,... | onde K & um corpo. A € coerente
(aplicagao de I11.2.8), mas nao ¢ uniformemente coerente, pois

tomando homomerfismos fi:A - A com fi(xj) =0 se i<j ¢ fi(xj)=xj

se i>j e f(a) = a para todo acK. Temos que ker fi = (Xy,...,X50€

¢ (1) nao pode ser definido,
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Lema III.1.1: Seja f:A"™ » A homomorfismo onde A & um anel. Se

£(A™ = A entdo ker f é gerado por n-1 elementos.

Demonstracao: Sejam as sequéncias exatas:

0> ker £+ A" > A - 0
Hi 1 i I
0+ A" 5 A" s A -0

Lntdo ker £ € gerade por n-1 clementos.

Exemplo: 1) Seja A corpo e £:A" - AL Se £ # 0, £(A™) = A, logo,

ker £ = A1

e ¢{n) = n-1.
2} Se A & anel principal e £:A" > A homomorfismo. Se
£ 40, £(A") = A e ¢(n) = n-1.
3) Se A & dominio Bezout (todo ideal f.g. & principal),

como nos casos anteriores, A & uniformemente coerente.

Teorema III,1.2: Um anel A é uniformemente coerente se, e somente

se, as seguintes duas condigbes sdo simultaneamente satisfeitas:
(1) Existe um inteiro m»0 tal que o anulador de todc elemento de
A pode ser gerado por m elementos,

(ii) Existe uma aplicacdo y:N*xN*—N tal que a intersegao de um
ideal gerado por p elementos (pz1) e um ideal gerado por q
elementos (gz1) pode ser gerado por v(p,q) elementos.

Demonstragdo: Seja A uniformemente coerente e acA, entao a

sequencia: ¢ » (0:a) - A Y aA - 0 & exata. Entdo ker f pode ser
gerado por m = ¢ (1) elementos.
Sejam Il ideal de A gerado por p elementos e I,

ideal de A gerado por g elementos e sejam as sequencias exatas:
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0 > K. » F. »~ 1, >0, i=1.2onde os F. sao livres, I, gerado por
1 1 1 1 1 =

p clementos e F, gerado por q elementos. Seja K o kernel do

cpimorfismo de F = b 8L, sobre LI = Iy + T,.
Entio temos o seguinte diagrama (1) comutativo:
0
3
LynT,
RS NI
0 - }'\lfﬂ}\.z = [ 1.1812 =+ 0
hyt £, idd - ot (1)
0o~ K = F =~ I - 0
4 4 1
KXhI(K1®h2) 0
4
0

onde as colunas e as linhas sao exatas. Pelo diagrama da serpente

temos que 1,01, K/hy (K;8K,) . Supondo A uniformemente coerente,

temos que K pode ser gerado por ¢ (p+q) elementos, P = PIQFZ ¢
gerado por p+q elementos. Definimos entao ¥ (p.,q) = ¢ (p+q). Logo,
I,nI, ¢ gerado por ¥(p,q) elcmentos.

Supondo que A satisfaca (i} e (ii), seja £:a" 5 A
homomorfismo. Entio f(A™) pode ser gerado por n elementos. Seja
K = ker £. Paran = 1, como F(A) = f{1}A, logo K = (0:£f(1)), por
(1) definimos d (1) = m. Para n>1 definiremos por indugdo,

p(n) = n;lv(p,lj + nm.
p=1

Para n = 2, temos £:A% > AL Sejam e ¢ e, geradores
de Az e Ii = f(ej)A, i=1,2. Logo, temos as sequéncias exatas:

6~ K, > A~ T;~ 0 onde K, = (0:f(e;)), i=1,2. Por (i), KK, e

gerado por 2m elementos. Pelo diagrama (1) temos



IlﬁI2 = K/hltKlesz. Como I, e I, sao principais, por {il) I,nt,
pode ser geradc por ¥{1,1) elementos. Dai, K pode ser gerado por
¥{(1,1} + 2m elementos (1.2.4).

Procedendo por indugaoc sobre n, assumimos que ¢ (r)

e definida como acima, para 2<r<n.

Sejam F:A" 5 A e e i=1,...,n geradores de A,
n-1 '
Seja I1 = ¢ f(e.)A e I2 = f{e )A, logo temos as sequcncias cxatas
=1 . T n
: n-1 I n-1 n-1
0 -K, = A -»> 1., - 0 onde £( ¥ a,e.) = 1 f(e.)a., a. € A,
1 1 R T . s i’ %1 i
i=1 i=1
f

2

bara todo 1 e 0 - I(2 = A =" I_.> 0 onde fz(a) = f[en)a para todo

2

a € A. Por inducao, K, & gerado por ¢{n-1) elementos e por (i)} K,

1
¢ gerado por m elementos, entdo K 8x, ¢ gerado por ¢(n-1) + m
elementos. Por (ii) I;NI, & gerado por ¥(n-1,1) elementos e

novamente por I,nI, = K/hILKIQKz), X é gerado por ¢(n-1) + m +

n-2
¥(n-1j1) = ¢(n) elementos e ¢(n) = z ¥(p,1} + (n-1)m + m +
n-1 p-1
¥(n-1,1) = ¥ ¥(p,1) + nm.
p=l

Corolario III.1.3: Todo anel de valorizagdo & uniformemente

coerente.
Demonstracao: Se I1 e IZ sao ideais f.g. de A, A anel de valoriza-
¢ao, entao IlﬂI2 € principal (I.7.3). Como A € dominio, (0:a) =0

para todo a € A. Peloc teorema anterior, A e uniformemcnte coerente.

Lema III.1.4: Seja A = D[[x}]], D anel principal ou de valorizagio.

Seja I um ideal de A {I f£.g. se D & de valorizagao), tal que se

ax € I temos a € I para todo a € A. Entdao I & principal.
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Demonstracdo: Seja a(x)€I, a(x) = a, + a,x + azxz ... . Seja

1(0) = {a(0) : a(x)€I} ideal de D. Intao I(0) = {d(0)Yy com d€1,

d = d, + dlx + dzxz oo, dU = d{0) (pois D € principal ou I(0)

& f.g. e portanto principal quando D & de valorizagao) .

a0y = a, € (d{0) >, a(v) = addo, a) € A.
a(x) - QGd = XL(31 - aédlj + [az - aodzjx + ... )el, logo,
b1 =ay - aédl + (uz - addzjx + ... e 1, a; - aﬂdl = 3 dO’ rleA,

Entao aq = audl + ﬁldﬂ

b, - afd = X((az - aéd2 - a'd ) + ... ) el,

i 0
b2 = az-addz—a’d +[33—add3 a d2]x+... € I.
a, - agdq - id = aydg, a, € A. Entao a, = aydy + uidl + aéd7
R )
Entdo a(x) = ( + aix +oajxt v ... Jd. Logo, 1 ¢ gerado por d.

Uma generalizacdo do lema (111.1.4) ¢:

Teorema 1171.1.5: Seja D um anel principal ou de valerizagao, e

seja A = D{[x]] o anel das séries formais sobre D, na indetermina
da x. Seja K um submddulo f.g. de um A-m6dulo livre L, tal quc
para todo t € L, a relagao xt € K implique t € K. intdo K ¢ um
A-modulo livre.

Demonstracao: Seja G um sistema de geradores de K, E = {ei}(iEI)

base candnica de L. A cada t = ja e de L (a; € A), associamos

t{0) zai(ﬂ)ei. Quando t descreve K, t{0) descreve um submodulo

1l

K(0) {t{0) : t € K} do D-médulo livre de base E(0), L(0) =
{t{0) : t € L}. No caso onde D ¢ principal, K(0) & livre (1.3.7).
No caso onde D & de valorizacdo, podemos tomar G finito e G(0)

gerando K(0) que ¢ {.g.. Como K(0) ¢ torgdo livre, entao ¢ livre
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(1.7.2). Assim, em ambos os casos, K(0) é D-livre. Seja {kj[m}
uma base para K(O) (kj € K, j€J, J finito). Queremos mostrar

que K € gerado por {kj}jej'
2z

Seja a(x) = ay + a;X +oa,xT + ... € A=Dlix].
Notamos al(x] = Ay fag Xt aj+2x2 + ... para i=0,1,2,... ¢

ao(x) = a(x}). Logo, a(x} = a(0) + al(O)x + az(D)xz +

Se ke K¢ L entao k = 3 a.(x)e. = 1 la.(0) +
- jeJ ) boogey )
x(al(xP)le. = 3 a,(0)e+ x( z a%(x)e.)= k(0) + x( = a%(x)e.].
J J jEJJ J jEJJ J jEJJ J
C k(0) € XK(0)=Ak. (0D tao k(0) = ® c¢.k.(0) =
omo k(0) (0) =y (UM o 5 entao k(0) J_EJJJL)
1 ; 1 _ 1 .
r c.k, - x 3 c.ky onde c; € De ki = 1 ki.(xX)e. se
jeg 13 Tyep 3 j i ogep 13000
k., = ¢ k..{x)e.. Dai k = ¢ c.k., + xk' onde k' = = a!(x)e. -
jer 1) 1 jeg JJ jeg J 1

3 cjkl. Claramente xk' € K entao k' € k. Repetindo este processo,
jeJ

teremos k € (kj)jeJ‘

Teorema III1.1.6: Seja D um anel principal ou de valorizacao. Seja

A= Difx]] o anel das scéries formais sobre D em uma indeterminada.
Entao, todo A-médulo projetivo € livre.

Demonstracdo: Seja P um A-modulo projetivo f.g.. Temos que

L = P&Q onde L & um A-médulo livre (I.3.4-(6)). Entdo se t € L,
t =1t + t, onde ty € P e t, € Q. Se xt € P, egtéo Xty *+ xt, =
xt € P e xt, € PNQ = {0}, t, € L entao t, = & a4, (xk. onde
2 2 2z 521 b \
’ A - & : BH T a5 ¥ . ; t-O,
ai[x)EA e C}{""Cn formam a base de L. Enta
g = Xt, = % xai(x)ei, portanto, xai(x) = 0 para todo i e entao

i=1
ai[x) = (0 para todo i, logo t2 = 0, ou seja, t = t] € P. Temos

entaoc quc P & livre, pelo teorema anterior.
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Observacio: Hste resultado se aproxima ao seguinte resultado devido
a Seshadri [SC] que € um caso cspecial da conjetura de Serre {(todo
A-modulo projetivo f.g. € livre se A = K[xl,...,xn] onde K € um

Corpoj .

Teorema I11.1.7: Seja A = D|x] o anel dos polinomios em uma indeter

minada sobre um ancl principal. Entao, todo A-médulo projetivo ¢

Livre., ([LT]1).

Teorema [11.1.8: Seja A um anel de dimensao global menor ou igual

a 2 e tal que todo A-modulo projetivo € livre. Entao A ¢ coerente,
e mesmo, uniformemente coerente.
Demonstracao: Scja F um A-modulo livre gerade por n clementos ¢ £
um homonmorfismo de F em A. Temos entio a sequencia exata:

[*}0 - ker £ - F - £(F) - 0. Se f(¥) = A entao temos
0 -0 ->A->A~->0 exata. Entac, pelo lema de Schanuel (I.5.4)

ot

A®ker £ e ker f € gerado por n-1 elementos. Se f(F) # A £(F) &

Wi

[

2 (I.5.6) entao,

um ideal propio de A e hd(f(F)) <« gldim(A)

hd (£(F)) L. Se hd(f(F)}) = 1, entao ker f & projetive (I1.5.5). Se

{ A

hd (£(F))

0,(*) & split, dai, ker f & projetivo (I.3.4}, por
hipotesc € livre . Como ker f esta contido em um médulo livre
gerado por n elementos, entdo por (I.7.4) ker f pode ser gerado no

maximo por n elementos (e ¢{(n) = nj.
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Teorema I11.1.9: Seja A o anel dos polinomics ou das séries

formais em uma indeterminada x sobre um anel principal D. Entao
A ¢ uniformemente coerente.

Demonstragao: Se A = D[x], gldimA < 2 (I.5.3) e por (IIT.1.8) e

(II11.1.7) A & uniformemente coerente. Se A = DI[x]], seja F um
A-mddulo livre gerado por n elementos ¢ seja £ um homomorfismo
de F em A. Seja K = ker £ e xt € K onde t € F. Entdo, temos

xf(t) = f(xt) = 0. Como xf(t) € D{ixi], temos £(t) = 0 e t € K.
Por (III.1.5), K & um A-mdodulo livre e por (I.7.5), K & gerado

por n-1 elementos. Tomamos entao ¢(n) = n-1.

Corolario II1I1.1.10: O anel KIx,yl ou o anel K[[x,y]l]l onde K &€ um

corpo € uniformemente coercnte.

Demonstracao: Sendo K um corpo, temos que Klx]l e K[[x]} sdo anéis

principais {[H]). Como Kix,y} = Kix] [yl e K[{x,yl]l = K[{xi)[y]]

temos, pelo teorema anterior, o resultado.

Proposicdo II1I.1.11: Seja A um anel uniformemente coerente. Entao
N

A7, o produto direto enumeravel de copias de A, & uniformemente

Coerente,

Demonstracao: Seja L um AN-mﬁdulo livre f.g., isto &, L = (AN)n

¢ um homcomorfismo [:L - AN. Devemos mostrar que K = Kker f pode
scr gerado por ¢(n) elementos. Como A & uniformemente coerente,
temos a sequéncia exata 0-. ker f-- A" . A onde ker f & gerado
por ¢ {n) elementos. Por (I1.2.6) e (I.2.9) temos o seguinte

diagrama comutativo:
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?)N N ?N
!
0 - K - (AN Log

0 - (ker BN - (A
N

Logo, K = (ker fJN ¢ K pode ser gerado por ¢{(n) elementos{I.2.11}.

Teorema IT71.1.12: 0 ancl A ¢ uniformemente coecrente sc, ¢ somente

A\ . - - . .
se, o anel A, produto direto enumeravel de copias de A, ¢
coerente.

Demonstracdo: Se A ¢ uniformemente coerente, entao por (ITI.1.11)

T

AN ¢ uniformemente coerente, portanto coerente.

Por outro lado, seja AN coerente. Entao, por
(IT.1.11) A & coerente. Suponhamos que A nao seja uniformemente
coerente. Entdo, para algum A-modulo livre An, nac podcmos
encontrar r € N tal que para todo homomorfismo £:A" > A, ker £
possa ser gerado por r elementos. Entdo podemos encontrar {fi}i>1
familia de homomorfismos fi:An »A tal que ker £ ¢ gerado por rz
elementos (pois A ¢ coerente) tal que r, < T,  pava todo i > 1.
Seja P:(An)N - An,.F({xi}) = {fi(xi}}, {Xi} € ker F s¢, e somente
se, {Ei[xi)} = 0 se, e somente se, fi(xi) = 0 para todo i > 1 se,
¢ somente se, X, € ker fi para todo i > 1. Logo, Iker fi = ker F
que é f.g., digamos, por v elementos pois AN € coerente ¢
(AN = (AN® (1.2.9). Pelo corolirio 1.2.10 ker £ pode ser
gerado por r elementos para todo 1 > 1. Logo, a secquéncia
(r.)

coerente.

-1 e estacionaria. Contradicao. Loge, A e uniformemente
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Num dominio Bezout A, temos que todo ideal f.g. &
principal. Mudando a condigdo deominio para (0:a) principal para

todo a € A, temos ainda o resultado:

Lema ITIT1.1.13: Seja A anel tal que todo ideal f.g. & principal e

para todo a em A, (0:a) € principal. Entdoc A € uniformemente
cocrente.

Demonstracio: Seja £:A" - A homomorfismo de A-mbdulos. Como f[An)

¢ um ideal f.g. de A, entao £(A™) = aA & principal, onde a € A.
Seja K = ker f. Entdo temos as sequéncias exatas:

0 - K A" > aA - 0

I
0-{(0:a)=+A - 23A — (

Pclo lema de Schanuel {I.5.4) ABK = AnG(G:a). Como (0:a) é princi
pal, temos que K & gerado por n elementos. Entdo defino ¢{(n) = n

para todo n € N*,

Proposicao IIT.1.14; Se A ¢ anel plano, entiao A e A[x] sao

uniformemente coerentes.

Demonstracao: A &€ uniformemente coerente por (I1.3.2), (1I1.3.8) e

{TIT.1.13). Para Al[x}, observamos na demonstracao do teorema

II1.3.15 que podemos definir ¢(n) = n+l para tode n € N*.
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§.2. ALGURS EXEMPLOS
Vercmos um exemplo onde R & uniformemente coerente,
mas R Ix]Jnao & cocrente, e um cxemplo onde R e R[x] sao uniforme-~

mente coerentes, mas Ri{[x]] ndo & coerente.

Lema III.2.1: (Q{[t}]JN = QN[[t]], onde Q & um anel.

Demonstracao: Basta tomar f:[Q[It]])NM_}QN{[tj] onde

oo

- - _ 9 - n
f[{fi(t)}) nio{ain}t onde fi(t) nEDaint .

Lema I11I.2.2: Seja K ancl sem elementos nilpotentes. Entao KI[x]]

nao tem elementos nilpotentes.
Demonstracao: Seja f(x) = I anxn € Ki{lx]] e seja k ={min n:an%o}.
n=90

- . @
Entao f{x) = £ a_x . Sc¢ (F(x)T =0 para algum r > 0, entdo

Inr . - T
+ {termos de maior grau), ou scja, a_ = 0,

0 = (f(x)" = aix n

o que € uma contradigao.

Observacao: Procedendo por indugao, temos o mesmo resultado para

K[{xl,...,xn]].

Lema II1.2.3: Seja R = 1 8 o anel produto direto de uma familia
weN
enumeravel de copias do anel Sw = Q[[t,u]l]l das séries formais em

duas indeterminadas com coeficientes racionais. Entao:
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a) R nao tem elementos nilpotentes.

b) R ¢ isomorfo ao ancl P|[t,ul]l das sérics formails cm duas inde-

terninadas sobre o anel plano P = QN
Demonstragdo:
T . . -
a) Se r € R tal que v = 0 para algum inteiro positivo t,

r o= (rl,rz,... )} com r. e 5 = Qlit,ul]l i=1.2,...

T t t t
2

h n - . - N t - = . = = ]
Entao ¢ 1 Lll,rz,... ) e Ty Y ...= 0. Por

It
fa

{I11.2.2), temos que =T, s 0 e portanto, T

Logo, R nao tem elementos nilpotentes.

)R = QUtuDN = @uiell (DY = @M m)

Mttty 2 QNite,ui1 = PrrtLull.

Proposicao IIT.2.4: Seja R = T Sw o anel produto direto de uma
weN
familia enumeravel do cﬁpias de Sw = Q[[t,u]ll das séries formais

en duas indeterminadas com coeficientes racionais. Entao R &
uniformemente coerente mas R([x] ndo € coerente.

Demonstracdo: Como Q € corpo, por (II1I.1.10), Q[[t.u]] ¢ uniforme

mente coerente e por (III.1.11), R = (Q{[t,u}I)N ¢ uniformemente
coerente,

Vamos mostrar agora que R [x] naoc €& coerente:

Sejam a,b,c ¢ d os elementos de R cujas w-ésimas
coordenadas sao, respectivamente t, -u, tu” , t -0 e seja 1
a intcrsecdao dos seguintes ideais: (a+bx)R[x] e cR[x]+ dRI[x].
S¢ R{x] for coerente, I sera f.g. {IT1.1.7). O ideal T_ de R, dos
termos constantes dos polindmios de I serd entdo f.g.. Mas

I = u I_ onde In ¢ 0 ideal de R dos termos constantes dos
nz0
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polinomios de I de grau menor ou igual a n. A sequéncia crescente
de ideais de R, I, € T, C ... C I]1 ... sera estacionaria. Mas
isto € impossfvel, pois o lema III.2.5, a seguir, mostra que para

) . - - W
todo w > 3, © elemento de R cuja w-€sima coordenada ¢ tu”, con

as outras coordenadas nulas, esta om I mas nao em L ..

Lema I1IT1.2.5: Seja S = Q[flt,ul] ou Qlt,ul, e sejam I, = {(t-ux)S[x],

I. = tu"six] + (¥-2u")S[x] ideais de Si{x]. Entdo:

2
a) Existe f{x) € IlﬁI2 tal que L£{0) = tu” com w > 3 e grau de
f{x) igual a w.

b) Para todo f(x) € Ilﬁlz tal que f(0) = tu” com w > 3 entao grau

de f(x) € maior ou igual a w.

Demonstracdo: a) Existéncia: Partinde da identidade:

(t—ux)[tw'l . tw_zux N tw~3u2x2 PO uw~1xw—1) - Y uwxw,
multiplicando cada membro por t e substituindo tV por

(% - 20"y + 20", temos:(t - ux) (2u” + " lux +...+tuw_1xw"1) +
(t - ux)(tw - 2u) = t(tw - 2u) + 2tu” - tuwxw, e obtemos:

(t-ux) (0¥ + twglgx PN tuz_lxw~1)

w
tu ¢ grau de

W
(¥ - zu“)%§ + a1 - %) = [(x) € I;n1, ¢ £(0)

f(x) & igual a w.

b} Sejam Pi Pi(t,u,x) € 5[x} para 1=0,1,2,3 tal
que PU = (t - ux)l’.I = tuwPZ + (tw - 2uw]P3 € I]mlq ofod | PU{t,U,U) =

tu” e grau P0 < w-1.
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Como PD(t,u,OJ =ty = tPl(t,u,U), logo, Pl(t,u,D) = u' e grau P0

grau {t-- ux)Pi = 1 + grau Pl, dai grau Py 2w - 2.
Escrevemos Pl(t,u,x] ="+ sl(t,u]x + ... F

S.- 2[t u)x w-2 onde si[t,u) € § para todo i=1,...,w-2.

Fagamos t = ¥5u , temos:

PU(Wﬁul,u,x) = (t - ux)Pl(t,u,x] =

wW-2

(Vu - ux) (u¥ o+ Sl(w?LI,U)X S Z(QQWJ ,u) X } o=

tusz(t,u,x) + (tw - EUW)PB(t,u,X] = X7y wtl P (féLL ,u,x). Logo,

u¥ divide si(vka,u) para i=1,...,w-2.

Sejam uwsi[uj = si{W&HA,u) para i=1,...,w-2, onde
si(u} € RIfull, R = reais. Obtemos entao:

W2 - )1 + 5i(u)x+ ce. 5&_2(u)xw_2) = ﬁrjP (¥2'u, u.x),

P,(YTu,u,x) = 1+ (s](u) - {)y—;)x + (shu) ~ /J_sl[u)Jx b4
(S‘L_z[u] - :J_:Sw S(u)) - ﬁsw Z(U']xw_l Como Pz(O,U,X) € Q[X] 3

donde s' (0} = w/‘"qw_2 para algum q__, € Q.
2
236“+ qw_3%§1para algum q _; € Q.

w_

----------------------------------------------

w1 —__1;3_
51[0) fz 4y € Q. Dail
T AN - ~
1 = qw_zgﬂw T qw_gﬁﬁh T qU%@ que ¢ falso.

(notamos que o falso so @ possivel quando w > 3)

i
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.- . . - . N
Definicao: Seja N o conjunto dos numeros naturais, A um anel c A

o anel produto dircto de N copias de A. Dizemos que R € o anecl das

- . - -~ . - N
sequéncias estaciondrias de A, se R & um subancl de A tal que

para cada x € R, x = [xl,xz,... } onde X € A e existe um inteiro

n, que depende de x, tal que X X para tode i=1,Z,...

n+i

Lema IT1.2.6: Seja A anel plano (regular) e¢ R o ancl das sequén-

cias estacionaris de A. Entdo R & regular.

| s a0 ik ‘. ‘e € R. o . €
Demonstragdo: Seja (xl’XZ" X ,xn) R. Como cada Xy A,

entao existe a, € A tal que X a.X, = X, para cada 1. Logo,

(XI’XE""’Xn’°°"xn)(al’aZ""’an""’an)(xl’XZ""’Xn""’xn) =
[xlalxl,xzazxz ,...,xnanxn,...,xnanxn) = (xl,xz,...,xn,...,xn).

Lema 1I11.2.7: Seja A anel plano e R o anel das sequcncias estacio-

narias de A, Sejam e, = (enl’en2"" Y, tn = (tnl,tnz,... y,n > 1,
em R come_, = 1 para i=1,3,5,2n-1 ¢ ¢ _. = 0 caso contrario;
i nu

¢+ . =1 se i=2,4,6,...,2n e t_. = 0 caso contrdrio. Entdo:
ni ; ni
1) Parn>m ee =e¢€ , t T = t_.

- nm m mn m
2) titj = 0 para todo i e para todo j.

-~ n . 2
2] & = . A < = . 1 = L b2 .. os

3) Sejay nilent D = R[Ix]]. Se £ = ay + a;x + a,x" * €
(OZY)D entao para cada k, existe g tal que a, = bktnk para

al gum bk € R.

Demonstracao: 1) Claro.

2} Claro.
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3) Por indugao sobre k.

Se k = @, como fy = 0 temos age, = 0. Seja
2y = (301,302,... )}, entao agy = 0. Temos tambem que 2y, * ajeq =
0 ¢ entao age e, + ae ey = 0. Com 1isso, temos que a3C, = 0, ou
seja, aq = 0. Por este processo, podemos mostrar que age; ~ 0

para todo 1, iste e, 80(21—1) = 0 para todo i=1,2,... . Como

a, © R, existe um intciro N tal que a 0 para tode n > N. Logo,

On

-3 = ' =
existe tn tal que tnoa0 a, para algum a R,

0

Sejam tn a: = a, para todo 1i=0,1,2,...,k-1. Como

1
i
0 = €9 * ap_q€7 * ... tage = oaeq ak~1tnk_1el ot
aOtnoek = akeo. 0 = ak+1e0 + ake1 + ...+ a{]ek+1 = ak+1eD + akel.
Entao 0

= 8,1%0%0 t 216 T 8x4+18p T 8k€g T 8y %) Entao age, =0,
Repetindo este processo, temos aken=0 para todo n, ou seja, se
ay = (aRO’akl"“ ) temos que ak(Zn—l) = Q0 para todo n=1,2,...

e como a, € R existe M natural tal que a, = 0 para todo n > M.

Logo, existe tn tal que tn 4, = a, para algum ap em R.

k

2

Observacao: g = t, + t,X + t,x~ + ...€ {(0:y) mas g € Y t.D, pois
1 2 3 . i
1>l
se g € U t.D, g & tiD para algum i, isto &, para todo n,
t =b t. para algumb_€ R. Sen > i, t. =t t. =b t.t. =t .
n n i n i ni ni’i n

Contradicao. Logo, U t;D G (0:y).
i1 7
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Proposicdao I1[.2.8: Scja A anel plano ¢ R o anel das sequencias

gstacionarias em A. Intaoc R e R{x]! sac uniformemente coerentes,
mas R{[x}] naoc e coerente,

Bemonstracao: Por (111.2.6) e (I11.1.4) R e plano ¢ temos entéo

k]

que R e R{x] sao uniformemente coerentes.

Seja vy & R[[x}] =D, como no lcema anterior. Se
{U:y) = () Lsaea B onde f. = a;, * ... € Dc pelo lema anterior
a. = {(U,a..,.0,a. W0 e, e, 0)0 Seja N o= maxin.:1<i .
L (l,qlz,J,ll4,U, L0, 1ni,U, ,0). Seja N mix nf l<i<k}
. . _ £
Logo,uiN+1 = ( para tOdO‘l. Como ty,, € (0:y), tyel = iilgifi
k -
onde a. = b, + ... € D, Entac t = ¥ b.a. e como a coordenada
S5 i N+1 - 1 1
i 1=1 .
2(N+1) de ty,y ¢ 1 ¢ a coordenada 2(N+1) de =¥ a;b, & 0, temos
I izl A
1=0, o que € uma contradigio. Logo, (0:y) nao & f.g. e Rl x] nfo

€ coerente (II.1.7).
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