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l NTRODliÇÃO 

No recente desenvolvimento da teoria de an~is, a 

teoria de anSis noctherianos 6 o ran1o que mais se estabeleceu. 

Entao qual seria ~L generalização de anel noetheriano? Como vere-

mos (1.4.2), todo ideal f.g. é f.a., portanto pode-se generalizar 

anel noctheriano por:'' 11 todo ideal f.g. é f.a. "pois em um anel 

notheriano, todo ideal f.g. ~ f. a. (1.6.12), e chamaremos tal 

anel de coerente. Urna outra motivação que nos leva a estudar 

anel coerente é o seguinte: é sabido por um resultado de Baer 

[K1 J que o produto direto de uma familia arbitriria de m6dulos 

projetivos nio é projetivo. Então é natural perguntar para que 

tipo de anel, a propriedade projetivo é preservada por produto 

direto. Chase [C] deu a resposta ao problema acjma, enfatizando 

que o produto direto de uma família arbitrárict de módulos planos 

6 plano se, e somente se, o anel 6 coerente. 

O ol1jetivo deste trabalho ~ apresentar :1n6is 

coerentes, e foj luscado em artigos de J. P. Soub 1 in tS
1

J , [S
2

1 e 

[S
3
J e de S. U. Chase [C]. 

Por anel, entendercn•os anel comutativo, embora a 

maioria dos resultados possam ser demonstrados sem esta restri

ção. Os módulos serão considerados unitários. Notações do tipo: 

(1.5.2) indica que estamos usando o resultado 2 da seçao 5, 

capítulo I. 

No canitulo I, definimos alguns conceitos c apre

sentamos alguns resultados necessários para realizar o trabalho. 



-2-

Neste capitulo, em alguns resultados, indicaremos onde encontrar 

a demonstração, por serem estas longas e não interessarem ao 

trabalho. 

No capitulo II, definimos an~is coerentes c apre

sentamos uma ser1e de equival~ncias da definição que sugerem que 

anel coerente pode ser definido de diversas maneJ.ras, de acordo 

com as propriedades que se pretende utilizar. No que diz respei

to a módulos planos, temos que um anel ê coerente se, e somente 

se, o produto direto de A-m6dulos planos ê A-plano. Em relação a 

ideais, temos a equivahincia: " a interseção de cada dois ideais 

f.g. é f.g. e o anulador de cada elemento do anel é um ideal 

f.g. ", Na seção 2 estendemos a definição para módulos coerentes 

e mostramos que se A [xJ ê coerente, então A é coerente. Outro 

resultado interessante 6 que se A 6 anel noetheriano, então 

A[x1 ,x 2 , ... ] e coerente. Mas A coerente nao implica A[x] coeren 

te. Na seção 3, temos que se A é anel plano (ou regular), então 

A [xJ e coerente. 

No capitulo III, seçao 1 definimos anéis uniforme

mente coerentes, fazendo uma restrição no teoremaii.l.g-(g), 

definindo um limite para o número de geradores de ker f, f:An....,. A. 

Veremos casos onde A [x] c A [ [x]] sao uniformemente coerentes e a 

relação entre coerente e uniformemente coerente. Na seção 2 vere 

mos, atravéz de exemplos que se A é coerente na o impl j c a que A [x] 

scj a coerente; se A c A [x] sao uniformemente coerentes, não impl.i, 

c a que A [ [x]] seja coerente. 
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CAPITULO I 

ALGUNS CO~CLITOS E RRSUI.TADOS I~ICJAIS 

AjlTCSCiltarcntos neste capitulo algumas definições 

c :11guns resultados necessários ao Ucsenvo1vimcnto dos capítulos 

scguirttes. Em alguns resultados indicaremos onde encontrar a 

demonstração. 

§1. CATEGORIA 

Definição: Uma categoria Ol consiste de: 

(1) Uma coleção Ob (O\.) de elementos chamados obj et_o:-;. 

(1) Um conjunto de conjuntos M(Ol) = Plor(A,B) : A,B E Ob(CJC)}. 

O elemento Nor(A,B) ~ ch;trnudo tiiOrfismo u Mor(A,B)nMor(C,DJ = 

• se A ~ C ou B f D. 

(3) Para quaisquer 1\,B,C E Ob(O\.), uma aplicação 

*:1\Ior(B,C) x ~lor(;\,B) -+ 1\-for(A,C) definida por (f,g) __,. f*g 

onde f E 1\IoT(B,C) c g E Jvlor(A,B). 

(4) Para todo l\ E OblO\) existe idA E mor(A,A) (idi\ =morfismo 

identidade de A) tal que para todo B E Ob(Ot), f E Mor(B,A) temos 

idA*-f = f c g E ~lor(A,B) temos g*:idA- g. 

(5) Para todo A,B,C,D E Oh(Ol.) c f E Mor(A,B), g E Mor(B,C) e 

h E Mor(C,D) ternos: (h*g)*f == h*(g*f). 

' 
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Qcfinição: Seja 0\. uma categoria qualquer. CJl' diz-se uma catego-

ria dual de 0\ se Ob(Gl) = Ob(O\'). c para A,B E Ob(O\'), 

ci(O\') = 01oT'(A,B) : ~lor'(A,B) = Mor(B,A)l c se f E Mor'(A,B) e 

g E Mor' (B,C), então g*'f = f*g. 

Exemplo: R anel, M: categoria de R- módulos a esquerda; 

A,B E Ob(Yi), Mor(A,B) = {R-homomorfismo de A em B}, 

Ob(~1) = {R-módulos ã esquerda}. A operação entre morfismos e a 

composição de funções. 

Definição: Seja C urna categoria, {i\. 
l 

1 E I, A. E Ob(CJ} onde I 
1 

c um conjunto. 

(P,{f. }.E.[) é dito um produto de {A.}._
1 

se 
11- 11l--_ 

P E Ob(C) c f. E ~ior(P,I\.) pGrJ todo i E 1 t3l que dados fg.}.EI 
1 I l J • 

onde gi E- Mor(D,i\) e DE Ob(C) então existe um Único morfismo 

h: D ...... P (isto é, h E !'vlor(D,P) tal que g 1 = fi*h para todo i E I. 

r. 
P !, Ai 

!h/ 
' g' D l. 

Definição: Um co-produto é um produto na categoria dual, "isto é, 

(P,{fi)iEI) e um produto de (AiliEl se P c Ob(C) e fi E Mor(Ai,P) 

para todo i E I tal que dados g. E: Mor(A. ,D), DE Ob(C) então 
l 1 

cxtste Unico h E Mor(P,D), tal que g. = ll*f. para todo :i E I. 
1 1 

A. 
l 

g. 
l o 
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Teorema I.l.l: SejaM categoria de R-módulos, P = H M. "' 
i E I l 

{f: I - u M. : 
iEI 1 f(i) EM. para todo i E IJ E Ob(M) eM. E Ob(M) 

l J 

para todo i E I. 

Defino pi:P- Mi por P;Cfl ~ f(i) E Mi. Então (P,(pi}iEI) o um 

produto de (Mil iEI 

Demonstração: [R] . 

Teorema !.1.2: Seja ~1 categoria de R-módulos, M. E Ob (M) para 
l 

l E I , p ~ ffi M. ~ (f: I - u M. f (i) E M. para todo 1 E l e 
i€:! 1 iEI 1 J 

f (i) = o para quase todo i} ! p E Ob (M) , Defino 

todo 

k.:M.- P por k
1
.(m) ~f tal que f(i) ~me f(j) ~O para j f 1. 

l 1 

Então (P,(ki}iEI) é um co-produto de (Mi}iEl' 

Demonstração: [R] . 

Definição: Um A-módulo livre M é tal que M • I M., M. ; A. onde I 
iq l l 

e um conjunto não vazio qualquer. Descrevemos os elementos de M 

por {a.}.E! onde a. EM-para todo i E J. 
1 1 . l L 

Me livre finitamente gerado se I e um conjunto finito, e 

notamos M - n denotado por A . 

Proposição !.1.3: Todo A-módulo Me isomorfo a um quoci.ente de um 

A-módulo livre. 

Demonstração: [R] 

' 
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§2. DIAGIIAMAS E SEQUDNC!AS EXATAS 

Dados os conjuntos A,B,C,i\' ,B' ,C', e as funções 

f,g,f',g',a,b,c podemos representar esses conjuntos e as funções 

definidas entre os COiljuntos por um diagrama: 

A f B -· li c 
a! b! cl 

A' f' B' ~ f C' 

Dizemos que o diagrama c comutativo se bo f "' f'" a e 

Definição: Seja A um anel, F,G,H A-módulos. Dizemos que a sequen-

c j :t: F f G S ll, onde f c g são homomorfismo ele A-módulos, 

f (F) ' ou s c _1 a , u intagc1n da f 6 igual ao kerncl da g, ~ 

exata. 

Do modo, sequência: E 
f F g G 

h 
H mesmo a ~ - -

f g g h 
exata se as sequências: E F G c r G ~ li o forem. 

~ ·• 

Obscrva:;õcs: 

a) o E f F - f -injetiva. - e exata se, c somente se, e -
b) E 

f 
F o -· ~ e exata se, e somente se, f e sobrejetiva. 

c) O ~E E F~ O 6 exata se, e somente se, f ~ bijetiva. 

d) Se F ~ um submôdulo de E, então a sequ6ncia: 

i p O 4 F 4 E ~ E/F ~ O ~ exata onde j e p são respectivamente 

injeç~o e sobrejcç~o can~nicas. 

e) Se f:L 4 F 6 epimorfJsmo, então a scqucncia: 

O 4 k~r f 4 E 4 ~ 4 O 6 exata. 

e 
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O DIAGRAMA DA SERPENTE (I. 2 .1) [RI 

Seja o diagrama comutativo: 

O____,. A' ____,. B' -+C' onde as linhas sao exatas. 

Então a sequência: 

ker a -+ ker b -+ ker c -+ coker a ____,. coker l1 ____,. coker c e exata. 

Observação: Se O ____,. E ! F H G-+ O e exata, então G - F/E, po1s o 

diagrama: 

o E f 
F s F/E o ~ ·• ~ 

ll llF + g' g' induzida pela E g 
o ~ E ~ F ~ G ~ o 

f g 

e comutativo e as linhas exatas. Então a sequência: 

O ____,.O ____,. ker g' ____,. O ____,. O ____,. coker g' ____,. O 6 exata. Logo, ker g' = 

coker g' = O, ou seja, g' é isomorfismo. 

Definição: O ____,. E ! F § G ____,. O exata é dita split se f(E) 6 um 

fator direto de F (F • f(E)IC, C A-m;dulo). 

Proposição 1.2.2: Se O____,. E! F j G ____,.O c exata, então sao equ1-

valentes as afirmaç6es: 

a) O-~ E____,. F____,. G ____,_O é split. 

b) Existe f
1 

:F ~ E tal que f 1 o f lE 

c) Existe gl :G ~ I' till que g ogl - lG 

DE'mon"traç3o: r~< 1 
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Proposição I.2.3: Seja O~ M' UM X M'' ~ U exata, então: 

* u·~ 
:::1) O _.. hom(M" ,N) .Y hom(~·l,N) ....,. hom(M' ,N) é exata para tollo N 

A-módulo, onde v*(f) "".fov para todo f E hom(M",N) e u*(g) c= gou 

para todo g E hom(M,N). 

li h) U --+ horn(N,/>1') ~* hom(N,M) -hom(N,l\1") c exata p:tra todo K 

para todo g E hom(N,M'), ou scj::~, hom( ,N) e hom(N, ) silo [untares 

0xatos ~ esquerda. 

_l?__9J110nstração: [AM] , 

ProJ2osição I. 2. 4: Se o ~ M' ~ M -> M" ~ o e exata tal que M' e M" 
-

sao f. g.' então M e f. g. . Alem disso, se M' é gerado por r elemen 

tos, l-I" c gerado por n elementos, então M pode ser gerado por 

r+n elementos. 

Demonstração: Sabemos que t-1/f(M') :;: /l-I" que é f.g .. Sejam 

u
1

, ... ,n
11 

geradores de M/f(lvl') e sejam v
1

, ... ,v geradores de 
r n 

f{M'). Sem E :.1, ontão m + f(/'.1') c M/f(M'), m + f(J'.·l') = 1: a.u.= 
i =1 1 l 

n 
a.x. + f(M') onde u_ ~ x. 

i=lll 1 l 

l;] -

n 
C ,<.X." y ró f(W), )' = 

i_ =1 1 l 

n r 

+ f(M'), i=1, ... ,n. Então, 

r 
l_. b . v_ com h . E A, dondl' 

j=l J J J 

ll1 = L .l. X. + 
. l 1 I 

·~ b . \' . 
i= 1 J J 

Logo, M pode ser gerado por x 1 , ... ,x
11

, 

l = 

v
1

, •.•. vr, ou SCJ;1 .. ~1 é C.g .. 

~~roposi_<;ão I.2.5: Se 01' ... :'-I -·• )'!''---->-O é exata, então 

lO:>J' ___, E@~! ---->- E@M" ---" O é exata. 
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-~roposição I.2.6: Sejam H\,.,}wE\'i' {Nw}wEW c {Pw}wEW famÍlias de 

A-mÕdLtlos. Então M ~ N ~ P 6 exata par;t todo w se, c somente 
\\' w w 

s c' ,;~! 

" 
-c exata 

u v 
w __ ,. N 

w 
Se j :nn ~\\! p 

w 
"-:~xatas para cada H, c 

- u- "" r 11 M _, 11 N . 11 P onde u ._ { m } ) 
\\! h w w { 11 ( m ) J c v ( { nw J ) = {v ( n ) J • w w w w 

{!ll se, c somente se, 

v (n ) ""n p:n·;1 todo\~' se, c somente se, n
1
,, E' fm u

1
_, para todo w 

h' w ' ., 

se, c somente se, {n } c 1m u. Logo, ker v "' Im u. 
w 

Se nM ~ l!N ~ TIP 6 exata, con10 (u ,v ) e rcstri-w w w w w· 

ção Je (u,v) cr1tio M ~ N ~ P1,, € exata para todo w. 
w w ' 

Proposição 1.2.7: Seja {M} família de A-módulos c C' -r- C+ C"-+ O 
w 

sequ~ncia exata de A-m6dulos. Ent~o 

n(M"OOC') ~ n(Mw®C) ~ rr(~Iw®C") ~ O é exata. 

Demonstração: Segue do fato que Mw®C' -r- MwliilC 

para cada w e de (1.2.6). 

~r M ®C" ·r O e exata 
w 

Coro1ârio 1.2.8: O l~l ®C') ~• (M ®C) • (M ®C") • O c exata para 
w w w 

todo w se, e somente se, 

O ·r r(Mw_®C') -+ rr(H ®C) -+ nH ®C") +O é exata. 
~-~- w 

Dcmonstracão: ( T. 2. (l). 

~ropc1slção 1.2.9_: Illi\1
1
)

11 = n 
[l!M J para n finito. 

w 

Demonstração: HastJ. definir f; fTI:'-'l]n r n[M ln poT --- . w w 
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C:"o"r-'o"l"ã"r'-'cc. o'-"!_,_. _,z_,_ • .=1c:.O : Se j a { Mi } i E 1 uma 

TI M· um 
iEI 1 

A(I)_m6du1o f.g .. Então 

família de A-módulos e seja 

cada M. é um A-módulo f.g •. 
l 

Alem disso, se - 1 r k TI M. e gerado por {m.} 'E!, ... , {m.} ·e] onde m. EM-
iEI 1 1 1 1 1 1 1 

para todo iEI e k=l, .. ,r, então Mi é gerado por m~, ... ,mi para 

todo i e I. 

Demonstração: Por (1.1.3) temos uma sequ~ncia exata: 

TI M. +O para algum n > O. Logo, 
iEl 1 

TI M ...... O 
iEI 1 

e exata (1.2.9). Por (1.2.6), temos An...,. M. -+O é exata para todo 
l 

i E I, 
r . 

da{ M. ~A-módulo f.g .. Para a segunda parte, claramente 
1 

J 
L Am. 

i =1 l 
c M.; por outro lado, se x EM., seja i= {x.}.EI E TI M. 
- 1 1 l 1 jEi 1 

onde 

X = 

x. = X e x. 
1 J 

r . . 
L{al}{mlJ = 

j =1 1 1 

T . 
L Aml. 

j=1 1 

= o se J t- l. Logo, 

r 
{ ,. J j} .. a .m. ·e r 

j ""1 1 1 1 
onde 

Daí M. = 
1 

r . 
L AmJ. 

1 j =] 

ai E A. donde X = x. = 
1 l 

Lema 1.2.11: SejaM um A-módulo gerado por n elementos. Então N M , 

o produto direto enumerável de cópias de M, pode ser gerado por 

N -n elementos como um A -modulo. 
n 

Demonstração: Seja M = E Am .. Afirmamos que MN e 
. 1 1 1= 

{m
1
}, •.• ,{mn} pois se x E MN, x = {xi}e cada xi = 

n 

gerado por 
n 
I: a .. m. onde 

j =1 1) J 

aij E A. Logo, X= {Xi}iEN { "a .. m.l = {a.
1

Hm
1

J+ {a.
2

Hm 2 J + 
j=llJJ 1 1 

+ ••• + {a. Hm } onde {a
1
.J. l 

1D n 
E AN para todo j=l, ... ,n. 
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§ 3. ~IÜDULOS PLANOS E MÜDULOS PROJETIVOS 

E'..~_:_.\2E.::_1siç;to I. 3. l: Scj ;1 E i\- módulo. As seguintes propri cJ.adcs 

são equivalentes: 

a) Para todo ideal I de A, o homomorfismo canônico 

1E0i:E0I ~ EOA 6 injetivo 

b) P;tra todos ~~ e ~!' A-m6dulos c todo homomorfismo injetivo 

v:M' 4 M, o homomorfismo lE®v:E®M' ~ E®M 6 injetivo 

c) Para toda sequ~ncia exata de A-módulos e homomorfismos 

~f' _._,. M .... M", a s c~q ucnc ta E0M' __,. Et!H>1 -) E0M" é exata 

Demonstração: fB] . 

Obse·rvação: Podemo:; tomar I f.g. em (a) de (I.3.1). 

llefinição: Um A-módulo E é dito plano se tem as propriedades 

equivalentes de (1.3.1). 

p~osição 1.3.2: Seja 1\ anel c E um A-módulo. IJnt~io as seguLntcs 

afirmações sao equivalentes: 

a) E é plano. 

b) s(~ a 1tL + 

b
1

, ... 
1

,

1

h
11

E E c 

ak = L biuil· e 
i=l '-

c) Se 

0 onde uk E 6 e tk E A, cnt;io existem 

{u_ik} ::_A (i=l, ... ,n; k=l, .. ,r) tal qtJe 

l" 
L u. 1.tk = O 

k =1 1 \ 

ll oJ1dc ak E E c tkj E A (j=l, ... ,s) então existe 
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b 1 , ... ,bn c: E e uik e i\ (i==l, ... ,n; k=l, ... ,r) tal que 

n 

ak =_E biuik e 
1=1 

r 

k:luiktkj =O. 

Qemonstração: [C]. 

Definição: Sejam P, ~1 e N .-\-mÓdulos e f, g homomorfismos. Dado 

o diagrama: P 
f I g 

f'.1 -+ N -• O exata 

Dizemos que P ê um A-módulo projetivo, se existe homomorfismo 

h:P -+ M tal que foh = g. 

Proposição !.3.3: Todo A-módulo livre ê projetivo. 

Demonstração: Seja F = ffi A. 
iEI 1 

F 

lg 
f 

M -+ N 4 O exata 

um A-módulo livre e seja o diagrama: 

Como f ~ sobre, para cada i existe x_l E M tal que 

f(x.) = g(e.;) onde e~= (O, ... ,O,l,O, .•• ,O), 1 na componente 1. 
1 -'- -'-

Defino h:F __,_ M por h((ai}iEI) = r, a.x. onde 
iEI "L l 

f(x.) 
' 

o g(e.). 
' 

E a.f(x.) 
iEI l 1 

I a.g(e.) 
i_El l l 

Proposição 1.3.4: Seja PumA-módulo. As seguintes afirmações 

sao equivalentes: 

(1) P ê projetivo. 
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f 
(2) Para todo A-mõdulo M, tal que M ~ P ~ O exata, existe 

h:P ~ M tal que f oh = lp. 

( 3 J Toda sequênci:J exata () ~ K 
1 
~ M !; p ~ o e split. 

(4) Existe um A-mõclulo livre F tal que 

O 4 K 4 F 4 P 4 O ~ split. 

(5) Existe {xi}iEI ~ P e {fi}iEI ~ l1om(P,A) tal que para todo x 

em P, x = Ef. (x)x- onde f. (x) = O para quase todo i. 
1 1 1 

Chamamos ({x.} {f.}). 1 um sistema coordenado projetivo de P. 
l ' 1 1E 

(6) P 5 fator direto de um A-m6dulo livre (PffiQ =L, L livre). 

Demonstração: [R] . 

Proposiçãp 1.3.5:_ Se {P·i} é uma família de A-módulos, então EI!Pi e 

projetivo se, e somente se, P. 6 projetivo para todo i. 
1 

Definição: Dizemos que A e aneL hereditãrio, se todo subm6dulo 

de um A-módulo projetivo e projetivo. 

Teorema 1.3.6: As seguintes condições sao equivalentes: 

1) A G anel hercdit~rio. 

2) CuJa subm6dulo de um m6dulo projetivo 6 projetivo c isomorfo 

a uma soma direta de ideais de A. 

3) Todo ideal de A c projetivo. 

_Q~mon~.;traçi-io: [CE] 
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Corolário 1.3.7: Seja Dum anel principal. Então todo submódulo 

de um módulo livre e livre. 

Demonstração: SejaM um ll-módulo livre e N um submódulo de M. 

Como D 6 principal, todo ideal 6 livre e portanto, projetivo, 

Pelo teorema anterior, temos que N 6 isomorfo a uma soma direta 

de idais de D. Corno todo ilieal de L) é isomorfo a JJ., temos que N 

ê livre. 

Corolário 1.3.8: Seja Dum anel principal. Então todo D-módulo 

é livre. 

Dernonstra!>ão: (1.1.3) e (1.3.7). 

Proposição 1.3.9: Seja o diagrama (I) com as linhas e colunas 

exatas e F1 e F2 projetivos 

o ~ 

o o 
t f g f 
p ~ Q ~ R ~ o 
1 tl r tz 

Fl F 

I f 2 (I) 

Kl 
I 

Kz 
I 

o o 

Então no diagrama comutativo (I!) as linhas e as colunas sao 

exatas o 11 11 
I 

f I I _g o ~ p ~ Q ~ R ~ o 
(I!) 1 tl tt 'i t 2 

o ~ Fl ~ Fl Ei:'IF7 ~ Fz ~ o 
t I " 1 

o ~ Kl ~ K1®K 7 
~ Kz ~ o 

t 1 ~ 1 
o o o 
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Demonstração: Como r
2 

6 projetivo, existe um homomorfismo 

u:F
2

- Q tal que gou ~ t 2 . Definimos t:F 1 m~ 2 - Q por t(x1 ,x 2) = 

f(t
1

(x
1

)) + u(x
2

) onde xi E Pi, i=1,2. As verificações que t ~ 

bem definida, t 6 cpimorfismo e kcr t ; K1 mK 2 são rotina. 
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§ 4. ~IÚDULOS FINITAMENTE APRESENTADOS 

Dcfin_içilo: A scquCncia exata L1 _, L0 -·-li --f O é d-Ita -~_prcsentaçi1o 

do A-módulo E (aprcseJltação finitu) se 1 1 c 1 0 são A-m6dulos 

livres (A-módulos livres f.g.). 

Dizemos que E 6 {illitameJlte ªprcscntado, se E 

admite uma apresentação finita, c escrevemos E f.a .. 

Proposição I.4.l: Todo A-m6dulo admite uma apresentação. 

Demonstração: Seja E um A-módulo. Por C I. 1. 3) E ~ 1 0 /F 0 onde 1 0 

é um A-módulo livre. Seja u:L 0 --)- E homomorfismo tal que F0 = kcru. 

F
0 

- L
1

/F
1 

onde 1
1 

~ um A-módulo livre. Seja v:L 1 --)- P11 homomorfis-

mo tal que F1 
kcr v. Temos então o diagrama: 

o 
o ~ J, 11 l 

~ Lo 
u 
~ E ~ o 

vi / " .. 1"' v 
o ~ " -· LI 'l 

Assim, Ll 
w 

Lu 
u c li - a pre senta ç ~-O de E. ~ ~ • e uma 

Proposição 1.4.2: (i) Se E é f. a. então ê f.g .. 

( i.i) Se E e um A-módulo projetivo f.t;. então e 

f. a .. 

Demonstração: (_i) Por definição, temos uma scquencia exata: 

L
1 

X L
0 
~E~ O OIJde 1

1 
e 1

0 
são A-módulos livres f.g .. Como u e 

sobrejetiva, temos que E é f.g .. 
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(ii) Como E é A-módulo projetivo f.g., por (!.3.4) 

existe 1 0 A-módulo livre f.g. tal que a sequência 

O ~ ker u ~ L ~ E ~ O é o split, ou seja, existe v:E ~ 1 0 tal que 

1 11 ; ~er u)ffiv(E). Como t 0 e v(E) são f.g. então ker u 6 [.g .. 

Então por (1.1.3), kcr u; L
1

/F 1 onde L
1 

ê livre f.g .. Logo, 

L
1 

.. , L.~_ 1 --* E ---* O é uma aprcscntaçilo finit::J de E. 

Em geral, um A-módulo {.g. nao ~ f. a., por exemplo : 

Seja A= F[x
1

,x
2

, ... ] anel dos poliné:imios com infinitas indeter 

minadas sobre-um corpo F. I= <x 1 ,x 2 , ... ) idea1 de A e A/I 

A-módulo cíclico. A/I é A-módulo f.g. mas nao e f.a. pois caso 

contr~rio, seja a scqu~ncia exata: O~ I 4 A--* A/I--* O. Pela 

proposição a seguir, I seria f.g. o que é uma contradição. 

Proposiç~o 1.4.3: Seja E A-módulo f.a. e O~ F! C E E--* O exata 

011de C 6 f.g .. Entio F e f.g .. 

Dcmonstraçio: Seja a sequªncia L
1 

E - O exata com 1 1 e L0 

livres f.g. (E~ f. a.). Queremos encontrar u:L 0 ~ G e v:L 1 - r e 
r s 

obter o diagrama: Ll - Lo ~ E - o 
" v+ ul ' li 

o -F J, [; R E -o 

Scj a o di a grama: L
0 

sl 

G Jl E - O 

Sendo L
0 

livre, então~ projetivo, logo, existe tt:L
0 

~ G tal que 

p.,u == s. Most1·emos que uor(Ll) ::. ker p: Seja X E U<>r(L 1). 
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E11t~o existe tE 1.
1 

tal que x = uor(t). p(x) = puu~r(t) = s~r(t)= 

O. Como F ;; Im J = kcr p, temos: L
1 

F l kcr p ~ O exata 

Sendo L
1 

livre, Jogo, projetivo, existe v:L
1 

__,.r: tal que jov = uor. 

Pelo diagrama ~ci~ta e aplicando o diagrnma da 

serpente (1.2.1), temos O= kc1· lE _._.. coker v-~ cokcr JE ~O é 

exat:t. E11tão cokcr v~ coker u = G/u(I. 0 ); como C~ f.g. temos 

coker v f.g .. Como a sequ~ncia O ~ v(L1) ~ F~ cokcr v -~ U 

5 exata e v(L1) c cokcr v são f.g., temos por (I.2.4) quo P 6 f.g .. 

Proposição 1.4.4: E é -f.a. se, e somente se, cxjstc uma scqucn-

cia exata O __,. S __,. L0 __,.E~ O onde S ~ A-m6dulo f.g. c L0 ~ livre 

f. g •. 

DemOIIStração : Se E & f.a. então exata, 

onde L
0 

e 1
1 

são livres f.g .. SejaS= kcr v. Ent~o a scquência 

O-+ S-+ L
0 

...... E-+ O e exata. Como L
0 

ê f.g., por (!.4.3), S éf.g •• 

Se S c f.g., por (1.1.3), S; L
1

/F
1 

com L
1 

livre 

f.g .. Então temos: 

-onde p c l1omomorfismo com kcr p r e u 
l 

j ep. 

~IOP\J~iç?io~~.S: Sejam r 1 , Í'"'l,2 íde<lis f.a. c 

EntiJ,) I é f. a. se, c :--;omcute se, 1
1

r-11
2 

é f.g .. 
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Demonstração: Sejam O ~ 
a· h. 

K. --+
1 

F. -•
1 

I. -+ 
l 1 l 

- . O seuqenc1as exatas, 

1~1,2 onde os F 1 são ljvres f.g .. Seja F= F1 mF 2 . Podemos ter o 

seguinte diagrama comutativo com as linhas exatas: 
fl gl 

o ~ Kl ®K z ·• E ~ I 1 ~~~ ~ 11 

h li fz li gz 
l h

2 
o ~ K ~ F ~ I 7 o 

onde h 2 (x1 + x 2) := x
1 

+ x
2

, xj E li; g 2 = h
2
,g

1
; K = kcr g 2 c 

h1 ly1 + Yz) = Y1 + Yz· yi E Ki. Pelo diagrama da scrpcntc(I.2.l). 

temos que I 1nr 2 = kcr h 2 ; coker h1 = K/h 1 (K1®K 2J. Como h1 ~ 

injetivo, logo 1
1

n1 2 • K/(K11K2). 

Agora, se I ~ f.a. então K c f.g. , logo r1nr 2 ~ 

f. g .. 

Por OlJtro lado, se I 1nT 2 6 f.g. então K/(K 1@K 2) ~ 

f.g .. Como os I i são f. a. temos que Ki são f.g., logo, K1EDK 2 é 

f.g .. Portanto K é f.g. (!.4.3), daí I é f.a .. 

·reorema 1.4.6: Todo A-m6dulo c o limite direto de A-m6dulos f.a .. 

Demonstração: [NK] . 
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§ 5. IIOMOLOGIA 

Defi11ição: Seja ... ~X ~X 
1 
~ ... ~ x

1 
~ x0 - M-O sequ~ncia n n- _ _ 

exata onde os x
1 

são A-m6dulos projetivos, 1 > O. Então dizemos 

que a sequencia c uma resolução projetiva do A-módulo M. 

Definição: Seja A um anel c M um A-módulo. Dizemos que a dimensão 

homo16gica (dimensão projetiva) de M: hd(M) ~ o menor n > O tal 

que existe uma resolução projetiva: 

4 P1 - P0 - M 4 O. 

hd(M) = ~ se não existe tal n finito. 

Exem~: hrl(M) =O se, e somente se, Me projetivo. 

Definição: A dimensrro global do anel A c dada por gldim(A) = 

suphd(M) onde M é A-módulo. 
M 

Teorema I.S.l:(Hilbert-Syzugies) Para um anel A comutativo, 

gldim(A~]) • gldim(A) + 1. 

Demonstração: 

Teorema I.S.Z:(Auslandcr) Para um anel A temos: 

gldim(A) • sup(hd(A/1) : I ideal de J\J. 

Demonstração: [RJ. 
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Corolário 1.5.3: Se 1\ é principal, então gldim(A) < 1 e 

g1dim(A{x)) <: 2. 

Demonstração: Seja I ideal de A. Então a sequencia 

O ~I ~A~ A/I ~O 6 CXiLta. Como I ; 1\, I e livre, portanto 

projetivo. Pelo teorema anterior, gldim(A) < 1. 

Teorema I.5.4:(Lema de Schanuel) Sejam as sequcncias exatas: 

o ., K1 + p1 + Ml + o 

o + K2 + P2 + M2 + o 

onde p1 e Pz 
-sao projetivos e M1 - Mz. 

Então K1ffiP 2 " K
2

ffiP 1 . 

DemonstraS:ão: [K Í] . 

Corolário 
dn-1 

I. 5. 5: Dados o + p + p + + PI 
_, 

Pu + M1 n-1 ... n 
Cn-1 

sequências c o + T + T + + T1 + To + M + o exatas n n-1 ... 2 

onde r 0 , ..• ,Pn-l'T0 , ... ,Tn-l são projetivos e I'<\;; MZ" Então 

existem P e T A-móduJos projetivos tais que P ®T .; T ®P. Além n n 

disso, Pn e projetivo se, e somente se, T é projetivo. 
ll 

Demonstração: [Rl. 

+ 

Corolário 1.5.6: A dimensão homológica de um ideal próprio de A 

o 

~ estritamente menor que a dimens~o global de A, se gldim(AJ < ~ 

Demonstração: Seja um ideal próprio de A. Suponhamos que 

hd(I) = gldim(A) = n. Temos as scquências exatas: 
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o 
t I 

o ~ p ~ ~r ..... Po -· I ~ o 
n l 

l i 

A 

lp 

A/I 
I 
o 

onde i c p sao respectivamente injeção c proJeçao can6nicas. 

Então temos uma scquBncia exata: 

0-+K -+P 
n-2 n-2 A -+ A/I -+ O onde K 2 ~ n-

e d ,:P 2 ~ P 3. Co1no gldim(A) = n, temos 
n-~ n- n-

O_,. ·rn _,. ... -+ T0 _,.A/I_,. O resolução projetiva de A/[, então, 

por(I.S.S), temos que K 2 é projetivo, daí n = hd(I) < n-1, o n-

que 6 uma contradJção. 

Corolário 1.5.7: Se F 6 um A-módulo projetivo e f:F-+ L homomor-

fismo de A-m5dulos, então hd(F) 6 menor que hd(f(F)). 

Demonstração: Temos O + ker f--~ F -+ f(F) -+ O exata c fazemos como 

na demonstração de (!.5.6). 

Defini~ão: Seja urna resolução 
n-1 do 

-+ X .,. X l :.. . . . ., X
1 

·> 
n n-

projetiva de M: 

t -x0 + M -~ O, N um A-módulo a esque.:::_ 

da c 8N produto tcnsorjal a direita. Temos a sequCIKia 
tOJN 

exat<1: 
dn-JilN J 0BIN 

-c;- X ®N 
n 

X 10N-+ •.. -+ X10N /v10N ->-- O 
n- -

1·o,·A
0

(.'l,N.) d!;;f (' "N)/I (d "l J 
·'o~ m o" N 
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E1·oposição 1.5.8: limTorA(Ak,B). 
~ n 

Q~monstração :[ Kl'd 

-Teorema I.S.~l: Se O~~ f\1'·--+ M--+ (.1" --+ O e uma sequencta exata de 

A-módulos, então ... --+ TorJi(!vl" ,N) _,. Tor~(M' ,N) --+ Tor~(M,N) --+ 

·1· .A ('I" N) () 1 l 1 ' 

Q!='monstração: [B] . 

l_l_roposição I.S.lO: As seguintes afirmações são equivalentes, 

para o A-módulo ~: 

1) N e plano. 

A 2] Tor 1 (A/I,N) O para todo ideal f.g. I de A. 

3) Tor~(~l. N) = O para todo A-módulo Me n >O. 

4) Tor~(N,A/1) = O para todo ideal f.g. I de A. 

A ) 5) Tor (N,M = 
n 

O para todo A-módulo Me n > O. 

Demonstração: [Bl. 

Corol~rio l.S.ll:N c plano se, A c somente se, Tor
1

(N,M) ~O para 

todo A-módulo f. a. M. 

Demonstração: Basta mostrar Tor~(N,B) = O para todo A-m6dulo B. 

Por (I.-L6), B = li~fBk onde Bk é :f. a., logo, Tor~(N,lj~Bk) =O 

(!.5.8). 

~efinlç~o: Seja N u111 A-n!Ódulo. Definimos dimensão plano (fraca) 

de N: fd(N) = inf{n : 1'orA 
1

(M,N) = li para todo A-módulo M}. 
n+ 
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Lema I.5.12: fd(NJ O se, e somente se, N é A-módulo plano. 

Demonstração: Se N e A-môdulo plano, por (I.S.lO) fd(N) = 11. 

Por outro lado, se O -+ M' -+ M-+ M" __,_ O e uma 

sequência exata de /\-módulos, como fd(N) = O, temos: 

T A(M" N) -O· o r 
1 

; , 1 - , por (I.5.9) temos : 

O = Tor~(M'',N) 

l I • 3 . 1) . 

-+ ;-."!'®N -+ Ml')}N _, M"®N -+ O exata. Daí N c A-plano por 

Proposição I.5.13: fcl(NJ = inf{n 

ideal f.g. I de AJ. 

Tor:. 1 (A/I,N) = O para todo 

Demonstração: [CE] . 

Definição: A dimons~o Tor (fraca) de um anel A: 

Tordim(A) = supl:fd(N) : N ê um A-môdulol. 
N 

Ob scrvação: Tord im (A) O se, c somente se, todo A-módulo é plano. 

Proposição !.5.14: 'l'ordim(A) = sup(fd(A/I) I ideal f.g. de Al. 

Demonstração: [R 1 . 

Corolário 1.5.15: Tordim(A) = lnf{n 

ideais f.g. de A}. 

DcmoJlstraç5o: Tordim(A) 2 fd(A/J) por (1.5.14), 

fd (MJ) = in f (n : •\ I Tor· 1 (A T,ii/J) 
n+ 

=O pilrí.l todo .ideal f.g. I} 

por (1.5.13). Logo Tordim(A) :-. inf{n: Tor;;+ 1 (A/l,A/J) =O para 

todos ideais f.g. I ,J}. 

• 
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Por outro lado, se TorA ~/I A/J) = o para todos 
n+I · ' 

ideais f.g. I,J, então Tor:+l(M,A/J) =O para todo A-m6dulo Me 

todo ideal f.g. J, por (1.5.10). Logo, fd(M) < n para todo 

A-rn6dulo M. Dai, Tordirn(A) < n. 



-26-

§6. ANEIS NOETHERIANOS 

Proposição 1.6.1: Seja P um conjunto parcialmente ordenado pela 

relação __:::__ (isto - -c, < e < X reflexiva, transitiva e se x < y c y 

ao mesmo tempo, então x = y) . As seguintes afirmações -sao 

equiv::~lentcs: 

i) Toda sequ~nci;t crescente x1 ~ x 2 ~ ... em P G cstacion~ria. 

ii)Todo subconjunto não vazio de P tem um elemento maximal. 

Demonstração: [A-Ml . 

Definição: Um A-módulo M satisfazendo urna das condiç5es anterio-

-res e dito noetheriano, considerando a ordem dada pela inclusão 

e P o conjunto dos submódulos de M. 

Exemplos: l} Um grupo abeliano finito (como Z-módulo, Z o anel 

dos inteiros). 

2) O anel Z (como Z-m5dulo). 

3) O anel K[x] (K corpo ex indeterminada). 

4) O anel de polin6mios K[x 1 ,x 2 , ... em um numero infiHito de 

indeterminadas nao c noethcriano: a sequ~ncia de ideais: 

c ª estritamente crescente. 

E_roposição 1.6.2: .\1 c um A-módulo nocthcriano se, c somente se, 

todo submódulo de ~·1 é f.g .. 

Demonstração: [A-T'>H. 
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!~xoposicão I.6.3: Seja O--)- M' .. -+\I--)- Jv!" ·-·O sequência exata de 

A-módulos. Então M é noethcriano se, c somente se, M' c !vl" sao 

noetherianos. 

Demonstração: [A-M] . 

Corolãrio 1.6.4: SeM. (1 < 1 < n) sao A-m6dulos noetherianos, 
1 

então 11 -
ffi M. tambern o c. 

i ==1 1 

Demonstração: [A-M] . 

Qefinição: Um anel A ~ dito noctheriano se satisfaz uma das tr6s 

condiçôcs equivalentes: 

1) Todo conjunto não vazio de ideais de A tem elemento maximal. 

2) Toda sequ~ncia crescente de ideais de A S estacion~rla. 

3} ToJo ideal de A ~ E.g .. 

Exemplos: l) o anel Z dos inteiros. 

2) Todo anel principal 6 noethcriano. 

Proposição 1.6.5: Seja A um anel noetheriano, I um ideal de A. 

Então A/I ~ anel noetheriano. 

~emonstração: Como o scqu~ncia O--)- I--)- A--)- A/I--)- O ~ exata, então 

por (I. (J. 3), A/I ~ noethcriano como A-módulo, então, é noetheriano 

como um A/I - Ii1Ôdulo. 
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Proposição 1.6.6: Seja A um anel noctheriano eM um A-módulof.g .. 

Então M ~ noetheriano. 

Demonstração: ~-N]. 

!corcma I.6.7:(Teorema da base de Hilbert) Se A 6 um anel noetltc 

ria110, C11tão o aJlcl dos polin6mios A~] 6 noctltcriano. 

Demonstração: ~-~lj. 

Corolãrio 1.6.8: Se A e noetheriano, então A ~ 1 , ... ,xn] e noethe 

riano. 

Demonstração: Por indução e por (I.6.7). 

Lema !.6.9: Seja {Mw}wEW uma família de A-módulos e seja C um 

{ m ®cl. 
w 

Então f é epimorfismo. 

DemoJlstração: Como C 6 f.g. podemos tomar a scqucncja exata: 

O ~ K ~ An ~ C + o. Então M 0K + M 0An + M @C 4 O 6 exata para 
\;.1 w w 

cada w (1.2.5). ·remos que ll(M BA0) ; IT(M ) 0 c (TIM )0A
0 ; (IlM ) 0 . w w w w 

Por (I.2.9) temos então, TI(M @An) ;:;. (11M )!lli\n. Seja o diagrama 
w w 

comutativo: 

o 

( IlM ) ~K 
w 

~n(M @K) ~ 
w 

o 
' ker f 
l 

~ (nMw)0C 4 O exata 

lf 

~n(M ®C) ~ O 
"l 

coker f 

exata 

(I.2.8) 
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Pelo diagrama da serpente, coker f= O, ou seja, f~ epimorfismo. 

Lema I.b.lO: Se A 6 ~nel noethcriano c C um A-m6dulo f.g. (ou C 

c um A-m6dulo f. a., A ~ anel qualquer), então f definida corno em 

(I.6.9) ê isomorfismo. 

Demonstração: Como A é noetheriano, An e um A-m6dulo noctheriano 

(!.6.4), logo K é f.g. (!.6.2) (se C é f.a. então K é f.g. por 

(1.4.4)) então g: (rrM )GK + n(Mw®K) e epimorfismo (!.6.9). Daí, w 

pelo diagrama da serpente, ker f = O. Corno f ~ epimorfismo (1.6.9), 

f é isomorfismo. 

Teorema J.6.11: Seja A anel noetheriano. Então nM e plailO se, c 
w 

somente se, l'-1 é pLmo para todo w. 
w 

Dcmonst1·ação: Seja O ·~ I ->-A exata onde I ê ideal f.g. de A. 

Então ~\,· ê A-plano para todo w se, e somente se, O+ Mw@I + M ôA 
w 

é exata para todo w sc, -e somente se, O + TI(M 01) + II(M ®A) e w w 

exata (1.2.6) se, e somente se, O·+ (rrM )01 -+ (TIM )®A é exata w w 

(1.6.10) se, e somente se, Mw é A-plano. 

Teorema !.6.12: Num anel noetheriano, cada ideal f.g. ~ f.a .. 

Demonstração: Seja A anel noethcriano e I ideal de A gerado por 

a 1 , ... ,an. Seja F um A-módulo livre com base x 1 , ... ,xn e f: F+ 1 

homomorfismo tal que f(x.) = a., i=l, ... ,n. Então, a sequência 
.L l 

O + ker f-+ F+ I-+ O é exata. Por (1.6.4) ~ ~ A-m6dulo noetherl 

ano. Por (I.6.2) ker f~ f.g .. Então, por (1.4.4) I é f.a .. 
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§ 7. ~!O !lU LOS TORÇi\0 LIVRE t ANEl S DE VALOR! ZAÇÃO 

Definição: Seja i\ um domínio e M um A-módulo. x E Me um clemcn 

to de torção se (ll:x) f O. T(M) {x E M : x c um elemento de 

torç~o} ~dito submódulo de torção de M. Se 'f(MJ = O, M ~dito 

torção livre. 

Notação: Se A é um anel local ( se tem um un1co ideal maximal) 

seu ideal maximal será denotado por m(A). 

Definição: Sejam A e B anéis locais. Diz-se que B domina A, se 

A é um subanel de B e m(A) = Anm(B). 

Teorema !.7.1: Seja K um corpo e V um subabcl de K. As seguintes 

condições são equivalentes: 

a) V é um elemento maximal do conjunto dos suhanéis locais de K 

sendo este conjunto ordenaJo pela relação "B domina A" entre A 

e B. 

b) Existe um corpo algebricamente fcchaclo L e um homomorfismo h 

de V em L que é maximal no conjunto dos homomorfi.smos dos subanêis 

de K em L, ordenado pela rel~ção "a ê uma cxtensao de f" entre 
b 

f c g. 

c) Se x E K-V, então x-l e V. 

d) O corpo de fraç6cs de V ~ K e o conjunto dos ideais principais 

de V ~ totalmente ordenado pela relação de inclusão. 

• 
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e) O corpo de frações de V~ K c o conjunto dos ideais de V 6 

totalmente ordenado pela relação de inclus~o. 

Demonstração: [BJ . 

Definição: Na notação do teorema anterior, V 6 chamado anel de 

valorização para o corpo K. Um anel é dito de valorização se é 

dornrnio e ~ um anel de valorizaç~o para o seu corpo de frações. 

Proposição !.7.2: Seja A um anel de valorização. Cada A-módulo 

f.g. torção-livre é livre. Cada ideal f.g. de A é principal. Cada 

A-módulo torção-livre é plano. 

Demonstração: [B] • 

Proposição 1.7.3: Num anel de valorização, a interseção de dois 

ideais Lg. (então principais) é principal. 

Demonstração: Seja V anel de valorização, I e J ideais f.g. de ~ 

Por (!.7.1-(e)), temos T c J ou J c I. Logo, IriJ = 1 ou InJ:;; J 

que são principais. 

Lema 1.7.4: Seja K um submÓdulo livre de um A-mó'dulo livre f.g. 

que ~ gerado por r elementos. Ent~o K ~ gerado, no m~ximo, por r 

elementos. 

Demonstração: Seja K;; A11 submõdulo de L= Ar. Como a sequência 

A r 4· A11 -~ O ê exat:l, A11 ~ gerado por, no máximo r elementos, ou 

seja, n < r 
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~ema 1.7.5: Seja A um domínio, M um A-môdulo torção livre e f um 

l1omomorfismo de Ar em M, f f O. Então ker f ª isomorfo a um subm6 

dulo de um A-rn6dulo livre gerado por r-1 elementos. 

Demonstração: Seja 

cnt~o existe algUJII 

{e.} i=1, ..• ,r uma base de Ar. 
1 

k tal que f(ek) f o. Seja ilr- 1 

Corno f t- O, 

suhmódulo livre 

de Ar gerado pelos c.1 , ... ,ck-l ,ek+J, ... ,cr. Seja p a projeção de 

r r-1 
A sobre A tal que p(ei) = c 1 se 1 f k, p(ck) = O. L sufic_Lcn-

te mostrar que a restrição p' 1 f Jl
r-l - . . . f: '-CT - _, - e lTIJCtlva: 

se x E kcr p', então x é da forma x = ae onde a E A. Se xEker f k . 

então O = f(aek) = af(ek). Como f(ck) f- O eM é torção livre, 

então a O ex= aek ~O. 
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CJIPfTIJLO I I 

ANBIS COERENTES 

§1. ANBIS COERENTES 

Aqui, definiremos ane1s coerentes, que podem ser 

vistos como generalizaçiio de anéis notherianos. Daremos também 

algumrts equivalências que sugerem que anel coerente pode ser 

definido de diversas maneiras de acordo com o que se pretende 

utili:ar. 

Definição: Dizemos que o anel A c coerente, se todo idual f.g. 

é f. a. 

Proposição II.l.l: Todo anel noetheriano e coerente. 

Demonstração: (I.ü.l2) 

Observação: Veremos mais adiante que Klx 1 ,x 2 , ... 1 e coerente, 

mas não ~ noetheriano, onde K é noetheriano ou corpo. 

Teorc1na 11.1.2: P;tra um anel A, as seguintes afirmaç6cs são 

equivalentes: 

a) Todo produto direto de A-módulos -planos e plano. 

b) O produto direto de cada familia de cópias de A é plano 

como um A-módulo. 

c) Cada submódulo f.g. de um A-módulo livre 6 f.a. 

" 

• 
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Demonstração: 

(a·->b) Claro, pois A é A-plano. 

(b-+c) Seja G um A-módulo livre e seja L um submódulo f.g. de G. 

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que G é f.g., 

onde uk = (yk , ... , yk ) . Seja F um A-módulo U vre com base 
1 s 

x
1

, ... ,xr. Defino o epimorfismo f: F-+ L por f(xk) = uk c 

K = ker f. Então temos a sequ~ncia exata: O-+ K! F i L-+ O, 

onde F é livre f.g .. Resta provar que K é f.g .. 

Para cada wEK seja A(w) uma cópia de A. Defino 

R = TI A(w). Para cada wEK, w = a
1 

(w)x
1 

+ ••• +ar(w)xr, anele 
wEK 

a. (w)EA, i=l,,,, r. O = f(w) 
1 
1' 
E ak(w)yk. =O para l_:_j2_s. 

ou seja, 

k=l J 
Seja ak = (O,,.,,O,ak(w),O, ... ,O)ER onde ak(w) está 

na componente w do produto direto. Analogamente, se temos w' ,w", 
r r 

... elementos de K, ~>~' = L ak(w')xk, '"" = t: ak(w")xk'''' 
k=l k=l 

Tomando ak = (ak(w') ,ak(w") , ... ,ak(w) , ... ) , temos 
r 

L akyk. O, 
k=l J 

Por hip6tese, R e um A-m6dulo plano. Então existem 

1J
1

, ... ,bn elementos de R e c A (l.::__i.::__n,l.::__k.::_r) tal que 

a k 
= 

r 
I b.u. 

. 1 r rk e r= 
r 

r 
' u. yk =o (1.3.2). 

k=l 1 k j 

Tomando z i !~ u. x CF para i=l, ... ,n, 
k=l 1 k k 

I. - EK :ntao, z 1 , ... ,z
11 

• 

r 
então f(z ... )~ I u. uk oo. O. 

.I k~l 1 k 
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Como h.ER, seJa h.(w)EA, a componente w de h .. Visto 
1 1 J 

r n 
que ak = L h u. , temos a

1 
(1v) = L b. (w)u. = ak(w) para 

i=1 11k ( 1=1
1 1 k 

r r n 
k=l, ... ,r c wEK. Como w = L ak(w)xk = L (I h.(w)u. )xk = 

k=l k=l i=l' 
1

k 
Il y Il 

I (b (w) I u. xk) = 
i=l 1 k=l 1 k 

;:: b.(w)z. então 
. 1 1 1 

z
1

, ... ,zn geram K. Logo, 
1= 

K é f.g .. 

(c..,a) Seja {Rw} uma família de A-módulos planos e R = nRw. Se 

Tor
1

(R,C) =O para tudo A-módulo f.a. C, então R é plano (I.S.ll)Para 

ver isto, seja C um A-módulo :f.a .. Logo, ternos uma sequência exata 

(!.4.4) O~ K +F~ C+ O com K A-m6dulo f.g., F A-m6dulo livre 

f.g .. Por (I.2.S).(I.2.8) e (!.6.9) temos o seguinte diagrama 

comuti1tÍvo: 

R®K 
ltk 

O -li ( Rw@K) 

Como E~F ~ R®An 

HF 
-iilR ®F) 

w 

+ R®C + O exata 
H c 

-ll(Rw0C) - O exata 

; (R®A)n - Rn e R ®F; R 0An :; (R ) 11 temos: w w w 

tF:Rn---* n(Rw)n isomorfismo c te é isomorfismo (!.6.10). 

Como K é um submôdulo f.g. de um A~mõdulo livre F, 

então K ~ f.a. e novamente por (!.6.10), temos que tK ~um 

isomorfismo. Como o diagrama ~ comutativo, ent~o a sequ~ncia 

O~ ROK +·R®F + R®C +O é exata. Daí, Tor 1 (R,C) =O (1.5.9) 

Clatamente, a condiç~o (c) do teorema II.1.2 

implica que A § coerente. Por outro lado, temos: 
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Teorema 11.1.3: Se um anel A~ coerente, ent5o o produto direto 

de cada família de cópias de A e plano como um A-módulo. 

pemonstração: Seja {i\(w)}wEW uma família de cópias de A e A(w)~A 

para todo wEW e R= TIA(w). Suponhamos que a
1

y
1 

+ ••• + aryr =O 

onde akER e ykEA, l<k<T. Seja I ideal de A gerado por y 1 , ... ,yr, 

F um A-m6dulo livre co1n base x1 , ... ,xr e f: F 4 I o epimorfismo 

definido por f(xk) = yk e K = kcr f. Por hip6tese, K ~ f.g .. 
r 

Sejam z 1 , ... ,zn geradores de K e escrevemos 

Tomando u (w) = a 1 (w) x1 + ..• + ar (w) xr onde 

Z . = ~~ U. X] , 
l k=l lk ( 

a.(w) e a componente 
] 

w de ai, i=l, ... ,r, temos que f(u(w)) = a
1

(w)y
1 

+ + a (w)y "Ü. 
r r 

Logo, u(w)EK 

tal que u(w) 

todo wEW. 

para todo wEW. 
n 

" L b.(w)z." 
i=l l 1_ 

n 

Então exj stem b. (w)EA, i =1, ... , r, 
r n 1 r 
E ( E b.(w)u. )xk" E a~(w)xk para 

k"l i"l 1 1 k k"l • 

r 

Então ak"' L b.u. k=l, ... ,r, b
1
. = ( ••• ,bi(w), ... ) 

i==l l 
1 k 

e r u. v "' 
k"l 1 k'k 

plano (I. 3. Z). 

visto que z.EK. Logo, R~ 
l 

Os seguintes resultados d~o ma1s informações sobre 

anel coerente a respeito de ideais f.g. em A. Vamos começar com 

a seguinte definição: 

Definição: Seja A ~m anel, I um ideal de A eM um subconjunto 

de A. (I : M) = ( rEA : r;J c I) -c chamado ideal qu~j__entc e e um 

ideal Jc A. 
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Do mesmo modo, se aeA, podemos definir: 

(!:a) o {rEA: raEI} o (I: (a)) 

(O :~1) c chamado o anulaJor de !'>L 

J.ema 11.1.4: Seja A um anel, I um ideal de A e {Mt} uma família 

de subconjuntos de A. Se !vl = UMt, então (I :M) = n(I :Mt). 

Demonstração: Seja xE(I:M). Então xM.::_ I. Como M = UMt, temos 

xr-1 c I para todo t. Logo, xEn(I :Mt). 

Por outro lado, se xEn(I :Mt), temos xMt c I para 

todo t. Logo xM c I, ou seja, xE(I :MJ. 

Lema II.l.S: Seja I ~ Aa 1 + ... + A a um idca1 do anel !1. Tomemos n 

J o I + A a e seja F um A-módulo livre com base xl, ... ,xn,xn+l' 

llefin·imos um homomorf-ismo f: f 7 .) por f (xi) o a., para i=l, ... , n 
J. 

e f(xn+l) =a. Seja K = ker f e seja F' = Ax 1 + ••• + Ax c F e 
11 

K' = KnF'. Então existe um homomorfismo g:K- (I :a) tal 4UC 

kcrg=K'. 

~cmonstração: Seja u = h 1 x 1 + •.. + bn+lxn+l elemento de K. Então 

O= f(u) = b 1 a 1 + ... + bn+la e então bn+lE(I:a). Definindo 

g:K ___,. (I:a) por g(u) = bn+l temos g(u) =O se, e somente se, 

uEKnF' (ou seja, se, c somente se, bn+l = O). 

'l'corcma II.1.6: A~ um anel coerente se, e somente se, para todo 

ldeal I f.g. de A, (I:a) é f.g. para cada aEA. 

' 

aEA, 
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Demonstração: Seja A ~.._·ocrcntc, I= <a
1

, ... ,a > iJea] :F.g. de J\ e 
Il 

:tEA. Sej~ J = 1 + Aa. Consideremos a segtiinte sequ6ncia exata 

J; J ~ O __,. K __,.F O onde F ê um A-módulo livre com base x
1

, ••• ,xn+l e 

f(xi) =ai para i=l, ... ,n e f(xn+l) = a e K = ker f. Por (II.l.S), 

temos um homomorfi_smo g:K __,. (I :a). Afirmamos que g é cpimorfismo, 

pois para rE(I:a), ou seja, raEI, logo ra = 
Il 

1: r. a .. 
i~l l 1 

Seja 

u = -r x 1 1 r x + rx EF. Como í(u) =O, então uEK e 
n n n+l 

g(u) =r. Agora, como A~ coerente e J ê f.g. então J ê f.a. dai, 

K ê f.g .. Portanto (!:a) o K/ker g e f.g. 

Por outro lado, seja I = Aa 1 + •.• + Aa
11 

ideal f.g. 

em A. Se n = 1, ternos a sequ~ncia O __,. (ü:a 1) __,.A- Aa1 __,.O exata. 

Então I é f.a. 

Aplicando intlução sobre n, supomos a impl i c.Jção 

verdadeira para todo k <n, k_:J. 

Seja F um A-módulo livre com base x 1 , ... ,xn c seJa 

o epimorfismo f:F __,.I com f(x.) 
l 

= a. 
1 

Seja K = ker f e seja 

[' = Aa 1 + ... + Aa
11

_ 1 ,:::=I, F'~ Ax 1 + ... + Axn-! .. :=: 1: e 

K' KllF. Por (II.l.S), as seguintes sequências sao exatas: 

O__,. K' __,.F' __,.I' __,.O, O __,. K' __,. K __,. (I':a) __,.O. 
n 

Por hipótese, 

(I':a) é f.g. e por indução K' é f.g .. Como a segunda sequência 
n 

é exata, e por (I.2.4), K ê f.g .. Como O __,. K __,.F_..,. I __,. íiJ é exata, 

temos que I é f.a .. 
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Teorema !1.1.7: A é anel coerente se, e somente se, (O:a) é ideal 

f.g. para cada aEA e a jntcrscção de cada dois ideais f.g. de A 

ê tambcm f.g .. 

Demonstração: Sej:• a scquenci[L exata (l ~ (O:a) -A- i\J- O. Se 

i\ é coerente, ent~o A<l é L.J. c (O:a) é f.g .. Sejam r 1 e 1 2 

ideais f.g. de A c T = 1
1 

+ 1
2

. Tomando A coerente, I, r 1 c 1 2 

são f.a .. Então, por (1.4.5) l{'~I 2 ê f.g .. 

Por ot•tro laJo, seja l = Aa 1 + .•• + Aa ideal f.g. 
n 

de A. Se n = 1 ten1os a scqu~ncia exata O- (O:a 1) -A- Aa 1- O. 

Como (O:a
1

) ê f.g. temos Aa1 f.a .. Fazendo indução sobre n, 

suponl1amos que a implicação vale para k<n, k>l. 

= Aa . Por hipótese 
n 

de indução, 1
1 

e r
2 

3âo f. a .. Visto que r 1nr 2 c f.g., temos, por 

(1.4.5) que I é La .. 

-Teorc1na II.l.S: Um anel A e coerente se, c somente se, para todo 

A-módulo livre F f.g. e para todo l1ornomorfismo f:J: ~ A, o kcrncl 

da f ê um A-môdulo f.g .. 

Demonstração: Seja A coerente c f:l: ~A homomorfisJJIO oJ1dc F ~ um 

/\.-mÓdulo livre f.g .. Logo, temos que f(F) é um ideal f.g. de i\, 

portanto f(F) é f.:l .. Como U ~ ker [~F~ l\ -·O é exata, temos 

kcr f f.g. (!.4.4). Por outro lado, se I e 1dea1 f.g. de A, seja 

F A-mOdulo livre f.g. c f:F _,. 1\ homomorfismo tal que f(F) = I. 

Se ker f é f.g. ent~o I é f.a. e A é coerente. 
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Temos o sumário: 

Teorema II.l.9: Para um anel A, as seguintes afirmações sao 

equivalentes: 

a) A é coerente. 

b) Todo produto direto de A-m6dulos planos 6 plano. 

c) O produto direto de cada famflia de cÓpias de A 6 plano como 

um A-módulo. 

U) Cada submódulo f.g. de um A-módulo livre é f.a .. 

c) Se I é um ideal f.g. de A, então (I:a) é f.g. para todo aEA. 

f) (O:a) é ideal f.g. de A para todo aEA e a interseção de cada 

dois ideais f.g. de A tambcm é f.g .. 

g) Para todo A-módulo livre 1: f.g. e para todo homomorfismo 

f:P ~A, o kerncl da f c um A-m6dulo f.g .. 

Demonstração: (b ~ c # d} (I 1.1. 2). 

(d ~ a) Claro. 

(a# e} (11.1.6}. 

(a ·• f} (!1.1. 7}. 

(a# g} (11.1.8}. 

(a~ c} (11.1.3}. 

Obscrva~ão: Na COildição f podemos mudar a segunda condição por: 

"a interseção de um ideal pr-incipal por um f.g. é f.g.". 
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E_ropos:!:s_;lo II.l.lO: ToJo anel de valorização c coerente. 

Demonstração: Seja A um anel de valorização. Por definição, A c 

domínio. Seja{A(w)} uma famlJia de cópias de t\, EntãoTIA(w) c 

torção livre, portanto, um ,'\-mÕJu1o pJ;;mo (1.7.2). Logo, por 

(1!.1.9-(c)}, A 6 coerente. 

Proposição 11.1.11: Seja A um anel tal que AN, o produto direto 

enumerivel de c6pias de A seja um anel coerente. Então A ~ anel 

coerente. 

Demonstração: Seja f:A11 _.,.A um homomorfismo de A-módulos. Ternos 

então O- ker f- An _.,.A- exata. Por (1.2.6), temos que 

O 4 (ker f)N 4 ~n)N 4 AN e exata e por (1.2.9) 

O - (ker f)N - (AN)n - AN ê uma sequência exata de AN-módulos. 

C AN - ( f)N - N - f orno e coerente, temos que ker e A -modulo - .g. e por 

(1.2.10) ker fê f.g .. 
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§ 2. HÓDULOS COERENTES 

Definição: Um A-módulo~ dito coerente, se e f.g. e todo submódulo 

f.g. é f.a .. 

_!lroposição 11.2.1: Seja A um anel coerente. Então, todo A-módulo 

livre f.g. ê coerente. 

Demonstração: (1!.1.9-(d)). 

Proposição 11.2.2: A soma direta de dois módulos coerentes ~ 

coerente. O quociente de um módulo coerente por um submódulo f.g. 

6 um módulo coere11te. 

Demonstração: Sejam M
1 

e M
2 

módulos coerentes e M = M1 mM 2 . Se 

N c M
1

1M
2

, N f.g., tomamos N
1 

= NnM1 e N2 = NnM 2 • Logo, temos 

N = N
1

1N
2 

onde N
1 

e N
2 

são f.g. (!.2.4) e N1 e N2 são f.a .. 

Sejam K
1 

e K2 mÓdulos f.g. e F1 e F2 livres f.g. tal que as 

sequências O~ K
1 

~ F
1 
~ N

1 
~O, O~ K

2 
~ F2 ~ N2 ~O são exatas. 

Então temos a sequ~ncia O ~ K1®K 2 ~ F1®F 2 ~ N1®N 2 -O exata, 

onde K
1

mK
2 

f.g. e F1mF 2 ; módulo livre f.g .. Logo, N ê f.a .. 

Para o caso do quociente, sejaM módulo coerente. 

Se N ê um submódulo f.g. de M, logo temos que N ê f.a. e M/N é 

f.g .. Seja K/N suhmÓdulo f.g. de M/N. Como a sequ~ncia 

O ~ ~ ~ K ~ K/N ~O ê exata, temos que K é submódulo f.g. de M, 

logo f. a .. Por (I.3.9) o diagrama 

' 
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D o o com as linhas e as cal unas exatas, FI e 

t t t 
f. g. 11 ~> N ~· I( ~ K/N _, o F') livres 

c 

t t t 
Então, N f. a., como c K s ao temo::; ltUC 

11 ~> F ~ F ~F -> F 11 
t l lt 2 t 2 

Kl e Kl ~K2 
~ 

sno f. g .. Como K, 
c 

-
(K 1 ffiK 2) /K 1' o 

11 _, 
Kl - K1ffiK 2 

~ Kz ~· (I -lop;o lC, e f. g. c ent~ío K/N " f. a .. 
t t t " 
o () o 

Teorema II.2.3: Seja A uma álgebra (comutnbva) sobre um anel K, 

coerente com K-m6dulo. Então A ~ anel coerente. 

Demonstração; Seja I um ideal f.g. de A. Seja f um A-epimorfismo 

de um A-módulo livre L f.g.scbre I. Temos, por defi:nição que A é 

um K-môdulo f.g .. Então L é um K-môdulo livre f.g .. Como I ~ f(L), 

I~ K-môdulo f.g .. Então, I~ um K-rnódulo f. a., ou seja, ker f é 

um K~m6dulo f.g .. Como ker f~ um A-m6dulo, temos que ker f 5 

f.g. como um A-módulo. 

Corolãrio II.2.4: O quociente de um anel coerente por um ideal 

f.g. é um anel coerente. 

Demonstração: Seja A um anel coerente e I um ideal f.g .. Como A 

é um A-módulo coerente, temos, por (II.2.2) que A/I e um A-módulo 

coere:nte. Então por (1I.2.3) A/I é anel coerente. 

Corolário !!.2.5: Seja A um anel tal que A txl seja um anel 

coerente. Então A é coerente. 

Demonstração: Como A~ A[x]/Ax, temos que A e um anel coerente. 
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Observ8çÜo: Em geral, se A ~ um anel coerente, nao implica que 

i\[x] seja um anel coerente (I II .2.4). Mas a seguir, veremos um 

teorema interessante (11.2.8). 

Seja R= A[x
1

,x
2

, ... l anel dos polinômios sobre A. 

Seja 1 um ideal de A. Então, a extensão de I em R ~: 
n 

IR= {L: a.f. : a.EI c f.ER, para todo i=l, ... ,n} = 
i=l l l 1 1 

{fER : os coeficientes de f pertencem a I}. Além disso, se I ê 

f.g. em A, então IR é f.g. em R. 

Lema 1!.2.6: Seja aEA, R~ A[x1 ,x 2 , ... ] , (O:a)A ~ {bEA 

e {O:a)R ~ {fER: fa ~ 0}. cntiío (O:a)R = [(O:a)A]R. 

ba O} 

Demonstração: Claramente [(O:a)AJR ':: (O:a)R, 

Por outro lado, se fE(O:a)R e 

pois (O:a)A c (O:a)R. 

f ~ onde a. . . EA, temos 
1 1-1 2 · · · ]_n 

(ai
1
i?···i )a= O para todos os coeficientes Je f. Então 

" n 

a. . . E(O:a)A e (O:a)R ':: [(O:a)A] R. 
1l12" .. 1n 

Lema 1!.2.7: Sejam r
1 

e r 2 ideais de A e R= A[x1 ,x 2 , ... 1. 

Então (1
1
ni

2
)R ~ (I

1
R)n(I

2
Rl. 

Demonstração: Trivialmente, (r 1nr 2)R c (I 1R)n(I 2R) po1s 

I
1
ni

2 
~ (I

1
R)n(I 2R). 

Por outro lado, se fE(I
1

R)n(I 2R), temos que os 

coeficientes de f estão em r 1 c r 2 , portanto estão em r 1nr 2 , logo 

fE(I
1
nJ

2
)R. 
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Teorema 1).2.8: Para que o anel de polinômios Arx
1

,x
2

, ... scj a 

coerente, ê suficiente que todo anel de polinÔmios com um numero 

fi11ito de indeterminadas seja coerente. 

Demonstraçãp: Sejam J 1 o .1
2 

ideais f.g. de A[x
1 

,x2 .... J c f um 

elemento de A[x
1

,x
2

, ... J. Basta mostTal' que J 1nJ
2 

c (O:f) são 

f.g. c aplicar [1!.1.9-[f)). 

Se J 1 ê gerado por f 1 , ... ,fn e J 2 gci';JJo po1· 

g 1 .... ,gm, então existe r tJ.l que f,f
1 
.... ,f

11
,g

1
, ... ,gm são 

elementos de A[x1 , ... ,xr]. Sejam 11 c 1 2 ideais de A[x1 , ... ,xr] 

gerados por f
1

, ... ,f
11 

c g
1

, ... ,gm e (O:f)' o anulador de f em 

A[x1 , ... ,xrl· Temos então que r1nr 2 e (O:f)' são ideajs f.g. de 

A[x1 , ... ,xr] que~ coerente, por hip6tese. Chamando Ar 

A[x1 , ... ,xr] e A [x +l'x +?''''I= r r r -
e aplicando 

(!1.2.6) e (!1.2.7) temos que (O:f) e J
1

nJ 2 são f.g .. Logo, 

A[x1 ,x 2 , ... ] é coerente. 

~licação: O anel dos polinÔmios em uma famÍlia de indeterminadas 

(infinitas) sobre um anel noetheriano (ou corpo) ê coerente, mas 

não é noetheriano. Por exemplo, R "' K [x1 , x 2 , ... ] onde K é um 

corpo, R não ~ noetheriano, mas R e coerente, por (II.Z.S) e 

(ll .1.1) e pelo teorema da base de Hilbert. 
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§ 3. ANEIS PLANOS E ANEIS REGULARES 

Nesta seção mostraremos que se o anel A e plano, 

então A e A~] são coerentes. 

llefinição: Um anel A é dito regular (Von Neumann), se para cada 

JEA, existe xffi tal que axa = a. 

Exemplo: Corpo = dom{nio regular e todo produto direto de ane1s 

regulares ~ anel regular. 

Lema 11.3.1: Em um anel regular, temos as seguintes propriedades: 

1) Toda não unidade é divisor de zero. 

2) Todo ideal principal pode ser gerado por um idempotente (x e 

idempotente se x 2 
= x). 

Demonstração: 1) Se a não é divisor de zero, seja x tal que 

a= axa. Então a(1-xa) =O = (l-ax)a, ou seja, xa = 1 = ax, daí 

a c uma unidade. 

2) Seja aA um ideal principal e seja xEA tal que 

a a.xa. Então (ax) 2 = axax ax. axACaA=axaAC axA. Logo, aA=axi\. 

Teorema II.3.2:(Von Neumann) Num anel regular todo ideal f.g. 

ê principal. 
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Demonstr~tç~o: E suficicJ1tc mostrar que todo ideal gerado [JOT 

dois elementos é principal. 

l I l e 2 --Seja o i'eal aA + bA. aA = eJ once c. Como 

l\ = eJ\ + (1-e)A, temos b!\ c chA + (T-e)bA. Logo, 

;u\ + hA c cA + cbA + (1-e)bi\ -~ cA + (l-c)bA _s c1\ + hi\, ou seJa, 

a.:\ + hi\ cA + bA = c1\ + (1-c)hA. Seja (l-e)I1A = fA onde f
2 = [. 

Como f(:(l-c)bi\, .f ( 1-L·_Iln para algum n:;:A. c f c(l-c)hl- =O. 

ai\ + bA ::o e A + f A. 

Seja g • f[l-e). Então gf- f[l-e)f • f
2
-fcf • f. 

,. 
o 

• gf(l-e) • g. eg • cf(l-e) • O. ge 

g • f(l-e) E fA; f • gf e gA. Então gA 

• f(l-e)e • O. 

fA e aA + bA 

cr + or' o • (e+ g) (er + gr'); então eA + gA c (e + g)A; 

(e + g)A c cA + gA, temos que aA + bA = (e + g)A. 

Definição: Se I ê um ideal do anel A, o _!ad:!_cal de I e 

r(I) = {xEA : xnEI para algum n>O}, 

C!\ + gA. 

como 

Teorema 11.3.3: A ~ anel regular comutativo se, e somente se, 

1 = r(I) para todo lclea1 I de /\. 

Demonstraç~o: Seja A regular, basta mostrar que r(IJ c I. 

S · ~ Cll t- "··r 1 11 c 2 ·1 3 . eJa a=r , en ao a~ para a gum n> .. orno a = a x = ;t x 

; a 0 xn-l temos que aEI. Logo, I ~ r(I). 

Por outro lado, seja aEA e consideremos 

I yEA}. Claramente, I é um ideal de A. Como a 3=a 2aEI=r(I), 
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logo, aE!, ou seja, existe xEA tal que a 
2 a x. 

Lema II.3.4: Sejam I e J ideais do anel A. Então r(IJ) = r(InJ). 

n n 
Demonstração: Se xEr(InJ) cnt3o existe n>U tal que x E! ex EJ. 

Zn n n -Logo, x = x x E!J e xEr(IJ), r(InJ)~r(IJ). O outro lado e 

trivial, como IJ c rnJ, temos r(IJ) c r(FU). 

Teorema !1.3.5: A~ anel comutativo regular se, c soJncntc se, 

a interseç~o de dojs ideais 6 igual ao produto. 

Demonstração: Se A e regular, cntao usando (II.3.3) e (!!.3.4) 

ternos InJ = r(InJ) = r(IJ) = IJ. 

Por outro lado, se aEA, seja I = Aa. Então, por 

hip6tese, temos Aa = Ini = II 
2 = Aa , então existe xEA tal que 

2 -a = a x. Logo, A c regular. 

Definição: Dizemos que um anel A ~ plano, se todo A-m6dulo e 

plano. 

Observação:Aêanel plano se, e somente se, Tor dim(A)=O (1.5.12). 

Proposição 11.3.6: Todo anel plano 6 coerente. 

Dempr1stração: Segue Jo fato que o produto direto de u1n~1 famflia 

de A-módulos é um /\-módulo, logo, um A-módulo plano; e de 

(!1.1.9-(b)). 
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Queremos mostrar que anel regular e :igtwl a anel 

plano. 

Teorema TI.3.7: A 6 anel plano se, e so1nente se, a ir1tcrseção 

de dois ideais ~ igua.l ao produto. 

Demonstração: Sejam J e J ideais de A anel plano. Então temos as 

scqu~ncias exatas: (J- I -A- A/I- O, O- J- A- A/J- O. 

Então, pelo teorema (1.5.9) temos: 

O= Tor1 (A,A/J) ~ Tor 1 (A/l,A/J) ~ I®(A/J) ~ A0(A/J)~ (A/I)®(A/J)~ O 

exata, isto i, O~ Tor1(A/I,A/J) ~ I/IJ ~ (A/I)®(A/J) ~O exata. 

Logo, Tor
1

(A/I,A/J) • rnJ/IJ. Como A/J 6 plano, Tor
1

(A/I,A/J) =O 

(!.5.10) e daí rnJ = IJ. 

Por outro lado, se IJ ~ rnJ temos Tor
1

(A/I,A/J) O 

para todos ideais I, J de A. Por (!.5.15) Iordim(A) = 

inf{n: Tor
0

+
1

(A/I,A/J) =O para todos I,J ideais f.g. de A}, 

logo, Tordim(A) ~ O c ent5o A ~ 3nel plano. 

~orol~rio II.3.8: Um anel A 6 plano se, e somente se, e regular. 

Demonstração: (II.3.5) e (II.3. 7). 

Proposição 11.3.9: Seja A um anel plano. Então, o anulador de 

todo elemento de A c um ideal principal. 

Dempnstração: Seja at::A. Como A é coerente (II.3.6), (O:a) c f.g. 

(II.l.g-(f)), logo é principal (!!.3.8) e (!!.3.2). 
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Proposiç5o 11.3.10: O produto direto de an6is planos c um anel 

p1ano. 

Demonstração: Se {Ai} 6 uma família de an6is planos, então 6 uma 

família de anéis regulares. Logo, nl\
1 

é um anel regular e, 

portanto, plano (1!.3.8). 

Lema II.3.11: Seja 1\ anel plano c 11 , ... ,In ideais f.g .. Então 

I 
1

, ... , In podem ser gerados por idempotentes ortogona·i s. 

Nota: a e b são ortogonais, se ab = O. 

Demonstração: (11.3.1),(11.3.2) e (!1.3.8), nos dií que li= aiA 

onde a. e idempotente para todo 1. Fazendo indução sobre n, temos: 
] 

Para n ~ 2, Sejam 11 = a 1A e 12 = a 2A. Seja 

12 = (l-a
1
)r

2
. Logo, r

1 
+ 12 = a 1A + (l-a1 Ja 2A = a 1A + a 2A=I 1 +I 2 

7 

po1s a
1

a
2
A ~ a

1
A. Escrevendo 12 = f 1A onde fi = f 1EA. Visto que 

f
1
EI2 = (l-a

1
)I

2
, então a

1
f 1 =O pois a1 (l-a1 ) = O. Seja 

f'= f
1
(l-a

1
). Então f'fr = f 1 (l-a1Jf1 = f 1 lf1 -a1 f 1) = f 1 f 1 = f 1 . 

2 Logo, (f') = f•f
1 

(l-a
1

) = f
1 
(l-a

1
) = f'. Como f'=f 1 (l-a1 lEiz=f1A 

e como f
1 

= f'f
1
Ef'A temos que f'A = f 1J\ 

a1A + f'A, Visto CJUe a f' = a f (l-a ) = l l l l 

Então, a1 e f' são ortogonais. 

= 1:2. Então 1 1 + 1 2 = 

O e f'a = f (l-a )a =O l l l l . 

Para n-1, 11 = a 1A, ... ,In-l = an_ 1A onde os a 1 sao 

idempotentes ortogonais. 

Par:1 11, sejam 1
1

, ... ,In-I gerados pclc1s idempotentes 

ortogonais a
1

, ... ,a 
1 

e I n- n 
=aA.Scjai 

n 
+ I 

n-1 

gerado pelo idempotente a. Como no caso n = 2, ternos In gerado 

UNICAMP, 
BIBLIOTECA W"TRA) 
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por f' .idempotente c af 1 = ['a ~ O. Logo, :f'T 

para i=1, ... ,n-1, logo, f'a. = O para todo i. 
1 

() f' como n.El 
l 

Proposiç~o 11.3.12: Seja Afx] anel de polinômios sobre um anel 

pl:mo A, n um intci ro~~oc I um ideal f.g de /\ [xj gerado pox-

polin6mios de grau menor ou igual a n. Então I pode ser gerado 

por n+l polin6mios D. (O<i<n) onde cada E. 6 da forma E. = e
1
.P 1., l - - 1 l 

onde os c. são idempotentes ortogonais ele A e cada P. e um 
l 1 

polin6mio unit~rio.de grau i. 

Demonstração: Seja I gerado por 
t 

fl, ... ,ft, 

egi=biO 

n f.=a.
0

+a.
1

x+ ... +a. x . 
l l 1 111 

Se fEl, f = ): g
1
.f. onde g.EA rxJ 

i=l 1 1 
+ ... + b. xm. Então 

lTII 

t t m . 
f = Z f.g. = I [f. I b .. xl]= 

i=l 1 1 i=l 1 j=O lJ 

m 
I 

j =O 

t . 
[ I f. b .. ] xl = 
i=l 1 lJ 

m t . 
I [I a. 1b .. x)xl + ... + 

m t . 

j=O i=l J lJ 
I [ z a. b .. x11) xl .. 

j=O i=l 111 lJ 

Por (11.3.1), fazendo t 
<ai:;/ i=l =(c)ondc 

idempotentes ortogonais, para s=l, ... ,m, 

-os e sao 
s 

m . m j m n j 
f= .= (c.

0
e

0
)xJ + r. (c.

1
e

1
x)x + ... + L: (c. c x )x . Então 

J=O J j=O J j=O Jn n 

fEc 0A[xj+ c
1

x/\[x] + ... + c
11

xnJ\[x.l. Logo, f~ ell'~x]+ ... +c
11

x
11

A[x] 

n 
Por outro lado, como fi = L a. x 5 

= 
s=O 15 

onde 

a. = d. e EAe para todo 
15 15 5 .s . 

i""l, ••. ,n, temos que 

c.f. = d .. e.xl =a .. xJ. 
J 1 1) J 1J 

t 
(ai/ i=l, temos Como Ac. = 

J 
g1 jejfl + ••• + gtjejft onde gijEA 

Logo, e.xJEI para todo j, e e 0A[x] 
J 

assim demonstrada a proposição. 

para todo i""l, .. ,t, j=l, ... ,n. 

+ ... +c xnA[x] c I, ficando 
11 
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Lema 11.3.13; Seja A anel plano c a um elemento de A. Ent~o 

(O:a 2) = (O:a), 

Demonstração: (O:a 2) = (0: <a 2>) = (0: <a> 2
) = (0: <a)( aJ) ~ 

(0: <a> n(a>) = (0: <a>) = (O:a) .(" (11.3.7)). 

Lema II.3.14: Seja A um anel plano. Se f(x)=a 0+a1x+ ... +a
11

x
11

FA[x] 
ll 

entào (U:f(x)) = n (O:a.). Alem disso, (O:f(x)) é um ideal 
i ==o 1 

principal de A[~ que 6 gerado por um elemento de i\. 
n 

Demonstração: Se g(x)E n (O:a.) então g(x)f(x) = O, logo . o 1 1= 
ll 

n (O:a.) c (O:f(x)). 
i=O 1 -

Por outro lado, seja g(x)f(x) =O, com 

+ b xm. Se g(x)G'(O:a.) mas g(x)c (O:a1,J para 
m 1 g (x) = bo 

tOldO k< i, 
m então a.b

0 
+ a.b

1
x + ••• + a.b x f O. Seja a.b. to 

_l l lffi lJ 

mas aihk = O para todo k< j. Como g(x) f(x) = O, temos 

o = aob i +j +, ,,+ai-lbj+l + aibj + ai+lbj-1 + 

a 1bj + ai+lbj-l + ••• + ai+jb 0 . Logo, afhj 

(II.3.13) c então aibj =O. Contradição. Logo, g(x)e(ll:a.) 
n 1 

para 

(ll:f(x)) c n (O:a.) e, 
i=] l 

n 
i=l, ... ,n e g(x)E n (O:a.) c portanto, 

i=l 1 

com isso, (O:f(x)) 
n 
n (O:a.). 

. l 1 1= 

Por (!I. 3. 9) 
n 

, (O: a.) = (e. ) em A [X] 
1 1 

e por (I I. 3· 7), n (O:a.) = 
j::;:]. 1 

ib)ernA[xJ. Logo, (O:C(x)J =<h>. 

Pela proposiçio 11.3.6 todo anel pl:tilO 6 coerente, 

mas em geral, A coerente n3o impljca A [x] coerente. No caso de 

anel plano temos: 

,, 
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:f.corem8 11.3.15: Seja i\ um anel plano. Untão A[x] -c coe t·cn te. 

Dcmonstra~}-_9_: Seja I 1 dcal f. g. Jc A lx] gerado pelos polinômios 

n+l 
c 0 P

0
, ... ,enP

11 
como cnt (1!.3.12). Seja L= A[x] um A[x]-m6dulo 

li.\re com hase canÔnil'<L "'o·····h' c scJCl o um A[xj-homomorfismo n 

Jc L em I deJinido por n(\..r.) ~ 
l 

c.P. 
1 1 

para i=U, •. ,n. Se gEkero, 

g = 
l1 

l: g.w., então 
i =O 1 1 

n 

Jl 

:-: !'.c. r. 
i=0-~ 1 1 1 

=O. Para j=O, ... ,n, temos que 

O =e. ( ;· g.e.P.) = g.c.P., ou seja, g.E(O:e.P.) = l.bJ. 1, bJ.Et\ 
J i=O 1 1 1 J J J ~J J J 

(11.3.14). Logo, gE<b
0

w
0

> + ••. +<b
11

w
11

> que é um Alx]-mÔdúlo 

gerado por n+l elementos. Analogamente, se gE <b 0w0 ) + ••• + <bnwn > 

então,O(g) =O. Logo, ker e é f.g. c I é f.a. e então, A[x] e 

coerente. 
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Ci\PrTULO 111 

ANEIS UNIFORMEMENTE COEReNTES 

§ 1. ANEl S UNIFOR~IEMENTE COERENTES 

Anel uniformemente coerente será definido como um 

caso particular de anel coerente. Veremos casos onde o anel de 

polinômios ou o anel das séries formais são uniformemente 

coerentes e também a relação entre coerente e uniformemente 

coerente. 

Definição: Dizemos que o anel A é uniformemente co~te se existe 

uma aplicação ~:N* ~ N tal que para toJo A-m6Julo livre F gerado 

por n>l elementos e todo homomorfismo não nulo f:F ~A, o kernel 

da f 11ode ser gerado por ~(n) elementos. 

Nota: N =naturais, N* = N- {0}. 

Exemplo: Seja A= K[x
1

,x2 , ••• ] onde K é um corpo. A ê coerente 

(aplicação de 11.2.8), mas nao 6 uniformemente coerente, pois 

tomando homomorfismos f_,· :A~ A com f.(x.) =O se i<j c f.(x.)=x. l.J - lJJ 

se l>J e f(a) = a para todo aEK. Temos que ker fi = <x 1 , ... ,xi )e 

~(1) não pode ser definido, 
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Lema III.l.l: Seja f:A 11 
~A homomorfismo onde A~ um anel. Se 

f(An) ; A então ker f ~ gerado por n-1 elementos. 

Demonstração: Sejam as sequ~ncias exatas: 

O ~ ker f _,.. 
)li 
n-1 O -·~ A · --'>-

n A ~ l\ --'>- O 
il 11 

An 7 A --'>- O 

Então kcr f e gerado por n-1 elementos. 

Exemplo: l) Seja A corpo e f:An ~A. Se f t o. f(An) =A, logo, 

ker f~ An-l e o(n) = n-1. 

2) Se A e anel principal e f:An ~ A homomorfismo. Se 

f f O, f(Anl :; A e o(n) = n-1. 

3) Se A e domínio Bezout (todo ideal f.g. é principal), 

como nos casos anteriores
1 

A ê ;unif9rmeJ!Iente coerente. 

Teorema III,l.2; Um anel A é uniformemente coerente se, e somente 

se, as seguintes duas condições são simultâneamente satisfeitas: 

(i) Existe um inteiro m>O tal que o anulador de todo elemento de 

A pode ser gerado por m elementos, 

(ii) Existe uma aplicação lji;N*xN*-N tal que a interseção de um 

ideal gerado por p elementos (p~l) e um ideal gerado por q 

elementos (_q~l) pode ser gerado por 1!1 (p, q) elementos. 

Demonstração: Seja A uniformemente coerente e aE.A, então a 

sequ~ncia: O --'>- (O:a) --'>-A! aA--'>- O ê exata. Então ker f pode 

gerado por m <P (1) elementos. 

ser 

Sejam r 1 ideal de A gerado por p elementos e r 2 

ideal de A gerado por q elementos e sejam as sequ~ncias exatas: 
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O--~ K. __,.r. -·• I. _,O, i""-1.2ondc os P. 
l l j l 

-
sao l:ivrcs, F1 gerado por 

p c]cJncntos e F 7 gcr:tJo por q cleincntos. Seja K o kcrr1el do 

cpimorfismo de F ~ r 1 ~r 2 sohrc I = r 1 + 12 . 

Ent~o ternos o segt1intc diagramn (1) comutativo: 

ll 

o 4 

j 

L!,, r 2 

I 
11 Efll 2 

11 2t 

I 

I I I 
K/h 1 (K 11Kz) O 

j 

o 

4 ll 

(1) 

4 o 

onde as colunas c as linhas sao exatas. Pelo diagrama da serpente 

temos que r
1
nr 2 - K/h 1 (K1EflK 2J. Supondo A uniformemente coerente, 

temos que K pode ser gerado por ~(p+q) elementos, F= F1ffiF 2 6 

gerado por p+q elementos. Definimos cnt~o v(p,q) = ~(p+q). Logo, 

r
1
nr

2 
ê gerado por 'f(p,q) elementos. 

Supondo que A satisfaça (i) e (ii), seJa f:A
0

--;. A 

homomorfismo. Ent~o f(An) pode ser gerado por n elcJnc11tos. Seja 

K = ker f. Para n = I, como f(A) = f(! )A, logo K = (ll; [(!)), por 

(i) definimos r/J (1) = m. Para n>l definiremos por indur.;ão, 
n-1 

<P (n) = E •(p,l) + nm, 
p=l 

Para n 2, temos f:A 2 ~A. Sejam e 1 c c 2 geradores 

de A2 e I. = f(e.JA, i=1,2. Logo, temos as sequªncias exatas: 
l 1 

O ~ K. ~ A ~ I . -7 () onde K. 
l l l 

gerado por 2m eloJncntos. Pelo diagrama (1) ternos 
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I 1nr 2 • K/h1 (K1®K 2). Como 11 e r 2 sao principais, por (ii) 11n1 2 
pode ser gerado por o/(1,1) elementos. Daí, K pode ser gerado por 

~(l,l) + 2m elementos (1.2.4). 

Procedendo por indução sobre n, assumimos que ~(r) 

e definida como acima, para 2<r<n. 

Sejam f:An--+ 
n-l 

A e e., 
' 

i=l, ... ,n geradores de An. 

' f(e.)A 
i""l 1 

c I 
2 

~ f(en)A, logo temos as scqu6nci;ts exatas 

f n-1 1 A ~ 

n-l 
f( L a.c.) ~ 
1 i"'l 1 1 

n-1 
I f(e.)a., 

i=l l 1 

a. E A, 
l 

f 
para todo i e O~ K2 --+ A --+

2 r 2--+ O onde f 2 (a) = f(en)a para todo 

a E A. Por indução, K
1 
~gerado por ~(n-1) elementos e por (i) K2 

e gerado por m elementos, então K1@K 2 ~gerado por ~(n-1) + m 

elementos. Por (ii) 11n1 2 ~ gerado por o/(n-1,1) elementos e 

novamente por r 1ni 2 • K/h1 CK1ffiK 2), K ~gerado por •Cn-l) + m + 
n-2 

>(n-lJl) = ~(n) elemcnt0s e 

n-l 
~cn-l,lJ ~ L >(p,l) + nm. 

p~l 

<i> ln) ~ ' >(p,l) 
p~l 

+ (n-l)m + m + 

Corolário III.l.3: Todo anel de valorização é uniformemente 

coerente. 

Demonstração: Se 1
1 

c 12 sao ideais f.g. de A, A anel de valoriza

çao, entao I
1
ni

2 
é principal (1.7.3). Como A é domínio, (O:a) =O 

para todo a E A. Pelo teorema anterior, A ã uniformemente coerenta 

Lema 111.1.4: Seja A = D [ [x]], D anel principal ou de valorização. 

Seja I um ideal de A (I f.g. se D é de valorização), tal que se 

ax E I temos a E I para todo a E A. Então I ~principal. 
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Demonstr~ção: Seja a(x)EI, u(x) 

!(O) • la(O) a(x)E!} ideal de IJ. Então 1(0) • (d(ll)) com dE!, 

d
0 

" d(D] (pois D c principal ou I (O] 

e f.g. e portanto principal quaildo D 6 Je valorizaç~o). 

a(ll) a
0 

E (d{O) ), a(ü) • e~ 0 d 0 , a 0 E 1\. 

a(x) ~ "l]d "x((a
1 

- a0d
1

) + (a 2 - a(>d 2)x + ••• lEI, logo, 

b
1 

= a
1 

- aljd
1 

+ (a
2 

- ac)d 2)x + .•• E 1, a 1 - fl(jd 1 =o aJdo, aiEA. 

E11trio a 1 = a6d 1 + a~d 0 . 

b
1 

a) do = x((a
2 

- a 0c1 2 - a;d1 ) + ••• ) E !. 

b
2 

"a
2
-a0d

2
-a;ct

1
+(a

3
-a0d 3-a;d 2)x+ ... e 1. 

3&dz - aid1 a~J 0 , a~ E A. Hntao a 2 = a~J 0 + aidl + a6d 2 . 
) 

Então a(x) = (aQ + J-jx + azxw + ••• )d. Logo, T é gerado por d. 

Uma gcneralizaç5o do lema (I ti .1.4) r· 

Teorema III.l.S: Seja ll um anel principal ou de valorizaç~o, e 

seja A = D [ [x]] o anel das séries formais sobre D, na indetermin~ 

da x. Seja K um submóJulo f.g. de um A-módulo livre L, tal que 

para todo t E L, a relação xt E K implique tE K. EntJ.o K é um 

A-módulo livre. 

Demonstração: Seja G um sistema de geradores cle K, E= {e.}(iEI) 
1 

base canônica de L. A cada t = );a.e. de L (a. E A), associamos 
1 l l 

t (0) La. (O) e .• Quando t descreve K, t(O) descreve um submódulo 
l l 

K ( U) = (t(D) : t E K! do 11-môdulo 1 iVl"e de base E(O), L(O) = 

{t(O) :tE L}. No caso onde D C principal, K(OJ é l:ivrc (1.3.7). 

Ko caso onde Dê de valorização, podemos tornar G finito c G(O) 

,1_;cranüo K(O) que t C.g .. Como K(O) é torção ljvrc, cntilo é livre 
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(!.7.2). Assim, em ambos os casos, K (O) e D-livre. Seja {k. (O)} 
J 

uma base para K(O) (k. E K, j E J, J finito). Queremos mostrar 
J 

que K e gerado por {kj}jEJ' 
2 Seja a (x) = a

0 
+ a

1
x + a 

2
x + , , E A = D l [x]] 

Notamos ni(x) =a. + a. 1x + a. 2x 2 
+ ••• para i=O,l ,2,,,. c 

l l + ]+ 

a
0

(x) = a(x). Logo, a(x) = a(D) + al(D}x + a
2

(D}x 2 + ..• 

>;a.(x)e.= r [a.(OJ + 
jEJ J J jEJ J 

Se k E K c L então k = 

x(a 1(x})]e. = c a_.(Oje.+ x( r a1 (x)e.)= k(OJ + x( r a1 (x)e.), 
J J j EJ J J j EJ J J j EJ J J 

Como k(O) E K(O)=~k.(O)lEJ entio k(O) = E c.k.(O) = 
J J jEJ J J 

1 I c.k. - x E c.k. onde 
j EJ J J j EJ J J 

k. E k .. (x)e., Dai k 
J iEI q 1 

E c.k. 
jEJ J J 

k l. kl ( ) = E .• x e. se 
J iEl lJ 1 

J + xk '. onde k' = I a. lx) e. 
jEJ J l 

L c.k~. Claramente xk' e K então k' E k. Repetindo este processo, 
jEJ J J 

teremos k E <kj >jeJ' 

Teorema III.l.6: Seja Dum anel principal ou de valorização. Seja 

A~ D[[x]] o aRel das séries formais sobre D em uma indeterminada. 

Então, todo A-módulo projetivo ê livre. 

Demonstração: Seja PumA-módulo projct.ivo f.g .. Temos que 

L= PffiQ onde L é um A-mOdulo livre (I.3.4-(6)J. Er:_tilo setE L, 

t = tl 

xt E p 

a. (x}EA 
l 

O = xt 2 

+ tz onde tl E p c tz E Q. Se xt E P, então xt 1 
+ xtz = 

n 
e xt 2 

E pnq = {o ) • tz E L então tz = .r a 1_cxbi onde 
l=l 

c c:ln_' ••• ,en forr.1.::un a b<1sc Jc L. Então, 

:e 2: xa. (x)c., portanto, xa. (x) = O para todo 
i=l l l l 

e então 

ai (x) = O para todo i, logo t 2 = O, ou seja, t "' t 1 E P. Temos 

então que p e livre, pelo teorema anterior. 
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Ohservacão: Este resultado se aproxima ao seguinte resultado devido 

a Seshadri [SCj que é um caso especial da conjetura de Serre (todo 

A-mõdulo projetivo f.g. é livTc se A = K [x1 , ..• ,xn] anele K é um 

corpo). 

Tco1·crna III.l~: Seja/\"' D [x] o anel dos polinômios em urna indeter 

minaJa sobre um anel principal. E11t~o. todo A-mÕdtilo projetivo 6 

I ivrc. ( [1'1']). 

Teorema JII.l.8: Sej3 A um anel de dimensão gloiH!.l menor ou iguaL 

a 2 e t;tl que todo A-m6dulo projetivo é livre. Ent~o A é coerente, 

e mesmo, uniformemente coerente. 

JJcmonstJ·açio: Seja F um A-mõclulo livre gerado por n clcn1~ntos c f 

um homomorfismo de F em A. Temos ent5o a sequenc1a exata: 

*)O -+ kcr f - F ..... f(F) ..... O. Se f(F) "' A então temos 

O-+ O-+ A-+ A-->- O exata. Então, pelo lema de Schanuel (1.5.4) 

r; A®kcr f e ker f~ gerado por n-1 elementos. Se f(F) f A f(F) ~ 

um ideal prôpio de A e hd(f(F)J < gldim(A) = 2 (1.5.6) então. 

hd(f(F)) < 1. Se hd(f(F)) = 1, então ker f e projetivo (1.5.5). Se 

hd(f(F)) =O,(') e split. daí, ker f é projetivo (1.3.4), por 

hipótese é livre Como ker f está contido em um módulo livre 

gerado por n elementos, cnt~o por (1.7.4) ker f pode ser gerado no 

- . por n elementos (e <P (n) "' nJ. maxlmo 

' 
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Teorema III.1.9: Seja A o anel dos polin5mios ou das s~ries 

formais em uma indeterminada x sol-ne um anel principal D. Então 

A é uniformemente coerente. 

Demonstração: Se A= D[x], gJdimA < 2 (1.5.3) e por (III.l.S) e 

(I I I. 1. 7) !1. é uniformemente coerente. Se I\ = D l [x]] , seja F um 

A-módulo livre gerado por n elementos c seja f um homomorfismo 

de F em A. Seja K = ker f e xt e K onde t E F. Então, temos 

xf(t) ~ f(xt) ~ O. Como xf(t) E D [ [xll, temos f(t) ~ O e tE K. 

Por (II!.l.S), K é um A-módulo livre e por (1.7.5), K é gerado 

por n-1 elementos. Tomamos então ~(nj = n-1. 

Corolário I!I.l.lO: O anel K[x,y] ou o anel K[[x,y]] onde K é um 

corpo é uniformemente coerente. 

Demonstração: Sendo K um corpo, temos que K [x] e K [ [x]] sao ane1s 

principais ([H]). Como K[x,y] ~ K[x] [y] e K[[x,y]] ~ K[[x]][[y]] 

temos, pelo teorema anterior, o resultado. 

Proposição 11!.1.11: Seja A um anel uniformemente coerente. Então 

AN, o produto direto cnumerãvel de c6pias de A, ~ uniformemente 

coerente. 

Demonstração: Seja L um 

c um homomorfismo f:L 

AN-m6dulo livre f.g., isto e, L ~ (AN)n 

N 
A . Devemos mostrar que K = kcr f pode 

ser gerado por ~(n) elementos. Como A é uniformemente coerente, 

temos a sequência exata O- , kcr f- • An . A anele ker f é gerado 

por </J(n) elementos. Por (!.2.6) e (!.2.9) ternos o seguinte 

dJagrama comutativo: 
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(l ~ (kcr f)N ~ (!\n)N ~ !\N 
11 li 

o _, K ~ (AN)n 4 AN 

Logo, K - (kcr f IN c K pode ser gerado por Hnl elementos (I. 2 .11). 

Teorema 111.1.12: O ftncl A 6 uniformemente coerente se, e somente 

N 
se, o anel A , produto direto enumcr~vel de c6pias de A, 6 

coerente. 

Qcmonstração: Se A é unifoTmcmentc coerente, então por (IIJ.l.ll) 

N -A e uniformemente coerente, portanto coerente. 

Por outro lado, seja AN coerente. Então, por 

(II.l.ll) A 6 coerente. Suponl1amos que A não seja uniformemente 

coerente. Então, para algum A-módulo livre A11
, não podemos 

encontrar r E N tal que para todo homomorfismo f:An __,.A, ker f 

possa ser gerado por r elementos. bntão podemos encontrar {f.}. 1 l l> 

famili.a de homomorfismos f.:An -+A tal que ker f. é gerado por r. 
l 1 1 

elemeJttos (pois A 6 coerente) tal que r. < r. 1 para todo i > l. 
l 1 + 

Seja F:(An)N ~ An, F({x.}) = {f.(x.)J, {x.} E ker F se, c somente 
l l l l 

se, {f.lx.J} =O se, c somente se, f.(x.) =O para todo]_ 2:._ 1 se, 
l l 1 l 

c somente se, x. E ker f~ para todo i > 1. Logo, Hker f. = ker F 
l ..L - 1 

que e f.g., digamos, por r elementos pois AN e coerente e 

(An)N - [AN)n (1.2.9). Pelo corolário I .2.10 kcr fi poJc ser 

gerado por r clcJncntos para todo i ~ 1. Logo, a scqucnc1a 

(r.). 
1 

e estacion5ria. Co11tradiç~o. Logo, A~ uniformemente 
l p 

coerente. 

' 
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Num domfnio Bezout A, temos que todo ideal f.g. ~ 

principal. Mudando a condição dominio para (O:a) principal para 

toJo a E A, temos ainda o resultado: 

Lema III.l.13: Seja A anel tal que todo ideal f.g. 6 principal e 

para todo a em A, (O:a) ~principal. Então A~ uniformemente 

coerente. 

Demonstração: Seja f:An ~A homomorfismo de A-módulos. Como f(An) 

e um ideal f.g. de A, então f(An) = aA é principal, onde a E A. 

Seja K = ker f. Então temos as sequências exatas: 

O - K ~ An ~ aA - O 

li 
o~(o:a)-A ~ aA- o 

Pelo lema de Schanuel (:.5.4) AIDK; AniD(O:a). Como (O:a) é princl 

pal, temos que K é gerado por n elementos. Então defino ~(n} = n 

para todo n E N*. 

Proposição III.l.14: Se A é anel plano, então A e A[xl sao 

uniformemente coerentes. 

Demonstração: A é uniformemente coerente por (11.3.2), (11.3.8) e 

(111.1.13). Para A[x], observamos na demonstração do teorema 

11.3.15 que podemos definir ~(n) = n+l para todo n E N*. 
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0.1. ALGUNS EXEMPLOS 

Veremos um exemplo onde R é un_i formerncntc coerente, 

mas R lx]não e cocr~ntc, e um exemplo onde R c R !xl são uni forme-

mente coerentes, mas R l fxll não é coerente. 

N - N -Lema III.2.1: (QIItll) = Q [[t)), onde Q e um anel. 

Demonstração: Basta tomar f:(QIItll)N ,QN[Itll onde 
00 ro 

f({f.(t)l) = "{a. }t 11 

1 n-=O 1n 

11 
onde f.(t) = "a. t, 

1 n=O 1n 

Lema I I I. 2. 2: Seja K anel sem elementos nilpotentes o Então K [ [x]] 

não tem elementos nilpotentes. 

Demonstração: Seja f(x) = n 
l:: a x 

n=O 11 
E K [ [x)) e seja k ={min n:a fO J. 

n 

Então f(x) = 
00 

l:: a x11 

n=k 
11 

Se (f(x))r =O para algum r >O, então 

O = (f(x))r r 11r r = anx + (termos de maio:r grau), ou seja, an = O, 

o que e uma contradição. 

Observação: Procedendo por indução, temos o mesmo resultado para 

Lema I I I o 2. 3: Seja R 

cnume1·âvel de cop 1as 

= n s 
wEN w 

do anel 

o anel produto direto de uma familia 

Sw = Q [ [t ,u]] das séries formais em 

duas indeterminadas com coeficientes racionais. Então: 
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a) R nao tem elementos nilpotcntcs. 

b) R ê isomorfo ao anel P l [t,u] J das sêr:ics formais em duas inJc

N tcrninad:ts sobre o aneL plano P ~ Q 

_Qemonstração: 

t 
a) Se r E R tal CjUe r ~ O para algum inteiro positjvo t, 

r·- (r1 ,r 2 , ... ) com ri 1:: S = Q[[t,ul] 1=1,2, ... 

Então ll = 1· t = l r t r t ) c r t - r t -t·z···· l··z- = O. Por 

(11I.2.2), temos que r
1 

= r 2 = ... =O e portanto, r= O. 

Logo, R não tem elementos nilpotentcs. 

h) R o (QIIt,u]])N" (QI[t]) l[u]]JN" (Q[[tj])Ntlu]] 

QN I Itl I I Iul I ~ QN I lt, u] l o P I lt, u] I • 

Proposição III.2.4: Seja R = 

família enumerável de cópias 

TI S 
wEN w 
de S 

w 

o anel produto direto de uma 

= Q [ [t, u]] das séries formais 

em duas indeterminadas com coeficientes racionais. Ent~o R~ 

uniformemente coerente mas R [xl não é coerente. 

Qemonstração: Como Q c corpo, por (III.l.lO), Q [ [t,u]] € uniforme 

mente coerente e por (III.l.ll), R= (Q[[t,u]])N é uniformemente 

coerente. 

Vamos mostrar agora que R[x] nao e coerente: 

Sejam a,b,c c dos elemeJltos de R cujas w-6simas 

coonlenadas são, respectivamente t, 
w w w -u, tu , t -Zu ; e seja I 

o interseção dos seguintes ideais: (a+bx)R [x) e cR lx) + uH lx]. 

Se R lxl for coerente, I será f.g. (II.1.7). O ideal T de R, dos 
00 

termos constantes dos polinômios de I ser~ então f.g .. Mas 

= u I onde In é o ideal 
niD n 

de R dos termos constantes dos 
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poli116mios de I de grau menor ou igual a n. A sequ&ncia crescente 

de ideais de R, 1 0 :=_ r 1 c c scra estacion~ria. Mas 

isto 6 impossfvcl, pois o lema 111.2.5, a segttir, mostra que para 

. - . I - w todo w > 3, o eleJIICnto de R CUJa w-csiJJI;l coorcenadu c Lu , coJIL 

;:ts outras coordenadas nulas, está em I mas não em I 1 . 
IV w-

Lema 1!1.2.5: Sej<I S = Q I [t,u]] ou Q [t,u], c sepm r1 = (t-ux)S [x], 

w w + (t -1u )S [x] ideais de S txl . Então: 

a) Existe f(x) 
w 

E J
1
nr

2 
tal que f(ü) = tu com W > 3 e grau de 

f(x) igual a w. 

b) Para todo f(x) E r 1n1 2 tal que f(O) 

de f(x) ~ maior ou igual a w. 

w 
= tu com w > 3 então grau 

Demonstração: a] Exist~ncia: Partindo da identidade: 

multiplicando cada membro por t e substituindo tw por 
w w-1 w-1 w-1 temos: (t- ux)(2u + t ux + ... +tu x ) + 

w w w w w (t- ux)(t - Zu) = t(t - 2u) + 2tu -tu x , e obtemos: 

w-1 
w t u (t-ux)(u + ---

2
--x + 

(tw - 2uw) ux + tu'" (1 
2 

f(x) 6 igual a w. 

... + 

b) Sejam p. = 
l 

que Pll " (t - ux)P 1 = 

w tu e grau P0 < w-1. 

t wl' .ll 2 

w-1 
tu \.J-1) 

2 X = 

c f (D) "'' = tu c grau de 

Pi(t,u,x) E Sfxl para i""O,l,2,3 tal 

+ (tw- 2u\11 J!J
3 

E r
1

ni
2 

com P
0

(t,u,U) = 

' 
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Como P
0

(t,u,O) = tuw = tP
1

(t,u,O), logo, P
1

(t,u,O) = uw e grau P0 = 

grau (t-- ux)P1 = 1 + grau P1 , daf grau r 1 ~ w- 2. 

Escrevemos r 1 (t,u,x) = uw + s 1 (t,u)x + + 

w-2 5 
2
(t,u)x onde 5-(t,u) E S para todo i=l, .•. ,w-2. 

w- 1 

Façamos t = Wu , ternos: 

P
0
(Wu ,u,x) = (t - ux)P

1 
(t,u,x) = 

(~,u- u:\)(uw + s
1

(\'l2'u,u)x + •.. + sw_
2

(o/2'u,u)x""- 2
) = 

w w w ww w+l WJ;< tu P
2
(t,u,x) + (t - Zu )P

3
(t,u,x) = -v2 u P 2 (-72 u ,u,x). Logo, 

uw divide si (~u ,u) para .i=l, ... ,w-2. 

Sejam uws~(u) = s.(Wu ,u) para i=l, ... ,w-2, onde 
l l 

5' (u) 
1 

c~z'-

E R [ [u] 1 , R = rea1s. Obtemos então: 

x) ll + s~(u)x+ ... + 
w-2 

s ' ( u) x ) = w-2 

1+(5j(u) 1 -)x + (s
2
' (u) 

'ffi. 

, , ( ) 1 , ( ) ) w- 2 1 , ( ) w-1 
~w- 2 u - -s u x - -s u x . '/12 w-3 'J/2 w-2 

Wr;;> (W~• ) d ' -vzr
2 

-vzu,u,x, a1 

- .-!..s• (u))x 2 + .•• + 
':/21 

Como P 2 (O , O , x) E Q [x] , 

donde 5~_ 2 (0) = {!Tqw-Z para algum qw-Z E Q, 

s\~_ 3 (0) :o- qw_ 2.iz2' + q
1
"'_ 3W para algum qw_ 3 E Q. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...................... . 
si (O) = qw-Z~ + (\.,r- 3 ~~ + ••. + q 1 ~-, onde qj_ E= Q e 

s'(O)- _ _! = -q E Q. Daí 
1 ~íz o 

l -- q z"· ÇW-T + q 3',~'l••'..: z ., + ~~r-· - . ,~w-~ ;~ ••. + q 0 ~2 que e falso. 
w- w-_ 

(notamos que o falso sc1 ~ possivcL quando w ~ 3) 
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N 
Definição: Seja No conjunto dos numeras naturais, A um anel c A 

o anel produto direto de N cópias de A. Dizemos que R é ~ ~ das 

sequências estaclonCtri;-ts de A, se R é um subanel de AN tal que 

para cada x E R, x = (x
1

,x 2 , ... ) onde xi E A e existe um inteiro 

n, que depende de x, tal que x = x . para todo i=l,Z, ... n n+l 

Lema 11!.2.6: Sej;I A anel plano (regular) c R o anel das sequ~n

cias estacion5ris de A. Então R é regular. 

Demonstração: Seja (x1 ,x 2 , ... ,xn···· ,xn) E R. Como cada xi E A, 

então existe a. E A tal que x.a.x. = x. para cada i. Logo, 
1 1 1 1 l 

(x
1 

, x
2

, ... , xn, · · . , x
11

) (a 
1

, a 2 , ... , an, ... , an) (x1 , x 2 , ... , xn, •.. , xn) 

(x
1

a
1

x
1

,x,a
2
x

2 
, ... ,x a x , ... ,x a x) = (x 1 ,x,, ... ,x , ... ,x ). 

~ n n n n n n - n n 

Lema IJ.I.2.7: Seja A anel plano e R o anel das sequêncjas cstacio-

nârias ele A. Sejam en = (e111 ,enz···· ), tn = (t 111 .tn 2 .... ),n > 1, 

em R com en
1
. ~ 1 para i=1,3,5,2n-l c e . O caso contr~rio; 

IH 

t . = 1 se i=2,4,6, ... ,2n e t . =O caso contrãrio. Então: 
Til lll 

l) Par n > m e e = e n m m' 
t t ;= t . m n m 

2) t. t . 
1 J 

O para todo 1 e para todo j. 

3) Seja y = n~lenxn E JJ = Rllxll. Se f= a 0 + a 1x + a 2x
2 

+ ••• E 

(O:y)D então Para cada k, existe nk tal que ak = bktnk para 

algum bk E R. 

Q'.:_~~tração: 1) Claro. 

2) Claro. 
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3) Por indução sobre k. 

Se k =O, como fy = !l temos a 0e 1 =O. Seja 

a 0 = (a 0 l, a 02 , ... ) , então a
01 

= O. Temos tambem que a
0

c
2 

+ a
1 

e
1 

= 

O e então a 0e 2e1 + a(1e 1e 1 =O. Com isso, temos que a0c 2 =O, ou 

= O. Por este processo, podemos mostrar que a0ei = O 

para todo 1, isto e, 8
0(1i-J) o O para todo ioJ,1, .. , Como 

a 0 E R, existe um inteiro N tal que aOn = O para todo n > )J. Logo, 

existe t no tal que t a 0• = a 0 para algum a' E R. no o 
Sejam t a! =a. para todo i=O,l,Z, ... ,k-1. Como n. 1 1 

1 
+ 

aQtnock = 

Então O ak+le 0e0 + ake 1e0 = ak+leO + akeO = ak+le 0 . Então akcl = (1, 

Repetindo este processo, temos aken=O para todo n, ou seja, se 

ak = (akO'akl'''') temos que ak(Zn-l) =O para todo n=l,Z, ... 

e como ak E R existe M natural tal que akn = O para todo n > M. 

Logo, existe t tal que 
nk 

= ak para algum ak em R. 

Observação: g = t 1 ... e (O:y) mas g- u t.D, 
i>l l 

se g E u t .o, 
i) l l 

g E t.D para algum 1, isto 
1 

tn = b t- para algum b E R. Se n > l, t. 
n 1 n l 

Contradição. Logo, u t.D C (D:y). 
· l 1 i' p 

e, para todo n, 

t t. 
n 1 

b t.t. 
n 1 1_ 

pois 

t . 
n 
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cstacion3rlas em A. :;ntiio R c R!xJ são uniformemente coerentes, 

mas R l [x]] na o e coerente. 

l1cJ~lOll;':_tração: Por (lT\.2.6) e (ll1.1.4) R e pluno c ternos então 

que R c H [x] ;:;;Jo 1m i rormcmcntc coerentes. 

Scj :t y E l~ [ [x]] = D, como no lema anterior. Se 

(():y) = <f
1
,r

2
, ... ,fk> onde f

1 
=ai+ ... c D c pc1o lema c1ntcrior 

a.'" (ll,a 12 ,o,a 111 ,o, ... ,O,ain.'O, ... ,Ll). Scj<:1 N 
1 

l.ogo,:LiN+l =O para todo i. Como tN+l E (U:y), 

k 

= m~1 x f n . : 1 <i < k} . . .l - -__ 

jç 

tN+l L g._f. . 1 1 l 
I= 

onde ,., . = b. + 
.• ]_ l 

L 

E b.a. c como a coordenada 
- -] .1 l 
J.- . 

- k -Z(N+l) de tN+l c 1 c a coordenada Z(N+l) de E a.b. e O, temos 
i"'l 1 l 

1=0, 0 que~ uma coJttradição. Logo, (ü:y) não 6 Í.f. c lt[ xl nao 

é coerente (II.l. 7). 
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