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Resumo

Neste trabalho abordamos a construcao de reticulados usando propriedades da teoria dos
numeros algébricos. Enfocamos particularmente a construcao, como reticulado ideal, de
rotagoes do reticulado n-dimensional dos inteiros, usando corpos ciclotomicos. Reticulados
desta forma tem se mostrado uma eficiente ferramenta para obtencao de bons esquemas de
codificagao para canais com desvanecimento, pois permitem estimativas da distancia produto
e diversidade, parametros que controlam a probabilidade de erro no envio de informacoes
por estes canais. Apresentamos uma nova construcao de tais reticulados no caso em que
n é uma poténcia de 2, através do subcorpo maximal real do n-ésimo corpo ciclotomico.
Estabelecemos também condigoes para que um reticulado ideal seja rotagao do reticulado
n-dimensional dos inteiros, usando algoritmos de reducao de base, LLL (Lenstra-Lenstra-
Lovész) e Minkowski. Outros resultados incluem caracterizagoes geométricas de grafos cir-

culantes e de alguns reticulados construidos algebricamente.
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Abstract

In this work we approach lattice constructions using properties of algebraic number theory.
One focus is on the construction of ideal lattices via cyclotomic fields. Those lattices have
been used as an efficient tool for designing coding strategies for the Rayleigh fading channels
since it is possible to estimate the product distance and the diversity, parameters which
control the error probability transmission for those channels. A special case, due to “shaping
gain”, is when those lattices are rotations of the n-dimensional integer lattice. We present
a new construction of such lattices when n is a power of 2, via the maximal sub-field of the
n-cyclotomic field. We also establish conditions for an ideal lattice to be a Z"-lattice using
the Minkowski and the LLL (Lenstra-Lenstra-Lovdsz) reductions. Other results include

geometric characterizations of circulant graphs and of some algebraic lattices.
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Introducao

Constelacoes de sinais tendo estrutura de reticulados sao consideradas boas para transmissao
de sinais, pois a estrutura linear e altamente simétrica dos reticulados usualmente simplifica
a tarefa de decodificacao.

O problema de encontrar boas constelacoes de sinais para um canal de transmissao gaus-
siano (com distribuicdo normal de probabilidade de erro) pode ser relacionado ao estudo
de empacotamento esférico de reticulados. Constelagoes com bom desempenho podem ser
obtidas de reticulados com alta densidade de empacotamento.

Para a transmissao em um canal com desvanecimento Rayleigh, que modela algumas
formas de comunicacao sem fio, a idéia bésica permanece a mesma. O problema é construir
constelacoes de sinais com energia média minima para uma desejada taxa de erro, dada a
eficiéncia espectral (nimero de bits por duas dimensoes). Uma interessante abordagem tem
sido recentemente proposta, na qual faz-se uso de alguns resultados de teoria dos nimeros
algébricos. Usando corpos de ntiimeros totalmente reais, algumas boas constelagoes de reti-
culados casadas a canais com desvanecimento Rayleigh sao encontradas. A eficdcia dessas
constelagoes esta em sua alta diversidade (nimero de componentes distintas entre dois pontos
do reticulado), a qual pode ser obtida como a méxima possivel e também na possibilidade
de se determinar a distancia produto minima. Diversidade e distancia produto minima sao
os parametros que controlam a probabilidade de erro no envio de informacgoes por estes
canais. Constelacoes de sinais sobre reticulados com estas propriedades e que sejam rotacoes

do reticulado Z" sao especiais para este tipo de transmissao por terem também “ganho de

XV
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forma” ( relacionado a energia média).

Constelagoes de sinais boas para o canal Gaussiano podem ser ruins quando usadas em
um canal com desvanecimento Rayleigh, por exemplo se tiverem pequena diversidade. Por
outro lado, boas constelacoes casadas ao canal Rayleigh podem ser ruins quando usadas
sobre o canal gaussiano, se a densidade de empacotamento destes reticulados for muito
baixa. Assim, um meio para obter constelagoes eficientes para ambos os canais é buscar
reticulados densos com diversidade méaxima e distancia produto grande.

Com esta motivagao, abordamos neste trabalho a construcao de reticulados usando
propriedades da teoria dos ntumeros algébricos. Enfocamos particularmente a construcao,
como reticulado ideal, de rotacoes do reticulado n-dimensional dos inteiros, usando cor-
pos ciclotomicos. Apresentamos uma nova construcao de tais reticulados no caso em que
n é uma poténcia de 2, através do subcorpo maximal real do n-ésimo corpo ciclotomico.
Estabelecemos também condicoes para que um reticulado ideal seja rotacao do reticulado
n-dimensional dos inteiros, usando algoritmos de reducao de base, LLL (Lenstra-Lenstra-
Lovész) e Minkowski. Outros resultados incluem caracterizagoes geométricas de grafos cir-
culantes e de alguns reticulados construidos algebricamente.

Mais especificamente, este trabalho é organizado como se segue:

No Capitulo 1 sao introduzidos conceitos e propriedades que sao fundamentais no de-
senvolvimento e na obtencao dos resultados deste trabalho. Sao apresentadas as questoes
relacionadas a busca de constelacoes de sinais eficientes para transmissao em canais gaus-
sianos e em canais com desvanecimento e uma breve introducao a teoria de reticulados,
formas quadraticas, teoria dos ntimeros algébricos e construcao de reticulados algébricos.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo de uma forma especial de reticulado algébrico,
construido a partir de um ideal do anel dos inteiros algébricos de um corpo de ntmeros,
munido com uma forma tra¢o, chamado reticulado ideal. Focalizamos duas propriedades: a
diversidade e a distancia produto minima. Motivados pelo problema de comunicacao des-
crito no Capitulo 1, para canais com desvanecimento Rayleigh, procuramos por reticulados
7" —rotacionados com diversidade maxima e distancia produto minima méxima. Apresenta-
mos uma nova construcao de tais reticulados no caso em que n é uma poténcia de 2, através
do subcorpo maximal real do n-ésimo corpo ciclotomico. Esta construcao é o tema do ar-

tigo conjunto “Rotated Lattice via the Cyclotomic Field Q((ar)”([22]) cujos resultados sao
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apresentados de forma mais detalhada na Subsegao 2.2.2.

O foco do Capitulo 3 é a andlise geométrica de reticulados construidos algebricamente.
Esta andlise parte da reducao da base natural obtida da construcao de um reticulado
algébrico a bases especiais descritas por propriedades da matriz de Gram: redugoes de
Minkowski e LLL. Estabelecemos condicoes nestas reducoes para que um reticulado seja
uma rotacao do reticulado de coordenadas inteiras (Teorema 3.1.1) . Através da redugao
a estas bases especiais foi possivel a caracterizagao geométrica de varios reticulados cons-
truidos via corpos ciclotomicos Q((,r) e associagoes com reticulados conhecidos ( Secéo 3.2).
Apresentamos também uma andlise comparativa dos parametros densidade e distancia pro-
duto minima.

No Capitulo 4 abordamos um tema de pesquisa associado a reticulados que ¢ inde-
pendente dos tratados nos capitulos anteriores, em que também nos envolvemos durante
o doutorado. Seu conteuido é parte integrante do artigo conjunto submetido “Circulant
Graphs Viewed as Graphs on Flat Tori”([33]), com alguns detalhamentos. Grafos circu-
lantes tém recebido significativa atencao nas tultimas décadas seja teoricamente ou através
de suas aplicacoes na construcao de redes de intercomunicacao para computacao paralela,
onde processadores sao representados como nés do grafo e os links de comunicacao como
as arestas conectando-os. A associacao que foi feita de grafos circulantes a quocientes de
reticulados gerando grafos em toros planares (Proposigoes 4.1.5 e 4.1.7) permite uma abor-
dagem geométrica para estabelecimento de limitantes para o ntimero de vértices de um grafo
circulante com diametro d (Se¢ao 4.2). Outros resultados sobre o género de grafos circu-
lantes e sobre a associagao de grafos circulantes a cédigos esféricos também foram obtidos

posteriormente a partir desta associagao [33], [34] e [35].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados relacionados ao contetido da tese. Des-
crevemos o problema da busca de constelagoes de sinais eficientes para a transmissao em
canais gaussianos e com desvanecimento e introduzimos de forma resumida tépicos sobre
reticulados, teoria de niimeros algébricos e reticulados algébricos que serao utilizados ao longo
deste trabalho. As principais referéncias utilizadas foram: [1], [2], [3], [4], [5], [6], [8], [10], [11]
e [14].

1.1 Sistemas de Comunicagao Digital

Apresentamos nesta secao, resumidamente, conceitos basicos sobre sistemas de comunicacoes.
As principais referéncias foram: [1], [2], [11] e [14].

Descreveremos brevemente o modelo de um tipico sistema de transmissao digital (re-
presentado por um diagrama de blocos) para depois descrever o que pretendemos analisar

neste trabalho.
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Codificador| i) |Codificador| @)
de Fonte de Canal Modulador

G} T

- Decodificador | (%) | Decodificador | (73)
w de Fonte de Canal HDemoduladoﬂ

Num sistema de comunicacao digital o objetivo é transmitir dados de uma fonte até um
usuario. Para isso, as seguintes etapas estao envolvidas:

- Fonte (de informacao): pode ser uma pessoa ou uma méaquina que gera uma onda
sonora continua ou uma sequéncia de simbolos de um alfabeto discreto. No caso de fonte
continua, faz-se a conversao para simbolos discretos. Assim, pode-se considerar que os dados

gerados pela fonte sdo simbolos de um alfabeto A.

- Codificador de fonte: associa as saldas da fonte as sequéncias (u;) = (uy,...,ug)
de digitos (geralmente bindrios) chamadas de sequéncias de informagao ou palavras-codigo
fonte. Tendo em vista a eliminacao de redundancias, nesta etapa deve-se utilizar o menor
niumero possivel de digitos por unidade de tempo para representar a saida da fonte. Além
disso, a saida da fonte deve ser reconstruida a partir da sequéncia de informagao associada

sem ambiguidades.

- Codificador de canal: transforma a palavra-cédigo fonte (u;) em uma outra sequéncia
(vj) = (v, ..., v,) chamada de palavra-cddigo de canal. Este estdgio tem por objetivo inserir

redundéancia a sequéncia (u;) visando minimizar a interferéncia de ruidos no canal.

- Modulador: gera formas de ondas que sao apropriadas para a transmissao através do
canal. O modulador digital transforma simbolos discretos da saida do codificador de canal
em um sinal continuo com duracao de T segundos. Para a transmissao, o modulador entao

associa a cada palavra-codigo um simbolo analégico, que ¢é entao enviado pelo canal.

- Canal: é o meio fisico por onde a informagao é transmitida/armazenada e esta sujeito
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a varios tipos de ruidos, imperfeicoes e interferéncias que geram distorcoes, de forma que o
sinal recebido nem sempre coincide com o enviado. Alguns exemplos de canais sao:

(i) Canais de transmissao: linhas telefonicas, meios de propagagao de sinais entre antenas
de radio, meios de propagacao de sinais entre antenas de microondas, meios de propagacao
de sinais entre estacoes terrestres e satélites, fibras oticas, cabos coaxiais, etc.

(ii) Canais de armazenagem: fitas cassetes, CD’s, memdrias de computador, etc.

Um canal muito frequente em sistemas de comunicagao digital é o canal com ruido gaus-

siano branco aditivo (AWGN). Se o sinal transmitido é z, o sinal recebido serd
r=x+n, (1.1)

onde n = (ny,...,n,) é uma amostra de um processo aleatério gaussiano com variancia o?.
Um outro canal bastante presente em sistemas de comunicacao digital é o canal com
desvanecimento Rayleigh, que possui ruido multiplicativo. Quando um sinal x é transmitido

através de um canal com tal ruido, o sinal recebido é
r=a*xx+n, (1.2)

onde n = (ny,...,n,) é o ruido gaussiano e @ = (ay, ..., a,) sdo coeficientes de desvaneci-

mento com segundo momento unitério e * representa o produto componente a componente.

- Demodulador: o demodulador recebe o sinal r e faz entao a melhor estimativa,

fornecendo uma sequéncia de simbolos de A.

- Decodificador de canal: devido ao ruido, é possivel que a sequéncia de simbolos na
saida do demodulador nao seja uma palavra-codigo. Entao o decodificador de canal associara

uma palavra-cédigo, que é a melhor estimativa para o possivel simbolo enviado.

- Decodificador de fonte: associa a palavra-cédigo obtida do decodificador de canal a
suposta sequéncia original de simbolos enviada. Quando a fonte é continua, neste momento
o sinal discreto é convertido em sinal continuo. Em um sistema eficiente, a estimativa sera

uma reproducao fiel do sinal gerado pela fonte.
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1.2 Conceitos sobre o Problema da Comunicacao de

Sinais

Constelacao de sinais tendo estrutura de reticulados sao consideradas boas para transmissao
de sinais com alta eficiéncia espectral (nimero de bits por duas dimensoes). O problema
de encontrar boas constelagoes de sinais para um canal de transmissao gaussiano (com dis-
tribui¢ao normal de probabilidade de erro) pode ser relacionado ao estudo de empacotamento
esférico de reticulados. Constelacoes com bom desempenho podem ser obtidas de reticula-
dos com alta densidade de empacotamento. A estrutura linear e altamente simétrica dos
reticulados usualmente simplifica a tarefa de decodificagao.

Para a transmissao em um canal com desvanecimento Rayleigh, que modela algumas
formas de comunicacao sem fio, a idéia basica permanece a mesma. O problema é cons-
truir constelagoes de sinais com energia média minima para uma desejada taxa de erro,
dada a eficiencia espectral. Uma abordagem de sucesso na construcao de boas constelacoes
para esse canal baseia-se em resultados de teoria dos nimeros algébricos. Usando corpos de
numeros totalmente reais, algumas boas constelagoes de reticulados casadas a canais com
desvanecimento Rayleigh sao encontradas. A eficacia dessas constelacoes estd em sua alta
diversidade, a qual é realmente a méaxima possivel.

Constelagoes de sinais boas para o canal Gaussiano podem ser ruins quando usadas em
um canal com desvanecimento Rayleigh, por exemplo se tiverem pequena diversidade. Por
outro lado, as boas constelacoes casadas ao canal Rayleigh podem ser ruins quando usadas
sobre o canal Gaussiano, se a densidade de empacotamento desses reticulados for muito
baixa. Assim, um meio para obter constelagoes eficientes para ambos os canais é buscar

reticulados densos com diversidade maxima e distancia produto grande.

1.2.1 O Sistema de Transmissao

Quando consideramos transmissoes codificadas, palavras-cédigo sao vetores reais n-dimensionais
x = (21,...,x,) tomados de alguma constelagdo de sinal S C R".
Uma m-upla de bits de entrada é associada a um ponto de sinal x = (x1,...,2,) no

espaco Euclidiano n-dimensional R". Cada ponto é rotulado por um rétulo m-bit binério.
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A eficiéncia espectral mede o nimero de bits por duas dimensoes,

2m
n=—-—-—,
n
e a relacao sinal-ruido por bit é dada por
Ey
SNR = —
Ny’

onde Ej é a energia média por bit e Ny/2 é a densidade espectral de poténcia de ruido.
Quando usamos cédigos reticulados, x pertence a uma constelacao de sinais n-dimensional
S (de cardinalidade 2™) obtida de um conjunto de pontos do reticulado A = {x = uM}, onde
u é um vetor com coordenadas inteiras e M é a matriz geradora do reticulado, como veremos
nas proximas secoes. Os bits de informacao podem ser usados para rotular as componentes
de u que sao inteiras em relacao a base do reticulado.
Os pontos da constelacao sao transmitidos sobre um canal com desvanecimento Rayleigh

independente, como descrito em (1.2), isto é,
r = Hx + n.

Recordamos que r = (rq,...,r,) é o vetor recebido, n = (ny,...,n,) é o vetor ruido,
no qual as componentes reais n; tém média zero, Ny é a variancia gaussiana distribuida
e H = diag(ay,...,a,) é a matriz diagonal de desvanecimento do canal, onde os «; sao
variaveis aleatérias reais de Rayleigh independentes com segundo momento unitario (i.e.,
Ela? = 1]), tal que o ganho de poténcia de canal é assumido normalizado.

Assumindo um CSI (Channel State Information) perfeito, disponivel no receptor, a de-

tecgdo por Mdzima Verossimilhanga (ML) requer a minimizagao da seguinte métrica

n

m(xr) = |r; — xi, (1.3)

=1

para o canal gaussiano, e
n

m(x|r, o) = Z ri — i ]?. (1.4)
i=1
para o canal Rayleigh com desvanecimento.

A minimizacao de (1.3) e (1.4) pode ser uma operagao muito complexa quando se tem
um conjunto de sinais arbitrario com um grande ntimero de pontos.
No caso de codigos reticulados, um decodificador ML mais eficiente pode ser feito apli-

cando o Decodificador Esférico, um decodificador universal de reticulados [12].
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1.2.2 A Busca por Constelagoes de Sinais Eficientes

Com o objetivo de obter critérios para a construcao de cédigos, estimamos a probabilidade
de erro do sistema descrito na Secao 1.2.1.

Denotamos por P,.(S) a probabilidade de erro quando enviamos um ponto da constelagao
de sinais S, e por P(x — X) a probabilidade de erro par a par, a probabilidade que, quando
X ¢é transmitido, o ponto recebido estd mais préximo de X do que de x de acordo com as
métricas definidas em (1.3) e (1.4).

Para uma constelacao de sinais arbitraria S, temos

1
Z P.(S|x transmitido).

Pe(s)zﬁ

x€S

Isto pode ser bastante simplificado no caso de codigos reticulados. Como um reticulado
infinito é geometricamente uniforme, a probabilidade de erro quando enviamos um ponto do
reticulado é a mesma, P,(A) = P.(A|x), para qualquer ponto transmitido x € A. Assumire-
mos entao que S é uma constelacao finita obtida de A.

Agora aplicamos o limitante da uniao, o qual nos d& um limite superior para a probabi-

lidade de erro do ponto:

P.(S) < P(A) = [ JP(x > %) <) P(x— %) (1.5)
X#X X#X

A primeira desigualdade leva em conta os efeitos de bordo da constelacao finita S com-
parada ao reticulado infinito A.

Para obtermos um limite superior para a probabilidade de erro condicional P(x — X|a),
observamos que um erro ocorre quando, usando a decodificagdo com a regra ML (1.4), o
ponto recebido r estd mais proximo de X do que de x, isto é, m(X|r,a) < m(x|r, a).

Em cada tipo de canal, a expressao acima possibilita a obten¢ao de férmulas explicitas
para a probabilidade de erro, conforme veremos a seguir.

Para o canal AWGN, por [11], a probabilidade de erro é limitada superiormente por

P.(A) < T exe [ Zmin/= )
()—2“0(¢ﬁ@)

onde 7 é o “kissing number” (ntimero de esferas que tocam uma esfera) e d,,;, é a distancia

minima do reticulado.
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No caso de um canal com desvanecimento Rayleigh, é demonstrado em [2], que a proba-

bilidade de erro para uma relagao sinal-ruido grande, satisfaz:

onde

dP(x,%) = [] loi — i (1.7)

Ti AT,
é a distancia {-produto de x a X quando esses dois pontos diferem em ¢ componentes. Rear-

ranjando a equagao (1.5), obtemos

—~1 (8Np)*
(=L 2 dg) (X> 5()2

onde L é o nimero minimo de componentes distintas entre quaisquer dois pontos da cons-

P.(S) < (1.8)

telacao, e é chamado diversidade de modulacao ou ordem de diversidade da constelagao de
sinais, mas diremos simplesmente diversidade. Em outras palavras, L é a distancia minima
de Hamming entre quaisquer dois pontos da constelagao.

Observamos que os termos dominantes na soma (1.8) sdo encontrados para L = min(¢).
Entre os termos em (1.8) satisfazendo L = min(¢), o termo dominante é encontrado para
dp min = Min d,g“). Assim, para obtermos uma baixa probabilidade de erro assintoticamente,

em ordem de relevancia temos que:
1. Maximizar a diversidade L = min({).
2. Maximizar d,, yin = min(dg“) (x,X)).

Observacao 1.2.1. A diversidade € obviamente limitada pela dimensao n da constelagao,

e a dwersidade mdxima € L = n.

1.2.3 Constelagoes de Reticulados Z" Rotacionados

Na construcao de constelacoes de sinais, dois aspectos fundamentais devem sempre estar

em mente: o rotulamento de bit e a forma da constelagdo. Essas questoes sao criticas para
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a complexidade das implementacoes praticas e sao estreitamente relacionadas uma com a
outra.

O rotulamento de bit consiste em aplicar os bits da entrada a pontos na constelagao
de sinais. Se queremos evitar o uso de uma grande tabela de procura, para a eficacia do
rotulamento de bit, precisamos de um algoritmo simples que aplica bits a sinais. Quando

consideramos uma constelacao obtida de um reticulado com a forma
C={x=uM:u=(uy,...,u,) € S§} CA,

o mais simples algoritmo para rotulamento que podemos usar é obtido executando o rotula-
mento de bit sobre as componentes inteiras u; do vetor u. Estes sao usualmente restritos a
chamada constelacao 2"/2-PAM, Sy = {£1,43,...,+(2"/2—1)}, onde n é o ntmero de bits
por duas dimensoes, como definimos anteriormente. O rotulamento de Gray de cada 2"/2-
PAM componente unidimensional é uma eficiente estratégia para reduzir a probabilidade de
erro. Se nos restringirmos ao algoritmo simples de rotulamento acima, observamos que isto
induz a uma forma da constelacao similar ao paralelepipedo fundamental do reticulado base.

Por outro lado, sabemos que tais constelagoes limitadas por uma esfera tem o melhor
“ganho de forma” (em termos de energia média). Infelizmente, rotular uma constelagao de
forma esférica nao é sempre uma tarefa facil, sem usar uma tabela de busca. Assim, uma
boa alternativa é escolher um reticulado no qual a forma do paralelepipedo fundamental nao
possa induzir muita perda de energia.

Constelagoes de reticulados com forma cibica sao boas candidatas: elas sao ligeiramente
piores em termos do ganho de forma, pois estes reticulados nao sao os mais densos em suas
dimensoes, mas sao usualmente mais faceis de rotular e decodificar.

Logo, podemos concluir resumindo algumas razoes pelas quais cédigos reticulados podem

originar bons codigos para o modelo de canal com desvanecimento considerado.

1. O célculo da probabilidade de erro mostra que a diversidade é o primeiro parametro
a ser otimizado e o segundo ¢é a distancia produto. Precisamos construir constelacoes
em altas dimensoes, com maxima diversidade e distancia produto e reticulados tendo

uma estrutura conveniente para tratar deste problema, mesmo que para n grande.

2. A complexidade do decodificador é outro aspecto importante. O principio da méaxima
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verossimilhanca pode ser modelado eficientemente para codigos reticulados usando de-

codificador esférico.

3. Como observado anteriormente, cédigos em reticulados isomorfos a Z" oferecem um

bom equilibrio entre boa forma e facilidade de rotulamento.

Portanto, nosso objetivo agora é a construcao de tais Z" reticulados com diversidade
maxima e otima distancia produto minima. Esta construcao pode ser feita, como veremos

no proximo capitulo, através do conceito de reticulados ideais.

1.3 Teoria de Reticulados

Nesta secao revisaremos alguns conceitos e propriedades da teoria de reticulados que serao
utilizados também com o objetivo de introduzir a notagao adotada. A principal referéncia

usada para este tépico foi [11].

Definicao 1.3.1. Seja vy, ..., v, um conjunto de vetores linearmente independentes em R™.

O conjunto de pontos

m
A={x=> \vi, \ €Z}
i=1
¢ chamado um reticulado de dimensao m, e vy,...,v,, ¢ chamado uma base do reticulado.

Um reticulado é um conjunto discreto de pontos no R", pois é formado por combinacoes
lineares inteiras de vy, ..., V,,, e é um subgrupo de (R", +), pois a soma ou diferenga de dois

vetores no reticulado ainda estao nele.

Definicao 1.3.2. A regiao formada pelos pontos
R:{xER”az:91v1++9mvm, 0§91< 1}
¢ chamada uma regiao ou um “paralelepipedo” fundamental do reticulado.

Se m = n, a regiao fundamental é um “paralelepipedo” que ladrilha o R™ por translacoes
de elementos do reticulado. Em cada paralelepipedo transladado havera um tnico ponto do

reticulado.
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Existem muitas maneiras diferentes de escolher uma base para um dado reticulado.

Sejam as coordenadas dos vetores da base

V) = (/0117/0127 cee 7/0171)7
Vo = (/0217/0227 cee 7/0271)7
Vi = (Umb Um2, - - - 7Umn)
onde n > m.
Definicao 1.3.3. A matriz
V11 V12 Ce VUin
V21 V22 e Von
M =
Umi Um2 ... Umn

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. Duas matrizes M e M geram o mesmo
reticulado se, e somente se, M = HM , onde H € uma matriz m xm com elementos inteiros e

determinante £1. A matriz G = MM?" ¢ chamada uma matriz de Gram para o reticulado,

onde T denota a transposicao.

Como M contém os vetores da base do reticulado {v;}7,, a (i, j)-ésima entrada da matriz

7 . _ T
G é o produto interno (v;, v;) = v; - v;.

Os pontos do reticulado sao formados por
A={x=\M|\eZ™}.

Definicao 1.3.4. O determinante do reticulado A € definido como sendo o determinante

da matriz G

det(A) = det(Q).

Este é um invariante do reticulado, pois nao depende da escolha da base.
Um reticulado é dito ter posto mdzrimo se m = n, e neste caso M é uma matriz quadrada.

Assim,
det(A) = (det(M))>.
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A raiz quadrada do determinante de G é o volume de um paralelepipedo fundamental,

também chamado volume do reticulado, e denotado por vol(A).

Definicao 1.3.5. Seja B uma matriz n X n com entradas inteiras. Um sub-reticulado de
A € dado por
N ={x=ABM|\ e Z™}.

Como um reticulado tem estrutura de grupo, um sub-reticulado A’ é entao um subgrupo
de A, e tal que, podemos considerar o grupo quociente A/A’.

O indice do sub-reticulado A’ é a cardinalidade do grupo quociente A/A’ e
vol(A')

[A/A = vol(A)

= |det(B)|.

E sempre possivel encontrar um sub-reticulado de um dado reticulado considerando sua
versao escalonada por um fator inteiro.

Dado um reticulado A, um reticulado escalonado A’ pode ser obtido multiplicando os
vetores do reticulado por uma constante, isto é, A’ = ¢A onde ¢ € R. Assim, A’ é um
sub-reticulado de A quando ¢ € Z.

Mais geralmente, temos a seguinte definigao.

Definicao 1.3.6. Se um reticulado pode ser obtido de outro por rotacoes, reflexdoes ou mul-

tiplicacao por um escalar, dizemos que eles sao equivalentes.

Mais precisamente, duas matrizes geradoras M e M’ definem reticulados equivalentes se,
e somente se, eles sao descritos por M’ = cUM B, onde ¢ é uma constante nao nula, U é
uma matriz com entradas inteiras e determinante +£1 e B é uma matriz real ortogonal. As
correspondentes matrizes de Gram sao relacionadas por G’ = 2UGU™.

Assim, temos que ter em mente que mesmo reticulados equivalentes podem ser repre-
sentados de diferentes maneiras. Como uma das consequéncias, dada uma matriz de Gram,
nao é facil determinar qual é o reticulado correspondente. Invariantes como a dimensao e
o determinante poderao ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que o mesmo
determinante é condicao necessiria mas nao suficiente para garantir que dois reticulados
sao congruentes por movimento rigido. Essas consideracoes serao importantes mais tarde,
quando construiremos constelagoes de reticulados algébricos que sao rotagoes de reticulados

conhecidos, o que permitira ganho de diversidade e distancia produto.
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1.3.1 Empacotamento Reticulado

Um empacotamento esférico em R" é uma distribuicao de esferas de mesmo raio em R" de
tal forma que estas esferas tenham no maximo um ponto em comum (que chamaremos sim-
plemente de empacotamento). Pode-se descrever um empacotamento indicando o conjunto
dos centros das esferas e o raio destas. Um empacotamento reticulado é um empacotamento
em que o conjunto dos centros formam um reticulado A de R".

Intuitivamente, a densidade de empacotamento de um reticulado é a “proporcao” do
espaco R", coberto pelas esferas.

Nosso interesse sera o empacotamento associado ao reticulado A tal que as esferas tenham

raio maximo. Para a determinacao deste raio, observamos que fixado k£ > 0, a interseccao

do conjunto compacto {x € R";||z|| < k} com o reticulado A é um conjunto finito, isto é, A

é discreto, de onde segue que o niimero

d? . = min{||v||*v € A,v # 0}
esta bem definido.

Podemos observar que p = din/2, 0 raio de empacotamento, é o maior raio dentre os
quais é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento.
Assim, quando falamos em densidade do reticulado A, ficara implicito que estamos falando
da densidade do empacotamento com esferas de raio p associado a este reticulado, e esta
serd denotada por A(A).

Indicando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos:

A(A) = volume de uma esfera _wol(B(p)) _ wol(B(1))p"
~ volume da regido fundamental ~ wvol(A)  wol(A)
n/2

™

(n/2)!

, se n é par;

onde vol(B(1)) =
2nr(n=D/2((n — 1) /2)!
n!

, se n é impar.

Visto que vol(B(p)) = p"vol(B(1)), é conveniente o uso de um outro parametro, a saber

a densidade de centro,

5(A) = L
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1.3.2 Exemplos de Familias de Reticulados

1) Reticulado n-dimensional ciibico Z"

7" = {(z1, ... v € 7}

, Tn)

é o reticulado n-dimensional “ctibico”inteiro. Como matriz geradora M pode ser tomada a
matriz identidade de ordem n. Entdo det(Z") = 1, e Z" tem vetor de norma minima igual
a 1. Seu raio de empacotamento é p = 1/2, densidade de centro § = 27" e kissing number

T =2n.

2) O Reticulado n-dimensional A,

An:{(IBo;xl,...,xn)EZnH: x0+...+xn:0}'
Duas possiveis matrizes de Gram sao
2 -1 0 o o] [21 1 1]
-1 2 -1 0 0 12 1 1
0 -1 2 0 0 11 2 1
0O 0 O 2 -1 1 1 1 1
0O 0 O -1 2 1 1 1 2

Assim, para A, temos: det(A,) = n + 1, vetor de norma minima igual a 2, raio de

empacotamento p = 1/v/2, densidade de centro § = 2"/2(n + 1)7'/2 e kissing number 7 =

n(n+1).

3) O Reticulado n-dimensional D,

Para n > 3,

Dy = {(z1,...,2,) € Z":

Uma matriz de Gram é dada por

xo + -+ x, par}.
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2 0 -1 0 0 0

0 2 -1 0 0 0

-1 -1 2 -1 0 0
00 0 0 - =1 2]

Logo, para D,, temos: det(D,) = 4, vetor de norma minima igual a 4, raio de empacota-

mento p = 1/v/2, densidade de centro § = 2~("*+2)/2 ¢ kissing number 7 = 2n(n — 1).

1.4 Formas Quadraticas e Reticulados

Definicao 1.4.1. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, e V um espaco K-
vetorial. Dizemos que a aplicacao q de V em K € uma forma quadratica se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

(1) Para todo A € K e x € V' temos
a(\z) = Nq(a).

(2) Se b(z,y) = 3(q(z +y) — q(z) — q(y)) entdo b é uma forma bilinear simétrica, isto
¢, b(z + 2’ y) = b(x,y) + bz, y) e b(Ax,y) = \b(z,y) para todo N € K, z,2" ey € V (as

condigoes sao similares sobre a sequnda varidvel, pois b(y, x) = b(z,y)).

A identidade b(x,z) = ¢q(z) nos permite obter ¢ de b.

No caso em que K = R, dizemos que q é definida positiva se para todo x € V, = #£ 0,
temos ¢(x) > 0.

Seja (W;)1<i<n, uma Z-base de L. Se x = 219‘9 ;w; € A, com x; € Z, a definicao de
forma quadratica implica que

q(x) = Z ¢ jriv; com , ¢; = b(w;, w;)
1<i,j<n

onde b denota a forma bilinear simétrica associada a q.

A matriz Q) = (¢ij)1<ij<n ¢ entdo uma matriz simétrica que é definida positiva quando ¢

é definida positiva. Temos que b(x,y) = YTQX e em particular ¢(x) = XTQX, onde X e Y
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sao os vetores colunas dando as coordenadas de x e y respectivamente na base (w;). Assim,
Q = (¢ij)1<ij<n ¢ a matriz de Gram de L.

Seja A um reticulado n-dimensional do espago R", com base (v;)1<i<n, formando as linhas
da matriz geradora M.

Como vimos na segao (1.3), dado um vetor qualquer do reticulado x = (z1,...,x,) € A,

temos

X:C1V1+"'+Cnvn:CM7

onde os ¢ = (C1,...,Cn), G € Z.
Quando estudamos reticulados, definimos norma de um vetor do reticulado, como seu

comprimento ao quadrado. Logo, a norma do vetor x é

X[ = [[Gvi+ -+ Gaval P = D ) GGvi - vy = (MM = CAC = f(Q),
i=1 j=1
onde A = MM?T é a matriz de Gram de A. Considerada como uma funcao de n varidveis

inteiras (1, ..., ,, f(¢) é uma forma quadratica associada ao reticulado.

Exemplo 1.4.1. Uma matriz geradora do reticulado hexagonal é dada por

M 1 0
I S |
5 2
A matriz de Gram A = MM?"T é
1
A=t
1

Assim, uma forma quadrdtica associada ao reticulado hexagonal é

C12 + GG + C22

Exemplo 1.4.2. O reticulado cibico n-dimensional Z" tem matriz geradora I, (matriz

identidade de ordem n), e sua correspondente forma quadrdtica é

G+E+-+
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1.5 Teoria dos Nimeros Algébricos

Nesta secao recordaremos alguns conceitos basicos de teoria dos niimeros algébricos. Todos
os corpos considerados aqui sao subcorpos do corpo dos ntimeros complexos C. Omitiremos

as demonstragoes, que podem ser encontradas nas referéncias [3], [4], [5] e [6].

1.5.1 Conceitos Basicos

Sejam K e L subcorpos dos nimeros complexos C. Se L é um subcorpo de K, dizemos que
o corpo K é uma extensao do corpo L, a qual denotaremos por K/L. A dimensao de K
visto como espago vetorial sobre L é chamado de grau de K sobre L, denotado por [K : L.
Se [K : L] é finita, dizemos que K é uma extensao finita de L.

Um corpo de nimeros é uma extensao finita de Q, o corpo dos ntimeros racionais. Se a
dimensao de K como QQ-espaco vetorial é n, dizemos que K é um corpo de nimeros de grau
n.

Sejam K /L uma extensao de corpos, e a € K. Se existe um polinémio monico irredutivel
f(X) € LIX]\{0} tal que f(a) = 0, dizemos que « é um nimero algébrico sobre L. O
polinomio de menor grau com tais propriedades é chamado de polinomio minimal de @ sobre
L.

Todo corpo de numeros K é da forma K = Q(6) para algum ntmero algébrico 6 € K.
Assim, K é um Q-espacgo vetorial gerado por poténcias de 6. Se K tem grau n entao
{1,6,...,0" '} é uma base de K e o grau do polinomio minimal de 6 sobre Q é n, isto &,
A(f(X)) = n.

Se o polinémio minimal de # sobre Q tem todas as suas raizes em K, dizemos que K
é uma extensio de Galois de Q. O conjunto dos automorfismos do corpo Gal(K/Q) =

{o: K — Kl|o(z) =,V € Q} é um grupo, chamado o grupo de Galois de K sobre Q.

Definicao 1.5.1. Dizemos que o ¢ um inteiro algébrico se for raiz de um polinomio
monico com coeficientes em Z. O conjunto dos inteiros algébricos de K é um anel chamado

o anel dos inteiros algébricos de K, ¢ denotado por Ok.

Teorema 1.5.1. [3] Seja K um corpo de nimeros de grau n. O anel O de K é um

Z-mddulo livre de posto [K : Q], isto €, existe uma base livre de n elementos sobre Z.
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Definigao 1.5.2. Seja {wy,...,w,} uma base livre do Z-mddulo O . Assim podemos escre-
ver univocamente qualquer elemento de Ok como 2?21 a;w;, com a; € Z. Uma base livre

{wi,...,w} do Z-mddulo Ok é chamada de base integral de K .

Definigao 1.5.3. Sejam K e L duas extensoes de um corpo F. Um homomorfismo de corpos
¢ : K — L é dito ser um F-homomorfismo se para todo a € F tem-se que p(a) = a (isto

¢, p|r € a identidade de IF).

Observagao 1.5.1. Todo homomorfismo ¢ : K — L de subcorpos de C é um Q-homomorfismo

e como @ € injetivo podemos chamada-lo de mergulho.
O proximo teorema nos diz a respeito de homomorfismo entre tais corpos.

Teorema 1.5.2. Sejam L, K subcorpos de C com K sendo extensio de L e [K : L] =n < 0.
Entao, existe 8 € K tal que K = L(0) e existem exatamente n L-homomorfismos de K em
C,o: K—C, 1=1,...,n, tal que 0;,(0) = 6;, onde 0; sio as raizes distintas em C do

polinomio minimal de 0 sobre L.

Assumindo que 6 = 61, note que 01(0) = 6; = 6 e assim o7 é a aplicacao identidade,
o1(k) = k, para todo k € K. Quando aplicamos o mergulho ¢; a um elemento arbitrério

reK,z=5%,_, ap0*, a;, € L, usando as propriedades de L-homomorfismo temos

oi(x) = 0:(Y_axb*) = oi(ar)a(0)F =D ardf € C
k=1 k=1 k=1
e temos que a imagem de x sobre o; é univocamente identificada por 6;.

Definigao 1.5.4. Sejam L C K subcorpos de C, [K : L] =n, oy,...,0, 0s n merqulhos de
K emC ex € K. Os elementos 01(x), 03(x),...,0,(x) sdo chamados os L-conjugados de

T e

Nijo(z) = [Joi@),  Tremwle) =) oix)
i=1 =1
sao chamados, respectivamente, a norma e o trago de x da extensio L/ K.

Observacao 1.5.2. Quando L = Q, vamos denotar Nk g(x) e Tryg(x) simplesmente por
N(z) e Tr(z).

Sejam L C K corpos, [K : L] =n, z,y € K e a € L. Valem as seguintes propriedades:
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1. Trg/(x) e Ngjo(x) € L;

2. Trg(x +y) = Tri(x) + Trr n(y);

3. Trip(ax) = alrg/(x);

4. Trg,(a) = na;

5. Ngsr(xy) = Ngyo(x).Ng/o(y);

6. Ni/(a) = a".

No caso L C K C M, dado z € M, temos:
Trv(x) = Trg/n(Trv ()
Nuyyn(x) = Ngyo(Nyyi ().

Em particular, se x € K, entao
Tryy(x) =M : K|Trg(x);
Nayp () = Nigyp () ML

Proposicao 1.5.1. /8] Para qualquer x € K, temos N(z) e Tr(z) € Q. Se x € Ok, temos
N(z) e Tr(z) € Z.

Definigao 1.5.5. Seja {wy,...,w,} uma base integral de Ok. O discriminante de K é

definido como dy = det|o;(w;)]? .
O discriminante independe da escolha da base.
Teorema 1.5.3. [4] O discriminante dx de um corpo de nimeros pertence a Z.

Observe que se K/Q e 0 : K — C é um mergulho entdao ¢ : K — C, definido por

o(z) = o(z) é também um mergulho, e mais ainda, o #  se, e somente se, o(K) € R.

Definicao 1.5.6. Sejam 01,09, ...,0, 0s n merqulhos de K em C. Sejam ry o nimero de
merqgulhos com imagem em R e ry o nimero de mergulhos cujas imagens ndo estao contidas

em R, e que, dois a dois, nao sao conjugados. Assim,

n = r + 2r.



Cap. 1 e Preliminares 19

O par (r1,79) é chamado a assinatura de K. Se r9 = 0 dizemos que o corpo de nimeros

é totalmente real. Se r1 = 0 dizemos que o corpo de nimeros é totalmente complexo.

Definigao 1.5.7. Consideremos os o.s tal que, para todo v € K, o;(x) e R, 1 <i <y, e
gi(x), € o conjugado complezo de o;(x) para i+ 1 < i <r;+ry. Chamamos de mergulho

canénico o : K — R™ x C™ o isomorfismo definido por
ola) = (o1(a),..., 00 (), 00 11(Q), ..., 00 1m(a)) €R™ xC™.
Se identificarmos R™ xC™ com R"™, o mergulho candnico pode ser reescrito como o : K — R"
o(a) = (o1(a),...,0n (), Rop 11(a), Som11(@), .oy ROy 4o (@), SOp 4 (@) € R,
onde R € a parte real e ¥ € a parte imagindria.

O mergulho canodnico nos fornece uma representacao geométrica de um corpo de niimeros,

que como veremos estd associada a um reticulado.

1.5.2 Corpo Ciclotomico

Um elemento ¢ € C é chamado uma raiz n-ésima da unidade se (" = 1, n inteiro, n > 1, e
é dito raiz primitiva n-ésima da unidade se (" = 1 mas (% # 1 para qualquer 1 < d < n.
As raizes n-ésimas da unidade sao raizes do polinomio X" — 1.
O numero complexo ("™ é uma raiz primitiva n-ésima da unidade se, e somente se,
mdc(m,n) = 1, isto é, o nimero de raizes primitivas n-ésimas da unidade é ¢(n), onde
@ € a funcao de Euler.

Fungao de Euler: Se n = pi* ---p® entdo o numero de inteiros positivos menores ou iguais

a n e coprimos com n é dado por:

o(n) =p =t peHpy = 1) (pr — 1).

271

Dado n um inteiro positivo, definimos ¢, = e» e o corpo L = Q((,) é chamado o

n-ésimo corpo ciclotomico.
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n
O polinémio ¢, (X) = H (X —¢J) é chamado o n-ésimo polinémio ciclotémico, ele
Jj=1,
mdc(j,n)=1
¢ o polinonimo minimal de (, isto é, o polinomio com coeficientes inteiros de menor grau,

monico e irredutivel, que tem ¢ como raiz.

Lema 1.5.1. Se n é um wnteiro positivo, entao
X" =1 =[] ¢a(X).
d/n
Como consequéncia do Lema 1.5.1 temos que

X" -1
On(X) = —=——.
) Pa(X)

d/n, d<n

Quando n = p, onde p é um numero primo, segue que
op(X)=XP1p o X 1

que é chamado de p-ésimo polinomio ciclotomico.
Quando n = p",

r—1 r—1 r—1

d)pr (X) — X(P—l)P + X(P—Q)P 4.4 XP B + 1.

Teorema 1.5.4. [5] Se ¢, € C é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, entao L = Q((,)
¢ uma extensdo de Galois de Q, cujo grupo de Galois, Gal(L/Q) é canonicamente isomorfo

Z *
a (—Z) (grupo das unidades de Z/nZ) e portanto abeliano de ordem p(n).
n

Observamos que o grau da extensao [Q(¢,) : Q] é igual a ordem de Gal(L/Q), e portanto
igual a (n).

Seja L = Q((), sendo ¢ = (,, uma raiz primitiva p-ésima da unidade, p um nimero primo.
Entao [L: Q] = p—1 e os ntimeros 1, ¢, ..., (?~% formam uma base de L sobre Q, sendo que
¢,¢? ..., ¢P ! sdo as raizes do polindmio ciclotomico ¢, (X) = XP~ 4 XP~2 ... 4 X + 1.

O grupo de Galois Gal(L|Q) consiste dos p — 1 automorfismos o7,...,0,_1, sendo o;

univocamente determinado por

Jj(C):Cja Jj=1...,p—L

Em particular, o; é a identidade de L.
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Proposicao 1.5.2. [5] Sejam ( wma raiz primitiva p-ésima da unidade, e p um nimero

primo. Para j =1,....,p—1, temos:

Tr(¢?)=-1, Tr(—=1)=—p, Tr(l-{)=p,
N(¢)=1, N -1)=p, NI-¢)=p

Teorema 1.5.5. [3] Sejam p um nimero primo e (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade

em C. Entao o anel dos inteiros de L = Q((,) é
Or =Z[¢) = {ao + aiC + - +apo("? a; € Z}

onde {1,(,..., (P72} € base livre do Z-mddulo Z[(].

Proposigao 1.5.3. Seja K = Q((,), sendo ¢, uma raiz primitiva p-ésima da unidade, onde

p € um numero primo impar. Entao o discriminante, di, € dado por

dg = (_1)%]91772-

Considere o corpo ciclotomico Q((,r), onde p é um primo impar e r é um inteiro positivo.

O grupo <]%> ' é ciclico de ordem ¢ (p") = (p—1)p"~!. O isomorfismo entre Gal(Q(¢,)/Q)
e (%Y é dado pela aplicacao 0, — a, com 0 < a < p" e mdc(a, p") = 1. Dai Gal(Q((,r)/Q)
tarrlibém é ciclico de ordem ¢(p").

O teorema fundamental de Galois garante que existe uma correspondéncia entre os sub-
corpos de Q((,r) e os subgrupos de <I%)*, ela associa a cada subcorpo K de Q((,r) ao
subgrupo H de Gal(Q((,r)/Q) formado pelos automorfismos de Q((,r) que fixam K.

Como o Gal(Q(¢,r)/Q) é ciclico, dado um divisor d de ¢(p”), existe um tnico subcorpo
K de Q((pr) de grau d e tal corpo é fixado pelo tnico subgrupo H de Gal(Q((,)/Q) de
indice d, ou seja, H = Gal(Q((pr)/K) e (Gal(Q((yr)/Q) : H) = d. Logo, [K : Q] =d.

Assim, como o grau de K sobre Q é um divisor préprio de ¢(p”) = (p — 1)p" !, podemos
escrever [K : Q] =up’, onde j =0,1,...,7 — 1 e u divide p — 1.

O préoximo teorema nos fornece o discriminante absoluto do corpo K, nas condigoes

citadas acima.
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Teorema 1.5.6. [18] Sejam p um primo impar, r um inteiro positivo e K um subcorpo de

Q(¢yr), com [K : Q] = up’, onde u|(p —1). Entao o discriminante, dx, é dado por

| = prlo P -

Corolario 1.5.1. Se p € um primo impar e r um inteiro positivo, entao o discriminante do

corpo ciclotomico Q((yr) € dado por

(p=D[+1)p" =21

|do,n| =p

Observagao 1.5.3. A diferenca no cdlculo do discriminante de subcorpos de Q((ar) consiste
no fato de que o grupo de Galois de Q((or) sobre Q nao € ciclico, dai nao existe a unicidade
do caso primo impar, podendo haver dois ou mais subcorpos de mesmo grau com diferentes
discriminantes. Neste caso, dado um divisor d do grau de Q((sr), temos que analisar se o

subcorpo K de Q((yr) de grau d € ciclotémico ou ndo.

Teorema 1.5.7. [19] Seja K o corpo ciclotomico de Q(Cam ), subcorpo de Q((aor), de grau
271 ¢ corpo fizo de H = (5°" ), onde |H| = 2"~™. Entio |dg| = 20"V*""". No caso
em que o corpo intermedidrio é K, corpo fivro de H = (=1,5*"""), ndo ciclotémico, entio

di| = 2m2" 7,

Exemplo 1.5.1. Sejam L = Q((,r) e K = Q((,r + Cpﬂ) o subcorpo mazimal real de L. O
polinomio minimal de (,r sobre K é f(X) = X2+ ({r + C]D?l)X +1, logo Cpr e Cp71 s40 raizes
de f(X) e d(f(X)) =2. Assim, [L: K] =2 ¢ [K : Q] = o(p")/2 = (p — 1)p" /2. Pelo
Teorema (1.5.6), u=(p—1)/2 e j =r —1, temos

‘dK’ = p%((pfl)(?ﬂkl)prflfpril) '

1.5.3 Reticulados Algébricos

A definicao de mergulho canonico estabelece uma correspondéncia um a um entre os elemen-
tos do corpo de ntimeros algébricos de grau n e vetores do espaco Euclidiano n-dimensional.

O passo final para a construcao de um reticulado algébrico é dado pelo resultado a seguir.
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Teorema 1.5.8. [3] Sejam {wy,...,w,} uma base integral de K e o0 : K — C o mergulho
canonico. Os n vetores v; = o(w;) € R", i = 1,...,n sdo linearmente independentes e

definem um reticulado em R", denominado reticulado algébrico de posto mdximo, A =

Sabemos que o reticulado A = 0(Ok) pode ser expresso por meio de sua matriz geradora
M.
A={x=XMecR" | xeZ"}

A matriz geradora do reticulado é dada por

01 (wl) <o Opy (wl) %O—ﬁ +1(w1) é):EJTlJrl(("Jl) s éRJTHH“Q (wl) %JTI‘H”Q (wl)
Vo or(w2) ... op(wa) Soppi(we) Roppa(ws) oo Ropur(we) S0y, (ws)
01 (wn) e Opy (wn) S0r1(wn) Rop g1 (wn) oo Rop g, (wn) SOy (wn)

(1.9)

onde os vetores v; sao as linhas de M.

Teorema 1.5.9. [3/ O volume fundamental do reticulado A = 0(Ok) é
vol(A) = |det(M)] = 272 \/|dk|

onde dg = det[oj(w;)]* € o discriminante absoluto do corpo.

Relembramos que a diversidade de um reticulado A € R"™ é o niimero de componentes
distintas entre quaisquer dois pontos nao nulos do reticulado. O teorema a seguir nos fornece
a diversidade de um reticulado algébrico, a partir do corpo de ntmero usado para sua

construgao.

Teorema 1.5.10. [2] Os reticulados algébricos exibem diversidade
L = ri+mrs.
Demonstracao: Seja x # 0 um ponto arbitrario de A
x = (o1(x),...,00(x), Rop1(T), ..., SO 41y (7)),

com x € Ok, isto é, x =" | hw;, para \; € Z e {wy, ...,w,} uma base integral de Of.
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Como x # 0, temos que x # 0 e os r; primeiros coeficientes sao nao nulos. O nimero
minimo de coeficientes nao nulos entre os 2ry coeficientes que estao a esquerda é ro, pois
as partes real e imagindria de qualquer um dos mergulhos nao podem ser nulas ao mesmo
tempo. Asssim, temos que a diversidade L > r; + 7. Aplicando o mergulho canonico a
x = 1, temos exatamente r; + 75 coeficientes nao nulos, pois 0;(1) = 1,Vj, o que conclui a

prova. [ ]

Corolario 1.5.2. Um reticulado algébrico construido sobre um corpo de nimeros totalmente
real, o qual tem assinatura (r1,79) = (n,0), tem diversidade mdzima L = n. Além disto, sua

distancia n-produto minima satisfaz dy min > 1.

De fato, sua matriz geradora é dada por

o1(w1) o2(w1) ... on(wr)
v - o1(w2) o2(wa) ... op(we)
o1(wn) o2(wp) .. on(wn)

A distancia n-produto de x a 0 é

a0.%) = [l =]1

5 (S )

Note que para reticulados algébricos de corpos de ntimeros arbitrarios com assinatura

J=1

= |N (i)\zwz)| =|N(z)| > 1,

i=1

onde z € Ok.

(r1,72) e com matriz geradora (1.9), a distancia produto nao pode ser relacionada com a

norma algébrica. Como x # 0, temos pela Proposicao 1.5.1,
d,(0,x)>1, Vx#0
Assim a distancia produto minima do reticulado algébrico A = o(Ok) é

dp min = min d" (O,X) =1.

zeA P
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-6 -4 o -2 2 4@ 6

Figura 1.1: Reticulado algébrico obtido de K = Q(v/5)

Exemplo 1.5.2. Construiremos o reticulado algébrico obtido de K = Q(+/5). O anel dos
inteiros algébricos de K é O = Z[(14++/5)/2], e uma base integral para Ok ¢ {1,14++/5)/2}.
Como K ¢€ totalmente real entao ry = 2, e portanto, a diversidade é mdxima, isto €, L = 2.

Os mergulhos canénicos sao 01(\/3) =+b5e 02(\/5) = —V/5 e a matriz geradora do reticulado

o1(1) o2(1) 1

1
M = = .
7 (50) = (50) )\ (%) (%)
é 2

2

min

O volume de AN(Og) é /5, e a norma minima, isto ¢, d

Assim, temos o reticulado gerado pelos vetores {(1,1), (1+2*/5, 1_2‘/3)} em R?, ver Figura

1.1.

Até aqui, o ingrediente chave para a construcao de reticulados algébricos tem sido a
existéncia de uma Z-base livre em K. Como sabemos que O tem tal base, pois Ok é um
Z-médulo livre de posto n, podemos mergulhd-lo em R" para obter um reticulado algébrico.
Porém, existem outros subconjuntos de Ok que também tém esta estrutura de Z-mdodulo

livre de posto n, sao os ideais de Ok.

Definicao 1.5.8. Um ideal Z de um anel comutativo R é um subgrupo aditivo de R o qual
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¢ estdavel sob a multiplicacao por R, isto €, aZ C I para todo a € R.Um ideal T ¢ principal

se ele é da forma T = (z) = xR = {zy, y € R}, v € .

Definicao 1.5.9. Dizemos que um ideal Z € primo se ele satisfaz a sequinte propriedade:

sexy €1 entaor €L ouy €.
A nocao de ideal pode ser estendida como a seguir.

Definicao 1.5.10. Um ideal fracionario Z é um Og-submddulo de K tal que existe d €

Ox \ {0} comZ C d'Ok.

Teorema 1.5.11. [}] Todo ideal T # 0 de Ok tem uma Z-base livre, {vy,...,v,} onden é
o grau de K.

Definicao 1.5.11. Seja a um ideal de O. Sua norma € definida por N(a) = |Ok/al.
Segue diretamente que se a = aOk ¢ principal, entao N(a) = |Ng/g(a)|.
Proposigao 1.5.4. [3] Seja Z um ideal inteiro de Ok. Entio A = 0(Ok) e N' = o(Z) sao

reticulados, e o volume de A’ é dado por

vol(N') = 272 N(Z)+/dx. (1.10)

A expressao para densidade de centro destes reticulados assume a forma
_ T2 pn
|dk|'?N(Z)

onde p é o raio de empacotamento do reticulado.

(o (Z)) (1.11)

Exemplo 1.5.3. Como vimos no Fxemplo 1.5.2, o reticulado algébrico obtido de K =

Q(V5), tem matriz de Gram

G:
1 3

A distancia minima deste reticulado € /2 e portanto p = dpin/2 = \/5/2, ro=0edg =
|det(M)|? = det(G) = 5. Entdo sua densidade de centro é § = 1/2v/5 = 0.223607.... Observe
que a densidade de centro de As, o reticulado mais denso em dimensao 2, € § = 0.288675
e adeZ® éd =025 Logo, este reticulado é menos denso que Z°, porém sua diversidade

L =2 € maior.



Cap. 1 e Preliminares 27

Exemplo 1.5.4. Sejam K = Q((3) e x = a+ b(3 € Ok. Temos
N(z) = o1(x)oz(x) = (a + b3)(a+ b(2) = a® + b* — ab.
Por outro lado, sendo o o homomorfismo canonico de K,
lo(z)]* = a® + b* — ab = N(z).
Considere a = Q. Entao todo y € a € da forma y = kx, com k € Ok. Assim,

o) = |o(kz)|* = N(kz) = N(k)N(z) > N(z),

pois [N (k)| > 1. Logo, o menor valor assumido por |o(y)|?, paray € a ey # 0, é |N(z)|.
Portanto,
| V/ING]
2 Y
e a densidade de centro é
2|N ()| 1

" = N @~ 3E

Observe que neste caso particular o anel dos inteiros Z[(3] é principal, logo a densidade de
centro independe da escolha do ideal. O reticulado obtido é Ay, 0 mais denso em dimensao
2.

Sabemos que para todo n € Z, existe uma tunica fatoracao em numeros primos. Esta
nocao de fatoracao nao é verdadeira em geral para anéis de inteiros, mas ¢é substituida de

modo analogo para ideais.

Teorema 1.5.12. [3] Todo ideal T de O pode ser escrito de forma unica como um produto

de poténcias de ideais primos:
m
z=]]85"
i=1

Para ideais fraciondrios as poténcias e; que aparecem na fatoragao podem ser negati-
vas. A teoria de ramificacao investiga como os ideais primos de Z comportam-se quando

considerados como ideais de Ok.
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Definigao 1.5.12. Seja p € Z. Considere p = pZ, um ideal primo de Z. Usando o Teorema
1.5.12, pOg = 1%, B{*. O inteiro e; é chamado indice de ramificagao de B;. Se e; > 2
para algum i, dizemos que p se ramifica em Ok . Se pOx = B", dizemos que p € totalmente
ramificado em Og. No caso especial onde K/Q é uma extensio de Galois, e; = e para

todo 1.

Exemplo 1.5.5. Seja Q((), onde ¢ = (,, com p um primo impar e ¢ uma p-ésima raiz da
unidade. O polindmio minimal de K é dado por ¢,(X) = XP~ 4. ..+ X +1. Como temos que
$p(X) = [I2Z1(X — ¢*), awaliando o polinémio em X = 1, obtemos que p = [[2_;(1 — ¢¥).
Usando o fato de que O = Z[(], temos pZ[(] = [[2_1(X — ¢¥), onde (1 — ¢*) é um ideal
de Z[¢]. Assim, como 1 — (*|1 — ¢ e reciprocamente 1 — |1 — C*, a igualdade de ideais

(1 —¢*) = (1 =€) é verdadeira para todo k, e portanto a fatoragio de pZ[(] é :
PZI] = (1 -

Assim p € totalmente ramificado, e também mostra-se que p € o unico primo que Se

ramifica.
A ramificacao de um corpo de nimeros K esta ligado a seu discriminante e ao diferente.

Definigao 1.5.13. O conjunto DI}}Q = {z € K|Va € Ok, Trig(zva) € Z} é um ideal
fraciondrio de Ok chamado o codiferente. O seu ideal inverso Di g € um ideal inteiro de

Ok chamado o diferente.

Proposicao 1.5.5. [6] Um ideal primo B de Ok € ramificado em K/Q se, e somente se, ele
divide o diferente D q, isto é, B aparece com expoente positivo na sua fatoragao em ideais

primos de Dy q.
Proposigao 1.5.6. [6/ N(Dg/q) = |dk]|.

Exemplo 1.5.6. Seja K = Q((), onde ¢ = (,, com p um primo impar e { uma p-ésima
raiz da unidade. O discriminante de K é (—1)P=V/2pr=2_ Existe somente um tnico fator
primo p na fatoragao do sew discriminante, o que corresponde ao fato de que somente p se

ramifica.



CAPITULO 2

Reticulado Ideal

Este capitulo é dedicado ao estudo de uma forma especial de reticulado algébrico, munido
com uma forma traco, chamado reticulado ideal. Focalizaremos em duas propriedades: sua
diversidade e sua distancia produto minima. Motivados pelo problema de comunicagao
descrito no Capitulo 1, para canais com desvanecimento Rayleigh, procuraremos por di-
versidade maxima e distancia produto minima méaxima. As principais referéncias para os
conceitos e resultados utilizados sao [14], [15] e [16]. Os resultados obtidos no artigo conjunto

[22] sao apresentados de forma mais detalhada na Subsecao 2.2.2.

2.1 Definicoes Basicas

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok seu anel de inteiros algébricos. Considere
—: K — K uma involu¢ao Q-linear de K, isto é, uma aplicacao aditiva e multiplicativa tal
que T = x para todo r € K.

O conjunto F' = {z € K|z = x} é um corpo, chamado o corpo fizado da involu¢ao. Temos
que [K : F] < 2. A involugao é dita trivial se K = F, isto é, se ela é igual a identidade, e
nao trivial se [K : F] = 2.

Um reticulado inteiro é um par (L,b), onde L é um Z-médulo livre de posto finito n, e

b: L x L — 7Z é uma forma Z-bilinear simétrica.

29
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O reticulado (L, b) é dito ser positivo (respectivamente negativo) definido se b(x,z) > 0
(respectivamente b(x,z) < 0) para todo 0 # z € L.
Relembramos que Ok e qualquer ideal nao nulo de Ok sao Z-mdédulos livres de posto

finito n. Logo, possuem uma Z-base livre com n elementos, chamada base integral de K.

Definicao 2.1.1. Sejam Z um ideal de Ok e o € F tal que aZT C DI}}Q. Um reticulado

ideal ¢ um reticulado inteiro (Z,b,), onde
bo: I XL —7Z, by(x,y) =Trgglaxy), Ve,ye€l.

Note que a condicdo ZZ C D;(}Q garante que o reticulado seja inteiro, e a escolhido para

estar em F', garante que a forma traco é simétrica:

ba(@,y) = Trijalaxy) = Trijo(azy) = ba(y, ).

2.1.1 Mergulho e Diversidade

Dado um reticulado ideal (L,b,), gostariamos de realizd-lo no R". Como a sua matriz de
Gram ¢é dada por:

G = (TTK/Q (awidj)) ,

queremos uma matriz M tal que G = MM7T, onde {wi,...,w,} é uma Z-base de Ok. Se
a é totalmente real e totalmente positivo, ou seja, o;(a) € R e o;(a) > 0, para todo 1,
entao obtemos a matriz M pelo mergulho canonico torcido ou perturbacao do homomorfismo

canonico o, : K — R", que é construido do seguinte modo:
O-Oz(x) = (V a101($), <o/ Oy (:E), V 2057“1-1-1%(0-7“1-#1(*%))7
Vv 2057“1-1—1%(0-7“14—1(:5))7 eV 20‘7’2§R(O’T2 (ZL’)), 2057“2%(0-7“2(‘%»)7

Usando o mergulho canénico torcido, a matriz geradora M do reticulado A = 0,(Of) é

dada por
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VX101 (wl) /O Oy (wl) \% 205T1+1§RO-T1+1(w1) TV 205T1+T2%0-7’1+7’2 (wl)
VvV A101 (w2) /G Opy (wQ) V 205T1+1§RO-T1+1(w2) I V/ 205T1+T2%0-7’1+7’2 (w2)

V101 (wn) Tt /G 01 (wn) V 20‘T1+1§R0r1+1(wn) V200, 4,80 (wn)

- (Ui(wj))Zj:Idiag(@7 VAL SRR, 2aT1+17 SRRV 2a7’1+T2)'
(2.1)

A correspondente matriz de Gram G é dada por G = MM" = (g;;)},—, onde

Gij = Dopey Ok(Wiws)+
D r 200 1k [R (0 (Wi) R (07 (W) + (00 1k (wi) S0y 1k (w))]
= it akok(wiws) + D252 200, 4k R(0ry 4k (wi) 7y 10 (@5))
= D pmr Ok (Wiw;) + D0 kO 1k (W) + D4 4k Oy 1k (Wi5))
= Trrjgloww;)
Como a matriz de Gram é uma matriz na forma traco, isto mostra que a matriz geradora
dada em (2.1) define um reticulado ideal.
A demonstracao do Teorema 1.5.8 é facilmente estendida para o caso de mergulhos tor-

cidos, usando o fato de que
(Ja(wj))?zl = (O—i(wj))?,jzldiag(\/ (TR RVACSTRY 2ar1+1a eV 2ar1+?“2)7
e que o mergulho torcido de uma base de K também nos d4 uma base em R".

Observacao 2.1.1. Note as hipoteses sobre o, comparadas com a Definicao 2.1.1. Aqui
nao estamos mais exigindo que aZZ C D;{}Q, e assim, o reticulado nao é necessariamente
inteiro. Esta condicdo foi substituida pela condicao de que v seja totalmente real e totalmente

positivo, de forma que \/a; esteja bem definido para todo j.

O determinante dos reticulados ideais podem ser relacionados a dg, o discriminante do

corpo de ntimeros K. Denotaremos por det(A) ou det(b) se A = (L,b).

Proposigao 2.1.1. Seja (Z,b,) um reticulado ideal. Temos

(det(ba)| = |dx| N(Z)*N(a).
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Demonstragao: Como Z é um Z-submdédulo de posto n de Ok, existe uma base {vy, ..., v,}
de Ok e inteiros positivos ¢y, . . ., ¢, tal que {q1v1, . . ., ¢, v, } é uma base para Z. Expressando-
se a matriz geradora de (Z,b,) nesta base, mostra-se, de forma direta, que |det(b,)| =

ldx|N(Z)N(Z)N(a). -

2.1.2 Distancia Produto Minima
A distancia produto minima de um reticulado ideal também pode ser obtida de propriedades
algébricas do corpo de ntumeros.

Teorema 2.1.1. Seja T um ideal de O. A distancia produto minima de um reticulado

ideal (Z,b,) de determinante det(b,) é

det(by)
dx

dp,min(A) = min(Z),

N
onde min(Z) = 017?;82 |NE;§‘

Demonstracao: Seja x = 0,(z) um ponto do reticulado em R", com = € Z C Ok seu

correspondente inteiro algébrico. Temos

dp,min (A _Ogg(lgAH‘xJ‘ _OIEQIH‘\/ oj(a)oj(x)] = VN(a )or;?xlgz‘N( z)|.
A demonstragao é concluida usando a Proposicao 2.1.1. [ ]

Lema 2.1.1. Se Z ¢ um ideal principal de Ok, entdo

OrggIN(x) = N(2).

Demonstragao: Como Z é principal, Z = (a), para a € Z, e N(Z) = |N(a)|. Seja z € Z,
entdo x = ay para algum y € Ok. Assim, |N(z)| = |N(a)||N(y)| > N(Z) e a igualdade
acontece se, e somente se, N(y) = £1. O minimo é atingido, tomando-se por exemplo y = 1.

Corolario 2.1.1. Se I ¢ principal, entdo a distancia produto minima de A é

det(bs)
di

Demonstracao: A demonstracao é imediata do Teorema 2.1.1 e do Lema 2.1.1.

dp,min(A) =
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2.2 O Reticulado Ideal 7Z"

Nesta secao discutiremos as idéias béasicas para construcao de reticulados Z"-rotacionados a
partir de reticulados ideais.

Em termos de reticulado ideal, isto significa que dado n, procuramos um corpo de niimeros
K de grau n e um ideal Z C O tal que A = (Z,b,) seja equivalente a Z", n > 2. Isto
é, este reticulado admite uma matriz ortogonal como geradora e, em relacao a esta base, a
matriz de Gram é a identidade. Do ponto de vista geométrico, um reticulado A’ = (Z,b,)
sobre Z C Ok é um sub-reticulado de A = (Ok,b,). A idéia é que dado um reticulado A,
procura-se um sub-reticulado que seja Z" escalonado.

O determinante do reticulado serd um critério 1til para nos ajudar a encontrar o Z"-
reticulado. Uma versao escalonada de Z" é da forma (1/cZ)" para algum inteiro ¢, tal que
seu determinante é det(G) = det(M)? = ¢, pois o determinante de Z" é 1. Usando a

Proposigao 2.1.1, deduzimos a seguinte condi¢ao necessaria (mas nao suficiente):
N(Z)*N(a)|dg| = " (2.2)

onde ¢ é um inteiro. Podemos supor ¢ o menor inteiro tal que N(a) € Z. Se assumirmos

que Z = Ok, essa expressao ¢é simplificada para
N(a)|dg| = ". (2.3)

Esta condicao necessaria sera 1til para a escolha de um « para a construcao de cédigos

Z"-reticulados.

Exemplo 2.2.1. Queremos construir o reticulado Z* com diversidade mdzima. Tomamos
o corpo de mimeros K = Q(v/5), no qual seu discriminante é dg = 5. Sabemos que K ¢é

totalmente real, pois tem dois mergulhos reais que sao:
o1(a+bV5) =a+bV5 e ox(a+bV5) =a—bV5 a,beQ.
Vimos em (2.2) que uma condi¢ao necessdria para obter 72 é ter um elemento « tal que

N(a)|ldg| = N(a)-5=¢* c€Z.
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E natural escolhermos um elemento o no qual tenha norma 5. Se tomarmos o elemento

1++5

=2
o + 5

(2.4)

temos que sua norma é:

N(a) = o1(a)os(a) = (2 + ! +2\/§> (2 + ! _2\/§> =5,

e « € totalmente real e totalmente positivo.

Uma boa escolha para tentar construir Z? consiste em tomar I = O com « dado por

(2.4). A matriz geradora do reticulado M € dada por

01(06) O'Q(Oé

1+\/5)

01 (04)01( P) L

02(06)0'2( 5

5

Calculando a matriz de Gram G = MMT :

o o1(a) + o2(c) o1 (a2 52) + oy (attyD) (50
01(a1+2\/5> + 0-2(051+2\/5) O_l(a(1+2\/5)2) + 02(a(1+2\/5)2) 05

~ 2 . . .
Isto mostra que temos uma versao escalonada de Z.°. Depois da normalizacdo, temos que

2 . : oA L
7= pode ser construido sobre Ok, com matriz geradora %M e sua distancia produto minima

¢ 1/V/5 (Figura 2.1).

Em [13], foram desenvolvidos métodos para a construgao de Z" como reticulado ideal em

todas as dimensoes. A seguir apresentaremos, resumidamente, os trés tipos de construcoes.

(I) A construgao ciclotomica: usando o anel dos inteiros algébricos do subcorpo maximal
real de um corpo ciclotémico Q(¢,), podemos construir o reticulado Z" em dimensao

n=(p—1)/2, p>>5um primo.

(IT) A construgao ciclica: usando o inverso do codiferente de um corpo ciclico, construimos

o reticulado Z" em dimensoes primas.

(III) A construcao mista: combina construcoes conhecidas a fim de encontrar reticulados

em dimensoes nao obtidas pelos dois métodos anteriores.

A construcao ciclotomica, que abordaremos neste trabalho, foi a primeira a ser encon-

trada, porém nao pode ser obtida em todas as dimensoes.
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Figura 2.1: Reticulado ideal obtido de K = Q(v/5) e dpmin = 1/V/5.

2.2.1 A Construcao Ciclotomica

Consideraremos a construcao de reticulados Z"-rotacionados sobre o anel dos inteiros do
subcorpo maximal real de um corpo ciclotomico.

Até o final deste capitulo adotaremos a notacao que introduziremos a seguir.

Seja o corpo ciclotomico L = Q((,), onde p > 5 é um primo e { = (, = e~%™/P ¢ uma raiz
p-6sima da unidade. Os reticulados sao construidos via o anel dos inteiros de K = Q(¢+¢™1),
o subcorpo maximal real de Q((), o qual tem graun = (p—1)/2 sobre Q. O anel dos inteiros
de LéOp=2Z[leode K ¢ Ox =Z[C+ (Y.

Seja A = (Ok, b,) um reticulado ideal. Como vimos em (2.2), uma condi¢do necesséria

para construirmos uma versao escalonada de Z" é
N(@)ldie| = N(a)p=/2 = =072,
Um elemento o € K com norma p é facilmente encontrado em K, pois
(P)Or = ()Z[¢] = (1 — )" Z[(]

em L e Npg(1 —¢) = p. Usando a transitividade da norma, temos

Npjg(1—=¢) = Nkjo(Niyx(1 =€) = Ngso((L=¢)(1—=¢7).
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Assim (1 —¢)(1 —¢™!) é um elemento de O com norma p.

Observacao 2.2.1. Como jd destacamos anteriormente essa nao é uma condi¢ao suficiente
. . . n e
para garantir a existéncia de uma versao escalonada de Z". Para mostrar sua existéncia,

temos que construir explicitamente.

Seja {e; = (7 + (77}}_, a Z-base candnica para Ok. Uma outra base é dada por {e]};

onde e, =ep,ee;=e;+e; 1, j=1,...,n—1

Proposigao 2.2.1. Sejaa=(1-)(1—-¢ 1) =2-((+ ). Entao
1 VAN
];TTK/Q(aeiej) = 0jj.

Demonstragao: Denotamos por 0;(() = ¢? e a; = 0j(a), j = 1,...,n os conjugados de ¢

e «, respectivamente. Temos que
Trio(CF +¢* Zaj (CF4+¢*)=—-1,Vk=1,...,n, (2.5)
Usando (2.5), obtemos

Y ayoi(CF M) = (2= 0i(C+¢T))oi(¢ + ¢
= _9_ Z?:l oj (CkJrl + kafl 4 C*k‘i’l + Ckfl)

(2.6)
—p se k = £1(mod p)

0 caso contrario

Agora vamos calcular Trg g(ae;e;), usando (2.5) e (2.6), para todo 4,7 =1,...,n.

Tripolaef) = 375, 05(C* + ) +2370 2 —0;(C+C7Y)
p sei=n, isto é 2t = —1(mod p)

2p caso contrario

Trijglaeie;) = >y oxop(CT +¢70D) 4370 apop(¢7 4+ ¢9)
—p seli—jl=1
0 caso contrario

Assim, a matriz de Trg/g(cxy) na base {ey,...,e,} é dada por
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2 -1 0 0
-1 2
0 -1 0
-1 2 -1
0 0 -1 1
Na nova base {¢;};_; onde e;, = e, e e =¢; +¢€/,;, j=1,...,n— 1, a matriz acima é a

matriz de Gram do reticulado Z".

Assim, temos que o reticulado ideal A = (O, %ba) com a = (1 —¢)(1 —¢1) é isomorfo
aZ".
O correspondente reticulado Z"-rotacionado é obtido como mostraremos a seguir.

Considere os n mergulhos definidos por
) ) 2rkq
or(ej) = ¢ 4+ (M = 2cos (—7; ]) .

O reticulado gerado pelo anel dos inteiros tem a matriz geradora M,, com elementos

My, ; = 2 cos <%> e o elemento torcido pode ser representado pela matriz diagonal
A = diag(\/or()).

A matriz de transformacao de base de {e;} para {¢} é dada por

1 1 ... 1 1

0 1 1 1
T =

0 0o 1 1

0 O 0 1

Finalmente, a matriz geradora do reticulado Z"-rotacionado é dada por

R = LTMA.

VP
Seguindo os passos anteriores construimos reticulados Z"-rotacionados em dimensao n =

(p—1)/2, isto é, n =2,3,5,6,8,9,11, 14, 15, 18, 20, 21, 23, 26, 29, 30, . . ..
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Corolario 2.2.1. A distancia produto minima do reticulado ideal A = (OK,I%ba) de di-

mensdon = (p—1)/2 é

n—1

dp,min(A) - p_T .

Demonstracao: Pelo Corolario 2.1.1, a distancia produto minima é dada por dp i (A) =

1/V/dix = p~ "7, pois dyx = pT =,

2.2.2 Reticulados Rotacionados via o Corpo Ciclotéomico Q((o-)

Esta se¢ao contém de forma mais detalhada os resultados do artigo conjunto [22]. A cons-
trucao dos reticulados Z" rotacionados é realizada sobre o anel de inteiros algébricos do
subcorpo maximal Q((or + ') de Q(Car) e calculamos sua distancia produto minima.
Seja ( = (or uma 2"-ésima raiz da unidade, onde r é um inteiro positivo. Seja L = Q(()
e K = Q(C+("). Sabemos que [L : Q] = ¢(2") =2t en =[K: Q] = ¢(27)/2 =
2772 = n, pois [L : K] é uma extensao quadréatica. Uma base integral para Ok ¢ dada por

{17 C + C_la e 7(‘77,—1 + C_(n_l)}'
Proposigao 2.2.2. [19] O discriminante de K é dado por
dix =27, onde B=(r—1)n—1.

Seja A = (Ok, b,) um reticulado ideal. Como vimos na se¢ao anterior, uma condigao
necessaria (mas nao suficiente) para A ser isomorfo a (1/cZ)™, uma versao escalonada de Z",

é que det(A) = ¢". Logo, precisamos encontrar a € O tal que
Nijo(@)dx = Nijg(a)2” = ¢,

onde 3 = (r — 1)n — 1. Neste caso, temos ¢ = 2" 1.

Um elemento a« € Ok com norma 2 é facilmente encontrado. Temos

2Z[¢) = (1 - ¢)*Z[(]

em Q((), onde Ny (1 — ¢) = 2. Usando a transitividade da norma, obtemos

Npjo(1—=¢) = Nkjo(Niyx(1 =€) = Ngo((1 =01 —=¢ 7).
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Assim a = (1-¢)(1—-¢') =2—((+ (1) é um elemento de O cuja norma ¢ 2. Esta
condicao nao é suficiente para garantir a existéncia de uma versao escalonada de Z". Para

mostrar esta existéncia, temos que construir explicitamente.
Proposicao 2.2.3. [21] Se L = Q(() entao

0 se mde(k, 2) <271
Trig(Ch) =4 =271 se mde(k, 27) = 271,
2=t se mdc(k, 27) > 271

Corolario 2.2.2. Se K = Q(¢ + ¢™1) entao

0 se mde(k, 27) <27 Y
TTK/Q(Ck +(M) = —or e mdc(k, 27) = 271
2=t se mdce(k, 27) > 271

Demonstragao:  Pela transitividade do trago temos Trp,(C*) + Trpo((7F) =
Tri(C*+ ¢F) = Trig(Tri(C + ¢F) = 2Trko(¢* + (), de onde segue o resul-

tado. ]

Proposicao 2.2.4. Considereeg =1 ee; =+ (7 parai=1,2,--- ,n— 1.

2n se 1=10

1. Sei=0,1,--- ,n—1 entdo by(e;, e;) =
dn se 1 # 0.

—2n se 1 =1

2. Sei # 0 entao by(e;,eq) =
0 se i# 1.

. . L —2n se |i—jl=1
3. Sei#0, j#0 ei#j entdo by(e;, e5) =
0 caso contrario.
Demonstracao: Pelo Coroldrio 2.2.2 temos que T g(aey) = Tr(a) = 271, pois mde(1,27) <

2771 e assim by(eg,e0) = Tripla) = 2n. Agora, como mdc(i,2") < 2'7!, para todo
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1=1,2,---  n, segue que

ba(eireo) = Trrglae) = Trip((2 - (C+¢))(C+¢7)
= 2T (¢ + ¢ = Trigyp(CH + ¢0) — Ty (¢t + ¢70Y)
= Tro(C! +¢0Y)
—2n se 1=1

0 caso contrario.
Também, como mdc(2i,2"), mdc(2i +1,2") < 2"7! para todo i = 1,2,--+ ,n — 1, segue que

baleirei) =Trijolaed) = Trio((2 = (C+ 7)) + (7 +2))
— QTTK/Q(CZi 4 CfQi) 4 TTK/Q(4) o TTK/Q(CQiJrl + C7(2i+1))
~Trrj(¢* ™ + V) = 2Trg (¢ +¢7Y)
=4n.
Finalmente, para todo 7 # 0, j # 0 e i # j, como mdc(i + 7,2"),mdc(i + j +£1,2") < 27!

segue que

baleiej) =Triglaee;) =Trip((2—(C+CINEC+CH(E+C)
= 2Tk /(¢ + () + 2T g (¢ + ¢7079)
~Trg ¢+t + ¢y - Tri (¢t + (=)
_TTK/Q(C—i+j+1 + C—(—i—f—j—f—l)) . TTK/Q(CHj_l =+ C—(z‘+j—1))
—2n se |i—j|=1

0 caso contrario,

o que conclui a demonstracao. [ ]
Corolario 2.2.3. Se Q(z,y) = 5=1rk/g(azy) entio a matriz de Q na base {eg, e, -+, €p_1}
¢ dada por
1 -1 0
—1 2 -1 0
0 -1 2
G =
2 —1 0
—1 2 -1




Cap. 2 e Reticulado Ideal 41

Demonstragao: Segue da aplicacao direta da Proposicao 2.2.4. [ ]

Note que a matriz G do Coroldrio 2.2.3 é a matriz de Gram do reticulado Z" dada

pela base {wp, wa, « -+ ,w,_1} definida como a seguir: wy = —FEy, w; = F;y — E;, i =
1,2,--- ,n—1, onde {E] ?;01 ¢ a base canonica de Z".
Isto implica que ¢(e;) = w;, parai =0,1,--- ,n—1, é um isomorfismo sobre o reticulado

Z". A base na qual corresponde a base canonica de Z" através deste isomorfismo é dada por
fi=o N E) = - Z;:() €j-
Assim, temos o seguinte resultado:

%

Proposigao 2.2.5. Considere a base de Ok dada por{ fo, f1,* ", fu_1}, com f; = — > im0 €
para todo i =0,1,--- ., n—1. Entao

1
2r—1

Trio(afif;) = 6y,
isto €, o reticulado (Ok, 2Ti,lba) ¢ isomorfo a Z.".

Seja Gal(K,Q) = {oy1,---,0,} o grupo de Galois de K sobre Q. Assim, o reticulado

gerado pelo anel de inteiros algébricos tem a matriz geradora M, «, dada por

o1(eg) - onleg)

or(en1) -+ onlen1)

Seja A a matriz diagonal dada por
A = diag(\/ok(@))p_;-

Seja T' a seguinte matriz

1 -1 - -1 -1

~1 -1 -1 0
T —

~1 0 0 0

A matriz geradora do reticulado Z" rotacionado é dada por

1

R:
‘/2r71

TMA.
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Exemplo 2.2.2. Seja L = Q(¢) um corpo ciclotomico e K = Q(¢ + (1) seu subcorpo
mazimal real, onde ¢ = (3. Considerando a base {eg = 1,61 = + (7} de Ok € by(x,y) =

iTrisg(azy), onde oo =2 — (C+ (1), temos que a matriz de b, € dada por

1 -1
G:
-1 2
Por outro lado, temos que
p 1 -1 -1 1 1 V2 -2 0
2\ -1 0 V2 —V2 0 V2+2
[ (F1=V2V2 V2 (14 V2)V2+ V2
—V2-V2 —V2+V2

Assim RRT = 1.

Por [13] temos que a distancia produto minima de A é dada por d,, min(A) = \/%? = \/%,

onde § = (r —1)n — 1, mas é também 1til considerar {/d, min(A) com objetivo de comparar

reticulados de diferentes dimensoes.

r n | dpmin(A)
3 2 0, 594604
4 4 0, 385553
) 8 0,261068
6 16 | 0,180648
7 32 10,126361
8 64 | 0,0888683
9 | 128 | 0,0626695
10 | 256 | 0,044254
11| 512 | 0,0312712
1211024 | 0,0221046

Tabela 2.1: Distancia produto minima



CAPITULO 3

Analise Algébrica e Geométrica de
Reticulados obtidos via Corpos

Ciclotomicos

Um reticulado A pode ser gerado por muitas bases diferentes, porém entre todas elas, algu-
mas sao especiais. Aquelas cujos elementos sao, de certa forma, os menores possiveis, sao
chamadas reduzidas.

Estas bases especiais sao, em geral, descritas por propriedades requeridas da matriz de
Gram. Destacaremos duas formas de bases reduzidas: a reducao de Minkowski e a associada
ao algoritmo LLL.

Através da reducao a estas bases especiais foi possivel associar as propriedades algébricas
uma andlise mais geométrica dos reticulados obtidos via corpos ciclotomicos que é o objeto
deste capitulo.

Esta andlise permitiu a caracterizacao de reticulados construidos via corpos ciclotomicos
Q(¢r) fazendo possiveis associacoes com reticulados conhecidos. Destacaremos alguns dos
parametros fazendo comparacgoes entre os resultados obtidos e os que seriam 6timos.

Para a verificagao dos resultados e elaboracao dos exemplos utilizamos o algoritmo LLL,

rotinas do Programa Mathematica, e para a redu¢ao de Minkowski usamos o algoritmo [34].

43
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3.1 Reducao de Base de Reticulados

3.1.1 Reducao de Minkowski

Seja f uma forma quadratica positiva definida n-dimensional sobre R. Dizemos que f é uma
forma reduzida de Minkowski se ela pode ser expressa em termos de uma base eq,...,e, tal

que para cada t, 1 <t < n,

f(e:) < f(v) para todos os vetores inteiros v para o qual ey, ..., e, 1,0 (3.1)
podem ser estendidos a uma base de A. .

Em outras palavras, cada e; sucessivo é escolhido tal que f(e;) seja tdo pequeno quanto
possivel. Deixando v percorrer todos os vetores do reticulados, a condi¢ao (3.1) implica em
desigualdades sobre a matriz com entradas a;;.

Dado um reticulado A em R" e f(z) = (z, x), diremos que B = {ey,...,e,} é uma base

de Minkowsk: se para cada t, 1 <t <n,

lleg||> < ||r||> para todos os vetores inteiros r para o qual ey, ..., e, 1,7 (32)
podem ser estendidos a uma base de A.

Dada uma base qualquer de um reticulado, uma base de Minkowski pode ser obtida de

forma recursiva. O algoritmo aplicado na matriz geradora é de alta complexidade computa-

cional, o que dificulta a obtencao de reducao para dimensoes altas.

Algumas dessas desigualdades podem ser facilmente escritas.
(i) B imediato de (3.1) que
0<ap <agp < - <dapy. (3.3)

(ii) Se tivermos v = e; — ) ¢ €s€, (para algum conjunto S de indices s < t e coeficientes

€s € Z) a desigualdade f(e;) < f(v) torna-se

2 E €sQst — 5 €r€slyg S 5 Qss-

seS r,s€S seS
r<s

Nos casos S = {s},{r, s}, {q,r, s}, ..., temos

20ag| < ags (s<t), (3.4)
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2|ays £ an + ag| < ap+ags (r<s<t), (3.5)
2|Oé@qt + ﬁ@rt + 7&st - Oéﬂaqr - Oéﬂyaqs - ﬂﬁyars‘ S aqq + App + Ags (q <r<s< t)? (36)

com «, 3,7 = +1, etc.

Este é um teorema de Minkowski que para dimensao < 4, basta verificar (3.1) para
V=€ — ) cg€ss com €, = 0,1 ou 1. As desigualdades (3.3), (3.3) e (3.4), (3.3) a (3.5),
(3.3) a (3.6) (q,r,s,t < n) definem uma forma reduzida de Minkowski para n =1,2,3 ¢ 4

respectivamente.

Obtivemos o teorema a seguir com o objetivo de estabelecer uma condicao necessaria e
suficiente para que um reticulado obtido algebricamente seja um Z"-rotacionado, no lugar

da condicao apenas necessaria encontrada na literatura.

Teorema 3.1.1. Seja A um reticulado que admite uma base ortogonal ordenada 3 = {by,...,b,},
isto €, ||bil| < ||bis1]] para 1l < i <n—1, e a = {ey,...,e,} uma base de Minkowski de

A. Entao e; = £b;, Vi =1,...,n a menos de uma possivel reordenacdo entre os vetores de

mesma norma em (3.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que e; = +b;.
Seja ey =Y o xiby, x; € Z com mde(zy, ..., x,) = 1.

Assim,

llea] = afbii > b, V1 <k<j ondejétal que z; #0.
=1

Podemos garantir que existe um unico j tal que x; # 0, pois a é base de Minkowski e
assim e; é um vetor de norma minima.
Afirmamos que x; = +1 e todos os demais sao nulos, isto é, x; =0, Vi = 2,...,n. De

fato,

e Se todos os vetores b; tiverem normas distintas entao necessariamente x% =lex; =

0, Vi=2,...,n. Assim, e; = +b;.

e Se houver outros vetores b; com normas iguais a norma minima entao pode ocorrer que
er = b; is ele ja é Assi d 2=1 d
1 = bj, pois ele ja é o menor. Assim, podemos supor que x; = 1, a menos de uma

reordenacao da base 3. Logo, e; = +b;.
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Mostraremos por inducao sobre n que ¢; = +b;, Vi =1,...,n.

Sen =1 entao e; = +b;.

Agora, vamos supor a condi¢ao valida para n < k e mostrar que é valida para n = k.
Seja e, = Y oy @by, x¢ € Z. Temos que mostrar que (e;, ex) =0, Vi <k.
Suponha que (e;, ex) # 0.

e;=%xb;,

<€Z', 6k> lék :l:<bl, Z.Tgb@) = :i:.fﬂlbu 7é 0
/=1

Queremos mostrar que existe v tal que ||ex||* > [|v||?, onde {ei,...,ex_1,v} pode ser
estendido a uma base de A.
Seja v = e — x;b;, temos

loll? = St a?bu

el P = Siy adbie = Sis @b+ s > [l

Absurdo, pois a = {ey, ..., e,} é uma base de Minkowski (e é o vetor de norma minima
com esta propriedade).

Portanto, (e;,ex) =0, ¢=1,...,k—1. Logo, z; =0, Vj < k.

Temos que b, tem norma minima entre os vetores no reticulado gerado por {b, ..., b,}.
Pela mesma argumentagcao feita anteriormente, sé exististird um tnico indice ¢, { =k, ..., n
tal que 2y #0 e ] = 1.

Assim, e, = +b,, ¢ =k,...,n e a menos de uma reordenacao entre os vetores de norma

minima em {bg,...,b,}, temos e, = +0by. [ ]
Uma consequéncia imediata deste teorema é portanto:

Corolario 3.1.1. Um reticulado é um Z"-rotacionado se, e somente se, sua base reduzida

de Minkowski tem por matriz de Gram a identidade.

Os algoritmos que encontramos ( Ex.o contido no programa Mathematica) para a redugao
de Minkowski sao aplicados a matriz geradora que tenha coordenadas inteiras, o que nao
ocorre em grande parte dos reticulados obtidos algebricamente. O algoritmo computacional
[34] que utilizamos foi desenvovido por J. Strapasson durante a nossa pesquisa e aplica-se di-
retamente a matriz de Gram, informando também qual a transformacao linear correspodente

a mudanca de base envolvida.
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Exemplo 3.1.1. Seja L = Q(¢) um corpo ciclotomico e K = Q(¢ + (1) seu subcorpo
mazimal real, onde ( = (1. Considere a base {eg = 1,6, = ( + (" Hea =+ (% e3 =
G+ (3} de Ok e bo(x,y) = %TTK/Q(axy), onde o = 2 — (C + ¢71). Pelo Coroldrio 2.2.3,

temos que a matriz de b, € dada por

1 -1 0 0

-1 2 -1 0
G =

0 -1 2 -1

0o 0 -1 2

Aplicando-se o algoritmo de reducao de base de Minkowski [34], obtemos a matriz iden-
tidade de ordem 4, isto €, a matriz de Gram na base reduzida de Minkowski é I, e também
a base reduzida é dada por B = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, e portanto, o

reticulado obtido é o reticulado 7.

3.1.2 O Algoritmo LLL

Introduzimos a seguir a reducao de base LLL (Lenstra-Lenstra-Lovész). Esta reducao vem
sendo muito utilizada pois, embora nao seja tao eficiente quanto a de Minkowski, tem com-

plexidade computacional bem menor.

Definigao 3.1.1. Sejam B = {b1,...,b,} uma base do reticulado A e B* = {b},..., bk} a

base obtida do processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. A base B é LLL reduzida se

 {bBj)
SRR

para 1< j<i<mn, onde

N =

i 5] <

b + pii—abi 4 |]* > Z||bi71||2 para 1 <i<mn,

ou equivalentemente

. 3 *
il = (3= 2 ) il

Teorema 3.1.2. [10] Seja B = {b1,...,bn} uma base LLL reduzida de um reticulado A.
Entao
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det(A) < [ I1osl| < 2"V det(A), (3.7)
=1
byl < 2072 [by|, se 1<j<i<n, (3.8)
[[by]| < 20D/ det(A), (3.9)

Para todo x € A com x # 0 temos

[[ba|| < 20D )Ix], (3.10)
Mais geralmente, para quaisquer vetores linearmente independentes Xy, ..., Xy € A temos
I[bs|| < 2"V 2maz(||xq]l,. .., ||%|]) para 1< 5 <t (3.11)

Exemplo 3.1.2. Pelo Exemplo 3.1.1, vimos que a matriz de Gram do reticulado construido

¢ dada por:
1 -1 0 0
-1 2 -1 0
G —
0o -1 2 -1
o 0 -1 2

Se aplicarmos o algoritmo LLL, obtemos a transformacao H que precisamos para que

HGHT = I,, a matriz de Gram do Z*, isto ¢,

I
e e e
— — — o

0
0
1
1

- o O O

. . . L , 4
e assim concluir que o reticulado obtido é isomorfo ao reticulado Z.".

3.2 Reticulados obtidos via Corpo Ciclotémico Q((,r)

Sejam p um ndmero primo fmpar, e r um inteiro positivo. Sejam L = Q((,r) e K =

Q(¢r + ') 0 subcorpo maximal real de L.
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O anel dos inteiros algébricos de L é Of, = Z[(,r] € 0 de K é Ok = Z[(pr + (pr].

Neste Capitulo estudaremos as relagoes existentes entre o reticulado ideal sobre
L[y + Cp?1] e os reticulados ja conhecidos.

Nesta secao faremos dois tipos de construcao sobre o anel dos inteiros algébricos do
subcorpo maximal real de Q((,r), de acordo com o elemento « escolhido.

A primeira construgao foi obtida do artigo conjunto [23], e a partir dele fizemos a ca-
racterizagao dos reticulados construidos em algumas dimensoes. A segunda construcao foi
realizada através da escolha do elemento « obtido de [24]. Através da nossa construgao, e
utilizagao dos algoritmos de reducao de base, pudemos verificar e construir explicitamente

uma familia de reticulados do tipo soma ortogonal em todas as dimensoes iguais a n =

(p—Dp*
.

3.2.1 Construcao de Reticulados

Vimos no Capitulo 2, que a condigao necesséria (2.2), para obtermos uma versao rotacionada
de Z", é que det(A) = ¢", onde ¢ é um inteiro. Para satisfazer esta condicao, precisamos

encontrar um elemento o € O tal que
N(a)ldg| = ",

assumindo que Z = Of. O determinante de K é dado por dx = pz(@=D+Dp" " =p"=1)

Exemplo 2.2. Assim, para ¢ = p" temos que
N(@)ldx| = N(@)pH @000 0= _ . () = b+,
Portanto, temos que encontrar um elemento a € O com norma pz® ™). Sabemos que
PZ[Gr] = (1= Gr)*"VZ[Gy]
em Q((pr), onde N g(1 — () = p. Usando a transitividade da norma, obtemos

Nejo(l = Gr) = Nijo(Nem(1 = ) = Nija((1 = Gr)(1 = G:)).

Assim, o = ((1 = Gr)(1 — C&l))%(pr_lﬂ) ¢ um elemento de O de norma p%(?’T—1+1),
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Os reticulados obtidos com a = ((1 — ¢r)(1 — ¢1)2@ "+, tém matriz de Gram cu-
jas entradas sao dadas por : b,(z,y) = Z%TTK/Q(axy) na base {(,» + C};},Cgr + G0

G + '}, onde no = ¢(p") /2 = (p— 1)p" /2.

A préoxima proposigao nos auxilia na caracterizagao dos reticulados construidos.

Proposicao 3.2.1. [11] Os reticulados inteiros gerados por vetores de normas 1 e 2 sao
completamente classificados. Tais reticulados podem ser escritos como soma ortogonal dos

reticulados

[n(n Z 1)a An(n 2 1)7 Dn(n Z 4)7 E6> E?a ES-

Exemplo 3.2.1. Sejam Q((s2) e a = $((1—G2)(1—(3'))?. Através da construgdo descrita,

temos a sequinte matriz de Gram:

6 -5 3
G=]| -5 5 =2
3 =2 2

Aplicando-se o algoritmo de redugdao de base de Minkowski [34], obtemos a matriz iden-
tidade de ordem 3. Assim, pelo Teorema 3.1.1, podemos concluir que o reticulado obtido é

isomorfo a Z°.

Exemplo 3.2.2. Sejam Q((s2) e a = o ((1—G2)(1—¢5"))3. Através da construgio descrita

anteriormente, temos a sequinte matriz de Gram:

10 o0 o0 o0 0 0 0 0 0
o 2 o0 -1 1 -1 0 1 —-120
o o0 2 -1 0 -1 1 1 —-120
o -1 -1 2 -1 1 -1 -1 1 0
G- o1 0 -1 2 -1 O 0O 0 O
0O-1-11 -1 2 0 -1 1 O
o 0o 1 -1 0 O 2 1 0 O
o1 1 -1 0 -1 1 2 =120
0-1-11 0 1 0 -1 2 0
o o0 o0 o o o0 0 0 01
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Aplicando-se o algoritmo de reducao de base de Minkowski, e algumas operacoes com

matrizes de determinante +1, obtivemos a sequinte matriz:

10,0 O O O O O 0 O
61,0 o0 O O O O O O
6oo0y2 0 -1 -1 0 0 0 O
oofo0 2 -1 0 0 0 -1 0
G 00(-1 -1 2 0 -1 0 0 O
0 o0(f-1. 0 0 2 0 -1 0 O
6oo0of,o0 o0 -1 0 2 0 0 O
oofo0o o0 O -1 0 2 0 -1
6oo0of0 -1 0 O O O 2 O
oofo0 o0 O O O -1 0 2

Permutando linhas e colunas na sequnda submatriz, isto €, reordenando os vetores da

base, temos:
r1r 0,0 O O O O O 0 O
o1,0 o0 O O O O 0 O
00/j2 -1 0 0 0 0 0 O
00/-1 2 -1.0 0 O O O
G- ocoo0jo0 -1 2 -1 0 0 0 O
o6oo0ojo0 0 -1 2 -1 0 0 O
oo0jo o o0 -1 2 -1 0 -1
ocoo0jo o o 0 -1 2 -1 0
oo0ofjo0 o0 o o 0 -1 2 0
oo0ojo0 o0 o o0 -1 0 0 2

Claramente vemos que a primeira parte do somando é um Z* e a sequnda, por [11],
podemos concluir que é a matriz de Gram do reticulado Eg.

Portanto, o reticulado obtido € isomorfo a Z° @& Eg.

Exemplo 3.2.3. Sejam Q((z) e a = 5=((1—(32)(1—-(3'))%. De modo andlogo aos exemplos

anteriores temos a sequinte matriz de Gram:
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10 o0 o0 o0 0 0 0 O
o 2 -1 0 0 0 -1 0 1
o -1 2 0 -1 0 1 -1 -1
o o0 o0 2 0 -1 0 0 -1
G=|100 -1 0 2 0 -1 1 0
o o0 0 -1 0 2 0 0 0
0o-11 0 -1 0 2 -1 -1
o o0 -1 0 1 0 -1 2 0
o1 -1 -1 0 O -1 0 2

Aplicando-se o algoritmo de reducao de base de Minkowski, e algumas operacoes com

matrizes de determinante +1, obtivemos a sequinte matriz:

110 0 0 0 0 0 0 O
0[2 -1 0 0 0 -1 0 1
0ojl-1 2 0 -1 0 1 -1 -1
0j]0 0 2 0 -1 0 0 -1

G=|lol0o -1 0 2 0 -1 1 0
0j]0 0 -1 0 2 0 0 0
0j]-1 1 0 -1 0 2 -1 -1
0j]0 -1 0 1 0 -1 2 0
0|1 -1 -1 0 0 -1 0 2

Permutando linhas e colunas na sequnda submatriz, temos:
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110 o0 o0 O O O 0 O
0602 -1 0 0 0 0 0 O
oj-1 2 -1 0 0 0 0 O
oo -1 2 -1 0 0 0 0
é =1040 O -1 2 -1 0 0 O
6,0 o0 o0 -1 2 -1 0 -1
op,o 0 O O -1 2 -1 0
oo o o o o0 -1 2 0
oo o o o -1 0 0 2

Portanto, o reticulado obtido € isomorfo a Z & Eg.

Agora, faremos a segunda construcao, que é baseada na primeira e no préximo teorema.

pr—l_l
2

Denotaremos por A7 a soma ortogonal de cépias do reticulado raiz A,y (ver [11],

para a definigdo de reticulado raiz do tipo A).

. ~ r—1 a1 - ~ _
Teorema 3.2.1. [2/] Seja & = Z%(l — ¢ )(1=¢" ). Entio A = (Z[(y + ('], ba), onde
-1
ba(x,y) = Tr(azxy), € isomorfo a soma ortogonal 77 & A
A construcao desses reticulados sera feita de modo andlogo a primeira, considerando-se
- r—1

x,y na base {Gr + (', 2+ G0 (O + (") onde n = ¢(5T) _ (pflgp’“‘l'

)(1— Cp?prfl). Assim, a matriz de Gram é dada por G = (Tr(azxy)), com
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Exemplo 3.2.4. Seja Q((z) e & = 35((1— ()(1 — (35))]. A matriz de Gram é dada por:

2 0 0 0o 0 0 0 -120
o 2 0 o0 0 0 -1 0 O
o o0 2 0 0 -1 0 0 O
o o0 o 2 -1 0 0 0 O
G = o o0 o0 -1 2 0 0 0 O
o 0 -1 0 0 2 0 0 O
o -1 0 0 O 0 2 0 O
-1 0 0 0o o0 0 0 2 0
o 0 o o 0 0 0 0 1

Depois de permutar linhas e colunas obtemos a sequinte matriz:

110 0 0 0 0 0O 0 O
0[2 -1 0 0 0 0 0 O
0[-1 2 0 0 0 0 0 0
00 0 2 —-1 0 0 0 0

G=]l0/0 0 -1 2 0 0 0 0
0j]0 0 0 0 2 -1 0 0
00 0 0 0 -1 2 0 0
ojlo 0 0 0 0 0 2 -1
0jo 0 0 0 0 0 -1 2

Portanto o reticulado obtido tem dimensao n = 9 e € isomorfo a soma ortogonal de 7.

com 4 copias do reticulado raiz A,.

Exemplo 3.2.5. Sejam Q((s2) e & = 5=((1 — ¢°)(1 — (7). Aplicando-se a construgdio

descrita, temos a sequinte matriz de Gram:
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2 0 0 -1 0 -1 0 0 0 O
o 2 -1 0 0 0O -1 0 0 O
o -1 2 o0 0 0O 0 -1 0 O
-1 0 0 2 0 0 0 0 -1 0
G o o0 o o 2 0 0 0 0 -1
-1 0 0 o0 o0 2 0 0 0 0
o -1 0 0o O O 2 0 0 O
o o0 -1.0 O O 0 2 0 0
o o0 o -1 0 0 0 0 2 0
o o0 o o -1 0 0 0 0 1

Aplicando-se o algoritmo de redugao de base de Minkowski [34], e depois permutando

linhas e colunas convenientes, temos:

10,0 O O O O O 0 O
o1,0 o0 O O O O 0 O
oo0,2 -1 0 0 0 0 0 O
oo0-1 2 -1 0 0 0 0 0
G coo0,0 -1 2 -1 0 0 0 O
ocoo0o,0 O -1 2 0 0 0 O
ocoo,0 O O O 2 -1 0 0
coo,0 o0 O O -1 2 -1 0
ocoo0o,0 O O O O -1 2 -1
coo0o,0 O O O O 0 -1 2

Portanto, o reticulado obtido é isomorfo 72 & 2A,.

3.3 Analise dos Reticulados obtidos via Corpos

Ciclotomicos

Nesta secao analisaremos alguns parametros importantes na construcao de boas constelagoes

de sinais para o canal gaussiano e o canal com desvanecimento.



Cap. 3 e Anadlise Algébrica e Geométrica de Reticulados obtidos via Corpos
Ciclotomicos 56

Analisaremos os parametros determinante, distancia produto minima e densidade de
centro, em funcao de a e & e consequentemente, do niimero primo p e o inteiro positivo r,
de acordo com o corpo ciclotomico utilizado para a construcao do reticulado.

Denotaremos por A e A os reticulados obtidos de a e @&, respectivamente.

3.3.1 Determinante

Pela Proposicao (2.1.1), e usando o fato de que em nossas construgoes Z = O, temos que :
det(N) = N(a)dg.
Logo, como dy = p2(@=Dr+1p" "' =p"=1) ant50,

o det(A)=1,se = ((1—¢(r)(1— )R,

P

o det(A) =p2@ D sea=L1-¢& )1-¢7 ).

3.3.2 Distancia Produto Minima

Pelo Corolario 2.1.1, a distancia produto minima é dada por:

dp,min(A) = de;iA) (3.12)

Assim, substituindo em (3.12), o discriminante dx e o determinante, temos:

° dp,mm(/\) = p—i((r+1)(p—1)pu1_pr_1), se q = ((1 _ Cpr)(l _ Cp_rl))%(prflﬂ);

r—1

X 1 r=1_ .7 ~ _r—1
i dp,min(A) = pl((H_Q)p e )7 Se & = ;%(1 - Cffr )(1 - Cprp )

3.3.3 Densidade de Centro

Como vimos em (1.11) no Capitulo 1, a expressao para a densidade de centro de um reticulado
algébrico é dada por:
2T2 pn

) Gy
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Substituindo (1.10) em (1.11), temos:

Nas duas construgoes que estudamos, consideramos Z = O, isto é, N(Z) = 1 e também
ro = 0, pois os corpos de ntimeros utilizados sao totalmente reais.

Assim, temos:
o Para a = ((1— Gr)(1—¢1))2® '+ temos

p(pfl)QpT_l p(1071)210’“_1 det(A)=1 11
et = p—1)p

(5 A = = el 2 .

(A) vol(A) det(N)1/2

~ r—1 _ =1
e Para a = #(1 -G )1 =¢," ) temos:

(p—1)p" ! (p—1)p" ! (p—1)p" !
2 2

S(A) =L

2
vol(A)  det(A)V/2 — pier='=D)’

3.3.4 Conclusao

As duas construcoes foram realizadas sobre corpos de niimeros totalmente reais, logo garan-
timos diversidade méxima.

Um parametro importante no calculo da densidade de centro é o raio de empacotamento
do reticulado, e este é dado pela metade da distancia minima. Nas duas construgoes aqui
apresentadas, os reticulados possuem um vetor com distancia minima igual a 1, pois nos
dois casos o reticulado Z é um dos somandos, e assim o vetor de distancia igual a 1, sempre
estara presente.

Podemos observar que a densidade de centro dos reticulados na primeira construcao sao
melhores que os da segunda. No primeiro caso, ela coincide com a densidade do Z", porém

com diversidade maior.
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Para a distancia produto minima, obtivemos maiores valores na segunda construcao.

Como exemplo, os reticulados em dimensao n = 3, obtidos do corpo ciclotomico Q((sz),

apresentam densidade de centro §(A) = 0.125 e 6(A) = 0.0138889 e distancia produto
normalizada, A" (A) = 0.48075 e d*/". (A) = 0.57735.

D,Min p,min

Em dimensao n = 10, os reticulados obtidos de Q({52), apresentam densidade de centro
5(A) = 0.0009765 e §(A) = 1.11803 x 10~ e distancia produto d}g,/;m(A) = 0.25461 e
4™ (A) = 0.29907.

p,min



CAPITULO 4

Grafos Circulantes vistos como

Quocientes de Reticulados

Este capitulo aborda um tema de pesquisa independente dos tratados até aqui, mas também
associado a reticulados, em que também nos envolvemos durante o doutorado.

Seu contetdo é parte integrante do artigo conjunto submetido “Circulant Graphs Viewed
as Graphs on Flat Tori” [33], com alguns detalhamentos.

Grafos circulantes tém recebido significativa atencao nas tltimas décadas seja teorica-
mente ou através de suas aplicagoes na construcao de redes de intercomunicacao para com-
putacao paralela. A teoria de grafos constitui uma poderosa ferramenta para modelar redes,
onde processadores sao representados como nés do grafo e os links de comunicagao como as
arestas conectando-os.

A associagao que fizemos de grafos circulantes a quocientes de reticulados gerando grafos
em toros planares (Proposigoes 4.1.5 e 4.1.7) permite uma abordagem geométrica para o
estabelecimento de limitantes para o niimero de vértices de um grafo circulante com diametro
d (Secao 4.2). Outros resultados sobre o género de grafos circulantes especiais e sobre a
associacao de grafos circulantes a cédigos esféricos também foram obtidos posteriormente a
partir desta associagao [33], [34] e [35]. Algumas referéncias utilizadas no estudo deste tépico

foram [25], [27], [31], [32] e [36].

29
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4.1 Grafos Circulantes e Grafos sobre o Toro Plano

Nesta secao introduziremos as definicoes e notagoes, usadas neste capitulo, para grafos cir-
culantes e grafos sobre o toro plano k-dimensional. Também discutiremos quando esses

conceitos podem ser relacionados.

s

Definigao 4.1.1. Um grafo circulante com n vértices {vy,...,v,_1} e saltos ay, ..., ay, €
um grafo nao direcionado, no qual cada vértice vj, 0 < 7 < n —1, é adjacente a todos os

VETTICes Vjta; mod n, com 1 < i < m. Denotamos esses grafos por Cn(al, cee am).

O grafo n-ciclo e o grafo completo de n vértices sao exemplos de grafos circulantes deno-
tados por C,,(1) e Cy(1,..., [n/2]).

Considerando a distancia do grafo (ntimero minimo de arestas conectando dois vértices),
o diametro de um grafo é a distancia maxima entre dois vértices. Dizemos que um grafo
circulante é denso se ele tem o niimero maximo possivel de vértices para um dado diametro.

Dois grafos sao ditos isomorfos (e também isométricos) se existe uma aplicagao bijetora
entre o conjunto de vértices que preserva a adjacéncia. Um importante resultado sobre

isomorfismos de grafos circulantes é o seguinte:

Proposicao 4.1.1. Se existe r € Z, com mdc(r,n) =1, tal que (ay,...,an) =7(b1,...,by)

mod n entao Cy(ay,...,ay) € isomorfo a Cp(by, ..., by).

A reciproca deste resultado foi conjecturada para grafos circulantes por Adém [29]. Esta

conjectura é falsa para grafos em geral, mas é verdadeira para m = 2 [30].

Proposigao 4.1.2. [36] Seja C,,(a,b) um grafo circulante tal que a # b(mod n) e mdc(a,n) =
1. Entdo o grafo Cy(a,b) € isomorfo ao grafo Cn(1,a7'b mod n).

Um grafo circulante é conezo se, e somente se, mdc(ay, ..., a,,n) =1 [30].
Dado uma base a = {uy,...,u;} de R, o toro plano T, é algebricamente definido como
o espaco quociente T,, = R¥/A,, onde A, é o reticulado gerado por a.

Ele pode ser também definido através da funcao médulo pu, : RF — R*

fo (X) =x mod A, =x — Zk: EART (4.1)

i=1
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ondex =), z;u; e |z;| denota o maior inteiro menor ou igual a z;. Dois vetores x e y de

RF estdo na mesma classe lateral se, e somente se, fi, (X) = f1q (¥), isto é, x —y = > myu;,
m; € 7. =

A distancia Euclidiana d em R induz a distancia d,, sobre o toro plano 7T,, de uma forma
natural [26]. A distancia medida sobre o toro plano entre duas classes laterais @ e b de a e

b, com a,b € R*, ¢

do (@, b) =min{d(z,y)=|z—yl||; z€a,y €b} (4.2)

onde ||x|| = 1/>°F 22 é a norma Euclidiana em R

Geometricamente, o toro plano T, pode ser caracterizado como o quociente de R¥ pelo
grupo das translagoes gerado por «, também denotado por A,. Para k =2 e o = {u, v}, este
quociente T, pode ser visto como o paralelogramo gerado por u e v com os lados opostos
identificados (este paralelogramo contém representantes de todas as classes com redundancia
na borda).

A Figura 4.1 ilustra o toro plano para k = 2 e mostra as distancias d, (5, B) e d, (a,c),
onde @, b e T sdo as classes de a, b e ¢, respectivamente, a, b, c € R2.

0, 0~05 0,~0,

v L / &)1 0, /203 o

The two parallel horizontal
0, u sides are identified The other two sides

are also identified
b. e b,
a~’ a’
Ll
u

Figura 4.1: No topo, uma visao topologica do toro plano usual do R? é obtida pela iden-

tificacao dos lados opostos de um paralelogramo em dois passos. Abaixo, a distancia d,
sobre o toro plano é vista como a distancia euclidiana d em R?: d, (5, E) = d(a,b) mas

d, (a,c) =d(a,c)

Para k = 2, o toro plano pode também ser visto como o toro usual, superficie do espago
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Figura 4.2: Duas visoes do grafo circulante C3(1,5).

euclidiano tri-dimensional (Figura 4.1). Contudo, ele pode ser distinguido deste iltimo por
ser andlogo a um cilindro em R?: ele é perfeitamente homogéneo (nenhum ponto pode ser

distinguido de um outro) e pode ser “cortado” e planificado em um paralelogramo.

4.1.1 Ladrilhamentos e Grafos sobre o Toro Plano Associados a

Grafos Circulantes

Consideremos primeiro o plano R? ladrilhado pelo reticulado Z?, o conjunto L.I. a = {u, v},

onde u = (a,b), v = (¢,d), a,b,c,d inteiros, e o sub-reticulado A, gerado por u e v. O
a c
quociente Z?/A, induz um grafo com n = det vértices e um ladrilhamento por

quadrados sobre o toro plano 7.

Como um exemplo, parau = (3,2) e v = (=2, 3), temos um grafo I'ry v} sobre o toro plano

com n = det - = 13 vértices e a tesselacao associada tem também 13 quadrados
2 3

(Figura 4.2 a direita).

A translacao plana vertical pelo vetor w = (0, 1) induz um rotulamento ciclico em I'(y vy
Notamos que os segmentos verticais sobre o grafo sao conectados quando identificamos os
lados opostos e os vértices do grafo sao localizados sobre esta curva sobre a superficie do toro.
Visto no toro do R? esta curva fechada é um né “trefoil”. Este rotulamento circular, induz
um isomorfismo natural entre o grafo I'y vy € o grafo circulante Cy3(1,5), que transporta a
distancia do grafo para o toro plano.

Com este exemplo, surge uma questdo natural: para quais bases a = {(a,b), (¢,d)} e
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quais translagoes planas w = (e, f) em R? podemos afirmar que I, ¢ ciclico e rotulado por
w tal que este rotulamento estabelece um isomorfismo com um grafo circulante?

A seguir, discutiremos esta questao estendida a conexoes entre grafos sobre o toro plano
k-dimensional e grafos circulantes.

Sejam o« = {uj,...u;} uma base de R* com coordenadas inteiras e T, o toro plano
associado. A existéncia do grafo e ladrilhamento de T,, por hipercubos é dada pela proxima

proposicao.

Proposigao 4.1.3. [25] Seja a = {uy,...,u,} wuma base de R¥ com coordenadas inteiras,

A, o reticulado gerado por o e T, o toro plano associado. 7ZF C R induz, através da
k

aplicagao quociente [, um grafo reqular 'y, = A_ e um ladrilhamento de T, por hipercubos
(6%
unitdrios onde

a) i, (Z*) sao os vértices de T,.

b) 7, ([, 61 + 1 XZ"Y) U T, (Z% [in, i + 1] xZ57?) U ... U i, (Z5 1 [ig, iy + 1)),
1 =1,...,k, inteiros, ¢ a uniao das arestas.

c) iy ([i1,91 + 1] X [ig,i0 + 1] X ... X [ig, i + 1)), 45 = 1,...,k, inteiros, sdo os ladrilhos
hipercubos.

d) O namero de vértices, V, e o nimero de ladrilhos hipercubos, F, de T, sao ambos iguais
a|det [uy, ..., .

As questoes naturais sao:
k

1) Quando o grafo I',, dado pelo quociente de reticulados I', = A é ciclico?
o
2) Neste caso, onde ele pode ser rotulado ciclicamente por W, onde w € ZF, qual é o
grafo circulante I'Y associado a I',, e w?

O proéximo resultado é obtido como consequéncia da Proposi¢ao 23 de [25].

k
Proposicao 4.1.4. Sob as hipdteses da Proposicao 4.1.3, 'y, = ™ ¢ ciclico se, e somente
se, existe um vetor w = (wy, ..., wy) € Z* e inteiros hy, ..., by tal que
_ o -
A
M = , (4.3)
Wk
| b g | By |
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tem determinante 1, onde A € uma matriz na qual as colunas sao os vetores u;. Neste caso,

(W) =T,.

Demonstracao: Para u,w € ZX, u=w em I', se, e somente se, u — w € A,. Em outras
palavras, existe x € Z* tal que Ax = u—w. Assim, a ordem de W é o menor inteiro positivo
r tal que o sistema Ax = rw tem uma solugdo x com coordenadas inteiras (férmula de
Crammer).

Como A é invertivel, pela féormula de Crammer o sistema Ax = w tem uma unica
solucao dada por x = |A|7}(JAyl, ..., |Ax|), onde a matriz A; é a matriz A com a i-ésima
coluna substituida por w e |A| = |detA|. Isto significa que Axy = |A|w tem a solugao
xo = (|A1], ..., |Ax|) € ZF.

Como |A| = |ZF/A,|, se r é a ordem de W = w + A, entdo r divide |A|. Isto implica
que |A| = rl, e a tnica solugdo de Ax = rw é dada por x = (1/l)xg. Assim, [ divide
cada |A;|. Agora, para outro inteiro [; tal que [y divide |A|,|A4],...,|Ak|, seja r; dado por
|A| = r1l;. Entéo r|ry, o que implica que [;|l. Isto mostra que [ = mdc{|A|, |Ai]|,..., Ak},
e que r = |Al/mdc{|A|, |A4|,. .., |Ak|}.

[, é ciclico se, e somente se, existe W com ordem |A|, o qual, pela forma acima

satisfaz mdc {|A|, |A1|, ..., |Ax|} = 1. Isto é equivalente a existir constantes inteiras hy, ..., hxi1
tais que

hai|Ai| + ...+ hi| Ak + hga|Al = 1. (4.4)
Em outras palavras, [, é ciclico se, e somente se, existem hq, ..., hxy1 tais que, pelo desen-

volvimento de Laplace aplicado a (k + 1)-linha de M, detM é igual a
= (D" ha (=D A+ ()M R (1) ARl + (1) | A]
= hi| A+ ..o+ bl Ak| + hia|[A] = 1.

O proximo resultado descreve I', como um grafo circulante quando a condi¢ao da Proposicao

4.1.4 é satisfeita:

Proposicao 4.1.5. Sob as condigcoes da Proposicao 4.1.4, a aplicacdo de rotulamento por

w induz um isomorfismo de grafos
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onde n = |detA| e
s; = min{ Cofator M;,+1 mod n,n — Cofator M;+; mod n}.

Demonstracao: A relacio de adjacéncia em I', é a induzida por Z*. Assim, os vértices

adjacentes a 0 sdo 4€;’s. Precisamos mostrar que

SiWR Fe;, <= dry,...,r, €7Ztal que s;wte; =riju; + -+ -+ rpug

<< 7rmu + -+ — s;w = te; <

4
riaig + - rparg — s;wp =0

Qi1+ TRGE — Sjw; = E1 (4.5)

riag1 + TRy — Siwy =0

Podemos garantir que r; = £=(=1)"M;1, ..., 1 = £(=1D)F M e 55 = £(=1)F My
é a solugao para o sistema (4.5). De fato, a i-ésima equagao pode ser vista como o desen-
volvimento de Laplace de M dado em (4.3) pela i-ésima linha. As outras equagbes podem
ser vistas como o determinante da matriz com duas linhas iguais. Assim §;w é um vizinho

(adjacente a) de 0. Logo I'V, o grafo I', rotulado por w, é isomorfo ao grafo circulante

o’
Cy(£57,. .., +5%), onde

5; = min{M, 1 mod n,n — M;r,; mod n}

Observagao 4.1.1. A distancia do grafo em T € a induzida pela distancia do grafo em ZF.
k

Para@, b € Ty = ~—, temos que:

Aq

k
dr, (a@,b) :min{Z|ai—bi|,a: (ay,...,ar) €@ and b= (by,...,bg) 65}.
i=1

Para outro w', e hf, ..., hj, satisfazendo (4.3) obtemos, pela Proposicao 4.1.4, um grafo

circulante diferente C, (s}, ..., s}.), mas ambos devem ser isomorfos, como veremos a seguir.
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Proposigao 4.1.6. Se existirem outros w' e h' satisfazendo a Proposicdo 4.1.4 para a mesma

submatriz A de M (4.3), entdo
Cnlay, ... ap) = Cy(dl, ... ay).

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 4.1.4, I'Y e I' 2’/ sao ciclicos e gerados por W e W/, respec-
tivamente. Assim (W) = (w’), o que significa que existem inteiros r, ¢ primos com n tal que

w =rw’ e w = tw. Em outras palavras,
wW=rw =rtw<=rt=1 modn.
Contudo e; = a;w =~ a;rw’ e e; = a,w’, entdo a,w’ = a;rw’. Assim a; ~ a,r mod n e entao

Cnlay, ... ap) = Cy(dl, ... ay).

Exemplo 4.1.1. O lado direito da Figura 4.2 mostra o grafo circulante Cy3(1,5) sobre o toro
planar gerado por vi = (3,2) e vy = (—2,3) rotulado por w = (0,1) (hy = 1,hg = —1,h3 =
0). Se considerarmos um rotulamento por w' = (1,1) (hy = hs3 =0 e hy = —1), temos, pela
Proposicao 4.1.4, C13(2,3) sobre o toro planar com o mesmo conjunto de vértices (Figura

4.3). De acordo com a Proposicio 4.1.6 esses grafos circulantes sao isomorfos.

A

11 19 7

Figura 4.3: O grafo circulante C}3(2,3) =~ C}3(1,5) rotulado por w = (1, 1)
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4.1.2 Grafos Circulantes Realizados como Grafos sobre o Toro

Plano

Pela Proposicao 4.1.5 vemos que nem todos os grafos que ladrilham um toro plano por
hipercubos nos dao um grafo circulante, mas a reciproca é verdadeira como veremos na
proxima proposigao. A prova deste resultado é baseada na Proposi¢ao 10 de [36] adaptada

para nosso contexto.

Proposicao 4.1.7. Qualquer grafo circulante conexo Cp(ay,...,a;) de grau
2k com vértices {vy,...,v,} €isomorfo a um grafo T, que tessela um toro plano k-dimensional
T, por hipercubos. Isto é, existe uma base a = {uy,...,u} de R¥ w; € ZF e um vetor
w € ZF tais que, para o reticulado A, = {u1, ..., u),
Zk
Iy = v (W) & Zy, e V(v;) =1W € um isomorfismo de grafo.
o
Demonstragao: Primeiro notamos que como Cy,(ay, ..., ax) é conexo, mde(ay, . .., a5, n) =
1 e assim existem inteiros wy, ..., wg1 tais que
wiay + -+ wrag + nwgyq = 1. (4.6)
Consideremos W = (wy, ..., wgy1). Paras = (aq,...,ax,n), tome abase & = {uy, ..., 0},
;= (Urg, ..., Ups1:) € ZFFL do sub-reticulado de Z**! definido pelo hiperplano s* ortogo-

nal a s em R*! e A = {u,;;}. Mostraremos a seguir que a matriz (k + 1) x (k+ 1) M no
qual as colunas sao uy,..., 0, e W tem determinante igual a um e sua submatriz superior

esquerda A tem determinante n:

L0 U Uk 1 wn
M= ‘ - ‘ , det(M) = 1. (4.7)
Uk =0 Ugk W
| Uk+11 - Ug4+1k | Wkl |

A afirmacao desta proposicao serd entao derivada da Proposicao 4.1.4 tomando o =
{uy,...,ur} e w onde u; e w sao obtidos de 01; e W desprezando a tultima coordenada.

Seguindo [36], consideramos a aplicacao:
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a qual é um isomorfismo de grupo. Assim por (4.6) p(w) = @(wy,ws, ..., wg) =1, e p é

injetiva. Seu nicleo é um reticulado A em R* satisfazendo

Zk
vol(A) = |—| = |Z,| = n.
W)= 5| = 1zl
Note que a = {uy,...,u;} definido como acima é uma base para este reticulado pois

veEN<=INeZ;(v,\) € s NZF. Isto implica que
|det(A)| = vol(A) = n.

Consideraremos det(A) = n permutando dois vetores nesta base, se necessério.
De volta a R**!, escolhemos m = (my,. .., my;1) como o produto vetorial u; A -+ - A uy,

o qual é o tnico vetor tal que
u-m = det[uy, ..., u, u

para todo u € R¥f!. As coordenadas deste produto vetorial podem ser escritas usando a

ultima coluna dos cofatores da matriz M dada acima: m; = M1 [37]:
m; =e;-u=det[uy,...,use;] = M
e, em particular, my; = det(A) = n. Além disso,
u; - m = det[uy, ..., ug, w;] = 0;

pois os u;’s formam uma base do hiperplano ortogonal a s. Logo, concluimos que m = s
para algum A € R. Assim, de (4.7) obtemos my;; = det(A) = Adet(A),i.e, A=1em=s.
Desenvolvendo o determinante da matriz M = [ay,..., 0, W], pela dltima coluna temos
entao

det(M)=w-m=w-s=1,

o qual conclui nossa prova. [ ]

Exemplo 4.1.2. Para construir I'Y isomorfo a C13(3,5) devemos encontrar uma base para o
reticulado 7> N (3,5,13)*. Usando a forma normal de Hermite, temos a base {u1,us}, onde
up = (—5,3,0) eus = (1,2, —1) e 0 vetor w = (2,—1,0). Assim, o toro plano serd gerado
pelos vetores vy = (1,2) e vy = (=5,3) e temos T'Y ~ (C13(3,5), rotulado por w = (2,—1)
(Figura 4.4). Como 9 € o inverso de 3 em Z3, seque que C13(3,5) ~ C13(1,6).
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6
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34
NGl 4 7 O
S
\\25
N

Figura 4.4: O grafo circulante C13(3,5) sobre o toro plano, rotulado por w = (2, —1).

Observagao 4.1.2. Dado o grafo circulante Cy(aq,...,a,), a maneira de construir uma
matriz M como em (4.3) e seu correspondente grafo isomorfo I'Y sobre um toro plano estd
longe de ser unica. As condigoes usadas na construcao da Proposicao, as quais implicam
nas k primeiras colunas serem ortogonais a (ay,...,ax,n), € uma condi¢do suficiente mas

nao necessaria. Como vimos no Fxemplo 4.1.1,

3 =20
M = 2 3 1
-1 -1 0

produz, pela Proposicao 4.1.7, o grafo circulante Cy3(1,5).

4.2 Limitantes para o Nimero de Vértices de um

Grafo Circulante com Grau 2k e Diametro d.

Uma questao pertinente, a qual tem sido respondida para casos especificos é: para um dado
diametro d, qual é o nimero méximo de vértices n = p(d, k) para o qual existe um grafo
circulante Cy,(ay, ..., a;) com diametro d de grau 2k?

Uma aplicacao para grafos otimizados neste sentido estd na construcao de redes de in-
tercomunicacoes para processamento paralelo, onde queremos ter um grande nimero de
processadores sem requerer um grande ntimero de conexoes a um Unico processador ou uma
longa demora nas mensagens de um processador para outro.

Uma abordagem geométrica da questao proposta acima pode ser dada pela Proposicao

4.1.7.
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Comecemos com k = 2. Como uma bola (sobre a distancia do reticulado) em Z? de raio
d tem precisamente po(d) =1+4+4-2+...+4d = (d+1)? + d* vértices e, pela Proposigao
4.1.7, qualquer grafo circulante de grau 4 pode ser visto como um grafo e ladrilhamento
induzido por Z? sobre o toro plano, ps(d) deve ser um limitante superior para n neste caso.

Este é um limite conhecido obtido via teoria combinatéria. A abordagem geométrica aqui
apresentada permite ver porque este nimero pode ser alcancado para Cgi1)2442(1,2d + 1).
De fato, podemos ver que este grafo circulante pode ser obtido por uma matriz construida

como na Proposicao 4.1.4,

d+1 —d |o
M=| d d+1|1], det(M)=1,
1 -1 \0

e assim os vetores definidos sobre o toro plano e o reticulado A sao v; = (d+ 1,d) e vy =

(—d,d+1), det(A) = (d+1)* +d* sy =2d+ 1 e sy =1.

(! \ o2

8 13 111 1% O ol

R Jos 0 8 .3
7

Figura 4.5: C43(1,5) representado como ZTQ = I'y, sobre o toro plano gerado por a =

{(3,2),(—2,3)} e representantes de I', mais préximos da origem.

2
Os representantes de N mais proximos da origem irao compor uma bola de raio d em

7:2. Também Clat12+42(1,2d 4 1) é o grafo circulante de grau 4 mais denso para um dado
diametro d.

Para k = 3, uma bola em Z3 de raio d pode ser considerada como camadas da bolas
2-dimensionais: Uma 2D-bola de raio d no nivel zero, uma 2D-bola de raio d — 1 nos niveis 1

e —1, ..., uma 2D-bola de raio d — j nos niveis j e —j , para j = 1,...,d. Assim, o nimero
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de vetores da bola de raio d em Z3 é:

d
1
,Buy:u+¢f+wf+2§:U+1f+j%:§M$+6f+8d+$

J=1

A expressao para o nimero de vértices, ux(d), da bola de raio d em Z* pode ser deduzida

recursivamente (bolas na mais baixa proxima dimensdo) e expressa como

pi(d) = p—1(d) + 2 Z pr—1(d — 7). (4.8)

j=1

Também podemos deduzir
k
pi(d) = Z 21k!d!/(k — 5)!(d — 7)'(51)?) = Hypergeometric2F1[—d, —k,1,2]. (4.9)
=0

Para esta tltima expressao g (d) pode ser explicitamente dada como um polinomio de grau

k em d (usamos o programa Mathematica para esses calculos):

pa(d) =1+2d+2d?
_ 3+8d+6d*+4d°
,U3(d) - 3
_ 348d+10d%+4d3+24d*
,U4(d) - 3
__ 15446 d+50d>+40d3+10d*+4 d°
pi5(d) = 15
(d) _ 454+138d+196 d24+120d3+70d*+12d°+ 4d°
He — 45
(d) __ 31541056 d+1372 d?>+1232 d®+490 d*+224 d°+ 28d6+8d"
H7\a) = 315
(d) __ 31541056 d+1636 d*+1232 d3 4798 d*+224 d°+ 84 d84+8d"+2d8
H38 - 315
(d) __ 2835410134 d+14724 d24+14360 d®+7182 d*+ 3612d°+756 d®+240 d”+18 d8+4 d°
Hola) = 2835

Novamente, vemos, através da Proposicao 4.1.5, que ux(d) € um limite superior para
o numero mazrimo de vértices de um grafo circulante de grau 2k e diametro d. Este li-
mite geometricamente indica como (4.8) foi deduzido em [31] usando técnicas de contagem
combinatoria.

E importante observar que, ao contrario do que acontece no caso 2D (k = 2), este limite
pode nao ser alcangado. Por exemplo, para k = 3 e d = 2 temos u3(2) = 25 e o ntimero

méximo de vértices neste caso é 21. A este respeito em [32] é provado que para todo d > 0,
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existe um grafo de Cayley (de fato, ciclico) o qual tem diametro d e tamanho n, onde

(32d® + 48d? + 54d + 27)/27 if d = 0( mod 3)
n=1q (32d° +48d* + 78d +31)/27 ifd=1( mod 3)
(32d® + 48d* + 54d + 11)/27 if d =2( mod 3)

os autores conjecturaram que os grafos dados por este teorema sao realmente os maiores
grafos de Cayley de grupos abelianos sobre trés geradores para cada diametro d. Note que
um grafo circulante de ordem n é um grafo de Cayley sobre Z,,.

A abordagem de grafos circulantes como grafos em toros planares que fizemos permite
uma explanagao geométrica pela qual o limite superior 1 (d) nem sempre é alcangado é que
o alcance de tal limite requer a existéncia de um ladrilhamento de Z%, por bolas completas
de didmetro d, induzidas por translagoes de (ay, ..., ax). Como vimos, isto é possivel para
k = 2 e qualquer d. Para k > 2 e d > 2 isto nao serd possivel pois o poliedro k-dimensional

. N ~ . k
associado a “bola” nao ladrilha R".
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Neste trabalho pudemos verificar, através de propriedades geométricas como reducao de
base, que a transformacgao de mudanca de base mostrada na Subsecao 2.2.2 do Capitulo 2,
a qual permitiu concluir pelos resultados obtidos do artigo conjunto [22], corresponde as
transformacoes do algoritmo de reducao de Minkowski. No Teorema 3.1.1 mostramos que
um reticulado apresenta uma base ortogonal ordenada se, e somente se, sua base reduzida
de Minkowski é igual a essa base, a menos de reordenacao. Logo, com esse resultado passa a
ser possivel a verificacao, dada a matriz de Gram, se um reticulado algébrico com tal matriz
¢ ou nao um Z"-rotacionado. Como uma linha de pesquisa futura, acreditamos que o mesmo
resultado valha para o algoritmo LLL, fato que conseguimos verificar até agora apenas nas
dimensoes 2 e 3. A vantagem de obtermos também este critério estd na complexidade mais
baixa do algoritmo, o que permitird, na pratica, que os “testes”sejam feitos em dimensoes
muito mais altas.

Na segunda construgao sobre o p"-ésimo corpo ciclotémico (Subsecao 3.2.1), onde usamos
o elemento a obtido de [24], o que fizemos foi verificar através da reducao de base, o isomor-
fismo provado no Teorema 3.2.1. Na primeira construcao (Subsecao 3.2.1), nao obtivemos a
caracterizagao geométrica em todas as dimensdes n = (p — 1)p"~1/2. Uma linha de pesquisa
para trabalhos futuros seria exatamente obter condigoes sobre o primo p e o inteiro posi-
tivo r para os quais os reticulados associados sao somas ortogonais dos reticulados cléssicos.
Também pretendemos pesquisar novos elementos «, que gerem novas familias de reticulados

com boas propriedades e que possam eventualmente ser classificados através de reducao de
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base.

Uma outra perspectiva de pesquisa € a ligada a codigos geometricamente uniformes em
toros planares [25]. Uma interessante abordagem seria a de usar teoria de reticulados ideais
para expressar diversidade e distancia produto minima destas constelacoes que sao quo-
cientes de reticulados. Um caso especialmente interessante, pela possibilidade da obtencao
de codigos esféricos associados a este quociente, é a procura de reticulados algébricos com

boa densidade de empacotamento e contendo sub-reticulados admitindo bases ortogonais.
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