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Tatiana, Lucas, Leandro e Nathália, pelo carinho e amor que sempre me deram.

Aos companheiros que iniciaram comigo no doutorado e foram important́ıssimos na

vii



primeira etapa do mesmo. Aos tantos amigos de república que foram como uma famı́lia:

Allan, Ariosvaldo, Carlin, Helson, Marcelo, Neiton, Rafael, Ricardo e Weber. Agradeço

também aos amigos, Bruno, Daniela, Edcarlos, Ederson, Fábio, Germano, José Antônio,
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ABSTRACT

In this work we introduce the spaces of (s;m (r, q))-summing functions of a given

type and order defined in E, and the spaces of (s; (r, q))-quasi-nuclear functions of a given

type and order defined in E, and we prove that the Fourier-Borel transform identify the

dual of the space of (s; (r, q))-quasi-nuclear functions of a given type and order defined in E,

with the space of (s′;m (r′, q′))-summing functions of a corresponding type and order defined

in E ′. We also prove division theorems for (s;m (r, q))-summing functions of a given type

and order and division theorems involving the Fourier-Borel transform. As a consequence

we prove the existence and approximation results for convolution equations on the spaces of

(s; (r, q))-quasi-nuclear functions of a given type and order.
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RESUMO

Neste trabalho introduzimos os espaços de funções (s;m (r, q))-somantes de um dado

tipo e uma dada ordem, definidas em E, e os espaços de funções (s; (r, q))-quase-nucleares

de um dado tipo e uma dada ordem, definidas em E, e provamos que a transformada de

Fourier-Borel identifica o dual do espaço de funções (s; (r, q))-quase-nucleares de um dado

tipo e uma dada ordem, definidas em E, com o espaço de funções (s′;m (r′, q′))-somantes de

um correspondente tipo e uma correspondente ordem, definidas em E ′. Provamos também

teoremas de divisão para funções (s;m (r, q))-somantes de um dado tipo e uma dada ordem

e teoremas de divisão envolvendo a transformada de Fourier-Borel. Como conseqüência,

provamos resultados de existência e aproximação de soluções de equações de convolução nos

espaços de funções (s; (r, q))-quase-nucleares de um dado tipo e uma dada ordem.
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Introdução

A área do conhecimento matemático na qual este trabalho se insere é a Análise

Funcional.

Em 1955, B. Malgrange publicou o artigo [7] sobre existência e aproximação de

soluções para equações de convolução em espaços de funções inteiras definidas em Cn. Uma

questão natural que surge advinda deste artigo é saber se valeriam resultados semelhantes

para espaços de funções inteiras definidas num espaço de Banach arbitrário. Essa questão

foi respondida, em 1966, por C. Gupta em sua tese de doutorado, orientada por L. Nachbin,

defendida na Universidade de Rochester e publicada em [3], onde ele provou resultados desse

tipo para funções inteiras nucleares de tipo limitado. Em seguida, em 1967, L. Nachbin

e C. Gupta estenderam esses resultados para espaços de funções inteiras nucleares, não

necessariamente de tipo limitado. Tais resultados podem ser encontrados em [4].

Mais tarde, em 1978, M.C. Matos provou em [9] resultados desse tipo para funções nucleares

holomorfas em bolas abertas de espaços de Banach. Todos os artigos acima mencionados

usam duas ferramentas fundamentais:

• A transformada de Fourier-Borel que identifica o dual topológico do espaço de funções

inteiras com um espaço de funções inteiras de tipo exponencial, utilizando para isso

um resultado de dualidade que identifica o dual do espaço dos polinômios homogêneos

nucleares com um espaço de polinômios homogêneos.

• Teoremas de divisão para funções inteiras de tipo exponencial.
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Em 1967, A. Martineau estudou em [8] as chamadas equações diferenciais parciais

de ordem infinita sob a ótica das equações de convolução em espaços de funções inteiras de

um dado tipo e uma dada ordem, definidas em Cn.

Nos artigos [10] e [11], publicados em atas de congressos realizados em 1984 e 1986, respec-

tivamente, Matos generalizou os resultados de A. Martineau para o caso de funções inteiras

nucleares de um dado tipo e uma dada ordem, definidas em espaços de Banach. Novamente

as transformadas de Fourier-Borel e os teoremas de divisão tiveram papéis fundamentais nas

demonstrações dos resultados de existência e aproximação.

Em 1983, num congresso sobre ideais de operadores, A. Pietsch sugeriu o estudo de

módulos de aplicações multilineares entre espaços de Banach e isto impulsionou o estudo de

vários módulos de polinômios homogêneos e, até mesmo, de outras aplicações não-lineares.

Entre os módulos estudados estão os espaços dos polinômios homogêneos (s; r)-nucleares e

os espaços dos polinômios absolutamente (p; q)-somantes. Tais resultados podem ser encon-

trados em [20].

Com o impulso no estudo da teoria desses módulos, Matos publicou o artigo [12] no qual

estuda as aplicações multilineares (s; r)-nucleares e, conseqüentemente, os polinômios ho-

mogêneos (s; r)-nucleares. Nesse artigo foi demonstrado um resultado que identifica o dual

topológico do espaço dos polinômios homogêneos (s; r)-nucleares definidos do espaço de Ba-

nach E no espaço de Banach F com o espaço dos polinômios homogêneos absolutamente

(s′; r′)-somantes definidos de E ′ em F ′, onde s′ e r′ denotam os conjugados de s e r, respecti-

vamente. A partir dessa dualidade ele identificou, através da transformada de Fourier-Borel,

o dual topológico das aplicações inteiras (s; r)-nucleares com um espaço de funções de tipo

exponencial ligado aos polinômios homogêneos absolutamente (s′; r′)-somantes.

Matos continuou obtendo progressos na teoria de aplicações não-lineares absoluta-

mente somantes, como pode ser comprovado nos artigos [13] e [14] publicados em 2003 e

2004, respectivamente.

Em 2005, no livro [15] intitulado “Absolutely Summing Mappings, Nuclear Mappings and

Convolution Equations”, Matos além de fazer um apanhado geral dos resultados obtidos

em alguns de seus artigos como [13] e [14], ainda continuou obtendo progressos na teoria,

mais precisamente, introduziu o conceito de aplicações n-lineares (s; (r1, q1) , . . . , (rn, qn)) -

nucleares e, conseqüentemente, polinômios n-homogêneos (s; (r, q))-nucleares. Além disso,

provou um resultado que identifica o dual do espaço dos polinômios homogêneos (s; (r, q))-



3

nucleares definidos do espaço de Banach E no espaço de Banach F com o espaço dos

polinômios homogêneos (s′;m (r′, q′))-somantes em 0 de E ′ em F ′ (conceito este também

introduzido em seu livro). Com esse resultado de dualidade, surge a questão natural da pos-

sibilidade de se obter uma identificação, através da transformada de Fourier-Borel, do dual

do espaço das funções inteiras (s; (r, q))-nucleares de tipo limitado com um espaço de funções

de tipo exponencial ligado aos polinômios homogêneos (s′;m (r′, q′))-somantes. Nesse mesmo

livro, essa questão foi respondida de maneira afirmativa, mas não com o dual do espaço das

funções inteiras (s; (r, q))-nucleares de tipo limitado e sim com o dual do espaço das funções

inteiras (s; (r, q))-quase-nucleares de tipo limitado. Para isso, Matos dedicou um caṕıtulo

de seu livro para o estudo dos polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares e das funções inteiras

(s; (r, q))-quase-nucleares de tipo limitado, mais ainda, provou também resultados de divisão

para funções inteiras de tipo exponencial (s;m (r, q))-somantes, o que leva a resultados de

existência e aproximação de soluções de equações de convolução em espaços bem mais gerais

do que os estudados anteriormente.

Com os resultados, acima mencionados, obtidos por Matos em seu livro [15], surge a

questão natural de tentar generalizar os resultados por ele obtidos em [10] e [11], utilizando

os conceitos de polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares e polinômios (s;m (r, q))-somantes para

definir novos espaços de funções de um dado tipo e uma dada ordem.

Sendo assim, o objetivo dessa tese é generalizar os resultados de [10] e [11], isto é, obter

resultados de dualidade dados pelas transformadas de Fourier-Borel definidas sobre tais

espaços, obter teoremas de divisão para espaços de funções (s;m (r, q))-somantes de um

dado tipo e uma dada ordem e obter resultados de existência e aproximação de soluções de

equações de convolução sobre espaços de funções (s; (r, q))-quase-nucleares de um dado tipo

e uma dada ordem.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

O presente trabalho está dividido da seguinte maneira:

• No caṕıtulo 1, introduzimos os espaços de polinômios (s;m (r, q))-somantes em 0 e os

espaços de polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares. Além disso, enunciamos um resultado

de dualidade entre espaços desse tipo que é de fundamental importância para as demon-

strações dos isomorfismos das transformadas de Fourier-Borel. Neste caṕıtulo, damos
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também os conceitos de limites indutivo e projetivo e alguns resultados envolvendo-os,

pois esses conceitos são necessários no caṕıtulo 2. As principais referências utilizadas

neste caṕıtulo foram [2], [21] e [22] para a teoria de limites indutivo e projetivo, e [15]

para o restante do conteúdo do caṕıtulo.

• No caṕıtulo 2, definimos os espaços de funções inteiras de um dado tipo e uma dada

ordem, que são generalizações dos espaços definidos por Matos em [10]. Além disso,

desenvolvemos a teoria necessária para provar os resultados envolvendo a transformada

de Fourier-Borel definidas sobre tais espaços. As principais referências utilizadas neste

caṕıtulo foram [10] e [15].

• No caṕıtulo 3, definimos as transformadas de Fourier-Borel e provamos os isomorfismos

algébrico e topológico destas transformadas, mais especificamente:

Na seção 3.1, definimos as transformadas e provamos os isomorfismos algébricos.

Na seção 3.2, caracterizamos os conjuntos limitados destes espaços de funções in-

teiras, pois tais caracterizações são necessárias para as demonstrações dos isomorfismos

topológicos.

Na seção 3.3, provamos os isomorfismos topológicos das transformadas de Fourier-

Borel, nos casos em que são posśıveis.

As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [2], [10] e [15].

• No caṕıtulo 4, definimos os operadores de convolução e desenvolvemos a teoria necessária

para a prova dos Teoremas de divisão. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo

foram [11], [10] e [15].

• No caṕıtulo 5, provamos Teoremas de divisão para funções (s;m (r, q))-somantes de

um dado tipo e uma dada ordem e, como conseqüência, provamos Teoremas de divisão

envolvendo a transformada de Fourier-Borel. As principais referências utilizadas neste

caṕıtulo foram [4] e [11].

• No caṕıtulo 6, provamos Teoremas de existência e aproximação de soluções para

equações de convolução. Tais Teoremas são conseqüência dos Teoremas de divisão

obtidos no caṕıtulo 5. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [6] e

[11].



CAPÍTULO 1

Preliminares

O intuito deste caṕıtulo é familiarizar o leitor com as principais definições e resultados

que serão usados ao longo da tese, principalmente com as definições e resultados obtidos por

Matos em seu livro [15], pois estes são de fundamental importância para o conteúdo da tese.

Mas primeiramente, vamos apresentar as principais notações e definições básicas necessárias

para o desenvolvimento da tese.

1.1 Notações e Definições Básicas

O conjunto dos números naturais é denotado por N = {0, 1, 2, ...} . R e C denotam

os corpos dos números reais e complexos, respectivamente. Para nós, K denota R ou C.

Se E é um espaço normado, denotamos por BA(0) ⊆ E a bola aberta de centro 0 e raio

A de E.

Se E e X são espaços de Banach sobre K, denotamos por P (nE;X) o espaço de Banach

de todos os polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em X, com a norma

‖P‖ = sup
‖y‖≤1

‖P (y)‖ ,

para todo P ∈ P (nE;X) . Se X = K, denotamos P (nE; K) = P (nE) .

O dual topológico do espaço de Banach E é denotado por E ′.

5
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Denotamos por c0 o espaço de Banach de todas as seqüências em K que convergem para

0, com a norma usual denotada por ‖·‖∞ .

Para 1 ≤ p < ∞, denotamos por ℓp (E) o espaço de Banach de todas as seqüências

absolutamente p-somáveis de elementos de E, com a norma usual denotada por ‖·‖p . Para

0 < p < 1, ℓp (E) é um espaço vetorial topológico metrizável e completo, com a p-norma usual

denotada por ‖·‖p . Para p = ∞, ℓ∞ (E) denota o espaço de Banach de todas as seqüências

limitadas de elementos de E, com a norma usual denotada por ‖·‖∞ . Se E = K, denotamos

ℓp (K) = ℓp e ℓ∞ (K) = ℓ∞.

Para 0 < p ≤ ∞, denotamos por ℓwp (E) o espaço de todas as seqüências fracamente

absolutamente p-somáveis de elementos de E, isto é, as seqüências (xn)∞n=1 ⊂ E tais que

(〈x′, xn〉)
∞
n=1 ∈ ℓp, para todo x′ ∈ E ′. Denotando

‖(xn)∞n=1‖w,p
= sup

‖x′‖≤1

(
∞∑

n=1

|〈x′, xn〉|
p

) 1
p

,

temos que para 0 < p < 1, ‖·‖w,p define uma p-norma e para 1 ≤ p ≤ +∞, define uma

norma em ℓwp (E). Em ambos os casos, ℓwp (E) é um espaço vetorial topológico metrizável e

completo.

Para k ∈ (1,+∞) , denotamos por k′ o seu conjugado, isto é, o número que satisfaz

1

k
+

1

k′
= 1.

Para k = 1, escrevemos k′ = +∞ e para k = +∞, escrevemos k′ = 1.

Para A ∈ R−{0}, denotamos A−1 = 1
A
. Para A = 0, escrevemos A−1 = +∞ e para

A = +∞, escrevemos A−1 = 0.

Demais definições e notações necessárias serão apresentadas durante a tese.

1.2 Polinômios Nucleares e Polinômios Somantes

Sejam E e X espaços de Banach.

Definição 1.2.1. Se 0 < q ≤ s ≤ +∞, uma seqüência (xn)∞n=1 de elementos de E é dita ser

misto (s, q)-somável em E se xn = τnx
0
n, para cada n, com (τn)∞n=1 ∈ ℓs(q)′ e (x0

n)
∞
n=1 ∈ ℓws (E) ,

onde
1

s (q)′
+

1

s
=

1

q
.
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Denotamos por ℓm(s,q) (E) o espaço vetorial de todas as seqüências misto (s, q)-somáveis

de E. Para (xj)
∞
j=1 ∈ ℓm(s,q) (E) , definimos

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
m(s,q)

= inf
∥∥∥(τj)∞j=1

∥∥∥
s(q)′

∥∥∥
(
x0

j

)∞
j=1

∥∥∥
w,s

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as possibilidades de representação xj = τjx
0
j , com

(τj)
∞
j=1 ∈ ℓs(q)′ e

(
x0

j

)∞
j=1

∈ ℓws (E) . Em ℓm(s,q) (E) , ‖·‖m(s,q) é uma norma para q ≥ 1 e uma

q-norma para 0 < q < 1. Em ambos os casos,
(
ℓm(s,q) (E) , ‖·‖m(s,q)

)
é um espaço vetorial

topológico metrizável completo.

Definição 1.2.2. Para 0 < q ≤ s ≤ +∞ e p ≥ q, um polinômio P n-homogêneo de E emX é

(p;m (s, q))-somante em 0 se (P (xj))
∞
j=1 ∈ ℓp (X) , para cada seqüência (xj)

∞
j=1 ∈ ℓm(s,q) (E) .

Denotamos o espaço vetorial de tais polinômios por P(p;m(s,q)) (nE;X) .Denotando por ‖P‖(p,m(s;q))

o ı́nfimo das constantes M que satisfazem a seguinte desigualdade

(
∞∑

j=1

‖P (xj)‖
p

) 1
p

≤M

(∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
m(s;q)

)n

,

para toda (xj)
∞
j=1 ∈ ℓm(s;q) (E) , temos que ‖·‖(p,m(s;q)) define uma p-norma em P(p;m(s,q)) (nE;X) ,

que o torna um espaço vetorial topológico metrizável e completo.

Sejam s ∈ ]0,+∞] , q, r ∈ [1,+∞] , tais que q′ ≤ r′ ≤ +∞ e

1 ≤
1

s
+
n

q′
.

Definição 1.2.3. Um polinômio P ∈ P (nE;X) é dito ser (s; (r, q))-nuclear se existem

(λj)
∞
j=1 ∈ ℓs (∈ c0, se s = +∞ ) , (yj)

∞
j=1 ∈ ℓ∞ (X) e (ϕj)

∞
j=1 ∈ ℓm(r′,q′) (E ′) , tais que

P (x) =
∞∑

j=1

λjϕj (x)n yj,

para todo x ∈ E. Neste caso, denotamos

P =
∞∑

j=1

λjϕ
n
j yj.
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Denotamos o espaço de todos esses polinômios por PN,(s;(r,q)) (nE;X) . Chamando

1

tn
=

1

s
+
n

q′

e

‖P‖N,(s;(r,q)) = inf
∥∥∥(λj)

∞
j=1

∥∥∥
s

∥∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥∥
∞

∥∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥∥
n

m(r′,q′)
,

sendo o ı́nfimo tomado sobre todas as representações de P conforme a definição, temos

uma tn-norma em PN,(s;(r,q)) (nE;X) que o torna um espaço vetorial topológico metrizável

completo.

Definição 1.2.4. Um espaço de Banach E tem a propriedade da aproximação λ-limitada

se para todo subconjunto compacto K e ε > 0, existe um operador linear cont́ınuo de tipo

finito T de E em E tal que ‖T‖ ≤ λ e ‖x− T (x)‖ ≤ ε, para todo x ∈ K.

Observação 1.2.5. Vários espaços de Banach têm a propriedade da aproximação λ-limitada.

Apenas para motivação, vamos citar alguns exemplos: Os espaços ℓp, para 1 ≤ p < +∞,

o espaço c0 e o espaço C(K) das funções cont́ınuas definidas num compacto de um espaço

de Banach têm a propriedade da aproximação 1-limitada. Mais geralmente, todo espaço de

Banach com uma base de Schauder tem a propriedade da aproximação 1-limitada.

Teorema 1.2.6. Se s ∈ [1,+∞] e E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então

o dual topológico de PN,(s;(r,q)) (nE;X) é isometricamente isomorfo a P(s′;m(r′,q′)) (nE ′;X ′)

através da aplicação

B (Ψ) (ϕ) (y) = Ψ (ϕny) ,

para todo y ∈ X, ϕ ∈ E ′ e Ψ no requerido dual.

Demonstração. Ver Matos [15], Teorema 7.3.2, pág.145.

1.3 Polinômios Quase-Nucleares

Nesta seção construiremos o espaço dos polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares. Para

maiores detalhes da teoria, ver Matos [15], seções 8.2 e 8.3.
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Durante toda esta seção considere que E ′ tem a propriedade da aproximação λ-

limitada e s, q, r ∈ [1,+∞] são tais que

1 ≤
1

tn
=

1

s
+
n

q′
.

Vimos no Teorema 1.2.6 que o dual topológico de PN,(s;(r,q)) (nE,K) = PN,(s;(r,q)) (nE)

é P(s′;m(r′,q′)) (nE ′,K) = P(s′;m(r′,q′)) (nE ′) através da aplicação

B (Ψ) (ϕ) = Ψ (ϕn) ,

para todo ϕ ∈ E ′ e Ψ no requerido dual.

Considerando então

U =
{
P ∈ PN,(s;(r,q)) (nE) ; ‖P‖N,(s;(r,q)) ≤ 1

}

e o seu bipolar U oo, segue do Teorema do Bipolar que U oo é o menor subconjunto absoluta-

mente convexo e fechado na topologia fraca de PN,(s;(r,q)) (nE) . Além disso, o funcional de

Minkowski

pUoo (P ) = inf {λ > 0;P ∈ λU oo}

é uma norma em PN,(s;(r,q)) (nE) .

É posśıvel provar que

pUoo (P ) ≤ ‖P‖N,(s;(r,q)) , para todo P ∈ PN,(s;(r,q)) (nE) .

Agora, considerando o espaço normado
(
PN,(s;(r,q)) (nE) , pUoo

)
, denotaremos o seu com-

pletamento por
(
PÑ,(s;(r,q)) (nE) , ‖·‖Ñ,(s;(r,q))

)
. É claro que a restrição da norma ‖·‖Ñ,(s;(r,q))

à
(
PN,(s;(r,q)) (nE) , pUoo

)
é pUoo e é posśıvel provar também que PÑ,(s;(r,q)) (nE) está contido

em P (nE) e

‖P‖ ≤ ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) , para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) .

Definição 1.3.1. Cada P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) é chamado de polinômio escalar n-homogêneo

(s; (r, q))-quase-nuclear sobre E.

Observação 1.3.2. Da mesma forma que foi constrúıdo o espaço dos polinômios n-homogêneos

(s; (r, q))-quase-nucleares sobre E, podemos construir o espaço das aplicações n-lineares

(s; (r, q))-quase-nucleares sobre En, que é denotado por LÑ,(s;(r,q)) (nE) .
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Denotando por Ls (nE) o espaço de todas as aplicações n-lineares simétricas sobre

E, temos o seguinte resultado:

Proposição 1.3.3. Os espaços LÑs,(s;(r,q)) (nE) = LÑ,(s;(r,q)) (nE)∩Ls (nE) e PÑ,(s;(r,q)) (nE)

são isomorfos.

Demonstração. Ver Matos [15], Teorema 8.2.2, pág.161.

Outros dois resultados dessa teoria que serão utilizados na tese são os seguintes:

Proposição 1.3.4. O espaço dos polinômios de tipo finito definidos sobre E, denotado por

Pf (nE) , é denso em PÑ,(s;(r,q)) (nE) .

Demonstração. Ver Matos [15], Observação 8.2.3, pág.162.

Proposição 1.3.5. Se P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , k = 1, . . . , n e x ∈ E, então d̂kP (x) ∈

PÑ,(s;(r,q))

(
kE
)

e

∥∥∥d̂kP (x)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

n!

(n− k)!
‖P‖Ñ,(s;(r,q)) ‖x‖

n−k .

Além disso, ∥∥∥̂̌Pxn−k

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) ‖x‖
n−k ,

onde P̌ é a aplicação n-linear simétrica associada a P.

Demonstração. Ver Matos [15], Proposição 8.3.1, pág.163.

Agora vamos enunciar um resultado de dualidade entre espaços de polinômios quase-

nucleares e polinômios somantes. Este resultado é de fundamental importância para provar

os isomorfismos das transformadas de Fourier-Borel.

Teorema 1.3.6. O dual topológico de PÑ,(s;(r,q)) (nE) é isometricamente isomorfo a

P(s′;m(r′,q′)) (nE ′) através da aplicação

B (Ψ) (ϕ) = Ψ (ϕn) ,

para todo ϕ ∈ E ′ e Ψ no requerido dual.

Demonstração. Ver Matos [15], pág.161.
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1.4 As Topologias Limites Indutivo e Projetivo

No próximo caṕıtulo, precisaremos das definições das topologias limite indutivo e

limite projetivo. Essas definições e alguns resultados que envolvem essas teorias serão usados

freqüentemente na tese. As demonstrações e maiores detalhes dessas teorias podem ser

encontrados em [2], [6], [17], [21] e [22].

Proposição 1.4.1. Seja (Eγ, γ ∈ Γ) uma famı́lia de espaços localmente convexos e, para

cada γ ∈ Γ, seja uγ uma aplicação linear de Eγ no espaço vetorial E, tal que
⋃

γ∈Γ

Eγ gera E.

Então existe uma topologia mais fina localmente convexa em E, tal que as aplicações uγ são

cont́ınuas.

Definição 1.4.2. O espaço E com esta topologia é chamado o limite indutivo dos espaços

localmente convexos Eγ pelas aplicações uγ.

Proposição 1.4.3. Sejam E o limite indutivo dos espaços localmente convexos Eγ pelas

aplicações uγ e t uma aplicação linear de E num espaço localmente convexo X. Então t é

cont́ınua se, e somente se, para cada γ, t ◦ uγ é uma aplicação cont́ınua de Eγ em X.

Proposição 1.4.4. Seja X um espaço vetorial e, para cada γ ∈ Γ, seja vγ uma aplicação

linear de X num espaço localmente convexo Xγ, tal que
⋂

γ∈Γ

v−1
γ (0) = {0} . Então existe uma

topologia mais fraca em X, compat́ıvel com a estrutura algébrica sobre a qual as aplicações

vγ são cont́ınuas. Com esta topologia, X é um espaço localmente convexo.

Definição 1.4.5. O espaço X com esta topologia é chamado o limite projetivo dos espaços

localmente convexos Xγ pelas aplicações vγ.

Proposição 1.4.6. Sejam E um espaço localmente convexo e t uma aplicação linear de E

no limite projetivo X dos espaços localmente convexos Xγ pelas aplicações vγ. Então t é

cont́ınua se, e somente se, para cada γ, vγ ◦ t é uma aplicação cont́ınua de E em Xγ.

Definição 1.4.7. Um espaço localmente convexo E é um espaço DF, se admite uma

seqüência fundamental de subconjuntos limitados e se todo subconjunto M do dual forte
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de E que seja uma união de uma seqüência de subconjuntos equicont́ınuos, também é

equicont́ınuo.

Lembramos que uma famı́lia (ou sistema) fundamental de subconjuntos limitados de um

espaço vetorial topológico L, é uma famı́lia L de subconjuntos limitados de L tal que todo

subconjunto limitado de L está contido em algum membro de L.

Proposição 1.4.8. Seja E o limite indutivo localmente convexo de uma seqüência Ei de

espaços DF pelas aplicações lineares ui, tal que a união das imagens dos Ei gera E. Então

E é um espaço DF.

Demonstração. Ver Grothendieck [2], Proposição 5, pág.171.

Proposição 1.4.9. Seja X o limite indutivo localmente convexo de uma seqüência Xi de

espaços DF pelas aplicações lineares ui, tal que a união das imagens dos Xi gera X. Então,

os subconjuntos limitados de X são aqueles contidos no fecho da união finita de imagens de

subconjuntos limitados dos Xi pelas aplicações ui.

Demonstração. Ver Grothendieck [2], Proposição 5, pág. 171.

Proposição 1.4.10. Se E é um espaço DF, então seu dual forte é um espaço de Fréchet,

isto é, um espaço localmente convexo, metrizável e completo.

Demonstração. Ver Grothendieck [2], Corolário 4, pág.166.



CAPÍTULO 2

Espaços de Funções Inteiras de um

Dado Tipo e uma Dada Ordem

Durante toda a tese, estudaremos definições e resultados envolvendo polinômios

(s,m (r; q))-somantes e polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares. Apesar de usarmos as letras

s, r e q em ambos os casos, para as definições envolvendo polinômios (s,m (r; q))-somantes,

consideraremos 0 < q ≤ r ≤ +∞, s ≥ q e s ∈ [1,+∞] , já para as definições envolvendo

polinômios (s; (r, q))-quase-nucleares, consideraremos s ≤ q, r ≤ q e s, r, q ∈ [1,+∞] . Com

estas condições estes espaços estão bem definidos, os espaços de polinômios (s,m (r; q))-

somantes são espaços de Banach e ainda, os principais resultados da teoria e o Teorema de

dualidade 1.3.6 são verdadeiros.

A partir de agora, considere E um espaço de Banach complexo.

2.1 Definições e Resultados Concernentes

Definição 2.1.1. Se ρ > 0, denotamos por B(s,m(r;q)),ρ (E) o espaço vetorial complexo de

todas f ∈ H (E) tais que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

‖f‖(s,m(r;q)),ρ =
∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞,

13
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que é normado com ‖·‖(s,m(r;q)),ρ . Denotamos por BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) o espaço vetorial complexo

de todas f ∈ H (E) tais que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ =
∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

que é normado com ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ .

Proposição 2.1.2. Para cada ρ > 0, os espaços BÑ,(s,(r,q)),ρ (E) e B(s,m(r;q)),ρ (E) são espaços

de Banach.

Demonstração. Seja (fn)∞n=1 uma seqüência de Cauchy em BÑ,(s;(r,q)),ρ (E). Então, dado

ε > 0, existe nε ∈ N tal que

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jfm (0) − d̂jfn (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< ε, (2.1)

para m,n ≥ nε. Dáı segue que, para cada j ∈ N,
(
d̂jfn (0)

)∞
n=1

é uma seqüência de Cauchy

no espaço de Banach PÑ,(s;(r,q)) (jE) e converge para um elemento Pj ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) .

Assim, fazendo n→ ∞ em (2.1), temos que

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jfm (0) − Pj

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ ε, (2.2)

para todo m ≥ nε. Defina

f (x) =
∞∑

j=0

1

j!
Pj (x) ,

para todo x ∈ E e vamos provar que f ∈ H (E) . Para isto é suficiente mostrar que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

= 0.

Note que,

ρ−j ‖Pj‖Ñ,(s;(r,q)) ≤ ρ−j
∥∥∥d̂jfnε

(0) − Pj

∥∥∥
Ñ ;(s,(r,q))

+ρ−j
∥∥∥d̂jfnε

(0)
∥∥∥

Ñ ;(s,(r,q))
≤ ε+‖fnε

‖Ñ,(s;(r,q)),ρ .

Assim, segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ lim sup
j→∞

ρ

(
ε+ ‖fnε

‖Ñ,(s;(r,q)),ρ

j!

) 1
j

= 0,
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pois

lim
j→∞

(
1

j!

) 1
j

= 0.

Como ‖P‖ ≤ ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) , para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , j ∈ N, temos que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

≤ lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

= 0

Agora,

∞∑

j=0

ρ−j ‖Pj‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jfnε

(0) − Pj

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

+ ‖fnε
‖Ñ,(s;(r,q)),ρ < +∞,

logo f ∈ BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) e segue de (2.2) que (fn)∞n=1 converge para f . Portanto BÑ,(s;(r,q)),ρ (E)

é Banach.

Usando o fato que ‖P‖ ≤ ‖P‖(s,m(r;q)) , para todo P ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , j ∈ N, a demonstração

para os espaços B(s;m(r,q)),ρ (E) segue de maneira análoga.

Observação 2.1.3. Podeŕıamos ter definido os espaços B(s,m(r;q)),ρ (E) para s ∈ ]0,+∞] ,

mas para s ∈ ]0, 1[ , os espaços P(s,m(r;q)) (jE) são s-normados e é posśıvel provar (demons-

tração similar a da Proposição 2.1.2) que os espaços B(s,m(r;q)),ρ (E) são apenas espaços ve-

toriais topológicos metrizáveis completos, mas para a próxima definição é hipótese essencial

que tais espaços sejam espaços localmente convexos.

Definição 2.1.4. Se A ∈ (0,+∞) , denotamos por Exp(s,m(r;q)),A (E) o espaço vetorial com-

plexo
⋃

ρ<A

B(s,m(r;q)),ρ (E) , com a topologia limite indutivo localmente convexa. O espaço

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) é o espaço vetorial complexo
⋃

ρ<A

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) , com a topologia limite

indutivo localmente convexa. Consideramos também os espaços vetoriais complexos

Exp(s,m(r;q)),0,A (E) =
⋂

ρ>A

B(s,m(r;q)),ρ (E)

e

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) =
⋂

ρ>A

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) ,

com a topologia limite projetivo.

Para A = +∞, consideramos os espaços vetoriais complexos

Exp(s,m(r;q)),∞ (E) =
⋃

ρ>0

B(s,m(r;q)),ρ (E)
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e

ExpÑ,(s;(r,q)),∞ (E) =
⋃

ρ>0

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) ,

com a topologia limite indutivo localmente convexa e para A = 0, consideramos os espaços

Exp(s,m(r;q)),0 (E) = Exp(s,m(r;q)),0,0 (E) =
⋂

ρ>0

B(s,m(r;q)),ρ (E)

e

ExpÑ,(s;(r,q)),0 (E) = ExpÑ,(s;(r,q)),0,0 (E) =
⋂

ρ>0

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) ,

com a topologia limite projetivo.

Estamos considerando as topologias limite indutivo e projetivo dadas pelas inclusões natu-

rais.

Proposição 2.1.5. Se f ∈ H (E) é tal que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, então

(a) Para cada A ∈ (0,+∞] ,

f ∈ Exp(s,m(r;q)),A (E) se, e somente se, lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
< A.

(b) Para cada A ∈ [0,+∞) ,

f ∈ Exp(s,m(r;q)),0,A (E) se, e somente se, lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
≤ A.

Demonstração. (a) Se f ∈ Exp(s,m(r;q)),A (E) , existe ρ < A tal que f ∈ B(s,m(r;q)),ρ (E) , logo

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞, (2.3)

assim
1

rc

= lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
≤ ρ < A,

onde rc denota o raio de convergência da série de potências

∞∑

j=0

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
zj, z ∈ C.

Por outro lado, se

α = lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
< A,

então para todo ρ ∈ ]α,A[ , segue que a série

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))
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é convergente. Assim, f ∈ B(s,m(r;q)),ρ (E) e, portanto, f ∈ Exp(s,m(r;q)),A (E) .

Note que tal demonstração vale para A = +∞.

(b) Se f ∈ Exp(s,m(r;q)),0,A (E) , então f ∈ B(s,m(r;q)),ρ (E) , para todo ρ > A. Assim,

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
≤ ρ,

para todo ρ > A e, conseqüentemente

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
≤ A.

Contrariamente, se

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
≤ A,

segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

(s,m(r;q))
< ρ,

para todo ρ > A. Assim, segue que f ∈ B(s,m(r;q)),ρ (E) , para todo ρ > A, portanto f ∈

Exp(s,m(r;q)),0,A (E) .

Note que tal demonstração vale para A = 0.

Proposição 2.1.6. Se f ∈ H (E) é tal que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N, então

(a) Para cada A ∈ (0,+∞] ,

f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) se, e somente se, lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
< A.

(b) Para cada A ∈ [0,+∞) ,

f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) se, e somente se, lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
≤ A.

Demonstração. Análoga à demonstração da Proposição 2.1.5.

Devido a estas duas proposições, chamaremos os elementos de Exp(s,m(r;q)),A (E) de

funções inteiras de tipo exponencial (s,m (r; q))-somante estritamente menor que A. Para

A = +∞, retiramos “estritamente menor que A”.

Os elementos de ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) serão chamados funções inteiras de tipo exponencial

(s; (r, q))-quase-nuclear estritamente menor que A. Para A = +∞, retiramos “estritamente

menor que A”.

Já os elementos de Exp(s,m(r;q)),0,A (E) serão chamados de funções inteiras de tipo exponen-

cial (s,m (r; q))-somante menor ou igual a A e os elementos de ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) serão
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chamados de funções inteiras de tipo exponencial (s; (r, q))-quase-nuclear menor ou igual a

A.

Proposição 2.1.7. (a) Exp(s,m(r;q)),A (E) e ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) são espaços DF, para todo

A ∈ (0,+∞] .

(b) Exp(s,m(r;q)),0,A (E) e ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) são espaços de Fréchet, para todo A ∈ [0,+∞) .

Demonstração. (a) Temos que os espaços BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) , com ρ < A, são espaços DF,

pois são espaços de Banach. Seja (an)∞n=1 uma seqüência de números positivos estritamente

crescente, convergindo para A. É claro que, algebricamente,

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) =
⋃

ρ<A

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) =
∞⋃

n=1

BÑ,(s;(r,q)),an
(E) .

Vamos provar que a topologia limite indutivo dada pelos BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) , ρ < A, e a topologia

limite indutivo dada pelos BÑ,(s;(r,q)),an
(E) , n ∈ N, coincidem. Vamos denotá-las por τρ e τ,

respectivamente. Pela definição dessas topologias segue que τρ ⊆ τ. Agora, basta mostrar

que

id :
(
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , τρ

)
−→

(
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , τ

)

é cont́ınua ou, equivalentemente (proposição 1.4.3), que para todo ρ < A,

id ◦ iρ : BÑ,(s;(r,q)),ρ (E)
iρ
→֒
(
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , τρ

)
id

−→
(
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , τ

)

é cont́ınua. Para isto, seja ρ < A, então existe nρ ∈ N tal que ρ < anρ
< A. Note que a

inclusão BÑ,(s;(r,q)),ρ (E)
jρ

→֒ BÑ,(s;(r,q)),anρ
(E) é cont́ınua, pois ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),anρ

≤ ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ .

Como id ◦ iρ = id ◦ ianρ
◦ jρ e id ◦ ianρ

é cont́ınua (pois é a inclusão BÑ,(s;(r,q)),anρ
(E) →֒(

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , τ
)
) segue que id ◦ iρ é cont́ınua e, portanto, τ = τρ.

Assim, ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) é um espaço DF, pois é o limite indutivo de uma seqüência de

espaços DF (Proposição 1.4.8). A demonstração para Exp(s,m(r;q)),A (E) é análoga.

(b) Pela Proposição 1.4.4, Exp(s,m(r;q)),0,A (E) e ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) são localmente convexos.

E como o limite projetivo de espaços vetoriais topológicos de Hausdorff completos é com-

pleto, segue que Exp(s,m(r;q)),0,A (E) e ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) são completos. Só falta provar que

Exp(s,m(r;q)),0,A (E) e ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) são metrizáveis. Provemos que ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

é metrizável, pois para Exp(s,m(r;q)),0,A (E) é análogo. Seja (bn)∞n=1 uma seqüência estrita-

mente decrescente de números positivos, convergindo para A. É claro que, algebricamente,

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) =
⋂

ρ>A

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) =
∞⋂

n=1

BÑ,(s;(r,q)),bn
(E) .
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Sabemos que a topologia limite projetivo em ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) coincide com a topologia

gerada pela famı́lia de normas ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ , ρ > A. Temos que a topologia gerada pelas

normas ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ , ρ > A, contém a topologia gerada pelas normas ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),bn
, n ∈ N.

Para provar a inclusão contrária, sejam ρ > A e ε > 0, então existe n0 ∈ N tal que ρ > bn0 >

A. Logo,

{
f ∈ H (E) : ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),bn0

< ε
}
⊆
{
f ∈ H (E) : ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ < ε

}

e obtemos a inclusão contrária. Assim, temos uma base de vizinhanças enumerável para a

topologia limite projetivo, logo ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) é metrizável.

Agora construiremos espaços similares para funções inteiras de uma dada ordem

finita.

Definição 2.1.8. Se ρ > 0 e k > 1, denotamos por Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) o espaço vetorial complexo

de todas f ∈ H (E) tais que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

‖f‖(s,m(r;q)),k,ρ =
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞,

que é normado com ‖·‖(s,m(r;q)),k,ρ . Denotamos por Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) o espaço vetorial complexo

de todas f ∈ H (E) tais que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ =
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

que é normado com ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ .

Proposição 2.1.9. Para cada ρ > 0 e k > 1, os espaços Bk
Ñ,(s,(r,q)),ρ

(E) e Bk
(s,m(r;q)),ρ (E)

são espaços de Banach.

Demonstração. Seja (fn)∞n=1 uma seqüência de Cauchy em Bk
Ñ,(s,(r,q)),ρ

(E). Dado ε > 0,

existe nε ∈ N tal que

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!

(
d̂jfm (0) − d̂jfn (0)

)∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< ε, (2.4)
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para m,n ≥ nε. Dáı segue que, para cada j ∈ N,
(
d̂jfn (0)

)∞
n=1

é uma seqüência de Cauchy

no espaço de Banach PÑ,(s;(r,q)) (jE) e converge para um elemento Pj ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) .

Assim, fazendo n→ ∞ em (2.4), temos que

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!

(
d̂jfm (0) − Pj

)∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< ε, (2.5)

para todo m ≥ nε. Defina

f (x) =
∞∑

j=0

1

j!
Pj (x) ,

para todo x ∈ E e vamos provar que f ∈ H (E) . Para isto é suficiente mostrar que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

= 0.

Note que,

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
Pj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!

(
d̂jfnε

(0) − Pj

)∥∥∥∥
Ñ ;(s,(r,q))

+

+ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jfnε

(0)

∥∥∥∥
Ñ ;(s,(r,q))

≤ ε+ ‖fnε
‖Ñ,(s;(r,q)),ρ .

Assim, segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ lim sup
j→∞

ρ (ke)
1
k

(
ε+ ‖fnε

‖Ñ,(s;(r,q)),ρ

) 1
j

j
1
k

= 0,

e, portanto,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

≤ lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
Pj

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

= 0.

Agora,

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤ ‖f − fnε
‖Ñ,(s;(r,q)),ρ + ‖fnε

‖Ñ,(s;(r,q)),ρ < ε+ ‖fnε
‖Ñ,(s;(r,q)),ρ < +∞,

logo f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) e segue de (2.5) que (fn)∞n=1 converge para f . Portanto Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)

é Banach.

A demonstração para os espaços Bk
(s;m(r,q)),ρ (E) é análoga.
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Definição 2.1.10. Se A ∈ (0,+∞) e k > 1, denotamos por Expk
(s,m(r;q)),A (E) o espaço

vetorial complexo
⋃

ρ<A

Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) , com a topologia limite indutivo localmente convexa.

O espaço Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) é o espaço vetorial complexo
⋃

ρ<A

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , com a topologia

limite indutivo localmente convexa. Consideramos também os espaços vetoriais complexos

Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) =

⋂

ρ>A

Bk
(s,m(r;q)),ρ (E)

e

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) =
⋂

ρ>A

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) ,

com a topologia limite projetivo.

Para A = +∞ e k > 1, consideramos os espaços vetoriais complexos

Expk
(s,m(r;q)) (E) = Expk

(s,m(r;q)),∞ (E) =
⋃

ρ>0

Bk
(s,m(r;q)),ρ (E)

e

Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) = Expk
Ñ,(s;(r,q)),∞

(E) =
⋃

ρ>0

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) ,

com a topologia limite indutivo localmente convexa e para A = 0 e k > 1, consideramos os

espaços vetoriais complexos

Expk
(s,m(r;q)),0 (E) = Expk

(s,m(r;q)),0,0 (E) =
⋂

ρ>0

Bk
(s,m(r;q)),ρ (E)

e

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) = Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,0

(E) =
⋂

ρ>0

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) ,

com a topologia limite projetivo.

Estamos considerando as topologias limite indutivo e projetivo dadas pelas inclusões natu-

rais.

Proposição 2.1.11. Se f ∈ H (E) é tal que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N,

então

(a) Para cada A ∈ (0,+∞] ,

f ∈ Expk
(s,m(r;q)),A (E) se, e somente se, lim sup

j→∞

(
j

ke

) 1
k

∥∥∥ 1
j!
d̂jf (0)

∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))
< A.

(b) Para cada A ∈ [0,+∞) ,

f ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) se, e somente se, lim sup

j→∞

(
j

ke

) 1
k

∥∥∥ 1
j!
d̂jf (0)

∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))
≤ A.
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Demonstração. (a) Se f ∈ Expk
(s,m(r;q)),A (E) , existe ρ < A tal que f ∈ Bk

(s,m(r;q)),ρ (E) , logo

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞, (2.6)

assim
1

rc

= lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ ρ < A,

onde rc denota o raio de convergência da série de potências

∞∑

j=0

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

zj, z ∈ C.

Por outro lado, se

α = lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

< A,

então para todo ρ ∈ ]α,A[ , segue que a série

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

é convergente. Assim, f ∈ Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) e, portanto, f ∈ Expk

(s,m(r;q)),A (E) .

Note que tal demonstração vale para A = +∞.

(b) Se f ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) , então f ∈ Bk

(s,m(r;q)),ρ (E) , para todo ρ > A. Assim,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ ρ,

para todo ρ > A e, conseqüentemente,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ A.

Contrariamente, se

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ A,

segue que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

< ρ,

para todo ρ > A. Assim, segue que f ∈ Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) , para todo ρ > A e, portanto,

f ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) .

Note que tal demonstração vale para A = 0.



CAP. 2 • ESPAÇOS DE FUNÇÕES INTEIRAS DE UM DADO TIPO E UMA

DADA ORDEM 23

Proposição 2.1.12. Se f ∈ H (E) é tal que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N,

então

(a) Para cada A ∈ (0,+∞] ,

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) se, e somente se, lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k

∥∥∥ 1
j!
d̂jf (0)

∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))
< A.

(b) Para cada A ∈ [0,+∞) ,

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) se, e somente se, lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k

∥∥∥ 1
j!
d̂jf (0)

∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))
≤ A.

Demonstração. Análoga à demonstração da Proposição 2.1.11.

Devido a estas duas proposições, chamaremos os elementos de Expk
(s,m(r;q)),A (E) de

funções inteiras (s,m (r; q))-somantes de ordem k e tipo estritamente menor que A. Para

A = +∞, retiramos “estritamente menor que A”.

Os elementos de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) serão chamados funções inteiras (s; (r, q))-quase-nuclea-

res de ordem k e tipo estritamente menor que A. Para A = +∞, retiramos “estritamente

menor que A”.

Já os elementos de Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) serão chamados de funções inteiras (s,m (r; q))-so-

mantes de ordem k e tipo menor ou igual a A e os elementos de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) serão

chamados de funções inteiras (s; (r, q))-quase-nucleares de ordem k e tipo menor ou igual à

A.

Apesar de não termos considerado o caso k = 1 na Definição 2.1.10, o próximo

resultado garante que os espaços das Definições 2.1.10 e 2.1.4 são equivalentes.

Proposição 2.1.13. Para k = 1, os espaços das Definições 2.1.10 e 2.1.4 coincidem alge-

bricamente e são isomorfos topologicamente.

Demonstração. Se f ∈ BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) , então

∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

<∞.

Logo,

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

e

)j ∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=
∞∑

j=0

ρ−j 1

ej

jj

j!

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ (2.7)

≤

∞∑

j=0

ρ−j 1

ej
ej
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=
∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

<∞,
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e assim BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) ⊆ B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Além disso, a inclusão

k : BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) −→ B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)

é cont́ınua, por (2.7), e dessa inclusão segue que

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) ⊆ Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

e

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) ⊆ Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

Agora, se f ∈ B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , então

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

e

)j ∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

<∞,

dáı

lim sup
j→∞

(
j

e

)∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ ρ.

Pelas propriedades de limite superior, dado ε > 0 existe C (ε) > 0 tal que

(
j

e

)j
1

j!

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ε) (ρ+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Como

lim
j→∞

j

e

(
1

j!

) 1
j

= 1,

segue que

lim
j→∞

e

j
(j!)

1
j = 1,

e, portanto,

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
≤ (ρ+ ε) lim sup

j→∞
C (ε)

1
j
e

j
(j!)

1
j = ρ+ ε.

Como a desigualdade acima vale para todo ε > 0, segue que para todo δ > ρ

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
< δ,

logo
∞∑

j=0

δ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

<∞,
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e assim f ∈ BÑ,(s;(r,q)),δ (E) , para todo δ > ρ.

PortantoExp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) ⊆ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) e Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ⊆ ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) .

Para provar que tais espaços são topologicamente isomorfos, considere o diagrama:

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E)
id // Exp1

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)

id−1
oo

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E)
?�

iρ

OO

� � k // B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)
?�

jρ

OO

Neste diagrama, iρ, jρ e k denotam as inclusões canônicas nos correspondentes espaços e id

a aplicação identidade. Agora, pela Proposição 1.4.3, temos que id é cont́ınua se, e somente

se, para todo ρ < A, id◦ iρ é continua. Mas id◦ iρ = jρ ◦k e como k e jρ são cont́ınuas, segue

que id ◦ iρ é cont́ınua. Para provar que id−1 é cont́ınua, considere o seguinte diagrama:

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E)
id // Exp1

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)

id−1
oo

BÑ,(s;(r,q)),δ (E)
?�

iδ

OO

B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)
?�

jρ

OO

_?l
oo

Neste diagrama, iδ, jρ e l denotam as inclusões canônicas nos correspondentes espaços (para

l estamos considerando ρ < δ) e id a aplicação identidade. Agora, pela Proposição 1.4.3

temos que id−1 é cont́ınua se, e somente se, para cada ρ < A, id−1 ◦ jρ é continua. Tomando

ρ < δ < A, temos que id−1 ◦ jρ = iδ ◦ l e como ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),δ ≤ ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ , segue que l é

cont́ınua. Como iδ também é cont́ınua, segue que id−1 ◦ jρ é cont́ınua. Portanto, os espaços

ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) e Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) são topologicamente isomorfos.

Vamos provar agora que os espaços ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) e Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) são topologi-

camente isomorfos. Para isto, considere o seguinte diagrama:

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)
id //

� _

iρ

��

Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E)
id−1

oo
� _

jρ

��

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) � � k // B1
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)

Pela Proposição 1.4.6 temos que id é cont́ınua se, e somente se, para todo ρ > A, jρ ◦ id é

cont́ınua. Mas, jρ ◦ id = k ◦ iρ e como k e iρ são cont́ınuas, segue que jρ ◦ id é cont́ınua. Para
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provar que id−1 é cont́ınua, considere o seguinte diagrama:

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)
id //

� _

iρ

��

Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E)
id−1

oo
� _

jδ

��

BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) B1
Ñ,(s;(r,q)),δ

(E)_?l
oo

Neste diagrama, iρ, jδ e l denotam as inclusões canônicas nos correspondentes espaços (para

l estamos considerando δ < ρ) e id a aplicação identidade. Pela Proposição 1.4.6 temos

que id−1 é cont́ınua se, e somente se, para cada ρ > A, iρ ◦ id−1 é cont́ınua. Tomando

ρ > δ > A, temos que iρ ◦ id
−1 = l ◦ jδ e como ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),ρ ≤ ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),δ , segue que l é

cont́ınua. Como jδ também é cont́ınua, segue que iρ ◦ id
−1 é cont́ınua. Portanto, os espaços

ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) e Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) são topologicamente isomorfos.

A demonstração para o caso (s,m (r; q)) é análoga.

Proposição 2.1.14. (a) Expk
(s,m(r;q)),A (E) e Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E) são espaços DF, para todo

A ∈ (0,+∞] e k > 1.

(b) Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) e Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E) são espaços de Fréchet, para todo A ∈ [0,+∞)

e k > 1.

Demonstração. Análoga à demonstração da Proposição 2.1.7.

Agora vamos considerar os espaços de ordem infinita similares aos da Definição

2.1.10, mas para isto precisamos de algumas novas definições:

Definição 2.1.15. Se A ∈ [0,+∞) , denotamos por Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

o espaço vetorial

complexo de todas f ∈ H
(
B 1

A
(0)
)

tal que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ A,

munido da topologia localmente convexa gerada pela famı́lia de seminormas
(
p∞(s,m(r;q)),ρ

)
ρ>A

,

onde

p∞(s,m(r;q)),ρ (f) =
∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

.

Denotamos por HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

o espaço vetorial complexo de todas f ∈ H
(
B 1

A
(0)
)
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tal que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ A,

munido da topologia localmente convexa gerada pela famı́lia de seminormas
(
p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

)
ρ>A

,

onde

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) =
∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

Proposição 2.1.16. Se A ∈ [0,+∞) , então Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

e HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

são

espaços de Fréchet.

Demonstração. Façamos a demonstração para HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
, pois para

Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

é análoga.

Seja (an)∞n=1 uma seqüência de números reais estritamente decrescente convergindo para

A. Então a famı́lia de seminormas
(
p∞

Ñ,(s;(r,q)),an

)∞
n=1

gera a mesma topologia que a famı́lia

de seminormas
(
p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

)
ρ>A

em HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
. Logo, HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

é um

espaço vetorial topológico localmente convexo e metrizável, faltando agora apenas provar a

sua completude. Sejam (fk)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

e ρ > A,

então para cada ε > 0, existe k (ε) ∈ N tal que

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jfk (0) −

1

j!
d̂jfl (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< ε, (2.8)

para k, l ≥ k (ε). Logo,
(

1
j!
d̂jfk (0)

)∞
k=1

é uma seqüência de Cauchy em PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para

todo j ∈ N, e converge para um elemento Pj ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) . Segue de (2.8) que existe

0 ≤Mρ < +∞ tal que p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(fk) < Mρ, para todo k ∈ N, dáı

∥∥∥∥
1

j!
d̂jfk (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

<
Mρ

ρ−j
,

para j, k ∈ N e, conseqüentemente,

‖Pj‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

∥∥∥∥Pj −
1

j!
d̂jfk (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

+
Mρ

ρ−j
.

Fazendo k → ∞, temos que

‖Pj‖Ñ,(s;(r,q)) ≤
Mρ

ρ−j
,
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para todo j ∈ N, assim

lim sup
j→∞

‖Pj‖
1
j

Ñ,(s;(r,q))
≤ ρ,

e como ρ > A foi tomado arbitrário, segue que

lim sup
j→∞

‖Pj‖
1
j

Ñ,(s;(r,q))
≤ A.

Assim, a função

f (x) =
∞∑

j=0

Pj (x) , x ∈ B 1
A

(0) ,

está em HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
. Além disso, fazendo l → ∞ em (2.8), segue que

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(fk − f) → 0, quando k → ∞.

Portanto (fk)
∞
k=1 é convergente em HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
.

Denotaremos os espaços Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

e HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

por Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E)

e Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , respectivamente. Também denotaremos

Exp∞(s,m(r;q)),0 (E) = Exp∞(s,m(r;q)),0,0 (E)

e

Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) = Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,0

(E) .

Agora, vamos usar as definições dos espaços Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

e HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

para definirmos novos espaços, como segue:

Seja L =
⋃

ρ<A

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)

e sobre L defina a seguinte relação de equivalência:

f ∼ g ⇐⇒ existe ρ ∈ (0, A) tal que f |B 1
ρ
(0) = g|B 1

ρ
(0).

É imediata a demonstração que ∼ é uma relação de equivalência. Denotamos por L /∼ o

conjunto das classes de equivalência dos elementos de L e para cada f ∈ L, denotamos sua

classe por [f ] . Defina as seguintes operações em L /∼ :

[f ] + [g] =

[
f |B 1

ρ
(0) + g|B 1

ρ
(0)

]
, onde ρ ∈ (0, A) é tal que

f |B 1
ρ
(0), g|B 1

ρ
(0) ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
.
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λ [f ] = [λf ] , λ ∈ C.

Com estas operações, L /∼ se torna um espaço vetorial. Da mesma forma fazemos o caso

(s,m (r; q)) .

Para cada ρ ∈ (0, A), considere a aplicação iρ : HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)

−→ L /∼ dada por

iρ (f) = [f ] .

Definição 2.1.17. Para A ∈ (0,+∞] , definimos HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

como sendo o espaço

vetorial complexo L /∼ , com a topologia limite indutivo localmente convexa, com relação à

famı́lia de inclusões (iρ)ρ∈(0,A) .

Da mesma forma definimos os espaços Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)
.

Usando essas idéias vamos definir também os seguintes espaços:

Definição 2.1.18. Para ρ > 0, considere o espaço vetorial H∞
(s,m(r;q))

(
B 1

ρ
(0)
)

de todas

f ∈ H
(
B 1

ρ
(0)
)

tal que d̂jf (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞,

que é Banach com a norma p∞(s,m(r;q)),ρ. Considere o espaço vetorial H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)

de

todas f ∈ H
(
B 1

ρ
(0)
)

tal que d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

que é Banach com a norma p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

. A demonstração que tais espaços são Banach é similar

às feitas nas Proposições 2.1.2 e 2.1.9.

Analogamente ao que fizemos acima, definimos uma relação de equivalência em

L =
⋃

ρ<A

H∞
(s,m(r;q))

(
B 1

ρ
(0)
)

e definimos também as inclusões iρ. Dáı para A ∈ (0,+∞] ,

definimos

Exp∞(s,m(r;q)),A (E) = L /∼ =
⋃

ρ<A

H∞
(s,m(r;q))

(
B 1

ρ
(0)
)

/∼ ,

com a topologia limite indutivo localmente convexa. Definimos também

Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) =
⋃

ρ<A

H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)

/∼ ,

com a topologia limite indutivo localmente convexa.
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A próxima Proposição garante que as Definições 2.1.17 e 2.1.18 são equivalentes, como

segue:

Proposição 2.1.19. Os espaços HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

e Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) coincidem alge-

bricamente e são topologicamente isomorfos. Da mesma forma, temos a equivalência nas

definições dos espaços Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

e Exp∞(s,m(r;q)),A (E) .

Demonstração. Vamos fazer a demonstração para os espaços Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
, pois a demonstração para os espaços Exp∞(s,m(r;q)),A (E) e

Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

é análoga.

Seja [f ] ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , então f ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
, para algum ρ < A. Assim

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

dáı

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ ρ,

e, portanto, f ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
, o que implica [f ] ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
. Agora, se

[f ] ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
, então f ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
, para algum ρ < A. Assim,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

≤ ρ.

Então, para ρ < δ < A, temos que f |B 1
δ
(0) ∈ H

(
B 1

δ
(0)
)

e

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

< δ,

logo
∞∑

j=0

δ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

e, portanto, f |B 1
δ
(0) ∈ H∞

Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

δ
(0)
)
. Como f ∼ f |B 1

δ
(0), segue que [f ] =

[
f |B 1

δ
(0)

]
∈

Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Assim, temos que os espaços Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
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coincidem algebricamente.

Para provar o isomorfismo topológico, considere o seguite diagrama:

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

id // Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)
id−1
oo

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)?�

iρ

OO

H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)?�

jρ

OO

_?kρ

oo

Neste diagrama, iρ, jρ e kρ denotam as inclusões canônicas nos correspondentes espaços e id

denota a aplicação identidade. Pela Proposição 1.4.3 temos que id−1 é cont́ınua se, e somente

se, para cada ρ < A, a aplicação id−1◦jρ é cont́ınua. Mas id−1◦jρ = iρ◦kρ e como, para todo

δ > ρ temos que p∞
Ñ,(s;(r,q)),δ

(f) ≤ p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) , qualquer que seja f ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
,

segue que kρ é cont́ınua. Logo, id−1 ◦ jρ é cont́ınua e, portanto, id−1 é cont́ınua. Para provar

a continuidade de id, considere o seguinte diagrama:

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

id // Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)
id−1

oo

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)?�

iρ

OO

k // H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ′
(0)
)?�

jρ′

OO

Neste diagrama, k denota a aplicação k (f) = f |B 1
ρ′

(0), onde ρ < ρ′ < A. Temos que id é

cont́ınua se, e somente se, para cada ρ < A, a aplicação id◦ iρ é cont́ınua. Mas id◦ iρ = jρ′ ◦k

e como

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ′

(
f |B 1

ρ′
(0)

)
≤ p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(f) ,

segue que k é cont́ınua. Logo id ◦ iρ é cont́ınua e, portanto, id é cont́ınua.

Devido a esta Proposição, denotaremos os espaços Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)

e

HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

por Exp∞(s,m(r;q)),A (E) e Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , respectivamente. Também

denotaremos

Exp∞(s,m(r;q)) (E) = Exp∞(s,m(r;q)),∞ (E)

e

Exp∞
Ñ,(s;(r,q))

(E) = Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),∞

(E) .

Como

lim
k→∞

(
j

ke

) 1
k

= 1,
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faz sentido usar as notações acima para os espaços de ordem infinita e também faz sentido

usar as notações ‖·‖(s,m(r;q)),∞,ρ e ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),∞,ρ para p∞(s,m(r;q)),ρ e p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

, respectiva-

mente.

Observação 2.1.20. Como é usual, denotaremos os elementos destes espaços simplesmente

por f, ao invés da sua classe [f ] e estes espaços denotaremos sem mencionar a relação de

equivalência, desde que isso não cause confusão.

Proposição 2.1.21. (a) Exp∞(s,m(r;q)),A (E) e Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) são espaços DF, para todo

A ∈ (0,+∞] .

(b) Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) e Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) são espaços de Fréchet, para todo A ∈ [0,+∞) .

Demonstração. O ı́tem (b) é a Proposição 2.1.16 e a demonstração do ı́tem (a) segue análoga

à demonstração do ı́tem (a) da Proposição 2.1.7.

Provaremos agora um resultado de convergência da série de Taylor nestes espaços

e provaremos que as funções exponenciais são elementos de tais espaços. Mais do que isso,

provaremos que, de certa forma, o subespaço gerado por elas é denso nos correspondentes

espaços (no caso dos espaços de funções quase-nucleares de um dado tipo e uma dada ordem).

Proposição 2.1.22. (a) Se k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , então a série de Taylor em 0 de

cada elemento de Expk
(s,m(r;q)),A (E) (respectivamente, Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)), converge para o

próprio elemento na topologia do espaço.

(b) Se k ∈ [1,+∞] e A ∈ [0,+∞) , então a série de Taylor em 0 de cada elemento de

Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) (respectivamente, Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)), converge para o próprio elemento

na topologia do espaço.

Demonstração. Para cada f no correspondente espaço, temos que:

∥∥∥∥∥f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q)),ρ

=
∞∑

j=n+1

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

.

∥∥∥∥∥f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

=
∞∑

j=n+1

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

∥∥∥∥∥f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q)),k,ρ

=
∞∑

j=n+1

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

, k ∈ (1,+∞) .
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∥∥∥∥∥f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

=
∞∑

j=n+1

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

, k ∈ (1,+∞) .

p∞(s,m(r;q)),ρ

(
f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

)
=

∞∑

j=n+1

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

.

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
f −

n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0)

)
=

∞∑

j=n+1

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

Como a topologia dos espaços Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) , k ∈ [1,+∞] , e dos espaços

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , k ∈ [1,+∞] , são geradas pelas correspondentes famı́lias de seminormas,

e como as igualdades acima valem para qualquer ρ > 0, fazendo n → ∞ nelas, temos a

convergência nos espaços Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) e Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E) , k ∈ [1,+∞].

Agora, como as topologias dos espaços Expk
(s,m(r;q)),A (E) e Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E) , k ∈ [1,+∞] ,

são localmente convexas, para cada um deles existe uma famı́lia dirigida de seminormas a qual

define a topologia do mesmo. Digamos que (qi)i∈I define a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ,

pois para os espaços Expk
(s,m(r;q)),A (E) é análogo. Então, uma seqüência (fn)∞n=1 converge

para f em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) se, e somente se, qi (fn) → qi (f) , para cada i ∈ I. Como para

ρ < A a inclusão iρ : Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) é cont́ınua, existe C > 0 tal que

qi (g) = qi (iρ (g)) ≤ C ‖g‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

para toda g ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) e i ∈ I. Assim, ‖fn − f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ −→ 0 implica que qi (fn) →

qi (f) . Portanto, fazendo n→ ∞ nas 6 igualdades acima, temos a convergência nos espaços

Expk
(s,m(r;q)),A (E) e Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E) , para k ∈ [1,+∞] .

Proposição 2.1.23. (a) Se k ∈ (1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , então eϕ pertence a Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ,

para todo ϕ ∈ E ′.

(b) Se k ∈ (1,+∞] e A ∈ [0,+∞) , então eϕ pertence a Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , para todo

ϕ ∈ E ′.

(c) Se k = 1 e A ∈ (0,+∞] , então eϕ pertence a Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , para todo ϕ ∈ E ′ tal

que ‖ϕ‖ < A.

(d) Se k = 1 e A ∈ [0,+∞) , então eϕ pertence a Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , para todo ϕ ∈ E ′ tal

que ‖ϕ‖ ≤ A.

Demonstração. É um resultado de M.C. Matos, em [15], que
∥∥∥d̂j (eϕ) (0)

∥∥∥ = ‖ϕ‖j =
∥∥∥d̂j (eϕ) (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.
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Então,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k 1

j!

∥∥∥d̂j (eϕ) (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
= lim sup

j→∞

(
j

ke

) 1
k 1

j!
‖ϕ‖ = 0,

dáı segue da Proposição 2.1.12 que (a) e (b) estão provados para k ∈ (1,+∞) .

Agora,

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂j (eϕ) (0)
∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))
= lim sup

j→∞
‖ϕ‖ = ‖ϕ‖ ,

então, se ‖ϕ‖ < A, (c) segue de 2.1.6 e se ‖ϕ‖ ≤ A, (d) também segue de 2.1.6.

Finalmente,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (eϕ) (0)

∥∥∥∥
1
j

Ñ,(s;(r,q))

= lim sup
j→∞

1

j!
‖ϕ‖ = 0,

dáı segue da Definição 2.1.18 que (a) está provado para k = +∞. Já o caso (b) com k = +∞

segue da Definição 2.1.15.

Proposição 2.1.24. Seja r ≤ s, então

(a) Se k ∈ (1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , segue que eϕ pertence a Expk
(s,m(r;q)),A (E) , para todo

ϕ ∈ E ′.

(b) Se k ∈ (1,+∞] e A ∈ [0,+∞) , segue que eϕ pertence a Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) , para todo

ϕ ∈ E ′.

(c) Se k = 1 e A ∈ (0,+∞] , segue que eϕ pertence a Exp1
(s,m(r;q)),A (E) , para todo ϕ ∈ E ′

tal que ‖ϕ‖ < A.

(d) Se k = 1 e A ∈ [0,+∞) , segue que eϕ pertence a Exp1
(s,m(r;q)),0,A (E) , para todo ϕ ∈ E ′

tal que ‖ϕ‖ ≤ A.

Demonstração. Como r ≤ s, para cada n ∈ N, temos r ≤ ns. Usando isto, vamos provar

que ϕn ∈ P(s,m(r;q)) (nE) e ‖ϕn‖(s,m(r;q)) = ‖ϕ‖n . Seja (xj)
∞
j=1 ∈ ℓm(r;q) (E) , então existem

(τj)
∞
j=1 ∈ ℓr(q)′ e

(
x0

j

)∞
j=1

∈ ℓwr (E) tais que xj = τjx
0
j , para cada j ∈ N. Assim,

(
∞∑

j=1

|ϕ (xj)|
ns

) 1
s

=

(
∞∑

j=1

∣∣ϕ
(
τjx

0
j

)∣∣ns

) 1
s

=

(
∞∑

j=1

|τj|
ns
∣∣ϕ
(
x0

j

)∣∣ns

) 1
s

≤

≤
∥∥∥(τj)∞j=1

∥∥∥
n

∞

(
∞∑

j=1

∣∣ϕ
(
x0

j

)∣∣ns

) 1
s

= ‖ϕ‖n
∥∥∥(τj)∞j=1

∥∥∥
n

∞

(
∞∑

j=1

∣∣ϕ
(
x0

j

)∣∣ns

‖ϕ‖ns

) 1
ns

n

≤

≤ ‖ϕ‖n
∥∥∥(τj)∞j=1

∥∥∥
n

r(q)′

(
∞∑

j=1

∣∣ϕ
(
x0

j

)∣∣r

‖ϕ‖r

) 1
r
n

≤ ‖ϕ‖n
∥∥∥(τj)∞j=1

∥∥∥
n

r(q)′

∥∥∥
(
x0

j

)∞
j=1

∥∥∥
n

w,r
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e como a decomposição xj = τjx
0
j foi arbitrária, segue que

∥∥∥(ϕn (xj))
∞
j=1

∥∥∥
s
≤ ‖ϕ‖n

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
n

m(r;q)

e pela Definição 1.2.2, segue que ϕn ∈ P(s,m(r;q)) (nE) e ‖ϕn‖(s,m(r;q)) ≤ ‖ϕ‖n . Como a

desigualdade contrária é clara, temos
∥∥∥d̂n (eϕ) (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

= ‖ϕn‖(s,m(r;q)) = ‖ϕ‖n e portanto

a demonstração segue análoga à demonstração da Proposição 2.1.23.

Proposição 2.1.25. (1) O subespaço vetorial gerado pelos eϕ, ϕ ∈ E ′, é denso em:

(1.a) Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) se k ∈ (1,+∞] e A ∈ (0,+∞] .

(1.b) Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) se k ∈ (1,+∞] e A ∈ [0,+∞) .

(2) O subespaço vetorial gerado pelos eϕ, ϕ ∈ E ′, ‖ϕ‖ < A, é denso em Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

se A ∈ (0,+∞] .

(3) O subespaço vetorial gerado pelos eϕ, ϕ ∈ E ′, ‖ϕ‖ ≤ A, é denso em Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E)

se A ∈ (0,+∞) .

Demonstração. Para os três casos denotaremos por g o fecho dos correspondentes subespaços

gerados. Note que basta mostrar que Pf (jE) ⊆ g, para cada j ∈ N, pois como Pf (jE) é

denso em PÑ,(s;(r,q)) (jE) (Proposição 1.3.4), para cada j ∈ N, o resultado segue da Proposição

2.1.22. Para provar que Pf (jE) ⊆ g, basta mostrar que ϕn ∈ g, para cada n ∈ N, e ϕ ∈ E ′.

Provaremos isto por indução sobre n. Para λ ∈ C, λ 6= 0, temos

eλϕ =
∞∑

j=0

1

j!
λjϕj

convergindo nos correspondentes espaços e

lim
|λ|→0

∥∥∥∥
eλϕ − 1

λ
− ϕ

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

,

lim
|λ|→0

∥∥∥∥
eλϕ − 1

λ
− ϕ

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

,

lim
|λ|→0

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
eλϕ − 1

λ
− ϕ

)
= lim

|λ|→0
|λ| p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

)
.

Como ∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

,
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∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

j=2

1

j!
ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

,

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=2

1

j!
λj−2ϕj

)
≤ p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=2

1

j!
ϕj

)
,

sempre que |λ| ≤ 1, segue que os três limites anteriores são todos iguais a zero. Assim,

ϕ ∈ g, para todo ϕ ∈ E ′, nos correspondentes espaços. Agora, suponha que ϕj ∈ g, para

cada j ≤ n− 1, então

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥
1

λn

(
eλϕ −

n−1∑

j=0

1

j!
λjϕj

)
− ϕn

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

,

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥
1

λn

(
eλϕ −

n−1∑

j=0

1

j!
λjϕj

)
− ϕn

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

,

lim
|λ|→0

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
1

λn

(
eλϕ −

n−1∑

j=0

1

j!
λjϕj

)
− ϕn

)
= lim

|λ|→0
|λ| p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

)
.

Como ∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

,

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
ϕj

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

,

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−nϕj

)
≤ p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
∞∑

j=n+1

1

j!
ϕj

)
,

sempre que |λ| ≤ 1, segue que os limites acima são todos iguais a zero. Portanto, ϕn ∈ g,

para todo ϕ ∈ E ′, nos correspondentes espaços.



CAPÍTULO 3

A Transformada de Fourier-Borel

Introduziremos neste caṕıtulo a transformada de Fourier-Borel e provaremos os isomor-

fismos algébrico e topológico (nos casos posśıveis) da mesma.

3.1 O Isomorfismo Algébrico da Transformada de

Fourier-Borel

Definição 3.1.1. Se T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, para k ∈ (1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , ou

T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
, para k ∈ (1,+∞] e A ∈ [0,+∞) , definimos a transformada de

Fourier-Borel de T, denotada por FT, como a função definida sobre E ′ dada por FT (ϕ) =

T (eϕ) .

Se T ∈
[
Exp1

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, para A ∈ (0,+∞] , definimos a transformada de Fourier-Borel

de T, denotada por FT, como a função definida sobre BA (0) ⊂ E ′ dada por FT (ϕ) = T (eϕ) .

Observação 3.1.2. • Segue da Proposição 2.1.23 que a aplicação FT está bem definida,

em qualquer um dos casos.

• Note que não definimos a transformada de Fourier-Borel para T ∈
[
Exp1

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
.

Esse caso será tratado mais adiante, em particular.

37
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Notação 3.1.3. Denotamos

θ (k) =
k

(k − 1)
k−1

k

,

para k ∈ (1,+∞) . Como lim
k→1

θ (k) = 1 = lim
k→∞

θ (k) , escrevemos θ (1) = θ (∞) = 1.

Teorema 3.1.4. Se E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada, então a transformada

de Fourier-Borel

F :
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
−→ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) ,

dada por FT (ϕ) = T (eϕ) , é um isomorfismo algébrico entre estes espaços, para k ∈ [1,+∞]

e A ∈ (0,+∞] .

Demonstração. Primeiramente, vamos provar o caso k ∈ (1,+∞) . Seja

T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, então segue da Proposição 1.4.3 que, para cada ρ ∈ (0, A) existe

C (ρ) > 0 tal que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ = C (ρ)
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Assim, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (ρ) ρ−j

(
j

ke

) j
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Seja Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), então pelo Teorema 1.3.6 existe BTj ∈ P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) com

BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′ e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) . Assim,

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = ‖Tj‖ ≤ C (ρ) ρ−j

(
j

ke

) j
k

, (3.1)

para cada ρ ∈ (0, A) , e podemos escrever

FT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) , (3.2)

para todo ϕ ∈ E ′. De (3.1), temos

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′ 1

(j!)
1
j

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) ≤ lim sup
j→∞

(C (ρ))
1
j

1

ρ

(
j

ke

) 1
k
(
j

k′e

) 1
k′
(

1

j!

) 1
j

=

=
1

ρ

(
1

k

) 1
k
(

1

k′

) 1
k′

lim sup
j→∞

(C (ρ))
1
j

j

e (j!)
1
j

=
1

ρ

(
1

k

) 1
k
(

1

k′

) 1
k′

=
1

ρθ (k)
,
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para todo ρ ∈ (0, A) , e esta útima igualdade vale pois

θ (k) =
k

(k − 1)
k−1

k

=
k

(k − 1)
1
k′

=
k

(
k
k′

) 1
k′

=
k

(k)
1
k′

(k′)
1
k′ = (k)

1
k (k′)

1
k′ .

Portanto,

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′
(

1

j!

) 1
j

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) ≤
1

Aθ (k)
,

e como

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′

= +∞,

segue que

lim sup
j→∞

(
1

j!

) 1
j

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) = 0.

Como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) , segue que o raio de convergência da série (3.2) é +∞. Por-

tanto, segue da Proposição 2.1.11 que FT ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) .

Agora, vamos provar que F é sobrejetora, para isto considereH ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) .

Segue da Proposição 2.1.11 e das propriedades de limite superior que, para cada ρ ∈ (0, A) ,

existe C (ρ) > 0 tal que

(
j

k′e

) j

k′ 1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
≤ C (ρ)

1

(ρθ (k))j
,

para todo j ∈ N. Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Portanto,

1

j!
‖Tj‖ ≤ C (ρ)

1

ρj

1

(θ (k))j

(
k′e

j

) j

k′

. (3.3)

Para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
.

Vamos provar que TH ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

e FTH = H. Temos que

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

1

j!
‖Tj‖

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
. (3.4)
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Da desigualdade (3.3) temos

1

j!
‖Tj‖

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ρ)

1

ρj

1

(θ (k))j

(
k′e

j

) j

k′
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)
1

ρj

(
(k − 1)

k−1
k

k

)j (
ke

(k − 1) j

)j( k−1
k ) ∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)
1

ρj

1

kj

(
ek (k − 1)

(k − 1) j

)j( k−1
k ) ∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)
1

ρj

(
ek

kj

)j (
ek

j

)−j
k ∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)
1

ρj

(
j

ke

) j
k
(
e

j

)j ∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
.

Como

lim
j→∞

e

j
(j!)

1
j = 1,

dado ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(
e

j

)j

≤ D (ε) (1 + ε)j 1

j!
,

para todo j ∈ N. Logo,

1

j!
‖Tj‖

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ρ)D (ε)

(
1 + ε

ρ

)j (
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

e segue de (3.4) que

|TH (f)| ≤ C (ρ)D (ε)
∞∑

j=0

(
ρ

1 + ε

)−j (
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)D (ε) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

,

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , ε > 0 e ρ ∈ (0, A) . Para concluir que

TH ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, só falta mostrar que

|TH (f)| ≤ D ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,
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para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e ρ ∈ (0, A) , onde D é uma constante positiva. Para isto,

seja ρ ∈ (0, A) , então existem ε > 0 e D (ε) > 0 tais que ρ (1 + ε) < A e

|TH (f)| ≤ C (ρ)D (ε)
∞∑

j=0

(
ρ (1 + ε)

1 + ε

)−j (
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)D (ε)
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

= C (ρ)D (ε) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ .

Assim, TH ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

e

FTH (ϕ) = TH (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
TH

(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) =

=
∞∑

j=0

1

j!
d̂jH (0) (ϕ) = H (ϕ) ,

para todo ϕ ∈ E ′, portanto FTH = H.

Agora vamos provar o caso k = 1.

Seja T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E)

]′
, então para cada ρ ∈ (0, A) existe C (ρ) > 0 tal que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ = C (ρ)
∞∑

j=0

ρ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ BÑ,(s;(r,q)),ρ (E) . Portanto, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (ρ)
j!

ρj
‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Seja Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), então pelo Teorema 1.3.6 existe BTj ∈ P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) com

BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′ e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) . Assim,

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = ‖Tj‖ ≤ C (ρ)
j!

ρj
, (3.5)

para cada ρ ∈ (0, A) , e podemos escrever

FT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) , (3.6)

para todo ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ < A. De (3.5), temos

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
BTj

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

≤
1

ρ
,
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para todo ρ ∈ (0, A) . Logo,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
BTj

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

≤
1

A
,

e como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) , segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
BTj

∥∥∥∥
1
j

≤
1

A
.

Portanto, segue da Definição 2.1.15 que FT ∈ Hb(s′,m(r′;q′)) (BA (0)) = Exp∞
(s′,m(r′;q′)),0, 1

A

(E ′) .

Para provar a sobrejetividade de F , seja H ∈ Exp∞
(s′,m(r′;q′)),0, 1

A

(E ′) . Então

lim sup
j→∞

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))

≤
1

A
. (3.7)

Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Para f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
.

Vamos provar que TH ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E)

]′
e FTH = H. Temos que

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤
1

j!
‖Tj‖

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
=

1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
.

Por (3.7), para cada ρ ∈ (0, A) , existe C (ρ) > 0 tal que

1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
≤ C (ρ)

1

ρj
,

para todo j ∈ N. Portanto, as duas desigualdades acima implicam que

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=0

C (ρ)
1

ρj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
= C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ ,

e como esta desigualdade vale para cada ρ ∈ (0, A) e para cada f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),A (E) , segue

que TH ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),A (E)

]′
. Como

FTH (ϕ) = TH (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
TH

(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) =

=
∞∑

j=0

1

j!
d̂jH (0) (ϕ) = H (ϕ) ,
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para todo ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ < A, segue que FTH = H.

Agora vamos provar o caso k = +∞.

Seja T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

então para cada ρ ∈ (0, A) existe C (ρ) > 0 tal que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),∞,ρ = C (ρ)
∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
. Portanto, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (ρ) ρ−j ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Seja Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), então pelo Teorema 1.3.6, existe BTj ∈ P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) com

BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′ e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) . Assim,

FT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) , (3.8)

para todo ϕ ∈ E ′ e

lim sup
j→∞

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) = lim sup
j→∞

‖Tj‖
1
j ≤

1

ρ
,

para cada ρ ∈ (0, A) . Portanto,

lim sup
j→∞

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) ≤
1

A
,

e como

lim sup
j→∞

(
1

j!

) 1
j

= 0,

temos que

lim sup
j→∞

(
1

j!

) 1
j

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) = 0.

Como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) segue que o raio de convergência da série (3.8) é +∞, dáı

segue da Proposição 2.1.5 que FT ∈ Exp(s′,m(r′;q′)),0, 1
A

(E ′) .

Para provar a sobrejetividade de F , seja H ∈ Exp(s′,m(r′;q′)),0, 1
A

(E ′) . Então

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))
≤

1

A
. (3.9)
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FOURIER-BOREL 44

Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Para f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
.

Vamos provar que TH ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

e FTH = H. Temos que

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤
1

j!
‖Tj‖

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
=

1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
.

Por (3.9), para cada ρ ∈ (0, A) , existe C (ρ) > 0 tal que

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
≤ C (ρ)

1

ρj
,

para todo j ∈ N. Portanto, as duas desigualdades acima implicam que

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=0

C (ρ)
1

j!ρj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
= C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),∞,ρ ,

e como esta desigualdade vale para cada ρ ∈ (0, A) e para cada f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ,

segue que TH ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
. Da mesma forma já feita anteriormente, segue que

FTH = H.

Em qualquer um dos casos, F é claramente linear. Agora, se FT = 0, então T (eϕ) = 0,

para todo ϕ ∈ E ′, ‖ϕ‖ < A, no caso k = 1 e para todo ϕ ∈ E ′ no caso k ∈ (1,+∞]. Pela

densidade na Proposição 2.1.25 segue que T = 0 e assim F é injetora.

Teorema 3.1.5. Se E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada, então a transformada

de Fourier-Borel

F :
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
−→ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) ,

dada por FT (ϕ) = T (eϕ) , é um isomorfismo algébrico entre estes espaços, para k ∈ (1,+∞]

e A ∈ [0,+∞) .

Demonstração. Da mesma forma que foi feito no Teorema 3.1.4 segue que F é linear e

injetora.
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Primeiramente vamos provar o caso k ∈ (1,+∞) .

Seja T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
, então existem ρ > A e C (ρ) > 0 tais que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ = C (ρ)
∞∑

j=0

1

j!
ρ−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Assim, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (ρ) ρ−j

(
j

ke

) j
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Seja Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), então pelo Teorema 1.3.6, existe BTj ∈ P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) com

BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′ e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) . Assim,

FT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) , (3.10)

para todo ϕ ∈ E ′, e

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = ‖Tj‖ ≤ C (ρ) ρ−j

(
j

ke

) j
k

,

para todo j ∈ N. Dáı,

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′ 1

(j!)
1
j

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) ≤ lim sup
j→∞

(C (ρ))
1
j

(
j

k′e

) 1
k′
(
j

ke

) 1
k 1

ρ (j!)
1
j

=

=
1

ρe
lim sup

j→∞

j

(j!)
1
j

(
1

k

) 1
k
(

1

k′

) 1
k′

=
1

ρθ (k)
<

1

Aθ (k)
,

e como

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′

= +∞,

temos

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
BTj

j!

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

= 0.

Como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) , segue que o raio de convergência da série (3.10) é +∞.

Portanto, segue da Proposição 2.1.11 que FT ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) .

Para provar a sobrejetividade, seja H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) . Então,

lim sup
j→∞

(
j

k′e

) 1
k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))

<
1

Aθ (k)
.
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Assim, existem ρ > A e C (ρ) > 0 tais que

(
j

k′e

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

≤ C (ρ)
1

ρj (θ (k))j
, (3.11)

para todo j ∈ N. Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
.

Vamos provar que TH ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

. Segue de (3.11) e do fato que ‖Tj‖ =∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
que

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤ C (ρ)

(
k′e

j

) j

k′ j!

ρj

(
1

k

) j
k
(

1

k′

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)
1

ρj

(
j

ek

) j
k
(
e

j

)j

j!

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

Como

lim
j→∞

e (j!)
1
j

j
= 1,

para cada ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(
e

j

)j

j! ≤ D (ε) (1 + ε)j ,

para todo j ∈ N. Dáı,

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤ C (ρ)D (ε)

(
1 + ε

ρ

)j (
j

ek

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

Tome ε > 0 tal que ρ

1+ε
> A, então

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣
1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣∣ ≤ C (ρ)D (ε)
∞∑

j=0

(
1 + ε

ρ

)j (
j

ek

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ)D (ε) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

,
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para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Portanto, TH ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

e o fato que

FTH = H segue como feito no Teorema 3.1.4.

Agora vamos provar o caso k = +∞.

Seja T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
, então existem ρ > A e C (ρ) > 0 tais que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),∞,ρ = C (ρ)
∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Assim, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (ρ) ρ−j ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Seja Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), então pelo Teorema 1.3.6, existe BTj ∈ P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) com

BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′ e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) . Assim,

FT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
ϕj
)

=
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ) (3.13)

para todo ϕ ∈ E ′, e

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = ‖Tj‖ ≤ C (ρ) ρ−j,

para todo j ∈ N. Portanto,

lim sup
j→∞

‖BTj‖
1
j

(s′,m(r′;q′)) ≤
1

ρ
lim sup

j→∞
(C (ρ))

1
j =

1

ρ
<

1

A
, (3.14)

e como

lim
j→∞

(
1

j!

) 1
j

= 0,

temos

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
BTj

j!

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

= 0.

Como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) , segue que o raio de convergência da série (3.13) é +∞.

Portanto, usando (3.14) segue da Proposição 2.1.5 que FT ∈ Exp(s′,m(r′;q′)),A−1 (E ′) .

Para provar a sobrejetividade, seja H ∈ Exp(s′,m(r′;q′)),A−1 (E ′) . Então,

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))
<

1

A
.
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Assim, existem ρ > A e C (ρ) > 0 tais que

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
≤ C (ρ)

1

ρj
,

para todo j ∈ N. Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Para f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
.

Vamos provar que TH ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

. Temos que

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

1

j!

∣∣∣Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣ ≤
∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

1

j!

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
= C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),∞,ρ ,

para toda f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Portanto, TH ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

e o fato que

FTH = H segue como feito no Teorema 3.1.4.

Observação 3.1.6. Se T ∈
[
Exp1

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

, pela Proposição 2.1.23 a definição na-

tural para a transformada de Fourier-Borel de T seria FT (ϕ) = T (eϕ) , para todo ϕ ∈ E ′

tal que ‖ϕ‖ ≤ A. Entretanto vamos provar que podemos definir FT para todo ϕ ∈ E ′

num conjunto maior, de tal maneira que esta definição concorda com a definição natural. A

Proposição 3.1.8 abaixo garante isso.

Definição 3.1.7. Suponha que E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada e seja

A ∈ [0,+∞) . Se T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
definimos sua transformada de Fourier-Borel F

por

FT (ϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
BTj (ϕ)

para todo ϕ ∈ E ′, tal que a série converge absolutamente. Aqui Tj = T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE), BTj ∈

P(s′,m(r′;q′)) (jE ′) é dada por BTj (ϕ) = Tj (ϕj) , para todo ϕ ∈ E ′, e ‖Tj‖ = ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) .

Isto é devido ao Teorema 1.3.6, já usado várias vezes anteriormente.
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Proposição 3.1.8. Suponha que E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada. Se A ∈

[0,+∞) e T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
, então existe ρ > A tal que FT ∈ H∞

(s′,m(r′;q′)) (Bρ (0)) ,

onde Bρ (0) é a bola aberta em E ′.

Demonstração. Se T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
, existem δ > A e C (δ) > 0 tais que

|T (f)| ≤ C (δ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),δ = C (δ)
∞∑

j=0

δ−j
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para toda f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) . Assim, para P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) temos

|T (P )| ≤ C (δ) δ−jj! ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Usando as notações da Definição 3.1.7, temos

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = ‖Tj‖ ≤ C (δ) j!δ−j,

para todo j ∈ N. Logo,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
BTj

j!

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

≤
1

δ
.

Seja ρ ∈ (A, δ) , então

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
BTj

j!

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

<
1

ρ
.

e como ‖BTj‖ ≤ ‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) temos que FT ∈ H (Bρ (0)) . Alem disso,

∞∑

j=0

ρj

∥∥∥∥
1

j!
BTj

∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

< +∞,

e, portanto, FT ∈ H∞
(s′,m(r′;q′)) (Bρ (0)) .

Teorema 3.1.9. Se E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada, então a transformada

de Fourier-Borel

F : T ∈
[
Exp1

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
−→ FT ∈ Exp∞

(s′,m(r′;q′)), 1
A

(E ′) ,

é um isomorfismo algébrico entre estes espaços, para A ∈ [0,+∞) .
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Demonstração. Pela Definição de Exp∞
(s′,m(r′;q′)), 1

A

(E ′) e pela Proposição 3.1.8, temos que

FT ∈ Exp∞
(s′,m(r′;q′)), 1

A

(E ′) , para todo T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
. A linearidade de F é

óbvia. Agora suponha que T ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
é tal que FT = 0, então da Proposição

3.1.8, existe ρ > A tal que FT (ϕ) = 0, para todo ϕ ∈ E ′, com ‖ϕ‖ < ρ, ou seja, BTj (ϕ) =

0, para todo ϕ ∈ Bρ (0) ⊆ E ′, ∀j ∈ N, e isto implica que BTj = 0. Portanto, ‖Tj‖ =

‖BTj‖(s′,m(r′;q′)) = 0 e, conseqüentemente, Tj (P ) = 0, para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , ∀j ∈ N,

isto é, T |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE) = 0, ∀j ∈ N. Pela Proposição 2.1.22 sabemos que a série de Taylor

de cada elemento de ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) converge para ele na topologia do espaço, assim

T (f) = 0, para toda f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) , pois d̂jf (0) ∈ PÑ,(s;(r,q)) (jE) , ∀j ∈ N. Logo,

temos que T = 0, provando assim que F é injetora.

Para provar a sobrejetividade, seja H ∈ Exp∞
(s′,m(r′;q′)), 1

A

(E ′) , então existe ρ > A tal que

H ∈ H∞
(s′,m(r′;q′)) (Bρ (0)) . Portanto,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))

≤
1

ρ
.

Assim, para todo ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
≤ C (ε)

(
1 + ε

ρ

)j

, (3.15)

para todo j ∈ N. Pelo Teorema 1.3.6, existe Tj ∈
[
PÑ,(s;(r,q)) (jE)

]′
tal que BTj = d̂jH (0) e

‖Tj‖ =
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

. Logo, segue de (3.15) que

1

j!

∣∣∣Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣ ≤ 1

j!

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

≤ C (ε)

(
1 + ε

ρ

)j ∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
,

para todo j ∈ N. Para cada f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) , defina

TH (f) =
∞∑

j=0

1

j!
Tj

(
d̂jf (0)

)
,

dáı segue que

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

1

j!

∣∣∣Tj

(
d̂jf (0)

)∣∣∣ ≤ C (ε)
∞∑

j=0

(
1 + ε

ρ

)j ∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
= (3.16)

= C (ε) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)), ρ
1+ε

, (3.17)
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para toda f ∈ ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E) e ε > 0, tal que ρ

1+ε
> A. Portanto,

TH ∈
[
ExpÑ,(s;(r,q)),0,A (E)

]′
e o fato que FTH = H segue como feito no Teorema 3.1.4.

3.2 Conjuntos Limitados

Nesta seção daremos caracterizações dos conjuntos limitados de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

e Expk
(s,m(r;q)),A, para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , e dos espaços Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E) e

Expk
(s,m(r;q)),0,A, para k ∈ [1,+∞] e A ∈ [0,+∞) . Estas caracterizações serão usadas para

demonstrar que, em alguns casos, as transformadas de Fourier-Borel são isomorfismos topo-

lógicos.

Denotaremos por SA a familia de todas as seqüências α = (αj)
∞
j=0 de números reais

αj ≥ 0, tais que

lim sup
j→∞

α
1
j

j ≤ A.

Proposição 3.2.1. Para k ∈ (1,+∞) , A ∈ (0,+∞] e α ∈ S 1
A
, as seminormas pÑ,(s;(r,q)),k,α

e p(s,m(r;q)),k,α definidas por

pÑ,(s;(r,q)),k,α (f) =
∞∑

j=0

αj

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

p(s,m(r;q)),k,α (f) =
∞∑

j=0

αj

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

,

são cont́ınuas em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e Expk
(s,m(r;q)),A, respectivamente.

Para k = 1, A ∈ (0,+∞] e α ∈ S 1
A

as seminormas pÑ,(s;(r,q)),1,α e p(s,m(r;q)),1,α definidas por

pÑ,(s;(r,q)),1,α (f) =
∞∑

j=0

αj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
,

p(s,m(r;q)),1,α (f) =
∞∑

j=0

αj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
,

são cont́ınuas em Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e Exp1
(s,m(r;q)),A, respectivamente.

Para k = +∞, A ∈ (0,+∞] e α ∈ S 1
A

as seminormas pÑ,(s;(r,q)),∞,α e p(s,m(r;q)),∞,α definidas

por

pÑ,(s;(r,q)),∞,α (f) =
∞∑

j=0

αj

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,
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p(s,m(r;q)),∞,α (f) =
∞∑

j=0

αj

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

,

são cont́ınuas em Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e Exp∞(s,m(r;q)),A, respectivamente.

Demonstração. Para cada ρ ∈ (0, A) , temos que 1
A
< 1

ρ
e como α ∈ S 1

A
, existe C (ρ) > 0 tal

que αj ≤ C (ρ) 1
ρj , para todo j ∈ N. Assim, para k ∈ (1,+∞) , temos

pÑ,(s;(r,q)),k,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

= C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

p(s,m(r;q)),k,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

= C (ρ) ‖f‖(s,m(r;q)),k,ρ .

Para k = 1, temos

pÑ,(s;(r,q)),1,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
= C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ ,

p(s,m(r;q)),1,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
= C (ρ) ‖f‖(s,m(r;q)),ρ .

Para k = +∞, temos

pÑ,(s;(r,q)),∞,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

= C (ρ) p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) ,

p(s,m(r;q)),∞,α (f) ≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

ρj

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

= C (ρ) p∞(s,m(r;q)),ρ (f) .

Da topologia limite indutivo localmente convexa juntamente com as seis desigualdades acima

segue a continuidade das seminormas nos correspondentes espaços.

Para demonstrar a próxima proposição que dá uma caracterização dos conjuntos

limitados de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e Expk
(s,m(r;q)),A (E) , precisamos da Proposição 1.4.9 e de um

outro resultado da teoria de espaços vetoriais topológicos que será enunciado na forma de

lema.

Lema 3.2.2. Um subconjunto L de um espaço localmente convexo X é limitado se, e somente

se, cada seminorma cont́ınua em X é limitada sobre L.
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Demonstração. Ver Grothendieck [2], pág.25.

Proposição 3.2.3. Para k ∈ (1,+∞) e A ∈ (0,+∞] , um subconjunto B de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

ou de Expk
(s,m(r;q)),A (E) é limitado se, e somente se, existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ ρ (3.18)

ou

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))




1
j

≤ ρ, (3.19)

respectivamente.

Para k = 1 e A ∈ (0,+∞] , um subconjunto B de Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ou de Exp1
(s,m(r;q)),A (E)

é limitado se, e somente se, existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞

(
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

) 1
j

≤ ρ (3.20)

ou

lim sup
j→∞

(
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))

) 1
j

≤ ρ, (3.21)

respectivamente.

Para k = +∞ e A ∈ (0,+∞] , um subconjunto B de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ou de

Exp∞(s,m(r;q)),A (E) é limitado se, e somente se, existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ ρ (3.22)

ou

lim sup
j→∞


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))




1
j

≤ ρ, (3.23)

respectivamente.

Demonstração. Vamos utilizar o Lema 3.2.2 para provar que se valem (3.18), (3.19), (3.20),

(3.21), (3.22) e (3.23), então B é limitado no correspondente espaço. Seja p uma seminorma

cont́ınua no correspondente espaço, então para cada δ ∈ (0, A) , existe C (δ) > 0 tal que

p (f) ≤ C (δ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,δ ,
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para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E), ou

p (f) ≤ C (δ) ‖f‖(s,m(r;q)),k,δ ,

para toda f ∈ Expk
(s,m(r;q)),A (E) e para cada k ∈ [1,+∞] . Em particular, essas duas de-

sigualdades valem para δ = ρ, dáı

sup
f∈B

p (f) ≤ C (ρ) sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ (3.24)

sup
f∈B

p (f) ≤ C (ρ) sup
f∈B

‖f‖(s,m(r;q)),k,ρ . (3.25)

Para k ∈ (1,+∞) , segue de (3.18) e (3.19) que

sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤

∞∑

j=0

1

ρj

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

sup
f∈B

‖f‖(s,m(r;q)),k,ρ ≤

∞∑

j=0

1

ρj

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞.

Para k = 1, segue de (3.20) e (3.21) que

sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),ρ ≤

∞∑

j=0

1

ρj
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
< +∞,

sup
f∈B

‖f‖(s,m(r;q)),ρ ≤

∞∑

j=0

1

ρj
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
< +∞.

Para k = +∞, segue de (3.22) e (3.23) que

sup
f∈B

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) ≤
∞∑

j=0

1

ρj
sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< +∞,

sup
f∈B

p∞(s,m(r;q)),ρ (f) ≤
∞∑

j=0

1

ρj
sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞.

Assim, segue de (3.24) que sup
f∈B

p (f) < +∞, sendo B um subconjunto de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ,

e segue de (3.25) que sup
f∈B

p (f) < +∞, sendo B um subconjunto de Expk
(s,m(r;q)),A (E) , para

k ∈ [1,+∞] . Portanto, B é limitado no correspondente espaço.

Agora, suponha que B é limitado em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) (para Expk
(s,m(r;q)),A (E) a demonstra-

ção é análoga), para k ∈ (1,+∞) . Sabemos que esses espaços são limites indutivos de uma
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seqüência de espaços DF, denotados por Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρn

(E) , onde (ρn)∞n=1 é uma seqüência

estritamente crescente de números positivos, convergindo para A. Então, pela Proposição

1.4.9 B está contido no fecho, para a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , de algum subconjunto

limitado de algum Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρn

(E) . Sem perda de generalidade, podemos supor que B está

contido na bola unitária fechada de Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , onde ρ ∈ (0, A) . Agora, para obter o

resultado, basta provar que o fecho para a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) desta bola está

contido numa bola de algum Bk
Ñ,(s;(r,q)),δ

(E) , para algum δ ∈ (0, A) . De fato, se isto for

verdade temos

sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,δ ≤M,

para algum M > 0. Então,

δ−j

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤M,

para todo j ∈ N. Portanto,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ δ,

provando assim (3.18).

Seja

BBk

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(E) =

{
f ∈ Bk

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(E) ; ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤ 1

}

a bola unitária de Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Se g pertence ao fecho BBk

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(E) de BBk

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(E) em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , existe uma rede (gi)i∈I em BBk

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(E) convergindo para g na topologia

de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Então,

ρ−j

(
j

ke

) j
k

sup
i∈I

∥∥∥∥∥
d̂jgi (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ 1, (3.26)

para todo j ∈ N. Se para cada j ∈ N definirmos a seminorma pÑ,(s;(r,q)),k,α como

pÑ,(s;(r,q)),k,α (f) = ρ−j

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

onde αj = ρ−j e αl = 0, para l 6= j, segue da Proposição 3.2.1 que pÑ,(s;(r,q)),k,α é uma

seminorma cont́ınua em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E). E como pÑ,(s;(r,q)),k,α (gi) −→ pÑ,(s;(r,q)),k,α (g) ,
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segue de (3.26) que

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jg (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ 1,

para todo j ∈ N. Pela arbitrariedade na escolha de g, segue que

ρ−j

(
j

ke

) j
k

sup
g∈B

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)

∥∥∥∥∥
d̂jg (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ 1,

para todo j ∈ N, e assim

(
j

ke

) j
k

sup
g∈B

Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E)

∥∥∥∥∥
d̂jg (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ ρj,

para todo j ∈ N. Portanto, se δ ∈ (ρ,A) , temos ρ

δ
< 1 e dáı

sup
g∈B

‖g‖Ñ,(s;(r,q)),k,δ ≤

∞∑

j=0

1

δj

(
j

ke

) j
k

sup
g∈B

∥∥∥∥∥
d̂jg (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

∞∑

j=0

(ρ
δ

)j

=
1

1 − ρ

δ

.

Logo, B está contido na bola fechada de centro 0 e raio 1
1− ρ

δ

de Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) .

A demonstração para k = 1 e +∞ segue de maneira análoga.

Corolário 3.2.4. Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , um subconjunto B de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

ou de Expk
(s,m(r;q)),A (E) é limitado se, e somente se, existe ρ ∈ (0, A) tal que B está contido

e é limitado em Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) ou em Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) , respectivamente.

Demonstração. Segue diretamente da demonstração da Proposição anterior.

Para demonstrar a próxima proposição que dá uma caracterização dos conjuntos

limitados de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) e Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) , precisamos de um resultado da teoria

de espaços vetoriais topológicos que será enunciado na forma de lema. A demonstração deste

resultado pode ser encontrada em Grothendieck [2], Proposição 11, pág. 24.

Lema 3.2.5. Seja X um espaço vetorial topológico, cuja topologia seja a mais fraca tal

que as aplicações fi de X num espaço vetorial topológico Xi sejam cont́ınuas. Então, um

subconjunto L é limitado em X se, e somente se, para todo i, fi (L) é limitado em Xi.
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Proposição 3.2.6. Para k ∈ (1,+∞) e A ∈ [0,+∞) , um subconjunto B de

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) ou de Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) é limitado se, e somente se,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ A (3.27)

ou

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))




1
j

≤ A, (3.28)

respectivamente.

Para k = 1 e A ∈ [0,+∞) , um subconjunto B de Exp1
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) ou de Exp1
(s,m(r;q)),0,A (E)

é limitado se, e somente se,

lim sup
j→∞

(
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

) 1
j

≤ A (3.29)

ou

lim sup
j→∞

(
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))

) 1
j

≤ A, (3.30)

respectivamente.

Para k = +∞ e A ∈ [0,+∞) , um subconjunto B de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) ou de

Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) é limitado se, e somente se,

lim sup
j→∞


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ A (3.31)

ou

lim sup
j→∞


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s,m(r;q))




1
j

≤ A, (3.32)

respectivamente.

Demonstração. Seja B ⊆ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) limitado, para k ∈ (1,+∞) , então pelo Lema

3.2.5 segue que B é limitado em Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , para todo ρ > A. Logo, para cada ρ > A

existe Mρ > 0, tal que

sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ < Mρ,



SEÇÃO 3.2 • CONJUNTOS LIMITADOS 58

dáı

ρ−j

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

< Mρ,

e, portanto,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ ρ,

para todo ρ > A, o que implica

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ A.

Para Expk
(s,m(r;q)),A (E) decorre analogamente. Os casos k = 1 e +∞ também seguem de

maneira análoga.

Agora, suponha que (3.27) seja satisfeita, então dado ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (A+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Assim dado ρ > A, temos

ρ−j

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε)

(
A+ ε

ρ

)j

,

para todo j ∈ N. Tomando ε > 0 tal que ρ > A + ε, temos A+ε
ρ

< 1 e, portanto, segue das

duas desigualdades acima que

sup
f∈B

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤

∞∑

j=0

1

ρj

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ C (ε)
∞∑

j=0

(
A+ ε

ρ

)j

< +∞.

Logo, B é limitado em Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , para cada ρ > A, assim B é limitado em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

Para Expk
(s,m(r;q)),A (E) decorre analogamente. Os casos k = 1 e +∞ também seguem de

maneira análoga.
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3.3 O Isomorfismo Topológico da Transformada de

Fourier-Borel

Teorema 3.3.1. Se E ′ tem a propriedade da aproximação λ-limitada, então a transformada

de Fourier-Borel F é um isomorfismo topológico entre os espaços
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

β
e

Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) , para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] .

A letra β usada acima significa que estamos considerando a topologia forte no dual.

Demonstração. Sabemos que Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) é um espaço DF, então seu dual forte é um

espaço de Fréchet (Proposição 1.4.10). Além disso Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) também é um

espaço de Fréchet e F é um isomorfismo, assim basta mostrar que F−1 é cont́ınua, pois a

continuidade de F segue do Teorema da Aplicação Aberta.

Provaremos a continuidade de F−1 mostrando que para cada seminorma cont́ınua q em[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

β
, existem C > 0 e uma seminorma cont́ınua p em

Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) tais que

q
(
F−1 (H)

)
= q (TH) ≤ Cp (H) ,

para todo H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) (aqui estamos usando a notação TH já usada

várias vezes nas demonstrações anteriores). Lembremos que a topologia forte no dual é a

topologia da convergência sobre os limitados, ou seja, as seminormas que geram a topologia

de
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

β
são da forma pB (S) = sup

f∈B

|S (f)| , onde S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

e

B ⊆ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) é um subconjunto limitado.

Assim, para k ∈ (1,+∞) , seja B um subconjunto limitado de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Pela

Proposição 3.2.3 existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ ρ.

Logo, para cada ε > 0 existe C (ε) > 0 tal que

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (ρ+ ε)j
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para todo j ∈ N. Dáı,

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ = sup

f∈B

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ (3.33)

≤ C (ε)
∞∑

j=0

(ρ+ ε)j

(
ke

j

) j
k

j!

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

.

Como (
ke

j

) j
k

= (θ (k))j

(
j

k′e

) j

k′ ej

jj
,

temos

∞∑

j=0

(ρ+ ε)j

(
ke

j

) j
k

j!

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

≤ (3.34)

≤

∞∑

j=0

(θ (k))j (ρ+ ε)j j!

jj
ej

(
j

k′e

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

.

Sabemos que

lim
j→∞

e

j
(j!)

1
j = 1,

logo existe D (ε) > 0 tal que
j!

jj
ej ≤ D (ε) (1 + ε)j , (3.35)

para todo j ∈ N. Portanto, segue de (3.33), (3.34) e (3.35) que

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ ≤

∞∑

j=0

(θ (k))j (ρ+ ε)j j!

jj
ej

(
j

k′e

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

≤

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

(θ (k))j (ρ+ ε)j (1 + ε)j

(
j

k′e

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

=

= C (ε)D (ε) ‖H‖(s′,m(r′;q′)),k′, 1
θ(k)(ρ+ε)(1+ε)

.

Assim, escolhendo ε > 0 tal que (ρ+ ε) (1 + ε) < A, temos 1
θ(k)(ρ+ε)(1+ε)

> 1
θ(k)A

e, portanto,

segue a continuidade de F−1.

Para k = 1, seja B um subconjunto limitado de Exp1
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Pela Proposição 3.2.3

existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞

(
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

) 1
j

≤ ρ.
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Logo, para cada ε > 0 existe C (ε) > 0 tal que

sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ε) (ρ+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Dáı,

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ = sup

f∈B

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))

1

j!
sup
f∈B

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

≤ C (ε)
∞∑

j=0

(ρ+ ε)j

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

= C (ε) ‖H‖(s′,m(r′;q′)),∞, 1
ρ+ε

. .

Assim, escolhendo ε > 0 tal que (ρ+ ε) < A, temos 1
ρ+ε

> 1
A
, dáı segue a continuidade de

F−1.

Para k = +∞, seja B um subconjunto limitado de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Pela Proposição 3.2.3,

existe ρ ∈ (0, A) tal que

lim sup
j→∞


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ ρ.

Logo, para cada ε > 0 existe C (ε) > 0 tal que

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (ρ+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Dáı,

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ = sup

f∈B

|TH (f)| ≤
∞∑

j=0

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ C (ε)
∞∑

j=0

(ρ+ ε)j
∥∥∥d̂jH (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

= C (ε) ‖H‖(s′,m(r′;q′)), 1
ρ+ε

. .

Assim, escolhendo ε > 0 tal que (ρ+ ε) < A, temos 1
ρ+ε

> 1
A
, dáı segue a continuidade de

F−1.

Um problema em aberto é provar que a transformada de Fourier-Borel F para o caso

abaixo é um isomorfismo topológico, mas é posśıvel provar que F−1 é cont́ınua, como segue:
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Teorema 3.3.2. Se k ∈ [1,+∞] , A ∈ [0,+∞) e E ′ tem a propriedade da aproximação

λ-limitada, então

F−1 : Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) →
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

β
,

é cont́ınua.

Novamente β é usado para designar a topologia forte no dual.

Demonstração. Seja B um subconjunto limitado de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Pela Proposição

3.2.6,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k


sup

f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))




1
j

≤ A.

Para ρ > A, existe C (ρ) > 0 tal que

(
j

ke

) j
k

sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ) ρj,

para todo j ∈ N. Portanto,

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ ≤

∞∑

j=0

∥∥∥d̂jH (0)
∥∥∥

(s′,m(r′;q′))
sup
f∈B

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ C (ρ)
∞∑

j=0

ρj

(
ke

j

) j
k

j!

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

=

= C (ρ)
∞∑

j=0

(ρθ (k))j

(
j

k′e

) j

k′ j!

jj
ej

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

.

Usando (3.35), segue que

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ ≤ C (ρ)

∞∑

j=0

(ρθ (k))j

(
j

k′e

) j

k′ j!

jj
ej

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

≤

≤ C (ρ)C (ε)
∞∑

j=0

(ρ (1 + ε) θ (k))j

(
j

k′e

) j

k′

∥∥∥∥∥
d̂jH (0)

j!

∥∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

=

= C (ρ)C (ε) ‖H‖(s′,m(r′;q′)),k′, 1
θ(k)ρ(1+ε)

,

para todo ε > 0 e ρ > A. Assim,

sup
f∈B

∣∣F−1 (H) (f)
∣∣ ≤ C (ρ)D (ε) ‖H‖(s′,m(r′;q′)),k′,r ,
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para todo r < 1
θ(k)A

e isto implica que F−1 é cont́ınua.

As demonstrações dos casos k = 1 e k = +∞ são análogas.



CAPÍTULO 4

Operadores de Convolução

Deste caṕıtulo em diante vamos considerar E um espaço de Banach complexo, E ′ com

a propriedade da aproximação λ-limitada e s, r, q ∈ [1,+∞] , com s, r ≤ q.

Antes de definirmos os operadores de convolução, vamos provar um resultado necessário

para o desenvolvimento da teoria.

4.1 Preliminares

Proposição 4.1.1. (a) Se a ∈ E, k ∈ [1,+∞] , A ∈ (0,+∞] e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , então

d̂nf (·) a ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e

d̂nf (·) a =
∞∑

j=0

(j!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j (a) ,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

(b) Se a ∈ E, k ∈ [1,+∞] , A ∈ [0,+∞) e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , então d̂nf (·) a ∈

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) e

d̂nf (·) a =
∞∑

j=0

(j!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j (a) ,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

64
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Demonstração. É um resultado da teoria de holomorfia (ver Nachbin [19], Proposição 3, pág.

29) que vale a seguinte igualdade:

d̂jf (x) =
∞∑

n=0

(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0)xn, (4.1)

para cada x ∈ E, logo

d̂jf (x) a =
∞∑

n=0

(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0)xn (a) =
∞∑

n=0

(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj (x) , (4.2)

para cada x ∈ E. Pela Proposição 1.3.5, temos que
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) e

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤
∥∥∥d̂n+jf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

‖a‖j ,

para todo n ∈ N. Primeiramente, considere k ∈ [1,+∞) e seja

L = lim sup
n→∞

(
n+ j

ke

) 1
k

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥

1
n+j

Ñ,(s;(r,q))

.

Então para todo ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

(
n+ j

ke

)n+j
k

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (L+ ε)n+j ,

para todo n ∈ N. Assim,

( n
ke

)n
k 1

n!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤
( n
ke

)n
k 1

n!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j =

=
( n
ke

)n
k (n+ j)!

n!

(
ke

n+ j

)n+j
k
(
n+ j

ke

)n+j
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j ≤

≤
( n
ke

)n
k (n+ j)!

n!

(
ke

n+ j

)n+j
k

C (ε) (L+ ε)n+j ‖a‖j =

=

(
n

n+ j

)n
k

(n+ 1) ... (n+ j)

(
ke

n+ j

) j
k

C (ε) (L+ ε)n+j ‖a‖j .

Como

lim
n→∞

(
n

n+ j

) 1
k

[(n+ 1) ... (n+ j)]
1
n

(
ke

n+ j

) j
kn

= 1,
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para todo ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(
n

n+ j

)n
k

(n+ 1) ... (n+ j)

(
ke

n+ j

) j
k

≤ D (ε) (1 + ε)n .

Logo, segue das duas desigualdades anteriores que

( n
ke

)n
k 1

n!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε)D (ε) (1 + ε)n (L+ ε)n+j ‖a‖j =

= C (ε)D (ε) ‖a‖j (L+ ε)j [(1 + ε) (L+ ε)]n ,

para todo n ∈ N e ε > 0. Dáı,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥∥∥

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) aj

n!

∥∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ (1 + ε) (L+ ε) ,

e como ε > 0 é arbitrário, temos

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥∥∥

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) aj

n!

∥∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ L.

Assim, se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , então L < A e portanto d̂nf (·) a ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

(para A ∈ (0,+∞]) e se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , então L ≤ A e portanto d̂nf (·) a ∈

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) (para A ∈ [0,+∞)).

Considere agora o caso k = +∞. A demonstração para HÑb,(s;(r,q)) (E) = Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0

(E)

pode ser encontrada em Matos [15], Proposição 9.1.3, pág. 174. Agora, para

f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) = HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
,

com A ∈ (0,+∞) , temos

lim sup
n→∞

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥

1
n+j

Ñ,(s;(r,q))

≤ A.

Então, para todo ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (A+ ε)n+j ,
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para todo n ∈ N. Assim,

1

n!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤
1

n!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j =

= (n+ 1) ... (n+ j)
1

(n+ j)!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j ≤

≤ (n+ 1) ... (n+ j) ‖a‖j C (ε) (A+ ε)n+j .

Como

lim
n→∞

(n+ 1)
1
n ... (n+ j)

1
n = 1,

para todo ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(n+ 1) ... (n+ j) ≤ D (ε) (1 + ε)n .

Logo, segue das duas desigualdades anteriores que

1

n!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε)D (ε) (1 + ε)n (A+ ε)n+j ‖a‖j =

= C (ε)D (ε) ‖a‖j (A+ ε)j [(1 + ε) (A+ ε)]n ,

para todo n ∈ N e ε > 0. Dáı,

lim sup
n→∞

∥∥∥∥∥∥

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) aj

n!

∥∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ (1 + ε) (A+ ε) ,

e como ε > 0 é arbitrário, temos

lim sup
n→∞

∥∥∥∥∥∥

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) aj

n!

∥∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ A.

Assim, d̂nf (·) a ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)

= Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Falta provar o resultado para

os espaços Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) . Se f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) então f ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
, para

algum ρ < A. Logo, d̂nf (·) a ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)

e, portanto, d̂nf (·) a ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Falta ainda provar a convergência da série na topologia do espaço correspondente.
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Se f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , para algum ρ > 0, com k ∈ [1,+∞) , temos que

∥∥∥∥∥d̂
jf (·) a−

v∑

n=0

(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·n (a)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ0

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=v+1

(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·n (a)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ0

=
∞∑

n=v+1

ρ−n
0

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥(n!)−1
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) aj

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

∞∑

n=v+1

ρ−n
0

( n
ke

) 1
k
∥∥∥(n!)−1 d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

‖a‖j

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

n=v+1

ρ−n
0 [(ρ+ ε) (1 + ε)]n ‖a‖j (ρ+ ε)j

= C (ε)D (ε) ‖a‖j (ρ+ ε)j
∞∑

n=v+1

[
ρ−1

0 (ρ+ ε) (1 + ε)
]n
,

e a expressão desta última desigualdade tende a zero quando v → ∞, para ρ0 > ρ e ε > 0

tal que (ρ+ ε) (1 + ε) < ρ0 (nestas desigualdades usamos o mesmo procedimento usado

anteriormente para L, mas usando ρ). Agora, a convergência segue das topologias dos

espaços, como feito na demonstração da Proposição 2.1.22. Para o caso k = +∞, decorre de

maneira análoga usando as desigualdades correspondentes.

4.2 Definições e Resultados Concernentes

Definição 4.2.1. Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , um operador de convolução em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) é uma aplicação linear cont́ınua

O : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

tal que

d (Of) (·) a = O (df (·) a) ,

para todo a ∈ E e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ [0,+∞) , um operador de convolução em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) é uma
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aplicação linear cont́ınua

O : Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E)

tal que

d (Of) (·) a = O (df (·) a) ,

para todo a ∈ E e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

Denotaremos os conjuntos de todos os operadores de convolução sobre Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e

sobre Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) por Ak
Ñ,(s;(r,q)),A

e Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,A

, respectivamente. Também usare-

mos as seguintes notações Ak
Ñ,(s;(r,q)),∞

= Ak
Ñ,(s;(r,q))

e Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,0

= Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

.

Proposição 4.2.2. Em qualquer um dos casos da Definição 4.2.1, temos que

O
(
d̂nf (·) a

)
= d̂n (Of) (·) a,

para todo a ∈ E e n ∈ N.

Demonstração. Vamos provar por indução finita. O caso n = 1, segue da Definição 4.2.1 de

um operador de convolução. Suponha então a igualdade válida para n e vamos provar para

n + 1. Pela definição de derivada direcional (ver Nachbin [18], Definição 4, pág. 20), temos

que

d̂n+1f (·) a = d1g (·) a,

onde g (x) = dnf (x) (a, ..., a) = d̂nf (x) a. Logo,

O
(
d̂n+1f (·) a

)
= O

(
d1g (·) a

)
= d1 (Og) (·) a = d1

[
O
(
d̂nf (·) a

)]
(·) a

= d1
[
d̂n (Of) (·) a

]
(·) a := d̂n+1 (Of) (·) a.

Exemplo 4.2.3. Vamos dar alguns exemplos de operadores de convolução:

(1) Claramente o operador identidade e o operador nulo são operadores de convolução.

(2) Para cada n ∈ N, considere On : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) dado por

On (f) = d̂nf (·) a ou On : Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) dado por On (f) =

d̂nf (·) a, com a ∈ E. Em qualquer um dos casos, On é um operador de convolução. De fato,

a Proposição 4.1.1 garante que On está bem definido, em ambos os casos. Vamos provar a
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continuidade de On já que a linearidade e a comutatividade com derivadas direcionais são

claras. Para k ∈ [1,+∞) , temos que

‖Onf‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ =

=
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k 1

j!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) an

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k 1

j!

∥∥∥d̂j+nf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖n =

=
∞∑

j=0

ρn ‖a‖n (n+ j)!

j!

(
j

ke

) j
k
(

ke

j + n

) j+n
k

ρ−(j+n)

(
j + n

ke

) j+n
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂j+nf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

≤

∞∑

j=0

ρn ‖a‖n (n+ j)!

j!

(
j

j + n

) j
k
(

ke

j + n

)n
k

ρ−(j+n)

(
j + n

ke

) j+n
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂j+nf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
.

Como

lim
j→∞

ρ
n
j ‖a‖

n
j [(j + 1) . . . (j + n)]

1
j

(
j

j + n

) 1
k
(

ke

j + n

) n
jk

= 1,

para todo ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

ρn ‖a‖n (j + 1) . . . (j + n)

(
j

j + n

) j
k
(

ke

j + n

)n
k

≤ C (ε) (1 + ε)j ,

para todo j ∈ N. Assim,

‖Onf‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤
C (ε)

(1 + ε)n ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

.

Por argumentos similares aos já usados anteriormente e tomando ε > 0 conveniente, segue

a continuidade de On em ambos os casos.

(c) Mais geralmente, para m ∈ N fixo, O =
m∑

n=1

αnOn define um operador de convolução

em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) , onde αn ∈ C.

Observação 4.2.4. Definimos um operador de convolução da maneira tradicional, ou seja,

sendo um operador que comuta com todas derivadas direcionais e, conseqüentemente (Pro-

posição 4.2.2), comuta com todas as derivadas direcionais de todas as ordens. Podeŕıamos

ter definido um operador de convolução substituindo a condição

d (Of) (·) a = O (df (·) a)

por

τ−a (O (f)) = O (τ−af)
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para todo a ∈ E, onde τ−af (x) = f (x+ a) , para todo x ∈ E, nos casos em que τ−af

está bem definida. Provaremos adiante que estas duas condições são equivalentes, ou seja,

comutatividade por translações e comutatividade por derivadas direcionais são condições

equivalentes. O próximo resultado dá uma representação de τ−af.

Proposição 4.2.5. (a) Para k ∈ [1,+∞) , se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e a ∈ E, então τ−af ∈

Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e

τ−af =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

(b) Para k ∈ [1,+∞] , se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e a ∈ E, então τ−af ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e

τ−af =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .

Demonstração. O caso (b) com k = +∞ foi provado por Matos em [15], Proposição 9.1.4,

pág. 175. Provaremos (a) e (b), com k ∈ [1,+∞) . Suponha que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥

1
j

Ñ,(s;(r,q))

= L < +∞. (4.3)

Então, para todo ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
d̂jf (0)

j!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ε) (L+ ε)j , (4.4)

para todo j ∈ N. Como

τ−af (x) = f (x+ a) =
∞∑

j=0

1

j!
d̂jf (a)x =

∞∑

j=0

1

j!
d̂jf (x) a,

para cada x ∈ E, segue que

d̂n (τ−af) (0) = d̂nf (a) ,

e pelas Proposições 4.1.1 e 1.3.5,

∥∥∥d̂n (τ−af) (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
=
∥∥∥d̂nf (a)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j .
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Dáı, temos que

( n
ke

)n
k 1

n!

∥∥∥d̂n (τ−af) (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤

∞∑

j=0

( n
ke

)n
k 1

n!j!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j =

=
∞∑

j=0

( n
ke

)n
k

(
ke

n+ j

)n+j
k (n+ j)!

n!j!

(
n+ j

ke

)n+j
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖j ≤

≤

∞∑

j=0

(
ke

j

) j
k

2n+j ‖a‖j

(
n+ j

ke

)n+j
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

e esta uma desigualdade é válida pois

( n
ke

)n
k

(
ke

n+ j

)n
k

≤ 1,

(
ke

n+ j

) j
k

≤

(
ke

j

) j
k

e
(n+ j)!

n!j!
≤ 2n+j.

Da desigualdade (4.4), temos que

(
n+ j

ke

)n+j
k 1

(n+ j)!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ε) (L+ ε)n+j ,

para todos j, n ∈ N. Como

lim
j→∞

(
ke

j

) 1
k

= 0,

para todo ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(
ke

j

) 1
k

≤ D (ε) εj,

para todo j ∈ N. Tomando ε > 0 tal que 2ε ‖a‖ (L+ ε) < 1, segue que

( n
ke

)n
k 1

n!

∥∥∥d̂n (τ−af) (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
≤ C (ε)D (ε) 2n (L+ ε)n

∞∑

j=0

2jεj ‖a‖j (L+ ε)j =

= C (ε)D (ε) 2n (L+ ε)n 1

1 − 2ε ‖a‖ (L+ ε)
.

Portanto,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥∥
d̂n (τ−af) (0)

n!

∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ 2 (L+ ε) ,
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conseqüentemente,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥∥
d̂n (τ−af) (0)

n!

∥∥∥∥∥

1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ 2L < +∞. (4.5)

Assim, se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) segue de (4.5) que τ−af ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

Se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) segue de (4.3) que L = 0 e por (4.5) temos τ−af ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .

Agora, para provar a convergência seja f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , então f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),L

(E) , para

algum L > 0. Seja ε > 0 tal que 2ε ‖a‖ (L+ ε) < 1, então se ρ > 2 (L+ ε) , temos
∥∥∥∥∥τ−af −

v∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=v+1

1

n!
d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

=

=
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
1

j!
d̂j

(
∞∑

n=v+1

1

n!
d̂nf (·) a

)
(0)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

=
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∥∥∥∥∥
∞∑

n=v+1

1

j!
d̂j

(
1

n!
d̂nf (·) a

)
(0)

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∞∑

n=v+1

1

j!n!

∥∥∥d̂j
(
d̂nf (·) a

)
(0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
=

=
∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∞∑

n=v+1

1

j!n!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j (a)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ (4.6)

≤

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k

∞∑

n=v+1

1

j!n!

∥∥∥d̂n+jf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖a‖n =

=
∞∑

j=0

∞∑

n=v+1

ρ−j

(
j

ke

) j
k
(
n+ j

ke

)n+j
k
(

ke

n+ j

)n
k
(

ke

n+ j

) j
k (n+ j)!

j!n!

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

‖a‖n ≤

≤

∞∑

j=0

∞∑

n=v+1

ρ−j

(
ke

n+ j

)n
k

2n+j

(
n+ j

ke

)n+j
k

∥∥∥∥∥
d̂n+jf (0)

(n+ j)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

‖a‖n ≤

≤ C (ε)
∞∑

j=0

∞∑

n=v+1

ρ−j

(
ke

n+ j

)n
k

(L+ ε)n+j 2n+j ‖a‖n ≤

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

∞∑

n=v+1

ρ−jεn (L+ ε)n+j 2n+j ‖a‖n .

Nestas desigualdades usamos a Proposição 4.1.1 e as desigualdades usadas na primeira parte

da demonstração da presente Proposição.
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Voltando em (4.6), segue da escolha de ε > 0 e da convergência das séries geométricas, que
∥∥∥∥∥τ−af −

v∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

∞∑

n=v+1

ρ−jεn (L+ ε)n+j 2n+j ‖a‖n ≤

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

ρ−j (L+ ε)j 2j

∞∑

n=v+1

εn (L+ ε)n 2n ‖a‖n =

= C (ε)D (ε)
1

1 − 2ρ−1 (L+ ε)
·
εv+1 (L+ ε)v+1 2v+1 ‖a‖v+1

1 − 2ε (L+ ε) ‖a‖
.

Portanto,

lim
v→∞

∥∥∥∥∥τ−af −

v∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),ρ

= 0,

pois

lim
v→∞

εv+1 (L+ ε)v+1 2v+1 ‖a‖v+1

1 − 2ε (L+ ε) ‖a‖
= 0.

Da mesma forma, se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , então f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),L

(E) , para todo L > 0.

Assim, se para cada δ > 0, tomarmos ε > 0 e L > 0 tais que δ−2ε
2

> 0, L < δ−2ε
2

e

2ε ‖a‖ (L+ ε) < 1, então δ > 2(L + ε) e procedendo de mesma maneira que anteriormente,

mas usando δ ao invés de ρ, obtemos

lim
v→∞

∥∥∥∥∥τ−af −

v∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),δ

= 0,

para todo δ > 0. Agora, a convergência, tanto no item (a), quanto no item (b), segue da

mesma maneira descrita na demonstração da Proposição 2.1.22.

Vamos provar agora um resultado auxiliar necessário para demonstrar a equivalência

já mencionada entre comutatividade por translações e comutatividade por derivadas dire-

cionais para operadores de convolução.

Proposição 4.2.6. (a) Para k ∈ [1,+∞) , se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e a ∈ E, então

lim
λ→0

λ−1 (τ−λaf − f) = d̂1f (·) a,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

(b) Para k ∈ [1,+∞] , se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e a ∈ E, então

lim
λ→0

λ−1 (τ−λaf − f) = d̂1f (·) a,

no sentido da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .
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Demonstração. Temos que

τ−λaf =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) (λa) = f (·) + λd̂1f (·) a+

∞∑

n=2

λn

n!
d̂nf (·) a,

então

τ−λaf − f − λd̂1f (·) (a)

λ
=

∞∑

n=2

λn

n!
d̂nf (·) a

λ
=

∞∑

n=2

1

n!
λn−1d̂nf (·) a = λ

∞∑

n=2

1

n!
λn−2d̂nf (·) a.

Assim, fazendo as mesmas contas feitas na Proposição 4.2.5 para λ suficientemente pequeno

(λ ≤ 1), temos

∥∥∥∥∥
∞∑

n=2

1

n!
λn−2d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

∞∑

n=2

λn−2ρ−jεn (L+ ε)n+j 2n+j ‖a‖n ≤

≤ C (ε)D (ε)
∞∑

j=0

∞∑

n=2

ρ−jεn (L+ ε)n+j 2n+j ‖a‖n =

= C (ε)D (ε)
1

1 − 2ρ−1 (L+ ε)
·
ε2 (L+ ε)2 22 ‖a‖2

1 − 2ε (L+ ε) ‖a‖
.

Logo,

lim
λ→0

∥∥∥∥∥
τ−λaf − f − λd̂1f (·) (a)

λ

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= lim
λ→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

n=2

1

n!
λn−2d̂nf (·) a

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= 0,

pois

lim
λ→0

|λ|C (ε)D (ε)
1

1 − 2ρ−1 (L+ ε)
·
ε2 (L+ ε)2 22 ‖a‖2

1 − 2ε (L+ ε) ‖a‖
= 0.

Portanto,

lim
λ→0

λ−1 (τ−λaf − f) = d̂1f (·) a,

em ambos os casos.

Teorema 4.2.7. (a) Se k ∈ [1,+∞) e O é uma aplicação linear cont́ınua de Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E)

em Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , então O é um operador de convolução se, e somente se,

O (τaf) = τa (Of) ,
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para todo a ∈ E e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

(b) Se k ∈ [1,+∞] e O é uma aplicação linear cont́ınua de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , então O é um operador de convolução se, e somente se,

O (τaf) = τa (Of) ,

para todo a ∈ E e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .

Demonstração. Seja O um operador de convolução em qualquer um dos casos, então

O
(
d̂nf (·) a

)
= d̂n (Of) (·) a

para todo n ∈ N e a ∈ E. Pela Proposição 4.2.5, temos que

τ−af =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf (·) a,

no senso da topologia de cada espaço e, portanto,

O (τ−af) =
∞∑

n=0

1

n!
O
(
d̂nf (·) (a)

)
=

∞∑

n=0

1

n!
d̂n (Of) (·) a = τ−a (Of) .

Logo,

O (τaf) = τa (Of) .

Para a rećıproca, seja O uma aplicação linear e cont́ınua tal que O (τaf) = τa (Of) , para

todo a ∈ E, então segue da Proposição 4.2.6 que

d̂1 (Of) (·) a = lim
λ→0

λ−1 (τ−λa (Of) −Of) = lim
λ→0

λ−1 (O (τ−λaf) −Of) =

= lim
λ→0

O
(
λ−1 (τ−λaf − f)

)
= O

(
lim
λ→0

λ−1 (τ−λaf − f)
)

= O
(
d̂1f (·) a

)
,

em qualquer um dos casos e, portanto, O é um operador de convolução.

Definição 4.2.8. Para k ∈ [1,+∞) , T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , defi-

nimos o produto de convolução entre T e f por

(T ∗ f) (x) = T (τ−xf) ,
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para todo x ∈ E.

Para k ∈ [1,+∞] , T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , definimos o produto de

convolução entre T e f também por

(T ∗ f) (x) = T (τ−xf) ,

para todo x ∈ E.

Vamos mostrar que T∗ define um operador de convolução no espaço Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) ,

para k ∈ [1,+∞) , e no espaço Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , para k ∈ [1,+∞] . Mais ainda, vamos

mostrar que todo operador de convolução nestes espaços é desta forma, mas para isto pre-

cisamos de alguns resultados preliminares.

Proposição 4.2.9. Se k ∈ [1,+∞] e T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

, temos que existem C > 0 e

ρ > 0 tais que

|T (f)| ≤ C ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ , se k ∈ [1,+∞) ,

|T (f)| ≤ Cp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) , se k = +∞,

para todo f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) (isso é devido a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) ser gerada

pela famı́lia de normas ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ , ρ > 0, se k ∈ [1,+∞) e por p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(·) , ρ > 0, se

k = +∞). Então, para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) com A ∈ LÑs,(s;(r,q)) (nE) tal que P = Â, o

polinômio

T
(
Â·m

)
: E −→ C

y 7−→ T
(
A ·m yn−m

)

pertence a PÑ,(s;(r,q)) (n−mE) , para cada m ≤ n e

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−m
(m
ke

)m
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) , se k ∈ [1,+∞) ,

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−m ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) , se k = +∞.

Demonstração. Primeiramente, suponha que P ∈ Pf (nE) e A ∈ Lfs (nE) , onde Pf (nE)

denota os polinômios n-homogêneos de tipo finito definidos sobre E e Lfs (nE) denota o

espaço das aplicações n-lineares simétricas de tipo finito definidas sobre E. Então, P é da

forma

Â = P =

q∑

j=0

ϕn
j ,
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onde ϕj ∈ E ′, j = 1, ..., q, e

T
(
Â·m

)
(y) = T

(
A ·m yn−m

)
= T

(
q∑

j=0

ϕj (·)m ϕj (y)n−m

)
=

q∑

j=0

T
(
ϕm

j

)
ϕj (y)n−m ,

para todo y ∈ E, logo

T
(
Â·m

)
=

q∑

j=0

T
(
ϕm

j

)
ϕn−m

j ∈ Pf

(
n−mE

)
.

Além disso,

∣∣T
(
ϕm

j

)∣∣ ≤ C
∥∥ϕm

j

∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= Cρ−m
(m
ke

)m
k ∥∥ϕm

j

∥∥
Ñ,(s;(r,q))

= Cρ−m
(m
ke

)m
k

‖ϕj‖
m ,

para k ∈ [1,+∞) , e

∣∣T
(
ϕm

j

)∣∣ ≤ Cp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
ϕm

j

)
= Cρ−m

∥∥ϕm
j

∥∥
Ñ,(s;(r,q))

= Cρ−m ‖ϕj‖
m

para k = +∞. Portanto, se k ∈ [1,+∞) ,

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

q∑

j=0

∣∣T
(
ϕm

j

)∣∣ ∥∥ϕn−m
j

∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

q∑

j=0

∣∣T
(
ϕm

j

)∣∣ ‖ϕj‖
n−m ≤

≤

q∑

j=0

Cρ−m
(m
ke

)m
k

‖ϕj‖
m ‖ϕj‖

n−m = Cρ−m
(m
ke

)m
k

q∑

j=0

‖ϕj‖
n ,

dáı ∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−m
(m
ke

)m
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) ,

para todo P ∈ Pf (nE) , pois

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) =

q∑

j=0

∥∥ϕn
j

∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

q∑

j=0

‖ϕj‖
n .

Da mesma forma, se k = +∞,

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−m

q∑

j=0

‖ϕj‖
n = Cρ−m ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) ,

para todo P ∈ Pf (nE) . Portanto, provamos o resultado para os polinômios n-homogêneos

de tipo finito, mas como Pf (nE) é denso em PÑ,(s;(r,q)) (nE) (Proposição 1.3.4), segue o

resultado para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) .
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Proposição 4.2.10. Se k ∈ [1,+∞) e T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

, temos que para todo ρ > 0,

existe C (ρ) > 0 tal que

|T (f)| ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

para todo f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) (isso é devido às propriedades da topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E)).

Então, para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) com A ∈ LÑs,(s;(r,q)) (nE) tal que P = Â, o polinômio

T
(
Â·m

)
: E −→ C

y 7−→ T
(
A ·m yn−m

)

pertence a PÑ,(s;(r,q)) (n−mE) , para cada m ≤ n e

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ) ρ−m
(m
ke

)m
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Demonstração. Procedendo da mesma maneira que na Proposição 4.2.9, temos que para

P ∈ Pf (nE) e A ∈ Lfs (nE) , com P da forma

Â = P =

q∑

j=0

ϕn
j ,

onde ϕj ∈ E ′, j = 1, ..., q, para cada ρ > 0, existe C (ρ) > 0 tal que

∣∣T
(
ϕm

j

)∣∣ ≤ C (ρ)
∥∥ϕm

j

∥∥
Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

= C (ρ) ρ−m
(m
ke

)m
k ∥∥ϕm

j

∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C (ρ) ρ−m
(m
ke

)m
k

‖ϕj‖
m .

Portanto,

∥∥∥T
(
Â·m

)∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ) ρ−m
(m
ke

)m
k

q∑

j=0

‖ϕj‖
n = C (ρ) ρ−m

(m
ke

)m
k

‖P‖Ñ,(s;(r,q)) ,

para todo P ∈ Pf (nE) . Portanto, provamos o resultado para os polinômios n-homogêneos

de tipo finito, mas como Pf (nE) é denso em PÑ,(s;(r,q)) (nE) (Proposição 1.3.4), segue o

resultado para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) .

Teorema 4.2.11. (a) Se k ∈ [1,+∞] , T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) ,

então T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e T∗ ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

.

(b) Se k ∈ [1,+∞) , T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , então T ∗ f ∈

Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e T∗ ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q))

.
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Demonstração. Primeiramente, vamos provar a linearidade de T∗. Para λ ∈ C e f, g ∈

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , no caso k ∈ [1,+∞] , ou f, g ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , no caso k ∈ [1,+∞) ,

temos que

T ∗ (f + λg) (x) = T (τ−x (f + λg)) ,

para cada x ∈ E. Então,

τ−x (f + λg) (y) = (f + λg) (y + x) = f (y + x) + λg (y + x) = τ−xf (y) + λτ−xg (y) ,

para todo y ∈ E, e conseqüentemente

τ−x (f + λg) = τ−xf + λτ−xg.

Assim,

T ∗ (f + λg) (x) = T (τ−x (f + λg)) = T (τ−xf + λτ−xg) =

= T (τ−xf) + λT (τ−xg) = T ∗ f (x) + λT ∗ g (x) ,

para todo x ∈ E. Logo,

T ∗ (f + λg) = T ∗ f + λ (T ∗ g)

e, portanto, T∗ é linear.

Agora, em qualquer um dos casos segue das Proposições 4.1.1 e 4.2.5 que

(T ∗ f) (x) = T (τ−xf) =
∞∑

n=0

1

n!
T
(
d̂nf (·) (x)

)
=

∞∑

n=0

1

n!
T

(
∞∑

j=0

1

j!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j (x)

)
=

=
∞∑

n=0

1

n!

∞∑

j=0

1

j!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j (x)

)
.

Vamos provar primeiro o ı́tem (a). Pela Proposição 4.2.9, temos que o polinômio

T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j
)

pertence a PÑ,(s;(r,q)) (nE) e

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

, se k ∈ [1,+∞) ,

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ Cρ−j
∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

, se k = +∞,
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com C e ρ como na Proposição 4.2.9. Se k ∈ [1,+∞) e 0 < ρ′ < ρ, então

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ C

∞∑

j=0

1

j!
ρ−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ C

∞∑

j=0

1

j!
(ρ′)

−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= (ρ′)
n
Cn!

∞∑

j=0

(j + n)!

j!n!

(
j

j + n

) j
k
(

ke

j + n

)n
k
(
j + n

ke

) j+n
k

(ρ′)
−(j+n)

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ (ρ′)
n
Cn!

(
ke

n

)n
k

∞∑

j=0

2j+n (ρ′)
−(j+n)

(
j + n

ke

) j+n
k

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ (ρ′)
n
Cn!

(
ke

n

)n
k

‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k, ρ′

2

,

e isto implica que

Pn =
∞∑

j=0

1

j!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j
)

∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) ,

para cada n ∈ N, e

‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ (ρ′)
n
Cn!

(
ke

n

)n
k

‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k, ρ′

2

.

Dáı,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥
Pn

n!

∥∥∥∥
1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ lim sup
n→∞

C
1
nρ′ ‖f‖

1
n

Ñ,(s;(r,q)),k, ρ′

2

= ρ′,

para todo 0 < ρ′ < ρ. Logo,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥
Pn

n!

∥∥∥∥
1
n

Ñ,(s;(r,q))

= 0,

e como

T ∗ f (x) =
∞∑

n=0

1

n!
Pn (x) ,

segue que T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) . Para provar a continuidade de T∗, seja ρ1 > 0, então

para 0 < ρ′ < ρ e ρ′ < ρ1, temos

‖T ∗ f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ1
=

∞∑

n=0

1

n!

( n
ke

) 1
k

ρ−n
1 ‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

≤ C ‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k, ρ′

2

∞∑

n=0

(
ρ′

ρ1

)n

= C

(
1 −

ρ′

ρ1

)−1

‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k, ρ′

2

,
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e como a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) é gerada pela famı́lia de normas
(
‖·‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ

)
ρ>0

,

segue que T∗ é cont́ınua.

Se k = +∞, então para 0 < ρ′ < ρ, temos

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ C

∞∑

j=0

1

j!
ρ−j

∥∥∥d̂j+nf (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
=

= (ρ′)
n
Cn!

∞∑

j=0

(j + n)!

j!n!
(ρ′)

−(j+n)

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ (ρ′)
n
Cn!

∞∑

j=0

2j+n (ρ′)
−(j+n)

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤ (ρ′)
n
Cn!p∞

Ñ,(s;(r,q)), ρ′

2

(f) ,

e isto implica que

Pn =
∞∑

j=0

1

j!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j
)

∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) ,

para cada n ∈ N, e

‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ (ρ′)
n
Cn!p∞

Ñ,(s;(r,q)), ρ′

2

(f) .

Dáı,

lim sup
n→∞

∥∥∥∥
Pn

n!

∥∥∥∥
1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ lim sup
n→∞

C
1
nρ′
(
p∞

Ñ,(s;(r,q)), ρ′

2

(f)
) 1

n

= ρ′,

para todo 0 < ρ′ < ρ. Logo,

lim sup
n→∞

∥∥∥∥
Pn

n!

∥∥∥∥
1
n

Ñ,(s;(r,q))

= 0,

e como

T ∗ f (x) =
∞∑

n=0

1

n!
Pn (x) ,

segue que T ∗ f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) . Para provar a continuidade de T∗, seja ρ1 > 0, então

para 0 < ρ′ < ρ e ρ′ < ρ1, temos

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ1

(T ∗ f) =
∞∑

n=0

1

n!
ρ−n

1 ‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

≤ Cp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ1

(f)
∞∑

n=0

(
ρ′

ρ1

)n

= C

(
1 −

ρ′

ρ1

)−1

p∞
Ñ,(s;(r,q)), ρ′

2

(f) ,

e como a topologia de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) é gerada pela famı́lia de normas
(
p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ
(·)
)

ρ>0
,

segue que T∗ é cont́ınua.
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Vamos provar agora o ı́tem (b). Pela Proposição 4.2.10, temos que o polinômio T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j
)

pertence a PÑ,(s;(r,q)) (nE) e para todo ρ > 0, existe C (ρ) > 0 tal que

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ) ρ−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

Assim,

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ)
∞∑

j=0

1

j!
ρ−j

(
j

ke

) j
k ∥∥∥d̂j+nf (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= ρnC (ρ)n!
∞∑

j=0

(j + n)!

j!n!

(
j

j + n

) j
k
(

ke

j + n

)n
k
(
j + n

ke

) j+n
k

ρ−(j+n)

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

(4.7)

Agora,

lim sup
j→∞

(
j + n

n

) 1
j+n

= lim sup
j→∞

(
(j + n)!

j!n!

) 1
j+n

= lim sup
j→∞

(
(j + n) . . . (j + 1)

n!

) 1
j+n

=

= lim sup
j→∞

(
1

n!

) 1
j+n

(j + n)
1

j+n . . . (j + 1)
1

j+n = 1,

então, para todo ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

(
j + n

n

)
≤ D (ε) (1 + ε)j+n ,

para todo j ∈ N. Dáı, voltando em (4.7), temos que

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ ρnC (ρ)D (ε)n!

(
ke

n

)n
k

∞∑

j=0

(
ρ

1 + ε

)−(j+n)(
j + n

ke

) j+n
k

∥∥∥∥∥
d̂j+nf (0)

(j + n)!

∥∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤ C (ρ)D (ε) ρnn!

(
ke

n

)n
k

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

.

Logo, se

Pn =
∞∑

j=0

1

j!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+nf (0) ·j
)
,
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temos que

‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

∞∑

j=0

1

j!

∥∥∥∥T
(

✭
✭

✭❤
❤

❤

dj+nf (0) ·j
)∥∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))

≤ C (ρ)D (ε) ρnn!

(
ke

n

)n
k

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

,

para todo ρ > 0 e ε > 0. Dáı,

lim sup
n→∞

( n
ke

) 1
k

∥∥∥∥
Pn

n!

∥∥∥∥
1
n

Ñ,(s;(r,q))

≤ lim sup
n→∞

(C (ρ))
1
n ρ ‖f‖

1
n

Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

= ρ,

se ρ e ε forem escolhidos tais que ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

< +∞. Como

T ∗ f (x) =
∞∑

n=0

1

n!
Pn (x) ,

segue que T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) . Agora se ρ1 > 0 é arbitrário, temos

‖T ∗ f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ1
=

∞∑

n=0

1

n!

( n
ke

) 1
k

ρ−n
1 ‖Pn‖Ñ,(s;(r,q)) ≤

≤

∞∑

n=0

C (ρ)D (ε) ρnn!

(
ke

n

)n
k 1

n!

( n
ke

)n
k

ρ−n
1 ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ

1+ε
=

= C (ρ)D (ε)
∞∑

n=0

(
ρ

ρ1

)n

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

= C (ρ)D (ε)

(
1 −

ρ

ρ1

)−1

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

,

(4.8)

se ρ e ε forem escolhidos tais que ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

< +∞. E isto implica a continuidade de

T ∗ . Em qualquer um dos casos, temos que T∗ comuta com translações. De fato,

τa (T ∗ f) (x) = (T ∗ f) (x− a) = T
(
τ−(x−a)f

)
= T (τ−x ◦ τa (f)) = (T ∗ τaf) (x) ,

para todo x ∈ E.

Definição 4.2.12. (a) Para k ∈ [1,+∞] , definimos

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

: Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

−→
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

por

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O) (f) = (Of) (0) ,
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para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

.

(b) Para k ∈ [1,+∞) , definimos

γk
Ñ,(s;(r,q))

: Ak
Ñ,(s;(r,q))

−→
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

por

γk
Ñ,(s;(r,q))

(O) (f) = (Of) (0) ,

para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q))

.

Claramente as aplicações γk
Ñ,(s;(r,q)),0

e γk
Ñ,(s;(r,q))

estão bem definidas.

Teorema 4.2.13. As aplicações γk
Ñ,(s;(r,q)),0

, para k ∈ [1,+∞] , e γk
Ñ,(s;(r,q))

, para k ∈ [1,+∞) ,

são bijeções lineares.

Demonstração. Considere as aplicações:

Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

:
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
−→ Ak

Ñ,(s;(r,q)),0

dada por Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T ) (f) = T∗f, para todo T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
, f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)

e k ∈ [1,+∞] , e

Γk
Ñ,(s;(r,q))

:
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
−→ Ak

Ñ,(s;(r,q))

dada por Γk
Ñ,(s;(r,q))

(T ) (f) = T ∗ f, para todo T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
, f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)

e k ∈ [1,+∞) . Para, T, S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e λ ∈ C, temos

Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T + λS) (f) = (T + λS) ∗ f,

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e

(T + λS) ∗ f (x) = (T + λS) (τ−xf) = T (τ−xf) + λS (τ−xf) = T ∗ f (x) + λ (S ∗ f) (x) ,

para todo x ∈ E. Logo,

Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T + λS) = Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T ) + λΓk
Ñ,(s;(r,q)),0

(S) ,

o que implica que Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

é linear.

Agora,

Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(O)

)
(f) (x) =

(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(O) ∗ f

)
(x) =

= γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O) (τ−xf) = O (τ−xf) (0) = τ−x (Of) (0) = (Of) (x) ,
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para todo x ∈ E, f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

. Portanto, Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

◦γk
Ñ,(s;(r,q)),0

é a identidade em Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

.

Por outro lado,

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T )
)

(f) =
(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T ) (f)

)
(0) = (T ∗ f) (0) = T (τ0f) = T (f) ,

para todo T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) . Portanto, γk
Ñ,(s;(r,q)),0

◦Γk
Ñ,(s;(r,q)),0

é a identidade em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
. Assim, Γk

Ñ,(s;(r,q)),0
é a inversa de γk

Ñ,(s;(r,q)),0
e, por-

tanto, γk
Ñ,(s;(r,q)),0

é um isomorfismo.

Da mesma forma temos que Γk
Ñ,(s;(r,q))

é a inversa de γk
Ñ,(s;(r,q))

.

Definição 4.2.14. Para k ∈ [1,+∞] e T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

definimos o produto de

convolução de T1 por T2 em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

por

T1 ∗ T2 = γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O1 ◦ O2) ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
,

onde O1 = T1∗ e O2 = T2 ∗ .

Para k ∈ [1,+∞) e T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

definimos o produto de convolução de T1 por

T2 em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

por

T1 ∗ T2 = γk
Ñ,(s;(r,q))

(O1 ◦ O2) ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
,

onde O1 = T1∗ e O2 = T2 ∗ .

As aplicações γk
Ñ,(s;(r,q)),0

e γk
Ñ,(s;(r,q))

preservam produto, de fato: note primeiramente que

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O1) (f) = γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T1∗) (f) = (T1 ∗ f) (0) = T1 (f)

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) , portanto γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T1∗) = T1. Dáı,

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O1 ◦ O2) (f) = (O1 ◦ O2 (f)) (0) = (T1 ∗ (T2 ∗ f)) (0) = T1 (T2 ∗ f)

e
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
O1

)
∗
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
O2

)
(f) =

= γk
Ñ,(s;(r,q)),0

((
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T1∗) ∗

)
◦
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T2∗) ∗

))
(f) =

=
((
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T1∗) ∗

)
◦
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T2∗) ∗

)
(f)
)

(0) =

= γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(T1∗)
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
(T2∗) ∗ f

)
= T1 (T2 ∗ f) ,
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para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) . Logo,

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O1 ◦ O2) =
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
O1

)
∗
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0
O2

)
.

Para γk
Ñ,(s;(r,q))

é análogo. Além disso, os produtos de convolução são associativos e os espaços

têm um elemento neutro δ, com relação a esses produtos, dado por δ (f) = f (0) . De fato,

a associatividade é óbvia. Agora, para T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) ,

temos que

(T ∗ δ) (f) = γk
Ñ,(s;(r,q)),0

((T∗) ◦ (δ∗)) (f) = ((T∗) ◦ (δ∗) (f)) (0) =

= (T ∗ (δ ∗ f)) (0) = T (δ ∗ f) = T (f) ,

e esta última igualdade é válida pois

(δ ∗ f) (x) = δ (τ−xf) = τ−xf (0) = f (x) ,

para todo x ∈ E. Assim T ∗ δ = T e, por outro lado,

(δ ∗ T ) (f) = γk
Ñ,(s;(r,q)),0

((δ∗) ◦ (T∗)) (f) = (δ ∗ (T ∗ f)) (0) =

δ (T ∗ f) = T ∗ f (0) = T (f) .

Logo, δ ∗ T = T. Para γk
Ñ,(s;(r,q))

é análogo. Com isso provamos o seguinte resultado:

Proposição 4.2.15. Os espaços
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

tornam-se álgebras

com os respectivos produtos da Definição 4.2.14.

A partir desta proposição vamos provar que a transformada de Fourier-Borel é um iso-

morfismo entre álgebras, como segue:

Teorema 4.2.16. (a) Para k ∈ [1,+∞] , a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo

de álgebras entre
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) .

(b) Para k ∈ [1,+∞) , a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo de álgebras entre[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) .

Demonstração. Pelos Teoremas 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.9, temos os isomorfismos entre tais espaços

vetoriais. Para provar que a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo entre álgebras,

basta mostrar que ela preserva produto, isto é, F (T1 ∗ T2) = (FT1) (FT2) , em qualquer um
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dos casos.

Primeiramente, vamos provar (a), com k ∈ (1,+∞] . Para ϕ ∈ E ′, temos que

F (T1 ∗ T2) (ϕ) = (T1 ∗ T2) (eϕ) = γk
Ñ,(s;(r,q)),0

(O1 ◦ O2) (eϕ) = (4.9)

= (T1 ∗ (T2 ∗ e
ϕ)) (0) = T1 (T2 ∗ e

ϕ) .

Agora, para T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e x ∈ E, temos que

(T ∗ eϕ) (x) = T (τ−xe
ϕ) = T

(
eϕeϕ(x)

)
= eϕ(x)T (eϕ) ,

pois

τ−xe
ϕ (y) = eϕ(y+x) = eϕ(y)eϕ(x),

para todo y ∈ E. Logo, T ∗ eϕ = eϕT (eϕ) e voltando em (4.9) segue que

T1 (T2 ∗ e
ϕ) = T1 (eϕT2 (eϕ)) = T1 (eϕ)T2 (eϕ) = FT1 (ϕ)FT2 (ϕ) .

Portanto, F (T1 ∗ T2) = (FT1) (FT2) .

Para k = 1, pela Definição 3.1.7, temos que

F (T1 ∗ T2) (ϕ) =
∞∑

j=0

1

j!
(T1 ∗ T2)j

(
ϕj
)
,

onde (T1 ∗ T2)j = (T1 ∗ T2) |P
Ñ,(s;(r,q))(

jE) e a igualdade vale para todo ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ < ρ,

para algum ρ > 0 (pela Proposição 3.1.8). Mas

∞∑

j=0

1

j!
(T1 ∗ T2)j

(
ϕj
)

= (T1 ∗ T2) (eϕ) ,

assim a demonstração segue como no caso k ∈ (1,+∞] .

A prova de (b) decorre análoga à do caso (a). O único cuidado que deveŕıamos tomar é no

caso k = 1, pois pela definição da transformada de Fourier-Borel deveŕıamos ter ‖ϕ‖ < A.

Mas neste caso, A = +∞, logo o resultado segue sem problemas de maneira análoga.

Observação 4.2.17. Segue diretamente das definições e caracterizações de tais espaços que,

para k ∈ [1,+∞] e 0 < A < B < +∞, as inclusões abaixo são verdadeiras:

Expk
(s,m(r;q)),0 (E) ⊂ Expk

(s,m(r;q)),A (E) ⊂ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) ⊂

⊂ Expk
(s,m(r;q)),B (E) ⊂ Expk

(s,m(r;q)) (E)
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e

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) ⊂ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ⊂ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) ⊂

⊂ Expk
Ñ,(s;(r,q)),B

(E) ⊂ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

Mais do que isso, tais inclusões são cont́ınuas. De fato, sejam i1 a inclusãoExpk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) →֒

Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e q uma seminorma cont́ınua em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , então para cada

0 < ρ < A, existe C (ρ) > 0 tal que

q (i1 (f)) ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

para toda f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Então,

q (f) ≤ C (ρ) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) ⊂ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Portanto i1 é cont́ınua.

Seja i2 a inclusão Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) →֒ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) . Temos que i2 é cont́ınua se, e

somente se, i2 ◦ iρ : Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) é cont́ınua, para todo 0 < ρ < A.

Seja α > A, então como ρ < A < α, segue que ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,α ≤ ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ , para toda

f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) . Portanto, i2 ◦ iρ é cont́ınua.

As demais inclusões seguem de argumentos similares e o caso (s,m (r; q)) é análogo.

Portanto, se T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
, então T ∈

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

e

T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′
, para todo A ∈ (0,+∞] e B ∈ [0,+∞) (Aqui estamos con-

siderando a restrição de T no respectivo espaço). Assim, para T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
,

podemos considerar T ∗ P ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
, para cada P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE).

Definição 4.2.18. O funcional T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, com A ∈ (0,+∞] e k ∈ [1,+∞] ,

é dito ser de tipo zero se ele também está em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

ou, equivalentemente, se

FT ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) . O funcional T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′
, com B ∈ [0,+∞) e

k ∈ [1,+∞] , é dito ser de tipo zero se ele também está em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

ou, equiva-

lentemente, se FT ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) .

Vamos provar que para funcionais de tipo zero faz sentido definir seus produtos de con-

volução com funções dos espaços onde tais funcionais estão definidos, obtendo funções do

mesmo espaço, mas antes precisamos de um resultado auxiliar para a prova do caso k = +∞.
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Proposição 4.2.19. Se P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) e T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
, então para todo

ε > 0, ρ > 0, com ρ > ε, existe uma constante C (ρ, ε) ≥ 0, independente de n, tal que

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ P ) ≤ C (ρ, ε) (ρ− ε)−n ‖P‖Ñ,(s;(r,q)) .

Demonstração. Primeiramente, suponha que P = ϕn, com ϕ ∈ E ′. Para x ∈ E, temos

(T ∗ P ) (x) = T (τ−xP ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
d̂jP (·)x

)
=

∞∑

j=0

1

j!
T

(
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dk+jP (0) ·k (x)

)
=

=
n∑

j=0

1

j!
T

(
1

(n− j)!
n!ϕ (·)n−j ϕ (x)j

)
=

n∑

j=0

n!

j! (n− j)!
ϕ (x)j T

(
ϕ (·)n−j

)
.

Assim,

T ∗ P =
n∑

j=0

(
n

j

)
T
(
ϕ (·)n−j

)
ϕj

e, portanto,

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ P ) =
n∑

j=0

(
n

j

) ∣∣∣T
(
ϕ (·)n−j

)∣∣∣ ‖ϕ‖j ρ−j. (4.10)

Agora, como T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

temos que FT ∈ Exp1
(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) , logo

lim sup
j→∞

∥∥∥d̂jFT (0)
∥∥∥

1
j

(s′,m(r′;q′))
= 0,

e como

sup
φ6=0

|T (φj)|

‖φ‖j
=
∥∥∥d̂jFT (0)

∥∥∥ ≤
∥∥∥d̂jFT (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

,

segue que para cada δ > 0, existe α (δ) > 0 tal que

|T (ϕj)|

‖ϕ‖j
≤
∥∥∥d̂jFT (0)

∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

≤ α (δ) δj,

para todo j ∈ N, logo
∣∣T
(
ϕj
)∣∣ ≤ α (δ) δj ‖ϕ‖j , (4.11)

para todo j ∈ N. Assim, segue de (4.10) e (4.11) que, para δ = ε,

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ P ) ≤
n∑

j=0

(
n

j

)
α (ε) εn−j ‖ϕ‖n−j ‖ϕ‖j ρ−j =

α (ε) ‖ϕ‖n
n∑

j=0

(
n

j

)
εn−jρ−j = α (ε) ‖ϕ‖n

(
ρ−1 + ε

)n
. (4.12)
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Tome 0 < ε′ < min
(
ρ, ε

ρ(ρ−ε)

)
, então ε′ < ρ e ε′ < ε

ρ(ρ−ε)
e dáı,

ε′ (ρ− ε) <
ε

ρ
= 1 −

ρ− ε

ρ
=⇒ ε′ (ρ− ε) +

ρ− ε

ρ
< 1 =⇒

=⇒ ε′ +
1

ρ
<

1

ρ− ε
=⇒

(
ρ−1 + ε′

)n
<

(
1

ρ− ε

)n

= (ρ− ε)−n .

Portanto, segue de (4.12) usando δ = ε′ que

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ P ) ≤ α (ε′) ‖ϕ‖n
(
ρ−1 + ε′

)n
≤ α (ε′) ‖ϕ‖n (ρ− ε)−n ,

e como ε′ depende apenas de ρ e ε, podemos escrever α (ε′) = C (ρ, ε) . Logo, isto implica o

resultado para P ∈ Pf (nE) e pela densidade de Pf (nE) em PÑ,(s;(r,q)) (nE) segue o resultado.

Teorema 4.2.20. Para k ∈ [1,+∞] , T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e f em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ou

em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) , com A ∈ (0,+∞] e B ∈ [0,+∞) , se definirmos

T ∗ f =
∞∑

n=0

T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

)
,

então T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) ,

se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) . Mais ainda, T∗ define um operador de convolução em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) , respectivamente.

Demonstração. Primeiramente, suponha que k ∈ [1,+∞) . Se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , então

existe ρ < A tal que ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ < +∞. Pela inclusões da Observação 4.2.17, temos que

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) . Logo, tome ε > 0 tal que ρ (1 + ε) < A, então para ρ (1 + ε) < ρ1 < A,

segue como feito em (4.8), na demonstração do ı́tem (b) do Teorema 4.2.11, que

‖T ∗ f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ1
≤ C (ρ (1 + ε))D (ε)

(
1 −

ρ (1 + ε)

ρ1

)−1

‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k,

ρ(1+ε)
1+ε

=

= C (ρ (1 + ε))D (ε)

(
1 −

ρ (1 + ε)

ρ1

)−1

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ < +∞, (4.13)

portanto, T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) , então ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ < +∞, para todo ρ > B. Para ρ > B,

tome ε > 0 tal que ρ

(1+ε)2
> B, então ρ > ρ

1+ε
> ρ

(1+ε)2
e como feito acima,

‖T ∗ f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ≤ C

(
ρ

1 + ε

)
D (ε)

(
1 −

ρ

ρ (1 + ε)

)−1

‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ

(1+ε)2
< +∞ (4.14)
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e, portanto, T ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) .

Falta provar que T∗ define um operador de convolução em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) . A linearidade é clara; vamos provar que

T∗ : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

e

T∗ : Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E)

são cont́ınuos. Temos que

T∗ : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

é cont́ınuo se, e somente se,

(T∗) ◦ iρ : Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

é cont́ınuo, para todo ρ ∈ (0, A) . Seja p : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ R uma seminorma cont́ınua,

então existe α (ρ1) > 0 tal que

p (f) ≤ α (ρ1) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ1
,

para toda f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ1

(E) (aqui ρ1 é como em (4.13)). Assim,

p (T ∗ f) ≤ α (ρ1) ‖T ∗ f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ1
≤ α (ρ1)K (ρ, ρ1, ε) ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

para toda f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) ⊂ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ1

(E) , onde

K (ρ, ρ1, ε) = C (ρ (1 + ε))D (ε)

(
1 −

ρ (1 + ε)

ρ1

)−1

.

Logo, T∗ é cont́ınuo.

Por outro lado, a continuidade de

T∗ : Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) −→ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E)

segue de (4.14), pois a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) é gerada pela famı́lia de normas

‖·‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ , ρ > B.

Agora, vamos provar que d1 (T ∗ f) (·)x = T ∗ (d1f (·)x) em ambos os casos. Temos que a
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aplicação f 7−→ d1f (·)x é cont́ınua, para qualquer x ∈ E, em ambos os casos. De fato, a

aplicação

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)
G

7−→ d1f (·)x ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E)

é cont́ınua se, e somente se,

f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),δ

(E)
G◦iδ7−→ d1f (·)x ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)

é cont́ınua, para todo δ ∈ (0, A) . Seja q : Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ R uma seminorma cont́ınua,

então existe µ (δ) > 0 tal que

q (g) ≤ µ (δ) ‖g‖Ñ,(s;(r,q)),k,δ ,

para toda g ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),δ

(E) . Pelo que foi feito na demonstração da Proposição 4.1.1, temos

que para ρ ∈ (0, A) ,

∥∥d1f (·)x
∥∥

Ñ,(s;(r,q)),k,ρ
=

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k 1

j!

∥∥∥∥
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+1f (0)x

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

≤

≤

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k 1

j!

∥∥∥d̂j+1f (0)
∥∥∥

Ñ,(s;(r,q))
‖x‖ =

= ‖x‖

∞∑

j=0

ρ (j + 1)

(
j

ke

) j
k
(

ke

j + 1

) j+1
k

ρ−(j+1) 1

(j + 1)!

(
j + 1

ke

) j+1
k ∥∥∥d̂j+1f (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

.

(4.15)

Note que,

lim sup
j→∞

ρ
1

j+1 (j + 1)
1

j+1

(
j

ke

) 1
k
· j
j+1

(
j+1
ke

) 1
k

= lim sup
j→∞

ρ
1

j+1 (j + 1)
1

j+1 e
1
k

ln( j
j+1) = 1.

De fato,

(
j

ke

) 1
k
· j
j+1

(
j+1
ke

) 1
k

=
e

1
k
· j
j+1

ln( j
ke)

e
1
k

ln( j+1
ke )

=
e

1
k
· j
j+1 [ln(

j
k)−1]

e
1
k [ln(

j+1
k )−1]

= e
1
k [

j
j+1 [ln(

j
k)−1]−[ln( j+1

k )−1]].

Agora,

j

j + 1

[
ln

(
j

k

)
− 1

]
−

[
ln

(
j + 1

k

)
− 1

]
=
j
[
ln
(

j

k

)
− 1
]
− (j + 1)

[
ln
(

j+1
k

)
− 1
]

j + 1
=

=
ln
(

j

k

)j
− ln

(
j+1
k

)(j+1)
+ 1

j + 1
=

ln
(

jj

(j+1)j+1

)
+ 1

j + 1
=

ln

((
j

j+1

)j
1

j+1

)
+ 1

j + 1
,
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e como (
j

j + 1

)j

−→
1

e
,

segue que (
j

j + 1

)j
1

j + 1
−→ 0,

e, portanto,

ln

((
j

j + 1

)j
1

j + 1

)
+ 1 −→ −∞.

Como j + 1 −→ +∞, podemos aplicar a regra de L’Hospital no quociente

ln
((

t
t+1

)t 1
t+1

)
+ 1

t+ 1
, t ∈ R,

para obter

lim
j→∞

ln

((
j

j+1

)j
1

j+1

)
+ 1

j + 1
= lim

j→∞
ln

(
j

j + 1

)
= 0.

Logo,

lim sup
j→∞

e
1
k [

j
j+1 [ln(

j
k)−1]−[ln( j+1

k )−1]] = 1

e obtemos,

lim sup
j→∞

ρ
1

j+1 (j + 1)
1

j+1

(
j

ke

) 1
k
· j
j+1

(
j+1
ke

) 1
k

= lim sup
j→∞

ρ
1

j+1 (j + 1)
1

j+1 e
1
k

ln( j
j+1) = 1,

como queŕıamos.

Assim, para todo ε > 0, existe α (ε) > 0 tal que

1

ρ
(j + 1)

(
j

ke

) j
k
(

ke

j + 1

) j+1
k

≤ α (ε) (1 + ε)j+1 ,

para todo j ∈ N, e voltando em (4.15), temos que

∥∥d1f (·)x
∥∥

Ñ,(s;(r,q)),k,ρ
≤

≤ α (ε) ‖x‖
∞∑

j=0

ρ−(j+1) (1 + ε)j+1 1

(j + 1)!

(
j + 1

ke

) j+1
k ∥∥∥d̂j+1f (0)

∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= α (ε) ‖x‖ ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ
1+ε

.
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Portanto, d1f (·) x ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(E) , sempre que f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)), ρ

1+ε

(E) , ρ ∈ (0, A) . Esco-

lhendo ε > 0 tal que δ (1 + ε) < A temos que, para f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)),δ

(E) ,

q
(
d1f (·)x

)
≤ µ (δ (1 + ε))

∥∥d1f (·)x
∥∥

Ñ,(s;(r,q)),k,δ(1+ε)
≤

≤ α (ε) ‖x‖ ‖f‖
Ñ,(s;(r,q)),k,

δ(1+ε)
1+ε

= α (ε) ‖x‖ ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k,δ .

Logo, G é cont́ınua.

Para o outro caso, seja

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E)
H
7−→ d1f (·)x ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E) .

Seja ρ > B e ε > 0 tal que ρ

1+ε
> B, então da mesma forma como feito acima para o caso

Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E), temos que

∥∥d1f (·)x
∥∥

Ñ,(s;(r,q)),k,ρ
≤ α (ε) ‖x‖ ‖f‖Ñ,(s;(r,q)),k, ρ

1+ε
,

para toda f ∈ Bk
Ñ,(s;(r,q)), ρ

1+ε

(E) , logo para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) ⊂ Bk
Ñ,(s;(r,q)), ρ

1+ε

(E) .

Como a topologia de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) é gerada pela famı́lia de normas ‖·‖Ñ,(s;(r,q)),k,ρ ,

ρ > B, segue a continuidade de H.

Vamos provar agora que,

d1 (T ∗ P ) (·)x = T ∗
(
d1P (·)x

)
,

para todo P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) e n ∈ N. Temos que

d1P (·)x =
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dk+1P (0) ·k (x) =
n!

(n− 1)!
P̌ ·n−1 x,

assim, para y ∈ E,

(
T ∗

(
d1P (·) x

))
(y) = T

(
τ−y

(
d1P (·)x

))
=

∞∑

m=0

1

m!
T
(
d̂m
(
d1P (·)x

)
(·) (y)

)
=

∞∑

m=0

1

m!

∞∑

j=0

1

j!
T

(
✭

✭
✭❤

❤
❤

dj+mg (0) ·j (y)

)
=

=
∞∑

m=0

1

m!

1

((n− 1) −m)!
T
(
(n− 1)!nP̌x ·(n−1)−m ym

)
=

n−1∑

m=0

(
n− 1

m

)
nT
(
P̌ x ·(n−1)−m ym

)
,

onde g = d1P (·)x. Por outro lado,

d̂jP (·) z =
∞∑

k=0

1

k!

✭
✭

✭❤
❤

❤

dk+jP (0) ·k (z) =
n!

(n− j)!
P̌ ·n−j zj,
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logo

(T ∗ P ) (z) = T (τ−zP ) =
∞∑

j=0

1

j!
T
(
d̂jP (·) z

)
=

n∑

j=0

1

j!
T

(
n!

(n− j)!
P̌ ·n−j zj

)
,

para todo z ∈ E. Assim, para y ∈ E,

d1 (T ∗ P ) (y)x =
∞∑

m=0

1

m!

✭
✭

✭
✭✭❤

❤
❤

❤❤

dm+1(T ∗ P ) (0) ym (x) =

=
n−1∑

m=0

1

m!
T

(
n!

(n− (m+ 1))!
P̌ ·n−(m+1) ymx

)
=

n−1∑

m=0

n!

m! (n− (m+ 1))!
T
(
P̌ ·n−(m+1) ymx

)
=

=
n−1∑

m=0

(
n− 1

m

)
nT
(
P̌ x ·(n−1)−m ym

)
.

Portanto, d1 (T ∗ P ) (y)x = T ∗ (d1P (·)x) (y) , para todo y ∈ E. Utilizando isso e a con-

tinuidade das aplicações G e H, temos que

d1 (T ∗ f) (·)x = T ∗
(
d1f (·)x

)
,

tanto para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , quanto para f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) . De fato,

d1 (T ∗ f) (·)x = d1

(
∞∑

n=0

T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(·)x =

∞∑

n=0

d1

(
T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(·)x =

=
∞∑

n=0

T ∗

(
d1

(
1

n!
d̂nf (0)

)
(·)x

)
= T ∗

(
∞∑

n=0

d1

(
1

n!
d̂nf (0)

)
(·)x

)
=

= T ∗

(
d1

(
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf (0)

)
(·)x

)
= T ∗

(
d1f (·)x

)
.

Vamos provar agora o caso k = +∞. Pela Proposição 4.2.19, temos que

∞∑

n=0

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
≤ C (ρ, ε)

∞∑

n=0

(ρ− ε)−n

∥∥∥∥
1

n!
d̂nf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

,

para cada ε > 0, ρ > 0, com ρ > ε. Se f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) , então f ∈ HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

B
(0)
)
.

Seja ρ > B e tome ε > 0 tal que ρ− ε > B. Então,

∞∑

n=0

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(
T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
≤ C (ρ, ε) p∞

Ñ,(s;(r,q)),ρ−ε
(f) < +∞,
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e, portanto, para cada ρ > B,

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ f) < +∞.

o que implica que

T ∗ f =
∞∑

n=0

T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

)

converge na topologia de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) . Como a topologia de Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) é

gerada pela famı́lia de normas p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(·) , ρ > B, segue da desigualdade

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(T ∗ f) ≤ C (ρ, ε) p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ−ε

(f)

que T∗ é um operador linear cont́ınuo em Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E), já que a linearidade é óbvia.

Agora, se f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , existe ρ < A tal que f ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
. Seja ε > 0

tal que ρ+ 2ε < A, então temos ρ+ ε < A e

∞∑

n=0

p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ+ε

(
T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
≤ C ′ (ρ, ε)

∞∑

n=0

ρ−n

∥∥∥∥
1

n!
d̂nf (0)

∥∥∥∥
Ñ,(s;(r,q))

=

= C ′ (ρ, ε) p∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) < +∞.

Note que denotamos C ′ (ρ, ε) ao invés de C (ρ, ε) , pois usamos ρ+ ε ao invés de ε. Portanto,

T ∗ f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ+ε

(E) e isto implica que T ∗ f ∈ Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Para provar a continuidade de T∗ seja q : Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) −→ R uma seminorma cont́ınua,

então existe M > 0 tal que

q (g) ≤Mp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ+2ε

(g) , para toda g ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ+2ε
(0)
)
.

Dáı,

q (T ∗ f) ≤Mp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ+2ε

(T ∗ f) ≤ C ′ (ρ, ε)Mp∞
Ñ,(s;(r,q)),ρ

(f) ,

para toda f ∈ H∞
Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ
(0)
)
⊂ H∞

Ñ,(s;(r,q))

(
B 1

ρ+2ε
(0)
)
. Logo T∗ é cont́ınua. Da mesma

forma que fizemos no caso k ∈ [1,+∞) , prova-se que T∗ comuta com as derivadas direcionais

e, portanto, define um operador de convolução em Exp∞
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Observação 4.2.21. As demonstrações dos Teoremas 4.2.11 e 4.2.20, corrigem a demons-

tração do Teorema 3.20 obtido por Matos em [11] para o caso 1-nuclear, já que este teorema

usa a Proposição 3.17 de [11], a qual contém um erro em sua demonstração.
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Definição 4.2.22. Se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),A

, com k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , dizemos que O é

de tipo zero se F
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
O
)
∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) , onde
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
O
)

(f) = Of (0) ,

para toda f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,B

, com k ∈ [1,+∞] e B ∈ [0,+∞) , dizemos que O é de tipo zero se

F
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
O
)
∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) , onde
(
γk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
O
)

(f) = Of (0) , para toda

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) .

Teorema 4.2.23. Se k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞] , então γk
Ñ,(s;(r,q)),A

é uma bijeção entre

o espaço dos operadores de convolução de tipo zero em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e o espaço dos

funcionais lineares cont́ınuos de tipo zero em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) .

Se k ∈ [1,+∞] e B ∈ [0,+∞) , então γk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

é uma bijeção entre o espaço dos opera-

dores de convolução de tipo zero em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) e o espaço dos funcionais lineares

cont́ınuos de tipo zero em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) .

Demonstração. Defina
(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(T )
)

(f) = T ∗ f, para T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

de tipo

zero e f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E). Como T é de tipo zero, segue que T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e

pelo Teorema 4.2.20, temos

γk
Ñ,(s;(r,q)),A

(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(T )
)

(f) =
(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(T )
)

(f) (0) = (T ∗ f) (0) =

=
∞∑

n=0

(
T ∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(0) =

∞∑

n=0

T

(
1

n!
d̂nf (0)

)
= T (f) .

Portanto, γk
Ñ,(s;(r,q)),A

◦Γk
Ñ,(s;(r,q)),A

é a aplicação identidade no subespaço de
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

dos funcionais de tipo zero.

Por outro lado, para O de tipo zero temos que γk
Ñ,(s;(r,q)),A

(O) ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e, pelo

Teorema 4.2.20, segue que

Γk
Ñ,(s;(r,q)),A

(
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(O)

)
(f) (x) =

((
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(O)

)
∗ f
)

(x) =

=
∞∑

n=0

((
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(O)

)
∗

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(x) =

∞∑

n=0

(
γk

Ñ,(s;(r,q)),A
(O)

)(
τ−x

(
1

n!
d̂nf (0)

))
=

=
∞∑

n=0

O

(
τ−x

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(0) =

∞∑

n=0

τ−x

(
O

(
1

n!
d̂nf (0)

))
(0) =

∞∑

n=0

O

(
1

n!
d̂nf (0)

)
(x) =

=
∞∑

n=0

1

n!
d̂n (Of) (0) (x) = Of (x) .
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Portanto, Γk
Ñ,(s;(r,q)),A

◦ γk
Ñ,(s;(r,q)),A

é a aplicação identidade no subespaço de Ak
Ñ,(s;(r,q)),A

dos

operadores de tipo zero.

Agora, defina
(
Γk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(T )
)

(f) = T ∗ f, para T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′

de tipo zero e

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) . De maneira análoga ao que foi feito acima para Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) ,

segue que Γk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

é a inversa de γk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

.

Observação 4.2.24. (1) É claro que os elementos de
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

são de tipo zero,

logo γ∞
Ñ,(s;(r,q))

é uma bijeção linear entre
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

e A∞
Ñ,(s;(r,q))

.

(2) Seja k ∈ [1,+∞] , B ∈ [0,+∞) e T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′
, com T2 de tipo zero,

então podemos definir T1 ∗ T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′

da seguinte maneira:

Se f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) , tome

Pn =
n∑

j=0

1

j!
d̂jf (0) ,

para cada n ∈ N. Pela Observação 4.2.17 temos T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e pela Definição

4.2.14, temos que T1 ∗ T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
. Assim,

(T1 ∗ T2) (f) = lim
n→∞

(T1 ∗ T2) (Pn) = lim
n→∞

γk
Ñ,(s;(r,q)),0

((T1∗) ◦ (T2∗)) (Pn) =

= lim
n→∞

(T1 ∗ (T2 ∗ Pn)) (0) = lim
n→∞

T1 (T2 ∗ Pn) = T1

(
lim

n→∞
T2 ∗ Pn

)
= T1 (T2 ∗ f)

e esta última igualdade é válida pois Pn converge para f em Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) e como T2

é de tipo zero, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
. Mais ainda, pelo Teorema 4.2.20, temos que

T2 ∗ f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) e T2∗ é um operador de convolução em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) ,

logo cont́ınuo e como T1 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′
, segue que T1 ◦ (T2∗) é cont́ınuo em

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E). Portanto T1 ∗ T2 é cont́ınuo em Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,B

(E) e da mesma forma

que fizemos na demonstração da Proposição 4.2.16, temos que F (T1 ∗ T2) = F (T1)F (T2) .

(3) Da mesma forma que fizemos em (2) , para k ∈ [1,+∞] , A ∈ (0,+∞] e T1, T2 ∈[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, com T2 de tipo zero, definimos T1 ∗ T2 (f) = T1 (T2 ∗ f) , para toda

f ∈ Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) e obtemos T1 ∗ T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

satisfazendo F (T1 ∗ T2) =

F (T1)F (T2) .
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Definição 4.2.25. O produto ∗ tanto em (2) , quanto em (3) é definido como o produto de

convolução de T1 por T2 em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′

e
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′
, respectivamente.



CAPÍTULO 5

Os Teoremas de Divisão

5.1 Resultados Necessários

Para provar os Teoremas de divisão, precisaremos de dois resultados de divisão obti-

dos por Matos em [11]. Tais resultados estão enunciados abaixo:

Proposição 5.1.1. Sejam k ∈ [1,+∞) , f ∈ Expk
0,A (E) e g ∈ Expk

0,B (E) , com A,B ∈

[0,+∞) e g 6= 0. Se f/g é inteira em E, então f/g ∈ Expk
0,L (E) , onde

L = inf
λ>0

(
(A (1 + λ))k + (B (1 + λ))k

((
1 + λ

λ

)2

− 1

))k−1

.

Demonstração. Ver Matos [15], Corolário 4.5, pág. 159.

Proposição 5.1.2. Sejam f ∈ Exp∞0,A (E) e g ∈ Exp∞0,B (E) , com A ≥ B ≥ 0 e g 6= 0. Se

f/g é holomorfa em BA−1 (0) ⊂ E, então f/g ∈ Exp∞0,A (E) .

Demonstração. Ver Matos [15], Corolário 4.7, pág. 162.

Observação 5.1.3. Os espaços Expk
0,A (E) são os análogos dos espaços Expk

(s,m(r;q)),0,A (E),

mas com a norma usual de polinômios no lugar da norma (s,m (r; q)) . Para mais detalhes,

veja [10] e [11].

101
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5.2 Teoremas de Divisão

Nesta seção provaremos Teoremas de divisão de funções em Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) ,

para k ∈ [1,+∞] e A ∈ [0,+∞). A partir destes teoremas, provaremos Teoremas de divisão

envolvendo a transformada de Fourier-Borel.

Iniciaremos os resultados desta seção com um lema necessário para a demonstração

do Teorema de divisão de funções em Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) , para k ∈ [1,+∞).

Lema 5.2.1. Se ε > 0, então existem constantes D (ε) > 0 e M > 0, com M independente

de ε, tais que

j

j − l

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
≤ D (ε)M (1 + ε)l ,

para todos j, l ∈ N, com 1 ≤ l ≤ j − 1.

Demonstração. Temos que

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
=

1
(
1 − l

j

)j

l!

ll
(j − l)l

j (j − 1) . . . (j − (l − 1))
,

e como

lim
j→∞

(j − l)l

j (j − 1) . . . (j − (l − 1))
= lim

j→∞

(
1 − l

j

)l

1
(
1 − 1

j

)
. . .
(
1 − (l−1)

j

) = 1

e

lim
j→∞

(
1 −

l

j

)j

= e−l,

segue que

lim
j→∞

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
=
l!

ll
lim
j→∞

1
(
1 − l

j

)j

(j − l)l

j (j − 1) . . . (j − (l − 1))
=
l!

ll
el.

Além disso,

lim
l→∞

(
l!

ll
el

) 1
l

= lim
l→∞

e (l!)
1
l

l
= 1,

logo, dado ε > 0, existe D (ε) > 0 tal que

l!

ll
el ≤ D (ε) (1 + ε)l ,
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para todo l ∈ N. Vamos provar agora que a seqüência (aj) é crescente, onde

aj =

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
.

Temos que

aj+1 ≥ aj ⇐⇒

(
j + 1

j + 1 − l

)j+1−l(
j + 1

l

)l
l! (j + 1 − l)!

(j + 1)!
≥

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
⇐⇒

⇐⇒
(j + 1)j+1−l (j + 1)l (j + 1 − l)! (j − l)j−l j!

(j + 1 − l)j+1−l (j + 1)!jj−ljl (j − l)!
≥ 1 ⇐⇒

(j + 1)j

jj

(j − l)j−l

(j + 1 − l)j−l
≥ 1 ⇐⇒

⇐⇒

(
1 +

1

j

)j
1

(
1 + 1

j−l

)j−l
≥ 1,

mas esta última desigualdade é verdadeira, pois a seqüência

((
1 + 1

j

)j
)∞

j=1

é crescente e

j − l < j.

Assim, segue das desigualdades acima que para j, l ∈ N, com 1 ≤ l ≤ j − 1,

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
≤
l!

ll
el ≤ D (ε) (1 + ε)l .

Por outro lado,

lim
j→∞

j

j − l
= 1,

logo existe M > 0 tal que
j

j − l
≤M,

para todo j ∈ N. Portanto,

j

j − l

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
≤

j

j − l
D (ε) (1 + ε)l ≤ D (ε)M (1 + ε)l ,

para todos j, l ∈ N, com 1 ≤ l ≤ j − 1.

Teorema 5.2.2. Sejam k ∈ [1,+∞) , f ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) e g ∈ Expk

(s,m(r;q)),0,B (E) ,

com A,B ∈ [0,+∞) e g 6= 0. Se f/g é inteira em E, então f/g ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,(L+B) (E) ,

onde

L = inf
λ>0

(
(A (1 + λ))k + (B (1 + λ))k

((
1 + λ

λ

)2

− 1

))k−1

.



SEÇÃO 5.2 • TEOREMAS DE DIVISÃO 104

Demonstração. Primeiramente, note que como ‖·‖ ≤ ‖·‖(s,m(r;q)) e P(s,m(r;q)) (jE) ⊂ P (jE) ,

para todo j ∈ N, então Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) ⊂ Bk

ρ (E) , para todo ρ > 0, e conseqüentemente,

Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) ⊂ Expk

0,A (E) e Expk
(s,m(r;q)),0,B (E) ⊂ Expk

0,B (E) . Logo, pela Proposição

5.1.1 temos que h = f/g ∈ Expk
0,L (E) . Assim,

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jh (0)

∥∥∥∥
1
j

≤ L,

e conseqüentemente, dado ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥ ≤ C (ε)

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Seja (xm)∞m=1 ∈ ℓm(r;q) (E) , com ‖(xm)∞m=1‖m(r;q) ≤ 1, então ‖xm‖ ≤ 1,

para todo m ∈ N. Logo,

∣∣∣d̂jh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ C (ε)

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j ,

para todos j,m ∈ N. Suponha primeiramente que g (0) 6= 0. Como f = g.h e h é inteira,

segue da unicidade da representação de uma função holomorfa em série de potências, em

torno de um ponto do seu domı́nio, que

d̂jf (0) (x)

j!
=

j∑

l=0

d̂lg (0) (x)

l!

d̂j−lh (0) (x)

(j − l)!
= g (0)

d̂jh (0) (x)

j!
+

j∑

l=1

d̂lg (0) (x)

l!

d̂j−lh (0) (x)

(j − l)!
,

para todo x ∈ E. Assim,

d̂jh (0) (xm) =
1

g (0)
d̂jf (0) (xm) −

j!

g (0)

j∑

l=1

d̂lg (0) (xm)

l!

d̂j−lh (0) (xm)

(j − l)!

e

∣∣∣d̂jh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ 1

|g (0)|

∣∣∣d̂jf (0) (xm)
∣∣∣+ 1

|g (0)|

j∑

l=1

(
j

l

) ∣∣∣d̂lg (0) (xm)
∣∣∣
∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)

∣∣∣ =

=
1

|g (0)|

∣∣∣d̂jf (0) (xm)
∣∣∣+ 1

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

) ∣∣∣d̂lg (0) (xm)
∣∣∣
∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)

∣∣∣+

+
|h (0)|

|g (0)|

∣∣∣d̂jg (0) (xm)
∣∣∣ ≤ 1

|g (0)|

∣∣∣d̂jf (0) (xm)
∣∣∣+ |h (0)|

|g (0)|

∣∣∣d̂jg (0) (xm)
∣∣∣+

+
C (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∣∣∣d̂lg (0) (xm)

∣∣∣ .
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Logo,

∥∥∥
(
d̂jh (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤

1

|g (0)|

∥∥∥
(
d̂jf (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
+

|h (0)|

|g (0)|

∥∥∥
(
d̂jg (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
+

+
C (ε)

|g (0)|

∥∥∥∥∥

(
j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∣∣∣d̂lg (0) (xm)

∣∣∣
)∞

m=1

∥∥∥∥∥
s

≤

≤
1

|g (0)|

∥∥∥
(
d̂jf (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
+

|h (0)|

|g (0)|

∥∥∥
(
d̂jg (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
+

+
C (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∥∥∥
(
d̂lg (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
.

Pela definição da noma ‖·‖(s,m(r;q)) , temos que

∥∥∥
(
d̂jf (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤
∥∥∥d̂jf (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

(
‖(xm)∞m=1‖m(r;q)

)j

,

∥∥∥
(
d̂jg (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤
∥∥∥d̂jg (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

(
‖(xm)∞m=1‖m(r;q)

)j

e ∥∥∥
(
d̂lg (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤
∥∥∥d̂lg (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

(
‖(xm)∞m=1‖m(r;q)

)l

.

Como ‖(xm)∞m=1‖m(r;q)
≤ 1, segue que

∥∥∥
(
d̂jh (0) (xm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤

1

|g (0)|

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+

|h (0)|

|g (0)|

∥∥∥d̂jg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+

+
C (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∥∥∥d̂lg (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

.

Seja (ym)∞m=1 ∈ ℓm(r;q) (E) não nula e zm = ym

‖(yi)
∞

i=1‖m(r;q)

, para cada m ∈ N, então

‖(zm)∞m=1‖m(r;q) ≤ 1 e

∥∥∥
(
d̂jh (0) (ym)

)∞
m=1

∥∥∥
s
=

=
∥∥∥
(
d̂jh (0)

(
‖(yi)

∞
i=1‖m(r;q) zm

))∞
m=1

∥∥∥
s
= ‖(yi)

∞
i=1‖

j

m(r;q)

∥∥∥
(
d̂jh (0) (zm)

)∞
m=1

∥∥∥
s
≤

≤ ‖(yi)
∞
i=1‖

j

m(r;q)

[
1

|g (0)|

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+

|h (0)|

|g (0)|

∥∥∥d̂jg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))

]
+

+ ‖(yi)
∞
i=1‖

j

m(r;q)

C (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∥∥∥d̂lg (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

.
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Novamente pela definição da norma ‖·‖(s,m(r;q)) , temos que

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

1

|g (0)|

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+

|h (0)|

|g (0)|

∥∥∥d̂jg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+

+
C (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l
∥∥∥d̂lg (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

.

Agora, como f ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) e g ∈ Expk

(s,m(r;q)),0,B (E) segue da Proposição 2.1.11

que para cada ε > 0, existem α (ε) > 0 e β (ε) > 0 tais que

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ α (ε) j!

(
ke

j

) j
k

(A+ ε)j ,

∥∥∥d̂jg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ β (ε) j!

(
ke

j

) j
k

(B + ε)j ,

e

∥∥∥d̂lg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ β (ε) l!

(
ke

l

) l
k

(B + ε)l .

Portanto,

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

α (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(A+ ε)j +
|h (0)| β (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(B + ε)j +

+
C (ε) β (ε)

|g (0)|

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! (L+ ε)j−l (B + ε)l .

Note que
(
j

l

)
=

j

j − l

(
j − 1

l

)
,

dáı

(
j

ke

) j
k 1

j!

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! =

(
j − 1

l

)
j

j − l

(
j

j − l

) j−l
k
(
j

l

) l
k l! (j − l)!

j!
.
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Assim,

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! (L+ ε)j−l (B + ε)l =

=

(
ke

j

) j
k

j!

j−1∑

l=1

(
j

ke

) j
k 1

j!

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! (L+ ε)j−l (B + ε)l =

=

(
ke

j

) j
k

j!

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
j

j − l

(
j

j − l

) j−l
k
(
j

l

) l
k l! (j − l)!

j!
(L+ ε)j−l (B + ε)l ≤

≤

(
ke

j

) j
k

j!

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
j

j − l

(
j

j − l

)j−l(
j

l

)l
l! (j − l)!

j!
(L+ ε)j−l (B + ε)l ,

e pelo Lema 5.2.1, segue que

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! (L+ ε)j−l (B + ε)l ≤

≤

(
ke

j

) j
k

j!D (ε)M

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
(L+ ε)j−l [(1 + ε) (B + ε)]l .

Portanto,

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

α (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(A+ ε)j +
|h (0)| β (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(B + ε)j +

+
C (ε) β (ε)D (ε)M

|g (0)|

(
ke

j

) j
k

j!

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
(L+ ε)j−l [(1 + ε) (B + ε)]l ≤

≤
α (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(A+ ε)j +
|h (0)| β (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(B + ε)j +

+
C (ε) β (ε)D (ε)M

|g (0)|

(
ke

j

) j
k

j! [L+ ε+ (1 + ε) (B + ε)]j .

Como A ≤ L, segue que

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

α (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(L+ ε)j +
|h (0)| β (ε)

|g (0)|
j!

(
ke

j

) j
k

(B + ε)j +

+
C (ε) β (ε)D (ε)M

|g (0)|

(
ke

j

) j
k

j!
[
L+ ε+B + ε+ εB + ε2

]j
≤

≤

(
α (ε)

|g (0)|
+

|h (0)| β (ε)

|g (0)|
+
C (ε) β (ε)D (ε)M

|g (0)|

)
j!

(
ke

j

) j
k (
L+B + 2ε+ εB + ε2

)j
.
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Como ε > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jh (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ L+B,

e pela Proposição 2.1.11, segue que h ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,(L+B) (E) .

Suponha agora que g (0) = 0 e considere as funções f0 (x) = f (x) + ψ (x)h (x) e g0 (x) =

g (x) + ψ (x) , para todo x ∈ E, onde ψ ∈ Expk
(s,m(r;q)),0 (E) , ψ (0) 6= 0 e ψ é não cons-

tante. Então f0 = g0h e g0 (0) 6= 0. Como pelas inclusões da Observação 4.2.17, ψ ∈

Expk
(s,m(r;q)),0,B (E) , então g0 ∈ Expk

(s,m(r;q)),0,B (E) . Portanto, se f0 ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,L (E) ,

podemos aplicar o caso provado anteriormente para obter h ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,(L+B) (E) .

Vamos provar que f0 ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,L (E) . Para isto temos que provar que

ψh ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,L (E) . Temos que

d̂j (ψh) (0) (xm) = j!

j∑

l=0

d̂lψ (0) (xm)

l!

d̂j−lh (0) (xm)

(j − l)!
=

=

j−1∑

l=0

(
j

l

)
d̂lψ (0) (xm) d̂j−lh (0) (xm) + d̂jψ (0) (xm)h (0) ,

e como h ∈ Expk
0,L (E) , segue que

∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ C (ε)

(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l ,

se ‖(xm)∞m=1‖m(r;q) ≤ 1. Dáı,

∣∣∣d̂j (ψh) (0) (xm)
∣∣∣ ≤ |h (0)|

∣∣∣d̂jψ (0) (xm)
∣∣∣+

j−1∑

l=0

(
j

l

) ∣∣∣d̂lψ (0) (xm)
∣∣∣
∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)

∣∣∣ ≤

≤ |h (0)|
∣∣∣d̂jψ (0) (xm)

∣∣∣+ C (ε)

j−1∑

l=0

(
j

l

) ∣∣∣d̂lψ (0) (xm)
∣∣∣
(

ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l ,

Como ψ ∈ Expk
(s,m(r;q)),0 (E) , existe N (ε) > 0 tal que

∥∥∥d̂jψ (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ N (ε)

(
ke

j

) j
k

j!εj,

para todo j ∈ N. Da mesma forma que fizemos no caso anterior, segue que
∥∥∥d̂j (ψh) (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

≤

≤ |h (0)|
∥∥∥d̂jψ (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

+ C (ε)

j−1∑

l=0

(
j

l

)∥∥∥d̂lψ (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))

(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l .
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Como P(s,m(r;q)) (0E) = C, temos que
∥∥∥d̂0ψ (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

= |ψ (0)| , logo

∥∥∥d̂j (ψh) (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

≤ |h (0)|
∥∥∥d̂jψ (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

+ C (ε)
∥∥∥d̂0ψ (0)

∥∥∥
(s,m(r;q))

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j +

+C (ε)

j−1∑

l=1

(
j

l

)∥∥∥d̂lψ (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))

(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)! (L+ ε)j−l ≤

≤ |h (0)|N (ε)

(
ke

j

) j
k

j!εj + C (ε) |ψ (0)|

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j +

+C (ε)N (ε)

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

l

) l
k

l!

(
ke

j − l

) j−l
k

(j − l)!εl (L+ ε)j−l .

Da mesma forma que fizemos no caso anterior, conclúımos também que

j−1∑

l=1

(
j

l

)(
ke

j − l

) j−l
k
(
ke

l

) l
k

l! (j − l)! (L+ ε)j−l εl ≤

≤

(
ke

j

) j
k

j!D (ε)M

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
(L+ ε)j−l [(1 + ε) ε]l .

Assim,

∥∥∥d̂j (ψh) (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ C (ε) |ψ (0)|

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j + |h (0)|N (ε)

(
ke

j

) j
k

j!εj+

+C (ε)N (ε)D (ε)M

(
ke

j

) j
k

j!

j−1∑

l=1

(
j − 1

l

)
(L+ ε)j−l [(1 + ε) ε]l ≤

≤ C (ε) |ψ (0)|

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j + |h (0)|N (ε)

(
ke

j

) j
k

j!εj+

+C (ε)N (ε)D (ε)M

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε+ (1 + ε) ε)j−1 =

= C (ε) |ψ (0)|

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε)j + |h (0)|N (ε)

(
ke

j

) j
k

j!εj+

+
C (ε)N (ε)D (ε)M

(L+ ε+ (1 + ε) ε)

(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε+ (1 + ε) ε)j ≤

≤

(
C (ε) |ψ (0)| + |h (0)|N (ε) +

C (ε)N (ε)D (ε)M

(L+ ε+ (1 + ε) ε)

)(
ke

j

) j
k

j! (L+ ε+ (1 + ε) ε)j .
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Como ε > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

lim sup
j→∞

(
j

ke

) 1
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂j (ψh) (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ L,

e, portanto, ψh ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,L (E) . Como A ≤ L, temos que f ∈ Expk

(s,m(r;q)),0,A (E) ⊂

Expk
(s,m(r;q)),0,L (E) , logo f0 ∈ Expk

(s,m(r;q)),0,L (E) .

Observação 5.2.3. Note que, se B = 0, então L = A e h = f/g ∈ Expk
(s,m(r;q)),0,A (E) .

Exemplo 5.2.4. Vamos dar exemplos de ψ ∈ Expk
(s,m(r;q)),0 (E) , com ψ (0) 6= 0 e ψ não

constante.

Se k 6= 1, então segue da Proposição 2.1.24 que ψ = eϕ, com ϕ ∈ E ′, ϕ 6= 0, satisfaz

eϕ ∈ Expk
(s,m(r;q)),0 (E) , eϕ(0) = 1.

Se k = 1, segue da Proposição 2.1.24 que eϕ ∈ Exp1
(s,m(r;q)),0 (E) , se ‖ϕ‖ = 0. Dáı, eϕ seria

a função constante igual a 1 que não satisfaz as exigências sobre a função ψ.

Um exemplo de ψ que vale para todo k ∈ [1,+∞) é a função ψ (x) = 1 + P (x) , com

P ∈ P(s,m(r;q)) (nE) , para algum n ∈ N, não nulo. De fato,

d̂0ψ (0)

0!
= 1,

d̂nψ (0)

n!
= P e

d̂jψ (0)

j!
= 0, se j 6= 0, j 6= n,

logo ψ ∈ H (E) , d̂jψ (0) ∈ P(s,m(r;q)) (jE) , para todo j ∈ N, e

∞∑

j=0

ρ−j

(
j

ke

) j
k
∥∥∥∥

1

j!
d̂jψ (0)

∥∥∥∥
(s,m(r;q))

< +∞,

para todo ρ > 0. Portanto, ψ ∈ Expk
(s,m(r;q)),0 (E) =

⋂

ρ>0

Bk
(s,m(r;q)),ρ (E) e além disso, ψ (0) = 1

e ψ é não constante.

Teorema 5.2.5. Sejam f ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) e g ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,B (E) , com A ≥ B ≥ 0

e g 6= 0. Se f/g é holomorfa em BA−1 (0) ⊂ E, então f/g ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,(A+B) (E) .

Demonstração. Primeiramente, note que como ‖·‖ ≤ ‖·‖(s,m(r;q)) e P(s,m(r;q)) (jE) ⊂ P (jE) ,

para todo j ∈ N, então

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jf (0)

∥∥∥∥
1
j

≤ A
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e

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jg (0)

∥∥∥∥
1
j

≤ B,

o que implica f ∈ Exp∞0,A (E) e g ∈ Exp∞0,B (E) . Assim, pela Proposição 5.1.2 temos que

h = f/g ∈ Exp∞0,A (E). Então, dado ε > 0, existe C (ε) > 0 tal que

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥ ≤ C (ε) j! (A+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Seja (xm)∞m=1 ∈ ℓm(r;q) (E) , com ‖(xm)∞m=1‖m(r;q) ≤ min {1, A−1} , então

‖xm‖ ≤ min {1, A−1} , para todo m ∈ N. Logo,

∣∣∣d̂jh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ C (ε) j! (A+ ε)j ,

para todo j ∈ N. Suponha primeiramente que g (0) 6= 0. Como f = g.h e h é holomorfa na

bola BA−1 (0) , segue da unicidade da representação de uma função holomorfa em série de

potências, em torno de um ponto do seu domı́nio, que

d̂jf (0) (x) = g (0) d̂jh (0) (x) + j!

j∑

l=1

d̂lg (0) (x)

l!

d̂j−lh (0) (x)

(j − l)!
,

para todo x ∈ BA−1 (0) . Assim,

d̂jh (0) (xm) =
1

g (0)
d̂jf (0) (xm) −

j!

g (0)

j∑

l=1

d̂lg (0) (xm)

l!

d̂j−lh (0) (xm)

(j − l)!

e

∣∣∣d̂jh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ 1

|g (0)|

∣∣∣d̂jf (0) (xm)
∣∣∣+ 1

|g (0)|

j∑

l=1

(
j

l

) ∣∣∣d̂lg (0) (xm)
∣∣∣
∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)

∣∣∣ ≤

≤
1

|g (0)|

∣∣∣d̂jf (0) (xm)
∣∣∣+ C (ε)

|g (0)|

j∑

l=1

(
j

l

)
(j − l)! (A+ ε)j−l

∣∣∣d̂lg (0) (xm)
∣∣∣ .

Logo,

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

≤
1

|g (0)|

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
+
C (ε)

|g (0)|

j∑

l=1

(
j

l

)
(j − l)! (A+ ε)j−l

∥∥∥d̂lg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
.
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Pela Definição 2.1.15, para cada ε > 0, existem α (ε) > 0 e β (ε) > 0 tais que

∥∥∥d̂jf (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ α (ε) j! (A+ ε)j ,

e ∥∥∥d̂lg (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ β (ε) l! (B + ε)l .

Logo,

∥∥∥d̂jh (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤

α (ε)

|g (0)|
j! (A+ ε)j +

C (ε) β (ε)

|g (0)|

j∑

l=1

(
j

l

)
l! (j − l)! (A+ ε)j−l (B + ε)l ≤

≤
α (ε)

|g (0)|
j! (A+ ε)j +

C (ε) β (ε)

|g (0)|
j!

j∑

l=1

(
j

l

)
(A+ ε)j−l (B + ε)l ≤

≤
α (ε)

|g (0)|
j! (A+ ε)j +

C (ε) β (ε)

|g (0)|
j! (A+B + 2ε)j ≤

(
α (ε)

|g (0)|
+
C (ε) β (ε)

|g (0)|

)
j! (A+B + 2ε)j .

Como ε > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂jh (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ A+B,

e como B(A+B)−1 (0) ⊂ BA−1 (0) , segue que h é holomorfa em B(A+B)−1 (0) . Portanto, h ∈

Exp∞(s,m(r;q)),0,(A+B) (E) .

Suponha agora que g (0) = 0 e considere as funções f0 (x) = f (x) + eϕ(x)h (x) e g0 (x) =

g (x) + eϕ(x), para todo x ∈ E, onde ϕ ∈ E ′, ϕ 6= 0. Então f0 = g0h e g0 (0) 6= 0, e

como pela Proposição 2.1.24, eϕ ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,B (E) , então g0 ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,B (E) . Se

f0 ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) , podemos aplicar o caso provado anteriormente para obter h ∈

Exp∞(s,m(r;q)),0,(A+B) (E) .

Vamos provar que f0 ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) . Para isto temos que provar que

eϕh ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) . Temos que

d̂j (eϕh) (0) (xm) =

j∑

l=0

(
j

l

)
d̂l (eϕ) (0) (xm) d̂j−lh (0) (xm)

e como h ∈ Exp∞0,A (E) , segue que

∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)
∣∣∣ ≤ C (ε) (j − l)! (A+ ε)j−l ,



CAP. 5 • OS TEOREMAS DE DIVISÃO 113

para ‖(xm)∞m=1‖m(r;q)
≤ min {1, A−1} . Dáı,

∣∣∣d̂j (eϕh) (0) (xm)
∣∣∣ ≤

j∑

l=0

(
j

l

) ∣∣∣d̂l (eϕ) (0) (xm)
∣∣∣
∣∣∣d̂j−lh (0) (xm)

∣∣∣ ≤

≤ C (ε)

j∑

l=0

(
j

l

) ∣∣∣d̂l (eϕ) (0) (xm)
∣∣∣ (j − l)! (A+ ε)j−l .

Pela Proposição 2.1.24, eϕ ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0 (E) , logo existe D (ε) > 0, tal que

∥∥∥d̂l (eϕ) (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ D (ε) l!εl,

para todo l ∈ N. Logo,

∥∥∥d̂j (eϕh) (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
≤ C (ε)

j∑

l=0

(
j

l

)∥∥∥d̂j (eϕ) (0)
∥∥∥

(s,m(r;q))
(j − l)! (A+ ε)j−l ≤

≤ C (ε)D (ε)

j∑

l=0

(
j

l

)
l!εl (j − l)! (A+ ε)j−l ≤

≤ C (ε)D (ε) j!

j∑

l=0

(
j

l

)
εl (A+ ε)j−l = C (ε)D (ε) j! (A+ 2ε)j .

Como ε > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (eϕh) (0)

∥∥∥∥
1
j

(s,m(r;q))

≤ A,

e portanto, eϕh ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) . Como f ∈ Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) , segue que f0 ∈

Exp∞(s,m(r;q)),0,A (E) .

Utilizando estes resultados, vamos provar três Teoremas de divisão envolvendo a

transformada de Fourier-Borel, mas para isso precisamos do seguinte resultado provado por

Gupta em [4].

Lema 5.2.6. Sejam U um subconjunto aberto e conexo de E, f e g funções holomorfas em

U, com g não identicamente nula. Se para um subespaço afim S de E de dimensão 1 e para

qualquer componente conexa S ′ de S ∩ U na qual g não é identicamente nula, a restrição

f |S′ é diviśıvel por g|S′ , com o quociente sendo holomorfo em S ′, então f é diviśıvel por g

com o quociente sendo holomorfo em U.
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Demonstração. Ver Gupta [4], Proposição 2, pág. 65.

Teorema 5.2.7. Se k ∈ [1,+∞] e T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

são tais que T2 6= 0 e

T1 (P expϕ) = 0 sempre que T2 ∗ P expϕ = 0, com ϕ ∈ E ′ e P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N,

então FT1 é diviśıvel por FT2 com o quociente sendo um elemento de Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) .

Demonstração. Seja S um subespaço afim de E ′ de dimensão 1, então S é da forma

{ϕ1 + tϕ2; t ∈ C} , onde ϕ1, ϕ2 ∈ E ′. Se k > 1, então FT1 e FT2 são funções inteiras e se

k = 1, então existe uma bola de centro 0 e raio ρ > 0 na qual FT1 e FT2 são funções

holomorfas. Em qualquer caso, se t0 é um zero de ordem p de

g2 (t) = FT2 (ϕ1 + tϕ2) = T2 (exp (ϕ1 + tϕ2)) ,

segue que

T2

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)

= 0,

para todo j < p. De fato, temos que

g2 (t) = T2 (exp (ϕ1 + tϕ2)) = (t− t0)
p Φ (t) ,

onde Φ (t0) 6= 0. Logo, toda derivada de ordem j < p de g2 é nula quando avaliada em t0.

Além disso, g2 = T2 ◦ Ψ, onde Ψ (t) = exp (ϕ1 + tϕ2) , então aplicando a regra da cadeia

temos

0 = d (g2) (t0) = d (T2 ◦ Ψ) (t0) = d (T2) (Ψ (t0)) ◦ d (Ψ) (t0) =

= T2 ◦ d (Ψ) (t0) = T2 (ϕ2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)) .

Aplicando sucessivas vezes, temos que para todo j < p,

T2

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)

= dj (g2) (t0) = 0.

Agora, para x, y ∈ E, temos que

(
T2 ∗ ϕ

j
2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)

)
(x) = T2

(
τ−x

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
))

e

τ−x

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)
(y) =

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)
(y + x) = (ϕ2 (y + x))j e(ϕ1(y+x)+t0ϕ2(y+x)).
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Mas,

(ϕ2 (y + x))j = (ϕ2 (y) + ϕ2 (x))j =

j∑

m=0

(
j

m

)
(ϕ2 (y))m (ϕ2 (x))j−m ,

logo

τ−x

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)
(y) =

j∑

m=0

(
j

m

)
(ϕ2 (y))m (ϕ2 (x))j−m eϕ1(y)+t0ϕ2(y)eϕ1(x)+t0ϕ2(x).

Dáı,

T2

(
τ−x

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
))

= T2

(
j∑

m=0

(
j

m

)
(ϕ2 (x))j−m eϕ1(x)+t0ϕ2(x)ϕm

2 e
ϕ1+t0ϕ2

)
=

=

j∑

m=0

(
j

m

)
(ϕ2 (x))j−m eϕ1(x)+t0ϕ2(x)T2 (ϕm

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)) ,

e, portanto,

T2 ∗ ϕ
j
2 exp (ϕ1 + t0ϕ2) =

j∑

m=0

(
j

m

)
ϕj−m

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)T2 (ϕm
2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)) = 0,

para todo j < p. Assim, segue da hipótese que T1

(
ϕj

2 exp (ϕ1 + t0ϕ2)
)

= 0, para todo j < p,

e pelo mesmo racioćınio que usamos para g2, segue que t0 é um zero de ordem pelo menos p

de g1 (t) = FT1 (ϕ1 + tϕ2) = T1 (exp (ϕ1 + tϕ2)) . Portanto, para k > 1, FT1|S é diviśıvel por

FT2|S com o quociente holomorfo em S. Como S é conexo, segue do Lema 5.2.6 que FT1 é

diviśıvel por FT2 e o quociente é holomorfo em E ′. Para k = 1, segue que FT1|S′ é diviśıvel

por FT2|S′ com o quociente holomorfo em S ′, onde S ′ = S∩Bρ (0) . Como S ′ é conexo, segue

do Lema 5.2.6 que FT1 é diviśıvel por FT2 e o quociente é holomorfo em Bρ (0) .

Falta provar que em ambos os casos o quociente está em Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) . Se k > 1, então

FT1, FT2 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) =
⋃

δ>0

Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ (E ′) , dáı temos que existem δ1, δ2 > 0

tais que FT1 ∈ Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ1
(E ′) e FT2 ∈ Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ2
(E ′) . Como para δ > δ1, temos

Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ1
(E ′) ⊂ Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ (E ′), então Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ1
(E ′) ⊂

⋂

δ>δ1

Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ (E ′) =

Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,δ1
(E ′) . Analogamente, segue que FT2 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,δ2
(E ′) . Logo, pelo

Teorema 5.2.2, H = FT1/FT2 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(L+δ2) (E ′) , onde

L = inf
λ>0

(
(δ1 (1 + λ))k + (δ2 (1 + λ))k

((
1 + λ

λ

)2

− 1

))k−1

,
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e pela Observação 4.2.17, segue que H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) .

Se k = 1, então FT1, FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)) (E ′) e existe ρ > 0 tal que FT1 e FT2 estão em

H∞
(s′,m(r′;q′))

(
B 1

ρ
(0)
)
, onde B 1

ρ
(0) ⊂ E ′. Logo,

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (FT1) (0)

∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

< +∞,

∞∑

j=0

ρ−j

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (FT2) (0)

∥∥∥∥
(s′,m(r′;q′))

< +∞,

e, portanto,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (FT1) (0)

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

≤ ρ,

lim sup
j→∞

∥∥∥∥
1

j!
d̂j (FT2) (0)

∥∥∥∥
1
j

(s′,m(r′;q′))

≤ ρ.

Assim, FT1, FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0,ρ (E ′) e pelo Teorema 5.2.5, segue que H = FT1/FT2 ∈

Exp∞(s′,m(r′;q′)),0,2ρ (E ′) e pela Observação 4.2.17, segue que H ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)) (E ′) .

Teorema 5.2.8. Se k ∈ [1,+∞] e T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

são tais que T2 6= 0 e

T1 (P expϕ) = 0 sempre que T2 ∗ P expϕ = 0, com ϕ ∈ E ′ e P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N,

então FT1 é diviśıvel por FT2 com o quociente sendo um elemento de Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) .

Demonstração. Primeiramente, note que faz sentido usar o produto de convolução T2 ∗

P expϕ no caso k = +∞, pois segue do que discutimos na Observação 4.2.17 que T2

também pertence a
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
. Para k > 1, segue da Observação 4.2.17 que

T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e pelo Teorema 5.2.7, segue que FT1 = H.FT2, com H ∈

Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) . Por outro lado, como T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

temos que FT1, FT2 ∈

Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) e pelo Teorema 5.2.2, segue que H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) .

Para k = 1, temos que FT1, FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) e da mesma forma que fizemos na

demonstração do Teorema 5.2.7, temos que existe H ∈ H (E ′) , com FT1 = H.FT2. Logo,

pelo Teorema 5.2.5 temos que H ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) .

Teorema 5.2.9. (a) Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞) , se T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),A
(E)
]′

são tais que T2 é de tipo zero, T2 6= 0 e T1 (P expϕ) = 0 sempre que T2 ∗ P expϕ = 0, com
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ϕ ∈ E ′ e P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, então FT1 é diviśıvel por FT2 com o quociente sendo

um elemento de Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) .

(b) Para k ∈ [1,+∞] e B ∈ (0,+∞) , se T1, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,B
(E)
]′

são tais que T2

é de tipo zero, T2 6= 0 e T1 (P expϕ) = 0 sempre que T2 ∗ P expϕ = 0, com ϕ ∈ E ′ e

P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, então FT1 é diviśıvel por FT2 com o quociente sendo um

elemento de Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)B)−1 (E ′) .

Demonstração. Primeiramente, note que pela Observação 4.2.17, T2 ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e, portanto, faz sentido usar o produto de convolução T2 ∗ P expϕ.

Vamos provar o caso (a). Seja k > 1, então segue da Observação 4.2.17 que T1, T2 ∈[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e pelo Teorema 5.2.7, existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) tal que FT1 =

H.FT2. Temos que FT1 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) e como T2 é de tipo zero, temos

que FT2 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) , assim segue do Teorema 5.2.2 e da observação 5.2.3 que

H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)A)−1 (E ′) .

Se k = 1, temos que FT1, FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0,A−1 (E ′) = Hb(s′,m(r′;q′)) (BA (0)). Da

mesma forma que fizemos no Teorema 5.2.7, existe H holomorfa em BA (0) ⊂ E ′ tal que

FT1 = H.FT2 em BA (0) . Como T2 é de tipo zero, temos que FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) =

Hb(s′,m(r′;q′)) (E ′) e pelo Teorema 5.2.5, segue que H ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0,A−1 (E ′) .

Vamos agora provar o caso (b). Se k > 1, então segue da Observação 4.2.17 que T1, T2 ∈[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

e pelo Teorema 5.2.7, existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) tal que FT1 =

H.FT2. Como T2 é de tipo zero, temos que FT2 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) . Além disso, FT1 ∈

Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)B)−1 (E ′) , então existe δ < (θ (k)B)−1 tal que FT1 ∈ Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ (E ′) .

Logo, FT1 ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,δ (E ′) , pois para ρ > δ, temos que Bk′

(s′,m(r′;q′)),δ (E ′) está contido

em Bk′

(s′,m(r′;q′)),ρ (E ′) . Assim, segue do Teorema 5.2.2 que H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,δ (E ′) e pela

Observação 4.2.17 temos que H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)B)−1 (E ′) .

Se k = 1, temos que FT1, FT2 ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),B−1 (E ′) = Hb(s′,m(r′;q′))

(
BB (0)

)
. Logo, existe

δ > B tal que FT1, FT2 ∈ Hb(s′,m(r′;q′)) (Bδ (0)) e procedendo da mesma forma que na demons-

tração do caso (a), temos queH ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),0,δ−1 (E ′) = Hb(s′,m(r′;q′)) (Bδ (0)), com FT1 =

H.FT2 em Bδ (0) . Portanto, segue da Observação 4.2.17 que H ∈ Exp∞(s′,m(r′;q′)),B−1 (E ′) .



CAPÍTULO 6

Teoremas de Existência e

Aproximação para Equações de

Convolução

Neste caṕıtulo provaremos os Teoremas de existência e aproximação de soluções para

equações de convolução. Estes teoremas são aplicações dos Teoremas de divisão obtidos no

caṕıtulo anterior.

6.1 Teoremas de Aproximação

Teorema 6.1.1. (a) Se k ∈ [1,+∞] e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

, então o subespaço vetorial de

Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) gerado pelas soluções exponenciais polinomiais da equação homogênea

O =0, é denso no subespaço fechado de todas soluções da equação homogênea, isto é, o

subespaço de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) gerado por

L =
{
P expϕ;P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, ϕ ∈ E ′,O (P expϕ) = 0

}

é denso em

K = kerO =
{
f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E) ;Of = 0

}
.

118
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(b) Se k ∈ [1,+∞] e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q))

, então o subespaço vetorial de Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) gerado

por

L =
{
P expϕ;P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, ϕ ∈ E ′,O (P expϕ) = 0

}

é denso em

K = kerO =
{
f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E) ;Of = 0

}
.

Demonstração. (a) Se O ≡ 0, então o resultado segue da Proposição 2.1.25 pois, neste

caso, K =Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) . Suponha que O 6= 0, então pelo Teorema 4.2.13, existe T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
, T 6= 0, tal que O =T ∗ . Agora, se X ∈

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

é tal que

X|L = 0, então pelo Teorema 5.2.7, existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) tal que FX = H.FT.

Logo, existe S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

tal que FS = H e pela demonstração da Proposição

4.2.16, segue que FX = FS.FT = F (S ∗ T ) , o que implica X = S ∗ T. Logo, X ∗ f =

(S ∗ T )∗f = S ∗(T ∗ f) = S ∗(Of) = 0, para todo f ∈ K, portanto X (f) = (X ∗ f) (0) = 0,

para todo f ∈ K. Assim, mostramos que todo X ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

que se anula em

L, também se anula em K. Portanto, como conseqüência do Teorema de Hahn-Banach,

temos que o subespaço gerado por L, denotado por J , é denso em K, pois caso contrário

existiria f0 ∈ K/J e pelo Teorema de Hahn-Banach existiria X ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

tal

que X (f0) 6= 0 e X|J = 0.

(b) Se O ≡ 0, então o resultado segue da Proposição 2.1.25. Suponha que O 6= 0, então se k 6=

+∞, segue do Teorema 4.2.13 que existe T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
, T 6= 0, tal que O =T ∗ . Se

k = +∞, como todo elemento de
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

é de tipo zero, segue do Teorema 4.2.23

que existe T ∈
[
Exp∞

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
, T 6= 0, tal que O =T ∗. Agora, seX ∈

[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

é tal que X|L = 0, então pelo Teorema 5.2.8 existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) tal que FX =

H.FT. Logo, existe S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

tal que FS = H. Para k 6= +∞, segue da

demonstração da Proposição 4.2.16 que FX = FS.FT = F (S ∗ T ) , o que implica X = S∗T.

Para k = +∞, segue da Observação 4.2.24 que FX = FS.FT = F (S ∗ T ) , o que implica

X = S ∗ T. Assim como feito na parte (a), segue que X|K = 0 e pelo Teorema de Hahn-

Banach, segue que o subespaço gerado por L é denso em K.

Teorema 6.1.2. (a) Se k ∈ [1,+∞] , A ∈ (0,+∞) e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,A

é de tipo zero, então

o subespaço vetorial de Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) gerado por

L =
{
P expϕ;P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, ϕ ∈ E ′,O (P expϕ) = 0

}
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é denso em

K = kerO =
{
f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E) ;Of = 0

}
.

(b) Se k ∈ [1,+∞] , B ∈ (0,+∞) e O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),B

é de tipo zero, então o subespaço

vetorial de Expk
Ñ,(s;(r,q)),B

(E) gerado por

L =
{
P expϕ;P ∈ PÑ,(s;(r,q)) (nE) , n ∈ N, ϕ ∈ E ′,O (P expϕ) = 0

}

é denso em

K = kerO =
{
f ∈ Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E) ;Of = 0

}
.

Demonstração. (a) Se O ≡ 0, então o resultado segue da Proposição 2.1.25. Suponha que

O 6= 0, então pelo Teorema 4.2.23 existe T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
, T 6= 0 de tipo zero,

tal que O =T ∗ . Agora, se X ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

é tal que X|L = 0, então pelo

Teorema 5.2.9 existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) tal que FX = H.FT. Logo, existe S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

tal que FS = H e pela Observação 4.2.24, segue que FX = FS.FT =

F (S ∗ T ) , o que implica X = S ∗T. Logo, X ∗ f = (S ∗ T ) ∗ f = S ∗ (T ∗ f) = S ∗ (Of) = 0,

para todo f ∈ K, portanto X (f) = (X ∗ f) (0) = 0, para todo f ∈ K. Assim, mostramos

que todo X ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

que se anula em L, também se anula em K. Portanto,

como conseqüência do Teorema de Hahn-Banach, temos que o subespaço gerado por L é

denso em K.

(b) Se O ≡ 0, então o resultado segue da Proposição 2.1.25. Suponha que O 6= 0, então segue

do Teorema 4.2.23 que existe T ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′
, T 6= 0 de tipo zero, tal que O =T ∗ .

Agora, se X ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′

é tal que X|L = 0, então pelo Teorema 5.2.9 existe

H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)B)−1 (E ′) tal que FX = H.FT. Logo, existe S ∈
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′

tal que FS = H e pela Observação 4.2.24, segue que FX = FS.FT = F (S ∗ T ) , o que

implica X = S ∗ T. Assim como feito na parte (a), segue que X|K = 0 e pelo Teorema de

Hahn-Banach, segue que o subespaço gerado por L é denso em K.

Teorema 6.1.3. (a) Para k ∈ [1,+∞] , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

, O 6=0, então sua aplicação

transposta
tO :

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
−→

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

é tal que

(a.1) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′)

é o ortogonal de kerO em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′
.
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(a.2) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′)

é fechado para a topologia fraca-∗ em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
]′

definida por Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .

(b) Para k ∈ [1,+∞] , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q))

, O 6=0, então sua aplicação transposta

tO :
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
−→

[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

é tal que

(b.1) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′)

é o ortogonal de kerO em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′
.

(b.2) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′)

é fechado para a topologia fraca-∗ em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q))
(E)
]′

definida por Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) .

(c) Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞) , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,A

é de tipo zero e O 6=0, então

sua aplicação transposta

tO :
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
−→

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

é tal que

(c.1) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′)

é o ortogonal de kerO em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′
.

(c.2) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′)

é fechado para a topologia fraca-∗ em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
]′

definida por Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

(d) Para k ∈ [1,+∞] e B ∈ (0,+∞) , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),B

é de tipo zero e O 6=0, então

sua aplicação transposta

tO :
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′
−→

[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′

é tal que

(d.1) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′)

é o ortogonal de kerO em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′
.

(d.2) tO

([
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′)

é fechado para a topologia fraca-∗ em
[
Expk

Ñ,(s;(r,q)),B
(E)
]′

definida por Expk
Ñ,(s;(r,q)),B

(E) .

Em qualquer um dos casos, o ortogonal de kerO é o conjunto

(kerO)⊥ =
{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0, ∀f ∈ kerO

}
.
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Demonstração. Primeiramente, vamos provar os ı́tens (a.1), (b.1), (c.1) e (d.1). Em qual-

quer um desses casos, segue dos Teoremas 4.2.13 e 4.2.23 que existe T no domı́nio de tO tal

que O =T ∗ . Para cada X na imagem de tO, temos que X = tOS, para algum S no domı́nio

de tO. Assim, X (f) = (tOS) (f) = S (Of) = 0, para todo f ∈ kerO, portanto a imagem

de tO está contida em (kerO)⊥. Por outro lado, seja X ∈ (kerO)⊥ , e vamos provar que

X = S ∗ T, para algum S no domı́nio de tO. Temos que X (f) = 0, para todo f ∈ kerO.

Como O 6=0, temos que T 6=0 e além disso, se T ∗ P expϕ = 0, então O (P expϕ) = 0, dáı

P expϕ ∈ kerO e, portanto, X (P expϕ) = 0. Assim, segue dos Teoremas de divisão 5.2.7,

5.2.8 e 5.2.9 que existe H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)) (E ′) , no caso (a.1), H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0 (E ′) , no

caso (b.1), H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),(θ(k)A)−1 (E ′) , no caso (c.1), e H ∈ Expk′

(s′,m(r′;q′)),0,(θ(k)B)−1 (E ′) ,

no caso (d.1), tal que FX = H.FT . Portanto, em cada caso existe S no domı́nio de tO tal

que H = FS e conseqüentemente X = S ∗ T.

Agora, para f no domı́nio de O temos X (f) = (S ∗ T ) (f) = S (T ∗ f) = S (Of) =

(tOS) (f) . Logo, X = tOS e isto implica que (kerO)⊥ está contido na imagem de tO.

Vamos provar agora os ı́tens (a.2), (b.2), (c.2) e (d.2). Em qualquer um dos casos, temos

que

(kerO)⊥ =
{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0, ∀f ∈ kerO

}
=

=
⋂

f∈kerO

{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0

}
.

Agora, para cada f ∈ kerO,
{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0

}
é fechado no domı́nio de tO

para a topologia fraca-∗. De fato, se (Ri)i∈I é uma rede em

{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0

}
,

convergindo para R para a topologia fraca-∗, então Ri (g) converge para R (g) , para todo g

pertencente ao domı́nio de O. Em particular, Ri (f) converge para R (f) e como Ri (f) = 0,

para todo i ∈ I, segue que R (f) = 0. Logo, R ∈
{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0

}
e, com

isto,
{
T ∈ domı́nio de tO; T (f) = 0

}
é fechado para a topologia fraca-∗. Portanto, (kerO)⊥

é fechado no domı́nio de tO para a topologia fraca-∗.
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6.2 Teorema de Existência

Enunciaremos e provaremos agora o Teorema de existência de soluções para equações

de convolução, mas para isto precisaremos de um resultado, o que será enunciado na forma

de lema.

Lema 6.2.1. Se E e F são espaços de Fréchet e u : E −→ F é uma aplicação linear e

cont́ınua, então as seguintes condições são equivalentes:

(a) u (E) = F ;

(b) tu : F ′ −→ E ′ é injetora e tu (F ′) é fechado para a topologia fraca-∗ de E ′ definida por

E.

Demonstração. Ver Horváth [6], Corolário 17, pág. 308.

Teorema 6.2.2. (a) Para k ∈ [1,+∞] , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0

, O 6=0, então

O
(
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0
(E)
)

= Expk
Ñ,(s;(r,q)),0

(E) .

(b) Para k ∈ [1,+∞] e A ∈ (0,+∞) , se O ∈ Ak
Ñ,(s;(r,q)),0,A

é de tipo zero e O 6=0, então

O
(
Expk

Ñ,(s;(r,q)),0,A
(E)
)

= Expk
Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E) .

Demonstração. Vamos provar os dois ı́tens simultaneamente. Pelas Proposições 2.1.7, 2.1.14

e 2.1.21, temos que os espaços em questão são espaços de Fréchet. Pelo ı́tem (b) do Lema

6.2.1 e pelos ı́tens (a.2) e (c.2) do Teorema 6.1.3, para provar a sobrejetividade de O, basta

provar que tO é injetora. Temos que O =T∗, para algum T no domı́nio de tO, então para

todo S no domı́nio de tO e f no domı́nio de O,

(
tOS

)
(f) = S (Of) = S (T ∗ f) = (S ∗ T ) (f) .

Logo, tOS = S ∗ T e se tOS = 0, então S ∗ T = 0 e F (S ∗ T ) = 0. Como O 6=0, segue que

T 6= 0 e FT 6= 0 e como F (S ∗ T ) = FS.FT, temos que FS = 0. Portanto, S = 0 e isto

implica que tO é injetora.



6.3 Considerações Finais

Não foi posśıvel provar um Teorema de existência de solução para equações de con-

volução em Expk
Ñ,(s;(r,q))

(E) , nem em Expk
Ñ,(s;(r,q)),A

(E) , com A ∈ (0,+∞) , neste último

caso para O um operador de convolução de tipo zero. O motivo é que não sabemos da exis-

tência de um resultado como o Lema 6.2.1, para espaços DF. As tentativas de demonstração

desse lema para espaços DF “esbarram”na exigência de reflexibilidade do espaço, que no

nosso caso não é reflexivo. O máximo que se consegue (até o momento) é um resultado,

como o do Lema 6.2.1, para duais de Fréchet reflexivos, sendo assim, no caso em que E tem

dimensão finita, o teorema é válido.

Obtendo um resultado desse para espaços DF , o Teorema de existência de solução decorre

análogo ao Teorema 6.2.2.
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Ñ,(s;(r,q))

(E), 21

Exp∞
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Ñ,(s;(r,q))

, 84

(r′ (q′))′, 7

‖·‖∞, 6

‖·‖(p,m(s;q)), 7

‖·‖m(s,q), 6

‖·‖p, 6

‖·‖N,(s;(r,q)), 8

‖·‖w,p, 6

Ak
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BÑ,(s;(r,q)),ρ (E), 13

Bk
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HÑb,(s;(r,q))

(
B 1

A
(0)
)
, 29

Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)
, 26

Hb(s,m(r;q))

(
B 1

A
(0)
)
, 29
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Ñ,(s;(r,q)),0,A

(E), 57

Expk
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