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ABSTRACT

In this work we introduce the spaces of (s;m (r,q))-summing functions of a given
type and order defined in £, and the spaces of (s; (r, ¢))-quasi-nuclear functions of a given
type and order defined in E, and we prove that the Fourier-Borel transform identify the
dual of the space of (s; (1, ¢))-quasi-nuclear functions of a given type and order defined in FE,
with the space of (s';m (1, ¢'))-summing functions of a corresponding type and order defined
in E'. We also prove division theorems for (s;m (r,q))-summing functions of a given type
and order and division theorems involving the Fourier-Borel transform. As a consequence
we prove the existence and approximation results for convolution equations on the spaces of

(s; (7, q))-quasi-nuclear functions of a given type and order.
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RESUMO

Neste trabalho introduzimos os espagos de fungoes (s;m (r, ¢))-somantes de um dado
tipo e uma dada ordem, definidas em FE, e os espagos de funcgoes (s; (7, ¢))-quase-nucleares
de um dado tipo e uma dada ordem, definidas em FE, e provamos que a transformada de
Fourier-Borel identifica o dual do espago de fungoes (s; (7, q))-quase-nucleares de um dado
tipo e uma dada ordem, definidas em E, com o espaco de fungoes (s';m (', ¢'))-somantes de
um correspondente tipo e uma correspondente ordem, definidas em E’. Provamos também
teoremas de divisao para fungoes (s;m (r, q))-somantes de um dado tipo e uma dada ordem
e teoremas de divisao envolvendo a transformada de Fourier-Borel. Como conseqiiéncia,
provamos resultados de existéncia e aproximagcao de solucoes de equacoes de convolucao nos

espagos de fungoes (s; (1, g))-quase-nucleares de um dado tipo e uma dada ordem.
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Introducao

A area do conhecimento matemaético na qual este trabalho se insere é a Analise
Funcional.

Em 1955, B. Malgrange publicou o artigo [7] sobre existéncia e aproximagao de
solucoes para equagoes de convolucao em espacos de funcoes inteiras definidas em C". Uma
questao natural que surge advinda deste artigo é saber se valeriam resultados semelhantes
para espacos de funcoes inteiras definidas num espaco de Banach arbitrario. Essa questao
foi respondida, em 1966, por C. Gupta em sua tese de doutorado, orientada por L. Nachbin,
defendida na Universidade de Rochester e publicada em [3], onde ele provou resultados desse
tipo para funcoes inteiras nucleares de tipo limitado. Em seguida, em 1967, L. Nachbin
e C. Gupta estenderam esses resultados para espacos de funcoes inteiras nucleares, nao
necessariamente de tipo limitado. Tais resultados podem ser encontrados em [4].

Mais tarde, em 1978, M.C. Matos provou em [9] resultados desse tipo para func¢oes nucleares
holomorfas em bolas abertas de espacos de Banach. Todos os artigos acima mencionados

usam duas ferramentas fundamentais:

e A transformada de Fourier-Borel que identifica o dual topoldgico do espago de fungoes
inteiras com um espaco de funcoes inteiras de tipo exponencial, utilizando para isso
um resultado de dualidade que identifica o dual do espaco dos polindmios homogéneos

nucleares com um espago de polinomios homogéneos.

e Teoremas de divisao para fungoes inteiras de tipo exponencial.



Em 1967, A. Martineau estudou em [8] as chamadas equagoes diferenciais parciais
de ordem infinita sob a ética das equagoes de convolugao em espacos de funcoes inteiras de
um dado tipo e uma dada ordem, definidas em C".

Nos artigos [10] e [11], publicados em atas de congressos realizados em 1984 e 1986, respec-
tivamente, Matos generalizou os resultados de A. Martineau para o caso de fungoes inteiras
nucleares de um dado tipo e uma dada ordem, definidas em espacos de Banach. Novamente
as transformadas de Fourier-Borel e os teoremas de divisao tiveram papéis fundamentais nas

demonstracoes dos resultados de existéncia e aproximacao.

Em 1983, num congresso sobre ideais de operadores, A. Pietsch sugeriu o estudo de
modulos de aplicagoes multilineares entre espacos de Banach e isto impulsionou o estudo de
varios médulos de polindmios homogéneos e, até mesmo, de outras aplicagoes nao-lineares.
Entre os médulos estudados estao os espagos dos polindmios homogéneos (s;r)-nucleares e
os espagos dos polinémios absolutamente (p; ¢)-somantes. Tais resultados podem ser encon-
trados em [20].

Com o impulso no estudo da teoria desses médulos, Matos publicou o artigo [12] no qual
estuda as aplicagdes multilineares (s;r)-nucleares e, conseqiientemente, os polinomios ho-
mogéneos (s;7)-nucleares. Nesse artigo foi demonstrado um resultado que identifica o dual
topoldgico do espago dos polindmios homogéneos (s; r)-nucleares definidos do espaco de Ba-
nach F no espaco de Banach F' com o espago dos polinomios homogéneos absolutamente
(s';7")-somantes definidos de E’ em F’, onde s’ e ' denotam os conjugados de s e r, respecti-
vamente. A partir dessa dualidade ele identificou, através da transformada de Fourier-Borel,
o dual topolégico das aplicagoes inteiras (s;7)-nucleares com um espago de fungdes de tipo

exponencial ligado aos polinomios homogéneos absolutamente (s'; 7’)-somantes.

Matos continuou obtendo progressos na teoria de aplicagoes nao-lineares absoluta-
mente somantes, como pode ser comprovado nos artigos [13] e [14] publicados em 2003 e
2004, respectivamente.
Em 2005, no livro [15] intitulado “Absolutely Summing Mappings, Nuclear Mappings and
Convolution Equations”, Matos além de fazer um apanhado geral dos resultados obtidos
em alguns de seus artigos como [13] e [14], ainda continuou obtendo progressos na teoria,
mais precisamente, introduziu o conceito de aplicagoes n-lineares (s; (r1,¢1) .-, (Tn, qn)) -
nucleares e, conseqiientemente, polindomios n-homogéneos (s; (7, ¢))-nucleares. Além disso,

provou um resultado que identifica o dual do espago dos polinémios homogéneos (s; (r, q))-



nucleares definidos do espaco de Banach E no espago de Banach F' com o espaco dos
polinémios homogéneos (s';m (1, ¢’))-somantes em 0 de E’ em F’ (conceito este também
introduzido em seu livro). Com esse resultado de dualidade, surge a questao natural da pos-
sibilidade de se obter uma identificacao, através da transformada de Fourier-Borel, do dual
do espago das fungdes inteiras (s; (r, ¢))-nucleares de tipo limitado com um espago de fungoes
de tipo exponencial ligado aos polinomios homogéneos (s';m (17, ¢’))-somantes. Nesse mesmo
livro, essa questao foi respondida de maneira afirmativa, mas nao com o dual do espaco das
funcoes inteiras (s; (r, ¢))-nucleares de tipo limitado e sim com o dual do espago das fungoes
inteiras (s; (r, ¢))-quase-nucleares de tipo limitado. Para isso, Matos dedicou um capitulo
de seu livro para o estudo dos polinémios (s; (r, ¢))-quase-nucleares e das fungoes inteiras
(s; (r, q))-quase-nucleares de tipo limitado, mais ainda, provou também resultados de divisao
para fungoes inteiras de tipo exponencial (s;m (r,q))-somantes, o que leva a resultados de
existéncia e aproximagao de solucoes de equacgoes de convolugao em espacos bem mais gerais
do que os estudados anteriormente.

Com os resultados, acima mencionados, obtidos por Matos em seu livro [15], surge a
questao natural de tentar generalizar os resultados por ele obtidos em [10] e [11], utilizando
os conceitos de polinomios (s; (r, ¢))-quase-nucleares e polindémios (s;m (r, ¢))-somantes para
definir novos espacos de funcoes de um dado tipo e uma dada ordem.

Sendo assim, o objetivo dessa tese é generalizar os resultados de [10] e [11], isto é, obter
resultados de dualidade dados pelas transformadas de Fourier-Borel definidas sobre tais
espagos, obter teoremas de divisdo para espagos de fungoes (s;m (r,q))-somantes de um
dado tipo e uma dada ordem e obter resultados de existéncia e aproximacgao de solucoes de
equagoes de convolugao sobre espagos de fungoes (s; (r, ¢))-quase-nucleares de um dado tipo

e uma dada ordem.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho estd dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1, introduzimos os espagos de polinoémios (s;m (r, ¢))-somantes em 0 e o0s
espagos de polindmios (s; (1, ¢))-quase-nucleares. Além disso, enunciamos um resultado
de dualidade entre espacos desse tipo que é de fundamental importancia para as demon-

stragoes dos isomorfismos das transformadas de Fourier-Borel. Neste capitulo, damos



também os conceitos de limites indutivo e projetivo e alguns resultados envolvendo-os,
pois esses conceitos sao necessarios no capitulo 2. As principais referéncias utilizadas
neste capitulo foram [2], [21] e [22] para a teoria de limites indutivo e projetivo, e [15]

para o restante do contetudo do capitulo.

No capitulo 2, definimos os espacos de funcoes inteiras de um dado tipo e uma dada
ordem, que sao generalizagoes dos espagos definidos por Matos em [10]. Além disso,
desenvolvemos a teoria necessaria para provar os resultados envolvendo a transformada
de Fourier-Borel definidas sobre tais espagos. As principais referéncias utilizadas neste

capitulo foram [10] e [15].

No capitulo 3, definimos as transformadas de Fourier-Borel e provamos os isomorfismos

algébrico e topoldgico destas transformadas, mais especificamente:
Na secao 3.1, definimos as transformadas e provamos os isomorfismos algébricos.

Na segao 3.2, caracterizamos os conjuntos limitados destes espacos de funcgoes in-
teiras, pois tais caracterizacoes sao necessarias para as demonstragoes dos isomorfismos

topoldgicos.

Na secao 3.3, provamos os isomorfismos topolégicos das transformadas de Fourier-

Borel, nos casos em que sao possiveis.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [2], [10] e [15].

No capitulo 4, definimos os operadores de convolucao e desenvolvemos a teoria necessaria
Y >
para a prova dos Teoremas de divisao. As principais referéncias utilizadas neste capitulo

foram [11], [10] e [15].

No capitulo 5, provamos Teoremas de divisao para fungoes (s;m (r,q))-somantes de
um dado tipo e uma dada ordem e, como conseqiiéncia, provamos Teoremas de divisao
envolvendo a transformada de Fourier-Borel. As principais referéncias utilizadas neste

capitulo foram [4] e [11].

No capitulo 6, provamos Teoremas de existéncia e aproximacao de solugoes para
equagoes de convolugao. Tais Teoremas sao conseqiiéncia dos Teoremas de divisao

obtidos no capitulo 5. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [6] e

11].



CAPITULO 1

Preliminares

O intuito deste capitulo é familiarizar o leitor com as principais defini¢oes e resultados
que serao usados ao longo da tese, principalmente com as definicoes e resultados obtidos por
Matos em seu livro [15], pois estes sdo de fundamental importancia para o conteido da tese.
Mas primeiramente, vamos apresentar as principais notacoes e defini¢oes basicas necessarias

para o desenvolvimento da tese.

1.1 Notacoes e Definicoes Basicas

O conjunto dos ntimeros naturais é denotado por N={0,1,2,...} . R e C denotam
os corpos dos nimeros reais e complexos, respectivamente. Para nds, K denota R ou C.
Se E é um espago normado, denotamos por B4(0) C E a bola aberta de centro 0 e raio
Ade E.
Se E e X sao espagos de Banach sobre K, denotamos por P ("E; X) o espago de Banach

de todos os polinomios n-homogéneos continuos de £ em X, com a norma

1Pl = sup [P (y)Il,

lyll<1

para todo P € P ("E; X). Se X =K, denotamos P ("E;K) =P ("E).
O dual topoldgico do espaco de Banach E é denotado por E'.
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Denotamos por ¢y o espaco de Banach de todas as seqiiéncias em K que convergem para
0, com a norma usual denotada por |||, -

Para 1 < p < oo, denotamos por £, (E) o espaco de Banach de todas as seqiiéncias
absolutamente p-soméveis de elementos de £/, com a norma usual denotada por [-[|,. Para
0 <p<1,4,(E)éum espago vetorial topolégico metrizdvel e completo, com a p-norma usual
denotada por [|-||,. Para p = oo, £y (E) denota o espago de Banach de todas as seqiiéncias
limitadas de elementos de £, com a norma usual denotada por ||-|| . Se E' = K, denotamos
l,(K) =1, el (K) = ls.

Para 0 < p < oo, denotamos por £ (E) o espago de todas as seqiiéncias fracamente
absolutamente p-soméveis de elementos de E, isto ¢, as sequéncias (z,,),., C E tais que

(', xn)) 2, € £y, para todo =’ € E’. Denotando

1
oo P
l(zn )z, = sup (ZI@J’J&I”) :

=<1\ ;.=

temos que para 0 < p < 1, define uma p-norma e para 1 < p < +o00, define uma

[
norma em (' (E). Em ambos os casos, £ (E) é um espaco vetorial topolégico metrizavel e
completo.

Para k € (1,400), denotamos por k' o seu conjugado, isto é, o niimero que satisfaz

Lo=1
Para k = 1, escrevemos k' = 400 e para k = +00, escrevemos k' = 1.
Para A € R — {0}, denotamos A~ = %. Para A = 0, escrevemos A~! = 400 e para
A = +o00, escrevemos A~ = 0.

Demais defini¢oes e notacoes necessarias serao apresentadas durante a tese.

1.2 Polinomios Nucleares e Polindmios Somantes

Sejam E e X espagos de Banach.

Definigao 1.2.1. Se 0 < ¢ < s < +00, uma seqiiéncia (z,),; de elementos de E é dita ser

misto (s, q)-somdvel em E se x,, = 1,27, para cada n, com (7,,),; € Ly, e (z)),—, € (¥ (E),

onde
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Denotamos por £,,(s,q) (E) 0 espaco vetorial de todas as seqiiéncias misto (s, ¢)-soméveis
de E. Para (z;);- | € lisq) (E), definimos

J=1
oo . 00 0\ °©
(2;)° :me(T-) (9)°
i) j=1 i) j=1 -
H I= lm(s,q) = s 1Y 7735 s
onde o infimo ¢ tomado sobre todas as possibilidades de representacao z; = Tj:r:?, com

(TJ');.il € KS(q)/ e (.%Q)(;il S g;u (E) . Em gm(s,q) (E)7 ”Hm(

E ¢ uma norma para ¢ > 1 e uma

5,q)

g-norma para 0 < ¢ < 1. Em ambos os casos, <€m(s,q) (E) s Ml ) é um espago vetorial

5,4)
topologico metrizavel completo.

Definigao 1.2.2. Para0 < ¢ < s < +00 e p > ¢, um polinémio P n-homogéneo de £ em X é
(p;m (s, q))-somante em Ose (P (x;));2, € £, (X), para cada seqiiéncia (z;) 2 € ly(sq) (E)-
Denotamos o espaco vetorial de tais polindmios por Ppm(s,q)) (“£; X) . Denotando por || P|| (pm(5:0))

o infimo das constantes M que satisfazem a seguinte desigualdade

(i ||P<wj>||p> Tou (e,

para toda (z;);2, € lm(s;q) (E) , temos que [|-[| ) define uma p-norma em Pyms,q)) ("E; X),

p,m(s;q
que o torna um espago vetorial topologico metrizavel e completo.
Sejam s € |0, 4+00], ¢,r € [1,4+00], tais que ¢ <1’ < 400 e

1< -+

W | =
U3

Defini¢ao 1.2.3. Um polinémio P € P ("E;X) é dito ser (s;(r,q))-nuclear se existem
()72 € Ls (€ coyse s =+00 ), (y;)72; € loo (X) € (9)) 72 € lugrgr) (E'), tais que

P(z) =Y N, (@)"y;,
j=1
para todo x € E. Neste caso, denotamos

P=> "Nghy;.
j=1
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Denotamos o espaco de todos esses polinomios por Py, (s;(rq)) ("E; X) . Chamando

I 1 n
th S ¢
e

sendo o infimo tomado sobre todas as representacoes de P conforme a definicao, temos
uma t,-norma em Py (s(rq)) ("F; X) que o torna um espago vetorial topolégico metrizavel

completo.

Definicao 1.2.4. Um espaco de Banach F tem a propriedade da aproximacao A-limitada
se para todo subconjunto compacto K e € > 0, existe um operador linear continuo de tipo

finito T' de F em F tal que [|[T|| < Ae ||z — T (z)]| < ¢, para todo x € K.

Observacao 1.2.5. Varios espagos de Banach tém a propriedade da aproximacao A-limitada.
Apenas para motivagao, vamos citar alguns exemplos: Os espacos £,, para 1 < p < 400,
0 espago ¢g e o espago C'(K) das fungdes continuas definidas num compacto de um espaco
de Banach tém a propriedade da aproximacao 1-limitada. Mais geralmente, todo espago de

Banach com uma base de Schauder tem a propriedade da aproximagao 1-limitada.

Teorema 1.2.6. Se s € [1,+0o0] e E' tem a propriedade de aproximacgdo \-limitada, entdo
o dual topologico de Py (srq) ("E; X) € isometricamente isomorfo a Piym gy ("E'; X')

através da aplicacao
B(¥)(¢) (y) =¥ ("),

para todo y € X, ¢ € E' e U no requerido dual.

Demonstragao. Ver Matos [15], Teorema 7.3.2, pag.145. O

1.3 Polindmios Quase-Nucleares

Nesta se¢@o construiremos o espago dos polinémios (s; (7, ¢))-quase-nucleares. Para

maiores detalhes da teoria, ver Matos [15], se¢bes 8.2 e 8.3.
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Durante toda esta secao considere que E’ tem a propriedade da aproximacao M-

limitada e s,q,r € [1,+00] s@o tais que
1< L_ +
R tn - .

Vimos no Teorema 1.2.6 que o dual topolégico de P (s;(rq)) ("E, K) = Py (s:(q)) ("E)
é Proimir gy ("E' K) = Pstymr gy ("E') através da aplicacao

para todo ¢ € E’ e ¥ no requerido dual.

Considerando entao

U ={P € Puear "BV 1Py oo <1

e o seu bipolar U, segue do Teorema do Bipolar que U é o menor subconjunto absoluta-
mente convexo e fechado na topologia fraca de Py, (s(rq)) ("£). Além disso, o funcional de
Minkowski

pueo (P) =1inf{\ > 0; P € \U’}

¢ uma norma em Py (s rq) ("E) -

E possivel provar que
pues (P) < |[Plly, g » PaTa todo P € Puy sy ("E) .

Agora, considerando o espac¢o normado (PN,(S;(W)) ("E), ono> , denotaremos o seu com-
pletamento por (PN’(S;(W)) ("E), H'HN,(s;(r,q))> . E claro que a restricio da norma [RIFSP——
a (PN,(S;(W)) ("E) ,ono) é pyoo € € possivel provar também que P .. o)) ("E) esta contido
em P ("E) e

1P| <P

N.(si(rq)) » AT todo P € PN,(s;( ) ("E).

7,q)

Definicao 1.3.1. Cada P € Py

(s;(r,q))-quase-nuclear sobre E.

st ("E) €é chamado de polinomio escalar n-homogéneo

Observacao 1.3.2. Da mesma forma que foi construido o espaco dos polinomios n-homogéneos
(s; (7, q))-quase-nucleares sobre E, podemos construir o espago das aplica¢oes n-lineares

(s; (r, q))-quase-nucleares sobre E™, que é denotado por L (s:tra) ("E).
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Denotando por L, ("FE) o espago de todas as aplicagoes n-lineares simétricas sobre

E, temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.3.3. Os espagos L, s.rq) ("E) = Lx (5.0 ("E)NLs ("E) € Py (.00 ("E)

7,q)
sao isomorfos.

Demonstracao. Ver Matos [15], Teorema 8.2.2, pag.161. O]
Outros dois resultados dessa teoria que serao utilizados na tese sao os seguintes:

Proposicao 1.3.4. O espago dos polinomios de tipo finito definidos sobre E, denotado por
Py ("E), € denso em Py (o) ("E).

Demonstragao. Ver Matos [15], Observacao 8.2.3, pag.162. O
Proposigao 1.3.5. Se P € Py (.0 ("E), k = 1,...,n e x € E, entdio c/i%P(:v) €

Py (sira (VE) €

n!
d'p H <—— _|Pllx ek
|22 @) s S o 1Pty ]

Além disso,

=

onde P € a aplicacao n-linear simétrica associada a P.

< ||Pll+ .. T n—k ’
N (si(ra)) || ||N,(s,(7’7q)) || ||
Demonstragao. Ver Matos [15], Proposicao 8.3.1, pag.163. =

Agora vamos enunciar um resultado de dualidade entre espagos de polindomios quase-
nucleares e polinomios somantes. Este resultado é de fundamental importancia para provar

os isomorfismos das transformadas de Fourier-Borel.

Teorema 1.3.6. O dual topoldgico de PR (s:(ma) ("E) ¢é isometricamente isomorfo a

Pisimer )y ("E') através da aplicagao

para todo ¢ € E' ¢ ¥ no requerido dual.

Demonstragao. Ver Matos [15], pag.161. [
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1.4 As Topologias Limites Indutivo e Projetivo

No proximo capitulo, precisaremos das defini¢oes das topologias limite indutivo e
limite projetivo. Essas defini¢oes e alguns resultados que envolvem essas teorias serao usados
freqiientemente na tese. As demonstragoes e maiores detalhes dessas teorias podem ser

encontrados em [2], [6], [17], [21] e [22].

Proposicao 1.4.1. Seja (E,,v € I') uma familia de espacos localmente convezos e, para

cada v € T', seja u, uma aplicagdo linear de E, no espaco vetorial F, tal que LJE7 gera E.

yer
Entao existe uma topologia mais fina localmente convexa em E, tal que as aplicagoes u., s$ao

continuas.

Definicao 1.4.2. O espaco F com esta topologia é chamado o limite indutivo dos espagos

localmente convexos £, pelas aplicagoes u..

Proposicao 1.4.3. Sejam E o limite indutivo dos espagos localmente converos E. pelas
aplicagoes u., e t uma aplicagcdo linear de 2 num espacgo localmente convexo X. Entdao t é

continua se, e somente se, para cada vy, t o u, € uma aplicagcao continua de E, em X.

Proposicao 1.4.4. Seja X um espaco vetorial e, para cada v € T, seja vy, uma aplicacao

linear de X num espago localmente convexo X, tal que mvf (0) = {0} . Entao existe uma

vyel
topologia mais fraca em X, compativel com a estrutura algébrica sobre a qual as aplicagoes

v, sao continuas. Com esta topologia, X € um espago localmente convexo.

Definicao 1.4.5. O espaco X com esta topologia é chamado o limite projetivo dos espagos

localmente convexos X, pelas aplicacoes v, .

Proposicao 1.4.6. Sejam E um espaco localmente convexo e t uma aplicacao linear de K
no limite projetivo X dos espacos localmente convexos X, pelas aplicagoes v.,. Entdo t é

continua se, e somente se, para cada vy, vy ot € uma aplicagio continua de E em X.,.

Definicao 1.4.7. Um espaco localmente convexo E é um espaco DF, se admite uma

seqiiéncia fundamental de subconjuntos limitados e se todo subconjunto M do dual forte
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de E que seja uma uniao de uma seqiiéncia de subconjuntos equicontinuos, também é
equicontinuo.

Lembramos que uma familia (ou sistema) fundamental de subconjuntos limitados de um
espaco vetorial topolégico L, é uma familia £ de subconjuntos limitados de L tal que todo

subconjunto limitado de L esta contido em algum membro de L.

Proposicao 1.4.8. Seja E o limite indutivo localmente convero de uma sequéncia FE; de
espagcos DF' pelas aplicacoes lineares u;, tal que a uniao das imagens dos E; gera E. Entao

E ¢ um espaco DF.
Demonstragao. Ver Grothendieck [2], Proposicao 5, pag.171. [

Proposicao 1.4.9. Seja X o limite indutivo localmente convero de uma seqiéncia X; de
espacos DF' pelas aplicacoes lineares u;, tal que a uniao das imagens dos X; gera X. Entao,
0s subconjuntos limitados de X sao aqueles contidos no fecho da uniao finita de imagens de

subconjuntos limitados dos X; pelas aplicagcoes u;.

Demonstragao. Ver Grothendieck [2], Proposicao 5, pag. 171. O

Proposicao 1.4.10. Se E € um espagco DF, entao seu dual forte é um espago de Fréchet,

1sto €, um espaco localmente convexo, metrizdvel e completo.

Demonstracao. Ver Grothendieck [2], Corolario 4, pag.166. O]



CAPITULO 2

Espacos de Funcoes Inteiras de um

Dado Tipo e uma Dada Ordem

Durante toda a tese, estudaremos definicoes e resultados envolvendo polinémios
(s,m (r;q))-somantes e polinomios (s; (7, q))-quase-nucleares. Apesar de usarmos as letras
s, € ¢ em ambos os casos, para as defini¢des envolvendo polinémios (s, m (r; q))-somantes,
consideraremos 0 < ¢ < r < 400, s > g e s € [1,+00], jd para as defini¢oes envolvendo
polinémios (s; (7, q))-quase-nucleares, consideraremos s < ¢, r < g e s,7,q € [1,400]. Com
estas condiges estes espagos estao bem definidos, os espagos de polinomios (s, m (r;q))-
somantes sao espacos de Banach e ainda, os principais resultados da teoria e o Teorema de
dualidade 1.3.6 sao verdadeiros.

A partir de agora, considere E um espaco de Banach complexo.

2.1 Definicoes e Resultados Concernentes

Definicao 2.1.1. Se p > 0, denotamos por B m(rq)),, (E) 0 espaco vetorial complexo de
todas f € H (E) tais que d’ f (0) € Pismrg) (E), para todo j € N, e

& f (0)

< +00,
(s,m(r;q))

1 ot = > 07
j=0

13
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que é normado com ||y - 0) . Denotamos por By ;. (.4, (£) 0 espago vetorial complexo

de todas f € H (E) tais que &’ f (0) € Pr(sitrma) E), para todo j € N, e

15 gy = D P
j=0

que é normado com H'HN,(S;(T,Q))»P'

& f (0) < 400,

HN,(S;(W))

Proposicao 2.1.2. Para cada p > 0, 0s espagos By (s (.0, o (E) € Bism(rq)).p (E) sio espagos
de Banach.

Demonstragdao. Seja (f,),., uma seqiiéncia de Cauchy em B (stra))p (E). Entao, dado

e > 0, existe n. € N tal que

>

& f,, (0) = d f, (0 )HN(S'M)) <e, (2.1)

—~ oo
para m,n > n.. Dai segue que, para cada j € N, (djfn (O)) é uma seqiiéncia de Cauchy
1

n=

no espaco de Banach Py (.0 (/E) e converge para um elemento P; € P (sira) (E).

Assim, fazendo n — oo em (2.1), temos que

o)
o d f (0) — Pi| <e, 2.2
; O =Bl 5 (s 22)
para todo m > n.. Defina
=1
5=0
para todo x € E e vamos provar que f € H (F). Para isto é suficiente mostrar que
] 1
lim sup ‘ —bF|| =0.
j—oo J'
Note que,
=Pyl <o @t 0) - P JJ’HEOH~ < et fo |
| ]HN’(S,(r,q)) p fn (0) I s tman) fa. (0) Fils.(ra)) £ (s3(r,q)).p

Assim, segue que

1
i
4!

lim sup

Jj—00

1 If ;

i €+ Ne r !

’ < limsup p ( ' (s3(r.) o > =0,
7!

N,(si(rq)) Jmo0
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DADA ORDEM
pois
1\7
j—oo \ J!

Como [P < ([Pl 5 (s(rq) - Para todo P € Py (., o)) (/E), j € N, temos que

1 1
lim sup IP‘ < limsup P =0
jmoo 1 j=oo 13 Tl (sitra)

Agora,

Zpij HPJHN7(57(7" q) Z djfns Pj o + ans HN,(S;(T,(])),p < +OO7

g g N (si(r:0)
logo f € By (s.(r.q)., () e segue de (2.2) que (f,),_, converge para f. Portanto By ..., .., (£)
¢ Banach.
Usando o fato que || P|| < [[P|[(s,n(rq)) » PaTa todo P € Psm(riq)) (E),j € N, a demonstragao
para os espacos B(sm(rq)),, (£) segue de maneira andloga. O

Observagao 2.1.3. Poderfamos ter definido os espagos B(sm(riq)),, (££) para s € |0, +o0],
mas para s € ]0,1[, 0s espagos P(sm(rq) (' E) sao s-normados e ¢ possivel provar (demons-
tragao similar a da Proposigao 2.1.2) que os espacos B m(r.q)),» (F) sd0 apenas espacos ve-
toriais topologicos metrizaveis completos, mas para a proxima definicao é hipdtese essencial

que tais espagos sejam espacos localmente convexos.

Definicao 2.1.4. Se A € (0, +00) , denotamos por Exp(sm(r.q)),a (£) 0 espaco vetorial com-

plexo UB(Svm(T§Q))7P (E), com a topologia limite indutivo localmente convexa. O espago
p<A
Expg (s:ra0).4 (E) é o espago vetorial complexo UB (5:(m0)op (E), com a topologia limite

p<A
indutivo localmente convexa. Consideramos também os espacos vetoriais complexos
Exp(sm( 73q)) OA mBsmrq ,p )
p>A

ExpNv(s;(T’q))»OvA <E) - ﬂ BN,(&("'J])LP (E> )

p>A
com a topologia limite projetivo.
Para A = +00, consideramos os espacos vetoriais complexos

Emp(s m(r;q)), UB (s,m(r;q)),p )

p>0
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Bapg sirapoo (B) = UBw sy (E)

p>0

com a topologia limite indutivo localmente convexa e para A = 0, consideramos os espacos

Ezp(am(rg)o () = Expam(a).00 (B) = [ \Bisum(ria .o (E)
p>0
(§]
E2pg ura0 (B) = Eag (s ran00 (B) = [ B (strayo (B)
p>0

com a topologia limite projetivo.
Estamos considerando as topologias limite indutivo e projetivo dadas pelas inclusoes natu-

rais.

Proposicao 2.1.5. Se f € H(E) € tal que c?jf (0) € Psm(rq)) (E), para todo j € N, entdo
(a) Para cada A € (0,+00],

l
[ € Bxpsmrig),a (E) se, e somente se, limsup def 0) (] ) < A.
j—o00 s,m(r;q
(b) Para cada A € [0,4+00),
1
I € Bxpsmrig) 0.4 (£) se, e somente se, limsup def 0) (J ) < A.
j—o0 s,m(r;q

Demonstragdo. (a) Se f € Exp(smrq),a (£), existe p < A tal que [ € Bsm(riq)),p (£) , 1ogo

> o7 || d £ (0) < +00, (2.3)
o (s,m(r;q))
]_
assim )
—hmsup’d’ f(0) ’ <p<A,
e J—00 (S,m(ﬂQ))

onde r. denota o raio de convergéncia da série de poténcias

2, z e C.
(s,m(r;q))
Por outro lado, se
l.
a_hmsup‘dj (0)||” < A,
Jj—00 (s,m(rs;q))
entdo para todo p € |a, A[, segue que a série
p~l & £
; (©) (s;m(r;q))
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é convergente. Assim, f € Bsm(riq),p (E) €, portanto, f € Exp(sm(rq),a (F) .
Note que tal demonstracao vale para A = +oo.

(b) Se f € Expismrig),0.4 (E), entao f € Bsmrq)),, (£), para todo p > A. Assim,

l'
limsup || f (O)HJ <p,
Jj—00 (s;m(r39))
para todo p > A e, conseqlientemente
~ 1
limsup || f (0)]|” < A
j—oo (s;m(r;q))
Contrariamente, se
1
limsup || f (0)|’ < A,
j—00 (s,m(r3q))
segue que
l‘
limsup ||d’ f (0)|” < p,
j—o0 (s;m(r;q))

para todo p > A. Assim, segue que f € B m(riq),p (F), para todo p > A, portanto f €
El‘p(s,m(r;q)),(),A (E) .

Note que tal demonstracao vale para A = 0. Il

Proposicao 2.1.6. Se f € H (F) € tal que c/l\jf (0) € Px (s:ra)) (/E), para todo j € N, entdo
(a) Para cada A € (0,+00],

Sl

< A.

f € Bxpy (. (ra.a (E) se, e somente se, limsup Hc/l}f (0)

j—o0 N ,(s5(r,))
(b) Para cada A € [0, +00),

1
J

< A.

& f(0)

[ € Bxpg (s.(na) 0.4 (E) se, e somente se, limsup

j—>OO N?(S;(Trq))

Demonstracao. Analoga a demonstragao da Proposicao 2.1.5. m

Devido a estas duas proposigoes, chamaremos os elementos de Exp(s m(riq)),a (£) de
fungées inteiras de tipo exponencial (s, m (r;q))-somante estritamente menor que A. Para
A = +o0, retiramos “estritamente menor que A”.

Os elementos de Expg (sirq)).4 (E) serao chamados fungoes inteiras de tipo exponencial
(s; (r,q))-quase-nuclear estritamente menor que A. Para A = 400, retiramos “estritamente
menor que A”.

J& os elementos de EZp(s m(riq)),0,4 (E) serao chamados de fungoes inteiras de tipo exponen-

cial (s, m (r;q))-somante menor ou igual a A e os elementos de Expy (. )04 (E) serao
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chamados de fung¢des inteiras de tipo exponencial (s;(r,q))-quase-nuclear menor ou igual a

A.

Proposicao 2.1.7. (a) Expism(rq).a (£) e EIpg (sira)).a (E) sdo espagos DF, para todo
A € (0,+00].
(b) Exp(sm(ria)).0,4 (E) € BTPg (4(nq)0.4 (E) sdo espagos de Fréchet, para todo A € [0, +00).

Demonstracao. (a) Temos que os espagos By (5:(rs)),p (E), com p < A, sdo espagos DF),
pois sdo espacos de Banach. Seja (a,),~, uma seqiiéncia de nimeros positivos estritamente

crescente, convergindo para A. E claro que, algebricamente,

EWN( UB (s5( (E) = UBN,(S;(r,q)),an (E).
n=1

p<A

Vamos provar que a topologia limite indutivo dada pelos B (E),p < A, eatopologia

(55(m,9)),p

limite indutivo dada pelos By (E),neN, com(:ldem. Vamos denoté-las por 7, e 7,

(5(r,q)),an
respectivamente. Pela deﬁmgao dessas topologias segue que 7, C 7. Agora, basta mostrar
que

id: (E:L‘p]v,(s;(r,q)),A (E) ’TP> - (Eprv(5§(7'7Q))vA (E) 77-)

é continua ou, equivalentemente (proposicao 1.4.3), que para todo p < A,

idoip: By (wirg)).p (£) - (El"pzv,(s;(r,q)),A (£) an) - (ExpN,(s;(r,q)),A (£) aT>
¢ continua. Para isto, seja p < A, entao existe n, € N tal que p < a,, < A. Note que a
inclusdo By (5., (£) &, Bg (si(ra))an, (£) € continua, pois |||z . rg)n, = 11 % s5m00),
Como id o i, = id 0 i,, ©j, e idoi,, ¢ continua (pois é a inclusdo By (sra))am, (E) —
(Expﬁ’(s;(r,q))yA (E) ,7')) segue que id o i, é continua e, portanto, T = 7,.
Assim, Dy (.04 (E) é um espago DF, pois é o limite indutivo de uma seqiiéncia de
espacos DF (Proposicao 1.4.8). A demonstracao para Exp(sm(rq),4 (£) é analoga.
(b) Pela Proposicao 1.4.4, Exp(s m(riq)),0,4 (E) € ETPy (4(4).0,4 (£) sdo localmente convexos.
E como o limite projetivo de espagos vetoriais topoldgicos de Hausdorff completos é com-
pleto, segue que Exp(sm(riq))0.4 (E) € Expgy (5:(r).0.A (E) sao completos. Sé falta provar que
Exp(sm(rg),0,4 (E) € ETPg (4 (r.)0.4 (E) s20 metrizaveis. Provemos que Ezpg s.(q).0,4 (£)
é metrizdvel, pois para Ep(sm(rq))0,4 (E) é andlogo. Seja (by),—, uma seqiiéncia estrita-

mente decrescente de niimeros positivos, convergindo para A. E claro que, algebricamente,

ETpg (s:0r0) = (B (strao ﬂ N (ssra)) b () -

p>A
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Sabemos que a topologia limite projetivo em Expm(s;(r’q)),()’ 4 (E) coincide com a topologia
gerada pela familia de normas ||-H]\~,7(S;(T’q))7p, p > A. Temos que a topologia gerada pelas
normas ||'||N,(s;(r,q)),p> p > A, contém a topologia gerada pelas normas ||'||N,(s;(r,q)),bn ,n€N.
Para provar a inclusao contraria, sejam p > A e € > 0, entao existe ny € N tal que p > b,,, >
A. Logo,

{£ €ME) 1A ot <2} € {F EHE): 15000 < =}

e obtemos a inclusao contraria. Assim, temos uma base de vizinhancas enumeravel para a

topologia limite projetivo, logo Expg (s.(.q)).0,4 (E) é metrizédvel. O]

Agora construiremos espacos similares para funcoes inteiras de uma dada ordem

finita.

Definicao 2.1.8. Sep > 0 e k > 1, denotamos por B (E) o espago vetorial complexo

(sm(ria)),p

de todas f € H (E) tais que d f (0) € Pismriq)) (E), para todo j € N, e

N\
(s,m(r;9)) prj (E)

1~
41

—d'f(0)

< 400,
(s;m(r39))

que é normado com [|[| () £, - DeDOtAMOS por B, E) o espago vetorial complexo

Ay N, (s;(r.)p (
de todas [ € H (E) tais que @ f (0) € Py (o(q) (), para todo j € N, e

00 N
(7 \"
Hf”N,(s;(r,q)),k,p = Zp ! (E) H ‘djf (0) ~ < 400,
=0 J! N, (53(r,a))
que € normado com ||| 5 (g5 -
Proposicao 2.1.9. Para cada p > 0 e k > 1, os espagos 8%7(87(7“7(1))7/) (E) e Bé’m(r;q)%p (E)

sao espacgos de Banach.

Demonstragdao. Seja (f,),—, uma seqiiéncia de Cauchy em Bk (E). Dado ¢ > 0,

N,(s,(r,)).p
existe n. € N tal que

EN

<dJ Fn (0) — & f,, (0)) <e, (2.4)

N,(s3(ra))

jl
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para m,n > n.. Dal segue que, para cada j € N, (aﬁfn (O)) é uma seqiiéncia de Cauchy
1

n=

no espago de Banach Pg ...y (E) e converge para um elemento P; € Pg .y (E).

Assim, fazendo n — oo em (2.4), temos que

/PN E]| 1
S (L) |5 (@ -1) <e (25)
, ke J! N (s:
= (53(rq))
para todo m > n.. Defina
=1
=07’

para todo x € F e vamos provar que f € H (E). Para isto é suficiente mostrar que

] 1
lim sup H Pl =0.
j—00 ]-

Note que,

N\ % 1 N\ 2 1

= (%) =5l <p™ (ki) = (djfns (0) —PJ> ) +
¢/ W IR (si(ra)) ¢/ Ni(s,(r.0))
J’(j)i L3, 0) I
+p7 i - Ne 0 <e+ Ne r
ke J! Fo(e.(ra) (53(r,a)),

Assim, segue que

1

K 1
. % ' p (ke) k (5 + ||fns HN,(S;(?@Q))»P) J
lim sup || = F; < limsup 1 =0
i—oo 1Y N % (sima) gmo0 o
e, portanto,
1| Lol
limsup || = P;|| < limsup || =P, =0.
o0 j Jj—00 j N,(S;(NZ))

Agora,

1A 5 (ssra g < 1 = Frcll

) T 1 fncll 5 e < &1 1fncll 5 (s o < F005

logo f € B”“ (s:(m))op (E) e segue de (2.5) que (f,),—, converge para f. Portanto B, N (s(rm)p (E)
¢ Banach.
A demonstracao para os espacos B’“s (sem(rsa)) (E) é andloga. O
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Defini¢ao 2.1.10. Se A € (0,+00) e k > 1, denotamos por E:cp(S (i), A (E) o espago

vetorial complexo UB
p<A

(sm(ra))op (E), com a topologia limite indutivo localmente convexa.

E) é o espago vetorial complexo U Bk (E), com a topologia

p<A
limite indutivo localmente convexa. Consideramos também os espagos vetoriais complexos

Exp(sm(rq)OA mBsmrq )

p>A

O espaco Ea:pfV

,(53(r,9)),A ( (55(r,9)),p

k _ k
Erpy a0 (B) = qus;(r,q»,p (E),
p>

com a topologia limite projetivo.

Para A = +00 e k > 1, consideramos 0s espacos vetoriais complexos

k
Exp(&m(r;q)) (E) EZL’p(S m(r;q)), UB (s,m(r;q)),p )
p>0
e
k _ k k
ExpN»(S;(r,q)) (E) = Expy (s3(ra)),00 LJO (s3(r:q)).p (E),
p>

com a topologia limite indutivo localmente convexa e para A =0 e k > 1, consideramos os

espagos vetoriais complexos

Exp(sm(rq))()(E) E’xp(sm(rq) 00 ﬂBsm (r39)) )
p>0
e
k _ k
E‘TpN,(s;(r,q)),O (E) - E"EpN ,(s3(r,9)),0, O ﬂ N,(5;(r,)),p )
p>0

com a topologia limite projetivo.
Estamos considerando as topologias limite indutivo e projetivo dadas pelas inclusoes natu-

rais.

Proposigao 2.1.11. Se f € H(E) ¢ tal que df (0) € Pismrg) (E), para todo j € N,
entao

(a) Para cada A € (0,+00],

1 ~ 1
fe Ea;p'(“&m(mq))’A (E) se, e somente se, limsup (ki) k ]ld f(0) (J ) < A.
j—00 s,m(r;
(b) Para cada A € [0,+00),
L~ H
fe Exp](“svm(r;q))p’A (E) se, e somente se, ligris;lp (L)* ]1, d’ f (0) :s ) < A
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Demonstragao. (a) Se f € Ea:p’(‘“svm(w))vA (E), existe p < A tal que f € Bgcs,m(r;q)),p (E), logo
= (] 1~
> o ) |0 < +oo, (2.6)
e € J: (s;m(riq))
assim )
1 P \F L~ i
— = limsup (i) —d' f (0) <p<A,
e meo \ke/ 1] (sm(ria)

onde r. denota o raio de convergéncia da série de poténcias

X/ iNF1 .
> <k—> —d f(0) 4, zeC.
j=0 € J: (s,m(r;q))
Por outro lado, se
. INFI[ 1, |7
a = lim sup (—) —d'f (0) < A,
jeo \KeJ |J: (sm(ri0))
entao para todo p € |a, A[, segue que a série
[e%S) . % N
S (ki) L1 (0)
§=0 € J: (s;m(r;q))

k

¢ convergente. Assim, f € B, 4 (E).

(ra)p (E) e, portanto, f € E:L’pé“s’m(mq))
Note que tal demonstragao vale para A = +oo.

(b) Se f € Exp? 1).0,4 (E), entao f € B (E), para todo p > A. Assim,

(s;m(riq (s;m(r3q)),p
| PN L5 |l
limsup | = ) || =d"f (0) <p,
j—00 € J: (s;m(r;q))
para todo p > A e, conseqiientemente,
| AR PNE
lim sup o —d'f (0) < A.
jmeo \RES LT (s,m(r:0))
Contrariamente, se
1
: JNE L5 i
lim sup o &' f (0) < A,
j—00 € J: (s;m(rq))
segue que
1 1
. JN| L5
lim sup o —d’ f(0) < p,
J—o0 € J: (s;m(r39))

para todo p > A. Assim, segue que f € st m(rg)p (E), para todo p > A e, portanto,
f S Expl(cs,m(r;q)),O,A (E) .

Note que tal demonstragao vale para A = 0. Il
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Proposigao 2.1.12. Se f € H(E) ¢ tal que dif (0) € P sty CE) s para todo j € N,
entao

(a) Para cada A € (0, +00],

1 R 1
k iNE || 15 i
fe ExpN,(s;(r,q)),A (E) se, e somente se, hI]Il_>Sololp (k ) Gd f (0) N (s < A.
(b) Para cada A € [0,+0),
L~ H
fe Exp];v,(s;(r,q)),O,A (E) se, e somente se, 111;115;113 (é) g JI, d’ f (0) ;7(8;(T’q)) <A
Demonstrag¢ao. Analoga a demonstragao da Proposicao 2.1.11. O

4 (E) de

fungées inteiras (s, m (r;q))-somantes de ordem k e tipo estritamente menor que A. Para

Devido a estas duas proposicoes, chamaremos os elementos de Exp(s (i), A
A = 400, retiramos “estritamente menor que A”.
Y

Os elementos de Ea:p% (E) serao chamados funcdes inteiras (s; (r, q))-quase-nuclea-

(s5(r,q)), A
res de ordem k e tipo estritamente menor que A. Para A = 400, retiramos “estritamente
menor que A”.

Ja os elementos de E:L‘p’(“&m(r;q))yoﬂ (E) serao chamados de fungées inteiras (s,m (r;q))-so-

mantes de ordem k e tipo menor ou igual a A e os elementos de E:);p’;v (s E) seréao

; ;(r,q))yovA(
chamados de fungées inteiras (s; (r,q))-quase-nucleares de ordem k e tipo menor ou igual a

A.
Apesar de nao termos considerado o caso k = 1 na Definicao 2.1.10, o préximo

resultado garante que os espacos das Defini¢oes 2.1.10 e 2.1.4 sao equivalentes.

Proposicao 2.1.13. Para k = 1, os espacos das Definicoes 2.1.10 e 2.1.4 coincidem alge-

bricamente e sao isomorfos topologicamente.

Demonstragio. Se f € By (4., (E) ; entao

10)):pP

= 07] 0 H B < 0.
;p 10 N, (s3(r,q))
Logo,

0o N\ J oo

—if(J 1~ 1 ]3 A,

QB0 S e
Z e) |lJ! ) N (s:0ma) Z el ! £ 0) N, (5:(r,a)) (27)
< —]_e] dj H — —Jj d] H < 00,

Zp (s5( ZP N, (s3(r,0))
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e assim By ;.0 (E) C Bll\/,(s;(r,q)),p (E). Além disso, a inclusao

. B 1
k: By (stra)o (B) = By (.o (F)

é continua, por (2.7), e dessa inclusao segue que

Erpg (sran.a (B) € E“”p}ﬁ(smnq)),A (E)

Expg (siranoa (B) C Exp}v,(s;(r,q)),O,A (E).

Agora, se f € B}V’(s;(r’q»p (E), entao
) 4 N\ J 1 N
> (1) |5@r0 < o0,
]:0 e j N,(s;(r,q))
dai
<p.

N~
lim sup <‘£) Hﬁdjf (0)

J—o0

Nv(&(r)q))

Pelas propriedades de limite superior, dado ¢ > 0 existe C' () > 0 tal que

-\ J
L fdeOHN <C(e)(p+e),
<e) J! © N, (s:(r)) ©) (o te)
para todo 7 € N. Como
/1N
lim J (—) =1,
j—oo e \ j!
segue que
1
lim - (y!)7 =1,
Jim = (71
e, portanto,
l‘
limsup || f (0)]|”. < (p+e)limsupC ()7 < (j1)7
j—00 N,(s5(r,q)) Jj—00 J

Como a desigualdade acima vale para todo € > 0, segue que para todo § > p

1
J

limsupngf 0){| <0,
j—oo © N,(s;(rq))
logo

s ||d@ £ H ) < 00,
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e assim f € By (.06 (E), para todo d > p.
Portanto Exp}v,(s;(r,q)),QA (E) C Expg (s.(rap0.a (B) € Exp}v’(s;(r’q))yA (E) C Expg (s(rgy.a (B) -

Para provar que tais espagos sao topologicamente isomorfos, considere o diagrama:

id L
Eapg sirana (B) <= By (.0 (F)

T

B (sitrapy o (BE)—"— By,

Neste diagrama, 7,, j, e k denotam as inclusoes canonicas nos correspondentes espagos e id
a aplicacao identidade. Agora, pela Proposicao 1.4.3, temos que id é continua se, e somente
se, para todo p < A, idoi, é continua. Mas idoi, = j,ok e como k e j, sao continuas, segue

que id o i, é continua. Para provar que id~' é continua, considere o seguinte diagrama:

id 1
Erpg (s (E) -~ EmpM(S;(T,q))»A (E)

id
isj jpj\

~ 1
By (sra s (B) =B (g:ray.0 (E)

Neste diagrama, is, j, e [ denotam as inclusoes canonicas nos correspondentes espacos (para
[ estamos considerando p < ¢§) e id a aplicagdo identidade. Agora, pela Proposi¢ao 1.4.3
temos que id~! é continua se, e somente se, para cada p < A, id~' o j, é continua. Tomando

p <06 < A, temos que id o j, =1is0l e como |- 15 smans < Il segue que [ é

(s;(ra)sp
continua. Como is também é continua, segue que id ' o j, é continua. Portanto, os espagos

Expg sy (E) € Expjlvy(s;(w))vA (E) sao topologicamente isomorfos.

Vamos provar agora que os espacos Expg ..q)).0.4 (E) e Exp}V (ss( (E) sao topologi-

87 r?q))707A
camente isomorfos. Para isto, considere o seguinte diagrama:

id
ExpNv(S;(nQ))vovA (E) ? EIpN T,q )
. k 1
BN,(87(7"7q))7p (E)(—) BN :(83(rq)), p

Pela Proposigao 1.4.6 temos que id é continua se, e somente se, para todo p > A, j, 01id é

continua. Mas, j,o0id = koi, e como k e i, sao continuas, segue que j, oid ¢ continua. Para
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provar que id~! é continua, considere o seguinte diagrama:

id 1
ExpN,(s;(r,q)),O,A (E> <sz ExpN,(s;(r,q)),O,A (E)
ip Js

1
By (sstra0 (B) =85 (a6 ()

Neste diagrama, i,, j5 € | denotam as inclusoes canonicas nos correspondentes espacos (para
[ estamos considerando & < p) e id a aplicacdo identidade. Pela Proposi¢ao 1.4.6 temos
que id~' ¢é continua se, e somente se, para cada p > A, i, oid~' é continua. Tomando
p>0&> A, temos que i, 0id ! =10 j; e como 1 5 s < 5 (5006 » SEBUE que 1 é
continua. Como j; também é continua, segue que i, o id~! é continua. Portanto, os espagos
Expg (simano.a (E) € E:vp]lws;(nq))’oﬂ (E) s@o topologicamente isomorfos.

A demonstragao para o caso (s,m (r;q)) é analoga. ]

Proposicao 2.1.14. (a) Eavp”(C (ra).A (E) e Exp%’(s

s m(ri)), .(Tq))A(E) sao espagos DF, para todo
A€ (0,+00] e k> 1.

)

(b) Exp’(cs,m(r;q)),oA (E) e Exp%,(s;(r,q)),O,A (E) sao espagos de Fréchet, para todo A € [0, +00)
ek>1.
Demonstracao. Analoga a demonstracao da Proposicao 2.1.7. [

Agora vamos considerar os espacos de ordem infinita similares aos da Definicao

2.1.10, mas para isto precisamos de algumas novas defini¢oes:

Definicao 2.1.15. Se A € [0, +00), denotamos por Hp(sm(rq)) <B1 (O)) o espaco vetorial

A

complexo de todas f € H <B% (O)) tal que d f (0) € Psm(rsq)) (PE), para todo j € N, e

1
1~ i
lim sup ‘f'djf (0) ' < A,
j—eo 1J° (sm(rsq))
munido da topologia localmente convexa gerada pela familia de seminormas (p?;’m(r, ) p) R
b b b p>
onde
- = 1~
Do (F) = D07 || £ (0)
=0 J: (s;m(r;))

(0)) o espaco vetorial complexo de todas f € H (B

(0))

Denotamos por H g, (s:(.q)) (B

1 1
A A
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tal que &’ f (0) € P (s:rgy (E) s para todo j € N, e

N:(SQ(TQ))

51 0) <A

J—0o0

lim sup ‘

munido da topologia localmente convexa gerada pela familia de seminormas (pj"vo (5:(r)) p) ,
DGR ) p>A

onde
o0

PR (steane () = 2P

J=0

=81 (0)

J: N ,(si(r,q))

Proposigao 2.1.16. Se A € [0,400) , entao Hp(s m(riq) (B (0)) € Hih (s:rq)) (B% (0)) 5a0

espacgos de Fréchet.

Demonstracao. Facamos a demonstracao para HNbv(s;(w)) <B1 (0)> , pois para

A
Ho(s,m(riq)) (BL (0)) é andloga.
Seja (an) _, uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente decrescente convergindo para

[e.e]

A. Entao a familia de seminormas (pN gera a mesma topologia que a familia

,(S;(T,q)):an)nzl
de seminormas <pﬁ7(8;(r7q))7p>p>A em H gy, (s:rq)) (B% (O)) - Logo, Hg (s:rq)) (B% (O)> ¢ um
espago vetorial topologico localmente convexo e metrizavel, faltando agora apenas provar a
sua completude. Sejam (f;);~, uma seqiiéncia de Cauchy em Hy, (.0 (B% (0)> ep>A,

entdo para cada € > 0, existe k (¢) € N tal que
ZP‘J

para k,l > k (¢). Logo, (%cﬁfk (0)> ¢ uma sequiéncia de Cauchy em Py (., ) ('E), para

< g, (2.8)

wn )—%ﬁﬁm>

Nv(s;(r’q))

todo j € N, e converge para um elemento Pj € P (s:(r0)) (/E) . Segue de (2.8) que existe

0 <M, < +o0o tal que ]0]"\7~o (5:(ria)).p (fx) < M,, para todo k € N, dai
1~ M
' @ fi (0)| —=,
J: N(sra) P

para j, k € N e, conseqlientemente,

M,

Nsira) P77

1 ~.
1215 iy < \ P @40

Fazendo k — oo, temos que
< M,

(s:(ra) = p=s”

1551 5
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para todo 7 € N, assim

1
lim sup [| I gy <
]*)OO
e como p > A foi tomado arbitrério, segue que
1
thUPHP HJ]V (55(r,0)) s 4
J*)OO

Assim, a funcao

I>:ZP)J($)7 IEB%(O)J

1 (0)) . Além disso, fazendo | — oo em (2.8), segue que

A

estd em T, ) (B
PX (sitra)).p (fe = f) = 0, quando k — oo.

: (0)) . O

Portanto (fy),—, é convergente em H b, 5:0m0) (B

Denotaremos os espagos Hp(sm(riq)) (B% (0)> e Hih (s5:r0)) <B (O)) por Exp(s . .0).0.4 (E)

1
A

e Emp]ovfj’ (5:(r)).0.A (E), respectivamente. Também denotaremos
Exp(§ mran .o (B) = EXD )00 (£)
e

B2py (w0 (B) = BT (o )00 (E) -
1 (0)) € 7'(Nb,(s;(nq)) (B% (0>>

Agora, vamos usar as defini¢oes dos espacos Hy(s m(r:q)) (Bz
para definirmos novos espacos, como segue:
Seja L = UHNb (5:(m0)) (B; (0)) e sobre L defina a seguinte relacao de equivaléncia:
AT P
p<A

f~g<= existe p€ (0,A) tal que f|z, ) = 9|5, ).
P p
E imediata a demonstracado que ~ ¢é uma relacao de equivaléncia. Denotamos por L /~ o

conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de L e para cada f € L, denotamos sua

classe por [f]. Defina as seguintes operagoes em L /~ :

]+ g = [frBl +9|Bl(o],ondep€(O,A)étalque

(0)).

1
P

P15y 0,918, 0 € Hip (50 (B
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Mf] =M, AreC.

Com estas operagoes, L /~ se torna um espago vetorial. Da mesma forma fazemos o caso

(s,m (r;q)).

Para cada p € (0,4), considere a aplicacao iy: Hyy (s.(r.)) <B% (0)) — L/~ dada por

ip () = ]

Definigao 2.1.17. Para A € (0, +o00], definimos Hy;, (5., 0)) <B% (O)> como sendo o espago
vetorial complexo L /~ , com a topologia limite indutivo localmente convexa, com relagao a
familia de inclusdes (i,) (g 1) -
Da mesma forma definimos os espagos Hi(s m(r:q)) (B% (O)) )

Usando essas idéias vamos definir também os seguintes espagos:

Defini¢ao 2.1.18. Para p > 0, considere o espago vetorial HF ., (B (O)) de todas

feH <B; (O)) tal que d f (0) € Psmrg) (E), para todo j € N, e

1
P

Zp*j < +00,
§=0 (s;m(r;q))
que é Banach com a norma Plsm(ria)).p . Considere o espago vetorial HN( () <B; (0)) de
P

todas f € H <B; (O)) tal que & f (0) € P (s:ray) (), para todo j € N, e
P (ST

>0
§=0

que ¢ Banach com a norma p%

< 400,

N,(s3(r,9))

(5:(ra))p” . A demonstracao que tais espacos sao Banach é similar

as feitas nas Proposigoes 2.1.2 e 2.1.9.
Analogamente ao que fizemos acima, definimos uma relacao de equivaléncia em

L = UH(S m(ria) ( (O)) e definimos também as inclusées ip. Dai para A € (0,400,

p<A
definimos

Exp(sm(rq))A (E) = L/N = UHZ};m(T’;q)) < % ( )) /N

p<A

com a topologia limite indutivo localmente convexa. Definimos também

Ean s (B) = UM gy (B (0) /.

p<A

com a topologia limite indutivo localmente convexa.
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A préxima Proposicao garante que as Definigoes 2.1.17 e 2.1.18 sao equivalentes, como

segue:

Proposicao 2.1.19. Os espagos Hyy, (s.(q)) <B (O)) e Bxp¥ E) coincidem alge-

1
A (83(ra)), A (
bricamente e sao topologicamente isomorfos. Da mesma forma, temos a equivaléncia nas

defini¢oes dos espacos Hy(sm(rq)) <B% (0)) e BExp(s ima).a (E).

(E) e

Demonstracao. Vamos fazer a demonstragao para os espagos Exp?vf’ (5:(m)) A

H 5, (5:(r.0) (B% (O)) pois a demonstra¢ao para os espacos Exps ... (E) e
Hb(s,m(r;q)) (B% (0)) é anéloga.
Seja [f] € ExpT wiran.a (E), entao f € HT ) (B% (0)) , para algum p < A. Assim

Y < 400,
j=0 N (s3(r.q))
dai
. 1~ i
lim sup ‘ —d’ f(0) < p,
j—oo 17 N (si(r,9))

e, portanto, f € Hyy (5.0 (B; (O)) , 0 que implica [f] € Hygy, (5:(r0)) (B% (0)) . Agora, se

[f] € Hi (s:0ma)) (B% (0)), entao f € Hy, (s:rq) <B (O)) , para algum p < A. Assim,

1
P

<.

N ,(s5(r,q))

(0))

lim sup
Jj—0o0

1~
ﬁd]f (0)

Entao, para p < 0 < A, temos que f|p, o) € H <B
)

1
S

1
1 ~ 5
lim sup f'djf (0) <0,
j—eo [1J- N (s:(r,0))
logo
Zd’j < +00,
jZO N?(S;(Tvqn

e, portanto, f\B1 € H‘]’VO(S ) (B% (O)) . Como f ~ f|3%(0), segue que [f] = [f]Bl } €

Exp¥ Assim, temos que os espacos Exp;’a(s;(rjq)m (£) e b (s:(ra) ( )

(83(r,9)), A (B).
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coincidem algebricamente.

Para provar o isomorfismo topolégico, considere o seguite diagrama:

H v, s5(r) (B : (0)) Ezpy (sirap,a (B)
o
Hr (5:(r9) < z (0)> <—)HOO N, (s;(r,q)) (B% (0))

Neste diagrama, i,, j, e k, denotam as inclusoes canonicas nos correspondentes espacos e id

denota a aplicacao identidade. Pela Proposicao 1.4.3 temos que id~! é continua se, e somente

se, para cada p < A, a aplicagdo id 'oj, é continua. Mas id 'oj, = i,0k, e como, para todo
< p% °°

(stras ) S PR (g, () dualduer que seja f € Hg () (B z <O)> ’

segue que k, é continua. Logo, id™! o j, é continua e, portanto, id~' ¢ contlnua. Para provar

0 > p temos que p%

a continuidade de id, considere o seguinte diagrama:

S ~
M (si(r0) (B% (0)> —= B2 (rap.a (B)

Moty (B2 (0) ~ 71 ) (B 0)

1
P
Neste diagrama, k denota a aplicacao k (f) = f|z 5,00 onde p < p' < A. Temos que id é

continua se, e somente se, para cada p < A, a aphcacao tdoi, é continua. Mas idoi, = jyok

€ COIMo
pN (s5(m,9)) (f’B L ) < p?va(S;(TaQ))vp (f) ’

segue que k é continua. Logo id o i, ¢ continua e, portanto, i¢d ¢ continua. n

Devido a esta Proposigao, denotaremos os espagos Hp(s,m(riq)) <B% (O)) e

H 5, (5:(r.0)) <B% (O)) por Exp(y .4 (E) e Expi’v?,(s;(r’q))ﬂ (E), respectivamente. Também

denotaremos
Expls mira)) (B) = XD )00 (F)
e
Ezpg. sray (B) = BIDF (g r.q0.00 (B)
Como
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faz sentido usar as notagoes acima para os espacos de ordem infinita e também faz sentido

~ B [e'e] 00 1vVa-
usar as notacdes |||l mirq).o0p © Illisirancon PAIA PEimerig.e € PR (srg TESPECHVA

mente.

Observacao 2.1.20. Como ¢ usual, denotaremos os elementos destes espacos simplesmente
por f, ao invés da sua classe [f] e estes espacos denotaremos sem mencionar a relagao de

equivaléncia, desde que isso nao cause confusao.

Proposicao 2.1.21. (a) Exp e a (E) e Exp¥ (A 4 (E) sdo espagos DF, para todo
A € (0,400].
(b) E2D{S gy 0.4 (E) € Exp (5rg)) 0.A (E) sao espagos de Fréchet, para todo A € [0, +00) .

Demonstragao. O item (b) é a Proposicao 2.1.16 e a demonstracao do {tem (a) segue anédloga

a demonstragao do item (a) da Proposigao 2.1.7. O

Provaremos agora um resultado de convergéncia da série de Taylor nestes espacos
e provaremos que as funcgoes exponenciais sao elementos de tais espacos. Mais do que isso,
provaremos que, de certa forma, o subespago gerado por elas é denso nos correspondentes

espagos (no caso dos espacos de fungoes quase-nucleares de um dado tipo e uma dada ordem).

Proposicao 2.1.22. (a) Se k € [1,+00] e A € (0,4+00], entdo a série de Taylor em 0 de

cada elemento de Emp( (E)), converge para o

s,m(rq)),A
proprio elemento na topologia do espaco.

‘ k
4 (E) (respectivamente, EIpN,(S;(Tv‘I))A

(b) Se k € [1,400] e A € [0,400), entdo a série de Taylor em 0 de cada elemento de

Exp?s,m(r;q)),O,A (E) (respectivamente, Exp% ), converge para o préprio elemento

,(53(1,9)),0,A (E)
na topologia do espaco.

Demonstracao. Para cada f no correspondente espaco, temos que:

f- Z |djf( ) Z d]f '
iz0 VE ion (s;m(r;q))
(s,m(r39)),p
n 1 o0
=200 = Yo ferof .,
j:O]- . i N,(s;(r,9))
N (si(r.a)).p
-S> Laro -3 (k—) L#7(0) ke (1, +o0).
J' ien J: (s;m(riq))
=0 (s,m(r59)) k.0
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n 1 j ]
Hf S () -~y (k) SEFO)| ke (o).
j:()']‘ N (53(r,0)) ko j=n+1 j N, (s;(r,q))
ooy (f >t ) SRIETI0
j=n+1 (s,m(r3q))
n 1 ~
p(f—zﬁdﬂf )= > hao)],
Jj=0 j=n+1 N, (s;(r,q))

Como a topologia dos espacos Eq;p’(‘“svm(r,q)) oal(E), kel +oo] , e dos espacos
Exp’fv (5:(m)).0.A (E), k € [1,+00], sdo geradas pelas correspondentes familias de seminormas,
e como as igualdades acima valem para qualquer p > 0, fazendo n — oo nelas, temos a
k

convergencia nos espacos Exp(s m(rq)0.4 (E) € ExpN,(s;(r,q)),O,A (E), ke [l,+o0].

Agora, como as topologias dos espacos Exp(s (i), A (E) e Eacp’]‘“v’(S;(nq))’j4 (E), ke [l,+o0],
sao localmente convexas, para cada um deles existe uma familia dirigida de seminormas a qual
(s3(ra)),A (E),
pois para 0s espacos Exp(s m(r)) A (E) é andlogo. Entdo, uma seqiiéncia (f,) -, converge

define a topologia do mesmo. Digamos que (¢;),.; define a topologia de Exp%

il

para f em ExpN E) se, e somente se, ¢; (f,) — ¢ (f), para cada i € I. Como para

,(85(r,q)),A (
. e y . k

p < A ainclusao i,: BN,(S;(r’q))7p(

6 (9) = 4 (i, (9)) <

E)eie€I. Assim, ||f, — f||]\~,,(s;(r7q))7p — 0 implica que ¢; (f,) —

E) — Expl, (s

(). A (E) é continua, existe C' > 0 tal que

(s5(r@)) ko

k
para toda g € BN,(s;(r,q))vﬂ (
qi (f) . Portanto, fazendo n — oo nas 6 igualdades acima, temos a convergéncia nos espagos

k
E:Cp(s miran.a (B) € Expm(s;(r’q))’A (E), para k € [1,+0o0]. u

Proposicao 2.1.23. (a) Sek € (1,+00] e A € (0, +00], entdo e pertence a Exp’, (5:(rua) A (E),
para todo ¢ € E'.

~ k
(b) Se k € (1,+00] e A € [0,+00), entio € pertence a Expy (s

,(85(7,9)),0,A (E)7 para todo

p € F.

(c) Sek=1¢€e A€ (0,+], entao e? pertence a Eycp}v (E), para todo ¢ € E’ tal

:(s§(r7Q))7A
que o] < A.

(d) Sek =1 e A€l0,+00), entio e? pertence a Expy, (E), para todo p € E' tal

,(55(1,9)),0,A
que ||l < A.

Demonstracao. E um resultado de M.C. Matos, em [15], que

@ () (0)]| = el = ||

d’ (e?) ( O)H )
N
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Entao,

S

& (¢9) (0)

1 1
i J "1 | . ( J ) 1
limsup | — | — s =limsup ( — | — =0,
jﬂoop (ke) J! N,(s5(r,q)) jﬂoop ke) j! Il

dai segue da Proposigao 2.1.12 que (a) e (b) estao provados para k € (1, +00).
Agora,

& (¢#) (0)]|” = limsup || = ||l

lim su ’
p N7(S§(T‘7q)) J—00

Jj—oo

entdo, se ||| < A, (c) segue de 2.1.6 e se ||| < A, (d) também segue de 2.1.6.

Finalmente,
1
- 1
lim sup ‘f‘dj (€%) (0) J = limsup — ||<p||
oo 17 Nsrg) i J!
daf segue da Definigao 2.1.18 que (a) estd provado para k = +00. Ja o caso (b) com k = +o00
segue da Definigao 2.1.15. O

Proposicao 2.1.24. Seja r < s, entao
(a) Se k € (1,+00] e A € (0,+00], seque que e? pertence a Exp(
peF.

sm(ra).a (), para todo
(b) Se k € (1,4+0¢] e A € [0,400), seque que e pertence a Exp(S m(ri)),0,A (E), para todo
peFl.

c) Sek=1¢c¢Ac(0,+00], seque que e¥ pertence a Exp}
(

sam(ri)), A (E), para todo ¢ € E'

tal que ||¢|| < A.
(d) Sek=1e A€ |0,+0), seque que e? pertence a Exp%&m(r;q)),(),A (E), para todo p € F'
tal que [lo]| < A.

Demonstragdo. Como r < s, para cada n € N, temos r < ns. Usando isto, vamos provar
ae " € Pomay ) ¢ 6 gmay = 191" 560 (255, € b (B) , ontio existem
(7)721 € brgy © (x?)]oil € (Y (E) tais que z; = 7;27, para cada j € N. Assim,

> so<a:j>’“)'1 -z w?)“f - (i e <ac9>“)1 <
(Z o (&) ) e (lenwn )

L, (S50 <ol e

< s

n

< flell”

w,r
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.~ - 0 . . J .
e como a decomposi¢ao z; = 7;z; fol arbitrdria, segue que

| @z < el

e pela Definicao 1.2.2, segue que ¢" € P(sm(rq) ("E) € ||go”||(87m(r;q)) < Jl¢]|". Como a

dn@ﬂ(m<mmmn:”¢ﬂvam>:“MWepmme
a demonstracao segue andloga a demonstracao da Proposicao 2.1.23. Il

desigualdade contréria é clara, temos

Proposicao 2.1.25. (1) O subespago vetorial gerado pelos e?, p € E', é denso em:

(La) Bxph, (5:(ria)) A (E) se k€ (1,+00] e A € (0,+00].

(1.b) Expfv,(s;(m)mﬂ (E) sek € (1,400] e A€ [0,+00).

(2) O subespago vetorial gerado pelos e?, p € E', ||lg|| < A, ¢ denso em Exp}, (s:(rug).A (E)
se A e (0,+o00].

(3) O subespago vetorial gerado pelos e?, p € E', ||| < A, € denso em El‘p}v (5:(rig)) 0. (E)

se A€ (0,+00).

Demonstracao. Para os trés casos denotaremos por g o fecho dos correspondentes subespacos
gerados. Note que basta mostrar que Py (E) C g, para cada j € N, pois como P; (E) é
denso em PR (s:r0) (/E) (Proposicao 1.3.4), para cada j € N, o resultado segue da Proposigao
2.1.22. Para provar que Py (‘F) C g, basta mostrar que ¢" € g, para cadan € N, e p € E'.

Provaremos isto por inducao sobre n. Para A € C, A # 0, temos

e — %Ajgoj
=07
convergindo nos correspondentes espacos e
| N I
lim || — = lim || Zf')\]_2g0] :
IA|—0 A N(sir)kp A0 — ! )
J N, (s;(r,q)) k.p
| N I
lim — lim |\ — N2 ,
IA|—0 A R (530ra)).p \A|—>0’ | j;]! )

N,(s;(rq9)).p

e 1 . .
i 00 _ — J=2 ]
|}\1‘T0pN,(s;(r7Q))7p ( by S0) &llmo AlpR PR (s (Z X ) )

Como
. 1 J—2 .3 - 1 J
Zﬁ)‘ 4 > ZFSO )
J=2 N ,(s5(r,q)) . k.p j=2 N (s;(r,q)) k.p
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ZJ‘)\J 2 Zﬁw
Jj=2 N 7j=2

N,(s5(r,9)),p

9

N,(s;(r,9)),p

<1 . . <1 .
00 N2, o0 A
PR (si(ra)).p (Zj')\ 2 > < PR (si(r)).p (ZQJ'SO ) )
j:

=2

sempre que |A| < 1, segue que os trés limites anteriores sao todos iguais a zero. Assim,

¢ € g, para todo ¢ € E’, nos correspondentes espacos. Agora, suponha que ¢/ € g, para

cada 7 <n — 1, entao

i )\J — " | A
T o G ot B I A0
N, (s5(r,q9)).k.p
nfll
lim [[— [eM =) =Nyl | —¢" lim |\
|>\1\r—r>10 A ( — 51 SO) 7 } \)\I|I—I>10| |
=0 N (s:(r.0)).p
1 i
— Ap M|
AT PR st | VO e | = i R
j=0
Como
. 1 j—n, < - 1 J
ﬁA ' = Z ﬁ@
J=n+l N (s;(r)kp  N13=0HL
L yimngi < L
4! i , 7!
j=n+l N,(s5(r,9))0 j=n+l
00 J=n o0
PR (si(ra)).p ( J!)\ ) < PR (si(ra)).p
Jj=n+1

) 1 . A
W At PP}
i
j=n—+1

o

>

j=n+1

1.
I Wi LY}
srq))p( i 90)'
j=n+1

1

sempre que |A| < 1, segue que os limites acima sdo todos iguais a zero. Portanto, ¢™ € g,

para todo ¢ € E’, nos correspondentes espagos.

]



CAPITULO 3

A Transformada de Fourier-Borel

Introduziremos neste capitulo a transformada de Fourier-Borel e provaremos os isomor-

fismos algébrico e topoldgico (nos casos possiveis) da mesma.

3.1 O Isomorfismo Algébrico da Transformada de

Fourier-Borel

/

Definicao 3.1.1. Se T € [Empfv(s' E)| , para k € (1,4o0] e A € (0,400], ou

/ (r,q)),A (
T € [Exp’jws;(r,q))’oﬁ (E)} , para k € (1,400] e A € [0,+00), definimos a transformada de
Fourier-Borel de T, denotada por F'T, como a funcao definida sobre E’ dada por F'T (p) =
T (e?).

SeT € [Exp}vv(s;(rjq))ﬂ (E)}/ , para A € (0,+o0], definimos a transformada de Fourier-Borel
de T, denotada por F'T, como a funcao definida sobre B4 (0) C £’ dada por F'T (p) =T (e¥).

Observacgao 3.1.2. e Segue da Proposicao 2.1.23 que a aplicagao F'I" estd bem definida,

em qualquer um dos casos.
!/

e Note que nao definimos a transformada de Fourier-Borel para T € E:ch}V E)

(5:(r,9)),0,A (
Esse caso sera tratado mais adiante, em particular.

37
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Notacao 3.1.3. Denotamos

k
0(k) = —=,
(k—1)*
para k € (1,+00). Como }CimIH (k)=1= klim 6 (k) , escrevemos 6 (1) = 6 (o0) = 1.

Teorema 3.1.4. Se £’ tem a propriedade da aprorimacao A-limitada, entao a transformada

de Fourier-Borel

/

F: |\ Bapy maya (B) — ExpV (E,

(s';m(r"')),0,(0(k)A) !
dada por FT (p) =T (€?), é um isomorfismo algébrico entre estes espagos, para k € [1,+00]

e Ae(0,+00].

Demonstragao. Primeiramente, vamos provar o caso k € (1,+00) . Seja
!/

T € E:Ep% (5:(ria)) A (E)| , entao segue da Proposicao 1.4.3 que, para cada p € (0, A) existe
C (p) > 0 tal que
oo N\ 1 1 -
T < C O N5 s Zw(,{) 0]
Jj= € J: N,(s3(r,q))

para toda f € Bf, (E). Assim, para P € Py .1,y (' E) temos

(55(r,9)),p

BYSAY
T (P)| <C(p)p~? (E) 1PN 556 -

Seja Tj = Tlpg . . @p) entdo pelo Teorema 1.3.6 existe BT} € Plom(rig)) (/E') com

BT; (p) = Tj (¢?), para todo ¢ € E' e ||T};| = ||BT; (s m(rrsgry) - AsSim,
BT; T; C(p J ‘ 3
= < — 1
para cada p € (0, A), e podemos escrever
FT(p) =T (e?) = =T (') =) =BT (¢), (3.2)
— - — -
J=0 Jj=0

para todo ¢ € E’. De (3.1), temos

1

1 1
iNF 1 . . LGN G\ (LY

1 BTyl i <1 Clo) —\ 7 i)

1?13:.31)(%’) (]‘) — || Hsm(T,q))_lgrisogp( () p \ ke k'e J!

S0 ) meew -0 ()
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para todo p € (0, A), e esta ttima igualdade vale pois
k k k k 1

1 1
Q(k) = k=1 1 1 1 (k/)k/ = (k)E (k/)?
k=1)% (k=17 (FH¥ (B)¥
Portanto,
1 1
. gAY (1\7 1 1
1 - — T, < ,
msw (722) 7 (5) 150 < 50
e como )
li J W——l—
msup { 72 ) =+,
segue que

1
o (LY 12,00
lim sup (ﬁ) ||BY}||(5’,m(r’;q’)) =0.

Jj—oo
Como [[BT;|| < |BT; ||
tanto, segue da Proposicao 2.1.11 que F'T' € Exp

) » Segue que o raio de convergéncia da série (3.2) é +oo. Por-

k' ,
(S/,m(r/;q/))707(9(]6)14)71 (E ) .

’ . . . /
Agora, vamos provar que F' é sobrejetora, para isto considere H € Exp'(fs, S

s',m(r';q")

))0,(8(k)A) 7! (E7).
Segue da Proposicao 2.1.11 e das propriedades de limite superior que, para cada p € (0, A),

existe C'(p) > 0 tal que

J v 1‘
k'e 7!

! .
para todo j € N. Pelo Teorema 1.3.6, existe T} € |:7DN7(S;(T,Q)) (JE)} tal que BT; = d’H (0) e

.

d’H (0)

(s m(r'5q) (pf (k)Y

|T5| = ‘ 47 H (0) . Portanto,
(s;m(r"3q"))
1 11 [Ke\"
AN 00 s (5 33
k
Para f € E:EpM(S;(W)),A (E), defina
oo 1 N
Ty (f) = DT (#7(0)).
=0

/
Vamos provar que Ty € [Exp% (s:(rq) A (E)} e F'Ty = H. Temos que

T (£ < 35 11 |
=07

& f (O)HN iy (3.4)
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Da desigualdade (3.3) temos

PEO o SCO 2o (K67

N ,(s3(r,))

1
ST
7]

o, =

N,(s;(1,9))

o), =

Como

para todo 7 € N. Logo,

1
~ T
¢

@ (O)HN (s:(r))

[\
Q
S
S
o
VR
—
> |+
m
~~
<.
VR
T~
~
T~

N,(si(rq))

e segue de (3.4) que

para toda f € Eacp’;V E),e>0epe(0,A). Para concluir que

(5§(T7Q),)7A (
Ty € [Exp%(s;(r’q))’A (E)] , 80 falta mostrar que

T (N < DN (55000 0

)
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para toda f € E’xp’;\7 (E) e pe(0,A), onde D é uma constante positiva. Para isto,

(53(19)),A
seja p € (0,A), entao existem ¢ > 0e D(e) >0 taisque p(l+¢) < Ae
[e%e) i . J ~,
p(L+e)\7 (5 \*|f(0)
T <C(p) D —_ — =
mi=cwpey (M) (%) |7 o
= (i N|dif
—cmpeYr (L) | = C(0) D) Il e
i=0 - IV Giea)
/
- k
Assim, Ty € [Expﬁy(s;(nq))’A (E)} e
FTy () = T () = ZJ,TH (') = ZﬁTj (") = J,BT (¢) =
7=0 7=0 7=0

_ Zﬁiﬂﬂ(o) () =H (p),

para todo ¢ € E’, portanto F'Ty = H.
Agora vamos provar o caso k = 1.

!/
Seja T € [E:Epm(s;(r,q)),A (E)] , entao para cada p € (0, A) existe C' (p) > 0 tal que
& f (0

Y

T (O < CP) 5 (s:rapp = C (P) Zp_j
=0

HN7(S§(T7Q))

para toda f € By (E) . Portanto, para P € Py (... (' E) temos

R (s3(r,a)),p

'l
T (P)|<Clp )pj [
Seja T; T|7>N( o OB entdo pelo Teorema 1.3.6 existe BT} € Py miqy (E') com

BT; (p) = T; (¢") . para todo ¢ € E' e ||Tj|| = BTl 1 (yrgry) - AsSIm,

J!
BTl (g7 smgrrsqryy = I1T511 < C(p ); (3.5)
para cada p € (0, A), e podemos escrever
=1 |
FT(p) =T (e?) =Y =T (¢') =) =BT (y), (3.6)
— ! g!
j=0 j=0

para todo ¢ € E’ tal que ||¢| < A. De (3.5), temos

BT; <

(s",m(r';q"))

lim sup

J—00

Y

=

i
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para todo p € (0, A) . Logo,

1
lim sup H 'BT < R
jeo |17 (s/m(r'5q"))
e como BT} < BT}l SeBU ctuc
li BT < 1
im su —
e || A
Portanto, segue da Definicao 2.1.15 que FT' € Hy(s m(r:q)) (Ba (0)) = Egvp(S (e )),0, 1 (E").
VA
Para provar a sobrejetividade de F', seja H € Emp‘(’:, ()01 (E'). Entao
) 9°))Y 4
dIH (0 1
lim sup ( ) < —. (3.7)
jo0 7! A
(s,m(r';q"))
. / -~
Pelo Teorema 1.3.6, existe T € [PN’(S;(W)) (JE)] tal que BT; = d’H (0) e
|75 = ’ d’H (0 H iy Para f € Expg s (r.q).4 (E), defina
[eS) 1 N
T () = >+ (@10).
=07
!/
Vamos provar que Ty € [ExpN’(s;(T,q))yA (E)} e FTy = H. Temos que
T (@ o)lgff‘dﬂ ) . & H (0 |7 o) .
g £ 0) ! IS Ol 5 J' Ol sy 17 Ol 5
Por (3.7), para cada p € (0, A) existe C'(p) > 0 tal que
1
&' H (0) <Cl(p) —
j' (s"m(r'3q")) Pl
para todo 7 € N. Portanto, as duas desigualdades acima implicam que
T (1)) < Z\ 1) < Zc s o), =M

e como esta desigualdade vale para cada p € (0, A) e para cada f € Expg (sira)a (E), segue
/
que Ty € [Empm(s;(r’q)),A (E)} . Como

FTH(@)ZTH(GW)ZZﬁTH (#7) :Zj| i Z BT (
00 1~
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para todo ¢ € E' tal que ||| < A, segue que FTy = H.
Agora vamos provar o caso k = +00.

!/
Seja T € [Exp;’\‘; (5:(ria)). A (E)] entao para cada p € (0, A) existe C' (p) > 0 tal que

/\

Y

N,(s;(1,9))

T ()] < CO) I 5 gsstray oo = Z

para toda f € H°° (s:(r) (B (0)) . Portanto, para P € Pg (.., (F) temos

%
T (P)| < C(0) P NPl oy -

Seja T} T|7)N( .
BT; () = Tj (¢’), para todo ¢ € E' e ||T}|| = IBT; || (1 gy - AsSim,

,0E); entdo pelo Teorema 1.3.6, existe BT; € Pl muqy (E') com

1 , 1
FT(p) =T (e?) = =T (') =) =BT (9), (3.8)
=07 =07’
para todo ¢ € E' e
1 ' 11
lim sup ||BT; H(J m(rsgry) = limsup || T5[]7 < >
j—>00 J)—00

para cada p € (0, A). Portanto,

1 1
Hmsup [| BT (g nirrgry <
v A
€ como
. 1\ 7
lim sup - = 0,
j—oo  \J-
temos que

. 1 % 1
hm sup (ﬁ) ||Bj}||gs’7m(r’;q’)) =0.

j—o0
Como [|BTj|| < ‘|Bj—.}‘|(s’7m(7"/;q/))
segue da Proposi¢ao 2.1.5 que FT € Exp(y pm(rg))0,1 (E) -

segue que o raio de convergéncia da série (3.8) é +oo, daf

Para provar a sobrejetividade de F, seja H € Exp(y gy 0,2 (£) . Entao

S
(sm(rg) — A

H (0) (3.9)

Jj—oo
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. / .
Pelo Teorema 1.3.6, existe T € [PN,(S;(r,q)) (JE)] tal que BT, = d’H (0) e

|5 = ’ dH (O)H(s/,m(r';q'))' Para f € Exp%‘;,(s;(r’q))’A (E), defina
=1
T (f) = D=5 (#1(0)
j=0""

/
Vamos provar que Ty € [E:Upjovo (s5(ra) A (E)} e FTy = H. Temos que

] — —|&#H (0
’N,<s;<r,q>> J! ©)

P10,

1 ~ 1
fT(deO)’ng ‘ .
EACHDIEETH s

1 0)

(s";m(r';q")) ‘

Por (3.9), para cada p € (0, A), existe C' (p) > 0 tal que

para todo 7 € N. Portanto, as duas desigualdades acima implicam que

1
<CO(p)—,
<C(p) pr

~.

& H (0)

(s';m(r"3q"))

71 = C(0) I/ 13 sty

N ,(s5(r,q))

>~ 11 N > 1
(0 < 3|57 (21 0)| < 00
5! gl
e como esta desigualdade vale para cada p € (0,A4) e para cada f € Exp% () A (E),
/ K ’ b K
segue que Ty € [Ea:pfvo (s:(m)) A (E)] . Da mesma forma j4a feita anteriormente, segue que
FTy =H.
Em qualquer um dos casos, F' é claramente linear. Agora, se F'T = 0, entao 7T (e®) = 0,
para todo ¢ € E', ||¢|| < A, no caso k = 1 e para todo ¢ € E' no caso k € (1,+0oc]. Pela

densidade na Proposicao 2.1.25 segue que T' = 0 e assim F' é injetora. O

Teorema 3.1.5. Se £’ tem a propriedade da aprorimacao A-limitada, entao a transformada

de Fourier-Borel

/
: k N K '
£ ExpN,(s;(r,q)),O,A (E)] Exp(slvm(rl§q/))a(e(k)A)71 (E ) ’

dada por FT (¢) =T (e?), é um isomorfismo algébrico entre estes espagos, para k € (1,400

e Ael0,+00).

Demonstracao. Da mesma forma que foi feito no Teorema 3.1.4 segue que F' ¢é linear e

injetora.
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Primeiramente vamos provar o caso k € (1, +00).
/

Seja T € [Exp’;V (s:(r0) (E)| , entao existem p > A e C'(p) > 0 tais que

7,9)),0,A

& f (0)

o N
<
G ELD IO i () i

para toda f € Exp’;\7 (s Assim, para P € PR (si(m0) (/E) temos

;(7‘7(1))707"4 (E) ’

()
|T (P)’ < C(p)ﬂ ! (E) HPHN,(S;(r,q))'

Seja Tj T\pN( (B, €ntdo pelo Teorema 1.3.6, existe BT; € Py m(riq)) (/E") com

BT (p) = T; (¢’) , para todo ¢ € E e |Tj|| = [IBT|| o n(yrigry) - AsSim,
1 )
FT(p) =T (e?) =) =T () =D =BT, (p), (3.10)
para todo ¢ € E', e

(i \F
BT iy = 151 < C 00 ()

para todo 5 € N. Dali,

1
7

1 1
j k 1 % 7 ‘7 Y j ' ! =
lim s ( o ) Gt BTy < lim sup (€ () (k;_) (z?) 0

1

Ly ] (1>k (1)k L1
= — limsup = | = - = ’
pe j—oo (j1)7 \K k pt (k) — A0 (k)

e como )
i\ ¥

lims = 400,

e (5 ) :
temos

BT
lim sup —‘ = 0.

J=e0 A ICRUCRT)

Como BT\ < [IBTl| (g gy » S8UE que o raio de convergéncia da série (3.10) é 4oo.

Portanto, segue da Proposicao 2.1.11 que FT € Exp" L ().

(s',m(r";q")),(0(k)A)

, .
Para provar a sobrejetividade, seja H € E:rp(s () (0k)A) (E') . Entao,
1
J\¥ ||dH (0)|]’ 1
1 < —.
e (k) jl A6 (k)
(s"sm(r";q"))



SECAO 3.1 e« O ISOMORFISMO ALGEBRICO DA TRANSFORMADA DE
FOURIER-BOREL 46

Assim, existem p > A e C'(p) > 0 tais que

()’

. / .
para todo j € N. Pelo Teorema 1.3.6, existe T} € [PN,(S;(r,q)) (JE)} tal que BT; = &’H (0) e

dH (0)
7!

(3.11)

(s",m(r";q"))

\T5|| = ||&?H (O)H(S/ ) Para f € Exp%,(s;(nq))yo’A (E), defina
=1
T (f) = >3 (#1(0))
j=0""

/
Vamos provar que Ty € [E:cp’;vy(s;(m))’oﬁ (E)] . Segue de (3.11) e do fato que [|T}| =

@ H (0 ue
H © (s';m(r";q")) a
Ke\ ¥ jl (1N 1\ " | dif (0)
slermfscn () 20) 0[], -
Sn(@ro)<cw (52 (0) ()| o
1 /N e\ |ldf
ey (5) (5) 1|55
- N (sra)
Como )
1) 7
1 6(]) _17
j—oo ]
para cada € > 0, existe D () > 0 tal que
e\’ ;
(E) 1< D) (1+¢e),
para todo 7 € N. Dali,
L 142\ (5 \F @1
=T \d’f(0))| <C(p) D -
S f<>)]_ woe () () | o

Tome ¢ > 0 tal que 7%= > A, entao

Ty (f

_IH
/_\
\/
AN
Q
S
S~—
>
©
8
N
—_
o |+
)
~__
N
o
=
S~
ol

N, (s;(rq))
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!/

E). Portanto, Ty € [Exp’;v (5:(a) E)| e o fato que

para toda [ € E:Up’fv )OA(

(3(r,0)),0,A (
FTy = H segue como feito no Teorema 3.1.4.

Agora vamos provar o caso k = 400.
!/

Seja T € [Exp;’\‘; (s:(ra) (E)| , entao existem p > A e C'(p) > 0 tais que

r? )707A

o0

cT
T (NI < C Oz sirgp)o0p = Zp_]

)

N, (s;(rq))

para toda f € Expy E). Assim, para P € Py (5:(m0)) (/E) temos

,(85(r,q)),0,A (

T (P)] < C(p) P 1Pl 5 (s50m00)

Seja Ty = Tlpg iy (E)> €ntao pelo Teorema 1.3.6, existe BTj € Py m(rig) (/E') com

BT (¢) =T;(¢’), para todo ¢ € E" e | Tjl| =[BT}l y v,y - Assim,

o0

FT(SO)IT(e‘P):Z

i
30‘7

Z BT ( (3.13)

para todo ¢ € F’, e
"BE"(S’,m(r’;q’)) = HT‘JH < C(p) p_ja

para todo 5 € N. Portanto,

S

1
lim sup ||BT; H (s mrrgyy < — limsup (C (p)) (3.14)

j—00 Jj—o0

I

€ como

temos

BT;

lim sup S
4!

Jj—o0

(s";m(r'3q"))
Como [|BT[| < BT}l yn(rr.qry) » S€8UE que o raio de convergéncia da série (3.13) é +oo.
Portanto, usando (3.14) segue da Proposicao 2.1.5 que FT € Exp(y m(:q)),a-1 (E').

Para provar a sobrejetividade, seja H € Exp(y m(q)),a-1 (£') . Entao,

i
(

<1
T

Jj—o0
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Assim, existem p > A e C'(p) > 0 tais que

! .
para todo j € N. Pelo Teorema 1.3.6, existe T € [PN,(S;(r,q)) (JE)} tal que BT; = d’H (0) e

&' H (0) <C(p)—,

(s'm(r'sd)) P

1Ty = ] FHO),Parafe By 0, (E). defing
=1
T (f) = >3 (#1(0)
j=0"

/
Vamos provar que Ty € [Exp?vo (5:(r)) 0.4 (E)] . Temos que

1 ~ 1
T SEfT(dJ o)]g f‘dﬂHO ‘ OH S
| H (f)l j:()]! J f( ) 32:;]' ( (s, m(r';q")) N, (s5(7,9))
<RSP =@ s
P j! R(sra) R

para toda f € EIpJOV97(S;(T7q))707A( NI

FTy = H segue como feito no Teorema 3.1.4. O]

/
E). Portanto, Ty € [Exp;’vf’( ( ))OA(E)} e o fato que

Observacao 3.1.6. Se T € [Ea:p}v’(s;(nq)mﬂ (E)}/, pela Proposicao 2.1.23 a definicao na-
tural para a transformada de Fourier-Borel de T seria F'T (¢) = T (e¥), para todo ¢ € E’
tal que [|¢]] < A. Entretanto vamos provar que podemos definir F'T" para todo ¢ € FE’
num conjunto maior, de tal maneira que esta definicdo concorda com a definicao natural. A

Proposicao 3.1.8 abaixo garante isso.

Definicao 3.1.7. Suponha que E’ tem a propriedade da aproximacao A-limitada e seja
/
Ae0,400).8eT € [Empﬁ7(s;(r7q))707A (E)} definimos sua transformada de Fourier-Borel F

por
o

1
FT (p) =) —BT;(p)
Jj= 0‘7
para todo ¢ € E’, tal que a série converge absolutamente. Aqui 7; = T|7>N (siriay V) BT €
Psr.m(rsqy) (E') ¢ dada por BT (¢) = T; (¢7) , para todo ¢ € E', e || Tj|| = [| BT,

Isto é devido ao Teorema 1.3.6, j& usado varias vezes anteriormente.

m(r'sq)) *
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Proposicao 3.1.8. Suponha que E' tem a propriedade da aproximacdao A-limitada. Se A €
/
[0,400) eT € [ExpN7(s;(r,q)),O,A (E)} , entao existe p > A tal que FT € HG, .0 (B, (0)),

onde B, (0) € a bola aberta em E'.

/!
Demonstragao. Se T € [Ea:pﬁv(s;(w)m’A (E)] , existem 6 > A e C'(6) > 0 tais que

T ()< C O 15y Za f

10),
T O g iy

para toda [ € Expgy s(rq.0,4 (£) - Assim, para P € Pg (., ) (/E) temos
T (P)] < C(8) 07 1P 5 (s -

Usando as notacoes da Definicao 3.1.7, temos

para todo 5 € N. Logo,
1
. BT; || 1
lim sup T < 5
g=ee 1T Ml mrian)
Seja p € (A,0), entdo
. BT; ||
lim sup —'] < -
=oAL Tl mGray) - P

e como ||BTj|| < [|BTj |y gy temos que FT € H (B, (0)). Alem disso,

< 400,
(s';m(r5q"))

5 1

e, portanto, F'T" € H, .. (B, (0)). O

Teorema 3.1.9. Se £’ tem a propriedade da aproximacao \-limitada, entdo a transformada

de Fourier-Borel

/

. 1
rhe [Expﬁ (sstranoa (B)] — FT € Bapig ) 4 (B

¢ um isomorfismo algébrico entre estes espagos, para A € [0,400) .
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Demonstracao. Pela Definicao de Eacp 1 (E") e pela Proposigao 3.1.8, temos que

(s";m(r"3q")), %
FT € Exp(s,vm(r,;q,))% (E'), para todo T € [Exp]g,v(s;(w))’oﬂ (E)]/ A linearidade de F é
obvia. Agora suponha que T € Expg (s:ma)).0.4 (E)]I é tal que FT = 0, entao da Proposi¢ao
3.1.8, existe p > A tal que F'T (¢) = 0, para todo ¢ € E’, com ||¢|| < p, ou seja, BT; (¢) =
0, para todo ¢ € B,(0) C E', Vj € N, e isto implica que BT; = 0. Portanto, ||7}| =
BTl

isto é, T'|p_

) = 0 ¢, conseqiientemente, T (P) = 0, para todo P € Py (.0 (VE),Vj €N,

(s’;m(r";q")

oty OB = 0, V5 € N. Pela Proposicao 2.1.22 sabemos que a série de Taylor

de cada elemento de Expz\?,(s;(r,q)),o, 4 (E) converge para ele na topologia do espago, assim
T (f) =0, para toda f € Expg (.(na0.4 (E), pois & f (0) € Py (orq CE), ¥j € N. Logo,
temos que 1" = 0, provando assim que F' é injetora.

Para provar a sobrejetividade, seja H € Exp®™ . ('), entdo existe p > A tal que

H € H gy (By (0)) . Portanto,

(s'm(r;a)), %

dH (0)]
i

lim sup <

]—>OO

1
o

(s m(r';q"))
Assim, para todo € > 0, existe C' () > 0 tal que

! <C (o) (1+5)j, (3.15)

5! p

& H (0)

(s;m(r’;q"))

. ! .
para todo j € N. Pelo Teorema 1.3.6, existe T} € [PN,(s;(r,q)) (]E)} tal que BT; = d’H (0) e

T3] = H@H(O)H( o) Logo, segue de (3.15) que
ST ,m(r;q
=iy (@f(O))\<1‘cTJ’H<0) |#5 ) <
]' ! B j (s’ m(r';q")) N,(s;(r,q))
1
30(5)< “) |@1 )] ,
P N, (s;(rq))

para todo j € N. Para cada f € Expg (4404 (£), defina

dai segue que

Ty ()] < Z%

J=0

j JJ’f(O)H — (3.16)

=C(e) Hf“]\”/,(s;(r,q)),lis ; (3.17)
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para toda f € Expy 4.(rq).0.4 (£) € € >0, tal que ;2= > A. Portanto,
/
Ty € [E:Ep]g,j(s;(nq»m (E)] e o fato que F'Ty = H segue como feito no Teorema 3.1.4. [

3.2 Conjuntos Limitados

Nesta secao daremos caracterizagoes dos conjuntos limitados de Expfv (s:(ra)) A (E)

e Ea:p’(“&m(nq))vA, para k € [1,+00] ¢ A € (0,+00], e dos espagos Expl E) e

,(83(r9)),0,4 (

Exp( o4, Para k € [1,+00] e A € [0, +00). Estas caracterizagoes serao usadas para

s;m(r3q)),
demonstrar que, em alguns casos, as transformadas de Fourier-Borel sao isomorfismos topo-
l6gicos.
Denotaremos por Sy a familia de todas as sequéncias a = (ozj)] de nimeros reais

a; > 0, tais que

1

lim sup 04’ < A

j—0o0
Proposicao 3.2.1. Para k € (1,400), A € (0,400] e a € S%, as Seminormas P (s.(rq)) k.a
€ D(s,m(riq)) k0 definidas por

s
pN(s (rq)) ka ZO[] <E> ]| i ’
N, (s(r,9))
j -~
Hl 1 (0)
s,m(riq

sao continuas em Exp% (s 4> respectivamente.

(stra.a (B € Exp(s m(riq)).
Para k=1, A€ (0,400 e € SL as SEMINOTMAS P (s:(rq) e € Plsm(rg),1,a definidas por

Py J(s;(r,q ),l,a Zaﬂ
P(s,m(r;q) 71,01 Za]

rana (B) € E“"p(s,m(r;q»,
Para k = 400, A€ (0,+00] e v € S1as SeMminoTmas P (s (r.q))c0a € Plsm(ria)coa definidas

d]

H N,(si(r))

d]

(s,m(r3q)) ’

sao continuas em E:L‘pN (5 4> Trespectivamente.

por
= |[df(0)
pN,(s;(r,q)),oo,oz (f) = Zaj j' )
7=0 C N (si(r)
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Y

Plsm(ria). Z%
(s;m(r3q))

sao continuas em Ewp}’vf’,(s;(rvq))A (E) e Expc(’;m(r;q)%A, respectivamente.

Demonstracao. Para cada p € (0, A), temos que % < % e como o € S%, existe C' (p) > 0 tal
que a; < C(p) %, para todo j € N. Assim, para k € (1,+00), temos

=1\ ]dr o
pN,(s;(r,q)),k,a (f) < C (p) ZE (E) j' ( ) (53(r,q)),k,p *
=0 - IN(si0ra)
=1 (5 \*||dif(0)
Poamtraia (f) < Cl0) 3 (k—) ﬂ = C ) Il emireay-
7=0 (s,m(r;q))
Para k = 1, temos
o) 1 N
Psistania DS COYZ|TFOf = CO Il
i=0 e
D(s;m(riq)), 1,0 (f) S C (p) _] ‘ d f (O) ) =C (p) (s,m(r;q)),p
Py (s;m(r39))
Para k = 400, temos
L ||/ (0) N
DR (si(r,9)) (f)SC(p) E ! :C<p)pN( (Tq))p(f)
7=0 N, (s;(r,q))
=1 ||dif (0) .
P(s,m(r;q)),00, (f) <C (p) ZE ]' =C (10) Pism(riq)) 0 (f) :
7=0 (s,;m(r39))

Da topologia limite indutivo localmente convexa juntamente com as seis desigualdades acima

segue a continuidade das seminormas nos correspondentes espagcos. O]

Para demonstrar a préxima proposicao que da uma caracterizacao dos conjuntos
limitados de E:Ep]]“ws;(nq))’A (E)e Exp(s m(rg)), A (E), precisamos da Proposicao 1.4.9 e de um
outro resultado da teoria de espagos vetoriais topoldgicos que serd enunciado na forma de

lema.

Lema 3.2.2. Um subconjunto L de um espaco localmente convero X € limitado se, e somente

se, cada seminorma continua em X € limitada sobre L.
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Demonstragao. Ver Grothendieck [2], padg.25. ]
Proposigao 3.2.3. Parak € (1,+00) ¢ A € (0, +00] , um subconjunto B de Expf, (s:(rug).A (E)
ou de Exp’(“&m(r;q))’A (E) € limitado se, e somente se, existe p € (0, A) tal que
i
(|12 © J
lim sup (k:i) sup S <p (3.18)
P00 e ! i
! S A ()
ou
l'
V(g |84 0 ]
lim sup <i> sup , < p, (3.19)
jooo \ K€ reB| J!
(s;m(r;q))
respectivamente.

_ - 1 1
Para k=1 e A € (0,400], um subconjunto B de Expg (E) ou de Exp, )4 (E)

(si(r,9)),A (
¢ limitado se, e somente se, existe p € (0, A) tal que

1

lim sup (sup &f 0)|] . >] <p (3.20)
j—>00 fEB N,(s;(r,q))
ou
1
~. J
lim sup <Sup & f(0) > < p, (3.21)
j—oo  \feB (s,m(r3q))
respectivamente.

Para k = +o00 e A € (0,+00], um subconjunto B de ExpSs (E) ou de

(s3(r,q)), A
Exp(s oira.a (E) € limitado se, e somente se, existe p € (0, A) tal que

~ J
d’ f (0
limsup | sup f‘( ) <p (3.22)
e P T R s
ou
~ 7
d’f (0
limsup | sup f,( ) < p, (3.23)
joo \ feB| J!
(s;m(r39))
respectivamente.

Demonstragao. Vamos utilizar o Lema 3.2.2 para provar que se valem (3.18), (3.19), (3.20),
(3.21), (3.22) e (3.23), entao B ¢ limitado no correspondente espago. Seja p uma seminorma

continua no correspondente espago, entdo para cada é € (0, A), existe C (0) > 0 tal que

p(f) < CO) 5 srgpms o

)
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para toda f € Eacp’]“v (E), ou

»(S§(T7Q))7A

p (f) < ¢ (5) ”f”(s,m(r;q)),k,6 )

para toda f € Emp’{svm(r;q))ﬁ (E) e para cada k € [1,+00]. Em particular, essas duas de-

sigualdades valem para d = p, dai

feB

feB
Para k € (1,4+00) , segue de (3.18) e (3.19) que

o0

1L/ ;
<N\ "4 (L
?up||f||zv (55(r,q)) ks = ij (ke)

7=0

o0

J=0

Para k = 1, segue de (3.20) e (3.21) que

=1
(s = Z_SUP

,0 feB

oo

1
sup || fll s mr < — sup
02 1o < 3o omp

Para k = 400, segue de (3.22) e (3.23) que

sup p% o — sup
feB N( i(r.a))p Z fEB
supp s,m(r; — Sup
eB ( 52)),p Z P fen

Assim, segue de (3.24) que sup p (f) < 400, sendo B um subconjunto de Exp’]“v .

feB

J
1 (j\*
(s,m(r;q»,k,pSZ; (E) s

& f
sup
feB

& f
up
feB

& f (0)

—~
(=)
~—

.

—~
(=)
~—

.

P10,

N,(s;(1,9))

sup p (f) <C (p) ?lelg ”f”N,(s;(r,q)),k,p

su < (C'(p)su . )
pp(f) <C(p) sup [ P

N,(s

< +00,

5(r,q))

< +00.

(s,m(r;q))

< +o0,

< +00.

(s,m(r39))

N’(SQ(hQ))

(s,m(r;q))

< +00,

< +00.

(3.24)

(3.25)

(E),

e segue de (3.25) que supp (f) < +o0, sendo B um subconjunto de Exp(s m(r).A (B, para
feB

k € [1,400] . Portanto, B é limitado no correspondente espago.

Agora, suponha que B é limitado em Exp%,(s;(w))A (E) (para Exp’(“&m(r;q))’A (E) a demonstra-

¢ao é andloga), para k € (1,+00). Sabemos que esses espagos sdo limites indutivos de uma
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k
N,(S§(T7Q))7Pn
estritamente crescente de numeros positivos, convergindo para A. Entao, pela Proposicao

seqiiéncia de espacos DF, denotados por B (E), onde (pn),—, ¢ uma seqiiéncia

1.4.9 B esta contido no fecho, para a topologia de E:ch’?V , de algum subconjunto

(s5(r,q)),A (E)

limitado de algum Bf\? (E) . Sem perda de generalidade, podemos supor que B esta

+(8(1,))sPn

contido na bola unitéaria fechada de va (E), onde p € (0,A). Agora, para obter o
(s:(m)). A (E) desta bola estd

(E), para algum § € (0, A). De fato, se isto for

J(83(r,a)).p
resultado, basta provar que o fecho para a topologia de E:L‘p];V

: k
contido numa bola de algum BN,(S;(r,q)),é
verdade temos

fclelg Hf||N,(s;(r,q)),k,5 < M,

para algum M > 0. Entao,

2
O\ F df(0
0/ (%) sup f'( ) <M,
e ! .
L (IS ) )
para todo 5 € N. Portanto,
l.
NV (o |22 J
lim sup <k:i> sup 5 <4,
oo AR T S s
provando assim (3.18).
Seja
— k . .
BBTQ,(S;(T’QW(E) - {f = BN,(s;(nq)),p (E); HfHN,(s;(r,q)),k,p < 1}
. Yl k _—m
a bola unitaria de BN,(s;(r,q)),p (E). Se g pertence ao fecho BB%,(s;mq)),p(E) de BB;%’,(S;(T,Q)),/?(E) em
k . ) . .
Expm(s;(nq))yA (E) , existe uma rede (g;);c;, em BB%,(S;(f',q)),p(E) convergindo para g na topologia
k ~
de EIpy rana (E) . Entao,
i ~
i\ dig; (0
p? (L) sup g_( ) <1, (3.26)
ke icl J! ~
N,(s3(r,q))

para todo j € N. Se para cada j € N definirmos a seminorma pyg . (¢ k,a COMO

IR
(N f(0)
pN,(s;(r,q)),k,oz (f) =p ! <E> ]' i )
N (s:(r,9))
onde a; = p7 e ay = 0, para [ # j, segue da Proposigao 3.2.1 que PR (s:(r.q)) b ¢ uma

seminorma continua em Exp%’(s;(nq)m (E). E como pg smayia (91) = PR (sira)ha (9)
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segue de (3.26) que

&g (0)
1

Eal

<1

— Y

i
P (ke
N,(s5(r,9))

para todo j € N. Pela arbitrariedade na escolha de g, segue que

l -~

BERY @g(0)

o (E) L N =1
QEBB%,(s;(r,q»p(E) RLECLE)
para todo j € N, e assim
7\ * g (0) -

(k—e) s =7

gE€Bgk (E) J: N,(s3(r,))

N, (s5(r,9)),p

para todo j € N. Portanto, se 0 € (p, A), temos & < 1 e dai

L [(7\*
SUD (9117 s s < D55 (E) pos 2

geB

Logo, B esta contido na bola fechada de centro 0 e raio — de va (s

1-5 5(1,9)).p
A demonstragao para k = 1 e 400 segue de maneira analoga. O]
Corolério 3.2.4. Para k € [1,+00] e A € (0, +00] , um subconjunto B de Exp¥, ((ra). A (E)

ou de Ea:p'(“s m(raq).A (E) € limitado se, e somente se, existe p € (0, A) tal que B estd contido
e € limitado em va’(s;(r’q»p (E) ou em Bé“&m(r;q)%p (E), respectivamente.
Demonstracao. Segue diretamente da demonstragao da Proposicao anterior. O

Para demonstrar a préxima proposicao que da uma caracterizacao dos conjuntos

limitados de E:Ep% (E) e Expt (ra)0.4 (£) ; precisamos de um resultado da teoria

(53(r,9)),0,A (s;m(r;

de espacos vetoriais topoldgicos que sera enunciado na forma de lema. A demonstracao deste

resultado pode ser encontrada em Grothendieck [2], Proposigao 11, pag. 24.

Lema 3.2.5. Seja X um espago vetorial topoldgico, cuja topologia seja a mais fraca tal
que as aplicagoes f; de X num espaco vetorial topologico X; sejam continuas. Entao, um

subcongunto L é limitado em X se, e somente se, para todo i, f; (L) € limitado em X;.
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Proposicao 3.2.6. Para k € (1,4+00) e A € [0, +00), um subconjunto B de

Expfvy(s;(w))pﬁ (E) ou de Ea:p’(“s,m(r;q))’oﬁ (E) € limitado se, e somente se,

1 . J
|\ F d’ f (0
lim sup (k’i) sup f|( ) <A
e ‘ B R stnay
ou )
i\ F (0 ’
lim sup (i) sup f( ) <A,
j—o0 ke feB J! i
(s;m(r;q))
respectivamente.

Parak =1eA € [0,400), um subconjunto B de Exp}v (5:(r,q)).0,A (

¢ limitado se, e somente se,

i
s (|20, ) <

Jj—00 feB
ou
1
~. J
lim sup (sup d’ f (0) ) <A,
j—oo  \feB (s;m(r3q))
respectivamente.

Para k = +o00 e A € [0,+00), um subconjunto B de ExpSy E) ou de

(s5(r9)),0,A (

Exp( 0.4 (B) € limitado se, e somente se,

df (0
limsup | sup fl( ) < A
mee P sy
ou
~ 7
d’ f (0
limsup | sup f'( ) <A,
e \FB I Tl mmay
respectivamente.

Demonstracao. Seja B C Expf;, (5:(r,0)),0,A

3.2.5 segue que B ¢ limitado em va (:(0)).p

existe M, > 0, tal que

i‘;ﬁ AN % (s e < Moo

(3.27)

(3.28)

E) oude Exp%s,m(T§Q))vovA (E)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(E) limitado, para k € (1,400), entao pelo Lema
(E), para todo p > A. Logo, para cada p > A
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dai
N2
oI (ki) sup S <M,,
RO A
e, portanto,
i\ F df (0 %
lim sup (é) sup f'( ) <,
I reb I N(s3(rq))
para todo p > A, o que implica
l.
. J
i\ F d’ f (0
lim sup (%) sup f'( ) <A
e NSNS T v s

Para Empl(“&m(r,q))’A (E) decorre analogamente. Os casos kK = 1 e 400 também seguem de

)

maneira andloga.

Agora, suponha que (3.27) seja satisfeita, entdo dado € > 0, existe C' (¢) > 0 tal que

N

J
— sup
(k’e) feB

para todo 7 € N. Assim dado p > A, temos

p (ke feg

para todo j € N. Tomando ¢ > 0 tal que p > A + ¢, temos

@£ (0)

1 < C(e)(A+e),

N,(si(r.q))

Eal el

@1 (0)

g!

A+€)j

N,(s3(r,q))

A+te
P

< 1 e, portanto, segue das

duas desigualdades acima que

J A~
—1 (J\* @ f (0)

oup 15 i < D (22 ) 50 | <
JeB e Jz;p] ke feB 7t N ,(s5(r,q))

0 A 7

< C(a)Z( +5) < +o0.
=0\ P
Logo, B é limitado em B~ (E), para cada p > A, assim B é limitado em

N, (s5(r,a)).p

k
E2ry ranoa )

Para Exp'é’m(r D).A (E) decorre analogamente. Os casos kK = 1 e 400 também seguem de

i

maneira anéloga. O
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3.3 O Isomorfismo Topolégico da Transformada de

Fourier-Borel

Teorema 3.3.1. Se E’ tem a propriedade da aproximacao A-limitada, entdo a transformada
/

st (B)J 5 €

de Fourier-Borel F' € um isomorfismo topoldgico entre 0s espagos Eal:p’;V

k/
BTp(y oy oomay-t (B> para k € [1,+00] e A € (0, +oc].

A letra B usada acima significa que estamos considerando a topologia forte no dual.

(E) é um espago DF, entao seu dual forte é um
K’ (
(s';m(r'3q")),0,(0(k)A) ™"

espaco de Fréchet e F' é um isomorfismo, assim basta mostrar que F~! é continua, pois a

Demonstracao. Sabemos que El‘p}, (s1(rq)), A

espago de Fréchet (Proposicao 1.4.10). Além disso Exp E’) também ¢é um

continuidade de F segue do Teorema da Aplicagao Aberta.
Provaremos a continuidade de F~! mostrando que para cada seminorma continua ¢ em

/
Exp’;m (s5(ra) A (E)} 5 existem C' > 0 e uma seminorma continua p em

k' / .
ELP(y mirrsqryonoya-1 (B tais que
q(F'(H)) =q(Ty) < Cp(H),

para todo H € Expé,7m(r,;q,))70’(9(k)A),1 (E') (aqui estamos usando a notagao Ty ja usada

vérias vezes nas demonstragoes anteriores). Lembremos que a topologia forte no dual é a
topologia da convergéncia sobre os limitados, ou seja, as seminormas que geram a topologia

/ !/
de Exp% (E) ﬁséo da forma pp (S) = ?1612 |S(f)|, onde S € [Exp%(s;(w)),A (E)] e

(s;(r,q)),A
k , . ..

B C EIpy rana (E) é um subconjunto limitado.

(E). Pela

Assim, para k € (1,4+00), seja B um subconjunto limitado de Ea:p’jv (s3(ra)), A

Proposicao 3.2.3 existe p € (0, A) tal que

& f (0)
4!

IN
°

N\ E
lim sup <i> sup
j—o00 ke feB

Logo, para cada ¢ > 0 existe C (g) > 0 tal que

(L) sup
/{?6 feB

N,(s3(r,q))

s

c%ﬁ (0)

g!

<C(e)(p+ e)j
N ,(s5(r,q))
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para todo 7 € N. Dali,

_ TP dif(0
sup |[F-L(H) (1) = sup T (D) < S| ) sup | 2L < (3.33)
feB feB e (s'm(r';q")) feB J: ¥ (s:(r0))
< ket @ H (0
<c@Y (p+o (&) 0|20
J=0 (s';m(r";q"))
Como ; ;
ke\ * G\ el
PENT gy () &
<J> 6 k) (k’6> 3
temos
< (ke\F @ H (0
Stoer () | 25 < (334
=0 .] .] (s/,m(T’;q'))
> ; it (Y || H (0)
SZ(Q(/C)) (p+e) 3¢ \we 7l
3=0 (s',m(r;q"))
Sabemos que
e 1
lim - (1)7 =1
Jim = ()7 =1,
logo existe D () > 0 tal que )
%ej <D(e)(1+e), (3.35)
para todo j € N. Portanto, segue de (3.33), (3.34) e (3.35) que
) %0 - UiV || @ H (0
sup [ (1) ()] < S 00 o+ Lo ()| 25 <
feB =0 J I (s';m(r"3q"))
S j i (3 \" || 4H (0) _
SC’(e)D(e)JZO(@(k)) (p+e) (1+e) (ﬁ) e
= s’ m(r’;q

=C (&) D (&) 1 HIl (g mrrgry) i

, 1
10(k)(pte)(1+e)

Assim, escolhendo € > 0 tal que (p+¢) (1 +¢) < A, temos H(k)(p—i—ls)(l—‘,-e) > 0(;)14 e, portanto,

segue a continuidade de F~1.

Para k = 1, seja B um subconjunto limitado de Eacp}v (E) . Pela Proposigao 3.2.3

(55(1,9)),A
existe p € (0, A) tal que

~.

1
i
& <O>HN (si(r q))) =0

lim sup <sup
Jj—oo feB
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Logo, para cada ¢ > 0 existe C (&) > 0 tal que

~.

sup
feB

< J
<0>HN,W)) <C@E)(p+e),

para todo 5 € N. Dai,

>~ 1 ~
sup |F~! fl=sup|Ty (f)| < ‘d”HO — sup deOH~ <
feB‘ )( >‘ feB| H< )‘ jZO (s';m(rq') J! feB ( ) N,(s5(r,9))
> & H (0)
5) Z (p + j' =C (€> ”HH(S’,m(r’;q’)),oo,pi. :
j=0 ' (s";m(r'3q))

Assim, escolhendo ¢ > 0 tal que (p+¢) < A, temos —— > 4, daf segue a continuidade de

pte
Ffl

Para k = +o00, seja B um subconjunto limitado de Exp?vf’y(s;(m)m (E) . Pela Proposicao 3.2.3,
existe p € (0, A) tal que
_ ;
limsup | sup d f,|(0) <p
e IR T i s

Logo, para cada ¢ > 0 existe C' (g) > 0 tal que

<C(e)(p+e),
N ,(s5(r,9))

para todo 5 € N. Dal,

.

i~ & f(0
sup [P~ (H) (/)] = sup [T (N < 3 |[#H©) - sup ]«( ) =
feB feB §=0 ATAT)) feB ' N ,(s3(r,))
+e) A H (0 H AN
JZ—;J ’ ( ) (S’,m(r’;q’)) ( ) ” H (mlra)) e

Assim, escolhendo € > 0 tal que (p+¢) < A, temos —— > , dai segue a continuidade de
FL O

Um problema em aberto é provar que a transformada de Fourier-Borel F' para o caso

abaixo é um isomorfismo topoldgico, mas é possivel provar que F'~! é continua, como segue:
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Teorema 3.3.2. Se k € [1,+00], A € [0,+00) e E' tem a propriedade da aprozimagio
A-limitada, entao
!/
_1‘ k/ / i
F= By munan ot (B) = [ BIP (.a).0.4 (E)]ﬁ,
€ continua.

Novamente (3 é usado para designar a topologia forte no dual.

Demonstracao. Seja B um subconjunto limitado de Exp% E). Pela Proposigao

3.2.6,

(s5(r,q)),0,A (

@£ (0)

4!

F\F
lim sup (—) sup
j—o0 ke feB

Para p > A, existe C'(p) > 0 tal que

(&)
— ] sup
ke feB

para todo 7 € N. Portanto,

N’(S§(T’q))

c?jf (0)

7!

@£ (0)

7!

<

N ,(s;(rq))

sup
(s’ m(":d")) feB

47 H (0)

< C(p)i/ﬂ (k—?)iﬂ i

ey (L) Lo

Usando (3.35), segue que

(s",m(r";q"))
& H (0)

J!

(s';m(r"5q"))

' H (0)

<

(s";m(r;q"))

4!

sup [ (1) ()] < C ) S () () 5

feB J?

&7 H (0)
]!

<cEeEX pa+asmy (4)

(s'ym(r5q"))

= C(p) C (&) [ H | (5 m(rsqy)

___1
70(k)p(1+e)

para todoe > 0 e p > A. Assim,

fclelg ‘Fil (H) (f)‘ < ¢ (p) D (6) ||H|’(s’,m(r’;q’)),k’m’
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para todo r < m e isto implica que F~! é continua.

As demonstragoes dos casos k =1 e k = 400 sao analogas.



CAPITULO 4

Operadores de Convolucao

Deste capitulo em diante vamos considerar F um espaco de Banach complexo, E’ com
a propriedade da aproximacao A-limitada e s,7,¢q € [1,4+o0], com s,7 < gq.
Antes de definirmos os operadores de convolucao, vamos provar um resultado necessario

para o desenvolvimento da teoria.

4.1 Preliminares

Proposicao 4.1.1. (a) Sea € E, k € [1,+0], A€ (0,+o0] e f € Expfv (s:(rua)).A (E), entao

el .
df()ac€ ExpN7(8;(r7q))7A (E) e

e /\,
Frla= 3007 T 07 @),
7=0
no sentido da topologia de Exp% (s:(rq).A (E).

(b) Sea € E, k € [1,+00], A € [0,+00) e f € Exph, (E), entio d"f (-)a €

7(53(7'7‘]))107‘4
k

By ranoa (B) €
~ ad =1 ﬁ\
d'f(Ja=) (G " (0)7 (o),

=0
. . k
no sentido da topologia de ExpN,(s;(w)m’A (E).

64
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Demonstragio. E um resultado da teoria de holomorfia (ver Nachbin [19], Proposigao 3, pag.

29) que vale a seguinte igualdade:

00 /\
=> () T f(0) 2" (4.1)
n=0
para cada x € F, logo
= () d*f(0 =Y ) FT(0)d (a), (4.2)
n=0 n=0
— T

para cada x € E. Pela Proposicao 1.3.5, temos que &/ f (0) @’ € Py ;.. ("E) e
\ <|
para todo n € N. Primeiramente, considere k € [1, +00) e seja
N

L = limsup (n—l—g)

n—oo ke

Entao para todo € > 0, existe C' (¢) > 0 tal que

n+j

ke

para todo n € N. Assim,

/\

dj+nf (O) a’

E[n-ﬁ-jf 0 H ) a j’
© N, (s(r,9)) I

N ,(s5(rq))

dif ()™
(n+j4)!

N ,(s;(rq))

| (0)

) <CE)L+e,

N,(s5(r,q))

C/i\nJrjf 0 H i a J_
(©) N, (s;(r,q)) Il

—{|d"* f (0 H ) alf’ <
@i o), el

Como
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para todo £ > 0, existe D (¢) > 0 tal que

( n .)Z(n+1)...(n+j)( ’“6.>igp(g>(1+a)".

n-+ ) n-+j

Logo, segue das duas desigualdades anteriores que

(n)Z 1
ke n!

/\

& f(0)a’ <C@E)D(E) (A +e)" (L+e)" Jlal =

N,(s3(rq))
=C(e)D () lal’ (L+ef [(1+¢) (L+2)",

para todo n € N e ¢ > 0. Dal,
1
— —— ||

. n\x ||[d7T"f(0)a?
lim sup <k_) —

n—oo €

<(l+e)(L+e),
N’(S§(T)q))

e como € > 0 é arbitrario, temos

3=

{—\‘
) n\F || &S (0) a?
lim sup <k_> —

n—o0 €

< L.

N’('S?(Tv‘I))

(E), entdo L < A e portanto c%f(-)a € Ea:pN (s

Assim, se f € Exp% ).A
(E), entao L < A e portanto d” f()

,(85(r,)),A

(E)
(para A € (0,+00]) e se f € Ea:p’]"v’ a

(S;(T’q))’ovA <

Exp]]gv,(s;(r,q))’QA (E) (pa’ra‘ A S [O, +OO))

Considere agora o caso k = +00. A demonstracao para Hy, (... (E) = Expy (E)

+(53(r,0)),0
pode ser encontrada em Matos [15], Proposi¢ao 9.1.3, pag. 174. Agora, para

fe Exp%?,(s;(r,q)),O,A (E) = Hyp (s5(r.0)) <B% (O)> ’

com A € (0, +00), temos

aif (0|

< A.
(n+7)! A

N ,(s;(rq))

lim sup

n—oo

Entao, para todo € > 0, existe C' (¢) > 0 tal que

" f (0)

()] <CEA+)™,

N,(s3(r,q))
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para todo n € N. Assim,

| 1 || 5y ;
&) | s-,(d f(O)H~ lallf =
" N(si(rg) 'V N, (s5(r,q))
=n+1)..(n+j . )Jnﬂ' OH alli <
( ) ( ]> (’I’L—f—j)' f( ) N,(s;(r,q)) || ||

<(n+1)..(n+j) |lalf C(e) (A+e)"H.

Como

..(n+j)% =1,

3=

lim (n+1)

n—oo

para todo € > 0, existe D (¢) > 0 tal que
(n+1)...(n+j)<D(e)(1+¢e)".

Logo, segue das duas desigualdades anteriores que

/\

e o)

nl <CE)D(E)(1+e)" (A+e)" lalf =

V,(s5(r,q))
=C(e)D(e)]lal’ (A+ey [(1+¢e)(A+e)]",

para todo n € N e ¢ > 0. Dali,

3=

— T

) T f(0) @?

lim sup —
n—oo n

<(1+4+¢)(A+e),

e como ¢ > 0 é arbitrario, temos

3=

T
) d]+nf (O) @’
limsup || —————

< A.

N ,(s;(r,q))

Assim, d"f (-)a € H i, (5:(r.0) (B% (0)) = ExpT L oranon (E) . Falta provar o resultado para

0S espacos Exp]"vfi(s;(r’q))’A (E).Se f € E:vp;(s;(r,q))’A (E) entao f € H b, (s5r0)) <B% (0)) , para

algum p < A. Logo, d"f (-)a € H i, (5:(r.0) (B% (0)> e, portanto, " f (-) a € Expy (E).

(s5:(r9)),A
Falta ainda provar a convergéncia da série na topologia do espacgo correspondente.



SECAO 4.2 e DEFINICOES E RESULTADOS CONCERNENTES

68

Se f € B’fv( (E), para algum p > 0, com k € [1,4+00), temos que

53(r,9)),p

v

Fi(a—Y () @) (a)

n=0

N7(5;(T7Q))7k7p0
o

> () dTF(0) " (a)

n=v+1

N ,(s5(,a))k,p0
/\

()" & f(0) @

N ,(s;(rq))

) O alf

<C@E)DE) Y lp+e) L+ lall (p+e)

=C@EDE Nl (p+ey S [t (p+e)(1+e)]"

n=v+1

)

e a expressao desta ultima desigualdade tende a zero quando v — oo, para py > pec >0

tal que (p+¢)(1+¢) < po (nestas desigualdades usamos o mesmo procedimento usado

anteriormente para L, mas usando p). Agora, a convergéncia segue das topologias dos

espacos, como feito na demonstracao da Proposicao 2.1.22. Para o caso k = 400, decorre de

maneira analoga usando as desigualdades correspondentes. O]
4.2 Definicoes e Resultados Concernentes
Definigao 4.2.1. Para k € [1,4+00] e A € (0, 400], um operador de convolug¢io em
k , . ~ . ’
Expy, (). A (E) é uma aplicagao linear continua
. k k
O Bapy rana (B) — BIPx (1. q.4 (F)
tal que
d(Of)()a=0(df (-)a),
k
paratodoa € Ee f € Ea:pm(s;(w))?A (E).
Para k € [1,400] e A € [0, +00), um operador de convolu¢ao em E.Tp% (5:(rsg)).0.A (E) é uma
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aplicagao linear continua

. k k
O: Expy (rgnoa (B) = E2Dg (0.4 (B)

tal que
d(Of)()a=0(df (-)a),

paratodoa € Ee f € Exp% (E).

,(85(1,9)),0,A

Denotaremos os conjuntos de todos os operadores de convolugao sobre Eat:‘pﬁ7 (s:(ra)). A (E) e

sobre Exp%(s;(r’q))’oﬂ( ) por AN (st © Ak (55(rsq) 0.A” respectivamente. Também usare-
: k _ gk k k

mos as seguintes notacoes ANv(S;(T7Q))7OO = AN,(S;(W e .A ra)).0.0 AN,(s;(r,q)),o’

Proposicao 4.2.2. Em qualquer um dos casos da Definicao 4.2.1, temos que
O(d@f()a) =d"(0Of) ()
para todo a € E en € N.

Demonstracao. Vamos provar por inducao finita. O caso n = 1, segue da Definicao 4.2.1 de
um operador de convolucao. Suponha entao a igualdade valida para n e vamos provar para
n + 1. Pela defini¢ao de derivada direcional (ver Nachbin [18], Definigao 4, pag. 20), temos
que

A f(Ya=dg()a

onde g (z) =d"f (z) (a,...,a) = dnf (x) a. Logo,

O (a1 () )

O (d'g()a) = d' (Og) (Ya=d" |0 (d"f ()a)| ()a
a' | (0f) (- >a] (ai=d"(Of) ()
Exemplo 4.2.3. Vamos dar alguns exemplos de operadores de convolugao:
(1) Claramente o operador identidade e o operador nulo sdo operadores de convolugao.
: : k k
(2) Para Cfda n € N, considere O,,: Ea;pN,(s;(w)M (E) — ExpN7(S;(T7q)),A (E) dado por
— Jn . k k —
?n (f) =d"f(-)a ou O,: Exp]v’(s;(nq)%O’A (E) — ExpN,(s;('r’,q)),O,A (E) dado por O, (f) =
d"f()a, com a € E. Em qualquer um dos casos, O,, ¢ um operador de convolugao. De fato,

a Proposigao 4.1.1 garante que O,, estd bem definido, em ambos os casos. Vamos provar a
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continuidade de O, ja que a linearidade e a comutatividade com derivadas direcionais sao

claras. Para k € [1,+00), temos que

HO fHN (s; rq)kp

/\

o0 i Itn ) jtn
L R A R
ot \ke j+n ke (n+7)!

P00
< 10 (5:(r9))
0o . ) J n . itn
< Yol P ()T () e (L) @
~ 4! j+n j4n ke (n 4+ j)! N (s3(rq))

Como

o2 llall? s G N\F( ke \F
tim p? JallF (G40 Gl (525) " (55) T =1

Jtn Jtn
para todo € > 0, existe C' (g) > 0 tal que

p"uar|“<j+1>...<j+n>(,j )(’f ) <C()(1+ey,

J+n J7+n
para todo 7 € N. Assim,
C(e)
(1+4¢e)"

Por argumentos similares aos ja usados anteriormente e tomando € > 0 conveniente, segue

1On 15 (s5mapy e < Hf”N,(S;(ﬁq))k,ﬁ '

a continuidade de O,, em ambos o0s casos.

(¢) Mais geralmente, para m € N fixo, O = Zan(’)n define um operador de convolugao
n=1
k k
em Expm(s;(m)),A (E) e em E:cpNy(s;(w))’O’A (E), onde o, € C.

Observagao 4.2.4. Definimos um operador de convolugao da maneira tradicional, ou seja,
sendo um operador que comuta com todas derivadas direcionais e, conseqiientemente (Pro-
posigao 4.2.2), comuta com todas as derivadas direcionais de todas as ordens. Poderfamos

ter definido um operador de convolucao substituindo a condicao

d(0f)(-)a=0O(df()a)

por

70 (O(f) = O(7-af)
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para todo a € FE, onde 7_,f (x) = f(x+a), para todo x € FE, nos casos em que 7_,f
estd bem definida. Provaremos adiante que estas duas condigoes sao equivalentes, ou seja,
comutatividade por translacoes e comutatividade por derivadas direcionais sao condigoes

equivalentes. O préoximo resultado déd uma representacao de 7, f.

Proposicao 4.2.5. (a) Para k € [1,400), se f € Exp% E) ea € E, entao 7_,f €

(s3(rq)) (
k
ExpN,(S;(T,q)) (E) e

Tfaf = ZO%gnf () a,

no sentido da topologia de Exp¥, (55(r0)) (E).

4 . k
(b) Para k € [1,+00], se f € EZpg mano (E) ea € E, entao 7_f € EIPG crano (E) e

o0 1 /\n

Tfaf = _‘d f() a,
n!
n=0
. . k

no sentido da topologia de Expm(s;(r,q))’o (E).

Demonstra¢ao. O caso (b) com k = 400 foi provado por Matos em [15], Proposi¢ao 9.1.4,

pag. 175. Provaremos (a) e (b), com k € [1,+00). Suponha que

1
J

1 .
N\ F ||
lim sup (i) d f(O) =L < 4o0. (4.3)
00 ke 4! 3
N, (s(r,q))
Entao, para todo € > 0, existe C'(¢) > 0 tal que
N\ f (0 -
(L) /() <O (L+e), (4.4)
ke ! B}
N,(s3(r,q))
para todo 5 € N. Como
ruf @)= fa+a) =Y <@ (@)= ~df ()a.
j:Oj' jzoj'
para cada x € F/, segue que
d* (7-af) (0) = d" f (a)
e pelas Proposicoes 4.1.1 e 1.3.5,
~ ~ X1~ . 4
Fepo),  =|Er@|. <@l e
‘ (7-£) 0) N (si(r.0)) f(a) N (si(r.0)) JZ:;]! F0) N (si(ra)) I
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Dali, temos que

(i)
26 () E)
< ]fg <%>i2”+j||a||J (n,;j) - (nij)!‘

e esta uma desigualdade é valida pois

(ﬁ)% ke‘ kgl, ke‘ < k_g . (n+j4)! < on i,
ke n+j n+j J nly!
Da desigualdade (4.4), temos que

ntj
n+g\ * 1 ‘
ke (n 4+ j)!

para todos j,n € N. Como

=3

& (7 f) (0 HN(S (ra)) i (k:l);: n'i‘

=0

dn+] H a J_
0, lal

®
<.

n+]f H aj<
(0) ( ))H [” <

57 749

dn+jf (0) HN (s5(r,q))

.
.

d (O)HN () = Ce) (L™,

%
lim (E) =0,
j—oo \ J

para todo ¢ > 0, existe D (¢) > 0 tal que

(%) < D(e)e,

para todo j € N. Tomando € > 0 tal que 2¢ ||a|| (L 4 €) < 1, segue que

() o

SCEDE2(L+e) Y 2 alf (L+e) =

j=0

& (r-f) (0]

N, (s;(rq))
1
1—2¢||al|(L+e)

=C(e)D(e)2" (L +¢e)"

Portanto,

x|
3=

4" (7_af) (0)

oy <2(L+¢),

. n
lim sup <k_>
n—oo € ~
N,(s3(r,q))
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conseqiientemente,
N 1
1 4" a 0 n
lim sup <£> F| 2 af) (0) < 2L < 4o0. (4.5)
n—oo \ke n! i
N,(s;(rq))
Assim, se f € Exp’]%’(s;(m)) (E) segue de (4.5) que 7_.f € Expg(sg(nq)) (E).
Se f e Ewp%v(s;(nq»o (E) segue de (4.3) que L = 0 e por (4.5) temos 7_,f € Exp’]“vj a0 ().
Agora, para provar a convergéncia seja f € Exp%(s;(r’q)) (E),entao f € B (E), para
algum L > 0. Seja € > 0 tal que 2¢||a|| (L +¢) < 1, entdao se p > 2 (L +¢), temos
~15 s s
Taf =3 —d'f (el > 4" ()
n=0 N,(si(rq))kp  lIn=vtl N (53(r,0)) k.p
N, (Y e Lo
A (ke Ik 2 ' fOa) O
j=0 n=v+l N7(S;(T7Q))
=S (L) X 5 (G ee) o
=0 n=v+t1 N (s3(r,q))
$5(2)' 5 e @ron)ol
o Zp (ke Z Jin! f( )a ( ) N, (si(r,q))
J=0 =
S (L) S o] < (46)
7=0 € n—v—l—l‘] n N,(S('NQ))
<> (L) S Lo, -
= £ ke jin! (s5(r))
7=0 n=v-+1
o N gy E i i) ||
:ZZP_] (i) (n—i—j) ( ke ) ( ke ) (n;l—']) d f(0|) la" <
Pt ke ke n+j n+j j'n! (n+7)!
ShS ke \* +5\ 7 ||dif (0)
<23 (o) (%) o), s
j=0n=v+1 Ty ¢ "I R e

= = (ke \* ; ;
<C - L+ &)™ 2mH ||a||* <
<c@L Y o () @ el <

j=0n=v+1
<CE)D()> D pre"(L+e)"7 27 ||a|".
j=0n=v+1

Nestas desigualdades usamos a Proposicao 4.1.1 e as desigualdades usadas na primeira parte

da demonstracao da presente Proposicao.
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Voltando em (4.6), segue da escolha de € > 0 e da convergéncia das séries geométricas, que

<SCEDEY. S pie (L+e) T2 o] <

N,(s;(r,q)).p j=0n=v+1

< C(e) D (e) prﬂ‘ (L+ey2 > e (L+e)"2"|a]" =

n=v+1

T of — Zo%c/i\”f (a

1 e (L 4 )" 20t |a

:C(g)D(€)1_2p_1<L+g)' 1—2€(L+5)HGH

Portanto,

pois

i gvtl (L + 6)v+1 gu+l HaHv-H
im
v—00 1—2e(L+¢)|al
= k
(a0 (E), entdo f € BM(S;(T,(]))’L (E), para todo L > 0.

Assim, se para cada 0 > 0, tomarmos ¢ > 0 e L > 0 tais que 5_225 >0, L < % e

=0.

Da mesma forma, se f € Exp’ (o

2¢ ||la]] (L +¢) < 1, entdo 0 > 2(L + €) e procedendo de mesma maneira que anteriormente,
mas usando § ao invés de p, obtemos
lim = 07
v—00

N,(s;(r,4)),6

Toof — Z%j"f ()a
n=0

para todo 6 > 0. Agora, a convergéncia, tanto no item (a), quanto no item (b), segue da

mesma maneira descrita na demonstracao da Proposicao 2.1.22. O]

Vamos provar agora um resultado auxiliar necessario para demonstrar a equivaléncia
ja mencionada entre comutatividade por translagoes e comutatividade por derivadas dire-

cionais para operadores de convolucao.

Proposicao 4.2.6. (a) Para k € [1,400), se [ € Exph, (s E) ea € E, entdo

(r,q)) (
: -1 _ 7
M A" (T f = ) =d' [ () a
no sentido da topologia de E:ch’]“V (5:(r) (E).

(b) Para k € [1,+0c], se f € Expl, (E) ea € E, entdo

(5:(r,0)),0
A (raf = ) =d'f ()a,

no sentido da topologia de Ea:pfv E).

(53(1,9)),0 (
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Demonstracao. Temos que

[e.9] oo

raf =Y @) Oa) = F (AR S (Jat YD (a
n=0 n=2
entao
f—f-Af () () w0 =
T—XxalJ — - : a n= n—17n n—27n
A : — n=2 T :;;HA Ld f(-)a:)\nggm/\ 2df () a.

Assim, fazendo as mesmas contas feitas na Proposicao 4.2.5 para A suficientemente pequeno

(A <1), temos

e}

1n—/\n oooon——'n n+j on+j n
ka d"f(-)a =C(e)D(e) Y > A" 2p e (L+e)"™ 2" || <
n=2 N,(s3(r,9)),k.p j=0n=2

<O D(E) IS e (Lt 2™ 2l =
7=0n=2
1 2(L+e)*2%|al)?
oo (Lt o2 af
1—=2p7 ' (L+e) 1—2e(L+e)lal
Logo,
e = f =M () (a) o L2 _
finy 5 S > TE Oa) =0
N,(55(r,q))k.p n=2 N ,(s3(r,q)),k.p
pois
1 e2 (L +¢)*2?2|al?
lim |\ C (e) D : —
I INCE) D) T e Toos (L 0) [l
Portanto,
A (raaf = f) =d'f ()a,
em ambos 0s casos. O
Teorema 4.2.7. (a) Se k € [1,+00) e O ¢é uma aplicagdo linear continua de Exp’, (5(rid)) (E)

em Exp" E) . entao O € um operador de convolucao se, e somente se
N (S' ) ) b

(r9))

O (7af) = 7 (Of),
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para todo a € E e f € El’p}, (s:(rq)) (E).

(b) Se k € [1,400] e O € uma aplicagao linear continua de E:ch’]“V ((ra).0 (E) em

Ea:p% (5:()).0 (E), entao O é um operador de convolugao se, e somente se,
O (1af) = 1. (Of),
k
para todo a € E e f € Eacpm(s;(r’q)),0 (E).
Demonstracao. Seja O um operador de convolucao em qualquer um dos casos, entao

O(d'f()a) =d"(Of) ()a

para todon € N e a € E. Pela Proposicao 4.2.5, temos que
Nl
Toof = Z;; f()a,

no senso da topologia de cada espaco e, portanto,

o0

Logo,
O (1af) = 7. (Of).

Para a reciproca, seja O uma aplica¢ao linear e continua tal que O (1,f) = 7, (Of), para

todo a € F, entao segue da Proposigao 4.2.6 que

d'(Of) (Ya=lmA™ (15, (Of) = Of) = Im A~ (O (rnaf) = OF) =
—1im O (A" (raf = ) = O (lm A (raaf = ) = O (@F (Va),

em qualquer um dos casos e, portanto, @ é um operador de convolucao. O]

/
. ~ k k
Definicio 4.2.8. Para k € [1, +00), T € [E:EpN,(S;(r,q)) (E)} e f € Bapl . (), defi-

nimos o produto de convolugao entre T e f por

(T f) (2) =T (T2 f),
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para todo x € E.

!/
Para k € [1,4+00], T € Exp% (:(rsa)).0 (E)] efe Exp% E), definimos o produto de

(s5(ra)),0 (
convolucao entre T e f também por

(T f)(z) =T (7 f),
para todo = € E.

Vamos mostrar que T define um operador de convolugao no espaco Exp’]“?v (5:(r2) (E),

para k € [1,+00), e no espago Expf, E), para k € [1,400]. Mais ainda, vamos

mostrar que todo operador de convolucao nestes espacos é desta forma, mas para isto pre-
cisamos de alguns resultados preliminares.

/

Proposicao 4.2.9. Se k € [1,+c] e T € [Expfv (E)| , temos que existem C > 0 e

(s5(r,a)),0
p > 0 tais que

T ()] < Clf
T (f)] < ijo\%(s;(nq))’p (f), sek=+o0,

(E) (isso é devido a topologia de E:cp%(&

N, (s;(ra)kp o 5€ ke [17 —1—00),

para todo f € Ea:‘p% (E) ser gerada

(s5(1,9)),0
pela familia de normas ||'HJ\7,(5;(T,q))

(r,9)),0

ko P >0, sk €[1,+00) e por pjovf”(s;(w))yp (+),p >0, se

k = +00). Entao, para todo P € P .0y ("E) com A€ Ly (o) ("E) tal que P = A, o
polinomio
T <Z?”> :E—C
yl_>T(Amyn—m)

pertence @ Py (s.(rq) ("™E), para cada m < n e

— m\ %
T (A7) | oy <0 (o) I
H N,(s;(r,q)) p ke || |

T<ZR)H~ <Co "™ Pl g (s:tran s S€ k= +00.
H N7(3§(Taq)) p || HN’( 7( 7‘1))

F(ssra):  SC kel,+00),

Demonstragao. Primeiramente, suponha que P € Py ("E) e A € L ("E), onde Py ("E)
denota os polinémios n-homogéneos de tipo finito definidos sobre E e L5 ("E) denota o
espaco das aplicacoes n-lineares simétricas de tipo finito definidas sobre E. Entao, P é da

forma

q
A=P=) o,
=0
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onde p; € E', j=1,...,q, ¢

T(A7) () =T (A "y ™) =T <Zsoj ()" ¢; (y)"_m> =) T (&) es)"™,

para todo y € E, logo

Além disso,

Y

m m -m —m [T
}T ((70] )| <C HSOJ HN,(S;(T,(])),k,p - Cp <k€> HSOJ HN (s;(r9)) - Cp (k ) ||(70]”

para k € [1,+00), e

=3

‘T (('Dgn)‘ < Cp%,(s;(r,q)),p (('Dzn) = C’O_m H('DTHN,(S;(T‘,Q)) - C’O_m ||¢]||m

para k = 400. Portanto, se k € [1,+00),

q

q
7 @) o < ST ey = 1T (I sl <
7=0

=0
g m\ & myF
<> o (1) el el ™ = Crm ()3 eal”
: ke ke A
j=0 =0
dai

r(@E). e (M) IPlsen.
H N, (s5(r,q)) P ke | |’N7(8,(nq))
para todo P € Py ("E), pois

q q
HPHN,(S;(T,q)) = Z ||S0?||N,(s;(r,q)) = Z ngan
j=0 J=0

Da mesma forma, se k = 400,

q
T(ﬁn)H <Ccpm 1™ = Co ™ 1Pl 5o
| sintoy S OF 2Nl = O 1P

para todo P € Py ("E). Portanto, provamos o resultado para os polinomios n-homogeéneos
de tipo finito, mas como Py ("E) é denso em Py (., ) ("E) (Proposiao 1.3.4), segue o
resultado para todo P € Py (. ) ("E)- O
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/

Proposicao 4.2.10. Se k € [1,+00) e T € [Expfv E)| , temos que para todo p > 0,

1(s3(r,9)) (
existe C' (p) > 0 tal que

T (NI < C O 5 (sirg))p

para todo f € Ea:p% (s (E) (isso € devido as propriedades da topologia de Ea:p% (5:(ria)) (E)).

(53(r,9))
Entao, para todo P € Py (o) ("E) com A€ Lz, o)) ("E) tal que P = A, o polinomio
T (ﬁ”) - F—C
y'_>T(Amyn—m)

pertence a Py sy (""" E), para cadam <n e

m
k

m

), < (21
H (1)) )™ (1) 1Pl sicran -

Demonstracao. Procedendo da mesma maneira que na Proposi¢ao 4.2.9, temos que para
PePs("E)e A€ Ly ("E), com P da forma

q
A=P=3 ¢,
j=0

onde p; € E', j =1,...,q, para cada p > 0, existe C'(p) > 0 tal que

T (0]")] < Cp) HsOTHN,@;@,@),k,pZC(W"”(ke) 195 5 sy =

=0 () el

Portanto,

m

[r (@) . €@ (g)?iuwn”:cwm(g)wPHN,(W»,
j=0

para todo P € Py ("E). Portanto, provamos o resultado para os polinomios n-homogéneos
de tipo finito, mas como Py ("E) é denso em Py (. ) ("E) (Proposicao 1.3.4), segue o
resultado para todo P € Py (., ) ("E) - O

/
k
Teorema 4.2.11. (a) Se k € [1,+00], T € [ExpN( ()0 (E)] efe Expm(s;(r’q)),o (E),
~ k
entio T f € ExpN(S;(r,q)),O (E) eTx € A%,
(b) Se k € [1,4+00), T € |Expl ] e f € ExpN( i, ))(E), entio T x [ €
(E) eTx € Aﬁ?’(s’

T'

k
ErDy weray) (ra)’
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Demonstracdo. Primeiramente, vamos provar a linearidade de Tx. Para A\ € C e f,g €

Exp’]“ﬁ E), no caso k € [1,+00], ou f,g € Expfvy(s; E), no caso k € [1,4+00),

(55(r,9)),0 ( (r,9)) (

temos que

Tx(f+Ag)(x) =T (1 (f +A9)),
para cada x € F. Entao,
T=(f+A) W) = (f+A9) (y+2)=fly+a)+Agy+2) =7of (y) + Am2g (y),
para todo y € E, e conseqlientemente
T o (f+Ag) = T_of + A\_0g.
Assim,

Tx(f+Ag) () =T (1o (f+29) =T (7o f + A\_ag) =
=T (7_of) + AT (7_0g) =T * f (2) + AT % g (),

para todo x € E. Logo,
T+ (f+Ag)=Txf+A(Txg)

e, portanto, T é linear.

Agora, em qualquer um dos casos segue das Proposicoes 4.1.1 e 4.2.5 que

(o)) =T (o) = 32 (T () @) = 1T (Z% @ (0) <x>>

n=0 n=0 =i
g PR B S

:ZEZﬁTGF OE (@).
n=0 " j=0""

Vamos provar primeiro o item (a). Pela Proposicao 4.2.9, temos que o polinémio

T T
T (d3+"f (0) ) pertence a Py (. ) ("E) e

s3(rygq

T [ I
HT (dﬂ+nf (0) .J) <Cp™ <_) o f (O)H i ., se ke [l,400),
N (s:(r0)) ke N (s:(ra))
HT (dﬂ+nf (0) .J) < Cp||dtf (O)H )  sek =400,
N ,(s3(ra)) N, (s5(r,q))
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com C' e p como na Proposi¢ao 4.2.9. Se k € [1,+00) e 0 < p/ < p, entdo

/\. 1 [ 3
r(@r o) <o () |
N ,(s5(r,)) =0 e
1 (] ' N
<eshon (i) [oroll., -
;j! ) ke 10 N (5i(r,q))
7 n jtn
n = (j +n)! j \* [ ke \*[(j+n\ * )
— / C | (j j
) ”; jin! <j+n) <j+n) <ke ()
dﬂ*”f()

surea(5) B () [28

ke
| - ’
( ) C ( n ) ||f||N7(S7(r7Q))7k1% ’

f:l

Jj= 0‘7'

C/i\j—i_nf (O)HN (s5(r,q)) =

& f (0)
(7 +n)!

N ,(s3(rq))

N,(s;(1,9))

e isto implica que

Z—, (dj f(0)~ ) € PN,(s;(r,q))( E),
0/

para cadan € N, e

1 —
1P s < 2 HT (Wf 0) )

ke
<>c'( ) T
V. (s:(r) n (i

=0 N,(s;(r,
Dali,
L 1
n\z% || Bnll™
hmsup(k ) = < limsup C o/ HfH” ))ki:p',
n—o0 € n: N ,(s:(rq)) n—o00 79)):% 5
para todo 0 < p’ < p. Logo,
. 1
n\x || Pnll™
e () [5}=o
e VIV (T
e como
=1
T f(x) :Zﬁpn(x)’
n=0" "

segue que T * f € E:chﬁtV (E) . Para provar a continuidade de T, seja p; > 0, entao

+(53(r,0)),0
para 0 < p' < pe p < p;, temos

o 1
I rnNt _,
175 Pl = 2omg (=) 27 1Pl oy <

<C||f”N (s5(r,q)) k%lz
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e como a topologia de Exp%

(550 (E) é gerada pela familia de normas <|| : ||N,(s;(T,Q))=k=P> '

p>0
segue que T é continua.

Se k = 400, entao para 0 < p/ < p, temos

il (W) < Cf: Lo @y )]
-1 ' = _p 5 —
—o/ : N,(s3(r,q)) =0 J! N,(s;(rq))
ne oG || (0)
= ()" Cn) —— () <
, 'n! + )
= U+ n): R, (s5(r,a)
I f(0)
| J+n —(j+n) | /
C’nZQ —(]—l—n). - ))_( )" CnpN(S(Tq))%(f),
78; r7q

e isto implica que
o0 /\
Z (dﬁnf 0) - ) € P sitray (")
—0/

para cadan € N, e

=1 — -
1Pl i < S [T (70 @) < cny 0 0)
j=07" N, (s;(r:q))
Dai,
. P : 1 s "
lim sup || — ] < limsup Cn pf <pN (). 2 (f)) =/,
nooo TN (sitrgy)  mes DR

para todo 0 < p’ < p. Logo,

P, n
lim sup - =0,
n—oo 1IN (s:(r9))
€ como
1
T f () =3 —Pue),
n=0
segue que T *x f € Exp]"v?’(s;(nq))yo (E) . Para provar a continuidade de T, seja p; > 0, entao

para 0 < p' < pe p < py, temos

oo 1 —nN
PR (st (T * ) = Zapl 1Pl 50y =
n=0

o0 n —1
o0 p, _ pl o0
< Cp]\?,(s;(?:q)),pl (f) ZO (E) =C (1 - E) pN,(s;(r,q)),%/ (f) 5

e como a topologia de Expy (E) é gerada pela familia de normas (p? (5:(m) ())

+(3(r,9)),0

)
p>0
segue que Tx é continua.
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— T
Vamos provar agora o item (b). Pela Proposi¢ao 4.2.10, temos que o polinémio T’ (d] T f(0) )
pertence a Pg (s.(.)) ("E) e para todo p > 0, existe C' (p) > 0 tal que

HT (dﬁ‘nf (()) .J) < C(p) p? (k_) ‘ d]+n O H
N (s:(r4)) € N (si(ra))
Assim,
> (@) <oy Ly (i)i |erof -
jzoj! N, (si(r,q)) j:o]! ke N, (s;(r,q))
ZG4+n) (G N ke \F G40\ o @)
= p"C ! (j+m)
PO T ) ) ke ) 7 G+
7= (r.a))
(4.7)
Agora,
' 7 )\ 7 ). (4 1)\
lim sup (j+n> Zlimsup<<‘7.+n> > Zlimsup<<‘7+n) (Jj+ )) _
L7+ L . o
_hmsup( ‘) (j+n)itn .. (j+ 1) =1,
j—00 n
entao, para todo € > 0, existe D (¢) > 0 tal que
(T sp@asar
n
para todo j € N. Dali, voltando em (4.7), temos que
S (@),
J N (si(r, q))
< p"C(p) D (¢)n! e Zi p N (4 @ )
n! [ — Z S
=F P n A 1+¢ ke (J+n) . -
7=0 N (s5(r,a)

<@ () Wl rme.-

1+e

Logo, se
Po=d 4T (dﬂ £ (0) ) ,
=0
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temos que

84

Ll (T oy (ke
1Pall 3 srayy < D5 1T 7 (0)7 )| <C(p)D(e)pnt{ — ||f||N
j=0 J: N, (s3(r,q))
para todo p > 0 e € > (. Dai
s ()27 < imsup o0 o1
lmsup( ) = <limsup (C(0)™ pIFIZ (oronr o = P
n—oo Nke/ |5 oy T nooo stk oz
se p e ¢ forem escolhidos tais que || f|| 5 (5;(r.q) k-2 < +00. Como
+
— 1
n=0 "
k
segue que T * f € ExpN?(s;(r,q)) (E).

Agora se p; > 0 é arbitrario, temos

n! ke pl_n HPHHN,(S;(T,q)) <
n=0
- n oy [ ke 1 osng n
< ZC (p) D () p"n! (g) nl <E> P1 ||f||N,(s;(r,q)),k,¢
n=0
—(p p
~cwPOY (L) Wseamns, =€ 0P (1= ) Wl
n=0
(4.8)
se p e ¢ forem escolhidos tais que || f|| 5 k2 < Foo. E isto implica a continuidade de
T % . Em qualquer um dos casos, temos que T comuta com translacoes. De fato
T(T* f) (@) = (T f)(x—a) =T (T-@-af) =T (1207 (f)) = (T *7uf) (2),
para todo x € Il
Definicao 4.2.12. (a) Para k € [1, +o0], definimos
!/
k k
V¥ (sra 0 AR sran0 [ ETPN (a0 (E)]
por
7]]%77(3 (r,4)),0 (O) (f)

= (0/)(0),

+e

Y
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(BE) e O € A~

para f € Bapf, N (si(ria)).0°

5;(1,4)),0
(b) Para k € [1,400) , definimos

!/

k . k E)

k
TN (si(ra) AN7(5§(T7Q)) — | By,

(s5(r,q)) (

por
Vi siray (O) () = (O)(0)

. k
para f € EacpN’(s;(w)) (E)e O e AN’(S;(M)).

Claramente as aplicacoes ’y]’“v estao bem definidas.

k
(50,0 TN (si(ra)

Teorema 4.2.13. As aplicagoes fy]’% (o o parak € [1,400], e ’y]’% , para k € [1,4+00),

(r,9)) (s5(r,q))

sao bijecoes lineares.
Demonstracao. Considere as aplicacgoes:
/
k ) k k
TN s’ [EWN,(s;(r,q)),o (E)] * AN (ssr.0

/
k _ k k
dada por FN,(s;(r,q)),o (T) (f) = Txf,paratodo T € [Expﬂl,(s;(r,q)),o (E)] . fe ExpNy(
ekell,+oo, e

55(r,9)),0 (E)

!
k ) k k
IR ssra) [E DR (i) (B )] * AR ()

/
dada por F’j\?’(s;(r’q)) (T)(f) =T = f, para todo T € [Expfv’(s;(m)) (E)} . f € Exp’;v’(s;(m)) (E)

/
k
eke[l,+00). Para, T, S € [Exp]\l(s;(nq))’0 (E)} e A € C, temos

T% oo (T FAS) (F) = (T +AS) * f.

para toda f € Exp’;vv(s; E) e

(
(r.a)),0
(T +AS) # f (2) = (T + AS) (T—o /) =T (7o f) + AS (7o f) =T x f (x) + A (S * [) (2) |

para todo xz € E. Logo,

k _ 1k k
I¥ a0 T A =5 ano (1) H A (g0 (9)
. . k ;1.
o que implica que FN,(S;(nq)),O é linear.

Agora,

TR (sstra.0 (7%,(&@,(1)),0 (O)> (f) (z) = (%%,(s;(r,q)),o (0)* f ) (x) =
= V¥ (im0 (O) (T=af) = O (7-0.f) (0) = 7, (Of) (0) = (Of) (),
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paratodox € E, f € Eycp’]‘“v
é a identidade em A

(E)eO¢€ A%,(s; ,- Portanto, Fk o~k

7(33(7'7(1))70 S (T q)) 0 N:(s;(rv‘Z))’O

(s3(r,0)),0
Por outro lado,

et (T o D) () = (T ey (1) () (0) = (T % ) (0) = T (7o) = T ().

k

/
k k
paratodo T € [Expzv,(s;(r,q)),o (E)] ef € Expy (550r) 0% R (550

(v (E) - Portanto, 7

/
, . . k . k , . k _
¢é a identidade em [Expm(s;(nq»o (E)] . Assim, FN,(S;(r,q)),O ¢é a inversa de VR (.0 & POT
k ; :
tanto, VR (g0 € WD isomorfismo.
k 4o k
Da mesma forma temos que FN’(S;(W)) ¢é a inversa de VR (s:(ra)” O]

/
Definicao 4.2.14. Para k € [1,+o0] e T4, Ty € [Exp%( ()0 (E)} definimos o produto de

k) 8; 7”7q ?

!/
convolugao de T, por Ty em [Emp% (im0 (E)] por

/
T, Ty = 7]’% (s5(r)) 0 (O100,) € [Explfv’(s;(m))’o (E)} ,
onde O =Tixe Oy =Ty %
/
Para k € [1,+00) e T}, T3 € [Ea:p’;v (5:(ria)) (E)} definimos o produto de convolucao de Ty por

/
T, em [Exp%’(s;(r’q)) (E)} por

/
Ti# Ty = 7 (g (O10 O2) € [Exp%,(s;(nq» (E)] ’
onde Oy =Tixe Oy =Ty .

As aplicagoes fy]’% preservam produto, de fato: note primeiramente que

k
(sir.).0 € TN (si(rq))
’VN (53(r,a)), (Ol) (f) = 7]%7(5;(7«7(1))70 (TI*) (f) = (Tl * f) (0) =T (f)
para toda f € ExpN

(E), portanto v% (s Tix) = Ty. Dai,

,(85(1,9)),0 7,4)),0 (

7Jk\if,(S;(r,q)),O (0100,) (f) = (01005 (f)) (0) = (Ty * (To * f)) (0) = Ty (T2 * f)

( (91> * <7§; (si( OQ) (f) =
= V¥ (ostma).0 ((’VN (sitraa0 (11%) ) (7N (st 0 (12%) *)) (f) =
= (7 ey (119 %) © (%5 (o (T4 %) () (0) =
= T (sra0 (T1%) (71%,<s;(r,q>>,o (Tox) = f > =T (T2 * f),
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para toda f € Exp%(s (E) . Logo,

?(T’q))70

k _ k k
VN (st 0 (010 O2) = ('VN,(S;(r,q)),oOl) * ('VN,(s;(r,q)),oO?) '

Para 7]’%, é analogo. Além disso, os produtos de convolugao sao associativos e os espagos

(s;(r,))
tém um elemento neutro §, com relagdo a esses produtos, dado por ¢ (f) = f(0). De fato,

a associatividade é ébvia. Agora, para T € [Exp’]%’(s;(m)m (E)}/ e f e Exp’jv’(s;(m))’o (E),
temos que
(T58) () =7 e (T%) 0 (849 () = ((T%) 0 (54) (1)) (0) =
=T (0xf)0)=T0xf)=T(f),

e esta ultima igualdade é valida pois

(0 f)(2) =0 (7af) = 72 f (0) = [ (z),

para todo x € E. Assim T'x 0 = T e, por outro lado,

(55 T) (£) = & oo (05) 0 (T)) (f) = (6% (T * 1)) (0) =
S(Txf)=Txf(0)=T(f).

Logo,  *x T =T. Para 7]’% ¢ analogo. Com isso provamos o seguinte resultado:

(55(r,q))

/ /
k 7/
(55(r,q)),0 (E)] € [Eﬂ?pﬂ,y( N (E)] tornam-se dlgebras

com os respectivos produtos da Definicao 4.2.14.

Proposicao 4.2.15. Os espacos [Expfv

s3(rygq

A partir desta proposicao vamos provar que a transformada de Fourier-Borel é um iso-

morfismo entre algebras, como segue:

Teorema 4.2.16. (a) Para k € [1,400], a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo
/

de dlgebras entre [Emp%’(s;(w)w (E)] e Exp’(“s,,m(r,;q,)) (E').

(b) Para k € [1,4+00), a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo de dlgebras entre

/!
k K /
ExpN,(S;(T,q)) (E)] ¢ BEP(y in(rrsqr0 (E') -

Demonstracao. Pelos Teoremas 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.9, temos os isomorfismos entre tais espagos
vetoriais. Para provar que a transformada de Fourier-Borel é um isomorfismo entre dlgebras,

basta mostrar que ela preserva produto, isto é, F (11 * Ty) = (F'T}) (F'T,), em qualquer um
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dos casos.

Primeiramente, vamos provar (a), com k € (1,+o0c|. Para ¢ € E’, temos que

F(Ty % T2) (¢) = (Th % T2) (€°) = Vg (smay0 (010 O2) (¢9) = (4.9)
= (Ty x (Tx % e®)) (0) =T, (Ty % €¥).

!/
Agora, para T € Exp’]“([’(s;(w))’0 (E)} e x € E, temos que
(T x¢?) (z) = T (1_pe?) = T (e9e#17)) = e#)T (e?),

pois
e (y) — ePlyte) — es@(y)ew(x)7

para todo y € E. Logo, T x e¥ = ¢?T (e¥) e voltando em (4.9) segue que
Ty (Ty x e¥) =Ty (e¥T5 (e¥)) = Ty (e?) Ta (e¥) = FTy () FT3 () -

Portanto, F' (T} * Ty) = (FT}) (FT3) .
Para k = 1, pela Definicao 3.1.7, temos que

[e.e]

F(TieT) () = Y5 (T + T, ().

onde (Tl * TQ) (Tl * Tz) |7)
para algum p > 0 (pela Proposi¢ao 3.1.8). Mas

S oty ) € & 1gualdade vale para todo ¢ € E” tal que llell < p,

Z Tl*T2 ) (Ty * T) (e?),

assim a demonstracao segue como no caso k € (1, +0o0].
A prova de (b) decorre anédloga a do caso (a). O tnico cuidado que deveriamos tomar é no
caso k = 1, pois pela definigdo da transformada de Fourier-Borel deverfamos ter ||¢|| < A.

Mas neste caso, A = 400, logo o resultado segue sem problemas de maneira anédloga. O]

Observacao 4.2.17. Segue diretamente das definicoes e caracterizagoes de tais espacos que,

para k € [1,+00] e 0 < A < B < 400, as inclusoes abaixo sao verdadeiras:

Exp(s m(r;q)),0 (E) C Expl(gs,m(r;q)),A (E) C Exp’(qs,m(r;q)),O,A (E) C
C E:L‘pl(gs,m(r;q)),B (E) - E:Epl(gs,m(r;q)) (E)
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Exp% 10 (E) C Expg (E) C Exp’fv,(s (E) C

(5;(1,9)),A i(r,q)),0,4

k k
- ExpN,(s;(r,q)),B (E) - ExpNa(5§("'7‘1)) (E) )

(s3(r,q)

Mais do que isso, tais inclusoes sao continuas. De fato, sejam i; a inclusao Exp% FE) —

(s5(1,9)),0 (

E:cp%(s;(r’q))’ A (E) e ¢ uma seminorma continua em E:Ep%y E), entao para cada

(si(r.q)),A (
0 < p< A, existe C'(p) > 0 tal que

q (Zl (f)) <C (p) Hf’l]v,(s;(T,q)),k,p’

para toda f € B%( (E) . Entao,

53(1,9)),p
q(f) SC PN (s:mg))bp

k . ;
E)C BN,(S;(T,q)),p (E) . Portanto i; é continua.

k
(E) - EmpNv(&(""vQ)

para toda f € E:cp’]‘i7 (5:(ria)) 0(

Seja 19 a inclusao Ea:p’;v (s:(r (E). Temos que iy é continua se, e

A

somente se, i 01,: 8%7(5;(7”@))’/) (E) — Eycp%,(s;(m))70714

Seja a > A, entao como p < A < a, segue que || f||5 gy ra < 15 500k, » PATA toda
k
fe BN,(S;(T,q)),p

As demais inclusoes seguem de argumentos similares e o caso (s, m (r;q)) é anélogo.

!/ /
. k
(E)] ,entao 1" € [EmpN’(s;(w)M (E)] e

),0,4
(E) é continua, para todo 0 < p < A.

(E) . Portanto, iy 04, ¢ continua.

(s3(r,0))
/
T € [Ea:p%’(s;(m)mﬁ (E)} , para todo A € (0,+00] e B € [0,+00) (Aqui estamos con-

Portanto, se T' € [Emﬁv

/
siderando a restrigdo de T' no respectivo espago). Assim, para T € [Exp?vo (5:() (E)] ,

!/
podemos considerar T'x P € [E:cp? 0 (E)] , para cada P € Py (o) ("E).

(53(r,9)),

/
Definigao 4.2.18. O funcional T' € [Expfv (5:(rua)) A (E)} ,com A € (0,400 e k € [1,+00],
/
é dito ser de tipo zero se ele também esta em [Exp?v (5:(r) (E)} ou, equivalentemente, se

FT € Ea:p?;,m(r,;q,))’o (E'). O funcional T € [Expfws

)

/
(n@)0.B (E)] , com B € [0,400) e
/
k € [1,400], é dito ser de tipo zero se ele também estd em [Emp’jv (5:(ria)) (E)} ou, equiva-
k/
lentemente, se F'T" € Expiy . r.01) 0 (E".
Vamos provar que para funcionais de tipo zero faz sentido definir seus produtos de con-

volugao com funcoes dos espacos onde tais funcionais estao definidos, obtendo funcoes do

mesmo espaco, mas antes precisamos de um resultado auxiliar para a prova do caso k = +o0.
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!/
Proposigao 4.2.19. Se P € Py ., . ("E) eT € [Exp]"v?(s“q)) (E)] , entao para todo
e>0,p>0, com p> e, existe uma constante C (p,e) > 0, independente de n, tal que

pﬁ,(s;(r,q)),p (T * P) < C (pu 6) (p - 5)‘” ||P||N,(s;(7‘,q)) :

Demonstracao. Primeiramente, suponha que P = ¢™, com ¢ € E'. Para x € E, temos

(T'x P)(z) =T (1_.P) = ;;‘T (dJP( ) ) = Z%%T ( kl/l' d"P(0)-F (x)) =
- Z T (e (07 e @) = X e @ T (o).

Assim,

TP = i)(?)T (v ()

P st (T F) ZE()\T( 7| llell 57 (4.10)

)0 (E"), logo

e, portanto,

Agora, como T' € [ExpN( ) (E)} temos que F'T € Exp%s,,m(ﬂ;q/)

1
J

lim sup ‘ &’ FT (0) =0,
j—o0 (s'm(r';q"))
e como .
T (b
sup 1212 :‘ H ‘dJFT |
o0 |0’ (s",m(r';q"))
segue que para cada d > 0, existe a () > 0 tal que
T (o7 ~ ,
lsoll’ (s'ym(r"3q"))
para todo 7 € N, logo
T (¢7)] < a(®) & llel, (4.11)

para todo j € N. Assim, segue de (4.10) e (4.11) que, para 6 = ¢,

n

0o n i i o
Boans 7)< (1)@= ol ol o7/ =
0

j=

o (@ lloll” Z(j) e ip = a () el (0t + )" (1.12)

7=0
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Tome 0 < &’ < min (p, @) entdo e’ < pee < ( edal
€ - —€
gp—e)< - —l—p—:>5(p—8)—|—'0—<1:>
p p p

—n

1 1 n 1 "
:>5’+—<—€:>(,071—|—5’) < (,0—8) =(p—c¢)

Portanto, segue de (4.12) usando § = ¢’ que

P smane (L *P) S a(@) ol (07 +£)" <a@) el (p—2)",

e como &' depende apenas de p e e, podemos escrever « (¢') = C' (p,€) . Logo, isto implica o
resultado para P € Py ("E) e pela densidade de Py ("E) em Py ..y, ("E) segue o resultado.
]

/
k k
Teorema 4.2.20. Para k € [1,+00], T € [Ea:pN’(sy(m)) (E)] e fem ExpN’(s;(nq))yA (E) ou
(E), com A € (0,400] e B €[0,+00), se definirmos

o0 1 /\n
Txf= ;T* (Hd f(O)) :
~ k k k
ento T'x f € Expy . 4(E), se f & Bapy o 4 (B) eTx f e Bapg o oop

(E). Mais ainda, T define um operador de convolugdo em

k
em ExpNﬂ(&(T’q)))OvB

(E),

se J € BIDy a0

Expm(s;(r’q))’A (E) e Exp%,(s;(r,q)),O,B (E), respectivamente.

Demonstragao. Primeiramente, suponha que k € [1,+00). Se f € Ea:pN (s (E) , entao

(r,9)),A
existe p < A tal que || f{| 5 (5(r0)4, < T00- Pela inclusdes da Observagao 4.2.17, temos que

fe Exp% (:(r.d)) (E) . Logo, tome e > 0 tal que p (1 +¢) < A, entdo para p(1+¢) < p; < A,
segue como feito em (4.8), na demonstragao do item (b) do Teorema 4.2.11, que

-1

p(l+e¢)
175 15 i < €01+ ) D) (1= 205D Tl e =

~ca+)DE (1= 25D il <o @)

pOI“taIltO T * f S Exp{;:\? (s:(r,q)),A (E> :

Se f e Expl s (Tq))OB(E), entao || f||5 Tq)),k,p < +o0, para todo p > B. Para p > B,

P : .
tome € > 0 tal que 1+ To? > B, entao p > 1+€ > o © como feito acima,

( (

p p
I+ Pl <€ (122) PO (1= 2} Whsiuapa ey <+ (010
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e, portanto, T x f € Ewp’;v (5:(r0)).0.B (E).

Falta provar que T define um operador de convolugao em Expf\7 (s

raya () e

Exp%’ (5:(rs2)).0.B (E) . A linearidade é clara; vamos provar que

Tx: E:z:plfv (s E) — E:Bp% E)

7,q)),A ( (s3(r,9)),A (

. k k
T Baply g0 (B) = Bapg 0.8 (E)

sao continuos. Temos que

Tx: Explfws; E) — Expicv’(s( S E)

(r9)),A ( i(r,9)),A (

é continuo se, e somente se,

(T*) oip: B]k\i, (E) — Exp% (E)

,(55(1,9)),p (s5(r,9)),A

é continuo, para todo p € (0, A) . Seja p: Exp% (E) — R uma seminorma continua,

(s3(r,9)),A
entao existe « (p;) > 0 tal que

p (f) <a (pl) ||f||]\7,(5;(’r‘,q)),k,p1 )

k- . ’ .
para toda f € BM(S;(W))’/)1 (E) (aqui p; é como em (4.13)). Assim,

p(T * f) S (0% (Pl) ”T * fHN,(s;(r,q)),k,m S « (pl) K (p> p1,€) ||f|

N, (s5(r,q)) k.0 0

k k
para toda f € BN,(s;(r,q)),p (E) C BN’(S;(W))”D1 (E), onde
p(l+e¢) > -

K (p,pre) = C(p(1+¢) D (e) (1_ n

Logo, T é continuo.

Por outro lado, a continuidade de

Tx: Exp%y E) — Exp%v(s (ra) E)

(5;(T7Q))7073( \q 7O:B(

segue de (4.14), pois a topologia de Exp’jv (s E) é gerada pela familia de normas

(r4)),0,B (
||'||N,(s;(r,q)),k,p» p>B.
Agora, vamos provar que d* (T * f) () = T * (d* f () x) em ambos os casos. Temos que a
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aplicagao f —— d'f (-) x é continua, para qualquer z € E, em ambos os casos. De fato, a

aplicagao
k G 1 k
I € Bapy (ran,a (B) — & f ()2 € Bapg .0 4 (B)
é continua se, e somente se,
k Gois ;1 k
I € By (sraps (B) — @ f () @ € Bapy ;.0 4 (B)

é continua, para todo 0 € (0, A). Seja q: Exp’;V (E) — R uma seminorma continua,

(si(ra)),A
entao existe () > 0 tal que

a(9) < ) 9l 5 (s:trg) ks »

para toda g € B]’% (E) . Pelo que foi feito na demonstragao da Proposigao 4.1.1, temos

(55(r,0)),0
que para p € (0, A),

it (e S (L) L [#ror
5Oy arin =207 (L) 5[ 00] <
VS; r’ bS] ‘ N
(5(r,0))k.p gt ke ) j! N (s3(rq))
—if(J i1
<S> (L) S|lerrof 7| =
;’0 (k:e) 4! ©) N, (s;(r,q)) ol
% Eroke \'F 1 +1\
_ J € (+1) <] > +1 H
= ||z +1 — - I & 0
I H;p(J )(ke> (]+1) G+ \ ke O g
(4.15)
Note que,
J %Ll
S J+
limsuppj% (j + 1)# (’“) — = limsuppd% (j+ 1)% er (1) = 1
s (e
De fato,
N S 1.J (L 1.3 [In(L)=
(@) ebtilie) ekt ) ey
(#)E (R ()]
Agora,
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€ como ,
i Y 1
.— —> _7
j+1 e
segue que ‘
J
1
() 7
j+1) 7+1
e, portanto,

() 5
In - I —|—1—>—OO
J+1) 7+1

Como j + 1 — +o00, podemos aplicar a regra de L’Hospital no quociente

i () ) +1

b E R?
t+1
para obter
i\
In (m) oy +1 ;
Logo,
limsup e%[jjﬁ[ln%)_l]_[ln(%)_l“ =1
Jj—00

e obtemos,

ik

L J

limsuppj% (7 + 1)J% (ke) — = limsuppﬁ (7 + 1)% eiln(gﬂ) =1,
Jj—00 (M)E Jj—00

como queriamos.

Assim, para todo ¢ > 0, existe a (¢) > 0 tal que

Lo () ()" sewuser,

para todo j € N, e voltando em (4.15), temos que

Hdlf('):EHN,(S;(nq))k <

b 7p_
. , i1
o } 1 J+L\
<ale)lx UFD (1 4 &)’ — ( ) ‘dﬁl 0 H B
<a@ el e 1+ 5 T Ol ey

J=0

= (8) HxH Hf”N,(S;(T:Q))vkvﬁ :
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Le(. k k .
Portanto, d'f (-)x € BN’(S;(M)M (E), sempre que f € BN,(S;(T,q)),liE (E),p € (0,A). Esco
Ihendo € > 0 tal que § (1 +¢) < A temos que, para f € BY (s5(ma) 5 (E),

1 1
q(d'f()z) <p@1+e)) Hd f<.)l’”N,(s;(nq)),k,(S(l—&-s) S
< a(e) [z HfHN,(s;(r,q)m‘“fj? = a (&) 1% 111l 5,07 05 -
Logo, G é continua.
Para o outro caso, seja
k H 1 k
f e ExpN,(s;(r,q)),O,B (B)—d'f(-)x € ExpM(s;(T,q))’O’B (E).
Seja p > B e e > 0 tal que ILJ;E > B, entao da mesma forma como feito acima para o caso
k

Expm(s;(r’q))’A (E), temos que

14" O) 2] 5 wiranpp < & E N5 s

paratoda [ € B]% (E), logo paratoda f € Exp%

(s:(r.)),0,B ( N, (s3(ra) 1=
(E) ¢é gerada pela familia de normas |||l 5 (..

J(s5(ra), T2

. k
Como a topologia de ExpN,(S;(nq)):OvB

p > B, segue a continuidade de H.

Vamos provar agora que,
d"(T+P)()xz=Tx(d"P(-)x),

para todo P € Py (..o ("E) e n € N. Temos que

dlp(.)x:iim(@: L pa-ig
k! (n—1)! ’

assim, para y € F,

onde g = d' P (-) z. Por outro lado,

/\

PPy - Z% AP (0)F (2) = = :

E)C B: (E).

kp
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logo
(T % P)(2) = T (r_.P) _i%T (@P(-)z) i% ((n Tj)!P n—j z]),

m=0
n—1 1 n' ) n—1 n' ( |
= —T n—(m+1) , m _ p 1 _
m:om' ((n —(m+1))! Yy :c) mz:m, = (m 1)) ( Y :(:)
n—1 n—1
= Z ( )TLT (PJ;‘ (n—=1)—m ym)
m

Portanto, d' (T * P) (y)x = T x (d*P (-) x) (y), para todo y € E. Utilizando isso e a con-

tinuidade das aplicagoes G e H, temos que

(T xf) () =Tx(d'f ().

tanto para f € Eip% (E), quanto para f € Ea;p% (E) . De fato,

,(83(r,9)),A

& (T f)()x=d (iT (s <o>)> ()o= idl (7 (1)) e =
—ZT*(CP( ”f(O)) x) (Zdl( d"f )(-)x)—
< <Z " f ) ) T (d'f (-) ).

Vamos provar agora o caso k = +00. Pela Proposicao 4.2.19, temos que

,(5;(r,9)),0,B

- 0 1 Th - —-n 1 Th

5 i (T (587 0)) <€A - [ a0

n=0 n=0 N,(s;(r,q))
paracadae > 0, p >0, com p > ¢.Se f € Exp¥ (5:(rs0)).0.B (E),entao f € H i, (5:(r.0) (B% (O)) )

Seja p > B e tome € > 0 tal que p — ¢ > B. Entao,

- o0 1 ATL o
z_%pN,(s;(r,q»,p (T i (Ed / <0)>) < C(P8) PR (strapme () < +00,
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e, portanto, para cada p > B,

pJOV?,(S;(r,q)),p (T * f) < +00.

o que implica que
[o.¢] 1 An
Txf=) Tx (md f(O))
n=0

converge na topologia de Exp]o\,?( Como a topologia de Exp% (E) é

,(s5(r,q)),0,B <E) ’
(), p > B, segue da desigualdade

,(s3(r,9)),0,B

gerada pela familia de normas pg (s:(m)).p

PR (sitrae (L% F) < C P PR 100, (F)

que T é um operador linear continuo em Ezp% (s E), ja que a linearidade é ébvia.

i(r,q)),0,B (
Agora, se f € Expﬁ(s;(w)m (E), existe p < A tal que f € HN (ra)) <B% (O)) .Sejae >0

tal que p+2¢ < A, entao temos p+ec < Ae

- 0o 1 h /
ZOpN’(S;(T’q))’p+E (T* (md f( ))) < C :07 Zp

=" (p7 8) p%?,(s;(nq))’p (f) < +00.

d"f 0)

N ,(s3(rq))

Note que denotamos C’ (p, ) ao invés de C' (p, <) , pois usamos p+¢ ao invés de . Portanto,

Txfe ExpN:(S;(hq)),ers ( J(53(r,a)),A (E).
Para provar a continuidade de T'x seja q: Exp¥ F) — R uma seminorma continua,

E) e isto implica que T'x f € Exp¥

J(55(r,9)),A (
entao existe M > 0 tal que

q(g) < MPF (aiira)) pi2e (g9), para toda g € HE (sstra)) (B# (0)> .

p+2e
Dai,
q (T * f) < ijo\/”o’(s;(nq))7p+25 (T * f) < (/)7 5) Mp]OV”O,(S;(nq)%p (f) )

para toda f € HE (s ) <B1 (0 )> CHY N <B 1 (0)> . Logo T* é continua. Da mesma

N,(s;5(rq +2e
forma que fizemos no caso k € [1,400), prova-se que T+ comuta com as derivadas direcionais

]

e, portanto, define um operador de convolucao em Expl (s:(r)) A (E).

Observagao 4.2.21. As demonstragoes dos Teoremas 4.2.11 e 4.2.20, corrigem a demons-
tragao do Teorema 3.20 obtido por Matos em [11] para o caso 1-nuclear, ja que este teorema

usa a Proposicao 3.17 de [11], a qual contém um erro em sua demonstragao.
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Definicao 4.2.22. Se O € A% (s1(rq)).A» €O k€ [l,400] e A € (0,400], dizemos que O é

de tipo zero se F (7]%7(5;(767(1)),140) € E:vpl(“;,ym(r,;q,))p (E"), onde (7]%7(8;(7”))7%10) (f)=0f(0),
k

para toda f € ExpN,(s;(r,q)),A (£).

Se O € AI}, (si(rq)) 0,30 COm k€ [1,400] e B € [0,+00), dizemos que O é de tipo zero se

r (71%7(5;@@)),0730) € Exp{u (g0 (F) ; onde <%kv,(s;(r7q)),o,so> (f) = Of (0), para toda
k
I € Bepy ran o (E)-

Teorema 4.2.23. Se k € [1,+o0] e A € (0,4+00], entdo ”y]'% ¢ uma bijecao entre

(s;(r9)),A
o espaco dos operadores de convolucao de tipo zero em Exp% (5:(r)) A

(s5(r,0)),A (B).
op € uma bijecao entre o espago dos opera-

(E) e o espago dos

funcionais lineares continuos de tipo zero em Exp’;v
=k

Se k € [1,+¢] e B € [0,400), entdo TR (sr)

dores de convolucao de tipo zero em Exp% (s E) e o espago dos funcionais lineares

(r,9)),0,B (

continuos de tipo zero em Expfv E).

(5:(r,)),0,B (
!/
~ k . k .
Demonstragao. Defina (FN,(S;(r,q)),A (T)) (f)=Txf, paraT € [ExpN,(s;(r,q)),A (E)] de tipo

/
zero e f € E:Ep’;v7(s;(r7q))7A (E). Como T é de tipo zero, segue que T' € [Ea:p%(s; N (E)} e

(ra
pelo Teorema 4.2.20, temos

% (T emana (1)) () = (T (g a (1)) (1) (0) = (T £) (0) =

[e.e]

=2 (T x (%Jnf (0))) (0) = gT (%E”f (0)> =T(f).

n=

k
(s50r@) AL W (o)) A
dos funcionais de tipo zero.

/
k , . ~ . . A
Portanto, Ty, ¢ a aplicacao identidade no subespaco de [Emp X (si(ra)) A (E)}

/
Por outro lado, para O de tipo zero temos que 7]%’(5;(%))714 (0) € [E:vpg(s;(w)) (E)} e, pelo

Teorema 4.2.20, segue que

_ f; ( (l'd" ; <o>)) 0) = f; (o (ni:A"f <o>)) (0) = f}o (i,d”f <o>) (z) =
- Lionmw=orw
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Portanto, T'% é a aplicacao identidade no subespaco de A~ dos

R (sstrana © TR (sma) N, (53(r,a)),A

operadores de tipo zero.

/
k _ k ~
Agora, defina <FN,(8;(r,q)),O,B (T)> (f)=Txf paraT € [Expﬁv(s;(r,q)mﬁ (E)] de tipo zero e

k . , . . . k

fe ExpN,(s;(w)w’B (E) . De maneira analoga ao que foi feito acima para ExpN’(S;(T’q))yA (E),
k 4o k

segue que FN,(S;(r,q)),O,B ¢é a inversa de VR (s:(ra)).0.B" O]

, /

Observacgao 4.2.24. (1) E claro que os elementos de [Exp]"vo (s:(ria)) (E)} sao de tipo zero,
/

y (B )} e A

TR (s:(r)) (si(ra N(si(r9))°

/
(2) Seja k € [1,+00], B € [0,+00) e T1,T; € [Empfv,(s;(w)wﬁ (E)} , com T, de tipo zero,

logo ¢ uma bijecao linear entre [Ezp;'\‘;

!/
entao podemos definir T} * T, € [Expfv (5:(rs0)).0.B (E)] da seguinte maneira:

k
Se f € ExpN,(s;(r,q)),O,B (E), tome

n 1 ~
P Y501 0)
j=0

/
para cadan € N. Pela Observacao 4.2.17 temos T, T; € [Expfv (5:(rig)).0 (E)} e pela Definicao
/
k .
4.2.14, temos que Ty * Ty € l*?al:pN’(S;(nq))’0 (E)} . Assim,

(Th «Ty) (f) = lim (T} x Ty) (P,) = lim VN( () 0 o (T1x) o (T2%)) (P,) =

n—oo n—oo

= lim (T} + (T + P,)) (0) = lim T4 (T, « P,) = Ty <lim Ty * Pn> — T\ (Ty * f)

n— n—oo

e esta ultima igualdade é valida pois P, converge para f em Exp% (E) e como Ty

(s3(r,9))
/

é de tipo zero, Ty € [Exp%( ) (E)} Mais ainda, pelo Teorema 4.2.20, temos que

(E),

Ty x f € E'xp’;\7 (E) e Tyx é um operador de convolugao em Ea:pN (s

(53(r,9)),0,B
/
logo continuo e como T; € [E:z:pN (5:(r0)) 0.8 (E)} , segue que Tj o (Tyx) é continuo em

(r,9)),0,B

(E). Portanto Ty * Ty é continuo em Exp’ (E) e da mesma forma

2
ELPY (a5 (5i(0)).0.B
que fizemos na demonstragao da Proposi¢ao 4.2.16, temos que F (11 % Ty) = F (T1) F' (13) .
(3) Da mesma forma que fizemos em (2), para k € [1,+o00|, A € (0,+00] e T}, T» €

/
Ea:p’;V (s(rg)). A (E)} , com Ty de tipo zero, definimos T} * Ty (f) = T (T2 * f), para toda

/!
k k - _
[ € Expy, N (ss(ra) A (E) e obtemos T} x Ty € [Exp]v,(s;(nq)m (E)] satisfazendo F (T} x Ty) =

F(Th) F(Ty).
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Definigao 4.2.25. O produto * tanto em (2), quanto em (3) é definido como o produto de

/

/
convolucao de T1 por Ty em Exp’;\? (5:(r2)).0.B (E)} e [Expfv (si( E)| , respectivamente.

TvQ))vA (



CAPITULO 5

Os Teoremas de Divisao

5.1 Resultados Necessarios

Para provar os Teoremas de divisao, precisaremos de dois resultados de divisao obti-

dos por Matos em [11]. Tais resultados estdo enunciados abaixo:

Proposicao 5.1.1. Sejam k € [1,400), f € Expf 4 (E) e g € Expl g (E), com A,B €
[0,400) e g #0. Se f/g € inteira em E, entio f/g € Expj;, (E), onde

L= ((A(1+)\))k+(B(1+)\))k ((%)2 - 1))

Demonstragao. Ver Matos [15], Corolério 4.5, pag. 159. ]

—1

Proposigao 5.1.2. Sejam f € Expyy (E) e g € Expip (E), com A> B >0eg#0. Se
f/g € holomorfa em By (0) C E, entdo f/g € Expgiy (E).

Demonstragao. Ver Matos [15], Corolério 4.7, pag. 162. ]
Observacao 5.1.3. Os espacos E:z:pg’A (E) sao os anélogos dos espagos Expgm(r;q))’oﬂ (E),
mas com a norma usual de polinomios no lugar da norma (s, m (r;q)). Para mais detalhes,

veja [10] e [11].

101
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5.2 Teoremas de Divisao

Nesta secao provaremos Teoremas de divisao de funcoes em Exp’(“svm(r; )0, (E),
para k € [1,4+00] e A € [0, +00). A partir destes teoremas, provaremos Teoremas de divisao
envolvendo a transformada de Fourier-Borel.

Iniciaremos os resultados desta secao com um lema necessario para a demonstracao

do Teorema de divisao de fungoes em Exp’(“&m( 104 (E), para k € [1,+00).

T3
Lema 5.2.1. Se e > 0, entdo existem constantes D (¢) >0 e M > 0, com M independente

i (ﬁ)l (%)ZM <D()M(1+2),

J—1 J!
para todos j,l € N, com 1 <[ <j—1.

de e, tais que

Demonstracao. Temos que

N .ll!(._l)!_ 1 [! (-1
<ﬁ) G) g _(1—i)jﬁj(y‘—1>-]--<j—<l—1>>’

e como z
.l 114
lim — ) _ Jim < J) _q
im0 g (G—=1)...(G—(—-1)) J—>°°1<1_%)..,(1—(l;—.1)>
e :
m (1-5) =
lim (1—-=| =e,
j—o0 J
segue que

. J=U 7 Ny oq ] 1 AV !
lim (L) (‘Z> M:l— lim - U l) :%el.

j—oo \ J —

Além disso,

1
, A () L
llggo (l_l6 > a zlggo I L

logo, dado € > 0, existe D () > 0 tal que

i l
i SD()(1+2)
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para todo [ € N. Vamos provar agora que a seqiiéncia (a;) é crescente, onde

R EARITER!
CLj = ra— - I e——
j—1 l 4!
Temos que

F+1 NV i G 1= P NN UG =)
. > s - > = —_—
aj+1_aj<:>(j+1—l> z G+l ~\j—1 z a7

G+ G+ G- -1 ! G+ (G-

. S —— > 1 <= — . — > 1
GH1=0""7 G+ DY =) oG-
1\’ 1
= (1+-) ———7 =1,
J 1
(1 + ﬁ)
mas esta tultima desigualdade ¢ verdadeira, pois a seqiiéncia ((1 + %) ) ¢é crescente e
j=1
Jg—1l<j.
Assim, segue das desigualdades acima que para j,l € N, com 1 <[ <j—1,
N I RN I
j ANA YN z
(ﬁ) (7> Tﬁl—le <D(e)(1+¢).
Por outro lado, .
lim —— —1,
j—oo j —1
logo existe M > 0 tal que _
.L S M7
j —_—
para todo 5 € N. Portanto,
. N N . .
j J IV EG=DY z !
— | = Z < D 1 <D(e)M(1
Li(4) (5) Pt s Lpeas sp@ma+e),
para todos j,l € N, com 1 <[ <j—1. Il
Teorema 5.2.2. Sejam k € [1,+00), [ € E:Up’(“s’m(hq))’oﬁ (E) eg € E:cp’(“&m(w))yoﬁ (E),

com A, B € [0,+00) e g # 0. Se f/g € inteira em E, entio f/g € Emp’é,m(r;q)),07(L+B) (E),

L=inf <(A(1+)\))k+(B(1+)\))k ((?)2 - 1))

onde )
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Demonstragdo. Primeiramente, note que como ||| < [|[|, rg)) € Plsimiray (E) C P (E),

k
(s,m(r3q)),p

Ea:p’(“&m(r;q)m’A (E) C Exp 4 (E) e Expf ran0.8 (E) C Expf 5 (E) . Logo, pela Proposicao

(s,m

5.1.1 temos que h = f/g € Expf, (E). Assim,

) i \*
11m su —
P <k‘€>

e conseqiientemente, dado £ > 0, existe C' (¢) > 0 tal que

para todo 7 € N, entao B (F) C B]; (E), para todo p > 0, e conseqiientemente,

1 ~ 3
_—'djh(O)H <L
7!

h (o)H < C(e) <%>iﬂ (L+e)

para todo j € N. Seja (2,)p_; € L) (E), com ||(z,) < 1, entao [|z,,] < 1,

o0
m=1 Hm(?‘;q)

para todo m € N. Logo,

&1 (0) (xm)‘ < C(e) (%)ij! (L+e),

para todos j,m € N. Suponha primeiramente que g (0) # 0. Como f = g.h e h é inteira,
segue da unicidade da representacao de uma funcao holomorfa em série de poténcias, em

torno de um ponto do seu dominio, que

&1 (0)(x) _ iﬁg O @ &) () _ ) Fh0) (@)

jc/ﬁ 0) (x) @~h (0) (2
Zg()() ()!()

TR G0 LT G-
para todo x € E. Assim,
~ ~ I d T -1 T
dﬂh(())(xm):g(lo)dﬂf(o)@m) @;dg(ol)!( = (?(_O)D(u )
10 ] < 1 [0 @] + (1) B0 ] [P0 )| =
~ o [P O |+ 51 29 ) ] [ @000 )] +
RO 15 0 @l < 1770 @l + 2O 0) o
g 790 W] < g [ B O ()| + {5 |9 0) )|+
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Logo,

o

o (o)

9(0) (x W)
@)+ i [@a 0 @) |+

s () (ff;)” -0 (o0 )|

Pela defini¢ao da noma [|[| , ,,(.q)) - temos que

(@ ©) @)

+

m=11ls

<

)jkl(j—l).(LJra)

0o ~ J

B (M)l

~ J

P00, ()
9(0) (s.m(r:0)) (@) 71Hm(r$q)

(me>um0

m=11ls

~. [e.9] ‘

(@9 (0) ()

m=11ls

(290 @)~

m:l‘ s

l
< [2a0],. (o)

Como ||(xm)f§:1||m(mq) < 1, segue que

o0

~.

g (0 H n
g( ) (S,m(TKI))

((ijh (O) («Tm>) = ‘g(l )| djf <O>H(s,m(r;Q)) * |’.Z 58;:

m=1

/7
aq (0 H .
IO e

Seja (Ym )y € lin(rig) (E) néo nula e 2, = W, para cada m € N, entao
Vit
)l < 1€
(whww%a)nl =
- (th)M@m?Jm(@%J) Am<@

( ),
¥y !\ S

dg(O)‘

_H<>“m;(@[

o 5 _<)(

1) e

)k<j DL+ ey

(s,m(r5q))



SECAO 5.2 ¢« TEOREMAS DE DIVISAO 106

Novamente pela definicdo da norma |[-[|, , temos que

s,m(r3q))

R (0
N |h (0)]

(s;m(rsa))  |g (0)]
1

g .
L C@) Jl (;) ( e )Jk (j— DL+ )™ Hc?g (0)

.

@’ g (0)

_|_
(s,m(r;9))

(s;m(r3q)) .

Agora, como [ € Eycpéfs’m(mq)),0714 (E)ege€e Exp?s,m(r;q)),O,B (E) segue da Proposicao 2.1.11

que para cada € > 0, existem « (¢) > 0 e [ (g) > 0 tais que

1 (0) oty & €7 <%)i (A+ey,

B0 <o () By,

25, <sen(5) @
Portanto,

L)) (5 o e
Note que
(=500

dai
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oIt N SANE NG — D) .
e : ) (%) & (Jj' D Loy (Bte) <
] .

— J
5(%)ij!i<j;1>ﬁ(ﬁ)j_l G)lu(jﬂ—w!(Lﬂ)j_l(BH)l?

I
VR
\/ .
(. — — .
— S| |
o~ [ —
2 1
—
N y
.
= .
~ |
— Eals :
~_
|-
VR
<
| ‘K" |
o~~~

)
LCE)B(e) D(e) M (’f_é)ij;ji(J ; 1) (L+e) ' [(1+e)(B+e) <

J
) [ke\t ;R ©O)B) , (ke)F )
H—) (A+e) +. 7 (0) J! j) (B+¢) +
) J

LLe)ble (6M(%)kj![L—ira—k(lea)(B—i—s)]j.

Q
=
s

N a(e) . (keNE o RO)BE) (ke ;
220, = 0 5 NI 1) s
- ‘98(0)' )kj![L+s+B+e+eB+52}j§

a(e)  [h(0)B()
: (|

D () MY ., [(ke\F N
9(0)|+ lg (0)] )-7!( ) (L+B+2+eB+¢e?).

_|_
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.

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que
. J
—d’h (0)

it
lim sup <k: > Ty
j—oo € J: (s,m(r3q))

e pela Proposicao 2.1.11, segue que h € E:L‘p(s m(r:a)).0(L+B) (E).

<L+B,

Suponha agora que g (0) = 0 e considere as fungoes fo (z) = f(x) + ¥ () h(x) e go (x) =
g (z) + ¢ (x), para todo x € FE, onde ¢ € E:Cp’(“&m(r;q))’() (E), ¥ (0) # 0 e ¢ é nao cons-
tante. Entdao fo = goh e go(0) # 0. Como pelas inclusdes da Observacao 4.2.17, ¢ €
E:):p’(“s m(r:)).0.B (E), entdo gy € E:Ep(s m(r:)).0.B (E). Portanto, se fy € Exp(s m(ra).0.L (E),
podemos aplicar o caso provado anteriormente para obter h € E;Ep(s m(ri)),0,(L+B) (E).
Vamos provar que f; € ESL‘p(S m(rs),0,L (E) . Para isto temos que provar que

Yh e Exp(s m(r 0. (£) - Temos que

d (1ph) (0 QML__¢§: () &~ 5{?5‘ m) _

Z( )26 0) () @0(0) (2) + P4 (0) () 1(0),

1=0
e como h € EmpOL (E), segue que

Jj—=1

) G-,

00 )] £ Cl0) (£

P (0) ()| + Z(‘?) 0 (0) ()| |70 (0) ()| <

=0

@ (h) (0) (w)| < I (0)

7=l

o) @] + €O () R0 @] (£5) T G-

=0

< [n(0)]

Como 9 € Exp(s m(rn,0 (B) » existe N (g) > 0 tal que

ke g -
0 < N 13 — .!5'7,
) (s;m(riq)) ©) (.7 ) /

para todo 7 € N. Da mesma forma que fizemos no caso anterior, segue que

& (¥h) (0)

& (

<
(s;m(r39))

-1 .
J 7
(s,m(r;q)) +C (6) ; (l) Hd 1/} (0

-

]{?6 Tk .
: DL+ ey
(s,m(r3)) (J —1 ) b =D )

< |1 (0)]{| @ (0)
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Como Psm(rq) ("E) = C, temos que Hc/l\oz/) (O)H(S oy |4 (0)], logo
7 0 ke % | J
<hOl|Fe©] roE|Peof  (F) e

(s,m(r3q))

j-1 . = ‘
@Y () |0l () i-neea s
I=1 i

smmmm(?)i~'ej+c<>w<>\(’f) MLtey +
+C <€>N<€>Ji(l) (’“Z) ! (jk_el)j'“l (j— Dl (L+ey ™.

=1

Da mesma forma que fizemos no caso anterior, concluimos também que

5() <fz> (s es
= (%) 2( ) (L+e) ' [1+e)e].

Assim,

d’ (h) (0) H(s,mmq»

+C(e)N () D (e (—)j 'Z( ) (L+e) ' [(1+¢)e)

C ()16 (0) (’3) (L +2) £ h(0)| N (2 (%)ijw
ke
J

k ke\F .
|( e) JUL + &) +|h(0)| N (c) <7€> jlel+

J

+C ()N (e) D (e )M( ) (L+e+(1+e)e) ' =

CEONEDEM
TLrerdroe ( ) HLtet(1te)e) <
< (OO N @+ SEVEDENY (M)Ey gy

J

C ()[4 (0)] (k;) (L +¢e) +|h(0)| N () <i€)ij!eﬂ'+
<
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Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

y ik
S —_—
maw ()

e, portanto, h € Expl(Cs,m(r;q)),O,L (E). Como A < L, temos que f € Ea:p’(“&m(r;q)m’A (E) C
Expl(ﬁs,m(r;q)),O,L (E) ) 10g0 fO € Expl(cs,m(r;q)),O,L (E> : u

L3 wn) 0)

: <,
J! -

(s;m(r39))

Observagao 5.2.3. Note que, se B=0,entdo L=Ae h= f/g € Exp’(“&m(r;q))pﬁ (E).

Exemplo 5.2.4. Vamos dar exemplos de 1 € Exp]{s,m(r;q)),o (E), com ¥ (0) # 0 e ¢ nao
constante.

Se k # 1, entdao segue da Proposicao 2.1.24 que ¢ = €%, com ¢ € E', ¢ # 0, satisfaz
(r:)).0 (E), e =1,

Se k =1, segue da Proposicao 2.1.24 que e¥ € Exp%

e¥ € E:L'p'(“

s,m

o (E), se |l¢]| = 0. Dai, e seria

s;m(r3q)),
a funcao constante igual a 1 que nao satisfaz as exigéncias sobre a funcao .

Um exemplo de ¥ que vale para todo k € [1,+00) é a funcdo ¢ (z) = 1 + P(x), com
P € Psm(rq) ("E), para algum n € N, nao nulo. De fato,
di (0)

d™ip (0
O _p o O sz j4n
n! 4!

") (0)
0!

=1,

IOgO 1/} EH (E> ) Cfi\]l/} (O> S 7D(s,m(r;q)) (]E> , para todo j € N, €

NPl
> o ) |5d e ) < 400,
j=0 € J: (s;m(r;q))
para todo p > 0. Portanto, ¢ € Exp’(“s,m(r;q))’o (E) = ﬂBé“s’m(T;q))’p (E) e além disso, 1 (0) =1

p>0
e ¢ é nao constante.

Teorema 5.2.5. Sejam f € Exp(y .00 0.4 (E) e g € Exp° (r-)).0.B (E), comA>B>0

(s,m (s,m

e g#0. Se f/g € holomorfa em Ba-1(0) C E, entdo f/g € Exp(g, .00 asm) (E)-

Demonstragao. Primeiramente, note que como ||| < |||l 4 ;n(rq)) € Plsmiria) (E)Cc P(E),

para todo 7 € N, entao

1~ i
sorof <

lim sup

Jj—00
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lim sup

Jj—00

1 ~ 7
7]

o que implica f € Exp (E) e g € Expgp (E). Assim, pela Proposicao 5.1.2 temos que
h=f/g € Expgy (E). Entao, dado € > 0, existe C' (¢) > 0 tal que

Ejh(o)H <) A+e),

para todo j € N. Seja (Tm),o_; € lin(rg) (E), com ||(z.,) < min {1, A7'}, entdo

o0
m=1 Hm(T;q)

| 2] < min {1, A='}, para todo m € N. Logo,

.

Ph (0) ()| < C &)1 (A+e)

para todo j € N. Suponha primeiramente que g (0) # 0. Como f = g.h e h é holomorfa na
bola By-1(0), segue da unicidade da representagao de uma fungao holomorfa em série de

poténcias, em torno de um ponto do seu dominio, que

&' f (0) (x) = g (0) &h (0) (x)

= G-0
para todo € By-1 (0). Assim,
~ J_ 3 T 7 —1 T
Fh(0) (#m) = 9(10)de (0) (@m) = ](EJ) dg(oz)!( e (? (—O)z)(' -
Ph(0) )] < 1507 ) ()] + 130 (7) [ @90 )] [0 ()] <
1 77 T 0(5) . J _ =3 -
Logo,
' © (s;m(r;q)) =
L )15 Ce) (i), it|7
=@ Ol * |g<o>|§(z) G-ota+ey g
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Pela Definigao 2.1.15, para cada € > 0, existem a/(¢) > 0 e 5 (¢) > 0 tais que

|Frof  <a@itA+ey
e ‘c/ﬂg O gy S PO B+ o)
Logo,
&' (0) . gég;lj! (A+e) + %:1 @u G- (A+ey (B+e)<
< |Z<<g§’j'(z4+€)j + r;)((?)l(g)jllizl(?) (A+e) ™ (B+e) <
< |(;‘((S;|j! (A+e) + %]’! (A+ B +2:) < <|‘;‘(<§;| + Cfgg)(éj)'(g)) JUA+ B+ 2

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

J §A+B’

(s;m(r3q))

lim sup

Jj—o0

'%Eﬂh (0)

e como By, p-1(0) C Ba-1(0), segue que h é holomorfa em B4, -1 (0). Portanto, h €
Exp?;,m(r;q)),o,(A—l-B) (E) :

Suponha agora que g (0) = 0 e considere as fungoes fo (z) = f(z) + e?@h (x) e go (z) =
g(z) + €@ para todo z € E, onde ¢ € E', ¢ # 0. Entdo fy = goh e go(0) # 0, e

como pela Proposicao 2.1.24, €® € Exp(s, .0)0.5 (E), entdo gy € Exp® ) 0. (E). Se

(S,m(T;q)
fo € Exp(oso,m(r;q)),o 4 (E), podemos aplicar o caso provado anteriormente para obter h €

BTG m(r:9)),0,(A+B) (E).
Vamos provar que f € E:vp‘(’fjm(r 2),0,A (E) . Para isto temos que provar que

™4

e?h € Expf 0.4 (£) . Temos que

B ) 0) ) = 3 (1)@ ) (0)(2) @1(0) (2)

=0

e como h € Expge, (E), segue que

P 0) ()| S CE) G = DHA+2) ™



CAP. 5 ¢ 0OS TEOREMAS DE DIVISAO 113

para [[(zm) i ll (g < min{l, A"} Dai,

@ (e2h) ( xm(szj:()) ) (0) ()

SCW@Ei(D\@@%anwmﬂU—muA+fy4

=0

7' (0) (2)| <

Pela Proposicao 2.1.24, €¥ € Exp(; g0 (£) » logo existe D () > 0, tal que

Hc’ﬂ () (0) < D(e)lle],

(s,m(r3q))

para todo [ € N. Logo,
| i(')\
(s,m(r;q)) =0

<C(e)D(e) (l)l!e( ) (Ateyl <

=

& (e#h) (0) & () (0)

G—DI(A+ey ' <

(s;m(r39))

'ZO (A4e) ' =C(e)D(e)j! (A+2¢) .

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

< A,

(s;m(r3q))

1 ~.
lim sup Hﬁdj (e*h) (0)

Jj—00

e portanto, e?h € Expfy .04 (E). Como f € Exp )04 (E), segue que fy €
Ewp(s m(r;q)),0,A (E) : [

Utilizando estes resultados, vamos provar trés Teoremas de divisao envolvendo a
transformada de Fourier-Borel, mas para isso precisamos do seguinte resultado provado por

Gupta em [4].

Lema 5.2.6. Sejam U um subconjunto aberto e conexo de E, f e g funcoes holomorfas em
U, com g nao identicamente nula. Se para um subespaco afim S de E de dimensao 1 e para
qualquer componente conexa S’ de S NU na qual g nao € identicamente nula, a restri¢ao
fls € divisivel por g|g:, com o quociente sendo holomorfo em S, entao f € divisivel por g

com o quociente sendo holomorfo em U.
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Demonstragao. Ver Gupta [4], Proposicao 2, pag. 65. O

/

(S'(rq))(](E) sao tais que Ty # 0 e
Ty (Pexpp) = 0 sempre que Ty x Pexpp = 0, com ¢ € E' e P € PR (s:(ma) ("E), n € N,

Teorema 5.2.7. Se k € [1,+o0] e T\, Ty € |Expl

entao F'T € divisivel por F'T5 com o quociente sendo um elemento de Exp’(“;, m(rq")) (E").

Demonstracao. Seja S um subespaco afim de £’ de dimensao 1, entao S é da forma
{p1 + tps;t € C}, onde p1,ps € E'. Se k > 1, entdao FT; e FT5 sao fungdes inteiras e se
k = 1, entao existe uma bola de centro 0 e raio p > 0 na qual FT; e FT, sao fungoes

holomorfas. Em qualquer caso, se ty € um zero de ordem p de

G2 (t) = FT5 (p1 + tpa) = Th (exp (1 + t2)),

segue que
15 (SOJQ exp (¢1 + 750902)) =0,
para todo 7 < p. De fato, temos que

g2 (1) = T (exp (1 + tipa)) = (t — 10)" @ (1),

onde ® (ty) # 0. Logo, toda derivada de ordem j < p de g5 é nula quando avaliada em t,.
Além disso, go = To o W, onde V¥ (t) = exp (¢1 + tys), entao aplicando a regra da cadeia

temos

0=d(g2) (to) = d (T30 ¥) (to) = d(T2) (¥ (to)) o d (V) (to) =
=Ty0d (V) (to) = T (p2exp (p1 + topa)) -

Aplicando sucessivas vezes, temos que para todo j < p,
Ty () exp (@1 + tops)) = d’ (g2) (to) = 0.
Agora, para x,y € F, temos que
(T> * py exp (91 + topa)) () = T (7 (h exp (01 + tows)))
e

72 (0 exp (o1 + tows)) (¥) = (phexp (g1 + tow2)) (y +2) = (2 (y + x))7 Pt Hopalyta)
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Mas, ’
(ot ) = (a0 + a0 = (1) (e o) a0,

m=0

logo

J .
T (pexp (91 +tog2)) (y) = D (Tjn) (92 ()™ (102 ()7 1 W2l g1 () Hoea(a),

m=0
Dai,

m=0

J .
Ty (- (hexp (o1 + tops))) =T (Z ({;) (2 ()" e“"l(“”‘)“‘”“&)@?e“‘““"“’z) =

J .
= (7;71) (ipa ())? ™™ ef1 @I H0P2(OT, (8 exp (01 + towa))
m=0

e, portanto,
J

. i\ .
Ty * 3 exp (1 + toa) = Z (m) wy " exp (¢1 + towe) Ta (#y' exp (p1 + towa)) = 0,

m=0

para todo j < p. Assim, segue da hipétese que T} (@% exp (1 + togOQ)) = 0, para todo j < p,
e pelo mesmo raciocinio que usamos para go, segue que ty ¢ um zero de ordem pelo menos p
de g1 (t) = FT (p1 + tyws) = T1 (exp (¢1 + tg2)) . Portanto, para k > 1, FT|g é divisivel por
FT,|s com o quociente holomorfo em S. Como S é conexo, segue do Lema 5.2.6 que F'T; é
divisivel por F'T; e o quociente é holomorfo em E’. Para k = 1, segue que F'T1|gs é divisivel
por F'Ty|g com o quociente holomorfo em S’, onde S’ = SN B, (0). Como S’ é conexo, segue
do Lema 5.2.6 que F'T; é divisivel por F'T, e o quociente é holomorfo em B, (0).

Falta provar que em ambos os casos o quociente esta em El’plé/,m(w;q/)) (E').Se k > 1, entao

FT\,FT, € Exp¥ UBS ()8 E'), dai temos que existem 91,0 > 0

>0
tais que FT) € Bé“s',m(w;q,))’ﬁl (E') e FT; € Bs g8 (E) . Como para § > 41, temos

Bk, )01 (E,) C Bg,am(rl§ql))75 (E/)’ entao BS ;m(r’;q’)),61 (E/) C mBk, ", (E,) =

smrq smrq
6>01

Exp(s m(g)). 05 (B') - Analogamente, segue que FTh € Exp(s mirrig) 06, (') - Logo, pelo
Teorema 5.2.2, H = FT1/FT, € Exp(s ()06 (B) 5 onde

(s"sm(r! Q)

—1

L=inf ((51 (140" + (B (14 1) ((%) - 1)) ,
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e pela Observagao 4.2.17, segue que H € Empf;,w(r,;q,)) (E").

Se k =1, entao FT, FT; € Exply mea)) (E') e existe p > 0 tal que F'T; e FTy estao em
ol (gt (B; (O)) ,onde B1 (0) C E'. Logo,
(o', m(rsq)) \ P2 1

< 1~
> o7 |5 (FTy) (0) < 400,
= J: (s'm(r'3q"))
< 1~
> o7 |5 (FT) (0) < +o0,
' J! CRUCED)
e, portanto,
1
- 1
limsup || = (F'Ty) (0) J < p,
j—oo 17 (s ;m(r'sa"))
1
1 A .7
limsup || —d’ (F'Ty) (0) < p.
oo 17 (s ;m(r'3a"))

ASSlm, FT]_, FT2 6 Exp(():/7m(,r/;q/))’0’p(

Expi o) 020 (E') e pela Observagao 4.2.17, segue que H € Expl o) (E'). ]

E’) e pelo Teorema 5.2.5, segue que H = FT,/FT; €

/
Teorema 5.2.8. Se k € [1,+o0] e T}, Ty € Eﬂtp’]“V (5ria)) (E)] sao tais que Ty # 0 e
Ty (Pexpp) = 0 sempre que Ty x Pexpp = 0, com ¢ € E' e P € Pr (s:tra)) ("E), n € N,
o (E).

entao F'T é divisivel por F'T, com o quociente sendo um elemento de Exp(s )0

Demonstracao. Primeiramente, note que faz sentido usar o produto de convolucao 15
Pexpy no caso k = +o0o, pois segue do que discutimos na Observacao 4.2.17 que T5

/
também pertence a [Exp? (5:(rsa)).0 (E)} . Para k > 1, segue da Observacao 4.2.17 que
/
Ty, Ty € [Exp’;v (S.(W))O(E)] e pelo Teorema 5.2.7, segue que FT; = H.FT,, com H €

!/
Exp’(“s () (E") . Por outro lado, como T}, T5 € [Exp’;v( ) (E)| temos que FTy, FT, €
Ea:p(s (g0 (B') e pelo Teorema 5.2.2, segue que H € E.CEp(S g0 () -
Para £ = 1, temos que F'Ti, F'T, € El‘p(s (a0 (E') e da mesma forma que fizemos na
demonstracao do Teorema 5.2.7, temos que existe H € H (E'), com FTy = H.FT;. Logo,

pelo Teorema 5.2.5 temos que H € Eap(y o (). O

s',m(r’;q')),0

/
Teorema 5.2.9. (a) Para k € [1,+o0] e A € (0,+00), se T, Ty € [Exp’;v (5~(rq))A(E)]
sao tais que Ty € de tipo zero, Ty # 0 e T} (Pexpy) = 0 sempre que Ty * Pexpy = 0, com
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p€eEFR ePe PN,(s;(r,q)) ("E), n €N, entao FT7 € divisivel por FTy com o quociente sendo

k' /
um elemento de E'xp(s,m(r,;q,)),07(6(@14),1 (E").

/
(b) Para k € [1,4+00] ¢ B € (0,400), se T\, T, € |Expl (s_(rq))OB(E)] sio tais que Ty
¢ de tipo zero, Ty # 0 e Ty (Pexpp) = 0 sempre que Ty x Pexpp = 0, com p € E' e
P € Py (s ("E), n € N, entdo FT\ € divisivel por FTy com o quociente sendo um

elemento de Ea:pf;/m@,gq,))’(a(kw)_l (E").

/

Demonstracao. Primeiramente, note que pela Observacao 4.2.17, Ty € Exp’;v (E)

(s3(r,9)),0
e, portanto, faz sentido usar o produto de convolucao T x P exp ¢.

Vamos provar o caso (a). Seja k > 1, entdo segue da Observacao 4.2.17 que 11,7, €
/
E:Ep%’(s;(w))’() (E)| e pelo Teorema 5.2.7, existe H € Ezp’(ﬂs/?m(r/;q/)) (E') tal que FTy =

H.FT,. Temos que FT, € Exp’(“;, m(rsq)),0.(0(k)A) " (E') e como Ty é de tipo zero, temos

que FT, € Exp¥ (7)), (E"), assim segue do Teorema 5.2.2 e da observacao 5.2.3 que

(s';m

K’ /
H € Bap(y im0 0041 (E)-

Se k = 1, temos que F1Ti,FT, € FExp® 1).0,A-1 (E") = Hyem@sqy (Ba(0)). Da

(s";m(r';q’

mesma forma que fizemos no Teorema 5.2.7, existe H holomorfa em By (0) C E’ tal que

FTy = H.FT; em By (0). Como T3 é de tipo zero, temos que FTy € Eacpfj,m(r,;q,)%O (E') =

(e o]

Ho(s' m(rsqy) (£') e pelo Teorema 5.2.5, segue que H € Exp(s, m(rq')),0,A-1 (E").
Vamos agora provar o caso (b). Se k > 1, entao segue da Observagao 4.2.17 que T, T, €
/

(s:(ma)).0 (E)| e pelo Teorema 5.2.7, existe H € Exp'(“;,7m(r,;q,)) (E') tal que FT7 =

H.FT;. Como T, é de tipo zero, temos que F'T; € Exp’(‘/’;,m(r/;q,))’o (E'). Além disso, F'T; €

Expg,7m(r,;q,))7(6(k)3),1 (E'), entdo existe § < (0 (k)B)™" tal que FT; € Bg',m(w;q/)),é (E').

Logo, FT, € Exp¥ 1.0.8 (E"), pois para p > §, temos que Bé“;,’m(r,;q,)),é (E') esta contido

(s",m(r';q’
k,/

e B(S’vm(r’;fﬂ)),p

Ea:p’;V

(E'). Assim, segue do Teorema 5.2.2 que H € EQJp’(i’,m(r’;q’)),Oﬁ (E') e pela

),(0(k)B)~* (E,) )
Se k = 1, temos que FTy, F'T, € E$p§,7m(r,;q,))73,1 (E') = Hy(s m(rsq)) (BB (0)) . Logo, existe
d > Btalque FTy, FT5 € Hys' m(r:qy) (Bs (0)) e procedendo da mesma forma que na demons-

Observacao 4.2.17 temos que H € Exp"
3 (S/7m(7"l;q/

tracao do caso (a), temos que H € Exp®® 1051 (E) = H(st mrrsqry) (Bs (0)), com FTy =

(' (50

H.FT; em B (0) . Portanto, segue da Observagao 4.2.17 que H € Exp(g, 1.0y 1 (E) . O



CAPITULO 6

Teoremas de Existéncia e
Aproximacao para Equacoes de

Convolucao

Neste capitulo provaremos os Teoremas de existéncia e aproximacao de solugoes para
equagoes de convolucao. Estes teoremas sao aplicagoes dos Teoremas de divisao obtidos no

capitulo anterior.

6.1 Teoremas de Aproximacao

Teorema 6.1.1. (a) Se k € [1,+00] e O € Alfv( entdo o subespaco vetorial de

55(r,q)),0’

Exp% (s’(rq))O(E) gerado pelas solucoes exponenciais polinomiais da equacdo homogénea

O =0, € denso no subespaco fechado de todas solucoes da equacdo homogénea, isto €, o

subespaco de Exp% E) gerado por

(SQ(Tvq))’O (

L = {P expp; P € Py (s.ng) ("E) mEN,p € E' O (Pexpy) = 0}

€ denso em
k . —
K =kerO ={f € Baply ., (E);Of =0}
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(b) Se k € [1,400] e O € A%(S;(w)), entao o subespaco vetorial de Exp%(s;(r’q)) (E) gerado
por

L= {Pexp ©; P € Py (siray) "E)sm €N, € B, O (Pexpyp) = O}
€ denso em

K =kerO = {f € Exp]]gv,(s;(r,q)) (E) 1Of = 0} ’

Demonstracao. (a) Se O = 0, entao o resultado segue da Proposi¢ao 2.1.25 pois, neste

caso, K :Ea:p% . Suponha que O # 0, entao pelo Teorema 4.2.13, existe T €

(53(r.a)),0 (E) /
— k ,

(5:(0)),0 (E)} , T # 0, tal que O =T % . Agora, s? X € [Empﬁv(s;(w))’o (E)} é tal que

X|c = 0, entdo pelo Teorema 5.2.7, existe H € Exp(y g (E) tal que FX = H.FT.

Exp’]“\7

/
Logo, existe S € [Exp% (E)| tal que F'S = H e pela demonstragao da Proposigao

4.2.16, segue que F'X :(S}T:Sq'??T = F(S*T), o que implica X = S T. Logo, X * f =
(S*«T)xf=Sx(Tx*f)=S*(Of) =0, para todo f € K, portanto X (f) = (X x f) (0) =0,
para todo f € K. Assim, mostramos que todo X € [Exp’]%7(s;(7n,q))70 (E)]/ que se anula em
L, também se anula em K. Portanto, como conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach,
temos que o subespaco gerado por L, denotado por J, é denso em /C, pois caso contrario
existiria fy € K/J e pelo Teorema de Hahn-Banach existiria X € [Exp’jv E) , tal
que X (fo) #0e X|7=0.

(b) Se O = 0, entao o resultado segue da Proposic¢ao 2.1.25. Suponha que O # 0, entéo se k #

(55(T7Q))’0 (

!/
+00, segue do Teorema 4.2.13 que existe T' € [Exp’jv (:(ria)) (E)] , T #0, tal que O =T'%. Se

,7
k = 400, como todo elemento de [E:cp’;] (5:(r)) (E)} ¢ de tipo zero, segue do Teorema 4.2.23

!/ /
: 00 _ k
que existe T € [Ea:pN’(s;(T’q)) (E)} ,T # 0, tal que O =T'x. Agora, se X € [ExpN’(S;(T’q)) (E)
é tal que X|; = 0, entdo pelo Teorema 5.2.8 existe H € Exp’(“;,,m(r,;q,))?0 (E') tal que FX =

H.FT. Logo, existe S € [Emp%’(s;(hq)) (E)]/ tal que F'S = H. Para k # +o0, segue da
demonstracao da Proposi¢ao 4.2.16 que FX = FS.FT = F (S« T), o que implica X = S*T.
Para k = +o00, segue da Observagao 4.2.24 que FX = FS.FT = F(S«T), o que implica
X = S*T. Assim como feito na parte (a), segue que X|x = 0 e pelo Teorema de Hahn-
Banach, segue que o subespaco gerado por £ é denso em K. O

Teorema 6.1.2. (a) Se k € [1,+00], A € (0,+00) e O € A%, (s:(ra

0.4 € de tipo zero, entao

o subespaco vetorial de Expfv (E) gerado por

(&(T’q)))OvA

L= {Pexp ©; P € Px (srgy "E);n €N,p € B/, O (Pexpyp) = O}
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¢ denso em
k . _

K =kerO ={f € Baply 0, (B);0f =0}

(b) Se k € [1,4+00], B € (0,400) e O € Ay .

vetorial de E’mp’]“V

).B ¢ de tipo zero, entao o subespaco

(s;(r,q)),B (E) gerado por

L = {Pexpcp; P € Py sua ("E),n €N g€ E O (Pexpyp) = 0}

€ denso em
k . —
K =kerO ={f € Baply o, (E);Of =0}

Demonstracao. (a) Se O = 0, entao o resultado segue da Proposi¢ao 2.1.25. Suponha que

/
O # 0, entao pelo Teorema 4.2.23 existe T € [Expfv (5:(rsg)).0.A (E)} , T # 0 de tipo zero,

/
tal que O =T * . Agora, se X € [Exp';v (5:(rsa)).0.A (E)} é tal que X|; = 0, entao pelo

Teorema 5.2.9 existe H € Exp’(“;, (s ) (6 A) (E') tal que FX = H.FT. Logo, existe S €

Exp';(]’(sg(r,q)),oﬂ (E)]/ tal que F'S = H e pela Observagao 4.2.24, segue que FX = FS.FT =
F(S*T),oqueimplica X = S*T. Logo, X« f = (S«T)xf=S«(Tx f)=5S*x(Of) =0,
para todo f € K, portanto X (f) = (X = f) (0) = 0, para todo f € K. Assim, mostramos
que todo X € [Ea:p%’(s;(nq)mﬂ (E)}/ que se anula em £, também se anula em K. Portanto,
como conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach, temos que o subespaco gerado por L é
denso em K.

(b) Se O = 0, entao o resultado segue da Proposicao 2.1.25. Suponha que O # 0, entao segue

/
do Teorema 4.2.23 que existe T' € [E:vpfv E)| , T # 0 de tipo zero, tal que O =T *.

, (s;(r9)),B (
Agora, se X € [Eycpfv (5:(rsq)). B (E)] é tal que X|, = 0, entao pelo Teorema 5.2.9 existe

!/
k' ! _ : k
H e E:Up(s,’m(r/;q/))707(9(,6)3)_1 (E') tal que FX = H.FT. Logo, existe S € [EmpN,(s;(nq))’B (E)]

tal que F'S = H e pela Observagao 4.2.24, segue que FX = FS.FT = F(S«*T), o que

implica X = S % T. Assim como feito na parte (a), segue que X|x = 0 e pelo Teorema de

Hahn-Banach, segue que o subespaco gerado por £ é denso em K. O
Teorema 6.1.3. (a) Para k € [1,40o0], se O € Al;(r (5:(rig)).0° O #0, entdo sua aplicagao
transposta

tmy. k ! k !
O: [E""”pfvxs;(r,q)),o (E)} — [Empzv,(s;mq)),o (E)]
€ tal que

/ !
(a.1) 'O <[E:Up’]“v7(s;(rvq))vo (E)} ) € o ortogonal de ker O em [Eacp%(s 10 (E)] .

i(r.q)
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/

/
(a.2) 'O ([E:Ep%(s;(r,q))’() (E)] ) ¢ fechado para a topologia fraca-x em Exp%j E)

(55(r,0)),0 (
definida por Expfv (:(rsg)).0 (E).

(b) Para k € [1,400], se O € .A%( ) O #0, entao sua aplica¢do transposta

s;(rygq
/

/
tm. k K
O. |:E:Ep]\~[7(s;(r’q)) (E):| - [ExpNv(s;(Tﬁq)) (E):|
€ tal que

/ /
¢ k ; k
(b.1) 'O ([Expm(s;(m)) (E)] > € o ortogonal de ker O em [ExpN’(S;(T’q)) (E)} .

)|

/
(b.2) tO ([Exp%’(s;(r,q)) (E)} ) ¢ fechado para a topologia fraca-x em [Exp%’(s;(nq))

definida por Exp% E).

(s5(r,q)) (

(c) Para k € [1,400] e A € (0,400), se O € A% (s(ran.0.a € de tipo zero e O F0, entao

sua aplicacao transposta

/
try. k — k
O: [Bathy s B — (B anon (B)]

/

€ tal que

/ /
(c.1) O ([Ea:p’]“v’(s;(m))’oﬁ (E)} ) € o ortogonal de ker O em [Exp];v,(s;(r,q)),o,A (E)} .

/ /
(c.2)tO ([E:zc])';ws;(T’q))70714 (E)] ) é fechado para a topologia fraca-+ em [Exp%,(s;(w))’oﬂ (E)}

definida por Exp%(s;(nq)),O,A (E).

(d) Para k € [1,4+00] e B € (0,+00), se O € A%, (s(ran.s € de tipo zero e O #0, entdo

sua aplicacao transposta

/
t. k — k
©: [E”’"pms;(r,q)),B (E )] [E P (st (B )}

/

€ tal que
/ !/
¢ k ; k
(d.1) 'O ([ExpNV(S;(T’q))’B (E)] ) € o ortogonal de ker O em [Ea:pN’(S;(w))vB (E)} .
/ /
t k 7z . k
(d.2) 'O ([Expm(s;(m))ﬁ (E)} ) € fechado para a topologia fraca-+ em [ExpN’(S;(m))yB (E)}

definida por Exp% (s:(ra).B (E).

Em qualquer um dos casos, o ortogonal de ker O € o conjunto

(ker O)" = {T € dominio de'O; T (f) =0, Vf € ker O} .
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Demonstragao. Primeiramente, vamos provar os itens (a.1), (b.1), (c.1) e (d.1). Em qual-
quer um desses casos, segue dos Teoremas 4.2.13 e 4.2.23 que existe 7' no dominio de O tal
que O =T x. Para cada X na imagem de ‘O, temos que X = @S, para algum S no dominio
de 'O. Assim, X (f) = (*fOS)(f) = S(Of) = 0, para todo f € ker O, portanto a imagem
de 'O esté contida em (ker ). Por outro lado, seja X € (ker O)", e vamos provar que
X = ST, para algum S no dominio de ‘O. Temos que X (f) = 0, para todo f € ker O.
Como O #0, temos que T#0 e além disso, se T'x Pexpp = 0, entao O (Pexpy) = 0, dai
Pexpy € ker O e, portanto, X (Pexp ) = 0. Assim, segue dos Teoremas de divisao 5.2.7,
5.2.8 € 5.2.9 que existe H € Exp(s gy (B'), no caso (a.l), H € Ea:p?;,7m(r,;q,))70 (E'), no
caso (b.1), H € Exp(s,m(r,;q,))7(9(k)A),1 (E"),nocaso (c.1),e H € Emp’(“;,7m(r,;q,))707(6(k)3),1 (£,
no caso (d.1), tal que FX = H.FT. Portanto, em cada caso existe S no dominio de 'O tal
que H = F'S e conseqiientemente X = S * T

Agora, para f no dominio de O temos X (f) = (S«T)(f) = S(Txf) = S(Of) =
(tO0S) (f) . Logo, X = 'OS e isto implica que (ker O)" estd contido na imagem de ‘O.
Vamos provar agora os itens (a.2), (b.2), (c.2) e (d.2). Em qualquer um dos casos, temos

que

(ker O)" = {T € domfnio de 'O; T'(f) =0, Vf € ker O} =

- ﬂ {Te dominio de ‘O; T (f) :0}-
feker O

Agora, para cada f € ker O, {T € dominio de ‘O; T (f) = 0} é fechado no dominio de ‘O

para a topologia fraca-*. De fato, se (R;),.; ¢ uma rede em
{T € dominio de ‘O; T (f) = O} ,

convergindo para R para a topologia fraca-, entao R; (g) converge para R (g), para todo g
pertencente ao dominio de @. Em particular, R; (f) converge para R (f) e como R; (f) =0,
para todo ¢ € I, segue que R(f) = 0. Logo, R € {T € dominio de ‘O; T (f) = 0} e, com
isto, {T € dominio de ‘O; T (f) = O} é fechado para a topologia fraca-*. Portanto, (ker (9)L

¢ fechado no dominio de 'O para a topologia fraca-*. O
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6.2 Teorema de Existéncia

Enunciaremos e provaremos agora o Teorema de existéncia de solucoes para equagoes
de convolucao, mas para isto precisaremos de um resultado, o que sera enunciado na forma

de lema.

Lema 6.2.1. Se FE e F sao espacos de Fréchet e u: E — F ¢ uma aplicagao linear e
continua, entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) u(E) = F;

(b) tu: F" — E’ € injetora e 'u (F") € fechado para a topologia fraca-+ de E' definida por
E.

Demonstragao. Ver Horvath [6], Coroldrio 17, pag. 308. O]

k
Teorema 6.2.2. (a) Para k € [1,+00], se O € AF (sra).00

O #£0, entao

% o k
@ <E$p]v,(s;(r,q)),o (E>) - Exp!\?,(s;(w)),o <E) '

(b) Para k € [1,400] e A € (0,400), se O € A% (s:(ran0.a € de tipo zero e O F0, entao

7,9)),0,
k o k
O (ExpN,<s;<r,q>>7o,A (E>> = Bapy (g 0a (B) -

Demonstrag¢ao. Vamos provar os dois itens simultaneamente. Pelas Proposicgoes 2.1.7, 2.1.14
e 2.1.21, temos que os espagos em questao sao espagos de Fréchet. Pelo item (b) do Lema
6.2.1 e pelos itens (a.2) e (c.2) do Teorema 6.1.3, para provar a sobrejetividade de O, basta
provar que ‘O é injetora. Temos que O =T'*, para algum 7' no dominio de O, entdao para

todo S no dominio de ‘O e f no dominio de O,

(fOS) (f) =S (Of) =S(Txf)=(S=T)(f).

Logo, 'OS8 = S+ T e se 'OS =0, entao S*T =0e F(S*T) = 0. Como O #0, segue que
T #0e FT # 0ecomo F(S*T) = FS.FT, temos que F'S = 0. Portanto, S = 0 e isto

implica que O ¢é injetora. Il



6.3 Consideracoes Finais

Nao foi possivel provar um Teorema de existéncia de solugao para equacoes de con-

volucao em EJ(;p’;v E), nem em E:cp% E), com A € (0,400), neste dltimo

(s3(rq)) ( (s3(r0)), A (
caso para O um operador de convolucao de tipo zero. O motivo é que nao sabemos da exis-
téncia de um resultado como o Lema 6.2.1, para espacos DF. As tentativas de demonstracao
desse lema para espacos DF' “esbarram”na exigéncia de reflexibilidade do espago, que no
nosso caso nao ¢é reflexivo. O méximo que se consegue (até o momento) ¢ um resultado,
como o do Lema 6.2.1, para duais de Fréchet reflexivos, sendo assim, no caso em que E tem
dimensao finita, o teorema ¢é valido.

Obtendo um resultado desse para espacos DF', o Teorema de existéncia de solucao decorre

andlogo ao Teorema 6.2.2.

124



BIBLIOGRAFIA

[1] J. Dieudonné, L. Schwartz, La dualité dans les espaces (F) et (LF). Ann. Inst. Fourier
(Grenoble)1 (1949), 61-101.

2] A. Grothendieck, Topological Vector Spaces. Gordon and Breach, New York, 1973.

3] C. Gupta, On the Malgrange theorem for nuclearly entire functions of bounded type on
a Banach space. Indag. Math. 32 (1970), 356-358.

[4] C. Gupta, Convolution Operators and Holomorphic Mappings on a Banach Space.
Séminaire d’Analyse Moderne, 2. Université de Sherbrooke. Sherbrooke, 1969.

[5] S. Hoffman, Advanced Calculus. Prentice-Hall, New Jersey, 1970.
(6] J. Horvath, Topological Vector Spaces and Distribuitions. Addison-Wesley, 1966.

[7] B. Malgrange, Ezistence et approximation des équations auz dérivées partielles et des

equations des convolutions. Ann. Inst. Fourier (Grenoble)6 (1955/56), 271-355.

[8] A. Martineau, Equations différentielles d’ordre infini. Bull. Soc. Math. France 95(1967),
109-154.

9] M.C. Matos, On Malgrange theorem for nuclear holomorphic functions in open balls of
a Banach space. Math. Z. 171 (1980), 171-290.

125



[10]

[11]

[13]

[14]

[15]

[21]

[22]

M.C. Matos, On the Fourier-Borel transformation and spaces of entire functions in a
normed space, in: Functional Analysis, Holomorphy and Approximation Theory II (G.
I. Zapata, ed.), pp. 139-170. North-Holland Math. Studies, North-Holland, Amsterdam,
1984.

M.C. Matos, On convolution operators in spaces of entire functions of a given type and
order, in: Complex Analysis, Functional Analysis and Approximation Theory (J. Mu-
jica, ed.), pp. 129-171. North-Holland Math. Studies 125, North-Holland, Amsterdam,
1986.

M.C. Matos, On multilinear mappings of nuclear type. Rev. Mat. Univ. Complut. Madrid
6(1993), 62-81.

M.C. Matos, Non-linear absolutely summing mappings. Math. Nachr. 258 (2003), 71-89.

M.C. Matos, Mappings between Banach spaces that send mized sequences into absolutely
summable sequences. J. Math. Anal. Appl. 297 (2004), 833-851.

M.C. Matos, Absolutely Summing Mappings, Nuclear Mappings and Convolution Equa-
tions. IMECC-UNICAMP, 2007. Web: http://www.ime.unicamp.br/~matos

J. Mujica, Complex Analysis in Banach Spaces. North-Holland Math. Studies 120,
North-Holland, Amsterdam, 1986.

J. Mujica, Notas de Aulas de Espacos Vetoriais Topologicos. IMECC-UNICAMP, 2004.

L. Nachbin, Lectures on the Theory of Distributions. University of Rochester, 1963.
Reproduzida pela Universidade de Recife, Textos de Matematica, n.15, 1964.

L. Nachbin, Topology on Spaces of Holomorphic Mappings. Springer, New York, 1969.

A. Pietsch, Ideals of multilinear functionals, in: Proceedings of the Second International
Conference on Operator Algebras, Ideals and Their Applications in Theoretical Physics,
pp.185-199, Teubner, 1983.

A.P. Robertson and W.J. Robertson, Topological Vector Spaces. Cambridge University
Press, 1973.

H.H. Schaefer, Topological Vector Spaces. Springer, New York, 1971.

126



INDICE REMISSIVO

Expl(gs,m(r;q)) (E)’ 21
Exp(s .04 (£), 28
Exp?s,m(r;q)),o (E)> 28
E‘”pfﬁ,mmq)) (E>’ 31
Expsm(ri) 0.4 (£), 15
Exp(sm(rig)).a (E), 15
Exp?;m(r;q))vfl <E)7 29
Expy (a0 () 28

(rap0 (B): 28
E2pF (s (E): 31
Erpg (s rap).0.4 (£)s 15
ExpN,(S;(nq)),A (E), 15
ranoa (E) 21
B2y (a0 (B) 21
(rap.a (B, 21
BIp (i (B> 21
EZpT (srap.a () 29
0, 6

Exp?vfi (o

Expfv’ (o1

E:L’p% »

127

k
7N7(5;(r,q)),0’ 84
k
VN,(S;(T‘,q/))’ 84
(r1(qn), 7
[l sos 6

H'H(Pvm(S;q))’
-l s.q0 6
Il 6

11,5020 8

RN

k
ANa(S;(nq)),O,A’ 68

k
AN (srap.a» 68

B(&m(r;q)),p (E), 13
k
Bi, m(riapy.p (£), 19

BN:(S;(Tvq)Lp E), 13

7



)(B% (0) )
Hb(s m(r:q)) <31 (0) >,
Hos,m(riq)) (B% 0 )
Ly (sitray ("E), 9
ENS,(S;(r,q)) ("E), 10
Ls("E), 10
P("E;X), 5
P("E), 5
P sitray ("E3 X), 7
Ploimis.a)) ("E; X), 7
Pri sty ("E)5 9
Py ("E), 10
Coy O

Conjuntos limitados de

k

Exp(sam(r;q)),O,A (E>7 57
k

Emp(s,m(r;q)),A (E)a 53

k
Expy (o rap0.a (E): 57
k
Expy wira.a (E): 53
Espacos
DF, 11

de Fréchet, 12

Familia fundamental de subconjuntos limi-

tados, 11

Funcao

inteira (s, m (r; ¢))- somante de ordem k
e tipo estritamente menor que A,
23

inteira (s,m (r;q))- somante de ordem

k e tipo menor ou igual a A, 23

128

inteira (s;(r,q))- quase-nuclear de or-

dem k e tipo menor ou igual a A,
23

inteira (s;(r,¢))- quase-nuclear de or-
dem £k e tipo estritamente menor
que A, 23

inteira de tipo exponencial (s, m (7; q))-
somante estritamente menor que A,
17

inteira de tipo exponencial (s;(r,q))-
quase-nuclear estritamente menor
que A, 17

inteira de tipo exponencial (s, m (r; q))-
somante menor ou igual a A, 17

 (r,q))-

quase-nuclear menor ou igual a A,

17

inteiras de tipo exponencial (s

Funcional de tipo zero, 89

Limite indutivo, 11

Limite projetivo, 11

Operador de convolugao

de tipo zero, 98

k
em Erpy (5:(r)),0,A
(

(rq)),A
(r,9)),0,A
(

(r9)),A

em E:cpN (o
em ExpN (s

E) 68

em E:L‘pN G

Polinémio

(s; (r,q))-nuclear, 7
(p;m (s, q))-somante em 0, 7

(s; (r,q))-quase-nuclear, 9

Produto de convolucao



de T por 15, 86, 99
entre T e f, 76, 79, 91

Propriedade da aproximacao A-limitada, 8
Seqiiéncia misto (s, q)-somavel, 6

Teorema

de aproximacao de solugoes para equagoes
de convolucao, 118, 119

de divisao, 103, 110

de divisao da transformada de Fourier-
Borel, 114, 116

de dualidade, 10

de existéncia de solugoes para equacoes
de convolugao, 123

do isomorfismo algébrico da transfor-
mada de Fourier-Borel, 38, 44, 49

do isomorfismo topolédgico da transfor-
mada de Fourier-Borel, 59, 62

Transformada de Fourier-Borel, 37, 48

129



