UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacdo Cientifica

JUAN CARLOS MANZUR VILLA

A Abordagem de Nyman-Beurling para a
Hipotese de Riemann

Campinas
2018



Juan Carlos Manzur Villa

A Abordagem de Nyman-Beurling para a Hipodtese de
Riemann

Dissertacao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obtengao
do titulo de Mestre em Matemaética.

Orientador: Sahibzada Waleed Noor

Este exemplar corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pelo
aluno Juan Carlos Manzur Villa e ori-
entada pelo Prof. Dr. Sahibzada Wa-
leed Noor.

Campinas

2018



Agéncia(s) de fomento e n%(s) de processo(s): CAPES

Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Manzur Villa, Juan Carlos, 1993-
M319a A abordagem de Nyman-Beurling para a hip6tese de Riemann / Juan
Carlos Manzur Villa. — Campinas, SP : [s.n.], 2018.

Orientador: Sahibzada Waleed Noor.
Dissertagéo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Riemann, Hipétese de. 2. Hardy, Espacos de. 3. Analise funcional. I.
Noor, Sahibzada Waleed, 1984-. Il. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. lll. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: The Nyman-Beurling approach to the Riemann hypothesis
Palavras-chave em inglés:

Riemann hypothesis

Hardy spaces

Functional analysis

Area de concentracdo: Matematica
Titulacao: Mestre em Matematica

Banca examinadora:

Sahibzada Waleed Noor [Orientador]
Dimitar Kolev Dimitrov

Douglas Duarte Novaes

Data de defesa: 23-02-2018

Programa de Pés-Graduacao: Matematica



Dissertacio de Mestrado defendida em 23 de fevereiro de 2018 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). SAHIBZADA WALEED NOOR

Prof(a). Dr(a). DIMITAR KOLEV DIMITROV

Prof(a). Dr(a). DOUGLAS DUARTE NOVAES

As respectivas assinaturas dos membros encontram-se na Ata de defesa



Aos meus pais, Genis e Juan, e aos meus irmaos, Riguel e Jeffrey...



Agradecimentos

Agradeco principalmente aos meus pais e a minha familia, pela forca nos
momentos de dificuldade e, apesar da distancia, pelo apoio incondicional, em especial a
minha mae, por sempre priorizar meus estudos e me proporcionar a educacao que hoje

tenho.

Ao meu orientador Waleed, pela paciéncia, seus conselhos e sua constante ajuda
para a terminagao deste trabalho; também por sua humildade e simplicidade, razao pela

qual estou orgulhoso de ter sido orientado por ele.

Ao professor Boris, meu orientador na graduacao, por me ensinar sempre e me

tornar um melhor estudante.

Aos meus amigos, Fabian e Gustavo, e aos meus colegas do IMECC, que sao

muitos, pelos momentos de diversao e fraternidade.

Finalmente, agradeco a CAPES por ter-me financiado durante os 24 meses e

ao IMECC por ter-me aceitado como aluno regular do mestrado.



Resumo

A hipotese de Riemann é considerada o mais importante problema aberto da matematica
pura, o qual afirma que os zeros nao triviais da funcao zeta de Riemann estao localizados
sobre a “linha critica”. Esse problema tem sido estudado por aproximadamente um século e
meio, mas ainda nao se tem nenhuma prova para ela. O objetivo principal desta dissertacao
é apresentar reformulagoes em alguns espacgos de Hilbert desta conjectura, principalmente o
Teorema de Nyman-Beurling e seu respectivo refinamento feito por Baez-Duarte. Também

serao apresentadas algumas outras equivaléncias recentes da hipétese de Riemann.

Palavras-chave: Hipétese de Riemann; espacos de Hardy; conjunto total.



Abstract

The Riemann hypothesis is considered the most important open problem of pure mathe-
matics, which states that the non-trivial zeros of the Riemann zeta function lie on the
“critical line”. This problem has been studied for about a century and a half, but there
is still no proof for it. The main purpose of this thesis is to present some Hilbert space
reformulations of this conjecture, mainly the Nyman-Beurling Theorem and its respective

refinement by Baez-Duarte. Some other recent equivalences of the Riemann hypothesis

will also be presented.

Keywords: Riemann hypothesis; Hardy spaces; total set.
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Introducao

A hipétese de Riemann é uma conjectura matematica, a qual foi publicada pela
primeira vez em 1859 pelo matemético Bernhard Riemann. Essa conjectura é considerada
o mais importante problema aberto da matematica pura: tal conjectura afirma que os
zeros da funcao zeta de Riemann no plano complexo que tém parte real entre 0 e 1 estao
localizados sobre a “linha critica” Re(s)=1/2. Este problema é atualmente considerado um
dos problemas do milénio. Sua importancia reside nas inimeras aplica¢oes e implicagoes
tanto na fisica como matemaética, em especial, nas teorias de informacao e seguranca,

principalmente como transagoes bancarias e servigos de internet.

Em 1950, Bertil Nyman introduziu em sua tese de doutorado, [11], uma formu-
lagao da hipdtese de Riemann equivalente a densidade do espaco gerado por uma familia
de fungdes, {fy : 0 < A < 1}, em L*((0,1]). Cinco anos depois, no artigo [7], Arne Beurling
faz uma generalizacio do Teorema de Nyman, onde, além de generalizar o espaco L*((0, 1])
para os espagos LP((0,1]), 1 < p < oo, adiciona outra equivaléncia que formula que a
hipétese de Riemann é equivalente ao fato que a fungao constante igual 1 no intervalo (0, 1]
esteja no fecho do espago gerado pela familia antes mencionada. Essas trés equivaléncias

sao conhecidas hoje como o critério de Nyman-Beurling para a hipotese de Riemann.

Nesse contexto, no ano 2003, Luis Baez-Duarte no artigo [2], faz um refinamento
do critério de Nyman-Beurling: reduz o critério a um problema relacionado com um conjunto
enumeravel, isto é, afirma e demonstra que a hipétese de Riemann é equivalente a garantir

a densidade de um subconjunto enumeravel do espaco gerado por {fy : 0 < A < 1}.

O objetivo desta dissertacdo é mostrar esses resultados em termos dos espagos
de Hardy H*(C, /2), além de mostrar algumas outras equivaléncias recentes da hipétese de
Riemann, [3] e [16].

O trabalho sera dividido em trés capitulos: iniciamos o capitulo 1 apresentando
conceitos referentes a funcao zeta de Riemann e sua respectiva continuagao analitica.
Introduziremos também o espago de Hardy no disco; além disso, apresentaremos alguns
conceitos e resultados basicos correspondentes a teoria analitica de nimeros e a teoria da

medida.

No capitulo 2, na primeira secao, estudaremos os espagos H Q(Cl /2), dando
caracterizagoes e propriedades importantes destes espacos. Para a segunda se¢cdo mos-
traremos reformulacdes da hipdtese de Riemann relacionadas com os espagos H*(C, /2),
introduzindo o ja mencionado critério de Nyman-Beurling. A referéncia para este capitulo

serd o artigo [3].
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Finalmente, no capitulo 3, daremos algumas outras reformulac¢des da hipotese
de Riemann como, por exemplo, o ja mencionado Teorema de Baez-Duarte que refina o
critério de Nyman-Beurling; também a aquivaléncia introduzida no artigo [16] referente
aos coeficientes de umas certas projecoes ortogonais num espago de Hilbert, a qual surgiu

de uma pergunta feita no artigo [4]. As referéncias para este capitulo serao [3] e [16].
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1 Preliminares

Neste capitulo serao dados todos os conceitos necessarios para o desenvolvimento
desta dissertacao. Comecgaremos introduzindo as fungdes gamma, zeta e xi no semiplano
Re(s) > 1, logo estenderemos as fungoes gamma e xi como fungées meromorfas no plano
complexo e, dai, estender também a funcao zeta de Riemann como fun¢ao meromorfa. Num
segundo lugar exporemos a hipdtese de Riemann e alguns resultados relacionados com a
mesma. Introduziremos também o espaco de Hardy no disco e, finalmente, introduziremos
algumas outras propriedades sobre os espaco L? e a transformada de Fourier que serao

uteis ao decorrer deste trabalho.

As demostragoes dos resultados abordados neste capitulo serdo, em sua totali-
dade, omitidas. Para mais informagoes sobre esses tépicos, consulte [1], [6], [8], [9], [10],
12], [13), [14] e [13],

1.1 A funcao zeta de Riemann

Nesta se¢ao introduziremos a funcao zeta de Riemann e sua respectiva extensao
como fung¢ao meromorfa no plano complexo. Também algumas propriedades que satisfaz

esta funcao.

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [12].

Definig¢ao 1.1. Dada uma sequéncia {wy}re, de nimeros complexos diferentes de zero,
[e.9]

dizemos que H WE CONVETGE Q P e escrevemos
k=1

Hwk =P
k=1

se {[] we} — P quando n — oo e P € diferente de 0.
k=1

Se um numero finito de wy’s sdo zero, dizemos que o produto converge a 0 se
existe N € N tal que wy, # 0 para todo k > N e

o0

I w

k=N
converge como se definiu acima.

Definicao 1.2. Para s > 0, a fungdo gamma € definida por

[(s) = /OOO et 1dt. (1.1)
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Proposicao 1.1. A funcdio gamma se estende a uma funcao analitica no semiplano

Re(s) > 0, e ainda vem dada pela formula integral (1.1).
Lema 1.1. Se Re(s) > 0, entdo
[(s+1) =sI(s).
Em particular T'(n + 1) = n! paran =0,1,2,....
A funcao gamma pode ser estendida analiticamente a uma fungdo meromorfa
no plano complexo, conforme o teorema a seguir.

Teorema 1.1. A fungao I'(s) inicialmente definida para Re(s) > 0 tem uma continuagdo
analitica a uma funcdo meromorfa em C cujas unicas singularidades sao polos simples nos

inteiros ndao positivos s = 0,—1,.... O residuo de ' em s = —n é (—1)"/n!.

Teorema 1.2. A funcio I' tem a sequinte propriedade: 1/T'(s) é uma fungao inteira de s

com zeros simples em s =0,—1,—2,... e ndao se anula em nenhum outro lugar.

Definigao 1.3. A funcao zeta de Riemann é inicialmente definida para nimeros reais

s > 1 pela série convergente
¢(s) =2~

e
n:ln

Como no caso da funcao gamma, a funcao zeta de Riemann também pode ser
estendida analiticamente a uma fung¢ao meromorfa no plano complexo. Primeiramente

estende-se ¢ a um semiplano de C e em seguida se faz para todo o plano.

Proposicao 1.2. A série que define ((s) converge sempre que Re(s) > 1, e a fungio ¢ €

holomorfa neste semiplano.

A partir da fun¢ao zeta de Riemann podemos definir uma nova func¢ao que vai

nos permitir estender a fungdo zeta de Riemann.
Definigao 1.4. A fun¢do Xi € definida inicialmente para Re(s) > 1, é dada por
E(s) =72 D(s/2)¢(s).

Teorema 1.3. A fungdio & é holomorfa para Re(s) > 1 e tem uma continuagio em todo C

como uma funcao meromorfa com unicos polos simples em s =0 e s = 1. Mais ainda,
£(s) =¢(1—s), para todo s € C.
Observagao 1.1. A partir da Defini¢io 1.4 temos que, para Re(s) > 1,

s :71_3/2 g(S)
=T sy
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Como 1/T'(s/2) € uma fungdo inteira com zeros simples em 0, —2,—4 ..., e £ tem continu-
agcao como fungao meromorfa para todo C, seque que ¢ tem continuacao meromorfa para
todo C, cuja unica singularidade € o polo simples em s = 1, pois o polo simples de & em
s =0 ¢é cancelado pelo zero simples de I' em s = 0. Seque também que ( se anula em todos
0s inteiros pares negativos, —2, —4, —6, ... ; além disso, esses serao os unicos zeros fora da

faiza 0 < Re(s) < 1. Tudo isto vem resumido nos sequintes teoremas.

Teorema 1.4. A funcao zeta de Riemann tem uma continuacao meromorfa em todo o

plano complexo, cuja unica singularidade é um polo simples em s = 1.

Teorema 1.5. Os tunicos zeros de C fora da faiza 0 < Re(s) < 1 sdo os inteiros pares

negativos, —2,—4,—6....

Teorema 1.6. A funcgio zeta de Riemann nao tem zeros sobre a linha Re(s) = 1.

Os zeros de ( fora da faixa 0 < Re(s) < 1 sdo chamados de zeros triviais.

1.2 A hipétese de Riemann e algumas outras propriedades

Nesta se¢ao apresentaremos uma conjectura relacionada aos zeros da funcgao zeta
de Riemann, conhecida como a hipotese de Riemann. Apresentaremos também algumas
propriedades da funcao zeta de Riemann sob a validade desta conjectura. Além disso,

alguns outros resultados sobre analise complexa serao introduzidos.

Comecamos denotando o espago C,, o € R, como sendo o semiplano
Co={s=o0o+it:o0>a,—00<t<oo}.
O conjunto {s =0 +it:0=1/2,—00 <t < 0o} serd chamado de linha critica.

Note que, a partir do fato que
£(s) =¢&(1—s),Vs € C,

segue que os zeros de ¢ na faixa 0 < Re(s) < 1 s@o simétricos com respeito a linha critica.
Além disso, como ¢ nao tem zeros na linha Re(s) = 1, segue que ndo tem zeros na linha
Re(s) = 0.

A hipétese de Riemann dé uma condigao mais forte ainda.

Conjectura. (Hipétese de Riemann) Os zeros nao triviais da fungao zeta

de Riemann estdo sobre a linha critica.

A hipétese de Riemann é equivalente a dizer, pela simetria antes mencionada,
que ¢ nao tem zeros no conjunto C, /. Por essa razao, nosso interesse residira sobre o

semiplano Cy ;.
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Vamos dar algumas estimativas que sao satisfeitas pela fungao zeta de Riemann.

Teorema 1.7. ([15], p. 108 e 337) A funcio zeta de Riemann satisfaz as sequintes

propriedades:

i) (s) = O(|s|"/®log|s]), s € Cya, |s| = 0.
it) Assumindo a hipétese de Riemann, dado € > 0,

¢(s) = O(]s|), quando |s| = oo uniformemente para s € C;,.

Introduzimos agora a funcao de Mobius, bem como algumas de suas proprieda-

des e estimativas que tém a ver com ela.

k
Definicao 1.5. Dadon =1 oun = Hp?j € N, com p; primo e a; € N, definimos
j=1
w:N—={-1,0,1} por

1, sen=1

p(n) =< (=1)*, sea; =1 para todo j

0, sea; > 1 para algum j.
Esta fungdo é chamada de fungdo de Mobius.

Teorema 1.8. ([1], p. 66) Para x > 1,

> ) [£] =1,

n<x

onde |x| denota a parte inteira de x.

No seguinte teorema introduzimos a série de Dirichlet para 1/((s).

Teorema 1.9. ([15], p. 369) A série

o H(0)
Z ls

=1

¢ convergente, e sua soma € 1/((s), para cada s com o > 1. Mais ainda, sob a hipdtese de

Riemann a convergéncia seque sendo vdlida para o semiplano Cy .

Lema 1.2. ([15], p. 837) Sob as condi¢oes da hipétese de Riemann, dado € > 0, existe

uma constante positiva ¢ = c(e) tal que
C(s)| ™ < cltl",

para s € Cyjy e |t| > 1.
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O seguinte lema, cuja demostracao sera omitida, pode ser encontrada em [4].

Lema 1.3. Seja 1/2 < a < 1,0 >0 ee > 0. Se ((s) nao se anula no semiplano C,,
entdo para L > 2 ea+ 6 < o <1 temos que

DI = C(8) ™+ O (L1 [2])).

I=1
Observacao 1.2. Note que, sob as condicoes da hipotese de Riemann, utilizando os dois
lemas anteriores, existem costantes Kse >0 e Cse > 0 tais que

L

>onDi

=1

<|C(8)|TH A+ K5, (L7031 + [t]))

< Coe([t+ (1 + [£))
< Coe((L 4"+ (1 + [2])°)
< 2C5.(1 + [t])5,

para 1/24+0 < o <1 e |t| > 1. Também, para |t| < 1, pela compacidade do conjunto
{1/2+0 <o < 1,|t| < 1}, existe uma constante K tal que

L

> o

=1

<[C() " + Oas (L (1 + [8))

< K+ Ops (L1 4 [t)°)
< Ks (14 (1+t])9)
< 2K5’E(1 + |t|)e.

Entao existe uma constante Ks. tal que, para todo t,

L

>l

=1

< Kso(1+ |t])e.

Nessas condigoes, introduzimos o seguinte lema.

Lema 1.4. Se a hipdtese de Riemann é verdadeira, entdo para cada € > 0 e cada § > 0,
L
temos que > p(1)l™* = O((|t| + 1)) uniformemente para L =1,2,3... e uniformemente

=1
para 1/2 + 6 < o < 1. (Portanto as constantes dependem somente de € € § ).

Introduzimos agora alguns teoremas que serao uteis mais para frente.
Teorema 1.10. (Férmula de Stirling). ([10], p. 423) Para |s| — oo,
I(s) ~ s 12e7/2r,

isto é, o quociente do fator da esquerda com o fator da direita se aproxima a 1 quando

|s| = 0.
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Em seguida, veremos que a Fatoracao de Hadarmard da uma férmula explicita

da fungao inteira £(s) := 53(1 — 5)&(s) em termos do seus zeros (que SA0 08 MESMOS Zeros

de (). E claro que E ¢ uma funcao inteira pois os tnicos polos simples de £ em s =0 e

s = 1 s@o cancelados pelos zeros do primeiro fator nesses pontos (Teorema 1.3).

Teorema 1.11. (Fatorag¢io de Hadamard). ([8], p. 47) A fungio € pode ser expandida

como o produto infinito

onde p sao os zeros da fun¢ao 5, e o produto infinito é tomado com o ordem tal que p e

1 — p estao agrupados conjuntamente.

Teorema 1.12. ([12], p. 53) Se (f,) € uma sequéncia de fungoes holomorfas definidas
num aberto € de C que convergem uniformemente a f em cada subconjunto compacto de

Q, entao f é holomorfa em ).

Teorema 1.13. (/12], p. 56) Seja F(s,t) definida para (s,t) € Q x [0,1], onde Q é um

aberto de C. Suponhamos que F satisfaz as sequintes propriedades:

i) F(s,t) é holomorfa em s para cada t € [0,1].

it) F é continua em § x [0, 1].

Entdo a funcao f definida em € como

¢ holomorfa.

1.3 O espaco de Hardy no disco

Nesta secao apresentaremos o espago Hardy no disco e alguns resultados basicos
referentes a eles.

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [9].

Seja
D={zeC:|z| <1}.

Definimos o espaco H*(ID) como o espaco das funcdes definidas em ID que tém representaco

em série de poténcia com coeficientes quadrado-somavel. Isto é,

HQ(D)—{f:D%(C:f(z)—ianz" e i\an|2<oo}.
n=0 n=0
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Nao ¢ dificil verificar que se f estd em H?*(D), entdo f é analitica em D. De fato, como

(a,) é limitada, existe K > 0 tal que |a,| < K, para todo n; logo, para |z| < 1, tem-se que

oo oo
D anzy] < KD 20" < o0,
n=0

n=0

onde a ultima somatoéria converge pois é a série geométrica. Pode-se definir também em

H?*(D) um produto interno dado por

<f7 g> = Z anau
n=0
para

f(z) = i az" e g(z) = i bp2".
n=0 n=0

O seguinte teorema fala que toda funcdo em H?(D) pode ser estendida para

quase todos os pontos na fronteira.

Teorema 1.14. Se f € H*(D), entio lim f(re'®) = f(e), para quase todo 0, onde

r—1—
S
f(6i0> — Z anez’nG'
n=0

Definig¢ao 1.6. Para 0 <r <1 ef € [—m,m), o nicleo de Poisson é definido por

i0 2
PT(Q)—R6<1+T6> 1—7r

l—re?) 1-— 2r cos(0) 4+ r?’
Teorema 1.15. (Férmula Integral de Poisson). Se f € H*(D) e re" € D, entdo
. 1 T o
flret) = 5 / F(e®YPo(t — 6) db.
T J—m

Observacao 1.3. Para z € D, definimos

P.(0) = Re <GZ+Z>

e —z

Fazendo z = re', temos que

e + rett 1 + reit=9

Entdao, em termos desta notagdo, pela formula integral de Poisson, seque que

P.(0) = Re (

6i0 — rett

1
27

1) = 5= [ FeP.(6) do.
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1.4 Alguns resultados de andlise real

Introduzimos aqui alguns resultados basicos da analise real e dos espagos L”.
Os seguintes resultados podem ser encontrados em [6], [13] e [14].

Seja X um conjunto, X uma o-algebra de subconjuntos de X e p uma medida

definida em X. Denotamos (X, X, 1) um espago de medida.

Defini¢ao 1.7. (Espagos L”). Seja (X, X, u) um espago de medida e 1 < p < oco. O

espago LP := LP(X, X, ) € definido como o espago das fungoes mensurdveis tais que

5l = ([ 1 an)” < o

Teorema 1.16. (Lema de Fatou). Seja (X, X, ) um espago de medida e (f,) uma
sequéncia de fungoes mensurdveis nao negativas a qual converge quase-sempre a uma

funcao mensurdvel f. Entao

/f dp < liminf/fn dp.

Teorema 1.17. (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (X, X, 1) um espago
de medida e (f,,) uma sequéncia de fungoes integraveis a qual converge quase-sempre a uma
fungao mensurdvel f de valores reais. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,| < g,

para todo n, entao f € integravel e

/fdu:hm/fndu.

Teorema 1.18. (Desigualdade de Hélder). Seja (X, X, u) um espago de medida e
sejam f € LP(X,X,u) e g € LYX,X,u), onde p > 1 e (1/p) + (1/q) = 1. Entdo
foe LN(X, X, p) e

1Fglls < A flpllglly:

Teorema 1.19. (Teorema de Fubini). Sejam (X, X, pn) e (Y, Y,v) espacos de medida
o-finitos e seja m a medida em Z = X X Y dada pelo produto de e v. Se a fungdo F' de

Z=XxY alR éintegravel com respeito a 7, entao

/X{/YF du} du= [ F dﬂ:/Y{/XF dﬂ} i

Introduziremos agora a transformada de Fourier e estudaremos o Teorema de

Plancherel que d4 uma caracterizacao para esta transformada.

Definigao 1.8. (Espacgo de Schwartz). O espaco de Schwartz em R é definido como o
conjunto das fungoes f: R — C, f € C*(R), tais que

sup{|z|*|fV(2)|} < co, para cada k1> 0.
z€R

Denotamos este espago por S(R).
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Definigao 1.9. (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier é uma trans-
formagao linear F : S(R) — S(R) definida por

FO© = [ fla)edr. (12)
A demonstragaode que, de fato, F(f) € S(R), pode ser encontrada em [14]
pag. 137.

Lema 1.5. (/13], p. 209) O espago S(R) é denso em L*(—o0,00). Isto ¢, dado f €

L*(—00,00), existe uma sequéncia (f,) C S(R) tal que
I fo — fllz2 = 0, quando n — oo.

Teorema 1.20. (Teorema de Plancherel). ([14], p. 143) Se f € S(R), entdo ||F(f)|2 =

Il f |2, isto é,
/ ‘/ f(:v)e_%ixgdx

Introduzimos agora a caracterizacao mais importante relacionada com a trans-

2 %)
as= [ |f@)Pdr.

formada de Fourier.

Teorema 1.21. ([15], p. 208 e 212) A transformada de Fourier F, inicialmente definida

para S(R), tem wma tnica extensio para L*(—o00,00) tal que

i) Se f € L*(—o0,00) N L*(—00,00), entio F(f) ainda vem dada por (1.2).

i) Para cada f € L*(~o00,00), [F(f)ll2 = IIfl2-

Tendo em conta esses resultado vamos mostrar uma observagao que sera tutil

mais & frente.

Observacao 1.4. Dado f € L*((0,1],dx/z), seque que

oo | rl , 2 1 d
21%/_00 /0 Fla)a e dt:/o |f(x)|2%. (1.3)

Também, dado f € L*((0,1],dx), seque que
1 /00
21 J -0

Para mostrar (1.3), consideremos f € L*((0,1],dx/x) como sendo uma fungdo definida em

/ ' H(@)at 2 da Cdt = /0 Y ()2 (1.4)

0

(0,00) tal que f(z) =0 para x € (1,00). Com a mudanga de varidveis v = e~ " temos que
1 , o0 ,
/ f(x)z" tdr = / f(z)z"tdax
0 0
_ / f(e—u)e—u(it—l)e—udu

_ LOO Fle")e "t du
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Entao, utilizando o Teorema de Plancherel, temos que

2

/_o:o /01 f(z)z" da 2 dt = /O:O ’/O:O fle e tdu| dt
= 47 /o:o ’/Z fle #™)e 2™t dy 2 dt
= 472 /_O; ’f(e_Q’”‘) * du
——2ﬂl/j:‘f(e“)2du

QdCC'

—on [ 1(x)

g
A dltima igualdade é devida a mudanca de varidvel x = e~ . Concluimos entdo que
1 oo
5/

Para mostrar (1.4), seja f € L*((0,1],dx). Consideremos a funcio g(z) = z'/%f(x), a qual

1 ] 2 1 dx
| f@at e dt = [P

pertence a L*((0,1],dz/x), pois

1 dx 1 dz 1
AwwﬁgzéﬂmW?:AUWWm<m
Entao, por (1.3),
1 00
N

/01 g(x)z"*du 2dt = /01 |g(x)|2d; — /01 | f ()| 2dz.

E, note que,

2 2

1 .
/ml/Qf(x)th_ldx dt

0

/1 f(x)xit_lﬂd:v

0

1 o)
ﬁ:—/

27 —00

_ 1 / >

N 2T —00

1 )
/ g(x)x" dx
0

1 /00
27T —00

2
dt.

Seque entdo que

[ t@a2aal dt = [ (@),
0 0

1 /00
27T —00

Definicao 1.10. A transformada

M) = [ fayadr

com M : (L*(0,1],dx/z) — L*(R) é chamada de Transformada de Mellin. A qual ¢,

por (1.3), uma isometria.

Veremos outra forma da transformada de Mellin no capitulo 2.
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2 A Abordagem de Nyman-Beurling

Iniciaremos este capitulo introduzindo as definigoes dos espagos H?(C,). Em
particular, H?*(C, /2), que € o espaco de nosso interesse. Também daremos uma caracte-
rizagao importante relacionada com a norma desse espago. Na segunda se¢ao veremos
a reformulagao do Teorema de Nyman-Beurling e Baez-Duarte feita para os espacos de

Hardy. Finalmente mostraremos o Teorema original de Nyman-Beurling.

Lembramos que um conjunto A de vetores num espaco de Hilbert H é dito

Total se o conjunto de todas as combinacoes lineares finitas de elementos de A é denso

em H.

2.1 O espago de Hardy no semiplano C, s

Neste capitulo apresentaremos o espaco de Hardy no semiplano. Traslada-
remos algumas propriedades do espaco de Hardy do disco; além disso, algumas outras

caracterizagoes sobre estes espagos serao apresentados.

Neste capitulo vamos continuar trabalhando sobre o semiplano C,. Seja F' é

uma funcao analitica sobre C,. Dizemos que F' estda em H?(C,), se a norma L

o0
/ |F(z + it) Pdt
—o0
esta limitada para x > «. Para nosso propésito, iremos considerar somente o caso p = 2.

Definicdo 2.1. O espago de Hardy, denotado por H*(C,), é definido como o espago das

funcoes analiticas F' em C, tais que

1 o0
sup—/ |F(z + it)|*dt < oo.
z>a 2T J—oo

A norma do espago € dada por

1 o)
|2 = supo— [~ |F(a+ i)l

A partir da definicdo, é claro que F' € H*(C,), implica que a funcio F,(t) =

F(z +it) estd em L*(—o0,00), para cada > a.

Introduzimos também as seguintes duas definigoes.

Definigao 2.2. O espaco H*(C,) € definido sendo o espago das fungoes analiticas e

limitadas no semiplano C,. A norma do espaco € dada por

[flloe = sup{f(s) : s € Ca}.
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Definicao 2.3. Uma fungio ¢ € H*(C,9) satisfazendo |¢(s)| =1 para s na linha critica

¢ chamada de funcgdo interna.

O seguinte teorema, cuja demonstracao sera omitida, pode ser encontrada em
(9], p. 127).

Teorema 2.1. Seja F uma fung¢io em H*(Cy) e G a fungdo no disco unitdrio definida

G(z):F(1+Z).

1—2

por

Entio G estd em H*(D).

Um dos objetivos desta secdo serd o de caracterizar a norma do espaco H?(C, /2).

Para isso, vamos ver a seguinte observagoes.
Consideremos o mapa conforme

_w—l
w+1’

o qual leva o semiplano Re(w)>0 sobre o disco unitério |z| < 1. Na fronteira esse mapa

age como

e = - .
it+1

Dai, é facil deduzir que

1do 1 1

B A . 2.1
2r dt w1+ 2 (2.1)

Agora vamos levar a Férmula de Poisson do disco ao semiplano Cy. Com a notagao

introduzida na Observagao (1.3), o niicleo de Poisson para um ponto z no disco é

P.(0) = Re (61:9“).

et — 2
Como
' ww—1 w-1
eze—l—z_ it+1+w+1 _itw —1
e —z it—=1 w—1" jt —q’
t+1 w+1

segue que o nicleo de Poisson para o ponto w no semiplano Cy vem dado por

itw — 1 B 3;(1 _|_t2)
R6<it—w)_$2+(y_t)2’ (2.2)

onde w = x + 1y.

Teorema 2.2. Seja F uma funcio em H*(Cy). Entdo:
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(i) F tem limites ndo tangenciais em quase todo ponto no eixo imagindrio.

(ii) Os valores de F na fronteira estio em L*(—00,00) e

. 1 oo T

- (= t)th’ x>0,

onde
F* (it) = lim F(z + it).

z—0t

(7ii) As normas || F.||2 estdo limitadas para x > 0. De fato, || Fy||2 é uma fung¢do decrescente

para x > 0.

(iv) As fungoes F, convergem na norma de L*(—o0,00) a F* quando x — 0.

Demonstragio. Seja G a fungao definida no disco unitario como

1+z>

G<Z):F<1—z

Pelo teorema anterior, G estd em H*(D). Entdo G tem limites ndo tangenciais em quase
1+z2
. 7z . . . 3 7’ . / . . ~ _ Z . .
unitario no eixo imaginario, segue que F' tem também limites nao tangenciais em quase

leva o circulo

todo ponto do circulo unitario; como a aplicacao conforme w =

todo ponto do eixo imaginario. Além disso, usando a Observacao (1.3), a Fomula Integral

de Poisson de G vem dada por

1

G(z) = oy

[ " G(?)P.(0)do.

Entao, com as notagoes introduzidas nas observagoes anteriores e de (2.1) e (2.2), segue

que

Fo+iy) = F(w) = F G = i) —G(z) = ;ﬂ [ Gy p.o)is

xr
— 5 dt, ©>0.
/ +(y — 1)

Queremos ver agora que || F,|l2 é uma fungao decrescente para x > 0 e F™(it) estd em

L*(—00,0). De fato, notemos o seguinte:

|F(z +iy)| =

IN
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Nas duas ultimas linhas estamos aplicando a Desigualdade de Holder e a identidade

/Oo L P
N )

Da desigualdade anterior, segue que
1 e}
F ' 2<—/ F*(it)|* —————dt.
Fa+iP < — [ PP —5——
Utilizando o Teorema de Fubini,

/O:OIF(w+iy)l2dy< / / |F*ut|2 ( )dtdy

SR

:/ \F*(it)[2dt, = > 0.
Assim,

/°° \F(z + iy)|?dy < /°° \F*(it)2dt, z> 0. (2.3)

Sejam xy > x1 > 0. Definamos
h(e+iy) = F(z1 +e+iy), €>0.
E claro que h € H*(Cy) e
h*(iy) = lim h(e +iy) = lim F(x; + e+ iy) = F(x1 + iy).
e—0t e—0t
Entao, para € = xo — x1, utilizando (2.3) temos que

| AP @t iy = [ |+ e+ iy) Py

—/ h(e +dy)[*dy
< [ wlPay = [ PG+ )Py,

Concluimos entao que || F,||2 define uma func¢do decrescente para z > 0. Utilizando esse
fato em conjunto com o Lema de Fatou e F' € H?(Cy) se pode ver também que F* esta
em L?. De fato,

/OO |F*(iy)|*dy < ligcnjélf /oo |F(z + iy)|*dy = sup - |F(x + iy)|*dy < oo.

>0 J—

Isto mostra os items (i), (i), (iii). Para o item (iv), note que, por (2.3),

o0

lim sup |F(z + iy)|*dy < /OO |F*(iy) [Pdy.

z—0 —00
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Ja vimos também que
/ |F*(iy)|*dy < lim %lf/ |F(x + iy)|*dy.
S T— —00

Assim,

o0

lim [ [P+ iy)dy = [ | (y)Pdy.

z—0 /o —

Observagao 2.1. Note que, dada F em H*(Cy),
17 = sup o [~ P+ it) Pt = sup | 3
2>0 27 J—o0o >0 27 w2

pelo item (iii) e (iv) do teorema anterior, seque que
1|2 = lim — | B, 12 = lim 1/“ Pz +it)[2dt — — /°° |F* (it)[2 dt
2=0 21 12T 250 91 J oo 21 J o ’

Tendo em conta este fato e que a aplicagio de H*(Cy) a H*(Cys2) dada por
F(w) — F(w —1/2), define um isomorfismo isométrico, seque que, para F € H*(Cy),

1

1F|? = %/w |F* (1/2 + it)| dt.

Daqui temos que HQ(Cl/g) pode ser identificada (por meio da isometria F' — F*) com
o subespaco de L? sobre a linha critica com respeito d medida de Lebesque escalado pelo

1
tor —.
fator o

2.2 O Teorema de Nyman-Beurling

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Nyman-Beurling que d4 uma refor-
mulagao da hipotese de Riemann. Aqui estudaremos uma demonstracao deste teorema

desde o ponto de vista de espacos de Hardy.
Os resultados desta secao estao baseados no artigo [3].
Comegamos definindo uma familia particular de fungdes em H?(Cy ).

Para cada 0 < \ <1, defina F)\ € HQ(Cl/g) por

F\(s) = (\° — )\)C(SS), s € Cypa.

Note que, de fato, F\ ¢ uma funcao analitica em todo C, /2, pois o polo simples de ¢ em

s =1 é cancelado pelo zero do primeiro fator neste ponto.

Em particular para [ = 1,2,3. .., definimos G; € H*(C,2) por G; = F%; isto &,

Gi(s) = (I — z-l)cfj), s €Cyp
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Também seja
F e HQ(Cl/Q)

definida como .
E(S) = ;, S € Cl/Q.

Observagao 2.2. Vamos mostrar que, de fato, as funcoes F\ e E estdo em H2(<C1/2).

Mais geralmente, vamos ver que as funcoes

1
EC(S) = ;, S € Cl/g,

1
pertencem a Hz((Cl/g), para ¢ > 3 De fato, utilizando a Observagdo 2.1,
/°° dt_/‘” dt_/ldt+/1 dt+/°°dt
o syt e G T e Gy Gy T ey

</ L dt /1 dt Jr/<><>dzf
t2C +t2) 1 tQC‘

Uma vez que 2¢c — 1 > 0 e o intervalo [—1,1] é compacto, concluimos que as integrais

anteriores sao finitas.
Vejamos agora que Fy € H*(Cyj5), 0 < X < 1. Como ((s) = O(]s|"*log|s|),
quando |s| — 00, s € Cy/y (Teorema 1.7), existem constantes A, K > 0 tais que

IC(1/2 +it)] < K|1/2 4 it|Y5log|1/2 4 it|, |t| > A.

Por outro lado, pela regra de L’Hospital, para cada € > 0,

logt
te

quando t — oo.
Entao existe uma nova constante C > 0 tal que
1C(1/2 +it)| < C|1/2 4 it|Y/5F¢, |t > A.
Logo
I WdtSCQ/Aﬁ+/iWHWdt+CQAwm

b = Qe e

FEscolhendo € > 0 tal que 5/6 — € > 1/2, seque que as integrais anteriores sao finitas, pelo

feito ao comego da observacio. Assim, como

C(1/2 +it)]

F\(1/2 +it)] < (A2 £\

seque o resultado.

Vamos mostrar agora dois lemas que vao ser de utilidade no teorema que segue.
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Lema 2.1. Eziste C' > 0 tal que

para todo 0 < € < 1/2.

Demonstragio. Seja € >0 e s = o0+ it € Cy/5. Pelo Teorema 1.10, tem-se que

| () s e o
lim = e lim =1.
|s|]—o00 ‘88_1/26_5\/27T| |s|—o00 |F(8)|
Daqui que as func¢oes anteriores sao limitadas, seja entao K > 0 tal que
T s—1/2 ,—s /9
IC(s)] <K e |5 ¢ Gl <K, seCyp.

|s5=1/2e=5/27r| — IT(s)|

Dessas desigualdades segue que
()
< K2,

s/2—1/2
|(S) e 5/2\/2n

2

s/2+€/2—-1/2 —
(3) e e ()
2 2
Daqui que
‘1“ (s—i—e)‘ s+ €|7/2He/21/2
N2 /I 2] 2 s /2
5 = o/2—
°(3) :
‘ 2 2

Agora, note que, para € < 1/2, |s + €| < |s| + € < 2[s| (pois |s| > 1/2). Logo, para uma

nova constante C' > 0,

<s + e)‘
z < 02‘7/2_1/2|s|6/2;
")
2
em particular para s na linha critica, como o = 1/2, vamos ter
el
2 Il <cps2, 0<e<1/2.

Lema 2.2. Para p € Cy)y fizo, o conjunto

[F € H(Cyp) : F(p) = 0}

¢ fechado em H2(Cl/2).
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Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que o conjunto

A={F € H*Cy): F(p) =0}
é fechado em H?*(Cy). De fato, seja (F,) C A tal que F, = F em H?*(Cy). Vejamos que
Fe A

Pelo Teorema 2.2, fazendo p = x + 1y,

o0 X

Fulp) = Flp) =~ [~ (Fu(it) - F0) gt

Dado que, para cada n € N, F,(p) =0,

1 foe T
Fp)l <= |F.(it) = F(it)| ————dt.
) < [ IR0 = Flol gt
Como
/OO 1 dt < oo
oo (22 + (y — 1)?)? ’

utilizando a Desigualdade de Holder e a Observagao 2.1 temos que

R ([ 1m0 - Finra) </O; e t)?)?dt> :

V2 00 72 1/2
- t) 1R

Segue entdo que F(p) = 0. Assim, A é fechado em H?(Cy). Considerando a aplicacio
F(w) — F(w—1/2) de H*(Cy) a H*(Cy3) (como na Observagio 2.1), ndo é diffcil verificar

que

{F € H*(Cyj2) : F(p) = 0}
é também fechado em H?(C ). O

Em termos da notacao introduzida, a formulagao do Teorema de Nyman-

Beurling-Baez-Duarte para o espaco H*(C, /2) € a seguinte.

Teorema 2.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

i) A hipdtese de Riemann,
it) E pertence ao fecho do espago gerado pelo conjunto {G;:1=1,2,3...}, e

iii) E pertence ao fecho do espaco gerado pelo conjunto {Fy : 0 < A < 1}.
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Demonstragao. (i) = (i7). Vamos supor que a hipétese de Riemann é verdadeira. Para L

inteiro positivo e € > 0, definimos Hy, . € H2((C1/2) como

L
I
Hy. = MZ(E)GZ.

=1

E claro que Hj, . esta no espago gerado por {G;: 1 =1,2,3...}; e, pela definicdo de G|,

Loty & opll —
() = S (lﬂ%g_l_ﬁg), seCTra.

Agora, pelo Teorema 1.7 b) e Lema 1.4 para ¢ = ¢, existe uma constante C, tal que
OISO
‘S| ; [s+¢ Z ll—l—e

=1
(t| + 1)<

[Hpe(s)] <

+

&
<

Ch

1
Pela Observacao 2.2, ¢ claro que —— ¢ quadrado-integravel sobre a linha critica para €
S €

. t+1)° . , )
suficientemente pequeno (e < 1/2). Para ver que % ¢ também quadrado-integravel
sobre a linha critica, basta notar que (|t| + 1)¢ < [¢|° + 1, para € suficientemente pequeno.
Logo fazendo um raciocinio analogo a Observacao 2.2 segue o resultado. Logo as fungoes

Hj, . estao limitadas por uma funcao integravel sobre a linha critica (e fixo).

Agora, pelo Teorema 1.9,
H (s) — H(s), para s na linha critica, quando L — oo,

onde

i) = o <<<s1+e> - c<11+e>> '

Entéao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e a Observagao 2.1, segue que, para cada

e > 0 fixo (suficientemente pequeno),

Hj.— H. nanorma de HQ(Cl/Q) quando L — oo.
Como Hi, . esté no espago gerado por {G; : 1 =1,2,3...}, segue que H, estd no fecho do
espago gerado por {G;:1=1,2,3...}.

Agora, note o seguinte: como ( tem polo em s = 1, entao
1
C(1+e¢)

Sendo assim, exceto no caso em que ((s) = 0, mas tendo em conta que os zeros de uma

— 0, quando € — 0. (2.4)

funcao analitica sao isolados, logo s@o enumeraveis sobre a linha critica, temos que

H.(s) — — = E(s), quase-sempre quando ¢ — 0", para s na linha critica.
s
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Para ver que E estd no fecho do espago gerado por {G;: 1l =1,2,3...}, vamos
mostrar que He, 0 < ¢ < 1/2; é uniformemente limitada pelo médulo de uma funcao
quadrado-integravel sobre a linha critica; dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
vamos ter

H. — FE na norma de HQ(Cl/Q) quando € — 07,

Para isso, considerando a fungao inteira
~ 1 1 .
E(5) = 5505 — DE(s) = 555 — Dm0 (s/2)C(s), (25)

pelo Teorema de Fatoragao de Hadamard (Teorema 1.11) vamos ter

onde o produto é feito sobre os zeros nao triviais p da funcao zeta de Riemann (que sdo os

mesmos da fungao &) tal que p e 1 — p estdao agrupados conjuntamente. Entao

€(s)] =€) TT

L5
p

Agora, sob a hipétese de Riemann, Re(p) = 1/2; entao para cada s € Cy ),

temos que |[p — s| < |(p — €) — s|, o que implica que

P_s S+ €

1—

< ,SGCl/Q,E>O.

p

Multiplicando essa desigualdade sobre todos os p, obtemos que

o~

(s)| < |&(s + )|, s €Ty, €>0.

Entao, tendo em conta isto e (2.5) temos que

¢(s) ok
‘C(s +€) =

(s+e)(l—e—ys)
s(1—s)

‘F((s +6)/2) |
T(s/2)

Como

1_ .
(s+e)l—ec—s) <(1+% 1) — 1, quando |s| = oo,
s(1—s) |s]) \[1—s|

existe ¢ > 0 tal que

¢(s)
S+ €

‘ ‘F((s—f-e)/Q)‘
(s +€) (s/2)
Pelo Lema 2.1, o fator da direita est4 limitado por uma constante vezes |s|*/? para s na

linha critica; entao existe £ > 0 tal que

¢(s)

> < k|2,
‘C(s—i—e) < Klsf
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1
Entao, tendo em conta isto, o fato que ———— é limitada (por (2.4)) e o Teorema 1.7 b,

o
1 1
)<+ ()

segue que existe outra constante k£ > 0 tal que
para cada e suficientemente pequeno e s suficientemente grande na linha critica. Assim,

<)
< 5

|<<sl+e> +|<(11+e>

como 1 —¢/2 > 3/4 (para € < 1/2), entao

2k 2k

< < — —3/4
|HE<S)| — |S|1_§ — |S|3/4 2k|8| ’

’—3/4

para 0 < e < 1/2. Como s + |s ¢ quadrado-integravel (Observagao 2.2) sobre a linha

critica, a implicac¢ao (i) = (i7) fica mostrada.

Do fato que {G;:1=1,2,3...} C{F\:0 <\ <1} aimplicacao (ii) = (i)
é trivial.

Para provar que (iii) = (i) suponhamos que a hipdtese de Riemann é falsa.
Entao existe um zero da funcao zeta p € Cy /5. Como ((p) = 0, entao F)(p) = 0, para todo

0 < X <1, logo o espago gerado por {F) : 0 < A < 1} estd contido no subespaco fechado
de H*(Cyy2), {F € H*(Ciy2) : F(p) = 0} (Lema 2.2). Assim,

E espan{F, : 0 <A <1} C{F € H*(Cy),) : F(p) = 0},

de onde se segue o absurdo

1

- =E(p)=0.

P
m

Observagao 2.3. Como p(l) =0 a menos que | seja livre de quadrados, as fungoes Hp

do teorema anterior estio no espago gerado por {G; : I livre de quadrados}. Entao na

prova se mostra que a hipotese de Riemann implica que E pertence ao fecho do espago

gerado por {Gy : | livre de quadrados} e vice-versa.

Agora, para 0 < A\ < 1, seja fy € L?((0,1]) definida por

() = {i} _ A{;} v e (0,1,

onde {z} é a parte fracionaria de um niimero real z. Seja também 1 € L*((0,1]) a funcdo
constante igual 1, i.e,
1(z) =1, Vz € (0,1].

O objetivo seguinte sera apresentar o Teorema original de Nyman-Beurling;

mas, para isso, precisamos da seguinte observacao.
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Observagao 2.4. Definimos a transformada de Mellin M : L*((0,1]) — H?*(Cy2) como

M(f)(s) = /01 o f(x)dx, se€Q, fe L*(0,1]). (2.6)

Vejamos que, de fato, para cada f € L*((0,1]), M(f) ¢ uma fungio em H*(Cyyp). Primeiro
vejamos que f é analitica: como S(R) é denso em L*(—o0,00) (Lema 1.5), é possivel
encontrar uma sequéncia de fungoes continuas em (0,1] tal que f, — f em L*(0,1]. Entdo,

pelo Teorema 1.13, as fungoes

gn(s) = /01 257 (2)de

s@o holomorfas em Cy/y. Vejamos que (g,) converge a M(f) uniformente sobre cada

subconjunto compacto de §). De fato, seja o > 1/2+6 , com d >0 e s = o +it. Entao

nls) = MU <[ [ 2 (fule) - f<x>>d:c|

([ ) </ o)~ i)
() ([ oy
() ([ - s

Daqui que (g,) converge uniformemente no semiplano o > 1/2 + §. Pelo Teorema 1.12

1/2

M(f)(s) € analitica em Cy 5. Agora, utilizando a Observagio 1.4, note que

2

1
dt

/O; IM(f)(o + it)[2dt = ;ﬂ /°°

1 .
| /Oxaﬂt—lf(x)dx
_ 1 /oo
_27'(' —00
1

1 ) 2
/ 2212 f ()

0

dt

Logo

sup o [ 1Mo+ it) P < L1 < o

o>1/2 27 J-
Portanto, M(f) € HZ(CI/Q). E, pela Observagio 1.4 e 2.1,
IMOP =5 [~ 1M/ + i) Pde = 1513

Assim, M define uma isometria entre L*((0,1]) e H*(Cy ).

Em termos das notagoes introduzidas, o Teorema original de Nyman-Beurling

¢é o seguinte.



Capitulo 2. A Abordagem de Nyman-Beurling 36

Teorema 2.4. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.

i) A hipdtese de Riemann,
ii) 1 pertence ao fecho do espaco em L*((0,1]) gerado pelo conjunto {fy:0 < X < 1},
iii) o conjunto {f\:0 <\ <1} € total em L*((0,1)).

Demonstragdo. Consideremos a transformada de Mellin M : L*((0, 1]) — H?*(C,5) defi-

nida como (2.6), a qual define uma isometria entre esses dois espagos.

Vamos ver agora a relacao entre as fungoes fy e F) por meio da transformada

de Mellin. Mais precisamente vamos mostrar que
M(f)) = —F)\, paracada 0 <\ <1. (2.7)

Para provar isto, comegamos fazendo s = ¢ + it, com ¢ > 1. Entao, lembrando que

{z} = x — |x], onde |x]| é a parte inteira de z, tem-se que

Y 1 1]
/ {} e = )\/ x2dx —/ {J ¥ Y dr
0o |z 0 0o |z
A LIA
= —/ {J ¥ .
s—1 0 |x

Agora, note que
1 A 1 A
/ V\J 25 e = / V\J 5 dx +/ V\J *dr = / V\J =Lz,
0o | 0o |x AT 0o |x

A
< x < —, tem-se que
n

A A A
pois {J =0 para A < x < 1. Entao, como {J =n para
T x n+1

[ L] o= S L e

A/n

_ sfl
—nz::l A dx

/n+1

s k—1 k—1
:SIJLIEO{;nnS—;n(n+1) }
28 k
Sklg&{Znn —;:Qn—l)n }
s k-1
zsl}gglo{l—(k—lk +nZ::2n }
PR
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Logo,

Em particular para A = 1 obtemos

[ ety

Dessas tultimas duas desigualdades segue que

/01 P@)a e = = (A" = ”C(j) =—B)

para s no semiplano {o > 1}. Como ambos lados da equagao sdo fungoes analiticas com
respeito s, a igualdade continua valendo para todo o dominio C, ;.

Tendo em conta esse fato, vamos provar as implicagoes do teorema.

(¢) = (7). Vamos supor que a hip6tese de Riemann é verdadeira. Pelo Teorema
2.3, E = M(1) pertence ao fecho do espago gerado pelo conjunto {Fy = —M(fy) : 0 <
A < 1}. Entao, do fato que

: (2.8)

2

— HM(l) - M(- Zk:&kak)

= Hl = > (—afx)

k

HE — Z akF)\k
k

segue que 1 estd no fecho do espago gerado por {f) : 0 < A < 1}.

(1) = (di7). Suponhamos que 1 pertence ao fecho do espago gerado por

Vv 0< AL TG amando de ao fecho do espago gerado por 1 F) : 0 < A < 1}, tem-se
0<A<1} Ch do de NV ao fecho d d F,:0< )2 <1

que E € N, pela mesma razao de (2.8). Para p € (0,1], seja ©, € H*(C, ) definida por

O,(s) = [, s € Cy /2.

o=

Note que |O,(s)| = |;ﬁ_%| = u%_ = 1, para s na linha critica, logo ©, é uma funcao

interna. Entéo os operadores M, : H*(Cy5) — H*(Cy2) definidos como

M,(G) =06,G, G e H*(Cyp),

com o produto pontual, sao isometrias.

Agora, para 0 < A <1e0< u <1, note que
MM(FA) = ,U_l/z(F/\u - AFM)?

pois

Ou(s)Fa(s) = p 2 (Np* — wpr®) CS) = 1P (Fauls) = AFu(s)),

0 que mostra que
M,(N) C N, para cada p € (0,1].
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Como E € N, segue que M,(E) € N, para cada p € (0,1]. Considerando x, a fungao

caracteristica do intervalo (0, A), note que
Mxx) = )\WM,\(E%

pois
A

M(xy))(s) = /0A 5 N = ; = \2M,(E)(s).

Logo o conjunto {M(x,) : 0 < X\ < 1} estd contido em N, isto é, no fecho do espago gerado
por {Fy = —M(f)) : 0 < A < 1}. Por ser M uma isometria, segue que {x,:0 <\ <1}
estd contido no fecho do espago gerado por {fy : 0 < A < 1} em L*((0,1]). Como
{x»:0 < X< 1} éum conjunto total em L*((0,1]), segue que {fy: 0 < A < 1} é também
total em L?((0,1]). Portanto (ii) = (iii).

(4ii) = (i). Supondo que {fy : 0 < XA < 1} é total em L*((0,1]), é claro entdo
que 1 esta no fecho do espago gerado por {fy : 0 < X < 1}, logo, aplicando M, tem-se que
E pertence ao fecho do espago gerado por {F) : 0 < A < 1}; pelo Teorema 2.3, segue que

a hipotese de Riemann ¢é verdadeira. Portanto (iii) = (7). O
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3 Resultados Adicionais

No capitulo anterior estudamos o Teorema de Nyman-Beurling, o qual é uma
reformulagdo da hipotese de Riemann. Neste capitulo veremos o Teorema de Baez-Duarte,
o qual é um refinamento desse critério. Também veremos alguns resultados recentes

relacionados a hipétese de Riemann.

Os resultados deste capitulo estdo baseados nos artigos [3] e [16].

3.1 O Teorema de Baez-Duarte

Nesta secao veremos o Teorema de Baez-Duarte e um teorema equivalente ao

mes1mo.

Seja V o subespaco fechado de L*((0,1]) constituido das fungdes que sio
constantes quase-sempre em cada intervalo <n+1’ H, n=1,2,.... A propriedade de
V ser fechado vem do fato que convergéncia em L? implica convergéncia pontual quase-
sempre (numa subsequéncia). Daf segue que se f,, — f em L*((0,1]), com f, constante em
cada intervalo (nl’ n]’ entdo f é também constante nesses intervalos. Sendo L*((0, 1])
espaco de Hilbert e V subespaco fechado dele, segue que V é também espaco de Hilbert

em si mesmo.

Paral=1,2,3,..., seja g € L*((0,1]) definida por
1 1 (1

e G 1.

a@) ={-}-7{:}: se@1

E claro que ¢, = fip,paral=1,23....

Note que pela definicao de parte fracionaria tem-se que

a0 =1|3] - |=] e

zl Lz

, 1 1 1 n n+1 -
Note também que para = € (, ], temos que — € [, ) Logo, como nao
n+ln lx [ [
. . . n n+1 1 n , 1
existe inteiro no interior de [, ), segue que {J = {J Também, como LJ =n,
[ [ lx l x
para x € (n 1) obtemos
n n n 1 1 1
=—— || =497 = — —1. 3.1
() l {ZJ {l} gl(n)’ xe(n—l—l’n} (3:-1)
Portanto,

GEV, 1=1,23,....

O Teorema de Baez-Duarte vem enunciado da seguinte maneira.
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Teorema 3.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.

i) A hipdtese de Riemann,
it) 1 pertence ao fecho do espago gerado por {g,: 1 =1,2,3,...}, e

i) {g:1=1,2,3,...} éum conjunto total em V.

Demonstragio. Fazendo A\ = 7 ha igualdade (2.7), obtemos

M(g) = M(fl/l) =-Fu=-G, [=12.3,....

Sob a hip6tese de Riemann, o Teorema 2.3 implica que E = M(1) pertence ao fecho do
espago gerado por {G; = —M(g;) : 1 =1,2,3...}. Sendo M uma isometria, segue que 1
pertence ao fecho do espago gerado por {g; : 1 =1,2,3...}. Portanto (i) = (7).

Agora, para m inteiro positivo, definimos 7,, : V — V por

m'2f(mz), sex € (0, 1}
) = 0, sex & (;, 1} . "

Vejamos que T;,, é uma isometria. De fato, utilizando mudanca de variaveis,

L 1
ITfll3 = [ mlf(ma)Pde = [1f()Pde = |I£15.

Temos também que, para [, m inteiros positivos,

To(gr) = m'/? (gzm - g;”) . (3.2)

1
Para ver isto primeiro consideramos o caso em que x € (, 1]: note que, neste caso,
m

9im () = gml(:r) - {lnlm} a } {rrix}

1
Uma vez que 0 < — < 1, entao
xm

/2 (le(x) — gml(x)> = m'/? (1 - 1) =0="Tn(g)(x).

Imz  Ilmx

1 1 .
}, com n > m (pois se

1
Consideremos agora o caso que x € (O7 ]: seja x € (,
m n+1n

n < m, entdo x > —). Note que, por (3.1),
m

a2 (i )0 (2)
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. . o . . . . n n+1\ , ,
logo, como nao existe inteiro contido no interior do intervalo |—, , € possivel

m. m
( m m] ( 1 1}

777 g 777 *

n+1"n k+1k

m
<am < o segue que

encontrar inteiro k tal que

Uma vez que g; é constante nesse intervalo e
n

am(@) = 2285 — g, () = gy

Portanto

EMM@IW”@M@—%ﬁ».

Sendo assim, denotando por K o fecho do espaco gerado pelos vetores g;, segue que K é

invariante por cada um desses T},. Além disso, denotando ®,, := y1 a funcao caracteristica
n

do intervalo (0, i], pode-se provar pela definicdo que
T (®,) = m*2®,,,.
Entao, se 1 = ®; € K, tem-se que ®,, € K, para todo m € N. De fato, como 1 € I, entao
T (P1) = m'/?®,,, para cada m € N.

Logo ®,, € K, para cada m; como {®,, : m € N} é conjunto total em V, se conclui que
K = V. Portanto (ii) = (ii7).

Finalmente, se {¢g; : | = 1,2,3,...} é total em V, em particular 1 pertence ao
fecho do espaco gerado por {g,: { =1,2,3,...}; aplicando M vamos ter que £ = M(1)
estd no fecho do espago gerado por {G; = —M(g;) : 1 =1,2,3,...}. Pelo Teorema 2.3, a

hip6tese de Riemann ¢é verdadeira. Portanto (iii) = (7). O

Por 1ltimo, daremos por tltimo nesta secao uma reformulagao direta do Teorema

de Baez-Duarte em um novo espaco, definido a seguir.

Seja H o espaco de todas as sequéncias a = {a, : n € N} de niimeros complexos

tais que

i M < 0. (3.3)

Nao é dificil verificar que toda sequéncia limitada de niimeros complexos esta neste espaco
de Hilbert.
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Paral=1,2,3,..., seja v, € H definida como

vl:{{7}:n=1,2,3,...}.

Denotemos também + € H a sequéncia constante

={1,1,1,...}.

Em termos desta notacao, a recente reformulacao do Teorema de Baez-Duarte vem dada

da seguinte maneira.

Teorema 3.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

i) A hipdtese de Riemann,
it) 7y pertence ao fecho do espago gerado pelo conjunto {v,:1=1,2,3...}, ¢

iii) o conjunto {v, : 1 =1,2,3...} € total em H.
Demonstracao. Seja U :V — H o operador definido por

U(f):{f<1> :n:1,2,3,...}, fev.

n

1 1
Vejamos que U é uma bijecao. U é injetiva: se f,g € Ve f () =g (), segue entao,
n n

pela definicao de V), que f e g sdo constantes no intervalo <+1’ —|, para cada n € N;
n n

portanto f = g.

U é sobrejetiva: seja {a, : n € N} € H; basta definir f € V como

E claro que U(f) = {a, : n € N}. Vejamos agora que U é uma isometria; de fato, dado

f €V, definamos a,, := f () Entao, note que
n

dx

Gl

3= [ 17 Qdm—Z/ de—Z/i
-3 e "‘"’2 = I

Entao, tendo em conta que U(1) =, U(g;) = v (pela igualdade 3.1) e U é um operador

unitario, segue que este teorema é uma reformulacao direta do Teorema 3.1. O

Esta reformulacao direta do Teorema de Baez-Duarte apareceu pela primeira

vez no artigo [5]. Foi Bagchi quem adicionou o item éii) do Teorema 3.1 e 3.2.
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3.2 Sobre uma pergunta de Balazard e Saias relacionado a hipdtese

de Riemann

Nesta secao apresentamos outro teorema que fornece condigoes equivalentes a
hipotese de Riemann. Neste caso estas condigoes estao relacionadas com os coeficientes de

certas projegoes ortogonais sobre o espacgo de Hilbert H definido em (3.3).

Para k > 2, definamos r, € ‘H como a sequéncia cuja j-ésima coordenada

rr(7) é o residuo quando j é dividido por k. Note o seguinte: pelo algoritmo da divisao
; (i

Jj = qk +r(j), uma vez que ¢ é inteiro e 0 < ri(j) < k, temos que {j} = kO) Sendo

, k k
assim ri(j) =k {‘;} e

.

Tk:{k{k}:jzl,Q,?)...}:kvk.

Logo, é claro que
span{ry : k =2,3,...} =span{vy, : k =2,3,... }.

Portanto as afirmagoes do Teorema 3.2 sdo equivalentes para o conjunto {ry : k = 2,3,... }.

Seja K, o espago gerado pelo conjunto {ry : 2 < k < n}, o qual é fechado pois
é de dimensdo finita. Note que é possivel tomar a decomposicio H = K, & K, . Sejam

entao g, € K, e h,, € KnL tais que v = g, + h,, para cada n € N, onde

In = Z Cn kT (3.4)
k=2

é a projecao ortogonal de 7 sobre K,. Seja também K o fecho do espago gerado por
{re : k = 2,3,...}, entao existe g € K e h € K* tais que ¥ = g + h. Na seguinte

proposicao vamos provar que, em H, g, — g, quando n — oo.

Observacao 3.1. Pode-se construir, pelo processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt,

uma base ortonormal de K, digamos (ey)re,, tal que para cada n € N,
K, =span{e : 1 <k <n-—1}.

Seja P, a projecdo ortogonal de H sobre K,, e P a projecao ortogonal de H sobre K. Entdo

n—1 fo%s)
gn = Pn('y) - Z<ryv€k>€k € g= P(fy) - Z<77 6k>€k.
k=1 k=1
Logo
o0 2 00
g — gall® = Z<%€k>€k = Z (7, ex)|* — 0, quando n — co.
k=n k=n
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Notemos também o sequinte fato: a hipotese de Riemann é equivalente a mostrar

que g = y. De fato, se g =, como g, — g em H e

gn € span{ry : k=2,3,...} =span{y, : k=2,3,...},

seque que vy € span{y, : k =2,3,...}. Logo, pelo Teorema 3.2 a hipétese de Riemann é
verdadeira. Também, supondo que a hipotese de Riemann é verdadeira, seque do Teorema

3.2 que

K =span{v, : k=2,3,...} =H,

logo K+ = 0 e, portanto, v = g. Tendo em conta esses fatos, vamos provar o prozimo

teorema.

No artigo ([4], Pergunta 4) Balazard e Saias se perguntaram se

k
lim ¢, = _M(k>’ para todo k > 2. (3.5)

n—oo

No artigo [16] se deu uma equivaléncia para (3.5). Essa equivaléncia vem dada

no seguinte teorema.

Teorema 3.3. A hipdtese de Riemann é equivalente a

k
nh_)rglo Cnk = —Ngf), para todo k > 2.

Demonstracao. Para este teorema, vamos mostrar, utilizando a observagao anterior, que

(3.5) é equivalente a g = ~.

Como g, — g em H e ry(1) = 1, para todo k > 2, temos que
k=2 k=2
Vamos supor que a igualdade (3.5) é satisfeita. Para j > 1,

n j . n .
. . . . . J . J
fi 9n(7) = Jltn > cnnrilf) = Jim 3 cnik )+ dm > e |y

n—oo
k=j+1

—

J ; n
Y J . ,
—Jgglol;cﬂ,kk{ py A, D okl

J ; J n
. J . . . .
=~ Jim S cuek 3] + Jim S enni+ Jim 3 e
k=2 k=2 k=j+1
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onde a ultima igualdade sai de (3.6) e da identidade (Teorema 1.8)

J
J .

Souk) 2] =1, Gz, (3.7)

k=1
Agora, como g, — g em H, implica que

Tim g,(j) = 9(j), para todo j > 1,
segue que g(j) = 14 (g(1) —1)j. Se (g(1) — 1) # 0, entéo temos que a sequéncia g, diverge
em H, o qual é absurdo. Logo, necessariamente, g(1) = 1. Portanto
g9(j) = Jgrgogn(]) =1, paratodo j>1,

isto é, g = 7.

Reciprocamente, suponhamos que g = . Entao

1= lim g,(j) = JLI{}O’;Cn7ka(j), para todo j > 1. (3.8)
Tendo em conta que 7(2) = 2, para k > 3, segue que
. . " 1
Jm cn = lim 5 {ensri(1) = genare(2)}
) n 1 ) n
= lim > cnnr(l) — 3 lim > Canri(2)
k=2 k=2
2

:1—1/2:1:—“(2).

Vamos fazer inducao sobre k. Suponhamos que nh_}r{)lo Cng = —p(k)/k, para 2 < k < j—1.

De (3.8) temos que

Jj—1 n
1= lim > cuure(s) + im > copj (3.9)
k=2 k=j+1
e
1= nh—>nolo Z Cnxme(l) = nh_)rglo Z Cr k- (3.10)
k=2 k=2
Multiplicando (3.10) por j e subtraindo (3.9), temos que
j—1
j—1= Jggo;zcn,m — (7)) + 7 Hm ¢y

-1
= Ji 3 e =i+ Jm

j—1 . .
. J Te\J -
= — lim > p(k) (k - kli )> + 7 im ¢,
k=2
j—1 . .
== Jim 300 (5~ {}) +3 i
k=2

J—1 ;
. J .
= Jim 37l ||+ b e
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Daqui e da identidade (3.7), segue que
Jj=1=—-1—=j—p(f)+7jlim c;,
logo,
1(j)

lim ¢, = ——2~
n—oo ] ’

o que conclui a demonstracao.
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