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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy associado a um sistema de Equacoes
do tipo Schrodinger nao linear de terceira ordem. Obtemos resultados de boa coloca
¢ao local para o problema, com dado inicial nos espagos de Sobolev H*(R)x H*(R),
s > 1/4 e no caso periédico em H*(T)xH?*(T), s > 1/2. No caso particular o, = 05 =
0, = 1 obtemos resultados de boa colocacao global em H*(R)xH?*(R), 3/5 < s <1
e H'(T)x H'(T). Mostramos também um resultado de mé colocagao para o problema
com dado inicial em H*(R)xH*(R), —1/2 < s < 1/4.

Palavras-chave: problema de Cauchy, boa colocagao, solugoes periddicas, sistema

de equagoes do tipo Schrodinger nao linear de terceira ordem, ma colocagao.
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Abstract

In this work we study the Cauchy problem associated to a system of coupled third-
order nonlinear Schrodinger equation. We establish local well-posedness results for the
problem with data in Sobolev spaces H*(R)x H*(R), s > 1/4 and in the periodic case
in H°(T)xH*(T), s > 1/2. In the particular case 0, = 03 = 0, = 1 we show global
well-posedness results for the problem with data in Sobolev spaces H®*(R)x H*(R),
3/5 < s <1and H(T)xH(T). We also show ill-posedness results for the problem
with data in Sobolev spaces H*(R)x H*(R),—1/2 < s < 1/4.

Key-words: Cauchy problem, well-posedness, periodic solutions, coupled third-

order nonlinear Schrédinger equation, ill-posedness.
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Introducao

A nogao de boa colocacgao para o problema de Cauchy associado a uma equagao dife-
rencial parcial surgiu hd décadas, com Hadamard [13]. Em 1923, Hadamard apresentou
um exemplo de dado inicial para o problema de Cauchy associado a equagao de Laplace,
no qual a dependéncia continua falhava. Mais tarde esta nocao foi refinada por varios

autores. Em particular, Kato em [18] definiu boa colocacao da seguinte maneira:

Considere o problema de Cauchy

du

ng(u), t>0, u0)=u €Y CX, (1)
com X, Y espacos de Banach, Y C X com a injecao continua e f uma funcao continua
de Y em X. O problema (1) é localmente bem posto em Y se, para cada ug € Y existe

T > 0 e uma tnica solucao (existéncia e unicidade)
weC(0,T]Y) @)

satisfazendo (1) para t € (0,7] e a aplicacdo ug — u é continua de Y para C ([0, T];Y)
(dependéncia continua). A condigdo (2) implica na propriedade de persisténcia da
solugao (isto é, a solugao descreve uma curva continua em Y'). Este é um conceito
forte de boa colocacao e nem sempre é obtido, ou pelo menos nao é provado em sua
totalidade na literatura. Dizemos que o problema é mal posto se pelo menos uma das
condicoes acima nao for satisfeita.

O conceito que utilizamos aqui é o mesmo para mostrar boa colocacao local. Se
o tempo T" > 0 pode ser escolhido tal que 7" = 400 entao dizemos que o problema
é globalmente bem posto. Para o resultado relacionado a ma colocagao usaremos um
conceito mais fraco. A existéncia, unicidade e persisténcia das solugoes permanecem e
pediremos que a aplicagao uy — u seja uniformemente continua.

Neste trabalho estudamos o seguinte problema de Cauchy associado a um sistema
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de equacoes do tipo Schrodinger nao linear de terceira ordem

(

2i0pu + q0%u + ivd2u + 2iB (Jul” + o5 |w|?) Opu + 20u(|ul? + o4 [w]?)

+2i pu0, (|u|2 + 0, |w|2) =0

2i0pw + q02w + iv93w + 2if (|w|* + o5 [ul*) ,w + 20w(jw|* + o4 [ul’) (3)
+2ipwd, (\w\2 + 0, \u]Q) =0,

u(z,0) = up e w(z,0) = wy,

\

onde q,7, 3, 4, v, 0,03 € 0, S0 parametros reais.

Este sistema é um modelo que descreve a dinamica de dois pulsos nao lineares
u(z,t) e w(z,t) no interior de uma fibra éptica. Ele foi proposto por Porsezian, Shan-
mugha Sundaram e Mahalingam [31] em 1994 e generalizou o modelo apresentado
por Hasegawa-Kodama [14] em 1985. Recentemente a propagacgao de ondas eletro-
magnéticas tem atraido a atencao de fisicos preocupados com o avanco tecnologico de
utilizacao de fibras éticas. Em particular, a propagacao de solitons tem tido impor-
tantes aplicagOes em sistemas de comunicacao. A razao para isto é devido ao fato
desses pulsos, chamados solitons “dark”e “bright”, propagarem sem distorcoes e se
estenderem a longas distancias. O sistema acima foi estudado anteriormente ([2], [28]
e [39]), para o caso simplificado o, = 03 = 0, = 1, com o objetivo de obter solugoes
particulares explicitas do tipo soliton “dark”e “bright”. Radhakrishnan e Lakshmanan

em [33] mostraram que apds a mudanca de varidvel

2 3
u(z,t) =uy <x — %t,t) expi (%x — 2;]7215)

2 3
w(z,t) = w; (x — g—/yt,t) expi (%x — #t) ,

o sistema (3) no caso 0, = 05 e ¢ = 3ya é reduzido ao sistema

{ 2i0yuy + iy03uy + 2i3 (]ul\z + 03 \w1]2) Oty + 2ipur 0, (\u1]2 +0, ]wl\z =0
2i0,wy + iy03w, + 2i3 (|w1|2 + 05 ]u1|2) Opwy 4 2ip1w1 0y (|w1|2 + 0, |u1|2) =0.
(4)
Em seguida eles aplicaram a transformagao bilinear de Hirota [17] no sistema (4) e
obtiveram solugbes explicitas para o sistema (3) no caso particular 8 = u, g8 = 3vya,
v # 0eo, = 0g =0, = 1. Porsezian e Kalithasan, em trabalho recente [32], mostraram
a existéncia de solugoes explicitas periddicas do tipo cnoidais para o sistema (3). Em
todos os trabalhos do nosso conhecimento nao houve preocupacao de estudar a boa

colocagao local e global para o problema de Cauchy (3). Nosso trabalho tem o objetivo
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de preencher esta lacuna. Observemos que se o pulso w = 0, o sistema (4) se reduz
a bem conhecida modificada KdV complexa e isto sugere que os resultados de boa
colocagao obtidos para a equagao modificada KdV devem ser os esperados para o
sistema (3).

O sistema (3) se reduz a seguinte equagao no caso w = 0
i0pu + g@iu + z%@i’u +auul* +i (8 + p) Jul? pu + ipu?d,w = 0, (5)

a qual descreve a dinamica de tnico pulso nao linear em uma fibra optica.

O problema de valor inicial associado & equagao (5) foi inicialmente estudado por
Laurey [26], em 1997, a qual obteve resultado de boa colocacao local em H*(R), s > 3 ¢
boa colocagao global em H'(R) e H*(R), s > 2. Em seguida, Staffilani [35] mostrou que
o problema de valor inicial associado a equagao (5) é localmente bem posto em H*(R),
5 > }1. Takaoka [38], em 2000, mostrou que o problema de valor inicial associado a
equagdo (5) no caso periédico é localmente bem posto em H*(T), s > 3 e Carvajal [5],

em 2002, mostrou que o problema de valor inicial associado a equagao
1O+ q(t)0%u + iy ()03u + au|ul® + 6 [u]? Oyu + ieu?d,Tw = 0 (6)

com ¢, v € CY([~T,T};R) ¢ localmente bem posto em H*(R), s > e mal posto (no
sentido de que a aplicagdo dado-solugdo nao é uniformemente continua) em H*(R),
—1 < s < 1. Carvajal [8] mostrou também que o problema (6) com parametros ¢(t),

v(t) constantes e o = %

¢ globalmente bem posto em H*(R), : <s < 1.

Neste trabalho obtivemos os resultados esperados de boa colocagao local e global
para o problema de Cauchy (3), com base nos resultados obtidos para (5). Na primeira
secao do capitulo 1 apresentamos alguns resultados classicos que serao utilizados ao
longo do trabalho. Na segunda secao enunciamos e demonstramos um teorema de boa
colocagao local para o problema de Cauchy (3), sem restri¢do nos parametros reais,
em espagos de Sobolev H*(R)xH*(R), s > 1/4. Na demonstragdo deste resultado
usamos o principio da contragao juntamente com algumas idéias de Kenig, Ponce e
Vega [21] para o caso da KdV generalizada. A demonstragdo é baseada nos efeitos
regularizantes satisfeitos pela solu¢ao do problema de valor inicial linear associado ao
sistema (3)
2i0yu + qO*u + iy03u = 0
200w + qO*w + iydrw = 0 (7)

u(z,0) = ug e w(z,0) = wy,
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onde ¢, v € R. Observe que as equagoes do sistema linear (7) sdo desacopladas e por

isso a solugao é dada por
7(£7t> - W<t)70 = (St * U,O(I), St * w()(l’)) )

onde Wy = (ug,wp), {W(t)}+er é 0 grupo unitério em H*(R)x H*(R) e S;(x) é dado
por
too ; 247
St(l’) _ C/ elrétit(—3 +§£3)d§.

o0

A solugao do sistema linear (7) satisfaz o seguinte efeito de regularizacao local do
tipo Kato
10V (8)Woll e . < c(L+T) [Wolle

a estimativa da funcao maximal
W) Wollparse < el +T) ol s

e a estimativa do tipo Strichartz
W Wollp e <cllwollpe
_ 2

1
3 3q°
foi obtida por Carvajal em [5]. No caso particular de p = ¢ = 8, temos

onde p e ¢ sao tais que 2 < g < oo e p satisfaz % = Essa tultima desigualdade

W () Woll s s <l Woll 2

Na terceira secao do capitulo 1 apresentamos um resultado de boa colocagao lo-

cal para o problema de valor inicial periédico associado a (3) com dados iniciais em

H*(T)xH*(T), s > %, onde H*(T) denota o espaco de Sobolev de ordem s sobre o
circulo unitario S*. H*(T) serd o espago de todas as distribuigoes periédicas f de

periodo 27 tais que

/]

f(n)r) 5 < 00.

Outras notagoes aparecem na literatura para designar o mesmo espago. Para a de-

Hs(T) = <27T Z(l + |n’2)8

ne”L

monstracao deste resultado utilizamos os espagos introduzidos por Bourgain em [4], o

principio de contragao e também propriedades da solucao do problema linear
Oy — i%agu + 3u + coOpu = 0
dyw — 1202w + 03w + coOpw = 0 (8)

u(z,0) =up e w(z,0) =wp, x €T,
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o qual é diferente do sistema (7) por causa dos termos cod,u e cod,w. A necessi-
dade deste novo termo ficara clara mais adiante, onde aparecera a constante ¢y =

(B+ ) [Hu||i% + HwHi%] A solucao de (8) é dada por
T, t) = Wi(0)T0 = (S (g, 51 (£)u),
onde {Wi(t)},cg ¢ o grupo unitario em H*(T)xH*(T) e S,(t) é definido por

1 it(n3—49n2— ~
Sl (t)U() — E emx’ezt(n 5N con)uo (n) )
nez
No caso periédico nao ha efeitos regularizantes disponiveis. Neste caso, as princi-
pais estimativas lineares utilizadas na prova do teorema de boa colocacao local sao as
seguintes

@)W ()W oll .,

< c||Wo|

H HsxHs»

@)W ()W ol g0 < €0l

HSxHs»

onde W (t)W;(t)W o é dada por
W(OWL(t) o = (1 (t) Sy (t)uo, 1 () Sy (t)wo)

e ¢ denota a fungao corte que satisfaz ¢ = 1 em [—1,1] , ¥ € C3° e suppy) C (—2,2).

As normas ||| (Lsd) © [[/(2,5) s@0 definidas como
s q 17
7y = )67 =+ G0 - com Flm |,
7l = [[im) T 7).,
com

Fln,7) = / / i) £ )t
RJT

Na primeira secao do capitulo 2 obtemos as seguintes leis de conservacao para o

sistema (3) no caso 0, = 0 =0, = L:

Li(u,w) = [Jullzeqy + 1wl 720y = 11 (uo, wo) (9)

. _ _ 3
Ir(u,v) =i (=3ya + Bq + 2uq) /(qu + ww, )dx + 37 <||Uw||i2(n) + ||ww||i2(n)>
0

1
+ 536+ 20) (Il + lollaw) + B+ 20) [ ol do (10)

= IZ(u07 ’LU(]),
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para £ = R ou T. E importante notar que as duas quantidades conservadas I (u, w)
e Ir(u,w) que obtivemos para o sistema (3) generalizam as quantidades obtidas por
Laurey em [26], no sentido de que I (u, w) e Io(u, w) contém as quantidades conservadas
no caso de uma tnica equagao. Sem elas nao seria possivel estender a solucao local
para qualquer intervalo de tempo [0,7], nos espacos H*(R)xH*(R), 3/b <s<1le
HY(T)x H'(T). No caso estrito, 3/5 < s < 1, além das leis de conservagdo, utilizamos
também argumentos de Bourgain [4] e Fonseca, Linares e Ponce [11] para obtermos o
resultado de boa colocacao global.

No terceiro capitulo obtemos a seguinte familia de solugoes, a dois parametros (N e

0), para o sistema (3) no caso particular u = 0, o, = 05, ¢3 = 3ya e (B+ A o)y > 0:

uN,H('r? t) = eiNxeiH(N’g)tfH (l‘ T C(N7 O)t) (11)
wyo(z,t) = AN TN fy (2 — ¢(N,O)t)

onde
7) = 0 sech(fx) .
fo() [(Bos + )\2ﬁ)/37]1/2 (12)
e H(N.6) = (7924—2(]]\7—3]\/'2’7)((]—3]\77) —N(q_QN,y)Q' "

2y
Essas solugoes serao fundamentais para mostrar um resultado de ma colocacao em
H* (R) x H* (R), s € (—1/2,1/4), no sentido de que a aplicagdo dado-solugao nao é
uniformemente continua. Com isso, obtemos condigoes sobre os coeficientes p, o4, 0g,
q, B, v e o para os quais o problema de Cauchy (3) nao pode ser resolvido aplicando

teorema do ponto fixo a equacgao integral associada.



Capitulo 1

Teoria Local

1.1 Preliminares

Nesta secao apresentamos definicoes e resultados que serao utilizados nas se¢oes seguintes.
Definicao 1.1.1 Para 1 <p, q < oo definimos o espago de Banach
1204 = { £ RX [-T,T) = G |l 21 < o0}

munido da norma dada por

1 lisg = = ( / ( / ilf(x,t)‘th)p/qu>

Definicao 1.1.2 Denotamos por CX(R) o espago das fungoes de classe C*(R) com

1/p

suporte compacto e H*(R) o espago de Sobolev usual (de tipo Ly (R) ) de ordem s, com

norma

£l = (1= 22)F £]

O potencial de Riesz é definido por D3 = (—0%)2.

2

[S117Y

Em [21] (Teoremas A.12 e A.8 , respectivamente) foram estabelecidas as seguintes

estimativas para derivadas fracionarias:

Proposicao 1.1.3 Sejam o € (0,1), a1, ag € [0,a], com a = a3 + as. Entao

(1) Para 1 < p < oo wvale a desigualdade

1Dz (f9) = IDzg — gD5 flly < cllgllpe 1DZ fll o -

7



(i) Para p,p1,p2,4,q1:¢2 € (1,00), com ;la - p% +
dade

e=- == + —, vale a desigual-

1 .1
p2 q

1Dz (fg) — fDzg — ngf”LquT < ||D§1fHL§1L‘1T1 ||D§29||L§2LqT2 .

Além disso, para aq = 0, o valor ¢ = oo pode ser assumido.

Defini¢ao 1.1.4 Seja P = C>*(T) = {g: R — C; g € C*® periddica de periodo 2m}.
P’ (0 dual topolégico de P) é a colegdo de todos os funcionais lineares de P em C. P’
¢ chamado o conjunto das distribuicoes periddicas. Se g € P’ denotamos o valor de
g em ¢ por g(p) = (g,9). Considere as fungoes 0, (x) = ™, n € Z ex € R. A
transformada de Fourier de g € P' é a fungao g : Z — C definida por g (n) = (g,0_,).
Se g é uma fungdo periddica de periodo 27, por exemplo, g € L? (T) entao
, 1 [ .
in) = [ g = o [ e mgayan,

onde T =R /277 representa o toro unidimensional.

Definigao 1.1.5 Para s € R, os espagos de Sobolev H*(T) representam o conjunto de
todas as g € P’ tais que

1
2\s |~ 2
191 e (my = <2WZ(1+ In[)* [g(n)]| ) < 0.

neL

Para s > 0, H*(T) C L*(T) e via identidade de Parseval seque que para cada n € N,

1

n - 2
9]l gy = (Zo Hg(j)HLQ(’JI‘)> )
=

onde gU) representa a j-ésima derivada de g no sentido de P'.

Definicao 1.1.6 Denotamos por f a transformada de Fourier de f em relagcao as

f(n,r) Z//ei(mHT)f(:c,t)dxdt.
RJT

A transformada inversa € dada por

It me/ztrfnT

ne”

varidveis espaco-tempo

A transformada de Fourier da fun¢ao fgh, onde f = f(x,t), g = g(x,t) e h = h(z,1)

sao funcgoes periodicas com respeito a varidvel x é obtida via convoluc¢ao por

fgh(n T) = f*g*h— Z Z/ f ni,71)g 712772)%(”—”1—n27T—T1—72)d71d7'2-

n1E€Z no€L
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Definicao 1.1.7 Seja V o espaco das funcoes f tais que

(1) f:TxR—C,
(17) f(z,-) € S(R) para cada z €T,
(ii3)  f(-,t) € C°(T) para cada teR.

Para s,b,co€ R, definimos o espago de Bourgain X, associado ao operador Oy —i%@g +

02 + o0, como sendo o completamento de V com respeito a norma

/]

Xop ||f||(1,s,b) )

onde

)

s q 7
1 oy = [[ )7 =+ 02+ com Fn, 7)

212

1fllizz2 = (Z[R|f(n,7)|2d7>

e (n) = (1+ |n])2.

Definimos o espaco Zsp, como o completamento de V com respeito a norma

/]

Zop " ||f||(2,s,b) ;

onde

s q
1 iy = [[ )70 =+ 02 + com Fmn, 7)

Definimos o espaco Yy = Xs,% N Zso munido da norma

2L1

If

Observagao 1.1.8 Para b > 3 temos que X, C C(Ry; H¥(T)).
Para b =0, temos que Zsy C C(Ry; H*(T)). De fato,

v, = ||f||(1,s,%) + 1l 2,50

/]

e =C (n)s/eitTJ?(n,T)dT

I

R
< c||[(n)? g ‘f(nﬂ')‘ dr

4

= c||(n)*f(n,7)

wn =l

Portanto,

we < S

sup || f| zoo S Iy, -
teR
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Como conseqiiéncia, temos que Yy C C(Ry; H*(T)).
O espago Y. = {f [EHES Ys} munido da norma

Ifllyr = inf {llgly, tal que g ,p=F ¢ geVi},

satisfaz a propriedade Y\ C C([-T,T); H*(T)).

O seguinte lema serd usado na demonstracao do teorema de boa colocacao local no

caso periddico.

Lema 1.1.9 Se a, 3 > 0 tais que « + 3 > 1 e d = min (o, B, + f — 1) entao

[—/ dr < ¢ para algum ¢ > 0
& (Tl — 67 = B |

Demonstragao: Da desigualdade (1 + |7'|2)1/2 > 1 (1+]7]), segue que existe ¢ > 0
tal que

dr dr
= 2\ /2 2\ 8/2 =¢ o Ch
S0t D) (o) A ) (L -6
Fazendo a mudanca de variavel 7 = |0| z, dT = |0| dx, obtemos

c 0] dz = o(x)dx
a /R(1+|9!|$Da(1+!9!!3?—1!)ﬁ /Rf<)

< fo(z)dx + / fo(z)de = I + L.

|z|>2 |z|<2

Para |z| > 2 tem-se (1 + |||z — 1|) > 3 (1 + 0| |z|). Portanto,

Y R S .
T Jafz2 (L (0] |2]) 8 riz2le) (1+ |r])**7

< 2c/ dr <4
T Jrsge (L T) T (0)

Para |z| < 2 tem se que

L S/_ng(x)dx—i—/ozfg(x)dx

= Iy + Ip.
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Observe que a mudanca de varidvel y = 1— |0] x leva a

0 0] da ! dy
I = - NC L anB
/—2 (1= 10]2) (1+16] (1 — )" /1+2|e| ()" (y +10])"

_ 1 /1+2|9ﬂ
“a+e) L W)Y

No caso o > 1 tem-se

1

(1+0))° = (0)"

121<C

enquanto que para « < 1 tem-se

(&1
Iy < c(1 n |9|)a+,6—1 < ) para algum c¢; > 0.

De forma anéloga obtem-se a limitagao para ls;. ®

Lema 1.1.10 (Gagliardo-Nirenberg) Seja 2 C R™ um dominio limitado com 0S) €

C™ ou 2 = R", vale a sequinte desigualdade

H8 U’HLP < C Z ||aﬁuHLq (Q) HUHLT(Q

18]<m

com |a| =7, c=c(j,m,p,q,r), 0 € [l 1} e

m’

1—4+9(——T>+(1—9>1.

p n q n T
Em particular, se p € [2,+00), n=1¢ 0 = ”2;}72 entao
lull oy < € llualizagay lull r2goy -
A prova deste lema encontra-se em [12].

Teorema 1.1.11 (Stein) Seja {T.}, z € {x + iy : 0 <z < 1} wma familia de opera-

dores lineares admissiveis satisfazendo

1Ty fll a0 < Mo(y) 1f Lo € N Trviyfll e < Ma(y) [1f 1| o

para todas as fungoes simples f € L' (X, A, pn), onde 1 < pj,q; < oo, M;(y) sdo

independentes de [ e satisfazem

sup  e¥log M;(y) < oo,

—oo<y<oo
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para j = 1,2 e para algum b < 7. Entdo, se § € [0, 1] existe uma constante My tal que

||T9f||Lf19 < M9 ||f||LP9 ’

onde

1 1—-60 6 1 1-6 0

p— J— e p— J—

Do Po b1 qo qo q1

A prova deste teorema encontra-se em [37].

Definigao 1.1.12 A aplica¢do dado-solucio u (0) — ' (t), de H*(R)x H*(R) em Yr

¢ uniformemente continua se

Ve >0 30 >0 t.q se ||[u(0) — w2 (0)]
com &= 0(e,M), onde ||u(0)] wery <M e |7 5(0)]

er) < 0 entdo |1 (t) — 72(15)||YT <€,

Howy S M.

Lema 1.1.13 Sejam u,v € H*(R), s > 1 ey > 5. Entao

Oll g+ ull g [0l o] -

1D (uwv) = uD3ol|z < e (v, 8) [[lull g

A prova deste lema encontra-se [34].

1.2 Boa colocagao local em H*(R) x H*(R), s > 1

Nesta segao consideramos o seguinte problema de Cauchy associado ao sistema de

equagoes tipo Schrodinger nao linear de terceira ordem :

(

Oyu — Lidu + L0%u+ (6 + p) ul® dpu + Bos |w|” Opu

—iau(|ul® + o4 |w[*) + pu?0,7 + po,ud,(|w|*) =0

Orw — Lid%w + 03w + (B + p) [w|* Opw + Bo |ul* D,w (1.1)
—iow(|w|® + o4 [u]?) + pw?d,@ + po,wd,(Jul’) =0

u(z,0) =ug € H*(R) e w(zx,0) = wy € H*(R),

\

onde u = u(x,t) e w(x,t) sao fungoes complexas e os parametros ¢, 7, 3, ft, &, 04,0 €
0, Sao reais.

Para simplificar a notacao escrevemos o PVI (1.1) da forma

(1.2)
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= ( m )

F(u,w) = (8 + p) |u|2 O,u+ fog |w|2 Oz —z'ozu(|u|2 + 04 |w|2) +,uu28zﬂ—|—;muu8z(|w|2)

_ [ ulz,t)
(1) = ( w(z,t) ) '

A seguir mostraremos o resultado que estabelece a existéncia e unicidade de solugao

13

==

onde

e

para o problema (1.1) e também a dependéncia continua da solugdo em relagao ao dado
inicial Wy € H*(R) x H*(R), s > 1 . Este ¢ o resultado esperado, pois Staffilani em
[35] obteve existéncia local para o caso de uma tnica equagao em H*(R), s > 1. Para
obter nosso resultado, usamos idéias de Carvajal em [5], principalmente para lidar com
o termo iou(|ul® + o4 |w|?).

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 1.2.1 Seja Wy € H*(R)xH*(R), s> 1/4. Evistem T = T(H70H1/4) >0e

uma tinica solucdo  (x,t) do problema (1.2) satisfazendo

W € CO([-T,T); H*(R) x H*(R)), (1.3)
10:7 | s+ 1 D505 | e, < 00, (1.4)
1T oz + ID5T e < 0, (1.5)
1D30: % | 20,372 < 00 (1.6)
||7||L3L;0 + ||D§:7||L3L1T0 < 0, (1'7)
||7||LgL;>° < 09, (1.8)

||7||L§Lg + ”D;WHLng < . (1.9)

Além disso, para T' € [T, T) existe uma vizinhanca V de Wy em H*(R) x H*(R),
s > 1/4, tal que a aplicagdo ﬂ_g — @ deV na classe definida em (1.8)-(1.9) com T"
no lugar de T é Lipschitz.

Antes de apresentarmos a demonstracao deste resultado vamos introduzir algumas
notacoes e lemas que estabelecem estimativas para a solugao do problema linear asso-
ciado a (1.2).
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Definimos a norma da solucdo u (z,t) nos espacos de Banach LPLYL x LPLY. como

1N g, = Nl gy, + lwllops -

Como mencionado anteriormente, o problema linear é composto por duas equagoes
do tipo Schrodinger-KdV desacoplado. Esse tipo de equacao nao linear tem sido larga-
mente estudado na literatura [5], [26] e [35], e a dificuldade de se estudar as equagoes
desse tipo sao os termos nao lineares que envolvem derivadas. A solucao do problema

linear associado a (1.2)
O — giaﬁ + %aﬁ? =0, W(z,0)=7w, a,teR (1.10)

é dada por
— — St*uo(x)
u(x,t) =W(t)uy= , 1.11
(@) = W (st*w()(@) (111

onde {W(t)}ier é o grupo unitario em H*(R)x H*(R) definido, a partir do grupo

{U(t) her em H*(R), como
— U(t)ug
W(t)u, = ( U(t)uw, ) ,

U(t)up(z) = Sy * up(x) = C/+0<> TN T (yy)dE (1.12)

—00

e Si(x) é a integral oscilatéria

S =c [0t com o) =T+ 2.

o0

A norma de W (t) %o nos espagos LEL3. x LPLZ é definida por

IWETollzzzg, = 100l g + 10 Ewol 2z, - (1.13)

Abaixo introduziremos uma notacao compacta para a classe de normas que estamos
utilizando

M{,s(ﬂ)) = ||7||L39Lg + HDiUHL%OL% ’ (1.14)

KB () = 0. g + 1020, g (1.15)

s (W) = 10270 | 0,572 (1.16)

Mf,s(ﬂ)) = HWHLEUTO + HD;ﬂ)HLngTO ’ (1.17)

WE (@) = 1T e (1.18)

NﬁT,s(ﬂ)) = ||7HL§EL§F + ||D;7||L§L% : (1.19)

Temos os seguintes lemas:
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Lema 1.2.2 Seja Q C R um conjunto aberto e ¢ € C*(2) uma funcao tal que |¢' (§)| #

0, para cada & € Q2. Para a(z,y) € L (R xR) e f € S(R) defina

U(t)f(x) = / Sy (2, 6(6)) T (€) de:

Q

entao

sgp/R|U(t)f(m)|2dt§c/ﬂ%df.

Este lema foi provado por Kenig, Ponce e Vega em [22], Teorema 4.1.

Lema 1.2.3 (i) Se w, € H*(R) x H*(R), s > % entdo

ps (W () Wo) < ¢ W0l

Hs >

piy (W () Wo) <c(1+T) Wl

Hs

ps (W (t)wo) < c(1+T) [l

Hs

pas(W() o) < e(1+T) |70

Hs
He,s(W(t)Wo) < cl[Woll . -

(ii) Se Wy € HY/*(R)x HY*(R) entdo

pE (W) Wo) <c(1+T)||DyY*Wol| . -

(1.20)

e e e
_ =
N DN
w N

—_—  — ~—

(1.25)

Demonstragao: A estimativa (1.20) segue diretamente das propriedades do grupo
W(t). De (1.13) basta mostrar as estimativas (1.21)-(1.25) para U(t)w, as quais

podem ser encontradas em Staffilani [35], Lema 4.1 e em Carvajal [5]. Apresentamos,

com detalhes; a prova de (1.21). Vamos mostrar que
10:U (t)uoll poo 2. < ¢ (14T [Juoll .2 -

De (1.12) escrevemos

+o0

O.U(t)ug = ¢ / i€ O (€)de

—0o0

+o0o
= ic / E(1 — 0(€)) TG (¢)d¢

—00

e /_m £0(&)e™ 1Oy (€)dg

o0

= Il +IQ7
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onde 6 € C5° cujo suporte serd escolhido de modo adequado. Para estimar |11, L2

usamos o Lema 1.2.2 no caso a(z,¢(§)) = 1, f(f) = &Up(§) , 9(§) = -2 + 1% e
Q = (supp 0)°. Para que |¢'(§)| # 0, V¢ € Q, escolhemos supp 6 C [—y, %] Assim,

[v]? 3l
T
il = s (|

PIa©F _ 4 [
=0 10O chh,/g\%(&)\ de < cx [luoll 2

/ e (1= o)) emernate d&‘ dt)

Por outro lado,

HI2HLgoL2T = HaﬂcUH(t)UOHLgOL%7
onde .
Up(t)ug(x) = C/ 0(&)e ™o (€)de.
Temos que para t € R,
HIQHLgoLg = sup / [2($,t)g($,t)d:vdt‘ .
lgll g p2=1 1/R?

Utilizando o teorema de Fubini, obtemos

uo(x)/ﬁng(—t)g(x,t)dtdx

/ Ly(z,t)g(x, t)dxdt‘ =
R2

/6 Ug ZB t)dt

< [luoll 3
L3

Nosso objetivo, portanto, ¢ mostrar a seguinte desigualdade

H/ 8 Ug l’ t)dt

< cllgllyazs -

L2
z

Observemos que
+oo

O.Ug(—t)g(x,t) = ¢ / iEQ(€) ™S OG(E 1) de

o0

= F1(i60(€)e "OF (€, 1))
= K_(-)*g(-,t) (),

onde

K_(z)=c / m i€ (€)e™ o) g

—00
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Seguindo as idéias da prova da Proposi¢ao 2.6 em [24], limitamos K_;(z) por

c se |zl < (T+1),
K y(2)| < K7 (z) = \/Cm se o (T+1)<|z|<c(T+1),
—— se |r|>c(T+1).

1+|z|
T
-T

c(L+T) Ngll 1z

Da desigualdade de Young segue que

H/ (‘9 Ug $ t)dt

< cf|K7
L3

Ly

0 que encerra a demonstracdo. m
Apresentamos agora a demonstragao do principal teorema desta secao.
Demonstragao: (Teorema 1.2.1) Faremos com detalhes o caso s € [1/4,1).
1. Eristéncia e Persisténcia. Sejam s € [1/4,1) e Wy € H*(R)xH*(R) fixos.
Consideremos o espaco métrico
o= {7 € CU-T11 @R/, = max i (7) < o

e a bola fechada de centro na origem e raio a em Y7 definida por
Yi ={7 € O([-T.T] s H*(R)x H*(R))/ |[| 7|, < a}.

Denotaremos por @ = ¢(0') = ¢=,(?’) a solugio do seguinte problema

o u — Lio*u + 103 G 0
{i” SR ¥ Gw) = (1.26)
u (z,0) =
onde T = ! . Mostraremos que existe a > 0 e T" > 0 (dependendo apenas de
k

ye) tal que se U € Y entdo W = ¢(V) €Y e ¢: Y — Y2 é uma contragio.

1ol
Entao o resultado de existéncia seguirda do teorema do ponto fixo de Banach.

Pelo Principio de Duhamel, o problema (1.26) é equivalente a equacao integral
t
Ut)=0(V)=Wt)uwo— / W(t —7)G(7(7))dr. (1.27)
0

Seja v € Y# . Precisamos mostrar que ® estd bem definida, logo precisamos estimar

v
[|@()]|, = jgaxﬁp?(@(?)). Pelo Lema 1.2.3 temos que

=1,...

(W ()W) < o[l

e s J=1,..6.
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Seja
¢ (t — k(T))d
_ / Wt — 7)G(T (r))dr = Jo Ut =) F(o(r), k()T )
0 fo (t — 7)F(k(7),v(T))dr
Segue da desigualdade de Minkowski para integrais e do Lema 1.2.3 que
t
f o) = uf ([ wie= 6w m)ar)
0

= M;F (/0 Ut —71)F(v(1), k:(T))d7'> + u;-r </0 Ut — T)F(k‘(T),U(T))dT)
< ujT [U(t —7)F(v(r), k(7)) dr + /_T u? [U(t —7)F(k(T),v(r))] dr

< / VE(o(r), k()| e dr + / P (), o)l d

-T

< C/THF(U(T)JC(T)“Lg dT+C/T||D;F(U(T),k:(7))||L% dr (1.28)

T T
wo [ IPRE. oD dr e [ IDFGRE). o)z dr
<2 (| F@, )25 + 1DSF (0,0 2z + I (R, )2

+IDEF ()l 1213 )

Vamos estimar agora cada um dos termos da tltima desigualdade de (1.28). O primeiro

deles é estimado da seguinte forma

1F (0, k) 22 = [|(B + ) [0 v + Bo K| v, —iav(lv|2+0a|k|2)HLngT

+ H/w Uy —|—/wuva (|k

§0<\

+ H|k|21}

(1.29)

[ Hmz

2 2
r2rz T+ [1E]" va 2z T [lv]* v

)

Estimamos os termos a direita da desigualdade (1.29) utilizando a desigualdade de

L2L2,

Holder. O primeiro deles é estimado por

) . :
[vhak]] 12 = ( /R / ol P \kxﬁdmx)
3 T 3
< ([ 1ol el an) sop ([ haar) (1.30
R x -T

<c ”U“L‘éL%’ ||k||LgL°T° ||k:c||Lg°L2T :
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De forma analoga a (1.30), obtemos
2 2 2 2
o8 vl s+ 1 vl e < HollZg i Toallons + IRy Nl (13D)
3
< clus (V)P pz (V) < e[Vl
e
_ 2 3
1% Tal a2 < M0lZaae 100l e < el (0)Pu3 (F) < e [[[T]5 -
O quarto termo a direita da desigualdade (1.29) ¢ estimado da seguinte forma
2 L :
el = ([ [ 1 0t e
v RJ-T
T 3
< (/ ol / |l<:|4dtdx> (1.32)
R -T
1
T 2 1
< olsz17 ( 1], a dx)
RI|J-T
2
= ||U||L§L%° ||k||L§L‘;
2
< Tt ||UHL;§L;° HUHLgLé} :
Segue que
2 2 2
B o]l + lloF oll 5 < T ol g Il s
2
+ T ||U||L§,§Lgs> ||k||LgLf; (1.33)
< T g (0) g (02
<
As desigualdades (1.29)-(1.33) levam a
3
1E @, k)l iz < el (1.34)
e também
3
1E' (ko) 2z < el P (1.35)
pela simetria da parte ndo linear do sistema de equagoes (1.1).
Para o segundo termo da ultima desigualdade de (1.28), temos que
s s 2 s 2 s 2
||D F(U7 k)HL%L% S C(HDm(|U| Ux)HL%L% + ||D;v(|k| 'Uw)‘ L%L% + ||Dx(|v| U)HL%L%
s 2 s — s T
D2 ) g5+ 102050 s+ DT
+ || D50k | - (1.36)
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Para estimar o primeiro termo a direita de (1.36) utilizamos a Proposigao 1.1.3 (com

a=a; =seay=0), como segue

D3 (1ol v < [|D3(10* va) = ol” D3 (ve) — vaDi(J0]”

)HLgL% >HL§L2T

1 D2 gy + [ DI 31

2 _
<c ||D;(‘U‘ )HLZO/QLlTO HUIHL%OLF%H + HUUHL%L%O "D;(Ux)’|Lg°L% )
e para ag = s e o = 0, obtemos
2
[D3 (W) 208 20 < e 1D50M g0 101 1o
Segue das duas desigualdades acima que

2 2
D300 )25, < € 1Dl Mol pnse ol zogare + 0125 1D5 (0 s

<l (D)L (D) + (WL (7))l (D) (1.37)

3
<cll[7lly -
De maneira andloga a (1.37),

| D3 (K[ vs)|

< c||D:(|k*)]

L2L2 L§0/9L1TO ||Um||L%oL;/2 + HkEHL%L%o ||D;<U$)||L50L%

s 2 s
< D3kl ag0 ¥l 10l e + 1R 1020 i
< cfpg (V)pd () s (0) + (pd (0)) 25 (V)]
3
<c|||7]| (1.38)

s )

_ 2
HD;(U%w)”L%L% <c ||D;U||L3L1T0 ||U||L§.L39 ||Uw||L%oL§F/2 + ||U||L§,L39 ‘|Di(vz)||Lg°L%
< ey (0 )z (0 )z (V) + (5 (0)) a3 (V)]
3
<cll[@]l (1.39)

s 7

| Dg (vk, k)|

< c|| D3 (vk)|

L2132 L2910 kaHL%oL;/? + HUEHLEL%O HD;(kx)HLj;OL?T

< D20l g0 Well s el (1.40)
+ HUHLgL%O ”kHLgL%O HD;(kz)HLgOL%
< el (V)5 (V) (V) + (15 (V7)) ()]

3
<7l -
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Da mesma forma, obtemos
HD;(UI{:EI)HL%L% < C”D;UHLEL%O ||k||L§L%° HEIHLEOL;’/Q
ol el D2 s (1.41)
< cfpg (V) pg (V) (V) + (p5 (V1) pz (V)]
3
<c|l?l; .
S 2 S 2 2 S S 2
DR )] 2z < ([ D2(KFv) = B[ Div = vDL(K) || 2
2 s s (1712
+ ||| Dﬂ?v)HL%L% + |loDs (k| )||L3L2T
s 2 2 s
< el D3R o ol sszse + K Dol (1.42)
<c “DikHLgHT HkHLgL% HU”L%L%O + ||k5||L;1.L§9 ||kchU)||L;1.L2T
<ertt HD;kHLgLST ”kHLgLST ”UHL‘;L,‘}O
TV e g5 D500 s
< (g (V)5 (V)
< e[ 7)1,
e, finalmente,
D5 (ol )| oo < T ([0ll s s D501l s s 0] (1.43)
x 202 — L3 LS, x VI L8 LS, LALSP .
< T (g (V))?p5 ()
< TP -
Segue de (1.36)-(1.43) que
s 3 3
1D*F (0, k)l 22 < eIVl + TS (1.44)
s 3 3
1D*F (k)| 22 < eIV + <THIIV - (1.45)

Portanto, (1.28), (1.34), (1.35), (1.44) e (1.45) implicam que

W] () < TP2(IF (0.0 2y + IDEF @R + 1E Gk, 021
+IDSF k) 12 13) (1.46)
< 2 ([ FI12+ T D) -
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Assim,

W (@(T)) < Wl (W () To) + i (R(H)) (1.47)
< e[ @olly + T2 (WD + e 7))

< C[Woll e + CTV2 |V

Segue de (1.47) e do fato de que ¥ € Y# que

()l = max uf (@(T)

e +CTV2 || T2
gs T+ CTY2¢3 .

<C|

§C||70|

H
U0|

a

Para que ®(7') < a, tomamos & = C || Wo| 4. e T tal que CT"?a* < . Em funcao do

dado inicial, escolhemos o valor de T" de modo que

1 \? 1 ’
T < =— . 1.48
- <2Ca2> (803”70”23) 49

Isto mostra que ® estd bem definida. Note que se |||z — 0 entdo T — +oo.

Vamos mostrar que ® : Y — Y} é uma contragao, mais especificamente, para

cada ¥,V € Y} a aplicacao ® satisfaz

le(v) — (T ll, < er |77 = D]l

com cp < 1.
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Notemos que

< C/T [1F(01(7), k1 (7)) = F(o(7), k(7)) > d7 (1.49)

< "2 (| F(0a(7), ks (7)) = F(), k() 21z
I F (7). 01(7)) = F (), o)1)
+ T/? <||DZ [F(vi(7), ki(T)) — F(U(T),k(T))]HLgLZT

D3 [Pk (), 01(r) = E((r), o(r)l05.)

Vamos estimar cada um dos termos da ltima desigualdade acima

F (). k(7)) = F). KDz < e ([ 00 = o o]
+ |1k o1 — ‘k‘zvaLgLZT
+{[fonl o = o ol o+ [[1eaPor = (B[]

2 2 T T
+ Hvlle -V U»’UHLgLQT + Hvlklﬁkl - UkwkHLgL%

o+ [[orkiFre = vk g ) - (1.50)
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Anélogo a (1.30) temos que

|1 w1 — (K[> v, = ||1E1? vz — |k vio + & 010 — k1 * V10| 12
=T

lzzes
< H'klz (Ve — Ul»’CHL2L2 + H(|k|2 - ‘k1|2)U1xHL2L2 (1.51)
<kl Zazge 0w = viall oz + 1Kk = ka)vral| 5 2
{1k = EJvral| g
< Rl o = vtall g, + 1Kl e orell e g, Ik = )z
+ ||k1||LgL;9 ||U1m||LgOL2T I(k — kl)HL;lL;O

2 2
<c(IRINT = Fall, + 1T = T4l -

S S

e também,

12 1 = P2 o] < B = Fyonl g + o — K] (1.52)
< Hklvl (El — E)

1212 + ||Ek; (v — ) 1212, + HEM (k1 — k)HLgﬂT
2

< e (Iklasge oallgis 10 = 0)l sy + llow = ol g e 172

A (P T P TS

2
< e (IS + I L+ |||7|||s> IV =4l
Os outros termos de (1.50) sao estimados de forma andloga a (1.31)-(1.33), obtendo

1F(ui(7), k1(7)) = F(0(7), k() gz z. < (T *+1) (11T [, + 11231107 11T = Tl
(1.53)

Por outro lado,

103 [F(or(7), k(7)) = Fu(r), k()| az, < e[| D3 (oa* 01 = ol v2) [ 15
103 ([l v = kP 00) [ 5
+HD8 |U1| U1 — |U|2U>HL§L2T (1.54)

+ 1Dz (ks U1_|k’2v)HL§L2T

+ || D5 (vikioky — vk, k)

T HL%LQT

(
(
+ 102 (w101 = ') || a1
(
(v

+ HD kflklx ’Uk?Ex)

HL%LQT ’
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Em seguida vamos estimar o segundo termo de (1.54).

125 (1?01 = 16 00) [ 22 < 103 ((Ral” = 16 Y0r0) || a2
+||D (‘ (vie — vﬂf))HL%Q
< ||D; ((k

102 (7 w1 = 02)) 515

<A+B+C,
onde
A= ||D; (k1 = K)krvis) HL%L%
< HkIHL;l:L%O 11 — kHLgL;C ||D;(Ulz)||Lg°L%
F Dkl g o 1Fr = Kl pge 110l 20572
2
<P =]l
B =|D; (ks = K)kvie) | 1z
< 1 Dz(kr = Bl s Rl s nge [0rall 20,32
+ HkHLgL%C 11 — k’HLgLOTO ”D;(Ull‘)HLgOLQT
< I, M2l M = 2l
e
C =Dz (K (w12 = vl 315
2
< ||k||LgL39 1D3(v1e — Uz)HLgoL?T
+ |’D;kHLgL1TU ||k||L§L%0 ||le - Ux||LgoL?/2
2
<P 1T =l
Assim,

2
1D (1kal* w10 = 16 v2) [ 22 < AN+ N2 I = Tl

R)krota) || g1 + D5 (ks =

k)kvi,) HL%LQT

(1.55)

(1.56)
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O quarto termo a direita de (1.54) é estimado como se segue

D5 (1K 01 = [k 0) || 2 < D% (1K (01 = 0))| e + || D3 (K1 = K)kwr) |

1212
1Dz (R = Rk | 55
< T HDikHLgLST ”kHLng, o1 — U”L‘}DL%"
+ T Kl e 1Kl s g 1105 (01 = 0)] s (1.57)

+ DD (k= Bl g g Rl g, 01l s se
+ T Rl s pee 17 = Eall s ps 192 (0 s s
+ T D3 ey = B) g, (ol g 0l sz
T e I = Rall g, 10300 g g

2
< D+ T2 1) TN = ]l
Os outros termos de (1.54) sdo estimados de forma analoga a (1.56) ou (1.57). Portanto,

D3 (F(01(7), ka(7)) = F(o(7), k(D) 225 < T AT+ TN = Tl -

(1.58)
Segue de (1.49), (1.53) , (1.58) e da escolha de T e a que
2
lle(@) = (@), < ST (T, + 1) 1T = Tl
< CTY2a? ||| 0 — 0|, (1.59)

1

Para verificar que ®(7") é continua em t € [~T, T consideramos 0 < t, <t < T e
O(V(t) = W(t) = W(t —to) (o) — /tt W(t—to—71)G(V(7))dr. (1.60)
Entao,
|2(0 (1) — (7 (to))ll, < W (to) = Wt —to)w (to)]],
([ww—%—ﬂmﬁumh

< W (to) = Wt —to) W (to)]
+ Ot —to) 2|72 -

n (1.61)

S

s

Aplicando o teorema do ponto fixo no espago de Banach Y} concluimos que existe uma

tinica v € Y que satisfaz a equacdo integral (1.27).
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2. Unicidade. Ao aplicarmos o teorema do ponto fixo, a unicidade da solucao ficou
restrita & bola fechada Y2 de centro na origem e raio a = 2¢ ||l ., no intervalo
[—T,T]. Precisamos obter a unicidade da equacgao integral (1.27) em todo o espago Yr.
Como o PVI (1.26) é reversivel no tempo, basta mostrarmos o resultado para ¢t € [0, T].

Suponha w, € Yy, com u(0) = W, outra solucdo da equacdo integral (1.27).
Mostraremos que w1 € Y& (equivalente a ¢T'2 || ]ﬂ)lmi < %), de onde seguird o resul-
tado. Suponhamos, por absurdo, que ¢T'z |||4]|> > 5. Para t € [0,T] definimos a
funcao

£t = et T,
onde |||ﬂ>1|||st = jg?ﬂ%}s(ﬂ)l) (veja (1.14) a (1.19)). Parat = T denotamos |||71|||ST
apenas por |||@1|||,- Note que a fungdo f é continua, crescente e f(0) = 0. Pelo

Teorema do Valor Intermedidrio, existe 77 € (0,7T) tal que

J(T) = e (@) Tl Eg, = 5
Assim,
1l < 5+ e @AW =a
e
L (@I < ()
Portanto,

que é um absurdo, pois de (1.48) temos que ¢ (T)% a? < 1.
3. Dependéncia continua. Sejam w (t) € Y3 e v (t) € Y2 solugdes do PVI (1.26)

com dado inicial @y, v, respectivamente, onde
a1 =2C|[Tollye, Ti <cr|Dollge, a2 =2C|Tollye e To<eallTollze-
Suponha que ¥’y pertenca & vizinhanca de o definida por

Vg, ={¥ € H*(R) x H'(R); |7y — 7|

s <0}

A partir da escolha de § obteremos um tempo T > 0 tal que u (t), v (t) € Y e a
aplicacdo 0y — ¥’ (t) é Lipschitz de Vi, em Yy, para cada 7" < T.

H
Para v’y € V3, tem- se que

1
C’||?>0| Hs §05+§(11

e <06+ C |||
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wes tem-se C' || V|| s < 2a1 < ay.

Considerando O < tay, ou seja, § < 3 [|
Vamos agora obter um tempo Ty < T} tal que || |7'||l, < ai. De (1.47) e da escolha
de § segue que

1
1T, < CNTolle +C () NV

1
< S+ C(B) VIS

N|=

PN GV U

<-a+C (E) (a1)’.

1

Considerando o tempo fg > 0 tal que C <f2> : (a1)3 < %al, segue que v (t) € Y;l. Em
2

s+ escolhemos o tempo 75 tal que

~ 1 \?2 1 2
T<(—) =(———— ) =%
’ (4(1@%) (1603”70&3) ol

Para T" = min {TI, fg} tem-se que u € Y. Assim, parat € [~T,T] vale a igualdade

funcio de |||

—4

t
w(t) = () =W(t) (W~ o) — / W(t —7)[G(u(r)) - G(V'(r))]dr.
0
Aplicando na equagao acima o mesmo argumento utilizado em (1.49)-(1.59) para provar
a contracao, obtemos
1/2 2
1% = Il < el Wo = Tollys + (@) (NI, + 1T 11T =TI,

< C|[Wo— Vol e + C(T) (@) ||| @ = 7,

<C|uo— 0o

1
o+ 1T =T,
para cada 7" < T. Portanto,

4
I =2l < 2 I[Wo = Vol

4. Para s’ > }l o tempo de existéncia da solu¢do U (t) ndo depende de s', no sentido

de que o tempo T depende apenas de HUOHH%. Para mostrar este fato consideramos
Wy € HY(R) x H¥(R) e Y7 o espaco métrico

Vi = {7 € C(-T. 71 B (R) x B (R)/ T llyy = Tl + NPl < o0},

onde n = H_,—“ Novamente aplicaremos o teorema do ponto fixo para resolver a

equagao (1.27) em uma bola fechada de Y}. Da estimativa (1.47) segue que
3
(T3 < CIToll, 3 +CTH2 [T

<O Woll,y +CTV T, -



1.2 Boa colocagao local em H*(R) x H*(R), s > 29

==

Por outro lado,
2
e (@)l < C I @ollgor + CT 2T, NV - (1.63)

A desigualdade (1.63) segue do fato de que ao estimarmos cada termo de D* (F(v, k))

na norma de H-||L2L2T, como em (1.36)-(1.45), teremos

/ 2 / 2 !/
|zl wn)|| ,, <el|Pro] ol el + ol |05 @)
T T x T
(1.64)
2
<2171, 11T N3
s’ 2 1/4 s’
[pzasz o), < e [DIF] iy 1ol (1.65)
/
T By Ml |[ D50,

< 24 [, 1
De (1.63) segue que

2
nl1o(@)lly < € (IToll,4 + T2 1711, NTIIE)

< ClTWoll,4 +CTV T, -

Logo,
3
12y, < 2C (IToll 14 + T2 1713,.)

Considerando v € Y}(a) (a bola fechada de YJ com centro na origem e raio a =

4C HWOHHi) e escolhendo

2
1

T<|———— 1.66

_<1GC3H70H§%) o0

tem-se que ||CI>(7)||Y% < a. Aplicando um argumento andlogo mostra-se que ® :
Y/ (a) — Y/ (a) é uma contragao. O resultado segue aplicando o teorema do ponto fixo.
Notemos que o tempo obtido em (1.66) é menor que o tempo de existéncia da solugao

no caso § = i, o que torna possivel a definigdo do espago Y/ e a estimativa (1.63). =

Observacgao 1.2.4 Nao hd dificuldade em provar o caso s = 1. No caso s > 1,
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estimamos HDi(|k’|2 v) HLgLZT por

cT? sup HD;(U{:]Z U)HL2 < T2 sup H|k|2v’ e
[—T,T] v [-T,1)

< crv? w 1l N[0 g -

1/2
2 s 2 2 s 2
< o2 (kg + D3RI 12 ) (10l ez + 1D50 e 2)
< V2 (Ul (7))

Para estimar HD;(vk:xE)HL%L% consideramos dois casos: s € (1,%) es > % Para

s> %, temos

HDi(kaE = HD;(’Uk‘xE) — vkD3(k,) + UED;(kr)HLgLZT

>HL§L%}

< || D3 (vkak) = vED; (ki) || 0 + [[0RDS (Ka)]| 212

= A+ A,y , (1.67)
onde
A, < CT1/2[SI;I;] | D5 (vk.k) — vk D3 (k)| L2
< 2T sup |[o]| . [l (1.68)
(-T.T]

< e (Jolldgeas + 10500 1) - (Wl + 1341 1)

< I (1 ()" < 11711
(&

Ay <c ||U||Lngs> ||k||LgL§9 ||D;kx||LgOL§F
2 3
< (uz (7)) 2 () < NP -

A desigualdade (1.68) é conseqiéncia do Lema 1.1.13. Jd no caso s € (1,2) utilizamos

a sequinte identidade

| Ds (vk, k)|

= || D38, (vk.k

— || Do ok, )| I
203 | D3 (vksk) 1202 ) L2027

coms=a+1ecac(0,3). Assim,

| D3 (vk,k < ||D§(vm/€x%)||LiL% + || D2 (00, ko

)||L§L2T )HL5L2T

D3RR

< B+ By + Bs ,
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B, = HD:(%@E)H%L% < || D¢ (vokok) — voko DSk — ED;‘(vgckx)HL%L%
+ vk 2 (Vaks|| 13 (1.69)

< CHngiBHLgL%P ||k$”L%0L5T/2 ||k||L§L%° + vak$DgccyEHLgL%

< cl[Dpvll gz pao Wkall pao o2 Rl s nge + 10l s pao 1Rzl oo porz 1 DZ R s 1o

By = HDg(vazkch)HLQLQ < || DS (vdskok) — vEDS (05ks) — Oukn D2 (vE)
+ ||vk DS (0:k2)

Uk HL2L2
< chkHLQLOO |\Da(a ko)l oo 2, + |0xkx D (vk) HLZLQ

< CHUHLgL;o ||kHLgL%° HD:?Hk:c ”L%"LQT +B; ,

T 1/2
< (/ ||Dj(vE)Hioo/\@kx\zda:dt)
e -T = JR
T i ) 1/2

< (/_T||Dg(vk)HH1/R]8xkx] dxdt)
1/2 T
_< ) (/ /lﬁmkx\2d:cdt)
[-T,1] -TJR

2 s 2 1/2 2 s 2 1/2
< (o gzz + 10300502 ) (el sz + DKz ) 00kl s
T 1/2 1/2
< (WF(0))* kolldt ) < TV (ud(T)) 2
—(:ul(v)) TH :cle t ~C (/"L]_(/U)> T T || /s

9 . 1/2
<2 (u1(0))" (el Pz + 1Dkl 1)

By = ||0.k. D (vk)

1/2

Estimamos B3 de modo andlogo a B;. Portanto, no caso s € (1,;’

siderando
M () = pi (0) + 41 (0:70)

1
A (0) = 5 (V) + 5 (DZ), - com v € (0, 5).

Observamos que as seguintes estimativas lineares sao validas no caso s € (1, %)

MW () o) < [[Woll,

2) estamos con-
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A5 (W()Wo) < [ Woll, .

pois as derivadas de maior ordem aparecem linearmente.

1.3 Boa colocagao local em H*(T) x H*(T), s > %

Nessa secao consideramos o seguinte problema de Cauchy

(

Oyu — i0%u + OPu + coBpu + (B + ) [Jul? — ||u||i% — ||wHi§]8xu

+B0s |w]” Opu + 20,7 + poudy(|w]®) — icu(|ul® + o4 |w]*) =0

Dw — $i02w + 03w + codyw + (B4 p) [Jw|* — [[u] 75 — [[w]75)0xw (1.70)
+B0s [ul? Opw + pw?0,W + powdy(|ul’) — iow(jw]® + o [ul?) =0

u(z,0) =up € H*(T) e w(x,0) = wy € H*(T),

\
onde u e w sao fungdes periédicas com valores complexos, (z,t) € T x [=T,T] e ¢ é

uma constante real dada por ¢y = (8 + ) [|Jul|%. + ||w||3.] (observacao abaixo).

Observacao 1.3.1 O problema (1.70) é um caso particular de (1.1) no caso v = 2.
Consideramos, sem perda de generalidade, v = 2. No caso em que v # 2 fazemos a
mudanga de varidvel chamando vy (z,t) = u(fz,t) e vy(x,t) = w(0x,t), onde 0 = /T
Assim, u(x,t) = v (07 z,t), w(x,t) = va (07", t), 2030 = vy e 303w = vy,

Vale a lei de conservagao Hu(t)]li% + Hw(t)Hi% = HUOHQL% + Honi%. Para obté-la
basta multiplicar a primeira equagao de (1.70) por i, a sequnda equagao de (1.70) por
w, integrar em relacao a x sobre o toro unidimensional, tomar a parte imagindria e

somar as equagoes resultantes. Portanto, cy independe de t.

Reescrevemos (1.70) da forma

{ O — LU + U + ¢, T + Gy (W) =0 | )
U (2,0) = Uy € H(T) x H*(T)
onde
G1(W) = (Fi(u,w), Fa(w, ), w = (u,w)
(§
Fi(u,w) = (B+ p) [[ul® = [ullzz = wll72]00u + Bog |w]* 8yu (1.72)

+ 0, + po,udy(|w|?) —iou(|ul® + o [w]).

Apresentamos agora o principal resultado desta secao.
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Teorema 1.3.2 Suponha que & ¢ Z. Para s >

N[

e Wy = (ug,wp) € H¥(T) x H*(T)
existe T(HUOHH%) > 0 e uma tnica solu¢do u = (u,w) do PVI (1.71) para o caso

(B+ 1) = Bog no intervalo de tempo [=T,T] tal que
W e C([-T,T): H¥(T) x H¥(T)), u €Y, xY,,

onde co = (B + 1) ||70H2LQ na defini¢ao de Ys.
Para cadaT' € (0,T), existe ¢ > 0 tal que a aplica¢do vy — v € Lipschitz continua

do espaco
{Vo€ HYT) x H*(T) : | Vg — o

e < €}
para o espago

{T 07 = @l e + 107 (¥ = W)

<o)
A equagao integral associada ao problema (1.71) é dada por

Dy (W) = Wit W — / Wit — )Gy (T) (¢,

onde

Wl(t>ﬂ>0 = (Sl(t)UO, Sl(t)wo)

e S1(t) é o grupo unitario em H*(T) definido por S;(t)ug = 3 ei@eitn®=gn*—con)g,
nez
eja g+ (n,7) =7 —n®+ In? 4 cyn. As seguintes igualdades sio uma consequéncia
Seja q+(n,T) 34 dn? As seguintes igualdades sa quenci

direta das definigoes.

(q-(n,7))" [iin, )| = {a (=, =) fid(=n, 7)) (1.73)

10y = || )4 (7)) Fn, )

(1.74)

2Lz
Denotamos por ¢ € C§° a fungao corte tal que ¥y = 1 em [—1,1] e supp 1 C (—2,2).
Definimos W = (Yu,vYw) e para a € R, a # 0, ¢,(t) = ¥ (é) Estas notagoes serao

uteis no lema a seguir.

Lema 1.3.3 Para s € R temos

[ (&)W () 0o

vy, S el @oll roscsrs » (1.75)
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H\If(t) /Ot Wit — G (W) (t)dt

< ellF(w )l s + el (w,u)l, )

o [ E@w)mn N\
+c (Z(?ﬁ (/_OO —(q+(n,r)) dT) )

(1.76)
A ([ Flmwen) Y
’ (%” (/oo (g (n,7) d)) '
Demonstracgao: Pela definicao 1.1.6 basta estimarmos
S @l gy = [0 (7)) Hlas (o TR, (1.77)
= S @l [ {as (1) [Fas ()| ar
< e uolle 6l < ol
(S Yol = || Dlastr Do), (1.78)
= S ) (| [Fae | ar)

2
Hs»

~|12
| <elluol

T

o que prova (1.75).
Para provar (1.76) é suficiente mostrar que

o ([ AEwm) )
YSSC(%W (/oo (g (0, 7)) d))

+ellFy(u,w)l g, 1 (1.79)

H?ﬁ(t) /OtS(t — )y (u, w)(¢)de

Da relacao fot t)dt' = [ em 7 (M) dX e da seguinte definicio do grupo unitério

e}

S(t—t)Fy(x,t) =cy M= =intzam [y (i ¢,

ne”L

onde Fy(z,t) = F(u,w)(x,t), obtemos a expressao

oo 7 pit(g+(n,A) /3 a9 -
bt )/ S(t—t)Fi(a, t)dt = (1) S e ”/ (%—nml) eit(m*=8n*=con) F5 (n, A)dA.
" (1.80)
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N[ —=

Seja ¢ € Cgo outra funcdo corte tal que ¢ = 1 em [—B, B| , supp ¢ C (—2B,2B) ,

onde B < Reescrevemos (1.80) da forma

100

o0 eit(q+(nv>\)) — 1 . 3 q,2 =
o) Y e / (—) ¢t =gn"=n) o () \))F (n, A)dA

el i(q+(n, A))
+(n,A) s qoa ~
% m/ (;—nk))l) et man) (1 (g, (n, A)) Fi(n, N)dr
= Jl(ZL',t> + Jg(l‘,t).
Ou ainda,
I(oat) = ¢ (t)Zem‘”eit(nL%"Q*COn) /+oo [Z <<q +(n, )\))k|1eit(Q+(n,A))ik_1tk)
nez 0 LEk>1 k!
xp(a+(n. ) Fi(n, A)| dA
o0 -
%em et =gn*—eon /OO ( RTRCS) )) (1= @(g+(n, ) Fi(n, \)dA
nx zt n ——n —con e q+ n, /\)
_w(t)%e /Oo ( N )Fl(n A)dA
= Jy(x,t) + J3(z, ). (1.81)
Portanto, ||¢(t) [o S(t — ') Fy (u, w)(t')dt’ <Al + 1Ny, + 1
Temos que )
il = [ 0 tas ) 2 )
1 Feo
= [t tatmrnt [ et S
- k>1 1212
hk( )~
= {|(n)*(g+(n, 7))2 Z V(g4 (n, 7)) (1.82)
= 12
onde
+oo
i) = [ a0 0) il (0 )i (0 A
€

“+o0

Drlgs(n, 7)) = /_ e itlas (7)) (1) ph

o0
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Usando as propriedades de ¢ estimamos

Fi(n, A)) d\ < ¢ H<q+(n, N)EE (1, )

T L(n)

hi(n)] < / (s (m, V)]
(1.83)

Usando integragao por partes, temos

ntas )| < | ) (k{1 R 2 i) i
< ey (W= D 0, 28 |, + )
S a8
Por outro lado,
[Gelas ()| < [0 < e (1.85)

Segue de (1.84)-(1.85) que

B4+ k+1

e )| < e (1.86)
De (1.82)-(1.86) obtemos
1903y < (ZW / °°<q+<n,f>>< il )@@(n,m() dT)
neZ > k>1 '
. 2\ 3
<o| T [ o) ( \¢kQ+nr>]> dr

1

2
1 k:2 k+1
<c (n)** |L(n) |/ (q4+(n,T) ( s >> dr
nEZ k>1 q+ n,T)
E2+k+1 :
S c 28 |L | / ( %) dT
nEZ k>1 ’

<o | Yo L >r) =c<2<> (g (n, ) HFi () )

nel

= c[[Fi(u, w)l -1y - (1.87)
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Vamos estimar agora

/_*w e ( /_+°° (L= ¢la+(n, 1) Fi(n, ) dA) u

9] [e%9) Q-i-(n? A)

N|=

HJ21 ”(1,3,%) = |[{(n)*{q+(n, 7))

212

Sy 0 w(q+(n,-)))ﬁ1(nw)> )

q+(n, )

1212

< (Z<">23 (Q+(n,7)>$(7)‘; (1_90((1;(:2;12))) Fi(n, 1) )

(1 = (g4 (n,7))) Fi(n,7)
Q—l—(n’T)

IA

nel

1
2)2
2

5\ 2
LZ) (1.88)

A estimativa (1.88) segue da desigualdade de Young || f * g|[,, < |[fll,, ll9ll,, e do fato

l=p(@) | ~ c(B)
que ’ S b

xT
Para estimarmos || J3|| notemos inicialmente que
2158 d

c (Z<n>25

(g4 (n, N) "2 Fi(n, 7)

<ec <Z<n>2s

ne”Z

2= —p(t) Y et At aon) )
nez
= —p(O)S()r(w),
onde 7(n) = [ (4G Fi(n, A)dA.

< ?z—ﬁ) temos que

1] .0p) = 1OSOP 02, < I

<c <Z<n>25

De (1.77) e da desigualdade ‘%ﬂc)

Hs

[ (e )

) . (1.89)

+oo T
Fl (n7 /\)
—dA
/ X

o) <Q+(n7 )>

neL

<c (Z<n>23

Usando a definigao de hi(n) segue imediatamente que

()] < [[ A 10 (0 ) Fr(n, )]

1
L>\
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Assim,
T itlas ) t*
illgng = [ [ @0 3= hunar
= Lk
hy.(n) oo —it k
= <n>sz / e l(l]+(nﬂ’))w(t)t dt
k>1 LA 12LL
hi(n)—
= ey S g 7)) (1.90)
k=t Lk
2 = ()] '’
2s AL T
<o o ([ XM \wk<q+<n,7>>\df)
nez k>1
Fin,) | 1o !
n, —
<o S|kl (S [ ]
nez G\, Lt \k>1 —oo
B | :
<c n)? nr,
BN rwewvi i

De forma analoga a (1.88) e (1.89), podemos mostrar que

1
—~ 2\ 2
Fi(n,T)
Jl 4 J2 S c <n>28 ) ,
H 2 H(2,s,0) H 2 H(2,s,0) TZGZZ <q+(n, T)> L
o que encerra a demonstracao do lema. m
Sejam n,ni,ng € Z e 7,71, 72 € R. Entao
q+(n,7) —qr(ny, 1) — q- (2, T2) — @ (N — N1 — N, T — T — Ty) (1.91)
= —3(n1 +ng) (n—ny) (n—ng— %)

Portanto,

max {q+(n, 7), ¢+ (n1,7),q-(n2, 72),q4(n —ny —ng, 7 — 17 — 7))}

q
n—mo — —|.

3
> Z\nl + na| [n — nq|
Para n,ny,ne € Z, definimos M (n,ny,n2), L (n,n1,n2) € My (n,ny,ny) como
M (n,ny,ny) = max {|n — ny|,|ny + na|, |n — nal|},

My (n,nqy,n9) = min {|n — nq|,|ny + na|, |n — nol}
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N[ —=

In —nq| se (|n—nq| — |n1 + nal) (In — nq| — |n — ns|) <0,
L(n,ni,n2) =< |ng +ng| se (|ng +ng| — |n—n|) (Jn1 + na| — |n — nyl) <0,

|n —nso|, se (|n —na| —|n—nq|) (|n — na| — |n1 + nal) <0.

Ao longo desta secao denotaremos M (n,ny,ny), Ma(n,ny,ny) e L(n,ny,ny) ape-
nas por My, M, e L, respectivamente. Notemos que M, < L < M;.

As seguintes igualdades serao uteis na prova do proximo lema.

O termo nao linear F(u,w) definido em (1.72), no caso (5 + p) = fog, pode ser

reescrito como

2 2 2 2
Fy(u,w) = (6 + p) [Jul]” = [Jullzz + |[w]” = [Jw][2]0:u (1.92)
+ (uuP0,T + po,uwd W) + puo, u0w — iou(ul® + og |w]?)

= FH(U,7 w) —I— Flg(u,w) —|— Flg(u,w) + F14(u,w).

Denotando por Fy; = Fy;(u,w), para j = 1,...,4, vamos encontrar uma expressao para
cada F;(n, 7).
Notemos inicialmente que

—_——

|u|® uy(n, 7) = /Re_m <ﬂ* T * ﬁ;) dt = /Re_i” Z inyu(ny) <ﬂ* ﬁ) (n —mnq)dt
n1EZL

- /em Z inia(ng) (ﬂ* ﬁ) (n —mny)dt + /eitTinﬂ(n) [l
R R "

ni1#n
— / e N ing@i(ng )u(na)ti(n — ny — na)dt + / e~ inti(n) [|ul|3
R ni1#n ng€Z R

= /Re‘m Z Z inyt(ny)a(ne)a(n — ny — ny)dt

n1#£n ngFE—n1

+ / e N " ing@i(ng )u(—ny )i(n)dt + / e~ inti(n) ||ul|3
R nign R ”
— / e N N ingti(ny )u(ne)ii(n — ny — ny)dt
R

n1#n ne#E—ny

+ /R e~ S inyii(n ) (—na)(n)dt — /R e~ in i (n )i (—n)a(n)dt

ni1€Z

+ /e_i”mﬂ(n) w2 dt.
R x
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Portanto,

|U’2 Ux(n,7'> = Z inl // ﬂ(nl,T1>%(n2,7'2)a(TL—n1 —No, T —T1 —Tz)dTldTQ
R2

(n1,n2)€H}

+ Z ?:Tll // ’17(711,7'1)%<—7’L1,7'2)a(n,7' —T1 — TQ)dTldTQ (193)
R2

ni1€Z

— // inti(n, 7)u(—n, )U(n, 7 — 7 — T)dmidTy
R2
+ [ e iminan) Jul};.
R

onde

Hrlzz{(711,712)GZQ3”‘”17£07”1+H27£0}'

Analogamente,

wup(n,7) = D i // U(ny, 7)W(ng, )W(n —ny —ng, 7 — 7 — To)ddry
R2

(n1,n2)€H}

+ Z iny // U(ny, 7)W(—ny, 7)W(n, T — 171 — T)dridTs (1.94)
R2

n1E€Z

— // Znﬁ(n7 7-1)%(_77” ’7'2)’[17(”7 T—T1 — TQ)dTldTQ -+ /e_itTina(n) ||wHiQ dt.
R2 R ‘

Observacao 1.3.4 Segue de (1.93)-(1.94) que

il ug(n, 7) = A(m,7) + / e~ mini(n) ||ul?, dt

R
(&
0P ua(n, ™) = B, 7) + / e ina(n) |||, dt.
R x

Observamos que os termos

[ minatn) lul, dt = ull; watn, )
R

——~——

[t minitn) il de = ol ua(n. )
R

serdao cancelados na expressao ﬁl(n, T) definida em (1.92). Portanto, o termo ﬁn(n, T)

serd definido por A(n,T)+ B(n,T).
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Explicitamente, temos a seguinte expressao para F 1(n,T):

Fll(” 7) = (B, 1) Z iny // u(ny, 71)u 712772)U(”—n1 — Ny, T — T — T2)dTidTy
R2

(n1,n2) EHl

+ (B, 1) Z // u(ny, )W ng,Tg)w(n—nl —No, T — T — T2)dT1dTy
RQ

(n1,n2)€H}

+ (B, p Z my // nl,ﬁ (—ny, )u(n, 7 — 1 — To)dmdTy
RQ

n1€Z

+ ﬁ /L Z an // nl,ﬁ nl,Tg)w(n,T — 71 — Tg)dTldTQ (195)

ni1€Z
—c1(B, 1) // ma(”,ﬁ)ﬁ(—nﬁz)a(nﬁ — 71 — Ty)dTdTy
RQ
— (B, ) / / inii(n, 7 )T (—n, 7)@(n, 7 — 71 — 73)drydrs
R2
= Ri(n,7) + Ra(n,7) + R3(n,7) + Ry(n,7) + Rs(n,7) + Rg(n, 7).

De forma anéloga, obtemos

ﬁlg(n, T) = CQ(M) Z an // nl, 7'1 77/2, TQ)U(Tl — Ny —No, T —T1 — T2>d7'1d7'2
R2

17,1 n2 EHI
— 262 Z an // TLQ,TQ 7”L2,T1>U(7”l T —T1 — Tg)dTldTQ
no€Z R?
+ co(p) // inti(n, 72)u(—n, 7)U(n, 7 — 7 — 7)dridTy (1.96)
R2
+ Cg(ﬂ, U#) Z // nl, 7'1 ng, Tg)w(n — Ny —No, T —T1 — Tg)dTldTQ
(n1,n2)€H} R?
— C3 IU,CT'u ZZTLQ// ?7,2,7'2 ng,Tl)a(n,T—Tl—Tg)dTldTQ
n2€EZL R?
—c3(p, 0,) Z i // u(n, 7-2 (—ny,m)w(n, ™ — 11 — T2)dTdTy
ni1€Z R?

+ c3(p, 0,) // inu(n, Tg)%<—n, m)w(n, ™ — 1 — T2)dmdTy
R?

= Rz(n,7) + Rg(n,7) + Ro(n, ) + Rig(n,7) + Ri1(n,7) + Ria(n, 7).

Observagio 1.3.5 Fi5(n,7) € andlogo a Fia(n, 7).
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Temos a seguinte expressao para Fiu(n, 7):

}?1/4(71, T) = c4(a) Z // u(ny, m)u ng,Tg)u(n — Ny — N9, T — T — Ta)dTdT

(n1,n2)€H}

+ c5(a, 04) Z // U(ny, ) W(ng, 72)W(n —ny — ng, T — 7y — To)drdr

(ni,n2)eH}

+eale) [ [ TR W) n,m = 7 = m)andr
+erlaoa) [ 18I 18I 0.7 = 7 = r)dndr,
+ es(a) / /R ), )0, 7~ 71— m)dridry

«) //}R2 w(n, Tl)%(—n, T)u(n, T — 1 — T2)dTdTs.

Lema 1.3.6 Seja 1 um nimero ndo inteiro e 0 < 6 < % Para s > % existe ¢ > 0 tal

que
o ([ Bwen) Y\ L
2 (/oo (000, 7) d) =l o
1730l ) < € (0,0), (1.98)
onde

2 2
P w) = (10l sy + 10l o)) sy + 100t 0l Bl

2 2
+ <||U||(2,%,0) + ||w||(2,%,0)> ||U||(1,s,0) + ||“||(2,%,0) ||w||(2,%,0) HUH(LS,O) : (1.99)

Demonstragao: Da desigualdade de Schwarz, o lado esquerdo de (1.97) é limitado
por
—_—~— 2 2
+o0 ‘Fl(u,w)(n,T)’

” A
Z<n> /OO (q5(n, 7))20-a) dr /oo e | (1.100)

neL
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onde a serd determinado mais adiante. Consideramos primeiro Fy(u, w)(n,7) = Ra(n, 7).

Neste caso, (1.100) é limitado por

S 5 ([ G oo e

n n1 n2 €H1

2

N|=

X ]@(n — N1 —MNg, T —T1 — 7'2)|2 dTldTQdT) Ia)

Z Z / |”1| g(ny, m1)h(ng, 72)p(n —ny —ng, 7 — 1 — T2)
3 (q4(n —a) (n1)25(na)?s(n — ny — ng)?s

n  (n1,n2)eEH]

drdredT )é
x L), (1101
R | PR S Yo P e — (1-101)
onde . p
I, =/ —727
—00 <q+(7’L,7')> “
g(ny, 1) = (n1)** (g (n1, 7))~ [a(ny, 7'1)|2 ;
_ 2
B2, 72) = (2)*(q- (12, 7))~ |2, 7)
e

p(n—ny —ng, 7—1 — 1) =(n—ng — n2>28<q+(n — Ny —No, T — T — 7'2>1*29

X ]@(n—nl — N9, T —T1 —7'2)‘2.

Para estimarmos (1.101) dividimos a regiao de integracao em quatro regioes:

Ay ={(m1,72,7) : |lg(n, 7)| = max {|qg+(n1,71)|, |g-(n2, 72)|, |g4-(n — 1 — ng, 7 — 71 — T2)|} },

Ay = {(7177277) : |CI+("1771)| > maX{|Q+(”77)| ) |Q—(n2772)| ) |Q+(n — N1 — N2, T—T1— T2)|}}7

Az = {(71,72,7) : |Q—(”2772)| > maX{|Q+(”1771)| ) |Q+(n,T)| ) |CJ+(” — Ny — N2, T—T1 — T2)|}},

Ay = {(7'177'277') : |Q+(n — Ny —Ng, T —T1 — T2)| > max{\q+(n1,ﬁ)| ) |q,(n2,72)\ ) ‘Q+(n>7'

Também consideramos o somatério em ny e ng de (1.101) nos trés seguintes casos

2
M, > % > @ > L3> M,, (1.103)
ML s (1.104)
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No caso (1.102) e na regiao A;, limitamos (1.101) por

1 <n>3 ’n1| g nlaTl)h<n277—2>
< clpl , s | () > [

(1-a) _ _
L - (q+(n, 7)) (rr L (n —mny —ngy)?

dTldTQ ) ]

[

X

<Q+(n1, T1)>1_20<Q—(n27 7'2)>1_29<Q+(n — Ny — N, T—T1 — 7’2>1_29

<l Wil Wl e |0 s | 2 [ i
- 1212 2rz 2 rz (qy(n,7))0-a) e (n1)?(ng)?s(n — ny — ng)?s
% dTldTQ );
(g4 (n1, 71)>1*29<(]—(”2, 72)>1*29<Q+(n — Ny —MNg, T —T1 — T2>1*29
9 <n>s—2a+1 \711!
<c ||U||(1,s,%_9) ”wH(l,s,%—G) S:}_) (q5(n, 7)) (=) Z (n1)25(n2)25(n — ny — na)2s

(nl 7n2)eA’ﬂ,T

(1.105)

X Hy(n,nq, n2))2:| ,
onde

A= {(”17712) tMy > L > @ > My, n 7 ny,ny # —na,

n—nQ—g}
3 ’

lq(n, 7)| = |n1 + ol |n —ny|

H ( ) / dTldTQ
n,N1,Ny) =
oL g2 (4 (n1, 7)) 72 {q_(n2, 2))1 "% (q(n — ny — np, T — T — )17

Em (1.105) limitamos I, por

) [T elaa(n )
/ /

so (%4 qy(n, 7)) (g (n, 7)) o (0?4 qp(n, 7)) (g4 (0, 7))%

IN

C/+°° dr
—0 <n2 + q+(n7 7_>>2a

< c/+oo dr
N —00 <n2 + Q+<n7 7—)>a<n2 + Q+(n7 T) - n2>a

1
< WL_W para a > —. (1.106)

2
A primeira desigualdade em (1.106) segue do fato de que |q.(n,7)| > cn?(My) > cn? e

a ultima desigualdade é uma consequéncia imediata do lema 1.1.9.
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Utilizando a identidade (1.91) e o lema 1.1.9, limitamos Hy(n, ny,ny) por
/ dTl
c
r2 (g (1, 7)) "2 (g (n1, 71) — [Q+(n7 7) = 3(n1 +n2) (n—m) (” — N2 — %)])1_46
c
< 1.107
(q4(n,7) =3 (n1 4 ny) (n — 1) (n — ny — 1))1-69 ( )
< : ,
(q4(n,7) =3 (n1 4+ ny) (n—m) (n —ny — 1))t
para 0 € (0,15), € € (66, 3).
Assim, (1.105) é limitado por
s—2a+1 2
s | s Y 2
e | (@4 (n, 7)) ( (1) (ng)?(n — ny — ng)>
ni1,n2)€An -
x 1 Vo ol
u 1 w 1
(g (n,7) —3(n1 4+ ng) (n—nyq) (n —Ng — %))1_5 (18,39 (15,3-9)
1
= coup (1)} [l gy 00 ma) < €Dl Bl (1.108)
onde
I = <n>2574a+2 Z |n1|2
(g4 (n,7))20-a) (n1)%(ng)?*(n — ny — ng)?

(n17n2)€An,‘r

1
g nr) — 3 (m o) (0 —m) (n—ma %>>”> |

A prova de I} < ¢ encontra-se em [38], Lema 4.3.

Os casos (1.103) e (1.104) sao andlogos.

Vamos considerar agora a regiao de integracao A,. Para a > 1 ¢ Fy(u,w)(n,7) =

Ry(n, ), podemos limitar (1.100) por

Ry(n, 7)) : (n)*Ry(n, 7)
c n 2S/ | Ra(n, dr | =c¢ - 1.109
(%; ) r (q+(n, 7)) (g4 (n, )= g 12 ( )
Por dualidade, (1.109) é igual a
csup /(n) R2(n’T>Z(_Z;T)dT = csup |A(h)]. (1.110)
k()2 12 | ez /R (q+(n, 7)) A 7)l;2 .2
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Notemos que

IA(R)| = c Z/ (Z;T)df
— ¢ Z<n>s/ > qu:le - //R U(n1, 71)W(na, 72)

neZ

Xw(n —ny —ne, T — T — To)dT1dTs) dT]|

<c) o) / 2 <|qil‘nr

Tl177'1 p(”2,7'2)

ng)EHL 2 (11)* (n —mny —ng)*
r(n — Ny — N, T — Ty — Tp)dT1dTodT
<q+(n4’71)>%<q—(”277é)>%_0<Q+(n/—'nq — Ny, T — T — 7o) ?

\m| w7
p<n277—2>
< csup / /
1T Z $(q+( n1,7'1)>% R (12)*(n — Ny — ng)*

drdT
e T, — 15 (1.111)
<Q+(nw7?> <Q—(n2772)>2 <Q+(“' ny —nNg, T —T1 7é>2

<l W,
onde
1
g(ni,m) = <711>25<Q+(711,7'1)>5 [u(ny, )],
14|~
plnz, ) = (m2)*{a-(nz, 7))~ [W(na, )
e
1_
rn—my—ng,7—T1 —T) =(n—n1 —no)’(qge(n—ny —no, T — T — To)2 0
X |w(n —ny —ng, T — 11 — T2)|.
Ainda podemos limitar (1.111) por
|71 u/
csup
I\ sl 2, e 00— =
9 drydr )é
<q+(n, T)>2(17a)<Q—(n2, 7'2)>1729<CI+(7L — N1 — N2, T—T1 — 7'2>1729
<l s W, L ol A, (1112)

1%y L% L3 L2
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N[ —=

1.3 Boa colocagao local em H*(T) x H*(T), s >

onde

Dnl,ﬁ = {(n7n2) 'n 7é ny, 7é —na,

n-—mng — q}
3 .

lq(n1, 1) > |01+ n2l [n —ny|

Segue de (1.109)-(1.112) que (1.100) é limitado por

ol (s g
< R2 712 2871—711—712)

ni,T1 n1>s<q+(n17 7—1)> TL’VLQ)EDTLI T

D=

o drodT )é
<Q+(n7 7')>2(1_a) (CI—(nz; 7'2)>1_29<Q+(n — Ny —MNg, T —T1 — 7'2>1_29
2
xc ||U||(1,s 1 ||w||(1 5,1-6)
1 2
= csup (I5)? [Jull 41 ||w||(1s o) < cllulls vl 1 e
ni,T1

onde

11| /
I, =
? (n1)2*(qy(n1, 7)) Z g2 (n2)%(n — ny — ng)?s

(n,n2 GDn1 ol

drydr )
(q4+(n, 7))20=9)(q_(ng, 7)) =2 (g1 (n — ny — o, 7 — 71 —T)17%0 )

X

A prova de I < ¢ encontra-se em [38], Lema 4.3.
O caso Fi(u,w)(n,7) = Ry(n, ) é idéntico a Ry(n,T), para w = u.

Consideramos agora Fy(u,w)(n,7) = R4(n,7). Neste caso, (1.100) ¢ limitado por

c %WS/R (ZZ//R ol [, 70)| [@(—n1, 72)
< c{Z(n)zs (n , [/ <// Ing| |[a(ng, )| )w —ny1,To)

nez

1
2

lw(n, 7 — 1 — 1) d71d7'2> dr

(1.113)

Nl

1\ 2
X |w(n, ™ — 1 — 7)| d71d72)2 dT] 2) }

Este resultado é uma conseqiiéncia da desigualdade

< g f(n,T)‘pdT)p < Z </1Rk |f(n,7)|pd7)p , para p > 1, (1.114)
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encontrada em [9], pagina 265. Usando a desigualdade de Minkowski para integrais,

(1.113) ¢ limitado por
dTldT2>

( /|w 7'—7'1—7'2| dT) (Z// |n1||un1,7-1|’w —n1, T2)
neZ

< <nez /|w ot -1 — ) d¢> (EZ {/R<nl>%|a(nl,ﬁ)\dﬁ}
[

< cl{(n)*w(n, 7],

@(—nl, 7'2)‘ d72:|

(n1)

(n1)2w(ny,7)

2,k 1, L1

[NIES

212 ﬂ(nl,T)

=c ||w||(1,s,0) ||U||(2,%) ||w||(27%)

O caso Fi(u,w)(n,7) = R3(n,7) é idéntico a Ry(n,T), para w = u.

—_——

Para Fi(u,w)(n,7) = Rg(n, ) podemos limitar (1.100) por

c (ZW}ZS/R (//R2 In| [u(n, )| )ﬁ(—n,m)

nez

NI

2
lw(n, 7 — 1 — 7o) dTldTQ) dT)

N|=

sc [// \nHunﬁ]‘w —n, T2) (/’U)TLT—Tl—TQ)‘ dr) dﬁde]
nEZ
2 2
=c <Z [/ [n| [u(n, )] ’E(—nﬂb) dTlde] )
nez R2

N

x( /|wn7'—71—7'2)| d7'>
nez

< cl(m)y*w(n, ), ,|l{n)

[

)| || )

1212
12k

271
lnL‘rl T

=c ||w”(1,s,0) ||u||(2,%,0) ||w‘|(2,%,0) :

Os casos Fi(u,w)(n,7) = Ri(n,7),1=17,...,12 seguem de forma andloga aos anteri-

ores. Observamos também que as estimativas para Fy(u,w)(n, ) = Fi4(n, T) seguirdo

como consequencia imediata dos casos anteriores.
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N[ —=

e descon-

A prova de (1.98) segue da mesma forma de (1.97), tomando a = 3

siderando I,, pois

) 1
+o0 ‘Fl(u, w)(n, 1) ’
dr

IR,y = | S [

2 ) )
|

Lema 1.3.7 Para s € R, 0 < e < %, Te01)ed<l << —, valem as sequintes
desigualdades

||¢T( )f” 1,s1 S ( ) T ||f||(1,5,%) )
197 (8) fll(1,6,1-0) < 1’ 11l 1,6,2) -
||¢T(t)f||(2,s,0) <c ||f||(2,s,0) :
A demonstracao deste lema encontra-se em [38], Lema 4.6.
Apresentamos agora a demonstracao do teorema principal desta secao.

Demonstracao: (Teorema 1.3.2) Seja s > 3.
1. Ezisténcia. Para T € (0,1), definimos

B(r)={v eVixVer [Vly, <7},

O(W) = V()W (t)uo— V(t) /t Wit — )G (V) () dt’ (1.115)
_ [ P@®SB)ue — (1) (t) [y S(t — ') Fy (dru, Yrw)(t')dt!
P (t)S(t)wy — (1) fo (t — ")y (Yrw, Yru) () dt!

Mostraremos que existe 7 > 0 e T' > 0 (dependendo apenas de || ol| ... ) tal que se
U € B(r) entdo ®(w) € B(r) e d : B(r) — B(r) é uma contracio. Dos lemas 1.3.3,

1.3.5 e 1.3.6 segue que

le()

Yix Yy <c "70|‘H~9Xf1s + fWTU; ¢Tw)

2 2
Hexms TC (Hl/}TuH(l,s,%—G) + Hl/fTw“(Ls,g—e)) ||¢Tu||(1,s,%)
+c HwTUH(l,s,%fO) HwTwH(l,s,%fe) HQ/’TUH(LS,%)

2 2
e (Iprullt s + lorwlll 1) $rulo.

< c |0l

telbrully g brwll s g Il .o

0—0r4e || = 6—01+¢. .3
moxas T e | u mexps T e

3
< c|Wol yoxy, < ¢l %ol
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para @ € B(r)e0 < —e <0< % Analogamente, para u, v € B(r) temos que

() — &(7)

0—01+e 2 |— —
vaxy, < T || W ="

Yoxys - (1.116)

r o _

Para que ||®(u) 5

. 0—01+¢
suficientemente pequeno, tal que ¢TI’ r? < 5

. ~ —
voxy, <1 e ® seja uma contragao, escolhemos cl|Wollys eT

Portanto, para o € H*(T) x H*(T) obtemos uma tnica solucio u € B(r) C

Y, x Y, da equacgao
t
T = W) T / Wh(t — )G (U ()T () (1.117)
0

para t € [T, T, pelo principio de contragao.
2. Unicidade. Sejam w,w, € Yy x Ys, com w1(0) = @ duas solucdes de (1.117)

para t € [0,7]. Suponhamos que
T :=sup{tec[0,T);w (t)="u,(t)} <T.

. = = ~ N — . .
Fixemos W e u; extensoes de W e w1, respectivamente, tais que

T =UwE+T) e Vit)=u(t+T).

Para —T" <t <T —1T’, temos
v (t) — U (t) :/0 Wit —t) [GL(Yr ()01 () — GL (Y (#) T ()] dt'.

Repetindo o mesmo argumento de (1.116) com |t| < ¢ e J suficientemente pequeno,

obtemos

195 (0" = V"1)lly sy, < 0”752 (105 (0 = )y, oy, (1.118)

1
< 3 |Ws (W — 7)Hysxys .

Segue de (1.118) que ¥'(t) = ©U'1(t), para |[t| < J, o que contradiz com a definicio de
T

3. Dependéncia continua. Sejam o, v € H*(T) x H*(T), com & = |||

Hs ©

Vo — Wollgs < €. Escolhendo € < ||Wo ., obtemos || w

Yex Y H7 Yoxy, ST

Além disso,

I = < c|[ Vo — Uyl

(60— — —
voxy, < e +CT (6 9/+5)T2 || 4 — v

YsxYs
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N[ —=

para T" € (0,7T) e T suficientemente pequeno obtido na prova de existéncia. Portanto,

1 = Vlly, ey, < 2¢lV0 = ol s

Como Y; C C(Ry; H*(T)), segue que

sup [ @ (U = )| < W0 (V= 0
te[-T",1"]

Yoxv, = 2c H?O - UOHHS .
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Capitulo 2

Teoria Global

2.1 Boa colocacao global para s =1

Nesta se¢ao mostraremos que o problema de Cauchy (1.1) no caso 0, =03 =0, =1

( 2idyu + q0%u + ivu + 2iB(|ul” + |w|*)dpu + 2ipud, (|u]* + |w|?)

+2au(|ul’ + [wl*) =0

2i0w + q0%w + iy 02w + 2iB(|uf* + [w[*)Dpw + 2ipwd, (|ul” + |w]*) (2.1)
+2aw(|w|® + [u*) = 0.

u(z,0) =uy € H'(Q) e w(z,0) = wy € H(Q) .

\

é globalmente bem posto no espago H'(Q) x H*(Q), com Q@ =R ou T.

As expressoes definidas abaixo e o lema seguinte sao o primeiro passo para a
obtencao das leis de conservagao no lema 2.1.2.
Defina

Ho(u,w) = 2pIm (/Q((um,;)2 + (wwx)Q)dx) + 4pIm (/Q(umwwx)dx) ,

Hiluw) = (54 20) [ [lual 0u(ul®) + s 0 ()] o
(3 +2) [ [l ou(fuf)] do
+ (ﬁ+2u)/ [[w,|* 8, (lul*)] dz + 4aTm (/Q(uamwm)dx)
20t | (1) + o))

53
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Hy(u,v) = <——ﬁ+2u) [0yl +- (10l o
+qu/ uti,)* + (Wi, )?)dx

#30 [ Dusl 0utluf) + ol 0, ()] do

Hafu ) = (59 - 20) [ (@ () bol"+ 00 () ') do + 20100 ([ i )
30 [ a0t + 0 (fuf)]

Temos o seguinte lema.

Lema 2.1.1 Seja o = (ug,wy) € H¥(Q) x H¥(Q), s suficientemente grande e U €
C([-T,T]; H*(Q)x H¥(Q)) solugdo de (2.1) . Entao

id, < /Q (T, + wm)dx) = Hy(u, w), (2.2)

O (a2 + ey ) = =i (u, ), (23)
50 (uellay + lellaey) = ~Halw,w), (2.4)
&5/ u|? |w|* dz = — Hs(u, w). (2.5)

Q

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (2.1) por ,, a segunda equacao

de (2.1) por w,, integrando em relacao a varidvel x e tomando a parte real, obtemos

Re (2@/ utﬂxdx) = i/(utﬂx — Upug )dr = 10, (/ uﬂxd:p) ,
Q Q Q
Re <2iu/ u(?x(]u\Q)ﬂxdx> = —Im (2@/ u@m(\UIZ)Ezdx)
0 Q

i, (T, + uﬂm>

/
= —2uIm (/Q (um)de) ,
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Re (2i,u/ u8$(|w|2)ﬂxdx> + Re <2z',u/ w@x(|u|2)wpdaﬁ>
Q 0

= —4puIm (/Q(uﬂxwm)dx> ,

Re (2a/u(|u|2+\w\2)ﬂx) 4 Re (2a/w(]u|2—|—|w|2)ww>
Q Q
= 2a Re </ u|w|2ﬂ$> + 2aRe (/ w |u|2w$>
Q Q

= —a/ O (Jw]?) [u” dz + a/ O (Jwl*) Jul* dz =0 .
Q Q

A igualdade (2.2) ¢é obtida somando as equagoes resultantes.
Para obter (2.3) multiplicamos a primeira equagao de (2.1) por U, , a segunda

equacao de (2.1) por w,,, integramos em rela¢ao a varidavel x , tomamos a parte ima-

ginaria e somamos as equagoes resultantes. De fato,

Im (21' /ﬂ (umm)d:c> — 2Re < /Q (umm)dx> = 0k (Il )
Im (w / [l + ), 7,0] dx) — 5 / (a2 02 ([ul?) + 2 B, (feo]?)]

tin (2 [ (o)) ) = 2R ([ [0 (ufya. + w02(ufym.) o)

=—-2u (|Uw‘2 89:(|u|2)) ’

Im (2@'# /Q (40, (Jw]?) T | dx) + Im (Qip /Q (w0, (|u|?)T, ] dx)

Im (2&/ [u |u|2Em} da:) = —2aIm (/ |ug | [ul® + 8x(\u|2)uﬂx)
0 0

= —Qa/ (wi,)® du .
Q

A igualdade (2.4) é obtida multiplicando a primeira equacdo de (2.1) por |u|*%, a

~ 2 . ~ < .,
segunda equacao de (2.1) por |w|”w, integrando em relagao a variavel x, tomando a
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parte imaginéria e somando as duas equagoes resultantes.

Im (2@'/9(1% |u|2ﬂ)dm> — 2Re (/Q(ut|u|2ﬂ)dx>
= (/Q|u|2(utﬂ+u_tu)dm)

1
= Eat/g; |U|4 dx )

I (q [ (s |u|2a>dx) — gt [ () ds

Im (27/(%&” |u|2ﬂ)dx) = —7Re (/ (U O (|1 )T + Uy |u|2ﬂx)dx)
Q 9]
— / ta2 By ([uf?)d + 2 / otal2 By (ful?)
Q 2 Q

= [l o)
Q

Im (225/ [(|u|2 + |w|*)uy |u|2U} dx) =Im (22ﬁ/ w|? 1y |u|2ﬂ>
Q Q

=—§/an(’w’2) uftde |

Im (2@'#/9/uax(\u|2+ w|?) |u|2ﬂd:£) = Im (2@M/Quax(|w|2) |u\2adx)
= utte ([ [ 1ul'o.(uf)a )

- / ul 8, (jul?)da .

De forma similar, obtemos (2.5) multiplicando a primeira equacio de (2.1) por |w|*,
a segunda equagao de (2.1) por ]u|2w, integrando em relacao a z, tomando a parte

imaginaria e somando as equacoes resultantes. De fato,
Im (Qi/(ut |w|2ﬂ)dx) =2Re (/ (uy |w|2ﬂ)dx)
Q Q
_ / |2 (g + Tu)
Q

_ / ol 8y (Jul?)dz
Q
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m (2“3/9 RN d:c) — 28Re (/Q [luf? o @) d:c)

=5 [ 1l ouelas

Im (Qiﬁ/ [|w|2ux |w|2ﬂ] dw) =20 Re/ [|w|4uxﬂ} dx
0 0
_ 10, (|ul)dz |
5 [t oo

Im (Qiu/u@x(\u]2+\w\2)\w\2ﬂdx) — 2uRe (/ Ou((ul? + o) \w\zlul2d$>
Q QO
S / 0, (fo?)dz — 1 / ] 8, (jul?)dz
Q Q

Im (q/ Ugz |w|2ﬂdx> + Im (q/ Wy |u|2wdaz> = —qIm (/ 81(]w|2)uxﬂdx>
0 Q 0
—¢Im </ E)x(|u|2)wmwd:r)
Q
= 2qIm </ (uﬂxwwx)dx) :
Q

Im (w [ |w|2adx) e ( [ wlonuya+ \wmdx)
Q Q

=2 [ urontuias + 5 [ ouffuf’) ol do.
Q Q

Lema 2.1.2 Seja wy € HY(Q) x H* () e W € C([-T,T); HY(Q)x HY(2)) solugdo

de (2.1) . Entdo temos as sequintes leis de conservacao

I, w) = ul2ag) + )220y = Li(uo, wo), (2.6)

. _ _ 3
Ir(u,v) =i (=3ya + Bq + 2pq) /(Uum + ww, )dx + 37 (||Ux||i2(ﬂ) + ||wx||i2(n)>
0

1
+ 50+ 20) (Jullaa) + loliamy) + (620 [ uf ol do (27)

= IQ(U(), wo) .
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Demonstragao: Obtemos (2.6) multiplicando a primeira equacao de (2.1) por u, a
segunda equagao de (2.1) por w, integrando em relagao a x, tomando a parte imaginaria

e somando as equacoes resultantes. De fato,

Im (m’/ﬂ(um)dx) — 9Re (/Q(um)d:c) =0, (a0

tn (26 [ [(ul* + ful?)os] de ) =298 ([ [(ul + ful?)ust] do )
=3 (/Q(|u|2 + |w|2)(uxﬂ+ﬂxu)dx>

3 ([ o (1) a
5 ([ Gl () a)

I (m IR W)) — 2R ( [l au(a? + |w|2>)
=2 ([ 1P 0u(u)).

Da seguinte combinacao linear das equagoes (2.2)-(2.5) obtemos (2.7)

(—?woz + (B8 + 2u)q

2 ) (22) + 377(2'3) + (B4 20) (24) + (B +2p) (2.5).

A principio, estas leis de conservagao e outras identidades formais da equagao diferencial
seriam validas somente para solugoes classicas. No entanto, por causa da propriedade
de dependéncia continua, as solugoes no sentido fraco podem ser aproximadas por
solugdes classicas na topologia de C([—T,T]; H¥(2) x H¥(2)), com s’ suficientemente
grande. Com isso, as leis de conservagao (2.6) e (2.7) sdo validas para as solugoes
encontradas para a equagao integral. m

Combinando o resultado de boa colocacao local (Teorema 1.2.1) com as leis de

conservagao para o sistema (2.1) segue o seguinte resultado de boa colocacao global.

Teorema 2.1.3 Seja Wy = (ug,wy) € HY(R) x HY(R). Entdo existe uma tinica

solu¢do U = (u,w) do problema (2.1) tal que

(u,w) € C(R; H'(R)x H'(R)).
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Demonstragao: Seja o = (ug, wp) € H'(R) x HY(R). Defina T* = T* (|| W || ;1)
por

T* =sup{T > 0: 3! solugdo de (2.1) em Yr},

onde

Seja u (t) = (u(t),w(t)) a solugdo local da equacdo integral associada a (2.1) no in-
tervalo maximal [0,7*]. Vamos supor T* < oo e obter uma contradi¢do. Da lei de

conservagao (2.7) temos que

2 (=3va+ Bg+2 _ _
mm;+mw;:—5hmwmuﬁ ho+ g W”/w%+w%ux

3 R
(B +2p) 2(8+2u)
+— (||U|Ii4 + ||w||i4) + = ) w]? da
3y 3y R

[+ i +¢h464%—Huﬂi4+l/ﬂuflu42dx)
R R

4 4
< ¢ ([a(uo, wo)| + [lull g2 lluall 2 + lwll o llwell g2 + lllza + llwllza)

<c (llg(u,w)| +

¢ (Ilullza llwll7s)
1

1 2 1 2 2 1 2
c |Ix(uo, wo)| + 502 [Jul|72 + B |tz 72 + 502 |wl|72 + 5 |we |72

4 4 c 4 4
+e(lullze +llwllze) + 5 (lullza + wllza)

IN +

onde ¢ = ¢(«, 3,7, q, p). Portanto,

a7z + lws 72 < 2¢ [T (uo, wo)| + ¢ [full 7z + ¢ [lw]| 72 + 3¢ (|fullzo + lwl7)
< 2¢|Ip(uo, wo)| + ¢ (Jful 72 + [[w]l72)
3 3
+3cer ([[ullz luall 2 + lwlize [lwsll )

3/2
< 2¢ |I(ug, wo)| + 21y (u, w) + 3¢ (||u] 2 + w]2)”

3/2

[l 2
+ 3¢ (lullZ> + lwl72)™" llwell 2

< 2¢| Iy (ug, wo)| + A1 (uo, wo) + 3¢ (I (g, wo))* ||tz | 1o
+ 3¢ (I (ug, w0))™? [Jwg |

< C (La(uo, wo)| + Iy (o, wo) + (11 (ug, wp))*)

g el 5 s

Logo,
luzl72 + llwe 72 < C (|T2(uo, wo)| + 11(uo, wo) + (I (uo, wo))?) - (2.8)
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Por outro lado, temos que

I (ug, wo) < |l + [lwoll 7

4
Lo, wo)| < ¢ [luoll 2 19utoll = + ol 2 1Bawo | 2 + ol
4 2 2
e lwoll e + lullFa el
C
< 5 (ol + lhwll3= + 195 uoll3= + 9swl2)
+ 1 [Juoll72 19utto]l g2 + ex [Jwol[72 |atwol| 2
3/2
< C {lluoll3n + lwol + (luolFz + lhwoll3) ™ 1osuo l 2
2 2 \3/2
+C (o7 + lhwoll3=) " 1ouwo |
<C 2 2 2 2 \3 9 2 9 2
< Gy [lluoll3 + lwolfs + (72 + lwoll3=)” + 10wuo 72 + 9yl

2 2 2 2 3
< G [luollf + lhwoll + (Iuollz + lwollF)”] -

Logo, segue de (2.8) que

2 2 2 2 2 2 3
lutallZ2 + el < e [lluollfn + Nwollfn + (luollf + lwoll3)°] - (2:9)
Portanto,
10 (O3 < e (1ol + 1 Wolsn] = M

que implica
1@ ()3 < M, VEe[0,T7).

Considere o problema (2.1) com dado inicial v (0) = W (T* — ¢) € HY(R) x HY(R).
Entdo existe um tempo T} > T* — ¢ e uma solucdao v (t) € C([0,71] ; H'(R)x H*(R))
do problema (2.1), com

W(t) = {

Logo, obtemos ¥ uma solugdo de (2.1) no intervalo de tempo [0,75], com Tf =

T ([T (0)]]) >

> 5. (2.10)

Defina

(1) quando 0 <t <T™* — ¢,
(t—(T*—¢)) quando T* —e <t <T* —e+1y.

=l =

(T* — e+ T1). Repetindo este processo um nimero finito de vezes obtemos um tempo

de existéncia T; > T™, que é uma contradi¢cao. O fato de que o tempo 7 nao se



2.2 Boa colocagao global para s € (3/5,1) 61

acumula quando n — oo segue da dependéncia do tempo em relagao ao dado inicial e
de (2.10). m

Combinando o resultado de boa colocagao local no caso periédico (Teorema 1.3.2)
com as leis de conservagao (2.6) e (2.7) obtemos o seguinte resultado de boa colocagao

global.

Teorema 2.1.4 Seja W o = (ug,wy) € HY(T)x HY(T). Entdo existe uma tinica solu¢ao

U = (u,w) do problema (2.1) tal que
(u,w) € C(R; H'(T)x H'(T)).

Demonstragao: A prova é andloga a do teorema 2.1.3, pois a estimativa a priori

(2.9) também ¢é vélida no caso periédico (ver defini¢ao 1.1.5 e lema 1.1.9). m

Observacao 2.1.5 Nao foi possivel obter resultados de boa colocagao global para o
problema (2.1) nos espagos H*(2) x H*(2), s > 1, pois ndo conhecemos estimativas a

priori disponiveis neste caso.

2.2 Boa colocagao global para s € (3/5,1)

Nesta se¢ao usaremos o resultado de boa colocacao global obtido no teorema 2.1.3, nos

espagos H'(R) x H'(R), para mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 Seja s € (3/5,1). Entdo para uo € H*(R)xH*(R) a tnica solugdo
local do problema de Cauchy (1.1) no caso o, = 0g = 0, = 1 obtida no teorema 1.2.1

se estende para cada intervalo de tempo [0,T]. Além disso,
w(t)=W(t)uo+ g (1)
com

sup || g (8)|| o < cTH7e)/5s3 e sup || W (t)| s < THUT/53,
[0,7] [0,T]

Para provarmos este teorema algumas consideracoes iniciais e resultados prelim-

inares serao necessarios. Consideremos o problema
Ou — i02u + 102u + F(u,w) =0
dw — Li02w + 103w + F(w,u) = 0 (2.11)
u(z,0) =ug € H*(R) e w(z,0) = wy € H*(R),
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onde
Fu,w) = (8 + p) |ul” 9pu + B lw|” dpu — dou(ju]* + |w|*) + pu?0,a + pud,(Jw]?).

Segue do teorema 1.2.1 que existe uma tnica solucdo @ do problema de Cauchy
2.11) com dado inicial (ug, wy) € H*(R)x H*(R), s > . Para N > 0 fixo, decompomos
1

up(x) = F 1 [XqelenF ()] (2) + F ' [xqe=nF (uo)] (x) = uo, + uo, (2.12)

wo(x) = F 1 [xqe)enF (wo)] (2) + F " [XgeiznF (wo)] (x) = wo, + wo, (2.13)

Esta decomposigao é conhecida como decomposi¢ao de baixa/alta frequéncia de

Bourgain [3]. Assim,
— — — — —
Wo= UWo, + Wo, com uoy, = (up,,wo,) € Wo, = (Up,,Wp,) (2.14)
Em consequéncia, temos

Ioullze < 1Wollge + NWoullg < N[ Wl (2.15)

||702||Hp < CN(p_S) ||70|

e, 1/4<p<s<l

A frequéncia baixa de uy dada por ug, = F ! [X{IEKNJ: (uo)} tem norma grande,
enquanto que a alta frequéncia ug, = F ! [X{\£|2 NF (uo)} tem norma pequena (para
N grande).

Seja

~ —_ .
entdo u 9 satisfaz

8tu2 — %z@%m + %8211,2 — F(ul, U}l) + F(u1 + U9, W1 + wg) = 0
Oy — %i@gwg + %83102 — F(wy,uy) + F(wy + wa,uy +ug) =0 (2.16)
ug(,0) = ug, € HP?(R) e wy(z,0) = wy, € HP(R).

O seguinte resultado segue do Teorema 1.2.1 e das desigualdades em (2.15).

Teorema 2.2.2 Seja 1/4 < s <1 e Uy € H(R)x H*(R) satisfazendo

[Wo,ll;e <c e [|[Woyllpn < eNUT2.
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Entio a solucdo w1(t) = (ui(t),w,(t)) do problema (2.11), com dado inicial u 1(0) =
Uo,, obtida no Teorema 1.2.1 existe no intervalo de tempo [0, AT), onde AT ~ N—(1-5)
(a notagao ~ significa que existem constantes positivas ¢y, co tais que aN-0=9) <

AT < CQN*(PS)). Além disso, a solucio W1 satisfaz

sup [ @1 (8)]| gr < eNUTY (2.17)
0,AT]
e
|||71(t)|||p < N9 para 1/4< p <1, (2.18)
onde

1 O, = 101l g, 10 + 1D20 W ez, + 1050 1l e, + 11 s 10,

1,
FIDE g, + 1020 oz + 1 s,
+ ||71||L3L8AT + ||D;71||L§:L8AT :

~ . — —4 s
Demonstracao: Segue do Teorema 1.2.1 que existe T ~ || o, || 1/« € uma tnica

solucdo ' de (2.11), com dado inicial @ ;(0) = % o,, no intervalo [0, T]. Interpolando,

obtemos
3/4 1/4 1/4 1/4
oyl g < Moy 156" uo, 1ie < clluo e e lwoy s < ¢ llwo, |1 -
Assim,

T ||701||1_ﬁ/4 > c||ﬂ>01||;111 > N—(1=9),

Logo, podemos considerar o tempo de existéncia AT « N~-0=%) Observamos que
esta notagao AT foi escolhida para diferenciar do tempo de existéncia T', obtido no
Teorema 1.2.1. Para N suficientemente grande, o tempo AT é pequeno, o que justifica
a notacao.

Para provar (2.17) usaremos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Lema 1.1.10)

e as duas leis de conservagao

Ii(ug, wy) = [Jwg|[72 + [Jwr]|72 = I (uoy, wo,),
. +o0o B B 3 , N
L(uy,wy) = i(=3ya + (8 + 2u)q) (U1 Uy + W1 W1, )dw — 57(||U1z||L2 + [Jwizll72)
1 4 4 too 2 2
+ 5(5 +2u) ([lur|[ s + [Jwil4) + (B + 2u) [u|” |w |” d

= Ig(uol,wol).
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De fato,

—+00
ululm wlwlx X Cl||Uy A4 w1 LA

—00

luell72 + lwiallZe < ¢ [Ea(uy, wi)| + ¢
< |l (uo,, wo, )| + c(l[ull 2 Jurall 2 + llwill g2 lwizll z2)
+ c(lJunll7z Juaell 2) + (w72 wiell 12)
< c|Iy(uo,, wo,)| + c(|Jua 72 + [lwil72) + %(Hulxﬂiz + [Jwiel72)
+ c([Jurllzz + llwil72)** (uazll 12 + llwiell 22)-
Assim,

3/2(

w72 + wizllze < ¢ |Ia(uoy, wo,)| + e[ I (o, wo, )2 (JJure | 2 + lwis|2)

+ C‘Il(u017w01)|

< c|Is(ug,, wo, )| + ¢ |11 (uo,, wo, )| + c|11(u01,w01)|3
5l + sl 22).
Temos
[urel 72 + lwizl72 < ¢ [Ea(uo,, wo,)| + e[ 1 (uo,, wo, )| + ¢ [ 1y (uo, , wo, )|

Da desigualdade || %o, || ;1 < cN1=%) segue que

|11 (uo,, woy )| = Nluo, 172 + llwo, |7, < C < eN?7*)
e
2 2 2 2
|I2<u017w01>| < C(||U01||L2 + ||7“UO1||L2 + ||axU01||L2 + Ha:vw(h”L?)
2 2
+ c(||uo, 172 + llwo, [I72)% (10atto, || 12 + l|Oxwo, || 2)
2 6
<c([@o Ml + 10, 1l72)
S CNQ(I_S)-
Portanto,
[urall72 + lwiell 72 < eNZ0?)
e
2 2 2 2 2 2 2
||71||H1 = ||U'1||H1 + ||w1||H1 = ||u1||L2 + ||w1||L2 + ||u1x||L2 + ||w1x||L2

= |11 (uoy, woy )| + Jure|l32 + [[wiz]| 7

S CNZ(I*S) ,
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o que encerra a prova de (2.17).
Para a prova de (2.18) usamos novamente o resultado do Teorema 1.2.1, que garante

a seguinte estimativa para a solucdo u; de (2.11), com dado inicial o' (0) = Wy,
@, < cellwoll,  com 1/4<p<1.
Interpolando, obtemos
ol < € lluoy 1337 oy 51 < e lluo, I < eNPA= e g, ||, < eNPO~9),
Logo,

1T, < [ Toll, < N?0) com 1/4<p<1.

Teorema 2.2.3 Seja o, € HP(R)x HP(R), com || Wo, |l ;0 < NP5, 1/4<p<s<1
e seja W1 a tnica solucdo de (2.11) obtida no teorema 2.2.2. Entdo eriste uma tnica

solu¢do Wy do problema (2.16) no mesmo intervalo de existéncia de Uy tal que
Wy € O([0, AT); H/(R)x HP(R))  com AT v~ N~179),

Demonstragao: Faremos com detalhe o caso p = 1/4. A demonstracao segue a

mesma idéia da prova do Teorema 1.2.1. Reescrevemos (2.16) como
T giam + gam FG(Wa, W) =0, Walz,0) = o, (2.19)

onde

G (T, ) = <F(u1 + ug, wy + wy) — F(ul,w1)> (2.20)

F(wy 4+ wa, uy + uz) — F(wy, uy)
e F(uy + ug, wy + we) — F(uy,wy) é definida por

(B + ) Uu1]2 Ugs + 2 Re(uTg, )v, + 2 Re(uiTa, gy + Ul tgy + |ug|” Uny)
+ B lw|? uge + 3 [2Re(wWa)ur, + 2 Re(w Ws)ug, + |wa|* Usg + |ws|? Uty
—ia Uu2|2 u1 + 2 Re(ui@a)uy + 2 Re(w ws)uy 4+ 2 Re(wWs)ug + |w2|2 ul}
— i Uu1|2 us + 2 Re(uitg)ug + |u2\2 Ug + ]wl|2 Us + |u)2|2 ug} + 2 Re(wy, w1 )ug
+ [U%ﬂzx + 2y U, + 2UsTlop Uy + UG, + U%ﬂm}
+ 2p(uy + uz) [Re(we, W) + Re(wi,Ws) Re(we,ws)] .
Seja
Vir = { W2 € C(-AT, AT); BV R)x H'V (R)/ | Wsl 4 < a}
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onde a norma |[|-[|[, , tem a seguinte definicao

|||U2|||1/4 = ”72||LZ°TH1/4 + HD;M@;WQHL?LZT + ||a$72||LgOL2AT + HWQHLL;UAOT

+ HDal:/472HL3L§T + H3x72HL%oL5A/§ + H72HL3L°A°T

+ HUQHL?ELSAT + HD:}:MU?HLngT :

. —_ . ~
Como na prova do Teorema 1.2.1, precisamos mostrar que para u o € Y3, a aplicagao

O(s) = WH) T, —/0 Wt — 7)G (o, 1) (F)dr

satisfaz ® : Y{,, — Y{, e é uma contracao.
A desigualdade

1(@yys < el Toullate(AT)V2 (IG(To, Tl a1, + | DYIG(T2, )|

segue de maneira andloga a (1.49). Pela simetria da fungao G

IG5, W) 720, = 1 (w4 g, w1 +ws) = Fur,wi) |7,

+ | F(wn + ws, un +uz) = Fwr,w) 7z,

basta estimar

| F (w1 + ug, wq + wa) — F(uy, wl)”igmﬂ

| D" (F(uy + ug, wy + wy) — F(ul,w1))HigL2M :

Comecamos pelos termos

2 2
H|u1| uszL%LQAT < Hul”L;ﬁLfT Hu?xHL%"LQAT’

IRe(uitip)unall 2z, < lluntiotiall 2z

< Nl g, Mzl s, oonell ey

||Re(u1ﬂ2)u1||L%LzAT = HU%EQHLgLQAT

2
< (AT)'* HulnLgLSAT ”U2HL3L°A°T ’

IRe(urwa)url[papa < lwrWawn| a2

< (AT>1/4 ||w1||LgL°A°T ||w2||L§L8AT ||U1||L§L§\T :

L%LZAT)

(2.22)

(2.23)
(2.24)

(2.25)
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Os outros termos de || F'(uy + ug, wy + wq) — F(ul,wl)HiQLzM definidos em (2.21) sao
estimados de forma andloga a (2.22)-(2.25).

Portanto, ||F(u1 + ug, wy + we) — F(uy, wl)HizLQAT é estimado por

2 3
e (W N2l + N2 )
2 2
e Tl 1T 0+ AT TN 1 (2.26)
3 2
e e (AT A WA A T R

Usando a regra de Leibniz para derivadas fracionarias (Proposi¢ao 1.1.3) limitamos
HDalc/4(2 Re(ulﬂz)ulx) 1212

THAT

do seguinte modo,

HDi/4(2 Re(ulﬂg)ulr) -2 Re(ulﬂ2>Di/4U1x — leD;/4<2 Re(ulﬂg)) HL92cL2AT

* 2 Re(urm) D el 15, + e D2 R m) 1,

<c ||Di/4(2 Re(u1ﬂ2)) HLiO/saLX)T ||U1Q;HL%OL5A/%

+ [2Re(uatia)]| 12 o | DY urs

| poerz s
LP LA

onde

| DY (2 Re(ua)) | 2000

A, — | =
o = ||Dm/ (1o +u1u2)H 20/9
T LAT Ly

10
LAT

< DY) g, + 1010 |,

<c ||D91c/4u1”LgL1AOT HU2||L§L°A°T +c ||u1||L;1L°A°T HDiMUﬂ L3010,

12Re(urtio) e, = llntiz + Wvall z e < NluaTiallp pee + [Tv2ll 2 g,
<c ||U1||LgL°A°T ||U2||L3L°A°T :

Portanto,

HD;M(Q Re((uitz)uyy) HL%LgAT <c HDQ};MUI HLiLfT HU?HL‘;LZ’T ||U1ac||L§0L5A/7%
+ [l pa e, HDC}?MuZHLQLlAOT ”uleLi‘)Li/%
+c ||u1||L;l.LZ°T ”u?HL;{.L"A"T ||D91c/4u1$||Lg°L2AT :

2
Os outros termos de HDglc/4 (F(ug + ug, wy + wy) — F(uy,w))

, sao estimados de

ZLAT
2

forma analoga. Consequentemente, a norma HD;;/4 (F(uy + ug, wy + wy) — F(uy, wl))) .
L2123,
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¢ estimada por

2 3 2 3
¢ (|”71|||1/4 |||72|||1/4 + |”72|||1/4> + C|||ﬂ>1|||1/4 |||72|||1/4 + C(AT)1/4 |||72|||1/4

2 2
+ (AT (T 12+ W Tl 17208 ) -

Juntando as estimativas anteriores, obtemos

@210 < N Woallygars + (AT (T W2y + I 1y 1201
o+ e(AT) [T 30+ ATV (12 1114
o AT (Tl o+ 11Tl |20 ) (2.27)
< | Woulose + CATY2 (11T W2l + 101 )

2
+ CAT) 21l 112l -

Escolhendo
a = 2cmax{||Wo,ll /o, | Wosll i} e CAT)Va? < é (2.28)
obtemos ® : Y{,, — Y& ,. Além disso, como
%0, I < eNUTIE e [[Wo, [l a0 < eNVAT* < eNUZI,
o tempo AT < Ca% é dado em funcao de N por
AT ~a™* ~ N9, (2.29)

Um argumento analogo mostra que ® : Y, — Y{, ¢ uma contragao. m

Corolario 2.2.4 Sejam W e U solugées do PVI (2.11) e (2.16) com dados iniciais
W, € U, respectivamente. Sejam 1/4 < p < s < 1, suponhamos que || W, || zp ~ NP~

e que W, satisfaca as condicoes do Teorema 2.2.2. Entdo ||H72HHp < cNP~*, onde
Mol = 12l g, o + 1D200 Wl ooz, + IDEW 2l a0, + 1DEW 2l s, -

Demonstragao: Como na demonstragao do teorema anterior, utilizando a equagao

integral, desigualdade de Minkowski e propriedades do grupo, obtemos

a1l < el Toyllo + (AT)2 (IG(Ta, Tl g2y, + 1DLG(To T, ) -
(2.30)
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Como consequéncia imediata de (2.26) temos
2 3
(T2, 0l s, < o0+ (AT (T M Talllya+ 1TI) (23D
2
+ (1 + (AT 1 0 1@

— — ~ . :
Os termos de || D?G( W o, u 1)HL2LQAT sao estimados da seguinte forma.
x

D22 Re(uatia)uag )| 2 < c |:HDap:u1HLgL1A0T HU2HLgLvoT} [1] o032
e |+l g, D2l i, | letsall 0,0
+ Hul”LgLvoT ”U2HL3L<>A°T HDgulx”LgOLiT
< clll@lll, 1@l 1214

Iy 120 1T 10

2
| D2 (Jus u%)HLiLZT <c ||U2a:||L%oL5A/; [1Dfull s pso, Nluallpapse
2
+ [1Dfusall po 2 Nl poe,
< el @allly g T, 1]

2
2, 172 s

1Dz (s wa)l| o < (AT fuall g, 1D s, el sy,
+(AT) HulHLgLSAT Hul”LgLOAOT ”D§U2“L§LSAT
< (AT o[l 12, N2
+ (AT
Os outros termos seguem de forma andloga. Portanto,
1D2G (W@ o, W)l 205, < (1 + (AT | IIT I 11,
1 3, 1y 1 1l g+ W22 120

2
Al pa 12l T2, + 1121 |||71|||p] - (232)

Como

@O, < 1 Woyllyyg < eNOA @By < N

e também,

|||72(t)|||1/4 <c ||702||1/4 < ||702||p < eNPP < CN(l_S)/47 AT ~ N_(1_5)7
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segue de (2.28) e (2.32) que
2
(AT)2 | DIG (R, T )0, < COT (T + 1Ty ol lya) DI,
2
+ C(AT) [T allly 0 11201,
—(1—s 2
+ N0V (sl 1T 1l + 1Tl ) 1T,
1
S 6 ||H72H||p + CNf(lfs)/2 [N(lfs)/4prsN(lfs)/4}

< @l +eNP2. (2.33)

=

De (2.28) e (2.31), obtemos

2
(AT G, Tl g2y, < CATYY2 (T + 1Tl s T llya) 1Tl
3
+ o@D 2T,

1
< 6 |||72|||1/4 (2.34)

Portanto, de (2.30), (2.33) e (2.34) temos
1 —s
I@2llll, < el @oll, + 5 MW@, + eN?

Logo,
2, < eNe=e.

Proposigao 2.2.5 Sejam U1 e Uy solugées do PVI (2.11) e (2.16) com dados iniciais
Wo, € HY(R) x HY(R) e uwo, € H*(R) x H*(R) , 1/4 < s < 1 tais que | Wo,| ;. S N~*

Y
e | @0, |l S N9, Defina
1ol = 1 Tallpzrs, + 1T oallmrs, + 1 Tallpery, + 1 Toligr, -

Entao

I12llly < N°°
Demonstragao: Seja

Ug(t) = W(t)ﬂ)oQ - /(; W(t - T)G(WQ, 71)(7')d7'
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Usando Minkowiski e as propriedades do grupo, temos
I1@alllg < el oull 2 + (AT G(Wa, W)l 2rs, -

Estimamos os termos de ||G(Wq, U1)]| ;2 13, COMO segue
x

2 2 2
s Pt < el s, Mzl pepa . < a2, N1l

2
< M@l 122l -

12 Re(untz)urell 21, < lluallpsng, 1wzl 20 52 1uall 13 100,
< ullpagee, ||U1x||L%oL5A/; 1172l

2
< Il 722l

12 Re(wi@)use |l 2 < lluallpapse, w2l s ri, el a0 22
< ||U1||L3LZ<>T ”uQa:“L%oLZ/j% 1172l

< WAy Il 32

[zl w2 s < Nuallps g, Nuallpapsg, lwnsll a0z
AT AT AT T AT
<l g e, el oz N1 a1l

< I sl g 1T 20l 220

2 2 2
[l ve|| 1o s < lwrlla e, I@2lllo < 112 [l 122l

12 Re(w1@2)u2m||LgL2‘M < ||w1\|L§LvoT Hu2m||LgoL5A/; Hw2||Lng)T
< ||w1||L§LZoT ||U2m||LgoL5A/§ 12|l

< |||ﬂ>1|||1/4 |||ﬂ>2|||1/4 |||72|||0)

2 2 2
|Hw2| u%HLgL?AT < ||w2HL;§L<>A°T Hu2z||LgoL2AT < HwZHLgLOAOT |H72H|0

2
< M@ alllya 112l -

12Re(wi@)usll s < (AT Juall pa e Nunllpsps Mluzllars,
< C(AT)1/4 ||U2||LgL°A°T ||u1||L§L8AT |||72|||0

< (A1 pa T2l 11722 o
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2
|||u2| UQHLgL?AT < C(AT)1/4 ||u2||LgLZ°T ||U2||LgL8AT |||72|||0

2
< c(AT) [Tl 112l

Logo,
1@sllly < W oull e + (AT G (Wa, W)l a1a,
< e[ Taylle + CATYY2 (TR0 + I1Talllye) 112l
< [ Togllo+ 5 1Tl
Portanto,
I[%allly < ellWoull 2 S N7
|

Teorema 2.2.6 (i) Se wo, € HY/?(R) x H'/3(R) e AT < 1 entdo

WO T ol sy, < ellTo

e s S>1/2 (2.35)
(ii) Se D, Wy, € L*(R) x L*(R) entdo

10V (£ %o, | 017372 < C(AT)H [ DL, |1 (2.36)
(4ii) Se W, € HY?(R) x HY?(R) entdo

1/4 1/2—>
T 01 1 .
0. W (t) iy < c(AT) | D27 (2.37)

Iz

(iv) Se g € LLLA+ x LLLA,, entao

/Wt—T )

Demonstragao: Para provar (i) utilizamos as duas estimativas lineares

sup

s < clgllys,

L2

| DY 4W (#) W, < c|| DY,

s>1/2

lisrss, o

||D910/4W uol < 0H701HHS ;8§ > 1/2

sz,
Esta primeira estimativa foi provada por Laurey em [26] e a segunda estimativa segue
do Lema 1.2.3.
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Consideremos a familia de operadores
Tz(ﬂ)ol) _ D;(1/4)Z+1/4(1_Z)W(t>701 _ D;(1/2)2+1/4W<t)701,
com 0 < Re(z) < 1. Para z = iy temos que

||Tz‘vﬂ>01 ||L3LZ°T = HD:;(I/QMHMW(t)Uol HL;{.L"AOT

< CHD;(1/2)Z'7701H < CH701HHS y 8> 1/2 :

HS
Para z =1 4 iy temos que

HT1+Z'7701HL3L°A°T - HDa?l/Aﬁi’Y/QW(t)ﬂ)OlHL%LZ"T

SCHD;W/QUOJ SC”ﬂ>01|

e e, S>1/2.

Pelo teorema de Interpolagao de Stein (Teorema 1.1.11), para 0 < 6 < 1, a seguinte

desigualdade se verifica
1 6 1—-60 06+1
— — _ 7 - s _ -
||T9 uOlHLgf)LZ"T <c H uOl”HS com % - 9 + - :
Em particular, para § = 1/2 temos que
1730, = IW T gy < ol

A interpolacao das seguintes desigualdades

10V (O Tl 2, < 1070, 2

10 W () W0, |21, < c(AT) Do, |2

nos leva a (2.36).

Analogamente, a interpolacao das estimativas

10 (o, lperz, < el Tonllye

WO @oll2ps, < (AT (W0, |l

mostra (2.37).

A demonstracao de (iv) segue de modo andloga a prova do Teorema 3.5 em [21]. m
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Lema 2.2.7 Se w, € a solu¢do do problema (2.11) com dado inicial o, entio

16,71l o2 < (AT [Tl 2:3%)
0. gz, < (AT @l (2.39)
Se AT < 1 entao
1%, < Wl 5> 1/2 (2.40)
1@il20g, < I, 5 s> 3/4 (2.41)

Demonstragao: Para provar (2.40) usamos a equacio integral para u'; e estimamos
como na demonstracao do Teorema 1.2.1, considerando
1

woe CADP|E <3,

a = 20||701|

Temos que
t
Hﬂ)lHLg/?’LvoT < HW(t)ﬂ)OlHLimLoAOT +/(; HW(t - T)F(WI(T))HLg/?rLvoT dr
AT
— —
<clTolly+ [ IF@ ) dr
0

< c|| Wy,

AT
-
ot / |F (@2 ()2 dr

AT
T / |DLF( 1 ()2 d
0
< | Toullye + (AT |F(T1 ()21,
£ e (AT D3P (T4 () s,

1/2 2
< c|[To,llg. + C (AT 1@ 17 I,
1
< @il gy + 5 N,
<@l

As outras estimativas sdo provadas de forma andloga. m

Lema 2.2.8 Se W, ¢ a solugio do PVI (2.16) entdo

0. lg1a, < (AT [T, 5> 5. (2.42)
Se AT < 1 entao
1Tolliai, < cllTll, s> 5 (2.43)
e
[Talops, < clllTell, s> (2.44)
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Demonstragao: Para provar (2.42) usamos a equacao integral para U 5, a estimativa
(2.37) e escolhemos

1
1/2 2
we e CQAD) | < 7

a=2c||o,
Neste caso,
t
10: ol pars, < 10V (O Toullyrs, + / 10 (t = 7)G(@ 2 W) (7)1 g dr

AT
< (AT [Tl + AT [ G0 T
0

s AT
< AT [ Wallygy e + C (AT |G, W),
+C (AT DG, T) 21,

< (AT AT, +C AT [Tl 111,

< o7 [Tl + 5 Tl

< (AT, s>

N —

As estimativas (2.43) e (2.44) sado obtidas de forma andloga. m

Proposicao 2.2.9 Defina
t
2(t) = / W(t—7)G(Wy, uw,)(7)dr,
0

onde G(W 4, 1) estd definida em (2.20), W, e Uy sio as solugdes do problema (2.11)
e (2.16) com dados iniciais g, e U o,, Tespectivamente, satisfazendo as hipéteses do
Teorema 2.2.3 e do Coroldrio 2.2.4 . Se % < s <1 entao

|2l i S N7

(2.45)
||z||L°A°TL2 <cN™° (2.46)

Demonstracao: A desigualdade (2.45) segue da seguinte estimativa

3—5s
)

HaxZHLg = <cN >

(93;/0 W(t —1)G(Uy, ) (T)dr

L3
que estd mostrada abaixo. De fato, da definicio de G('y, 1) em (2.20) basta estimar
(U(t) como em (1.12)),

833/0 Ut — 1) [F(uy + ug, wy + we) — Fuy,wy)] (r)dr|| (2.47)

L;
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Denotemos por I, os termos de (2.47) com coeficientes (3 + 1), ou seja,

t
Igq, = ax/ U(t—r) [|u1|2 Uy + 2 Re(urin)ury + ... + |uQ|2 ulx(T)] dr
0

L

Da mesma forma, denotemos

t
Ig = av/ Ut = 7) [Jwn]* uze + 2Re(wia)ury + ... + [wa]* ury(7)] dr
0

L3

¢
1, = 876/ Ut—r) [|u2|2 uy + 2 Re(utg)uy + ... + |w2|2u2} (T)dr
0

L2

T

¢
Iﬁ = 3,;/ U(t—r) [U%EQI + 2uouy Uy + .. + U, + ugﬂ%} (T)dr
0

L2

T

I3 =0, /0 U(t — 7) {[Re(wa,w@1) + ... + Re(wa,Wa)] (ug + uz) + Re(wi, W1 )us} (7)dr

L3

Portanto, (2.47) é limitado por
16+ pl Ipip + |81 s + laf Lo + || (I + 1) .

Os termos de I3, sao estimados da seguinte forma:

2 2
<c H’“1| U%HL;LZT <c HulHLgLvoT ||U2:c||Lg°L2AT

8;,;/0 Ult—) UU1|2 Usy | (T)dT .

3—5
< c|l[@l5, W@lllg < eN =7,

< clluauall s

2, /0 U(t — 7) [2 Re(ui@s)uy) (7)dr

L3
<c HU1HL§D/3L0§T HuZHLngAOT HulUUHL‘;O/”LSA/% (AT)S/S

< c(ATY P [T llls 112l I

9—17s 3—5s

cN 3 <cN 2

IA

Y

890/0 U(t — 1) [2 Re(uitg)ug,] (T)dT

< clurtiausal| s
L2 '

<c HulHLg/g’LvoT HU2HL2/3L°A°T ||u2$HLf}CL2AT
< cll[@illly, M@ally, AT NIl

5—9s 3—5s
<cN 31 <c¢cN =z,
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< e fluf? |

81/0 Ut — 7)[|uz]” uie] (7)dr .

LiLar

<c HU2HL2/3L°A°T HU2HL§/3L°A°T ‘|u11HL§L2AT
2
< clllI@l3, (AT)1/4||\71H|5+

<cN4

< C|||u2|2u2$HL;EL2AT

ax/o Ut —1) [|u2|2u2x] (1)dr

L3
el Il o,

< eI Tl (AT)V* < N

As estimativas para [ Flb, Igel 3 sao andlogas as de I3, ,, enquanto que os termos de I,

sao estimados como segue:

a$/0 U(t—r1) [|uz|2u1] (T)dr .

< efjusf ],

<c HUQHLE/SLOAOT HU2HL§/3L°A°T HulHL‘;LQAT
sc Hu?”Li/i”LvoT HU2HL§/3L0A<>T (AT)'? HU1HL;§L°A°T

2
< el T3, (AT 70l

SCNB%[S <

Oy /0 U(t — 1) [2Re(uits)uq] (1)dr

p <c ||U1ﬂ2ul||L;L2AT

<c ||u1||L8/3LooT HulHL%LZOT ||u2||L§L2AT
< C(AT)g/B ||u1||L§/3L°A°T ||U1||L3LZ°T ||U2||L§L8AT
( )3/8

|||71|||1+ |||71|||g+ 12l

7— 155

cN s

IN

890/0 U(t—r) [|wg|2 u2] (1)dr p

< c||fwsf’ uZHL;LZT

SCHw2HL8/3Lm HwQHLS/:)’Loo ”u2HL4L2

| /\

AT)”QIIwzHLsxaLm o, s,

o
(A

| /\

)1/2

3—10s

3—5
cN 1 <c¢N 2

IN
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Os outros termos de [, sao estimados de forma analoga.

Para provar (2.46) estimamos ||z||,» como na demonstragao da proposigao 2.2.5.

21l 2 = H/ W(t = )G, W)()dr| < e (AT G W) 13,
L.’L‘

< COATY 2T 0+ 1@y Tl g+ N2 3 I

< L[ Wallly € N7 < N

o que encerra a demonstra¢ao. m
Agora passaremos a prova do Teorema 2.2.1.

Demonstracao: (Teorema 2.2.1) Utilizaremos um método iterativo para a demon-
stragio deste teorema. Consideremos o PVI (2.11) com dado inicial @y € H*(R) x
H*R) , 2 < s < 1. Inicialmente (primeira iteracdo (k = 1)) decompomos o =
Wo, + Uo, como em (2.12)-(2.14), para N fixo. Consideremos o PVI (2.11) com dado
inicial @o,. Como || UWo,|l2 < ce |[[Wo,|l;n < eN'* (desigualdade (2.15)), segue do
Teorema 2.2.2 que existe uma tinica solucdo u, deste problema no intervalo [0, AT]
com AT ~ N=0=9) ¢ [0 (AT)||;n < ||71||LOAOTH1 < ¢N'7%. Por outro lado, para o
PVI (2.16) com dado inicial @, , ||[@Wo,||y < cNP~% e < p < s, 0 Teorema 2.2.3
garante a existéncia de uma tinica solucdo w5 definida no mesmo intervalo de existéncia

~ =
da solucao ;. Notemos que

U(t)=u(t)+uo(t) onde Wo(t) :W(t)ﬂ’(b—/o W (t—7)G(W o, u,)(r)dr , t€[0,AT].

Sejam
O =@, 7)) =T1t) e WP = Wt).
Assim,
AT
TOAT) = T(AT) + W(AT) Wo, — W(AT — )G(@, 7)Y (r)dr
0
= T(AT) + 2V(AT) + W(AT) W,
= 711 + 721
onde

AT
J(AT) = — / W(AT - NG(@ Y, 70 (r)dr,
0

U1, = WAT) + 2D(AT) e Wy = W(AT)Wo,.
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Segue do Teorema 2.2.2 e da Proposicao 2.2.9 que

3—5s

%0l < [FOQD)| |+ [LOAT) < N1 eN*F

||721||HP = ||W(AT)702HH,J = ||702||H,3 < eNP72,

Para estendermos a solucdo u ao intervalo [AT,2AT] vamos & segunda iteracio
(k = 2). Consideramos o PVI (2.11) com novo dado inicial @ (AT), decomposto da
forma W (AT) = WM (AT) = Wy, + U, Novamente, consideramos o PVI (2.11)

e PVI (2.16) com dados iniciais ' j, e o, respectivamente. Pelos Teoremas 2.2.2

e 2.2.3 garantimos a existéncia de tnicas solucoes w2 e WY de (2.11) e (2.16) e

consequentemente, U (t + AT) =: u @ (t) = 752) (t) + 7&2) (t) é solugao de (2.11) para

t € [0, AT}, onde HWSQ)

<ec||Wy, | g Assim,

LY HY

TQAT) = TO(AT) = TP (AT) + TP (AT)
AT

= TWH(AT) + W(AT) W, — W(AT — G(T?, 7P (r)dr

S—

= WP (AT) + 2O(AT) + W(AT) W,
= 712 + 722
onde
AT
AT =— [ w(AT - @R, 7 ) (r)dr,

0
Wy, = WAT) + 2D(AT) e Wy =W(AT) T,

Segue do Teorema 2.2.2 e da Proposicao 2.2.9 que

< [Tl + 22T
< N 4 N2 4 N2

3—5s

=c¢N'™5 4+ 2Nz

1 2l 10 = IW(AT) W, [0 = W2 g0 = 11 0l g0 < N7
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Na k-ésima iteracao, teremos

U (kAT) = 7W(AT) = 7(AT) + 7 (AT)
AT
= T (AT) + W(AT) T, , — W(AT — ) G(@P, @) (r)dr
0

= T(AT) + 2W(AT) + W(AT) W, ,

— —
= U, + Ug,

onde

Wy = T(AT) + 2W(AT) e Wy = W(AT) T, .

k

Segue do Teorema 2.2.2 e da Proposicao 2.2.9 que

1Tl < TP AD),, + 22D, < [T

P EIE

Lz + [0 A
<N 4 (k—1)eN"2 +eN 2 =cN"S 4 keN' 2

—
< c|| Uy

Hﬂ)%”[{p = HW(AT)WmC,l |U02||Hp < cNP™*

||Hﬂ ||u2k 1HHP
Para alcancarmos o tempo 7" = kAT (o nimero de iteragoes serd k = %) precisamos
garantir o mesmo tempo de existéncia das soluces em cada iteracdo AT ~ N~-1-9).
Para isto, precisamos que a norma H!(R)x H'(R) de 'y, tenha crescimento uniforme
como N'7% isto é,

11l < oV + BN < N,

ou equivalentemente,

7= N~ TNYSNTE <eN
AT -
Logo, escolhemos
3
N(T)NTﬁ para 5<8<1'
Com esta escolha de N a condigdo ||y, ||,» < c fica também satisfeita, pois

T .
EN™° = —N*~TN >N <N 2
AT <¢

3 — J—
N'"*N~* <.
N i P — — —
Voltando a decomposicao do dado inicial w¢ = wo, + u¢,, obtemos

W (t) =, (t) + Wat), t€[0,T]
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onde
Wo(t) = / Wt —7)G(Ws, w1)(7)dr
=Wt Uuo—W(Ht)Wo, + 2(t).
Logo,

Ut)="uL )+ W)W — W)W, + 2(t)
=W(t)uwo+g(t),

onde g(t) = W1(t) — W(t)Wo, + 2(t). Da escolha de N, segue que

lg@ll < 11Ol + IO W o, + 12
2(1— 9)

<CN1 SNT5S

Consequentemente,

sup |7 (1) || ;n < T20-9/558
[0,7]

o que completa a demonstracao do teorema. m
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Capitulo 3

Resultado de ma colocacao

Nosso objetivo inicial é construir uma familia de solugdes a dois parametros (N, 6)

para o problema de Cauchy associado ao sistema de equacoes do tipo Schrédinger nao

linear de terceira ordem

(

+2au(ul? + o, Jw?) =0

+2aw(|w]® + g |ul*) = 0
u(r,0) = eN*0f (0x) e w(z,0) = N0g (0x) .

\

2i0u + q0%u + iy03u + 2iB(|ul* + o4 |w]*)Opu + 2ipud, (|u|* + o, [w]?)

2idyw + q02w + iydw + 2iB(|w|)* + op [u|?)dpw + 2ipwd, (|w|* + o, [ul?)

(3.1)

Estas solugoes serao utilizadas para estabelecer um resultado de méa colocacao que sera

apresentado neste capitulo.

Procuramos solugoes do sistema (3.1) da seguinte forma

ung(x,t) = e f (0(x — ct)),
eNeetlt9g (0(x — ct)) ,

wNﬁ(l’, t)

com J e H a serem determinados.

Se n = (x — ct)f entdo unp ¢ wyp satisfazem as equagoes
3 N 3 3\ £ 2
(q0° — 3N~6 )d_772 + (200,0° — 2B05N0°) fg
+ (200° — 28N6*) f* + (N°~40 — 20H — gN*0) f

=0

83

(3.2)

(3.3)
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e4f;f (280" + 4u0) f2 4 +25 50*g” d{] (3.4)

d
+ 4/LJM04fgd—n + (2gN6* — 26%c — 3N2”y€2)d—f

v

=0

d*g
(q0® — 3N793)d 5 + (200,60 — 2B05NG*) g f* (3.5)
+ (2a60® — 28N6*)g* + (N340 — 200 — gN?0)g
=0

3
v L9 4 (250% + 40

dn?
+ 4;m,ﬂ4fgﬂ + (2gN6?* — 20%c — 3N2782)@
dn dn

dg dg
222 4 9800 22 3.6
g d77+ Bogd” f i (3.6)

=0

Seja A € R, com A # 0. Supondo g = Af nas equagoes (3.3)-(3.6) e integrando as

equagoes (3.4) e (3.6) em relagdo a n obtemos o seguinte sistema

@f (N340 — 20H — qgN?0)

dn? q03 — 3N~03 /
[200° — 28BN + N2 (—2B05N6> + 200,6%)] .,
+ NP f (3.7)

d*f N (2gN6? — 20%c — 3N?~76?)

dn? V04 /
260% + 4pu0* + \?(2B050* + 4o 0

d*f N (N3v0 — 20J — qN*0)

dn? q03 — 3N~63 /
, [200a8° — 280,N6° + 2(—25N6° + 2067)] (3.9)
q0® — 3N~03 '

=0,
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d*f N (2¢N6? — 20%c — 3N?v6?)

dn? ~H* /

2 4 4 4 2 2 4 4 4
304

=0.

As equagdes (3.7)-(3.9) formam um sistema consistente se as quatro igualdades abaixo

se verificam.

(N = 1)[Bos + 2p0, — (B + 2u)] = 0, (3.11)

- g a=3N7) —VN(q - 2N7)27 (3.12)

[—2B0sN + 200, + N (26N +20a)] 2005 + 4poy, + X208 + 4p)) (3.13)
q— 3N~y N 3y ’ '

[—2BN + 20 4+ N (—200gN +2a0,)] 206+ 4p + N (2P0 + 4po,)) (3.14)
q— 3Ny N 3y ' ‘

A condigao (3.11) foi obtida igualando as equagoes (3.8) e (3.10). A condicao (3.12)
foi obtida igualando as equagoes (3.7) com (3.8) e (3.9) com (3.10).

Para que as igualdades (3.13) e (3.14) sejam satisfeitas independentes do parametro

a8

N vamos tomar p = 0, 0, = 0g € @ = 3=. Neste caso, reescrevemos (3.13) e (3.14)

como 5 ) 5
[~606N + o5 + X(=BN + )] [Bog+ N*0] (3.15)
q— 3N~y 3y ’ '
[N + § + X(=BosN + Los)] _ [3+ X280y 3.16)
q— 3Ny 3y '
Chamando 62 1 90N _ 3N
c=c(N,0) = 2 — 3Ny (3.17)
obtemos de (3.7)-(3.10) a seguinte equagao diferencial
& f 2(Bos + X°B)] 3
— = =0 3.18
a1 S (3.18)
cuja solucao ¢ dada por
f(n) = sech(n) se (Bos + X°5) > 0. (3.19)
(8o +X28) /33]'* v

Assim, obtemos uma familia de solugoes a dois parametros para o PVI (3.1) no caso
a8, (Bog+X?p)

w=0,0,=0p,a=:>_c¢

3y . > 0, dada por

ung(x,t) = NN £ (1 (N, 9)t) (3.20)
wyg(z,t) = A NTHWNO £ (1 — (N, 0)1),
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com dados iniciais
u(z,0) = e £y () w(z,0) = etV £, (x),

onde
(v0? + 2gN — 3N?y)(q — 3N7) — 2N(q — 2N~y)?

H(N,0) = >

(3.21)

e fo(x) =0f(0z).
As funcoes ung(x,t) e wyg(x,t) pertencem aos espagos de Sobolev H*(R), s € R.

Além disso,
~ sech(&m/2)

F = =7 .
DO =Tl =
Como f(.) se concentra na By(0) = {€ € R: |¢] < 1} e fy(¢) = A(g), segue que fo(.)

se concentra na By(0).

(3.22)

Utilizaremos a familia de solugoes a dois parametros obtidas em (3.20) para a prova

do seguinte resultado

—
u

Teorema 3.0.10 Se s € (—1/2,1/4) entdo a aplicagio dado-solucio u (0) —

—~

t),

onde W = (u,w) € a solugio do PVI (3.1) no caso iy = 0, 0, = 05 , a = e
(Bop+A%8)

P

w
QlQ

> 0, nao € uniformemente continua de H*(R)x H*(R) em Yr, onde

Vo= { ¥ € CU-T, 11 @R/ NI, = max i (7) < |
J=4L0
Demonstracao: Consideremos 7]\7179 = (Uny.0, WN, 0) € 7]\/’279 = (Un,.,0, WN, ) duas
solugdes do PVI (3.1) dadas em (3.20). Vamos mostrar que existe € > 0 tal que para
todo 6 > 0 temos

1% 31,6(0) = @ 5y 0(O) oy < 9

com ||7N1,9(0)”H3(R) <Ce ||7N2,6(0)||H.9(R) <C e

10 vy 0(T) = W (7)) > ¢

||H$(R) - <

para algum T < oo, N1, Ny e 0 que serao determinados adiante. Consequentemente,

g1 (U o — Wnpo) = ¢ sup ||, o(t) — W n,o(t)] > €. (3.23)

te|-T,T) He(®)

Sejam Ny, No ~ N, N > 0 suficientemente grande e 6 < % Fixado s € (—%, ;11) ,
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temos que

+0o0

(L+1€)|F (™2 f) ()] de

o0

HuNjﬂ(O) Hi{S(R)

I
I

=/_:° (14 12)° | o 6 = )| ae
z/_:o( +1¢)%)° (5 NJ) 2d§ (3.24)

&

=)l

dg = N0 | fl72 .

<cf (e
5630(1\7)

sovt (5]

para j = 1,2. A ultima desigualdade de (3.24) segue do fato que se & € By(N) entao
&1~

Analogamente,

w000 [y gy < eNZON [ £ (3.25)

Para que || x,(0) 2 < C, tomemos

[
f=N7*< g (3.26)

Temos que

—+00

(L+[€1%)° |F (™12 fy — €22 ) (€)|” g
+oo

1+

2
”uNlﬁ(O) - uNz,@(O) ”HS(]R)

Fole — NY) = o (6 — M) de

I
— —

—00

|
~

Y

onde
+00 o s
I= / (1+1€F)

- [ vy
:(N2;2N1) /_O:O<1+|€|2)s

o N . 2
f(f ST () e

(§ Ny + p(Ny — N1)> <N2;N1>dp2

g ds

/01 7' <§— (1 —PQ)NQJFPNJ) dp

d¢.
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Portanto, limitamos |[un, ¢(0) — wn,,0(0)] ?{s(]&) por

(N, — N2 /+oo (4 |€’2)8/1 ‘ 7 (5 —[(1— pe)NQ + pN1]>

02 o
(N2 = N,)* [ ays | 2 (5—[(1—P)N2+PN1]>’2

<c— " 1 déd

= 6> /0 /Bg((lp)N2+pN1)( HEr) | 0 v

No — Ny )2 1 ~ 1— p)Nsy + pNi]\ |7
Scl( 2 . 1) N259/ / f/<y_[< p) 2+ p 1])‘ dydp
4 0 v By((1—p)N2+pN1)

0
< (N (Ny = N)? || f/II72 = C(N*(Ny — Np))2.

2

dpde (3.27)

Na desigualdade (3.27) foi utilizado o fato de que se £ € By((1— p) N2+ pN7) entédo
|€] ~ N.

Analogamente,

|wn,,0(0) — Wi, 0(0)]

Tregy < NN (Ny = N))? (|72 = C(N**(Ny = Ny))%. (3.28)

Agora consideremos as solugoes U n, ¢(t) e U n,0(t) em t = T. Entdo

HuNjﬂ(TM

400
iIs(R) = /_ (14 [€1)" |F (eMome™NaOT £y (2 — ¢(N;, 0)T)) (§)|2 d§

o)

+o0
— [ D) 1 e - e 0D) O d (329)

o

+oo
= /_ (1 + |§‘2)5 ’JT (eiNj(x—c(Nj,O)T)fe (x _ C(Nj Q)T)) (f)|2 d§

o0

_ /_+°° (14 [eP)

e}

2

Af_N]' df

i

)

~ oo [ |- | dy — e
~c Fly—=—2)| dy=clfl=-

[e.9]

Para T fixoe N > %, segue que

T
|c(N1, )T — (N2, 0)T'| = 5 |37(=N} + N3) + 29(Ny — No)| (3.30)

T
=5 [Ny — Ny [37(Ny + Na) + 2q| > T'|Na — Ni| (|3veN| — |q])

ZCT|N2_N1|N
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Suponhamos que
lc(N1,0)T — c¢(Ny, OT| >> 071 (3.31)

A desigualdade (3.31) é satisfeita com as escolhas adequadas para Ny , Ny e T < oo:

5 S
N, = N, NQZN—W, § = N? |Ny — Ny (3.32)
5 2s
cl'—N >N (3.33)

N25

Para que T seja limitado, consideramos
el > N1 e s < —.
[ ]

A desigualdade (3.31) garante que no tempo ¢ = 7' nao havera iteragao entre as

ondas e consequentemente,

+oo
o o(T) = g o (T Py ) = / (14 €12)° |F (uny o(T) — o (T)) (€] d

> / (14 1€%)° 1 (uyolT) — unyo(T)) (€) [ dé
B3g(N)

> N / IF (unyo(T) — unyo(T)) (€
Bgg(N)

+o0
> 5oV [ IF (i alT) — ux D) OF (331

= ClNZS ||“N1,0(T) - UN2»9(T>||12(R) ’

onde

2
luni o(T) = uN?ﬁ(T”ﬁLQ(R) = ||UN1,9(T>Hi2(R) + ||UN2,0(T)||L2(R)
+oo
—2Re (/ (un, oUNy0) (2, T)dx) (3.32)
Z HUNDG(T)Hi?(R) + HUNQ’H(T)”iP(R) = CN_25.

Segue de (3.31) e (3.32) que

uny o(T) — uN279(T)||§{S(R) > cN¥N™% =¢.
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