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Resumo

O principal objetivo desta dissertacio é apresentar resultados centrais sobre deriva-
¢Oes localmente nilpotentes no anel de polindmios B = k[xy,...,x,], paran < 3 que
foram apresentados por Daniel Daigle em [2],[3] e [4].Para este propésito, introduziremos
os conceitos basicos e fundamentais da teoria das derivagbes num anel e apresentaremos
resultados em relag@o a derivagdes localmente nilpotentes num dominio de caracteristica
zero e de fatorizagdo unica.

Entre tais resultados estd a formula Jacobiana que usaremos para descrever o con-
junto das deriva¢des equivalentes e localmente nilpotentes de B = k[x, y, z] € o conjunto
LND(B), com B = k[x,y]. Também, explicitam-se condi¢Ges equivalentes para a existén-
cia de uma derivag@o w-homogénea e localmente nilpotente de B = k[x, y, z] com niicleo
k[f.gl, onde {f},{g} € B, mdc(w) = mdc(w(f), w(g)) = 1.
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Abstract

In this dissertation we present centrals results on locally nilpotents derivations in a
ring of polynomials B = k[x, ..., x,], for n < 3, which were presented by Daniel Daigle
in [2], [3] and [4]). For this, we introduce basic fundamental results of the theory of
derivations in a ring and we presente results on locally nilpotents derivations in a domain
with characteristic zero and unique factorization.

One of these results is the Jacobian formula that we use to describe the set of the
equivalent locally nilpotents derivations of B = k[x, y, z] and the set LND(B) where B =
k[x,y]. Moreover, we give equivalent conditions to the existence of a w-homogeneous
locally nilpotent derivation in the ring B = k[x,y, z] with kernel k[ f, g], {f} and {g} € B,
and mdc(w) = mdc(w(f), w(g)) = 1.
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Introducao

As derivacdes localmente nilpotentes tém sido utilizadas, com sucesso, na solu¢ao de
diversos problemas. Talvez o mais importante seja o Décimo Quarto Problema de Hilbert,
que pode ser enunciado da seguinte maneira:

Seja B = k[xi,...,x,] o anel de polinomios em n varidveis sobre o corpo k, e
k(x1,...,x,) seu corpo de fracoes. Suponha que L é um subcorpo de k(xy, ..., x,) con-
tendo k. Entdo, a k- subdlgebra L N B de k(xy, ..., x,) € finitamente gerada?

Em 1954, O. Zariski, apresenta uma resposta positiva se frgr,L < 2, veja [18].Um
caso particular quando n > 3, é perguntarse se o nucleo de uma derivacao localmente
nilpotente de B ¢ finitamente gerado. Neste caso ja foram obtidos varios exemplos de
derivagdes localmente nilpotentes, cujo nuicleo ndo € finitamente gerado, por exemplo,
em [8] (Teorema 2), G. Freudenburg apresenta uma dessas derivagdes quando n = 6, logo
a conjetura neste caso € falsa . Para o caso n = 3 a conjectura também ¢ falsa e foi
mostrada por S. Kuroda em [11].

Ao longo do texto estamos interessados em descrever derivacdes localmente nilpo-
tentes do anel B = k[xy,...,x,]. Resultados obtidos e expostos neste trabalho mostram
que as derivagdes deste tipo com o mesmo nucleo sdo essencialmente determinadas por
uma Unica derivagdo irredutivel localmente nilpotente (salvo multiplicagdo por unidade),
veja coroldrios (1.37), (2.8) e proposi¢ao (2.10). Portanto, a abordagem deste enfocard a
resolucdo dos seguintes problemas:

I) Se A € o nucleo de uma dervicao localmente nilpotente de B, qual € a derivagdo ir-
redutivel localmente nilpotente de B com nucleo A?
II) E quais subanéis de B sdo nucleo de derivagdes localmente nilpotentes de B?
Responder estas perguntas para n = 1 € trivial. Ja para n = 2 ndo € tdo imediato.

Contudo, no Teorema de Rentscher veja (2.27) se mostra que se A é o nicleo de uma
derivacao localmente nilpotente de B = k[x, y] entdo existem f, g € B tais que B = k[ f, g]



e A = k[g]. Em posse dessa informacao € possivel obter uma descricao do conjunto das
derivacdes localmente nilpotentes de B, vide teorema (2.29).

Para responder quando n = 3 ¢ utilizado o Teorema de Miyanishi (veja [13]), que
afirma que o nucleo de toda derivacdo localmente nilpotente de B = k[x, y, z], ndo-nula,
€ da forma k[ f, g], onde f e g sdo algebricamente independentes sobre k. No artigo ”On
some properties of locally nilpotent derivations” D. Daigle exibi uma férmula Jacobiana
para descrever o conjunto das k[ f, g]-derivacdes localmente nilpotentes de B. Para ou-
tra questdo veremos que ela é equivalente a: quais pares de polindmios f,g € A t€m a
propriedade que k[ f, g] é o nicleo de uma derivacdo localmente nilpotente de B. Con-
tudo, as respostas obtidas sdo parciais . Em "Homogeneus locally nilpotent derivations
of k[x,y,z]” D. Daigle restringe a resposta para quando D, ou equivalentemente f e g, €
w-homogénea em relacdo a uma especifica w-graduacdo de B. Assim, 0 nosso principal
objetivo € apresentar, em detalhes, tais resultados.

Este texto € estruturado da seguinte maneira:

O primeiro capitulo é dedicado a apresentagdao dos conceitos basicos da teoria das
derivacdes. Nele definimos o que sdo derivagdes localmente nilpotentes e derivagoes ir-
redutiveis. Obtemos algumas propriedades classicas sobre derivagdes em anéis de polinod-
mios, derivacdes localmente nilpotentes e suas localiza¢des. Terminamos com o resultado
central do capitulo: o coroldrio (1.37) sobre a forma das derivacdes localmente nilpotente
num DFU, o qual nos remeteremos freqiientemente.

No segundo capitulo introduziremos o conceito de deriva¢cdo Jacobiana no anel de po-
lindbmios a fim de obter uma caracterizacdo dos k[ f, g]-derivagdes localmente nilpotentes
no anel B = k[x,y, z]. Por fim, obtemos o conjunto das deriva¢des localmente nilpotentes
de B = k[x,y].

Comecaremos o terceiro com alguns resultados sobre anéis graduados e apresentamos
uma graduagao no anel de polindmios para definir deriva¢cdes homogéneas em tais anéis.
Por fim, neste capitulo teremos o resultado principal do capitulo, o teorema (3.19) sobre
deriva¢des homogéneas em B = k[x, y, z], mencionado acima.



Notacoes

e Ny =NU{0};

e Q serd o conjunto dos nimeros racionais;

e k denotard um corpo de caracteristica zero e k o fecho algébrico de k;
e [L/k denotard uma extensao de corpos;

o k[xi,...,x,] = k"™ = k[X] seré o anel de polindmios nas varidveis X = {xi,..., X,}
e com coeficientes em k;

e O grupo de unidades de um anel A denotaremos por A*;
e Frac(A) representard o corpo de fragdes de um dominio inteiro A;

e Se A < B sdo dominios entdo o grau de transcendéncia de Frac(B) sobre Frac(A)
serd denotado por trgr,(B);

e Um dominio serd um dominio entero;
e Um dominio de fatoragdo unica serd abreviado por DFU;

o D;f := 5

= o



Capitulo 1

Derivacoes de um anel

Neste capitulo introduziremos os primeiros conceitos e resultados da teoria de deri-
vacdes de um anel comutativo. O conteudo foi baseado no livro [15] e nas notas de
D.Daigle [2], isto é, os resultados e defini¢des citados podem ser encontrados em tais
referéncias. Entretanto, propusemos apresentar as demonstragdes dos resultados mais
relevantes para a dissertacao.

1.1 Derivacoes

Definicao 1.1. Uma derivagdo D de um anel B é uma fungdo D : B — B que satisfaz:
D(x+y) = D(x)+ D(®) e
D(xy) = D(x)y+ xD(y)
para todos x,y € B. Mais ainda, se A é um subanel de B e D(A) = {0} dizemos que D é

uma A-derivagdo de B. Denotamos por Der(B) o conjunto de todas as derivacoes de B e
Dera(B) o conjunto de todas as A-derivagoes de B.

Note que se D;, D, € Der(B) (Ders(B)) e b€ B ,entdo
bD1, Dy + D, € Der(B) (Ders(B)), ou seja, Der(B) (Der4(B)) ¢ um B-md6dulo.

Evidentemente, também podemos fazer iteracdes pela composi¢do de derivagdes e
uma das principais regras a respeito de tais iteragdes € dada abaixo.

Proposicao 1.2. (Regra de Leibniz) Se B é um anel, D € Der(B),x,y € Ben € N, entdo

n

D'(xy) = Z( ; )D"-’(x)D"(y)

i=0
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Demonstracao: Provaremos por inducdo. No caso de n = 1 € trivial, pois D € Der(B).
Seja, agora, n > 1. Suponhamos que a igualdade é verificada para todo k < n, logo temos
que

n—1

DD (xy) = D(Z( " )D"‘l-'(x)D"(y))

i=0

D"(xy)

—_

n—

=, . |D(DT D))

i
o

i
L

= Z el (D)D) + D (D ()

—

n—1 n—

= Z =1 peicopiy) +

i=0 i

[

( n; 1 )Dn—]—i(x)Di+l(y)

s |
o=

~ 3

= . | D)D) + (__11 )D”"'(x)D"(y)
i=0 i=1

n—1
= D'(y+ ). (( " : ) + ( " 11 )) D (0D (y) + xD"(y)

= D'(x)y+ Z ( ’: )D”_i(X)Di(y) +xD"(y)

i=1
_ Z ( ’: )D"-i(x)Df(y). u
i=0

Observacao 1.3. Usando a inducdo finita obtém-se que: se B é um anel, D € Der(B)
entdo D(b") = nb"' D(b), para todo b € Be n > 0.

Um exemplo cléssico de derivagdes € uma derivagdo parcial no anel de polindmios.

Exemplo 1.4. Se R é um anel e B = R|[x,...,x,] = R[X], temos que, para cada i =

0
1,...,n, a derivada parcial — ¢é uma R-derivagdo.

(9x,-

Mais ainda, o conjunto das derivagdes parciais forma uma base livre para o B-modulo
livre Derg(B), como veremos na caracterizacao a seguir.

Teorema 1.5. Sejam R um anel e B = R[x, ..., x,] = R[X]. Entdo

1. Se D € Derg(B) e f € B entdo D(f) = Z g—)]:D(x,-)
=1 O



CAPITULO 1. DERIVACOES DE UM ANEL 6

2. Se fi,..., fn € R[X] entdo existe uma unica R-derivacdo D de B = R[X], tal que
D(x1) = fi,...,D(x,) = f,. Esta derivacdo é dada por:

0 0
D=fi—+...+ fi—
h 0x, Y 0x,,
3. Derg(B) é um B-mddulo livre com base livre {a%’ ey a‘i ).

Demonstracao:

1. Seja M = {g € R[X];D(g) = Z—D(x, . E facil verificar que M ¢é um

R-submédulo de B contendo todo mondmio xl ..... ’” e, portanto, M = R[X], con-
sequentemente, f € M;

2. Sabemos que D € uma R-derivacdo de B e que D(x;) = f;, paratodoi =1,...,n. Se
D, é uma outra R-derivacdo de B com tais propriedades teremos por 1. que:

0 0
Di(f) = g@mr o= DO,
para toda f € R[X]. Logo, D é unica. [

Este proximo resultado serd muito ttil no transcorrer de toda a dissertacao.
Teorema 1.6. Se B é um anel, D € Der(B), f(t) = 3., bit' € B[t] = B! e b € B, entdo
D(f(b)) = fP(b) + f'(b)D(b),

onde f'(t) € B[t] é a derivada de f(t), fP = X,D(b)t € B[t]. Mais geralmente, se
feBlt,....t,] eby,...,b, € Bentdo

D(f(br,....b) = fPbr,....b) + Y. filby,....b)D(B),
i=1
com f;, = (;_zf, € B[t,...1,].

Demonstragio: Denotemos M = {f € B[t]; D(f(b)) = fP(b) + f'(b)D(b)}. Note que se
a € Be f(t) = at' é um mondmio de B[] entdo f(b) = ab’ e
D(f(b)) = D(a)b'+aD(b)
D(a)b’ + aib'™' D(b)
FPb) + f(b)D(D),

logo, f € M. Portanto, M = Bl[t], ja que D ¢ aditiva. De forma andloga demonstra-se a
forma geral enunciada acima. [
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Observacao 1.7. Note que se B/R é uma extensdo de anéis, e D é uma R-derivacdo de B
e f € R[t] C B[t] entdo D(f(b)) = f'(b)D(b).

Sendo D € Der(B) um endomorfismo aditivo de B podemos definir:
Definicao 1.8. Dada uma derivacdo D de um anel B, definimos o niicleo de D, denotado
por kerD, como sendo {x € B\ D(x) = 0}.

O primeiro fato fundamental sobre KerD € que ele € um subanel de B e, além disso,
quando B € um dominio de caracteristica zero também temos:
Lema 1.9. Se B é um dominio de caracteristica zero e D € Der(B) entdo KerD ¢é alge-

bricamente fechado em B.

Demonstracao: Sejam A = KerD, b € B algébrico sobre A e f(f) = ap+at+...+a,t" €
Al[t], com a; € A, um polindmio ndo-nulo de grau minimo tal que f(b) = 0. Logo
ap+ab+...+a,b™ = f(b) = 0e D(f(b)) = fP(b) + f/(b)D(b) = f'(b)D(b) = 0, pois
f() € A[t] e D é uma A-derivacdo de B. Pela minimilidade de f, f'(b) # 0 e como B € de
caracteristica zero temos D(b) = 0, logo, b € A. [ |

1.2 Derivacoes localmente nilpotentes

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos das derivacdes localmente nil-
potentes que sao fundamentais no desenvolvimento da dissertacdo. Terminaremos a se¢ao
caracterizando subdlgebras de B que sdo nucleo de derivacdes localmente nilpotentes.

Definicao 1.10. Dado um anel B e D € Der(B), definimos o conjunto

Nil(D) = {x € B\ dn € Ny; D"(x) = 0}

Observe que Ker(D) C Nil(D).

Definicao 1.11. Seja B um anel. Uma derivacdo D : B — B é dita ser localmente
nilpotente se Nil(D) = B, isto é, se para todo b € B existe n € N tal que D"(b) = 0.

Denotemos por LN D(B) o conjunto de todas as derivagdes localmente nilpotentes de
Be KLND(B) = {KerD\ D € LND(B) e D # 0}. Mais ainda, se R é subanel de B,
LNDg(B) = LND(B) N Derg(B) e KLNDx(B) = {KerD\ D € LNDx(B) ¢ D # 0}.
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Exemplo 1.12. Se R é um anel e B = R[x,...,x,] = R". Paracadai = 1,...,n, a
derivada parcial % € LNDg(B).

Uma das principais caracteristicas que uma derivagcao localmente nilpotente tem (pro-
varemos a frente) é dada pela seguinte defini¢ao:
Definicao 1.13. Sejam A < B dominios. Dizemos que A é fatorialmente fechado em B se
satisfaz: Se x,y € B e xy € A\{0} entdo x,y € A.
Algumas propriedades basicas dos subanéis fatorialmente fechados sdo dadas pela
seguinte proposi¢ao:
Proposicao 1.14. Sejam A e B dominios. Suponhamos que A é subanel fatorialmente
fechado de B. Entdo
1. A é algebricamente fechado em B e A* = B*;
2. Um elemento de A ¢é irredutivel em A se, e somente se, é irredutivel em B;
3. Se B éum DFU entdo A também é. E por tanto todo elemento primo p de A é primo
de B.

Demonstracao:

1. Sejam 0 # x € B algébrico sobre A e f(¢#) um polindmio em A[#]\{0} de grau
minimo tal que f(x) = 0. Sendo f(¢) = a,t" + ...+ ait + ap, com q; € A temos que
ax"+...+a1x+ay=0eay# 0. Logo,

1

x(a, X" +...+a)) = —ag € A\{0}.

Como A ¢ fatorialmente fechado em B, temos que x € A, e, assim, concluimos que
A é algebricamente fechado em B. Agora, se y € B* entdo existe y~! € B tal que

=1
Como 1 € A segue que y~! € A. Portanto, A* = B*.
2. Sejaa € A,a # 0, tal que
a=4qiq, 91,92 € B,

pela hipétese g1, g, € A. De A* = B*, a afirmagao segue.
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3. Conseqiiéncia imediata de (2). [ |

Uma derivacdo localmente nilpotente de um dominio B induz uma funcio grau de B
em Ny (J{—oo}.

Definicao 1.15. Sejam B um dominio de caracteristica zero e D € LND(B). Se b € B
definimos o grau de b determinado por D, denotado por grp(b), da seguinte forma:

s se b#0, D(b)#0e D' (b)=0
—o0o se b=0.

grp(b) = {

Uma aplicagao direta da regra de Leibniz mostra que, de fato, a funcao definida acima
tem as caracteristicas de uma fungdo grau.

Proposicao 1.16. Sejam B um dominio de caracteristica zero, D € LND(B) e a,b € B.
Entdo

1. grp(ab) = grpa + grpb;

2. grp(a + b) < max{grp(a), grp(b)} e tem-se a igualdade se grp(a) # grp(b).

A préxima proposicao € o resultado ja citado que diz a respeito de uma das principais
caracteristica sobre o nicleo de uma derivagdo localmente nilpotente.

Proposicao 1.17. Sejam B um dominio de caracteristica zero, D € LND(B) e
A = Ker(D). Entdo A é fatorialmente fechado em B.

Demonstracao: E claro que A = {x € B\ deg,(x) < 0}, assim se x,y € B\{0} e xy € A,
podemos concluir da proposicao (1.16) que A é fatorialmente fechado. [

Sendo A e B como na proposi¢ao acima segue da proposi¢ao (1.14) que A* = B*.
Logo, se k € um corpo contido em B entdo D € uma k-derivagdo. Ainda mais, se B € un
DFU A também é.

A seguir estudaremos alguns fatos bdasicos sobre derivagdes localmente nilpotentes
quando localizamos.

Imediatamente, temos que se S
subsetB é um subconjunto multiplicativamente fechado e D € Der(B) entdo a fungdo
S~'D : S7'B — S~!B definida pela férmula

9

s-1p (;_sf) 3 D(r)ss—zrD(s)
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parar € Be s € S, é uma derivacio de S ' B que estende D.

Agora, a pergunta natural é: quando S ~' D é localmente nilpotente? A resposta é dada
no seguinte resultado.

Teorema 1.18. Sejam B um dominio de caracteristica zero, D € Der(B), com D # 0 e
A = kerD.

1. Seja S C B um subconjunto multiplicativamente fechado de B\{0}. Considere a
derivacdo S™'D : S™'B — S~ B, entdo:

(a) S™'D € LND(S~'B) se, e somente se, D € LND(B) e S C KerD;
(b) Se S C KerD entdo KerS™'D=S"Ae(ST'A)NB=A;

2. Seja b € B\{0} e considere a derivacdo bD : B — B. Entdo bD € LND(B) se, e
somente se, D € LND(B) e b € KerD.

Demonstracao:

1-a) Suponhamos que S ~'D seja localmente nilpotente. Observe que se b € B entdo
S~'D(b) = D(b), assim D é localmente nilpotente ¢ B N Ker(S~'D) = KerD.
Também pela proposicio (1.14) temos que S C (S~!'B)* ¢ Ker(S~'D). Logo,
S c BN Ker(S™'D) = KerD. Reciprocamente, suponhamos que D € LND(B) e
S c KerD. Seja £ € S7'D, logo, (S™'D) (g) = 22 Por indugdo sobre n temos
que (S~'D)" (f) = @ e de D*(r) = 0 tem-se (S ~'D)" (f) = 0. Ou seja, S™'D ¢
localmente nilpotente;

1-b) Dado ¢ € S~'B temos que S ' D (%) = @, logo, KerS~'D = S~'A. Por outro lado,
é claro que A C (S7'A) N B. Agora, dado b € B\{0} N S~'A, temos que existem
a € A\{[0} e s € § tais que b = £. Sendo B um dominio de caracteristica zero
temos que bs = a. Como A € fatorialmente fechado b € A. Portanto a igualdade

A =(S7'A) N B é vilida;

2) Suponhamos que bD é localmente nilpotente. Como bD # 0, existe s € B tal que
(bD)(s) # 0 e (bD)*(s) = 0. Entdo bD(s) € Ker(bD), o qual ¢é fatorialmente
fechado. Logo, b € Ker(bD) = KerD e entao (bD)" = b"D" para todo n € N,
de onde segue facilmente que, D € localmente nilpotente. Reciprocamente, se D €
LND(B) e b € KerD, tem-se tambem que (bD)" = b"D" para todo n € N de onde
concluimos que bD € localmente nilpotente. [

Observacao 1.19. Se D € LND(B) e D # 0, entdo existe a € KerD\{0}. Sendo S =
{1,a,a?, ...} temos que S ' D é uma derivacdo localmente nilpotente de S ~' B, que estende
D.
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Exemplo 1.20. Se B = k[x] = k') entdo LND(B) = {a%, ac k}. De fato, se D € Der(B)

e ndo nula, entdo pelo teorema (1.5), D = a% para algum a € B\{0}. Pelo item (2) do
teorema anterior, D € LND(B) se, e somente se, a € KerD =k e % € LND(B), o que
prova a afirmagdo.

Nosso objetivo, agora, é determinar quando B é Al!'! com A sendo o niicleo de uma
derivacao localmente nilpotente. Para isso precisamos da proposicao e da definicdo que
se seguem.

Proposicao 1.21. Sejam B < C anéis, Q C B. Se D € LND(B) e y € C entdo a fungdo

e: B — C
1 71 n
b —> Z;D(b)y

neNy :
€ homomorfismo de A-dlgebras, onde A = KerD.
Demonstracao: Sejam x,y € Be a € A. Logo D(ax + y) = aD(x) + D(y) e por indugdo

temos que D"(ax + y) = aD"(x) + D"(y), para todo n € N, e, portanto, e(ax + y) =
ae(x) + €(y). Resta provar que €(xy) = e(x)e(y), isto é,

1. | 1
Zi—,D’(x)y’ [Z FDJ()’)VJ =(Z ;D”(xy)y”]- (1.21.1)

ieNy ' jENg : neNy .

Agora, o coeficiente de y" em €e(x)e(y) é

11 i 1 n! j
> ~—D@DI(y) = — > D)D)
4 ! gl n! £ jljl
i+j=n i+j=n
1L~ (n),. , |-
= — . | D" (x)D'(y) = —D"(xy),
n! = J n!

onde a tltima igualdade segue da regra de Leibniz. Logo (1.1) é vélida. Concluimos entdo
que € € um homomorfismo de A-algebras. [

Definicao 1.22. Sejam B um anel, D € LND(B) e s € B. Dizemos que s é um "slice”de
D se D(s) = 1 e "pre-slice”se D(s) # 0 e D*(s) = 0.

Teorema 1.23. Seja B um dominio contendo Q. Se D € LN D(B) tem um slice s € B entdo
B = A[s] = AYl onde A = Ker(D).
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Demonstragcdo: Suponhamos que s € B satisfaz D(s) = 1. Se considerarmos

n

fy="Y" ai' € A0},
i=0
onden > 0, a; € A ea, # 0. Do teorema (1.6) temos que D(f(s)) = f'(s)D(s) = f'(s)
e por indugio D/(f(s)) = D’ (Z?:o a,-si) = fU(s), para todo j € N, onde fY(¢) € A[t]
indica a j-ésima derivada de f . Em particular, D"(f(s)) = nla, # 0 e, portanto, f(s) # 0.
Logo s é transcendente sobre A, isto €, A[s] = Al'l. Agora provaremos que B = Alll,
Consideramos a fun¢do € : B — B dada por

=y 2w (’“) (=Y,

j=0

paracada x € B. Sendoy = —se ¢ = b segue do teorema (1.21) que € ¢ um homomorfismo
de A-algebras e que

o DM (0)(=s) Dl(x)

D(e(x))zzf+z J=sY (=1 =
I I = !

Logo €(B) € A. Sendo € um A-homomorfismo segue que €(B) = A. Por inducdo sobre

o grp(x), provaremos que x € A[s], para todo x € B. E claro que se gr,(x) < 0 entdo

x € A[s]. Suponhamos entdo, que gr,(x) > 1. Como x = e(x) + (x — €(x)) e x — €(x) =
D’
Z ('x)( s)) € sB temos que
=
x=a+x's, (1.23.1)

para alguma € Ae x' € B. Logo, D(x) = D(x’)s + x’ e por inducdo sobre m vemos que
D™(x) = D™(x')s + mD™'(x"), para todo m > 1. Sendo D nilpotente tem-se que existe
m; € N tal que D™~'(x") # 0 e D™ (x’) = 0. Entdo

D™(x) = mD" ' (xX)+0 e
Dm1+1(x) 0’

logo, gr,(x") = gry(x) — 1. Pela hipdtese de inducdo temos que x” € A[s] e por (1.2),
finalmente, concluimos que x € A[s]. [ ]

Como veremos, os seguintes corolarios refletirdo algumas conseqiiéncias para deriva-
¢oes localmente nilpotentes.

Corolario 1.24. Se B é um dominio de caracteristica zero e A € KLND(B) entdo

“1B = (Frac A)MM, com S = A\{0}. Em particular, o grau de transcendéncia de Frac (B)
sobre Frac (A) € 1.
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Demonstragdo: Seja A € KLND(B). Consideremos D € LND(B) com D # 0, tal que
KerD = A. Se fizermos S = A\{0} temos que S™'D € LND(S™'B) e
Ker(S™'D) = Frac A. Como D € LND(B) temos que existe a € B tal que s = D(a) # 0
e D*(@) = 0. Entdo S~'D (%) = | e, consequentemente, o resultado segue do teorema. M

Corolario 1.25. Sejam B um dominio contendo Q, D € LND(B) ¢ A = Ker(D). Se s € B
satisfaz D(s) # 0 e D*(s) = 0, entdo B, = A,[s] = Ay], onde a = D(s) € A\{0}.

Demonstracdo: Seja S = {1,a,a?,...}. Como S C KerD, temos S~'D € LND(S "' D),
KerS™'D=S"'AeS™'D (é) = 1. Logo, o resultado segue do teorema anterior. [

Um outro fato sobre derivagdes localmente nilpotentes em dominios de caracteristica
zero €:

Lema 1.26. Seja B um dominio de caracteristica zero.

1. Se A,A’ € KLND(B) e A C A’, entdio A = A’;

2. Sejam A € KLND(B), D e D’ elementos ndo-nulos de LND4(B). Entdo existem
a,a’ € A\{0} tais que aD = a’D’. Em particular, D o D" = D’ o D.

Demonstragdo:

1. Se A,A” € KLND(B) entdo trgr,(B) = trgr,(B) = 1. Como A C A’ temos que

trgr,A” = 0, logo A’ € algébrico sobre A. Mas sendo A algebricamente fechado em
Bsegue que A = A’.

2. Sejam A € KLND(B) e K = FracA. Pelo corolirio (1.24) temos que
S7'B = K[t] = K", paraalgum ¢t € S~'Bonde S = A\{0}. Se D e D’ sdo elemen-
tos ndo-nulos de LND,(B) entdo S~'D e S~'D’ sdo elementos de LND;(S~'B) =
LNDk(K[t]), que estendem D e D’, respectivamente. Pelo exemplo (1.20) tem-se
que cada elemento nao nulo de LNDg(K[t]) tem a forma /l%, para algum A € K*,

de onde S'D’ = A,S 7' D para algum A, € K*. Consequentemente, aD’ = aD’ para

elementos a,a’ € A\{0}. Agora, se S™'D = 414 e S7'D = 1,4, com A;, 4, € K,

entio S~'Do SID = /11/125—; =S7'D'oS~'D. Como
S7'D,=D e S7'D =D,

finalmente, temos que D o D’ = D" o D. [ ]
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Deste udltimo fato pode-se concluir que se A e B sdo como no lema anterior e se
D|,D, € LND4(B) entdo Dy + D, € LNDu(B), pois DD, = DD, e (Dy + Dy)" =
5l n i i . . P P
> ; )DT‘ZD’z, assim, concluimos que LND4(B) é um A-mddulo.
i=0

Para finalizar a se¢do mostraremos a caracteriza¢ao das subalgebras de B que sdo
nucleo de derivacdes localmente nilpotentes, conforme mencionada no inicio da sec¢ao.

Teorema 1.27. Seja B um k-dominio finitamente gerado, e A uma subalgebra de B que é
distinta de B. Entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. A é o niicleo de uma derivagdo localmente nilpotente D : B — B;

2. S7'B = (FracA)M e (FracA) N B = A, onde S = A\{0}.

Demonstracao: Supondo que 1) € valida, temos pelo corolidrio (1.24) que
S~'B = (FracA)" e pelo teorema (1.18) item 1-b) que (FracA)NB = A. Logo, segue (2).
Reciprocamente, suponhamos que A satisfaz (2). Fazemos K = FracA e S™'B = K[t].
Pela hipétese, B = A[by,...,b,], com by,...b, € B. Se 6 : K[t] — K[t] é a derivada
%, temos que, para cada i € {1,...,n}, 6(b;) € K[t] = S-'B. Note que podemos to-
mar s € S tal que sd(b;) € B, dai s6(B) c B. Dado que ¢ é localmente nilpotente e
s € A C K = Ker¢, s6 € localmente nilpotente e, consequentemente, a sua restricdo a B

também serd. Fazendo D = 56 |p segue que KerD = Ker(s6) N B=KNB = A. [ ]

1.3 Derivacoes irredutiveis

Dado um anel B e A um elemento de KLND(B), estamos interessados em descrever
o conjunto LND4(B). Nesta secao, vamos tratar com o caso em que B satisfaz a condi¢dao
da cadeia ascendente para ideais principais e, em particular, quando B ¢ um DFU. Para
isto precisaremos estudar as derivacdes irredutiveis.

Definicao 1.28. Seja B um anel. Uma derivagdo D € Der(B) é irredutivel se B é o tinico
ideal principal de B contendo D(B).
A proposicdo a seguir caracteriza as derivacdes irredutiveis no anel de polindmios

K = k[X].

Proposicao 1.29. Sejam k um corpo, B = k[x,,...,x,] = k" e D € Dery(B). Entdo D é
irredutivel se, e somente se, mdc(Dxy,...,Dx,) =1



CAPITULO 1. DERIVACOES DE UM ANEL 15

Demonstracao: Suponhamos que D € Der(B) é irredutivel e que mdc(Dx,,...,Dx,) =g
com g € k[X]. Logo, paratodoi € {1,...,n} existe h; € k[xy,...,x,] tal que Dx; = gh;.
Tomando f € k[xy, ..., x,], pelo teorema (1.5) temos que
0 0 0 0
D(f) = —fDx1 +...+ fDx,, = —fh1 +...+ fhn g€ gB.
0x; 0x, 0x; 0x,

Logo, D(B) C gB, e, como D ¢ irredutivel, temos que gB = B. Portanto, g € k" e
mdc(Dx;,...,Dx,) = 1. Reciprocamente, se D(B) C gB para algum g € B segue que,
paratodoi € {l,...,n}, Dx; € gB. Logo g|Dx;. E supondo que mdc(Dxy,...,Dx,) =1,
segue que g |1, portanto, g € k* e gB = B, de onde se segue que D ¢ irredutivel. [ |

Exemplo 1.30. Seja B = k[x,y,z] = k'* e defina D € Deri(B) por Dx = 0, Dy = x e
Dz = y. Como mdc(Dx, Dy, Dz) = 1, temos que D é uma derivacdo irredutivel. E ficil
verificar também que D € LN D;(B).

Como veremos no proximo resultado: se D € uma derivacao irredutivel temos uma
equivaléncia no teorema (1.23).

Teorema 1.31. Sejam B um dominio contendo Q, D € LND(B) e A = Ker(D). Se D ¢é
irredutivel sdo equivalentes:

i) D tem um slice”;
ii) B =AU,
Demonstracao: O teorema (1.23) mostra que se ocorre i) entdo ii) € verificado. Agora,

suponha que B = Al = A[r], logo paratodo g € B , g = ay + ait + ... + a,t", com
a; € KerD. Assim

a,Dt + ...+ ant" ' Dt
(a + ...+ ant"H)D(t) € D(1)B.

Dg

Dai D(B) € D(t)B. Como D ¢ irredutivel temos que D(¢) € B* = A*. Sendo o = Dt,
obtemos que D’ = 0 e D(a™'f) = a”!Dt = 1, ou seja, D tem um “slice”. n

O préximo lema nos auxiliard na demonstragdo do corolario (3.20).

Lema 1.32. Sejam B um DFU de caracteristica zero, D : B — B uma derivacdo ir-
redutivel e localmente nilpotente, A = KerD e S C A\{O} um conjunto multiplicativa-

mente fechado tal que S™'B = (S ‘1A)[”. Entdo cada v € B satisfazendo
S'B= (S‘IA) [v] também satisfazerda Dv € A\{O} e para algum a € A\{0}, aDv € §S.
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Demonstracdo: Sejam v € B tal que S™'B = (S'A)[v]e § : ST'B — S~!B a derivada
parcial em relacdo a v. Observe que pelo teorema (1.5) S'D = a6 para algum « € B.
Como (S™'D)(v) = ad(v) temos que @ = (S~'D)(v) = D(v). Sendo D # 0, pois é uma
derivacdo irredutivel, segue que S™'D # 0 e @ = D(v) # 0. Seja p € B um fator primo
de a, logo, existe b € B tal que Db ¢ pB. Mas D(b) = adb, onde 6b € S~'B, dai existe
s € § com «|sD(b) em B. Portanto, p|sD(b), como p ndo divide D(b) temos que p
divide s. Logo, provamos que todo fator primo de @ = Dv divide algum elmento de S,
consequentemente, Dv divide um elemento de S, ou seja, existe s € S tal que s = aDv
para algum a € B. Sendo A fatorialmente fechado a, Dv € A\{0}. [ |

Definicao 1.33. Diremos que um anel B satisfaz a condi¢do da cadeia ascendente (CCA)
para ideais principais se toda seqiiéncia crescente, I, C I, C ..., de ideais principais
de B ¢ finita, ou equivalentemente, se toda cole¢cdo ndo-vazia de ideais principais tem
elemento maximal.

Exemplo 1.34. Todo anel B que é DFU satisfaz a condigdo (CCA) para ideais principais.
E evidentemente todo anel Noetheriano também.

Agora, vamos relacionar a condi¢ao de cadeia ascendente com derivagdes.

Teorema 1.35. Sejam B um dominio e D € Der(B), com D # 0.

1. Se B satisfaz CCA para ideais principais entdo existe uma derivac¢do irredutivel
Dy € Der(B) tal que D = aD,, para algum a € B.

2. Se B é um DFU entdo Dy no item 1) é unica, salvo multiplicacdo por uma unidade.

Demonstracao: Seja D € Der(B). Se D € irredutivel a afirmacdo (1) é trivial. Supo-
nhamos entdo que D ndo € irredutivel. Entao o conjunto A = {a € B\B* / D(B) C aB} ¢é
nao-vazio. Fixemos x € B tal que D(x) # 0 e consideremos a seguinte colecao ndo-vazia

de ideais principais de B:
D
s = {(—X)B/aeA},
a

temos que X tem elemento maximal, [ = (%) B, para algum a € A. Como D(B) C aB,
podemos definir a derivacdo Dy : B — B, por Dy = %, obviamente que D = aD,. Agora,
provemos que D, € irredutivel. Seja b € B tal que Dy(B) C bB. Logo, D(B) C abB, isto
é, ab € A e, consequentemente, J = (%‘) B € . Observe que bJ =1 C J e I € elemento

maximal de %, assim I = J. Logo, 2f € (%) B, portanto, b € B* e bB = B, ou seja,
(1) é verificada. Suponhamos, agora, que B é um DFU e que D = a;D, = a,D,, onde
Dy, D, € Der(B) sao irredutiveis e a;,a, € B\{0}. Como B ¢ um DFU podemos supor que

mdc(a,ay) = 1. Afirmamos que a;,a, € B*, pois se a; ¢ B* entdo existe um elemento
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primo p de B tal que p|a; e, portanto, para todo x € B temos p |a,D,(x). Logo p |D,(x)
e D,(B) C pB, o que é uma contradi¢do com o fato de que D, ¢ irredutivel. Dai a,; € B*.
De modo anélogo, a, € B*. Portanto D; = uD,, com u = b,a™' € B*. Logo, (2) também &
verificado. [ |

Por fim, apresentaremos os resultados principais da secdo, i€, 0os que caracterizam o
conjunto LND4(B) no caso em que B satisfaz a condicdo de CCA para ideais principais
e, particularmente, quando B é dominio de fatorizag@o tnica.

Corolario 1.36. Sejam B um dominio de caracteristica zero que satisfaz a CCA para
ideais principiais, A € KLND(B) e

S ={D € LND4(B)\ D é uma derivagdo irredutivel }.

EntdoS #0 e LNDs(B) ={aD\ac€ AeD¢c S}

Demonstracao: Pelo lema anterior cada elemento nao-nulo de LND4(B) tem a forma aD,
onde a € B\{0} e D € Der,(B) € uma derivacao irredutivel. Agora, pelo teorema (1.18)
temosqueac€ AeDeS. [ |

Corolario 1.37. Sejam B um DFU de caracteristica zero e A € KLND(B). Entdo
LND4(B) contém uma uinica derivacdo irredutivel D, salvo multiplicacdo por unidade, e
LND,(B) ={aD\ a € A}.

Demonstracao: Pelo coroldrio anterior temos
LNDs(B) ={aD\ac€AeDeS }.

Mostraremos que dadas Dy, D, € S, existe u € B tal que D; = uD,. De fato, pelo lema
(1.26) existem a,a’ € A\{0} tais que aD; = a’D, e pela segunda parte do lema anterior
concluimos que D = uD,, para algum u € B*. Logo LND4(B) = {aD\ a € A}. [ |

Ou seja, mostramos que para descrever LND4(B), sendo B um DFU, € suficiente
conhecer um elemento irredutivel deste conjunto.

Em particular, se B = k[x.y,z] = k¥ do exemplo (1.4) temos que D € Der(B)
definido por Dx = 0, Dy = x e Dz = y € irredutivel e localmente nilpotente. Podemos
concluir que se A = KerD entdo

LND4(B) = {aD\ a € A}.

As proposicoes a seguir correspondem ao caso em que B € um DFU contendo Q e
serdo usadas na ultima secao do tercer capitulo.
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Proposicao 1.38. Seja B um DFU contendo Q. Se A € KLND(B) e m é um elemento
primo de A, entdo:

1. 7 é um elemento primo de B e A N B = nA. Consequentemente, ”A < 7%;

pe . A B , B .
2. O fecho algébrico de = em = é um elemento de KLND(%),
Demonstracdo:

1. Dado que A € KLND(B), A é fatorialmente fechado em B. Da proposicao (1.14)
segue que 7 € um elemento primo de B. Claro que 7A € A N B e tomando b €
nB N A temos que b € A pois A é fatorialmente fechado, logo, 7b € A e tem-
se TA = A N nB. Se considerarmos o homomorfismo ¢ : ;?_A - %B dado por

¢(a + nA) = a + B teremos que Ker ¢ ¢ zero, por tanto 2 < £,

2. Pelo corolério (1.37) podemos considerar uma derivagdo irredutivel D € LND(B)
tal que ker D = A. Em particular, D(B) € nB, portanto D induce uma derivacio ndo
nula localmente nilpotente (D/r) : B/nrB — B/nB, onde D/n(b+nB) = D(b) + nB;
Pelo corolario (1.24) grautrg..p;p»B/nB = 1. Seja d o grau de transcendéncia
de (B/nB) em (A/nA). Como A/nA C Ker(D/r) entdo d > 0. Agora, como
grauttyuB = 1, dados h;,h, € B existe F € A[T,,T;]\{0} tal que
F(hy,hy) = 0. Podemos supor que algum coeficiente de F' ndo estd em 7A, entio
F® € A/rA[T,, T>1\{0}, onde ¢ : B — B/nB é o homomorfismo candnico. Note
que FO(>p(f), o(g)) = ¢(F(f,g)) = 0, de onde dois elementos de B/nB sio alge-
bricamente dependentes sobre A/mA e d < 1. Logo, d = 1 e, assim, Ker(D/m) é o
fecho algébrico de A/nA em B/nB. [ |

Proposicao 1.39. Sejam B um DFU contendo Q, D € LND(B) e A = KerD. Suponha
que algum elemento ndo-nulo de A N D(B) é um produto de primos n de A tal que A/mA
é algebricamente fechado em B/nB, entdo B = A,

Demonstragdo: Observe que D = aD, para algum @ € A\{0O} e alguma derivacdo irre-
dutivel Dy € LND(B). Claramente, D, satisfaz as hip6teses do teorema, logo, podemos
supor que D ¢ irredutivel. Seja E C B o conjunto dos s € B tais que Ds € A\{O} e Ds é
produto de primos 7 de A tal que A/7A € algebricamente fechado em B/nB. Por hipdtese,
temos que E # 0. Seja s € E, escrevemos Ds = my...m,, onde paratodoi € {1,...,n}
m; € um elemento primo de A. Consideremos a aplicacdo ¢ : E — N dada por ¢(s) = n.
Mostremos que existe s € E tal que ¢(s) = 1. Considere s € E tal que I/(s) > 0 e e escre-
vemos Ds = ;... m,. Sejan = m, e considere a derivacdo D/n : B/nB — B/nB dada por
D/n(b+nB) = D(b)+nB. Pela proposicao anterior Ker(D/n) € o fecho algébrico de A/wA
em B/nB. Como A/rA é algebricamente fechado em B/nB temos que Ker(D/m) = A/nA.
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Observe, agora, que s + B € Ker(D/n) = A/rA C B/nB. Logo, existe a € A tal que
s —a € nB. Fazendo s* = ¢, temos que 5" € E e D(s') = m;...7m,-. Dai s € E e
o(s") < ¢(s). Consequentemente, existe s* € E tal que ¢(s’) = 1. De modo andlogo,
temos que existe s’ € B tal que D(s”’) € B* e, finalmente, pelo teorema (1.23) temos que
B = Al [



Capitulo 2

Os conjuntos LND (k[ x,y,z]) e
LND(k[x,y])

O principal objetivo neste é exibir uma férmula Jacobiana para descrever o con-
junto das derivagdes equivalentes e localmente nilpotentes de B = k[x, y, z] € o conjunto
LND(B), com B = k[x,y]. O conteudo deste capitulo foi baseado em [2], [3], [12] e [17],
isto €, os resultados e definicdes expostos aqui podem ser encontrados em tais referéncias.

2.1 Preliminares

7z

Nosso objetivo, agora, € mostrar que se B ¢ um DFU e A € KLND(B) o con-
junto C = {D € DerB\ KerD = A} contém uma unica derivacao irredutivel Dy, salvo
multiplicacao por unidade.

Na parte inicial apresentaremos alguns fatos bem conhecidos concernentes a deriva-
¢oes e extensoes de corpos.

Teorema 2.1. Sejam F = k(xy,...,x,) um corpo que é uma extensdo finitamente ge-
rada de k, D uma derivacdo de k com valores em algum corpo L que é extensdo de F e
{uy,...,u,} um conjunto de elementos de L. Para que exista uma derivacdo D’ de F que
estende D e tal que D’ (x;) = u; é necessdrio e suficiente que todo polinomio f(Xi,...,X,)
em k[Xi,...,X,] = k" tal que f(xi,...,x,) = 0 satisfaz:

PP X+ ) frxn, . xui =0, 2.1.1)
i=1

20
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z

Demonstracao: Observemos que se D’ é uma extensao de D entdo pode-se provar facil-
mente (veja teorema (1.6)), que para todo f € k[ X}, ..., X,]

D,(f(xl’ .- "xn))

PG ) + ) folrs o 20D ()
i=1

n
FPxp, ., %) + Z Sx (X1, oo XU,
p

Como D’(0) = 0 aequacdo (2.1) é satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que a equacao
(2.1) é vdlida para todo polindmio f € k[X}, ..., X, ] tal que f(xi,...,x,) = 0. Definimos a
funcao D em klxi, ..., x,] que relaciona 0 elemento
gx)=g(xy,...,x,) € k[xy,...,x,] a0

Di(g(x) = g2t ... %) + Y g (X1 Xt
i=1

Vemos que Dj € uma fung@o, pois se g(xy, ..., x,) = f(xi,...,x,) podemos aplicar (2.1)
ao polindmio g — f e concluir que D{(g(xy,...,x,)) = Dy(f(xi,...,x,)). Finalmente,
como as fungdes g — gP e g — u;gx, sdo derivagdes de k[Xi,...,X,], temos que D’
satisfaz as condi¢des da definicdo (1.1). Logo D’ € uma derivagdo de k[xy, ..., x,] que
hDyy(g) — gDy (h)

h2
estendemos D a uma derivagdo D’ de k(x,. .., x,) que estende D. [ |

estende D. Observe que D{(x;) = u;. Agora, pela formula D’(%) =

Os corolérios a seguir mostram que se k C F = k(x) € uma extensdo simples entdo
toda derivacdo D de k em L pode ser estendida a uma tnica derivagdo D’ de F.

Nos resultados a seguir convencionaremos que L/F € uma extensao de corpos. Se nao
especificarmos o contrdrio, uma derivacdo de &, F, F’, K serd uma derivacdo de k, F, F', K
com valores em L.

Corolario 2.2. Seja F = k(x), com x transcendental sobre k. Dados u € L e D uma

derivacdo de k, entdo existe uma unica derivacdo D' de F que estende D e tal que
D'(x) = u.

Demonstracio: Observe que se D’ existe entdo é unicamente determinada em k[x] = k!!!
e, portanto, em k(x). Agora provemos a existéncia. Como x € transcendente sobre k o
tinico polindmio f € k[X] tal que f(x) = 0 é o polindmio nulo, dai 2 (x)+ufx(x) = 0, isto
é, verifica a condi¢do (2.1) do teorema anterior. Logo existe uma derivacao D’ de F' que
estende D tal que D(x) = u. Observe que neste caso u pode ser escolhido arbitrariamente.
[

Corolario 2.3. Se F = k(x) e x é algébrico sobre k entdo toda derivacdo D de k em L
pode ser extendida a uma derivagdo D' de F de uma vinica maneira.
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Demonstracao: De fato, todo polinomio g € k[X] tal que g(x) = 0 é um madltiplo do
polindmio minimal f de x sobre k. Logo a relacdo (2.1) se reduz a f2(x) + ufx(x) = 0,

P

Jx(x)’
teorema anterior para este u# temos que existe uma unica derivagdo D’ de F' que estende D
tal que D(x) = u. [ |

sendo fx(x) # 0. Mas a ultima igualdade € satisfeita por u € L dado por dai pelo

Em geral a propriedade anterior € verificada se k C F é uma extensao algébrica de
COrpos.

Teorema 2.4. Seja k C F uma extensdo algébrica de corpos. Entdo para toda derivagdo
D de k em L existe uma tnica deriva¢do D' de F que estende D.

Demonstracao: Se D’ existe, € unica. De fato, se D” € uma outra derivacdo de F que
extende D temos que dado x € F\k existe um polindbmio minimal f € k[X] tal que
f(x) = 0. Pelo teorema (1.6)

D'(f(x)) = 2 (%) + fx()D'(x) = f2(x) + fx(x)D"(x) = 0,

de onde D’(x) = D”(x), pois f'(x) = f2"(x) e fx(x) # 0. A existéncia é uma aplicacio
tipica do Lema de Zorn, assim: seja £ o conjunto definido por:

Y ={(K,Dg); F/K/k , Dk é umaderivacdiode K em L e Dg/k = D}.

Considere em X a seguinte ordem parcial: (K, D) < (K’, Dk) se, e somente se, K C K’
e Dx//K = Dg. E claro que X é ndo-vazio, pois (k, D) € . Agora, provemos que X é
um conjunto indutivo. Sejam {(K,, D,)} (aqui denotamos D, por D,) uma cadeia de X,
isto €, para cada par de indices a, t€m-se (K,, D,) < (Kg, Dg) ou (K, Dg) < (K,, D,)
e tome K = U,K,. Entdo K € um subcorpo de F que contem k. Definimos D’ em K da
seguinte forma: dado x € K, D'(x) = D,(x), onde x € K, e D, € a derivacdo de K, que
estende D. Notemos que D’ estd bem definida, pois se (K,, D,) < (K, Dg) tem-se que
Dg/K, = Dg e claramente D’ € uma derivagdo de K que estende D. ou seja, (K,D’) € X
e é uma cota superior da cadeia. Logo, pelo Lema de Zorn X tem um elemento maximal
K’, tal que F/K’ é algébrica e admite uma derivacdo D’ que estende D. Se K’ # F existe
y € F\K'. Fazendo F’ = K’(y) a extensdo K’ C F’ ¢ algébrica, pelo corolario (2.3) existe
uma derivacao D" de F’ que estende D’ e portanto estende D. Como F/F’/k temos que
(F’,D") € Z, o que contradiz a maximalidade de (K’, D"). Logo K’ = F. [ |

No seguinte resultado Der; F' denotard o L-espaco vetorial das k-derivagdes de F. O
seguinte teorema nos permite calcular a dimensao de tal espaco. Quando trgr, F € finito.

Teorema 2.5. Seja F/k uma extensdo de corpos com n = trgr,.F. Entdo a dimensdo m do
L-espaco vetorial Der(F) é igual a n.
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Demonstracao: Seja S = {uy,...,u,} uma base de transcendéncia de F sobre k. Se
F' = k(uy,...,u,) entdo a extensdo F’/k é puramente transcendental. Assim pode-se
provar facilmente (veja teorema (2.4)) que o conjunto {%, cee, %} ¢ uma L-base para
Der(F’,L). Agora, observe que a extensdao F/F’ é algébrica e pelo teorema (2.4) toda
k-derivacdo D’ de F’ pode ser estendida de uma tnica maneira para uma k-derivagao D"’

de F e, portanto, dado um conjunto S = {5; De Der(F, L)} entdo:

S é L.L se,esomentese, S ={D € Der,(F’,L), AD € S; B/F’ =D} éL.L

E, portanto, m = n. [ ]

2.2 Derivacoes equivalentes

Para atingir o objetivo anunciado no inicio da se¢do precisamos de mais uma definicao
¢ algums resultados.

Definicao 2.6. Dados B um dominio e D, D, € Der(B) definimos D, ~ D, se existem
by, b, € B\{0} tais que b1D; = byD,.

Note que se C € uma classe de equivaléncia dada pela relagdao ~, entdo todos os seus
elementos t€m o mesmo nucleo, o qual serd denotado por KerC. O primeiro resultado
em relacdo a A = KerC € que se trgr,B é 1 entdo C = {D € Der B\ KerD = A}, como
veremos no coroldrio da proxima proposi¢do. Uma tal classe serd chamada de classe de
equivaléncia de Der(B).

Proposicao 2.7. Sejam B um k-dominio e A uma subdlgebra de B. Se FracB tem grau
de transcendéncia 1 sobre FracA entdo todas as A-derivacoes ndo nulas de B sdo equi-
valentes.

Demonstracao: Sejam K = FracA, L = FracB, S = B\{0} e a funcdo
¢ : DeryB — DergL dada por ¢(D) = S~!D. Claramente, ¢ é injetiva. Agora, se
D, D, € Der,B\{0} entdo as derivagdes S 'D;, S ~I'D, € DergL sdo linearmente depen-
dentes sobre L, pois pelo teorema (2.5) a dimensao do L-espago vetorial DergL é 1, isto
é, existem b, b, € L tais que b;S ' D = b,S ' D, e, consequentemente, D ~ D,. ]

Corolario 2.8. Se B ¢ um k-dominio e C C Der(B) é um classe de equivaléncia contendo
uma derivacdo localmente nilpotente. Entdo

C ={D € DerB\ KerD = A},
onde A = KerC.
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Demonstracao: Pelo Coroldrio (1.24) temos que trgr, B = 1, logo, o resultado segue da
proposi¢ao anterior. [

Observacao 2.9. Note que se B satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente para ideais
principais e C C Der(B) é uma classe de equivaléncia entdo C contém uma derivacdo
irredutivel Dy. De fato, dado D € C, pelo teorema (1.35) temos que existe uma derivagdo
irredutivel Dy € Der(B) tal que D = aD, para algum a € B, isto é, Dy € C.

A proposicao a seguir consiste num resultado fundamemtal, que junto com as defini-
¢oes e resultados que apresentaremos na proxima secao nos fornecem uma caracteriza¢ao
do conjunto LND4(B), onde A € KLND(B) e B = k¥

Proposicao 2.10. Se B é um DFU e C C Der(B) é uma classe de equivaléncia entdo:

a) Existe uma tinica derivacdo irredutivel Dy € C, salvo multiplicacdo por unidade;

b) Se C contém uma derivagdo localmente nilpotente entdo Dy é localmente nilpotente.
Demonstragao:
a) A existéncia foi comentada na observagao anterior e a unicidade se deduz facilmente

do lema (1.35);

b) Seja D € C localmente nilpotente, entdao D = bD, para algum b € B\{0} e pelo
teorema (1.18) tem-se que b € KerC e Dy € LND(B). [ |

2.3 Derivacoes Jacobianas de k!

A partir de agora, vamos centrar nossa aten¢do no sentido de determinar a derivacao
irredutivel da classe C = {D € Der; B\ KerD = A}, onde A € KLND(B) , B = k[x,y,z]
ou B = k[x,y]. Para isto estudaremos as Derivacdes Jacobianas no anel de polindmios
B =k[Xi,...,X,].

Definicdo 2.11. Sejam B = k[X,,...,X,] = k™ ef = (fi,..., fn) € B™. Definimos a
matriz Jacobiana de f por:

o o
Xy T 0Xy,

o=
fn O

12), CHENE ). &
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Um primeiro resultado na direcdo do objetivo descrito acima e fundamental no estudo
das derivacdes Jacobianas € um caso particular da Proposicao (1.1) de [14]. Aqui vamos
apresentar este caso particular.

Lema 2.12. Sejam B = k[X,,..., X, = k™ ef = (fi,..., f,) € B". Entdo f é algebrica-
mente independente sobre k se, e somente se, det(J(f)) # 0.

Demonstracao: Iniciamos observando que se G € k[T, --,T,,] = anel de polindmios,
h=(hy,...,h,) € B" e G(h) = 0, entdo podemos concluir, pela regra da cadeia, que
oG

— , —Mh)] .J(h)=0 2.12.1

6T1( ), AT, (] . J(h) ( )
Assim, se supusermos que f € algebricamente dependente poderemos encontrar, por ar-
gumentos de minimalidade de grau, G € k[T,,---,T,] tal que G(f) = 0 e o vetor
(%6 T £y, aT 26 (£)) £ 0, J4 que a caracteristica de k € zero e assim de (2.2) podemos

concluir que det(J (f)) = 0, ie, temos provado que se det(J(f)) # 0 entdo f ¢ algebrica-
mente independente sobre k. Agora, vamos supor que f é algebricamente independente
sobre k. Logo, para cada i,1 < i < ntem-se f(i) = (f},- -, f,, X;) € algebricamente
dependente e existe

G(@) = ay(Ty,---,T, )TSH +o+a Ty, , T)Ty +ao(Ty,---,T,)

tal que s > 1, ay(Ty,---,T,) # 0, G(i))(f(i)) = 0 e s € minimo com estas propriedades.
Logo tem-se que 3 aG(’) (f(i)) # 0. Assim, para cada i temos pela igualdade (2.2) que

oG (i) 8G(z) oG(») . .
( @) ,---, (f( ))) J(E) = - 3T (f(@®).e;,
n+l
onde ¢, = (0,---,1,---0) é o vetor canOnico. Assim, J(f) define um isomorfismo
k(X)-linear de k(X)" em k(X)" e, portanto, det(J(f)) # 0. [ ]

Agora, estamos em condicoes de definir uma derivacao Jacobiana e apresentar alguns
resultados fundamentais a respeito.

Definicdo 2.13. Sejam B = k[X,,..., X, = k™ ef = (fi,..., fiu1) € B\, Definimos a
derivacdo Jacobiana Ay € Der(B) em g € B por:

Ag(g) = der(J(t, g))
onde J(f, g) é a matriz Jacobiana de (fi, ..., f,-1,8) € B".
A partir da definicdo anterior e do lema (2.12) obtemos que se fi,..., f,—1 sdo

algebricamente dependentes sobre k entdo Ay = 0. Caso contrério o kerAy € dado pela
seguinte proposicao:
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Proposicao 2.14. Sejam B = k[X,,..., X, = k", £ = (fi,..., fus1) € B Se fi,..., fuo
sdo algebricamente independentes sobre k entdo o kerAy é o fecho algébrico de k[ fi, ...,
Ju-1] em B.

Demonstrac¢ao: Em primeiro lugar, € claro que f; € KerAy, paratodoi € {1,...,n— 1}
e, como kerAg € um subanel de B, temos que:

K[fis. s fo1] C kerAs (2.14.1)

Agora tome g € B assim pelo fato de que fi,..., f,—1 sdo algebricamente independentes
tem-se que: fi,..., f,-1, g sdo algebricamente dependentes se, e somente se, g € algébrico
sobre k[ fi,..., fn_1]. Mas pelo lema (2.12) temos que fi,..., f,-1, g sdo algebricamente
dependentes se, e somente se, det(J(f, g)) = 0, ie, se, e somente se, g € ker/As. ]

Nosso interesse estd voltado em descrever explicitamente uma derivacao irredutivel
Dy € LND(B) com KerDy = A e de forma que A = k"1,

Proposicao 2.15. Sejam B = k[X,, ..., X,] e A uma subalgebra algebricamente fechada
em B tal que trgri,A =n—1. Se fi,..., fa-1 € A sdo algebricamente independentes sobre
k entdo kerAy = A, onde f = (fi,..., fu-1).

Demonstracao: Seja C = KerAy. Pelo teorema anterior temos que C € o fecho algébrico
de k[fi,..., f,-1] em B. Observe também que A C C, pois se g € A tem-se que
{fi,..., fuo1,8} € algebricamente dependente sobre k, logo, g € C. Além disso, C é
algébrico sobre A e, sendo A algebricamente fechado, obtemos que A = C. []

Observacao 2.16. Note que se B e A sdo como na proposicdo anterior o conjunto
I' = {D € DeryB\ KerD = A} é ndo-vazio e, portanto, uma classe de equivaléncia,
pois trgryB =1.

O lema a seguir serd fundamental para a prova do resultado a seguir. Sua demonstra-
¢do (ver em [3]) requer nogdes que fogem do tema central deste trabalho e portanto
vamos omiti-la.

Lema 2.17. Sejam A uma subalgebra de B = k[X,,...,X,] = k", a qual é finitamente
gerada sobre k, e d a dimensdo de A. Dados fi,..., f. € B tais que A = k[fi,..., fu],
seja J(f) a matriz jacobiana de £ = (f,..., f,) em relacdo a (Xi,...,X,). E considere
o ideal M de B gerado por d X d menores de J(f). Se A ¢ fatorialmente fechado em B,
entdo altM > 1.

Abaixo temos o fato ndo trivial de que a derivacdo A, € irredutivel.
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Proposicao 2.18. Sejam B = k[X,,..., X, ) = k" e f = (fi,..., fou1) € B! tais que:

i) fi,..., foo1 sdo algebricamente independentes sobre k;

ii) kL fi,..., fu_1] € fatorialmente fechado em B.
Entdo Ay € DerB é irredutivel e KerAy = k[fi, ..., fu1].

Demonstracao: Seja A = k[fy,..., fu-1]. Como fi,..., f,—1 sdo algebricamente indepen-
dentes o nicleo de Ay € o fecho algébrico de A em B. Sendo A fatorialmente fechado, pela
proposig¢do (1.17) temos que A € algebricamente fechado em B, logo kerAy = A. Agora,
provemos que A € irredutivel. Como Ay € Deri(B) e pelo teorema (1.5) temos que se
g € B, entio Ai(g) = Y., j—)iAf(X,-). Portanto, Aq(B) C M, onde
M = (Ap(X)),...,Ap(X,)). Observemos que se I € um ideal principal de B tal que
A¢(B) C I entdo M C I. Agora, sendo M o ideal de B gerado por menores (n—1) X (n—1)
da matriz jacobiana J(f) temos que htM > 1 e portanto o Unico ideal principal de B que

contém M é B, logo, I = B. [ ]

Corolario 2.19. Sejam B = k[X,,...,X,] = k" e D : B — B uma k-derivagdo local-
mente nilpotente tal que KerD = A = k"1, Se KerD = k[f,,..., f,_1], com f; € Be
f=(fi,..., fu1), entdo Ay é irredutivel e é equivalente a D. E assim, A; é localmente
nilpotente.

Demonstragdo: Pela proposicdo (1.17) temos que KerD = k[fi, ..., fo_i] = k"~ é fatori-
almente fechado em B. Logo, pela proposicdao anterior Ay € irredutivel e
KerAy = kl[fi,..., fa-1] = KerD, isto €, Ay e D t€m o mesmo nicleo e pelo corolario
(2.8) Ay e D sao equivalentes. Agora, sendo D uma derivagdo localmente nilpotente,
segue da proposi¢ao (2.10) que Ay € localmente nilpotente. [

Lembremos que se B € um DFU e A ¢ KLND(B) o corolario (1.37) mostra que para
descrever o conjunto LND4(B) € suficiente conhecer um elemento irredutivel deste con-
junto. Consequentemente, se A e B e f sdo como no coroldrio anterior, temos a seguinte
caracterizacdo do conjunto LND(B):

LND4(B) = {aAf\ a € A}.

2.4 Derivacoes equivalentes localmente nilpotentes no
anel !

O objetivo nesta secdo é apresentar uma férmula Jacobiana para descrever o conjunto
das derivacdes equivalentes e localmente nilpotentes do anel B = k[x,y,z]. Aqui nos
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parece o lugar natural para citar um importante e conhecido teorema para o caso B = k!3!.
O caso fundamental em que k € algebricamente fechado foi provado por Miyanishi em
[13].

Teorema 2.20 (Miyanishi). Seja B = k©\. Se A € KLND(B) entéio A = k')

Encerramos a secdo com os dois préximos resultados.
Corolario 2.21. Sejam B = k[x,y,z], D : B — B uma derivacdo localmente nilpotente
e f = (fi, ) € B tais que KerD = A = k[f, »]. Entdo, A; : B — B ¢é irredutivel,
localmente nilpotente e satisfaz: KerAy = k[ f1, f2]. Consequentemente,

LND4(B) = {aAf\ a € k[f1, 21}

Demonstragdo: Dado que KerD = k[ fi, f»] = k', temos pelo coroldrio (2.19) que A, ¢
irredutivel e localmente nilpotente, com KerAy = k[ fi, f2]. Logo, pelo corolario (1.37)
segue que LND, = {aA;\ a € k[ f1, f21}. [ |

Proposicio 2.22. Sejam f, g € k[x,y,z] = kB, entdo as seguintes condicdes sdo equiva-
lentes:

1. k[f,g] é o niicleo de alguma derivacdo localmente nilpotente de k[ x,y, 7],

2. para toda extensdo de corpos K[k, K[f, g] é o niicleo de alguma derivagdo local-
mente nilpotente de K| x,y, z];

3. para alguma extensdo de corpos K/k, K|[f, gl é o niicleo de alguma derivacdo lo-
calmente nilpotente de K[x,y, z].

Demonstracdo: Seja D uma derivagdo localmente nilpotente de k[x,y, z], com kerD =
k[f, g], e K um corpo de extensdo de k, entdo a derivacao

1®kD : K®k k[X,y,Z] - K®k k[X,y,Z]

¢ claramente localmente nilpotente e ainda mais kerig,p = K ® k[f, g]. Observe que
K ®; k[x,y,z] = K[x,y,z] e K ® k[f,g] = K[f, g]. Logo 1) = 2). Claramente 2) = 3).
Suponhamos que 3 ocurre, entdo pelo corolério (2.21) Z(f,g) : K[x,y,z] — Kl[x,y,z] é
localmente nilpotente com nucleo K[ f, g]. Claro que K( roklx,y,z]) € k[x,y,z]. Fazendo
Afg = K(f,g) lixy) temos que A € localmente nilpotente com kery,, = K[f,g] N
klx,y,z] = k[f, g]. Em conseqiiéncia, 3 = 1. []

Observe que se f,g € k[x,y,z] tais que k[ f, g] é o nicleo de alguma derivacdo lo-
calmente nilpotente de k[x, y, z], entdo k[ f, g] é o niicleo de alguma derivagdo localmente
nilpotente de k[x, y, z].Logo, f, g sdo elementos irredutiveis em k[ f, g] e como k[f, g] é
fatorialmente fechado em k[x, y, z] entdo f e g sdo irredutiveis em k[x, y, z].
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2.5 Descricao das derivacoes localmente nilpotentes em
K21

Agora, direcionamos a nossa aten¢ao ao estudo das derivacoes localmente nilpotentes
no anel B = R[x, y], onde R ¢ um DFU. Iniciaremos enunciando um resultado provado em
[16] e que vamos utilizar em seguida.

Proposicao 2.23. Sejam R e A DFU sastisfazendo R < A < R™ para algum n € N. Se
trgre(A) = 1 entdo A = R

No caso particular em que A € um nucleo de uma derivacdo localmente nilpotente de
B temos entdo que A = R, como vemos a seguir.

Coroldrio 2.24. Sejam R um DFU de caracteristica zero e B = R[x,y] = R?. Se
A € KLNDg(B) entdo A = R,

Demonstragdo: Pela proposicao (1.17) temos que A € fatorialmente fechado e como B é
um DFU , segue da proposicao (1.14) que A é um DFU Pelo coroldrio (1.24) trgr,(B) = 1,
logo, trgrg(A) = 1 e o resultado seguird da proposi¢do anterior. [ |

A seguir apresentamos um teorema encontrado em [16], (omitiremos a demonstracao
pois nela se usa técnicas que fogem das apresentadas neste texto), e usado na prova do
conhecido Teorema de Rentscher’s. Primeiro vamos dar uma defini¢ao.

Definicao 2.25. Dizemos que uma B k-dlgebra é geometricamente fatorial sobre k, se
E ®; B é um DFU para toda extensdo algébrica k C E.

Teorema 2.26. Sejam L um corpo, A uma L— dlgebra finitamente gerada e @ € A. Se
ocorre

(i) S7'(A) = L@, onde S = L[a]\{0};
(i) L(e) NA = Lla];

(iii) A é geometricamente fatorial sobre L
entdo A = L[],

A prova deste Teorema e tomada do artigo [5] .

Teorema 2.27 (Teorema de Rentscher). Se D é uma derivacdo ndo-nula localmente nil-
potente de k[x,y] = k!*! entdo existem p,q € B tais que k[x,y] = k[p, q] e KerD = k[p).
Além disso, D = aA, para algum a € k[p].
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Demonstragdo: Seja A = KerD. Pelo corolério (2.24) A = k!!! = k[p] para algum p € B.
Fazendo § = A\{0}, temos pelo teorema (1.27) que

ST'B=S""k[x,y] =k(p)!"' e k(p) Nkl[x,y] = k[p].

Além disso, k[x,y] € geometricamente fatorial sobre k. Logo, pelo teorema (2.26) ob-
temos que k[x,y] = k[p]'", ou seja, k[x,y] = k[p,q] para algum g € B. Agora, pelo
corolario (2.19) A, € irredutivel e localmente nilpotente com KerA, = k[p] = KerD.
Logo do corolario (1.37) temos que D = aA, para algum « € k[p]. [

Uma aplicacao direta da proposicao (2.18) nos fornece uma propriedade verificada
por uma varidvel no anel de polindmios B = k[x, y].

Proposicio 2.28. Seja B = k[x,y] = k'?\. Se p € B é uma varidvel de B sobre k, isto ¢,
existe v € B tal que B = k[p,v], entdo mdc(py, py) = 1, onde p, e p, sdo as derivadas
parciais de p em relacdo a x e y.

Demonstragcdo: Como {p} é algebricamente independente sobre k e k[p] € fatorialmente
fechado em B segue pela proposicio (2.18) que A, € irredutivel com
KerA, = k[p] = KerD. Pela proposicdo (1.29) tem-se que mdc(A,(x), Ay(y)) = 1. Além
disso, A,(x) = —py e Ap(y) = ps. [ |

O teorema a seguir descreve explicitamente o conjunto LNDg(B) no caso em que
B = R[x,y] = R™, onde R é um dominio de fatorizacio tinica contendo Q.

Teorema 2.29. Sejam R um DFU contendo Q, B = R[x,y] = R*' e K = Frac(R). Consi-
dere o conjunto

P ={p € B\ mdcg(p., py) = 1 e p é uma varidvel de K[x,yl},

entdo

1. Para p € B sdo equivalentes

(a) peP;
(b) A, : B— B éirredutivel e localmente nilpotente;
(c) KerA, = R[p]

2. LNDr(B) = {aA,\p € P e « € R[p]}.

Demonstracdo:
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1. Seja p € P, entdo existe v € B tal que K[x, y] = K[p, v]. Considere a derivacao
§=S""A,: K[x,y] = K[x,y], S = R\ {0}.

Para todo H € K[x,y] temos

_| Px Py |_«Hx
S(H) _‘ 0o | =R
Observe, agora, que K[p,v] = K[p]'! e considerando a derivacdo

0 : K[p,v] — K[p,v] dada pela derivada parcial em relagdo a v, temos que 9 €
localmente nilpotente e KerD = K[p] = k''l. Logo pelo corolario (2.19) A, € lo-

= A,. Por fim,
Rlxy]

como mdcg(py, py) = 1 tem-se que mdcp(A,(x),A,(y)) = 1, pofs Ay(x) = —pye
Ap(y) = p, e portanto, temos que A, € irredutivel. Provamos assim que b) resulta
de a).

Suponhamos, agora, que A, : B — B ¢ irredutivel e localmente nilpotente. Pelo
coroldrio (2.24) KerA, = R[w] para algum w € B, logo, p € R[w]. Escre-
vendo p = f(w), com f € R[f] = R temos que A,(x) = —=p, = —f'(W)w, ¢
Ap(y) = px = f'(Ww)w,. E pela irredutiblidade de A, segue que f'(w) € B* = R*.
Consequentemente, f(f) = ut +r,comu € R*er € R. Dai p = uw + r, de onde
obtemos a igualdade R[w] = R[p] = KerA,,. Logo provamos que b) implica c).

calmente nilpotente e, portanto, A, também €, uma vez que Zp‘

Por fim, se KerA, = R[p] temos que KerS'A, = S~'R[p] = K[p]. Logo, pelo
Teorema de Rentschler p € uma variavel de K[x, y] logo, p, € p, sdo primos relativos
em K[x,y]. De onde temos que se r = mdcg(py, py) entdo r € R\{0}. Portanto r
divide todos coeficientes de p, exceto talvez seu termo constante, assim se ¢ € R é
o termo constante de p € R[x,y]. Dai r divide p — ¢, ou seja, p — ¢ = rh € R[p]\{0}
para algum h € B. Como KerA, = R[p] é fatorialmente fechado em B segue
que h € R[p] e, consequentemente, r € R* e mdcp(py, py) = 1, obtendo assim a
implicacdo restante ¢) = a).

2. Seja D € LNDg(B), com D # 0, entdo KerD = R[p] = R e KerS~'D = K][p].
Logo, p € uma variavel de K[x,y] e mdcg(py, py) = 1, isto €, p € P o que, junto
com a parte provada acima, nos dd A, € irredutivel e localmente nilpotente com
KerA, = R[p]. Portanto, D = @A, para algum a € R[p] e LNDg(B) = {aA,\p €
P e a € R[p]}. [ |

Exemplo 2.30. Se D ¢é a derivacdo localmente nilpotente dada no exemplo (1.4) ié se
B = klx,y,z] = kB, D, = 0, D, = xe D, = y. Fazendo R = k[x], B = R[y,z] =
R% ¢ D € LNDg(B). Observe que se p = y* — 2xz tem-se py = 2y, p, = —2x e
mdcg(py, p;) = 1. Agora, se v =y segue que k(x)[y,z] = k(x)[p,v]. Logo, p € P e
KerA, = R[pl = kl[xl[p] = k[x,pl, onde A, : B — B. Note que D = %Ap- Dai
KerD = k[x, p] e LNDy, ;B = {@A,\ a € k[x, p]}.
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Encerraremos o capitulo com a descrip¢do das derivagdes localmente nilpotentes de
B = k[x,y].

Coroldrio 2.31. Sejam B = k[x,y] = k'*! e 0 conjunto

P ={p € B\ p é uma varidvel de k[x, y]}.

Entdo LND(B) = {aA,\p € P e a € k[p]}.

Demonstragdo: Pela proposicao (2.28) temos que mdcg(py, py) = 1. Logo a afirmagéo
segue do teorema anterior. [ ]



Capitulo 3

Derivacoes Homogéneas em K| x, y, 7]

Dados o anel graduado B = k*! e A C B um subanel homogéneo de B, queremos
estabelecer condicoes em A para as quais seja equivalente a existéncia de uma derivacao
homogénea localmente nilpotente D : B — B com kerD = A. O corolario (2.21) mostra
que se D existe € essencialmente determinada por A. Alem disso, pelo teorema de Miya-
nishi sabemos que se A € KLND(B) entao A € uma subalgebra k[f,g] de Bonde f e g
sdo algebricamente independentes sobre k, logo, basta procurar condicdes para f e g. O
conteudo deste capitulo foi baseado em [15] e no artigo [4] de Daniel Daigle.

3.1 Anéis Graduados

Nesta secdo serdo fixadas algumas notacdes e estabelecidas as primeiras defini¢des
basicas necessarias para o desenvolvimento do capitulo.

Definicao 3.1. Uma graduagdo de uma anel B é uma familia {By}iez de subgrupos By do
grupo (B, +) tal que

i) B = ®ezByis

ii) BiB; C B;,j, para cada i, j € Z.
B é chamado um anel Z— graduado se ele é munido de uma graduacgdo { By }icz.

Abaixo seguem outras definicdes que também faremos uso.

Definicao 3.2. Seja B um anel graduado munido da graduacdo {By}iez.

33
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1. Se B, =0 para k <0, B é chamado Ny-graduado;

2. Os elementos b € B;\{0} sdo chamados de homogéneo de grau i e escrevemos
w(b) =iou grau(b) = i;

3. Se b = Y7 by, com by € By, by é chamado a componente homogénea de grau k de

b;

4. Quando S é um subconjunto multiplicativamente fechado de B e S C U;(B;\{0})
a graduagdo em B definird uma graduacdo em S ™' B na seguinte maneira: se b €
B\{0} e s € S entdo b/s é dito homogéneo de grau w(b) — w(s). Em particular, se
h € B\{0} é homogéneo e S = {1,h', h?, ...} denotaremos S~'B por By, e (B), por
B

5. Um subanel A de B é chamado de homogéneo se A = ®;(A N B;) e escrevemos
A =®;A;, onde A; = AN B; e, portanto, A é um anel graduado;

6. Para um anel graduado B = &;B;, d(B) = mdc{i\B; # 0}. Note que d(S~'B) = d(B)
para todo S definido no item 4.

No préximo lema vamos citar duas propriedades elementares e importantes de um
anel graduado. A primeira delas € que o conjunto § = U;B;\{0} € saturado no anel gra-
duado B = &c7By

Lema 3.3. Seja B = &z By entdo:

1. Se f,g € B sdo ndo nulos. Entdo fg é homogéneo, se, e somente se, [ e g sdo
homogéneos.

2. Se I C B é um ideal homogéneo (i.e, gerado por elementos homogéneos) e b =
duez b € B entdo b € I se, e somente se, b, € I, para todo k € Z.

Vamos dar a seguir, dois lemas concernentes a anéis Z-graduados, os quais serdo
usados nos principais resultados deste capitulo.

Lema 3.4. Seja B = @,B, um anel Z-graduado que é DFU e que satisfaz: se para
qualquer n € Z tal que B,, # 0 temos que B_, N B* # ¢. Entdo By é um DFU.

Demonstracdo: Observe em primeiro lugar que se p € B é primo homogéneo tal que
p € B, entdo B, # 0. Logo, existe u € B_, N B*. E fazendo py = up temos que p, é
associado a p em B e, portanto, p, € primo em B. Mostremos, agora, que py € primo em
By. Suponhamos que py | ab em By, a,b € By, entdo py | aou py | bem B. Se py | a em
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B temos que a = poh para algum h € B e € claro que h € By, de igual forma se py | b em
B entdo pg | b em By, de onde p, € primo em B,. Supondo que a € By ndo € primo e nem
unidade entdo pelo lema anterior, a = p{" - - - p;" onde para cada i p; ¢ primo homogéneo
de B. Pelo mostrado anteriormente, obtemos uma fatora¢do de a em B,. [ ]

Lema 3.5. Sejam B = &, B, um anel Z-graduado e R um subanel homogéneo de B satis-
fazendo: se para qualquer n € Z tal que B, # 0 temos que R_, N R* # ¢. Entdo as
seguintes condicoes sdo equivalentes.

1. Existe um elemento homogéneo v de B tal que B = R[v] = R!!l;

2. By=R".

Demonstragcdo: Suponhamos que (1) € certo com v € B,\{0}. Sendo B, # 0, podemos
fixar u € R_, N R* e por vy = uv € By. Entdo R[vy] = B = R!'!. Logo, v, é transcendente
sobre R e, em particular, transcendente sobre R,. Claro que By = Ry[vy] = Rg” provamos
1 = 2. Reciprocamente, suponhamos que By = Rg”. Seja v € By tal que By = Ry[v].
Se r # 0 € um elemento homogéneo de B, entdo B, # 0. Fixando u € R_, N R*, seja
ro = ur € By entdo ry € Ry[v], em conseqiiéncia, r = u~'ry € R[v], isto prova que
B = R[v]. Provaremos, agora, que v € transcendente sobre R. Suponhamos o contrario,
seja f € R[TI\{0} tal que f(v) = 0e f(T) = 3; fi(T) com f(T) € R;[T]. Escolhemos
m € Z tal que f,(T) # 0e 6 € R_, N R*, entdo 6f,,(T) € Ry[T]\{0}. Além disso,
0f.(v) = 0, o que contradiz o fato de que v € transcendente sobre R\, consequentemente,
B = R[v] = RW. [ |

3.2 Polinomios Homogéneos

Apresentando duas notacdes bésicas para introduzir o conceito de w-graduacio do
anel de polindmios B = k[Xi,...,X,], onde w € Z". Sejam w = (wy,...,w,) € Z" e
s e€Z Sea = (ay,...,a, € N}, entdo w® denotard a soma wia; + ... + wya, ¢ X
representard o mondmio X|"' ... X,". Com as notagdes acima temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.6. Um polinomio f € k[X,,...,X,] = k" é chamado w-homogéneo de grau

s se f é da forma
=) aX =) aX. Xy,

w¥=s w¥=s

onde a, € k. Definimos que o polinomio nulo é w-homogéneo de todo grau.

Denotamos por B“ o conjunto de todos os polindmios w-homogéneos de grau s.
Note que B é um subgrupo de (B, +), B = k[X] = @,czB“ e, além disso, Bg“’)BEw) Cc B

s+t
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para todo s,t € Z, isto é, k[X] é um anel graduado e tal graduacdo é chamada de uma w-

graduacdo. Neste caso temos w(X;) = «;, paratodo i = 1,...,n. Quando no contexto for
claro a w-graduagdo, denotaremos B simplesmente por B,. Usaremos o simbolo (B, w)
para denotar o anel B = k[X] munido com a w-graduagdo. Se w = (1,...,1) temos a

graduacdo candnica em B.

O préximo resultado garante que se B = k" é Ny-graduado entdo existem g; ... g,
polindmios homogéneos em B tais que B = k[g; ... g,].

Lema 3.7. Sejam B=k"', n>1 e B = ®y,B; umaNy-graduacio de B com By = k.
Se fi,..., fm sdo elementos w-homogéneos de B tais que k[ f,..., f,] = B, entdo existe
um subconjunto {g,...,g,} de{fi,..., fn} tal que B = k[g1,..., gl

Demonstracdo: Considere {gi,...,gs% S {fi,--., [} minimal satisfazendo
B = klgi,...,gs]. Em particular, 8; = grau(g;) > 0 para todo i. Sejam (R, w) o anel
graduado, onde R = k[Ty,..., T, = k", Ry =kew = (B1,--- ,By), € 0 k-homomorfismo
sobrejetivo ¢ : R — B dado por ¢(T;) = g; paratodo i € {1,..., s}. Note que ¢ é um ho-
momorfismo homogéneo de grau zero, ié, leva elemento homogéneo de R em homogéneo
de B. Assim, o ideal primo I = Ker(p) € homogéneo, pois seh = Yy, fx € I entdo
0 = X, () €, portanto, iy € I para todo k.Vamos mostrar que I = (0). Observe que

I c(Ty,...,T,), portanto, a variedade algébrica

V(D) ={(ai,--- ,a,) €k’; hay,---,a,) =0 Yhel}

contém a origem e If, por ser anel de polindmios, € anel regular. Logo a origem ¢é
um ponto regular da variedade. Portanto se I = (hy,--- ,h,) com h; homogéneo, nao
nulo, para todo j, a condi¢do Jacobiana (ver pag. 404 em [7]) sobre a matriz Jacobiana,
J(h),de h = (hy,--- , h,) garante que o posto de J(h) médulo (71, ...,T,) é ndo-nulo e,

assim, existe j tal que /; contém um termo do tipo A7;, com 0 # A € k. Agora, como

h; € homogéneo e hj(gi,---,gs) = 0, temos que g; € k[gi, - ,&j-1,8j+1>- " &sl, 0 que
contradiz a minimalidade de {g;,...,g}. Logo, I = 0 e ¢ € um isomorfismo, isto &,
kls! ~ k"l e, portanto, n = s. n

3.3 Derivacoes Homogéneas

O préximo passo serd introduzir o conceito de derivagdo homogénea.

Definicao 3.8. Seja B = ®;B; um anel Z-graduado. Se D : B — B é uma derivagado,
diremos que D é homogénea de grau s se existir um inteiro s tal que D(B;) C B;,, para
todo i.
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Note que se D : B — B¢ umaderivagdo homogéneae A = KerD entdo A = ®;(ANB;),
ou seja, A € um subanel homogéneo de B.

Como d(B) = mdc{i\B; # 0} divide d(A) podemos definirq

_ | d(A)/d(B) sed(B) #0
d(D)_{ 1 sedB)=0 "~

Observe que d(D) = 1 se, e somente se, d(A) = d(B).

No caso do anel B = k[X;j,...,X,] ser w-graduado, com w = (wy,...,w,), uma
k-derivacdo homogénea de grau s, D : B — B serd chamada derivacdo w-homogénea de
grau s. A derivacdo nula é w-homogénea de grau qualquer . Observe que se D;, D, sao
derivacdes w-homogéneas de grau s e b € By, entdo bD; + D, é w-homogénea de grau s.

A seguir estabeleceremos um critério que se destaca pela facilidade de uso.

Proposicao 3.9. Sejam B = k[X,...,X,] = k™ o anel de polinémios w-graduado, onde
w=(wi,...,w,) €Z", e D:B— Buma k-derivacdo de B, entdo sdo equivalentes

1. D é uma derivacdo w-homogénea de grau s;

2. D(X;) € By+sparatodoi=1,...,n.

Demonstragdo: Claramente 2) segue de 1), pois X; € B,,, paratodoi = 1,...,n. Mostre-
mos, agora, a reciproca. Se f € B, entdo

f= Z a. X",
W=t

onde a, € k. Logo,
D(f) = ) auD(X").
w¥=t
Portanto, € suficiente mostrar que D(X“) € B, para todo a. Mas, temos que
D(X*) = Y, a:lX{ ...X?"_] ... Xy"D(X;) e como D(X;) € B, para todo j , tem-se
que D(X?) e B,onde!l =aqw; + -+ 10i-1 + ¥ wip + (@i — Dw;+w;+s=t+s ,
pois =3}, ajw;. [

Como aplicagdo deste tltimo resultado apresentamos o exemplo:

Exemplo 3.10. Se B = k[x,y,z] = k¥ é w-graduado, com w = (w;,w,,w3) € 73, e
f, & € B algebricamente independientes e w—homogéneos, entdo a derivacdo Jacobiana
A 1 B — B é w-homogénea de grau s = w(f) + w(g) — (w + wy + w3). De fato, note
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que Ay.g)(X) € Bu(pyraig)r-wrrws) Do) € Bu(prralg-wiws) € Ais6)(2) € Bupyrag)—w ) €
pelo resultado anterior A, é w-homogénea de grau s, pois para cada i , 1 <i <3,

W)+ (@) = ) W= (@) +w@) - D w)+w=s+w,

J# J

3.4 Derivacoes Homogéneas Localmente Nilpotentes Em
Anéis Graduados

Observe que se B € um anel graduado e D : B — B é uma derivacdo homogénea

localmente nilpotente entdo d(D) = % = 1 oud(D) # 1. O primeiro resultado desta

secdo mostra fatos relacionados ao caso d(D) # 1. Em particular o item 6 € uma reducdo
ao caso d(D) = 1.

Proposicao 3.11. Sejam B = &;B; um DFU Ny-graduado contendo Q, D : B — B uma
derivacdo homogénea localmente nilpotente tal que d(D) # 1. Se A = KerD, d = d(A),

H ={H € B\{0}; H é homogéneo, primo e grau(H) # 0 (mod d) }.
e R é o subanel homogéneo de B definido por R = ®,R,, onde R, = B, quando n = 0
(mod d) e R, = 0sen %0 (mod d), entdo tem-se que:
1. H +0;

2. Para todo H € H e cada elemento homogéneo v € B tal que Dv # 0 e D*v = 0,
temos que v = aH para algum a € A\{0}. Em particular, se H € H entdo DH + 0
e D*H = 0;

Todo par de elementos de H sdo associados em B;
B =R[H], se H e H;

Para algum inteiro n > 0, By = B,, como By-mddulos;

S AW

Seja 6 = d(D) = d/d(B). Se § # 0 e H € H tem-se que a restricdo A de H'°D a
R é uma derivagdo homogénea localmente nilpotente satisfazendo Ker(A) = A. E,
conseqiientemente, d(A) = 1;

7. Réum DFU.
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Demonstracdo: Como d(D) # 1temos que d(B) # 0,d # d(B)e D # 0. Sendo Bum DFU
e d # d(B) = mdc{i, B; # 0}, existe v € B homogéneo tal que grau(v) # O(mod d). Como
B éum DFU, v = p;...p,, onde p; € B € primo homogéneo para todo i € {1,...,n}.
Portanto, grau(p;) # O(mod d) para algum j € {1,...,n}. Logo, H # 0, obtendo assim
(1).

Doravante, considere H € H e n = grau(H).Como D € homogénea, localmente
nilpotente e D # 0 existe v € B homogéneo tal que Dv # 0 e D?v = 0. Fazendo @ = Dv,
temos que @ € A, é homogéneo e B, = A,[v] = AE,”. Dado que H € B, existe m > 0 tal
que a"H € A[v] e podemos escrever a"H = Y ;.;a', onde I C Ny, I # 0 e a; € A\{0}
homogéneos. Sendo grau(a,v') = grau(a”H) , grau(q;) = grau(@™) = 0 (mod d) e
grau H # 0 (mod d) temos que igrau(v) 2 0 (mod d), logo, i > 0. Dai, obtemos que

a"H = bv paraalgam b € B\{0}. (3.11.1)

Portanto, H | bvem B e H 1 b, pois se H | b teriamos v | @" e, como A é factorialmente
fechado em B, seguiria que v € A. Dado que H é primo, v = aH para algum a € B, logo,
substituindo em (3.1) temos que o = ab. Sendo A factorialmente fechado em B tem-se
que a € A. Logo,

v=aH paraalgum a € A\{0}. (3.11.2)

O que prova a afirmacao (2).

Agora, se H' € H temos do mesmo modo que v = a’'H’ para algum a’ € A\{0},
porisso aH = a’H’,isto é, H | a’H'. Mas H { a’, pois caso contrdrio H € A,pois A é
fatorialmente fechado, o qual € uma contradicdo, logo H | H’. Da forma andloga obtemos
que H' | H, isto é, H e H’ sdo associados e, assim, obtemos (3).

Para provar (4), suponha que 8 € B é um elemento homogéneo, entdo 8 = ByH* para
algum s € Ny, Bp € Be H 1 By. Sendo By = p;...p,, com p; € B primos, temos que
grau(p;) = O(mod d) para todo j € {1,...,n}, pois caso contrdrio algum p; € H, de onde
pj € H seriam associados. Logo, By € R, consequentemente, 5 = BoH*, onde ) € R,
s € Nge H 1 By. Em particular, § € R[H]. Isto prova que B = R[H].

Observe que se tomarmos H € H e considerarmos o submédulo ByH do By-médulo
B,, temos que ByH = B,, onde n = grau(H). De fato, se 8 € B, entdo grau(8) # 0
(mod d), portanto, 8 = BoH* para algum 3y € R, s > 0, grau(B8) = grau(B,) + sgrau(H) =
grau(H). Como grau(By) > 0 temos que s = 1 e grau(By) = 0, consequentemente, S €
ByH, de onde ByH = B,, . Também notemos que ByH = By, como By-mddulos com o iso-
morfismo
¢ : By = ByH dado por ¢(a) = aH. Logo, temos B, = ByH = B,. Obtendo, assim,
(5).

Para demonstrarmos (6) suponhamos que 6 = d(D) # 0, isto €, d # 0. Em primeiro
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lugar, provemos que:
Se para algum i € Z igrau(H) =0 (mod d) entdo ¢ | i. (3.11.3)
Dado que B = R[H] temos que mdc(d, grau(H)) = d(B), pois d | d(R) e assim

d grau(H)) — md (6 grau(H))

= mdc(@’ d(B) d(B)

Mas igrau(H) = dh; para algum h; € Z e igrau(H) = 6h,d(B), portanto,

igrau(H)
d(B)
Como mdc (6, gr;t;;m) = 1 segue que ¢ | i. Nosso passo a seguir serd mostrar que D(R) C

RH®'. Sendo @ = DH # 0 e D*H = 0, temos que B, = A,[H] = A, Sejav € R ho-
mogéneo, entdo existe um inteiro m > 0 tal que o™v € A[H]. Logo, a™v = 3...; a;H', onde
a; € A\{0} homogéneo e tal que grau(a™v) = grau(a;H’). Como 0 = grau(a™v) =
grau(v) = grau(a;) (mod d) temos igrau(H) = 0 (mod d). E por (3.3) d|i para cada
i € 1. Em conseqiiéncia, a"v = f(H°), onde f € A[T] = Al e o™ D(v) = f'(H®).6H° a.
Mas H°® € R, pois grau(H°®) = dgrau(H) = O(mod d), logo, a"Dv € RH°"!. Note que
H { «a, pois caso contrario @ = Hh, para algum h; € B de onde teriamos que H, h; € A,
ja que A ¢é fatorialmente fechado, temos que H°"! | Dv, ou seja, Dv = H° !p para algum
p € Betem-se a"p € R. Portanto, grau(p) = 0 (mod d), isto é, p € Re Dv € RH’™!, 0
que prova que

D(R) C RH*™". (3.11.4)

Portanto, a restricio A da derivacdio H'™°D, a R estd bem definida. Mais claro que
Ker(A) = A e que A é homogénea. Observe que da equagio a™v = f(H°) e de A(H®) =
da € A, podemos concluir que R, = A,[H’] = A([,” e que a localizacdo S 'A : R, — R,,
onde S = {1,a,a?,...} é simplesmente a derivada parcial em rela¢io a H° multiplicada
por aé € A,. Em consequéncia, S "' A € localmente nilpotente e, portanto, também é sua
restricao A.

Finalmente, mostremos (7). Dado que B é um DFU e A € KLND(B) temos que A
é um DFU. Como R, = A ¢ claro que R, é um DFU. Pelo teorema 177 (pag. 131)
de [9], para mostrar que R é um DFU basta provar que a é produto de primos em R.
Como a € A é homogéneo entdo @ = p; ... p,, onde cada p; € primo homogéneo de A.
Mostremos, geralmente, que todo primo homogéneo p de A € um primo de R. Sejam
ri,r» € R homogéneos tais que p | rir, em R. Sendo p primo de A, entdo p € primo
de B. Logo, podemos supor que existe b € B tal que r; = pb. Entdo b ¢ homogéneo e
0 = grau(r)) = grau(pb) = grau(b) (mod d), de onde b € R, Logo, p € um primo de R.
Consequentemente, R ¢ um DFU. [ ]
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Os seguintes coroldrios sdo concernentes ao caso especial onde B = k[,

Observe que se B = k[x] = k!l e D # 0 é uma derivagio localmente nilpotente de B,
a qual é homogénea com respeito a graduacio candnica, temos que D = a% onde a € k,
logo ker D = k. Portanto d(D) = d(ker D) = 0.

No caso B = k™ com n > 1 temos:

Corolario 3.12. Sejam B = k[x;, -+ ,x,] = k", comn > 1 e D # 0 uma derivagdo
localmente nilpotente de B . Se D é homogénea com respeito a graduagcdo candnica
entdo d(D) = d(ker D) = 1.

Demonstragcdo: Observe que B = @;B; com i € {0,1,...}, onde B; é o conjunto dos
polindmios homogéneos de grau i, em particular, By = k. Além disso, para todo n > 0
temos que By ¢ B, como By—mddulos, logo, pela proposi¢do anterior, segue que d(D) = 1
e, portanto, d(ker D) = d(D) = 1. [ |

No préximo coroldrio, R e H sdo como na proposicao anterior.

Corolario 3.13. Sejam o anel B = k[xi,...,x,] = k", w = (wy,--+,w,) € N" com
mdc({wy,--- ,w,}) =1e
D:B— B

derivagdo w-homogénea e localmente nilpotente. Suponhamos que d(D) # 1. Entdo
d(D) t w(x;) para exatamente um valor de j. Este j é tal que

1. D)Cj * 0, D2Xj = O,

2. Supondo que d(D) # 0 temos que:
R =k[x,..., xj_l,xf,xﬁl, e Xl
Demonstragdo:

1. Note que d(B) = 1, portanto segue que d(D) = d(kerD) := d. Sendod # 1 e
mdc(w(xy),...,w(x,)) = 1 temos que d { w(x;) para pelo menos um valor j, logo,
x; € H,D(x;) # 0e Dz(xj) = 0. Observe que se existe i # j tal que d 1 w(x;)
entdo x; € H e x;, x; seriam associados, o que € uma contradi¢do. Logo, temos que
w(x;) = 0(mod d) para todo i # j;

2. Escrevendo R’ = k[x;,. ..,xj_l,xj?,xjﬂ,...,xn] ¢é claro que R’ C R. Para a outra
inclusdo, tomemos r € R\{0} um elemento homogéneo e a,x|" ... x," um mondmio
que ocorre em r. Note que B = R[x;], d(B) =1e
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0=w(r) = Z a;w(x;) = ajw(x;) (modd),
i=1
Mas mdc (d, w(x;)) = 1 = d(B), pois d | w(x;) se i # je assim a; = 0 (mod d),

de onde segue que a,x{" ...x," € R’, 0 que prova que r € R’, consequentemente,
R=R". [

No lema a seguir, A , B, A e B serdo descritos como segue.

1. B é um dominio Ny—graduado contendo Q;
2. A é um subanel homogéneo de B tal que d(A) = d(B);

3. A # Be B éuma A-algebra finitamente gerada.

Considere o conjunto S = U;(A4;\{0}) e as localizacdes S 'A = Ae S~'B = B. Note
que A € um subanel homogéneo de B, que A, é um corpo e que A,N\{0} S A" neZ. A
seguir, mostraremos que se d = d(A) = d(B) entdo para todo n € Z,

B,#0onedZe A, +#0e AL\0} CA". (3.13.1)
De fato, se B, # 0 , existe 2 € B, com
b
grau (—) = graub — grau s = n,
s

além disso, grau b = grau s = 0 (mod d), logo, n € dZ.

Mostremos agora que, em particular, A; # 0. Como d = d(A), existem ki, ...k, €
Noeai,...,a, € Ztaisque Ay, # 0,Vie{l,...,m}ed = ak; + --- + a,,k,,. Tomando
paracadai € {1,...,m}, a; € A, tal que a; # 0, temos que

ay @ =
al e am’” S ﬂ(llkl-f-""*‘flmkm - ﬂd

logo A; # 0. Note que se a € A,; # 0 entdo a” € A,y para todo m € Z. Portanto se
nedz, A, #0e B, #0. Oque prova (3.5).

Lema 3.14. Sejam A, B, A e B como descritos anteriormente. Entdo sdo equivalentes:

1. Existe uma derivagdo D, ndo nula localmente nilpotente de B, tal que A C ker(D) C
Frac A;
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2. By = A

Demonstracdo:

1) = 2) Afirmamos neste caso que ker(D) € A. De fato, como ker(D) é um su-
banel homogéneo de B, basta provarmos que a afirmacdo € vélida para todo elemento
homogéneo b € ker(D)\{0}. Seja b € B,\{0} tal que D(b) = 0. Por hipétese, b € Frac A,
logo, ab = a’, paraa,a’ € A. Escrevendo a € a’ como soma de elementos homogéneos
de A existem q € aj homog€neos em A tais que apb = a;, 0 que prova a afirmag¢ao. Entao
por hipétese temos que

STAcS'kerD C A,
onde S = U;(A;\{0}) e, portanto,

S~'kerD = A. (3.14.1)

Por outro lado, podemos tomar um elemento homogéneo v € B tal que Dv # 0 e D*v =0
e fazendo @ = Dv, temos que

B, = (ker D),[v] = (ker D)1,
Junto com (3.6) e com o fato que @ € § temos que
B = Alv].

Provaremos, agora, que v € transcendente sobre A. Suponhamos o contrdrio, seja f €
A[TI\{0} tal que f(v) = 0 e f(T) = X b;T' com b; = % € Acom A = S 'ker(D).
Fazendo a = [] a;, temos que af € (ker D)[T]\{0} e a f(v)': 0 o que ¢ uma contradi¢ao,
portanto,

B=A] =AM

Alem disso, de (3.5) temos que Yn € Z, se B, # 0 entdao A_, N A" # 0. Logo pelo lema
(3.5) segue que By = ﬂ([)”.

2) => 1) Agora, suponhamos que B, = ﬂgl] entdo o lema (3.5) implica que
B = Alv] = A para algum v € B. Considerando a derivacdo localmente nilpotente
0 : B — B, onde J denota a derivada com respeito a v, e dado que B € finitamente ge-
rado como A-dlgebra temos que existe s € S tal que sd(B) C B. SejaD : B —» Ba
restricdo sd| B, entdo D € localmente nilpotente com kerD = B N kerd = B N A, ou seja
A C kerD C FracA e (1) é verificado. [ |
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3.5 Derivacoes Homogéneas Localmente Nilpotentes em
B = kBl

Neste ponto chegamos a questdo de obter condi¢des sobre f e g, com f e g sendo po-
lindbmios w-homogéneos em B = k[x,y, z], para que exista uma derivacdo w-homogénea
localmente nilpotente de B que tenha nucleo k[ f, g]. Nesta secao, utilizaremos o simbolo
(B, w) para denotar o anel B = k[x,y,z] = k! munido com uma w-graduagio. Sabemos
que se D € LND(B) entdo kerD = k[ f, g]. No caso em que D é w-homogénea € possivel
escrever ker(D) = k[f’,g’] com f’, g’ w— homogéneos?. De fato, a proposi¢do a seguir
garante que este € o caso. Antes precisamos dos seguintes lemas:

Lema 3.15. Sejam f, g indeterminadas sobre k, (p,q) € N? tais que mdc(p,q) = 1.
Considere B = k[ f, g] como anel N-graduado, onde a graduagdo é dada por w(f) = p,
w(g) = q. Se k é algebricamente fechado e h € k[ f, g] é homogéneo irredutivel entdo:

h~ fouh~gouh~ f1+ Ag° para algum A € k.
A relagdo x ~ y denota que x e y sdo associados em B.

Demonstragdo: Em primeiro lugar, provemos que todo elemento 2 € B, tem a forma

fSg'H(f%, gP) para alguns s,t € Ny e algum polindmio H € k[T, T,] = k'*! homogéneo

em relagdo a graduacio candnica. De fato, suponhamos que h = 3 a;f*gP, I C N, e para
i€l

cadai € I, a;p + Biq = n. Sejam x*y?/, x¥ g’ mondmios que ocorrem em £ tais que s < a;,

t < B; paratodo i € . Entdo temos que ¢gB; + sp = n = gB; + pa; , logo, q(w) =a;—S.

P
Do mesmo modo se mostra que p(%) = B; —t e assim obtemos que

ar—a;

h:ﬂgzymﬂff%y>q

e fazendo

Bjhi ar-a;
H=3a;(T)) » (Ty) « €k[T,,T,]

iel

temos que para todo i € /

i = bi r—Q —Ssp—1
ﬁj ,8+(1’ a/:n P q:bEN.

p q Pq
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O fato de b € N se justifica da seguinte maneira: ¢ = n—sp—tq = qf;+sp—sp—tq = qB;—tq
ou seja g divide ¢, do mesmo modo p divide ¢ € como mdc(p, g) = 1 tem-se que pg divide

ceb = i € N. Logo H € homogéneo em relagdo a graduagdo candnica em k[T, T5]

e, portanto, H(Ty, T,) = [[(A,T; — w;Ty) com A;, u; € k. Logo h = f5g' [T(Af? — wig") .
Supondo que 4 é irredutivel em k[ f, g] tal que h » g e h + f tem-se que h = A, ¢ — ,g"
para alguns A, u, € k, supondo A, ndo nulo temos que, h ~ f9 + p,4;'g”. O que prova o
lema. u

Lema 3.16. Sejam u e v indeterminadas sobre um campo k, B = klu, v] o anel w-graduado
com w = (m,n) € N>, mdc(m,n) = 1 e f, g elementos de B satisfazendo:

1. f e g sdo w-homogéneos e mdc(w(f),w(g)) = 1;
2. f e g sao irredutiveis em k[u, v];

3. f e g sdo ndo-associados em B.
entdo k[ f, g| = klu,v].

Demonstragcdo: Observe que sendo k corpo todo k- mddulo (espago vetorial)V € livre
e, portanto, € plano. Mais ainda se W € outro k-espaco tem-se que V @, W = (0) se, e
somente se, V = (0) ou W = (0). Agora, se mostrarmos que %[ f.gl = %[u, v], onde kéo
fecho algébrico de k, entao teremos que k[ f, g] = k[u, v], pois

%@k klu, v] N klu,v] ©)
ke klf.gl  klf.gl

klu, v]

= entio k®, W ~
klf. gl ‘

se W

e, como, evidentemente k é ndo nulo tem-se que W = (0), isto &, k[ f, g] = k[u,v]. Assim
podemos supor que k € algebricamente fechado. Pelo lema anterior temos que

f~uou f~v ou f~u"+Ap", A €k

g~uou g~v ou g~u"+AV", Aek',

lembre que w(u) = m e w(v) = n. Para verificar que k[ f, g] = k[u, v] consideremos

1. Se f ~ue g~ vobviamente k[ f, g] = k[u, v];

2. Sef~ueg~u"+ V" entdo temos que m = mdc(m, mn) = mdc(w(f), w(g)) = 1.
Logo, k[ f, g] = klu,u" + A,v] = klu,v];

3. Se f~veg~u"+ A", segue-se analogamente acima;
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4. Se f ~u"+ V" e g ~ u" + V", entdo nm = mdc(nm, nm) = mdc(w(f), w(g)) =1
em = n = 1. Portanto, f = u + 4;v, g = u + A,v e pela hipdtese 4; # A,. Logo,
kLf, gl = klu,v]. [ |

Os dois proximos resultados seguem na direcao de descrever o nucleo de uma deriva-
¢do homogénea e nilpotente do anel B = k1.

Proposicao 3.17. Considere o anel graduado (B,w), onde B = k[x,y,z] = k**' e w € N3
satisfazendo mdc(w) = 1. Seja D # 0 uma derivacdo w-homogénea localmente nilpotente
de B. Entdo KerD = k[ f, g] = k'®! para alguns polinémios w-homogéneos f,g € B. Além
disso,

1. f, g sdo irredutiveis em E[x, v,2]

2. d(D) = mdc(w(f), w(8))

3. f, g sdo ndo associados em k[x, Yy, z]

4. Se w = (1,1,1) entdo d(D) = 1.
Demonstragdo: Como D € LND(B) e é w-homogénea temos que A = KerD = k2! é um
subanel w—homogéneo de B e pelo lema (3.7) existem f, g polindmios w-homogéneos
em A tais que A = k[f, g]. Da proposicao (2.22) temos 1). Agora, observe que d(B) = 1,

portanto, d(D) = d(A) = mdc(w(f), w(g)), de onde obtemos 2), 3) segue do fato k[ f, g] =
k™! por fim, 4) segue do coroldrio (3.12). [

Proposi¢io 3.18. Seja (B, w) um anel graduado com w € N* e mdc(w) = 1. Suponha que
f, g € B sdo w-homogéneos satisfazendo

i) mde(w(f), w(g) = 1;
ii) f e g sdo irredutiveis em %[x, v,zl;

iii) f e g sdo ndo-associados em k|x,y, z].
Entdo

1. Se D # 0 é uma derivagdo localmente nilpotente de B tal que Df = Dg = 0 entdo
KerD = k[f, gl;

2. Sdo equivalentes

(a) Existe uma derivagdo w-homogénea localmente nilpotente de B tal que kerD

¢ kLf. gl
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(b) A derivagdo Jacobiana A ;g de B é localmente nilpotente;,

(c) Existe uma derivagdo localmente nilpotente D de B tal que k[ f, g] € KerD.
Demonstracdo:

1. Se D # 0 € uma derivacdo localmente nilpotente de B , pelo teorema (2.20), que
A = KerD = kl[u,v] = k'? para algum par u,v € B. Mais ainda, pelo coroldrio
(2.21), A,y € localmente nilpotente, Kery,, = klu,v] € D = al,,) para algum
a € A. Observe que f,g € k[u,v] e, facilmente, provamos pela regra da cadeia e
propiedade da fung¢io determinante que Ay = aA,), para algum a € k[u, v]. Note
também que se f, g satisfazem i), ii) e iii) acima entdo f e g sdo algebricamente
independentes sobre k. De fato, suponhamos o contrario, ou seja, consideremos um
polinémio 0 # h € k[T, T>] = k' tal que A(f,g) = 0. Logo toda componente w-
homogénea h,(f, g) de h(f, g) € zero. Alem disso na prova do lema (3.15) se mosta
que h, = fig/H(f4, g") para alguns i, j € Ny e algum polindmio H € k[T, T,] = k!
homogéneo em relacio a graduagio candnica e, portanto, h, = f'g’ [1(A;f9 — uig”)
com A;,1; € k. O fato de que &, = 0 e a condicdo ii) implicam que f? = Ag” para
algum A € ke que p = g. Como mdc(q, p) = 1 entdo g = p = 1 e portanto p = Aq.
Igualando polindmios temos que A € k, o que contradiz iii). Logo, A # 0ea # 0.
Além disso, Ay, € homogénea, de onde A, ¢ w-homogénea. Pela proposi¢do
(3.17) existem u’,v' € B polindmios w-homogéneos tais que A = k[u’,v']. Dado
que f,g € k[u',V'] temos que d(A) = mdc(w(u'),w(v')) = 1. Como f e g sdo
irredutiveis em %[x, y,z] entdo também o sdo em %[u’,v’], Ainda mais, f e g sdo
nao-associados em k[x,y, z] Portanto sdo nao associados em k[u’,v']. Logo pelo
lema (3.16) k[u’, V'] = k[ f, g] = kerD.

2. a) = b) E imediato a partir de (2.21);
b) = c) Segue de 1);
¢) = a) Suponhamos que D € uma derivacao localmente nilpotente de B tal que
klf,g] € KerD. Por 1) temos que KerD = k[f,g]. Pelo corolario (2.21)

D = aA;, para algum « € k[ f, g]\{0} e Ay, € localmente nilpotente. Como
f e g sdo homogéneus entdo, Ay, € w-homogénea. [

O préximo resultado € a solugdo ao problema proposto no inicio do capitulo para o
caso em que d(D) = 1.

Teorema 3.19. Seja (B, w) o anel graduado, com B = k[x,y,z] = k¥ e w € N? tal que
mdc(w) = 1. Suponha que f e g sdo w-homogéneos tais que mdc(w(f), w(g)) = 1, entdo
sdo equivalentes:
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1. f e g sdo irredutiveis em k[x,y,z] e B(sg = k[Z, 1" para algum { € Biso)\k;

2. Existe uma derivacdo D + 0 w-homogénea localmente nilpotente de B tal que
KerD = k[f, g].

Demonstracdo: Sejam A = k[f,gl, p = w(f) e g = w(g). Observe que sendo B um
DFU entdo o anel Z-graduado By, também o serd. Como mdc(p, q) = 1, paratodon € Z
existem i, j € Z tais que pi + gj = —n. Portanto,

figh € (Brg) N (B

Logo pelo lema (3.4) B € um DFU. Por outro lado, também temos que Q C Be A
¢ um subanel homogéneo de B. Obviamente B € finitamente gerado como A-dlgebra e
d(B) = d(A) = 1. Logo, podemos considerar os anéis graduados A e B ja definidos.
Agora, seja € = f9/gP. Na proposicao (3.4) se mostra que todo elemento & € A,\{0} tem a
forma fig*H(f4,g"), parai,s € Ny e H € k[T;,T,] homogéneo em relacio a graduacio
candnica. Além disso, podemos escrever i = fig’H(e, 1) para algum j € Ny, de onde
concluimos que todo & € A, é da forma h = f'g/f para alguns i, j € Ny e 0 € k[€], ainda
mais, ip + jg =n (x).

Verifiquemos a seguir que:

i) A(fg) = k[f, E_l];

ii) Ao =T'Arp e By = T™' B(yy), onde T = Az)\{0}.

Com efeito, é evidente que k[e, e7'] C A(fq)- Reciprocamente, tomando i € Az, temos
['g’0
oam (fo*
h= (g—) 6 para algum m € Z. Portanto, h € k[e, €], 0 que prova i).

P

que h =

para alguns i, @ € Ny e 6 € k[e] tais que ip + jg = ap + ag. Logo

o a ~ _ _
Para a afirmagéo ii) note que se _Gﬂo entdo grau(ag) = grau(a;) = n para algum

: a _ ['g0

n € Z. E de (x) teriamos que f = Fgn
ip + jq = sp + tq, de onde se deduz que Z—T = A (s, para algum m € Z e
que Ay € T 'Ay,). Reciprocamente, é facil verificar que T'A(y,) € A. A igualdade

By = T‘IB( ) também € imediata a partir de ().

com i, j,s,t € Ny e 0,0, € kl[e] tais que
(f"/@gq)mO e T
1

Finalmente, provemos a equivaléncia 1) & 2).

1) = 2) No primeiro afirmamos que f e g sdo ndo-associados em B, pois caso contrario
teriamos que w(f) = w(g) = 1 e € € k*. Além disso, se h € {f, g} entdo By, = Bj2 = B,

e como w(h) > 0 tem-se que B, = B, = k*, mas isto € uma contradi¢do, pois ¢ é
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uma unidade de B(s,)\k. Assim, se (1) € verificada entdo f e g satisfazem as condi¢des da
proposi¢do (3.18).

A seguir, mostremos que:
B}, ={Af'¢’, comi,jeZe A€k’

De fato , se o )(, € B* existe i f )B € By, tal que Gor fg)a i fg)ﬁ = 1. Portanto bc = (fg)' para
algum t € Z. Escrevendo b=by...b,,c =cy...c, como produto de irredutiveis em B,
temos que para cada b; € {b;...b,}, b; é associado com f ou b; é associado com g, pois
fegsao irredutiveis em B. Portanto b = Af™g" para alguns m,n € Ny, A € k*, de onde

segue que —— (f G —/lf’g paraalgunsz j€EZedek. Agora, {Afig/, comi,jeZede

k*y € B, p01s £-e -

= Gor gj = fg)] Portanto, a afirmagao se segue.

Dado que, se h € B, temos que h = Af'g/, para A € k', i, j € Z tais que 0 =
grau(h) = pi + qJj, de onde pi = —¢qj. Como mdc(p,q) = 1 temos que i = gt e j = —pt
para algum 7 € Z. Portanto, h = A€’ e

B(;, = {A€'; comA € k* et €Z).

Como ¢ € unidade de Bs, temos que { = A€" para algum n € Z. Também temos que
€€ B, = k[, ¢7'1". Portanto € = ul™ para alguns u € k* e m € Z. De onde, podemos
concluir que mn = 1 e, consequentemente,

K" N =ke €'1=Agg © By =Ay,,

Agora, por ii) temos que By = T™'B(s) = T™' (A" = Al Pelo lema (3.14) existe
uma derivacdo localmente nilpotente D # 0 de B tal que k[ f,g] = A C KerD C Frac(A).
Finalmente pela proposi¢do (3.18), existe uma derivagdo w-homogénea localmente nilpo-
tente D de B tal que KerD = k[f, g].

2) = 1) Vamos supor que k é algebricamente fechado, o caso geral é provado no
corolério (3.20). Suponhamos que D : B — B é uma derivacdo w-homogénea localmente
nilpotente de B com nicleo A = k[ f, g]. Considerando o conjunto S = {1, fg,(fg)% ...}
temos que S™'D = Dy, : B;, — By, é uma derivagdo localmente nilpotente de By, com
nucleo As,. Dado que mdc(p,q) = 1 temos que existem i, j € Z tais que pi + gj =
—grau(D). Definimos D : By, — By, por © = f'g'D,. Observe que D é homogénea de
grau zero, localmente nilpotente e tem niicleo As,. Note também que D(B(r,) € Bifg).
Logo, a restricdo D, := Dlp,, B — By € localmente nilpotente com Ker®Dy =
Bse) N Afy = A(rg). LOgo Ay € fatorialmente fechado em B,). Agora por hipotese k €
algebricamente fechado, entdo os irredutiveis de Ao = ke, e !']sdodaformar =€ —a
onde a € k*. Afirmamos que
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1. 7 € um elemento primo de By,);
2. Ao N7B(rg) = mA(fg);

(fg)

A 2
3. =2 ¢ algebricamente fechado em Bl

7TA(

(/g) (fg)

TA(fg)
B,
¢ algebricamente fechado em #ff)). Finalmente, sendo D, uma derlvagao localmente
8

nilpotente de B, podemos escolher v € B, \{0} tal que Dy(v) € A4 \{0}. Portanto,
fixando a € k* e fazendo m = € — a temos que se s = Dy(rv) = 1PH(v) entdo s €
A(fg) N JTB(fg) = JTA(fg). Como A(fg) € KLND(B(fg)) e B(fg) ¢ DFU, temos que A(fg)

De fato, pela proposigédo (1.38) temos 1) e 2) Agora, dado que ~ = k, temos que

€ DFU, portanto s € um produto de primos p de Ay, tais que [%Jf)) ¢ algebricamente
8

fechado em - (fg> , logo, da proposi¢do (1.39) segue que Bz, = E;]g , = kle, eI, pois

S € Agp N D(B<fg>) =

Corolario 3.20. Seja (B,w) o anel graduado, com B = k[x,y,z] = kPl e w € N?
tal que mdc(w) = 1. Suponha que existe uma derivacdo D + 0 w-homogénea local-
mente nilpotente de B tal que KerD = k[f,g] onde f e g sdo w-homogéneos tais que
mdc(w(f), w(g)) = 1. Entdo, B(sy = Ay,
Demonstragdo: Da proposi¢ao (2.22) temos que %[ flg] € IELND(E) onde B = %[x, y,2].
Pelo corolério (2.21) a derivagdo Jacobiana Ay, : B — B € irredutivel w-homogénea
e localmente nilpotente com K. erZ( fo) = = k[f,g] = A. Pelo resultado anterior temos que
B(fg) = A(f - Agora, do lema (3.5) segue que B o = =A relvil = fg para algum elemento v,
w— homogéneo de B. Do lema (1.32) temos que existe a € A\ {0}, tal que aA(f g)(vl) €S,

onde § = {l,fg, (fg)?, .. } Fazendo v = av, temos que A<f,g)(v) € S, portanto, A(f,g)(v) =
(fg)" para algum @ € N e a € A w- homogéneo, logo v € w- homogéneo. Mostraremos
que existe um elemento v € B w- homogéneo tal que Ai;4(v) = (fg)*. Para isto escreva
V= b;x“yPizi, com b; € k, 1 <i<n, ajw) + Piw; + Yiws = @jw; + Biwr + yjws.
Observe que L = k(b,--- ,b,) = k(¢) é finita de grau m € N com {1,&,--- , &'} sendo
k— LI. Como x, y, z sdo variaveis sobre k tem-se que [k(x,y,2)(€) : k(x,y,z)] = m. Agora,
paracadai, 1 <i <nescrevab; = Z, 0 a,].f a;j € k, assim

V= Z Z aijé:jxaiyﬁizyf — Z(Z aijxﬂ/iyﬂiz')/i)gj
i P
Chamando Y; a;;x*yPiz = h; € B podemos reescrever a igualdade acima da seguinte
forma v = Y, h;¢&/. Agora, como a restri¢io da k-derivagdo Ay a B € Az, temos

(F8)" = D@ = D (A (h)E,

J
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mas {1,&,---, &'} é k(x,y,z)—-Ll e (fg)* € B e, assim, podemos concluir que (fg)* =
A(s.9)(ho), € claro que hy € w- homogéneo . Portanto, existe v € B w—homogéneo tal que
Ar.9(v) = (fg)*. Logo pelo corolério (1.25) By, = AE}; = Ayg[v]. Finalmente, do lema

(3.5) tem-se que Byq) = Al ]

(&
Corolario 3.21. Sejam (B,w) um anel graduado, com B = k[x,y,z], o € N° e
mdc(w) = 1, e D : B — B uma derivacdo w-homogénea localmente nilpotente ndo-
nula com niicleo KerD = A = k[f, g], onde f e g sdo w-homogéneos. Se d(D) > 1 entdo
Bisg) = Ay
Demonstragcdo: Se d(D) > 1 a proposi¢ao (3.11) mostra que o subanel R de B, definido
por R = ®;,cnR;, onde R; = B; se i = O(mod d) e R; = {0} no caso contrério, € um DFU.
Mais ainda a derivagdao A : R — R definida nesta proposi¢ao satisfaz KerA = A = k[ f, g]
e d(A) = 1. Agora, pelo coroldrio (3.13) temos que R = k[x',y’,z’] = kP!, onde a
graduacdo de R estd determinada por ' = (w(x'),w(y’),w(z’)). Como mdc(w’) > 1
podemos considerar o anel graduado (R, w”’), onde w” = w’/mdc(w’). Dai, mdc(w”) = 1,
portanto, temos que R,y = A ;.. E, obviamente B(f,) = Rse) = A [

(1] (1]
(f&r (&)
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