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Resumo

Neste trabalho usaremos algumas técnicas da Andlise Funcional nao-linear para estudar a

existéncia de solugbes para a seguinte classe de problemas

{ —[M(|Jullf )P~ Apu = f(z,u) em Q, 1)
u=0em O,

onde 2 C RY é um dominio limitado suave, f : @ x RT — Re M : Rt — R, RT = [0, +00)
sao fungodes satisfazendo certas condicoes a serem apresentadas ao longo deste trabalho e A, é

o operador p-Laplaciano.

Palavras Chaves: Equacoes Diferenciais Elipticas, p-Kirchhoff, Problemas Nao-Locais, p-
Laplaceano, Método de Galerkin, Método Variacional, Sub e Supersolugao, Localmente

Lipischitz.
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Abstract

In this work we will use some techniques of the Analysis Functional no linear to study the

existence of solutions for the following class of problems

{ —[M([Jull} )P~ Apu = f(z,u) in ©)
u=01in 09,

where Q@ C RY is boundary domain, f : @ x Rt — Re M : Rt — R, Rt = [0,+00) are

functions satisfying some growth to apper in the work and A, is the p-Laplacian operator.
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Introducao

Neste trabalho vamos considerar a seguinte classe de problemas elipticos

{ —[M(Jull} )PP Apu = f(z,u) em Q, 3)
u=0em Of,

onde Q@ C RY é um dominio limitado suave, f : Q x Rt — Re M : Rt — R, Rt = [0, +0)

s@o fungoes dadas e A, é o operador p-Laplaciano, p > 1,
Apu = div(|VulP~2Vu)

em que | - ||1,, é a norma usual no espaco de Sobolev W, (Q) dada por

1/p
1,p — (/ |Vu|p) .
Q

Esse problema, denominado de p-Kirchhoff, é uma generalizagao da equagao classica de
Kirchhoff

[l

—M([[ul®)Au = f(w,u) em €,
{ u=0em 09, (4)

onde |ul|? = / |Vu|? é a norma usual em H}(Q).
Q

Como é bem conhecido, (4) é a versao estacionéria da equagdo hiperbdlica de Kirchhoff

2
0%u

ou

Pu (P E Li
ox

v\ Tz

h + 2L J,
a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchhoff [38], em 1883. Esta equagdo estende
a classica equagao da onda de D’Alembert, considerando os efeitos da mudanca no comprimento
da corda durante as vibragoes.

Os parametros na equacao (5) tém os seguintes significados: L é o comprimento da corda,
h é a area de sua segao transversal, £ é o mdodulo de Young do material do qual ela é feita,
p é a densidade da massa e Py é a tensao inicial. Vale ressaltar que a equagdo (5) comegou a
receber maior atencao apds a publicacdo do trabalho de J.Lions [43], no qual foi proposta uma

abordagem de Andlise Funcional para tal problema.

O interesse matemédtico em problemas nao-locais do tipo (3) (nao-local devido a presenca do

termo M (||ul} ), implicando que as equagdes em (3) e (4) ndo sao igualdades pontuais) vem



aumentando devido apresentarem uma variedade relevante de situacoes fisicas e das engenharias,
requerendo aparatos nao-triviais para resolvé-los. Eles tém sido estudado por diversos autores
entre os quais podemos citar [3], [19], [20], [44], [45] e suas referéncias onde diferentes técnicas
foram usadas. Do ponto de vista variacional, essa classe de problemas foi estudado em [5], [23]
e [24].

Particularmente, o problema (3) apresenta algumas combinagdes que, a0 menos para o nosso
conhecimento, parecem ser novas. De fato, no problema (3) aparece o termo nao-local M ([|ull} )
motivado, entre outras coisas, por situagoes fisicas. Além disso, temos a presenca do operador p-
Laplaciano que aparece em varias areas da Ciéncia como Astronomia, Glaciologia, Climatologia,
Fluidos Nao-Newtonianos, Extragao de Petréleo etc. Por exemplo, no estudo de sensitividade
de um modelo estaciondrio nao-linear que aparece em Climatologia com relagao a variagao da
constante solar (ver [10]), em problemas de reagao-difuséo, como também em fluxos em meios
porosos. Além dessas consideragoes, no capitulo 2 temos também a presenca de um termo
singular que coloca uma dificuldade adicional em nosso estudo. Problemas elipticos singulares
surgem em Catalizadores de Substancias Quimicas Heterogéneas, Fluidos Nao-Newtonianos,

Conducao Nao-Linear do Calor entre outros fenomenos.

O objetivo central deste trabalho é mostrar existéncia de solugoes do problema (3) para
algumas classes fungoes de M e f. Para isso, usaremos diversas técnicas da Andlise Funcional
Nao-Linear e no que segue, enunciaremos os resultados principais obtidos.

No Capitulo 1, denominado Sobre uma Equacao Eliptica do Tipo p-Kirchhoff, estudaremos

os seguintes problemas

—[M(|[ull? )P Apu = f em Q, (©)
u=0em 0f,
1 . . U 1 )
comp > 1, f e W™H9(Q), q é o expoente conjugado de p, isto é, —+ - =1e WH9(Q) é o
p q
dual topolégico de W, ?(Q),
—[M(Jlull? )PP Apu = u® em Q,
u>0em £, (7)

u=0em 01,
em que a satisfaz 0 <a<p—1lcomp>1le
—[M(, Jullf )P~ Apu = f(z) em 9,
u=0 em 0,

_ 1 1
em que M : Q X R — R é uma funcao dada e f € LY(Q), com — + — = 1.
p q

Serd importante neste capitulo recordar que os problemas

—Apu = f(z) em Q,
{ u=0em 09, (9)



—Ayu =u" em (,
u>0em €, (10)
u=0em 09,

1<p<oo, 0<a<p-—1, possuem unicidade de solugao fraca, conforme pode ser visto em
[47] e [30], respectivamente.
Os principais resultados sao:

Teorema 1.1 Para cada 0 # f € W=149(Q) o problema (6) e a equacio

M($)t"? = ||w]

1,ps t>0,

possuem as mesmas quantidade de solugoes, onde w é a unica solugao do problema (9).

Teorema 1.2 Suponhamos que M : RT™ — R seja uma funcgao continua satisfazendo M(t) > 0

para todo t > 0. Entao o problema (7) possui o mesmo nimero de solugdes da equacdo

(MO ~HE=0 = o[ f 1, 6> 0, (11)

onde v € a solugao de (10).

Para o proximo resultado, consideraremos as seguintes hipdteses sobre M:

(my) M(x,)\) > mg > 0, para todo (x,) € Q x RT.
(m9) Para cada intervalo I, existe uma constante positiva C; tal que

[[M (2, AP~ — [M (2, \2)]P | < CrlA — A2, para todo z € Q, A, A\ € 1.

Teorema 1.3 Seja M € C(Q x RY), satisfazendo (my) — (mz). Para cada f € L4(RQ),
% + é =1, o problema (8) possui uma solu¢do u € Wy ().
Na segdo 2 de [5], Alves, Corréa e Ma mostraram um resultado de existéncia para o problema
(6) que aparece na segdo 1.1 do nosso trabalho, onde em [5] os autores consideram o caso p = 2.
O argumento usado em [5] é uma adaptacao de algumas idéias abordadas em [19] e [20] onde os
autores estudam uma outra classe de problemas nao-locais. Usaremos argumentos semelhantes
aos usados em [5] para demonstrar o Teorema 1.1 os quais também motivaram a demonstracao
do Teorema 1.2, que aparece na secao 1.2 e que fornece a existéncia de solugao para o problema
(7). Em ambas as secOes, fol importante a p-homogeneidade do operador p-Laplaciano e a
unicidade de solugao dos problemas (9) e (10). Na secao 1.3, demonstraremos o Teorema 1.3.
Visto que a fungdo M depende da varidavel x € ), ndo serd possivel utilizar as técnicas usadas
nas segoes anteriores. Nesta sec@ao, usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, que sera

enunciado no corpo deste trabalho.

Os resultados centrais do Capitulo 1 completam o estudo feito na segido 2 de [5] nos seguintes

aspectos:



1) Por ser um operador nédo-linear definido em um espago de Banach, os problemas que
envolvem o operador p-Laplaciano apresentam varias dificuldades tais como: unicidade,

regularidade, degeneracidade, etc., o que o difere, entre outras coisas, do Laplaciano.

2) Os autores em [5] ndo consideraram o caso em que f é sublinear e a situacdo em que M

também depende da varidvel x € €.

No Capitulo 2, denominado Problemas Nao-Locais com Termo Singular, mostraremos, na

secao 2.1, existéncia de solugao do problema

_[M(Huﬂlf,p)]p_lApu: h(z) L w2 oy O

uY—p+2 ’
u >0 em (12)
u=0 em 09,

onde 2 < p < N, h é uma funcdo definida em Q e M : Rt — RT é uma funcao continua

satisfazendo:
(M;) Existem mg > 0 e 01 > 0 tais que M (t) > mg se t > by;
(M) 63 =sup{t > 0; M(t) =0} > 0.
e na secao 2.2 estudaremos a existéncia de solucao do problema
—[M([[ullf )PP Apu = a(z)u™ + Af(z,u) em 9,
u>0 em (, (13)

u=0 em 0,

emque N >1,1<p< N,a>0¢éuma funcao mensuravel nao trivial, v > 0 é uma constante,

A > 0 um parametro, f é uma funcao de Caratheodory satisfazendo:

(f) sup |f(z,t)] < oo, para todo T > 0.
(2,6)€Qx[0,T)

M : Rt — R é uma funcio continua tal que
(My) Existe mg > 0 tal que M(t) > mg > 0, para todo ¢ > 0.
Denotaremos por C¢ () o espaco {u € C*(Q);u(x) = 0, para todo z € dQ} e admitiremos,
(H) Existem ¢ > 0 em C}(Q) e ¢ > N, tal que ap~" € L4(1Q).

Os principais resultados deste capitulo sao:

Teorema 2.1 Sejam h : Q — R, uma funcio continua, positiva em , v,a € (p —2,p — 1),
2<p< N eM:R* —=R" uma funcio continua satisfazendo (M) — (Ms). Entdo o problema

(12) possui uma solugdo positiva.



Teorema 2.2 Suponhamos que as condigoes (f),(My) e (H) sejam satisfeitas e que f > 0.
Entao existe A\g > 0 tal que o problema (13) possui uma solug¢ao para todo \ € (0, \g).

O problema (12) foi motivado pelo estudo feito em [22] do ano de 2007 em que o autor utiliza
o método de Galerkin para mostrar a existéncia de solu¢do para o problema (12) considerando
o caso nao-local com p = 2. Na secao 2.1 usaremos esse mesmo método, mas considerando o
operador p-Kirchhoff. Na se¢do 2.2, inspiramo-nos em [49] de 2005 para mostrar a existéncia
de solugdo do problema (13). Nesse trabalho, os autores combinaram a técnica de sub e

supersolucdo com método variacional para resolver o problema (13) considerando o caso local.

O resultado obtido no Teorema 2.1 completa os estudos feitos em [22] nos seguintes aspectos:

1) No nosso caso consideraramos 2 < p < N e o operador é o p-Laplaciano.

2) O Método de Galerkin para o caso quasilinear apresenta algumas dificuldades como, por
exemplo, a falta de estrutura hilbertiana. Em vista disso, temos de trabalhar com bases de
Schauder as quais provocam o aparecimento de estimativas nao-triviais que néo ocorrem

para o caso p = 2.

3) A convergéncia de uma seqiiéncia gradiente ndo ocorre de maneira imediata, como pode

ser visto no Apéndice A,. Esta dificuldade surge da falta de estrutura hilbertiana
O estudo feito no Teorema 2.2 completa o que foi feito em [49] nos seguintes aspectos:

1) Estamos considerando o caso néo-local e isso implica no aparecimento estimativas

adicionais que nao ocorrem no caso local.

2) Desconhecemos resultados sobre problemas nao-locais com singularidade para 2 < p < N.

No Capitulo 3, denominado Problemas Nao-Locais com Condigao de Fronteira de Neumann,

estudaremos o problema

{Ml</g|Vu|p>rlApuf(u,v)+p1(x) em

—{M2</Q|Vv|p)r1Apv:g(u,v)+p2(x) em (14)

ou Ov
87’[7767’}770 em GQ,

onde f,g: R xR — R e M;, M, : R — R sdo funcoes continuas satisfazendo as seguintes

hipéteses:
(fg) Existe uma funcio F : R? — R, de classe C, tal que

flu,v) = Fy(u,v) e g(u,v) = Fy(u,v), para todo (u,v) € R?.



(F1) Existe k € R tal que

F(s+k,t+ k) = F(s,t), para todos s,t € R.

(M) Existe mg > 0 tal que

M, (t), Ma(t) > mg, para todo t > 0.

11
(C) As fungoes p1,p2 € LY(2), =+ - =1e
p q

o[
Q Q

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 8.1 Suponhamos que sejam vdlidas as condigdes (fg), (F1), (M) e (C). Entdo o

problema (16) possui uma solugdo fraca (u,v) € X.

Este capitulo foi motivado por um estudo feito em [26], onde foi dado um principio de
minimizacao, cuja grande utilidade é a situacdo onde o funcional associado ao problema nao é

coercivo. Como aplicagao, o autor mostrou a existéncia de solugao para o problema

—Au= f(u) + p em , % =0 em 0. (15)
n

Neste capitulo completamos os estudos feitos em [26] nos seguintes aspectos:

1) Estamos estudando um problema néo-local e portanto alguns argumentos ndo puderam

ser repetidos como, por exemplo, a convergéncia da seqliéncia minimizante.

1) Pelo fato de estarmos trabalhando com o operador p-Laplaciano algumas estimativas

foram necessérias e que nao aparecem em [26].

Salientamos que desconhecemos resultados para problemas elipticos nao-locais com condicao

de fronteira de Neumann. Portanto, o nosso resultado é novo mesmo para p = 2.

No Capitulo 4, intitulado Equagoes Elipticas do Tipo p-Kirchhoff Com Termo Nao-Local

Nao-Crescente, estudaremos existéncia de solucao do problema
—[M([Jullf P~ Apu = f(z,u) em Q,
u>0 em , (16)
u=0 em 09,

onde 1 < p < N, f é uma funcio superlinear com crescimento subcritico e M : RT — R é uma

dada funcao.

Admitiremos que M satisfaz as seguintes condigoes:



(H;) Existem mq,t; > 0 tais que
M) >my se 0<t<t.
(Hs) Existem mea,ts > 0 tais que
0< M(t)<mg se t>ts.
(Ha) Jim (M)~ = foc.
(H4) M é néo crescente e M (t) > 0, para todo ¢ > 0.
Suporemos que f: 2 x R — R é uma funcao continua e satisfaz:

(f1) f(z,t) =0, para todo t < 0 e para todo = € .

t
(f2) | |1im ]|ct(|i’_1) = 0, uniformemente em z € Q.
t|——+oo
t N
(fs) lim f(@.1) =0, onde p<g<p*, [ p* = b uniformemente em x € ).
[t]| —+o0 |t|q_1 N_p

(f4) Existem p < u < ¢ tal que 0 < puF(x,t) < tf(x,t), para todo t > 0.

Além disso, estudaremos questoes de existéncia e multiplicidade de solugao do problema

=[M([Jullf )P Apu = X" + f(z,u) em Q,
u>0 em (), (17)

u=0 em 0f,

onde 0 <r<p—1,2<p<N,M:Rt — Re f: QxR — R funcdes continuas satisfazendo
as hipdteses (Hy), (Ha2),(Hy) e (f1) — (f1) da secdo anterior. Substituiremos a hipétese (Hg)

pela seguinte condicao

(Hy) lim [M(tP)]P~1P=D7" = 100

t—o0

Observe que para r = 0 as condigdes (Hs) e (Hz) coincidem.
Os principais resultados deste capitulo sao:

Teorema 4.2 Suponhamos que a fungdo M satisfaca (Hy) — (Hy) e f satisfaca (f1) — (f4).

Entao o problema (4.1) possui uma solug¢do ndo-trivial e ndo-negativa.

Teorema 4.3 Suponhamos que f e M satisfacam as condigoes e (f1) — (fa) e (Hy), (Ha),
(Hy) e (Hy). Entio existe \* > 0 tal que para X € (0, \*), o problema (4.6) possui pelo menos

duas solucdes uy e us, satisfazendo

I(Ul) <0< I(’LLQ)



Em 2001, Alves, Corréa e Ma [5] mostraram um resultado de existéncia de solugao para
o problema (16) com p = 2 e considerando f : Q@ x R — R com crescimento superlinear
e subcritico usando o Teorema do Passo da Montanha juntamente com estimativas do tipo
Gidas-Spruck. Nesse mesmo artigo os autores estudaram o problema (17) utilizando os mesmo
argumentos usados anteriormente. Em 2006 Corréa e Figueiredo [23] estudaram o problema (16)
considerando f : 2 xR — R com crescimento critico ou supercritico e novamente a ferramenta
principal foi o Teorema do Passo da Montanha. No mesmo ano os autores mostraram existéncia

de solugao para o caso p mais geral cujo resultado aparece em [24].
Em todos os artigos citados acima as hipéteses sobre a fungao M sao diferentes das usadas
nesta se¢do para os problemas (16) e (17).

Os resultados centrais do capitulo 4 completam os estudos feito nos artigos [5], [23] e [24]

nos seguintes aspectos:

1) M néo ¢ limitada inferiormente por uma constante positiva, mas eventualmente pode

tender a zero.

2) Estamos considerando uma outra classe de fungdes M, que nédo foi considerada pelos

autores citados acima.

No Capitulo 5, intitulado Equagdes Elipticas do Tipo p-Kirchhoff Com N&ao-Linearidade
Descontinua, estudaremos questoes sobre existéncia e multiplicidade de solugbes nao-negativas
para o problema

M ([l )P Apu = H(u — a)ut + Ar(@)u® em €,

(18)
u=0 em 0f2,

em que M : RT — R ¢ uma funcdo continua satisfazendo as condicdes: (Hi), (Hs), (Hs) e
(Hy), onde

(Hs) Jim [M (7))~ 17070 = yoo,
—00

coml<g+1l<p<s+1,a>0eA>0parametros reais, h: Q) — (0,00) uma fungao positiva
mensurdvel, h € L>=(Q) e H é a fungao de Heaviside, isto é,
0 se t<0,

H(t) =
1 se t>0.

O principal resultado desse capitulo é o seguinte:

Teorema, 5.2 Suponhamos que M satisfaca as condigoes (Hy), (Hs), (Hs), (Hy) e h € L>®(1).
Entao existem X\* > 0 e a* > 0 tais que para A € (0,\*) e a € (0,a*) o problema (5.1) possui

duas solucdes nao-negativas, uy e us, satisfazendo:



Z) |Fa(ul>| = 05 Z = 1727

it) Ixa(uz2) <0 <Iya(w),

i) {z € Qui(x) >a}| >0, i=1,2.

A importancia em estudar esses tipos problemas, segue do fato que muitos problemas de
fronteira livre, que surgem na fisica matematica, podem ser reduzidos a problemas de fronteira
com nao-linearidade descontinua. Além disso, tais classes de problemas apresentam uma
variedade de situacoes fisicas relevantes. Alguns problemas representam modelos de solucoes
estaciondrias para fenomenos quimicos e biolégicos e é bem conhecido que varios problemas
relacionados a Fisica de Plasma dao origem a equagoes com nao-linearidade descontinua. Tais
tipos de problemas foram vastamente abordados em diversos artigos, entre os quais podemos
citar [1], [2], [6], [8], [9], [11], [12], [13], [14], [25] e suas referéncias.

Neste capitulo fomos motivados pelos trabalhos de Alves,Bertone e Gongalves [2] e Alves
e Bertone [1], onde em [2] os autores estudaram questoes de existéncia e multiplicidade e

regularidade para o caso local
—Au = M(z)H(u—a)u? +u*> 1 em RN
e em [1] os mesmos obtiveram resultados de existéncia e multiplicidade para o problema local

~Apu = H(u—a)uP*~" 4+ A\h(z) em RY

Neste artigo foi utilizado uma variante para funcionais localmente Lipschitz do Teorema do
Passso da Montanha, o Principio Variacional de Ekeland e Célculo Subdiferencial. Usaremos as
mesmas técnicas utilizadas pelos autores para provar um resultado de existéncia e multiplicidade

para o problema (18).

Os resultados centrais do capitulo 5 completam os estudos feito nos artigos [2] e [1] nos

seguintes aspectos:

1) Estamos trabalhando com o caso nao-local.

2) Consideramos uma nova classe de fungoes M.

Para finalizar esta introdugao e para maior clareza deste trabalho, repetiremos os problemas

e os enunciados dos principais resultados nos seus respectivos capitulos.



Notacoes

B : fim de uma demonstragao,
— : convergéncia forte,
— convergéncia fraca,
|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,
/ f : denota / f(z)dz,
Q Q

Lip;o.(X,R): denota o espago dos funcionais localmente lipschitzianos.
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Capitulo 1

Sobre uma Equacao Eliptica do
Tipo p-Kirchhoff

1.1 Caso M,-Linear

Nesta secao mostraremos a existéncia de solugao fraca para o problema

Ml )P Ay = f em 9, "
u=0em 01, ’

onde p > 1, f € W=19(Q), ¢ é o expoente conjugado de p, isto é, ]% + é =leW19Q) éo
dual topoldgico de Wol’p(Q).

Como foi dito anteriormente, no proximo resultado serao usados argumentos semelhantes
aos apresentados na segdo 2 de [5] em que os autores adaptaram algumas idéias de [19] e [20]

nos quais sao usadas outras classes de problemas nao-locais. Nesta secao, sera usada fortemente

a p-homogeneidade do operador p-Laplaciano e a unicidade de solugéo fraca do problema (9).
Teorema 1.1 Para cada 0 # f € W=14(Q) o problema (1.1) e a equagdo
M@®)Y? = ||lwll1p, t>0 (1.2)

possuem as mesmas quantidade de solugoes, onde w € Wol’p(Q) € a unica solucao do problema

(9).

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente, que u € WO1 P(Q) seja uma solugao de (1.1),
onde 0 # f € W—14(Q) é fixada. Assim,

—div(W(M(|U|’f,p)u)|p_2V(M(|u||1f,p)u)> =/
Conseqiientemente, w = M ([[u|[} ,)u é solugao de

{ —Apw = fem €, (1.3)

w=0em ON.

13



Notando que [[w]|1,, = M([[ul]{ ,)|[ull1p, concluimos que ¢ = ||u[[] , é solugao da equagao
(1.2).
Reciprocamente, seja w uma solugao de (1.3) e suponhamos que ¢ > 0 seja solugao de (1.2).

Defina

w

u=t/? (1.4)
wll1p
e assim ||ul , = t'/P. Logo
/Py \ |P72 /Py
el A = ~rer-tain( ()] ( )
b . wll1,p wll1p
t(P=2)/p¢1/p
= —[MOPT e Ayw
[wly " wllrp
M ()t
= [( ) } (—Apw).
lwll1p
Como ¢ > 0 é solugao de M (t)t'/? = ||w]|; ,, temos
M(t)tt/r
lwlhp
e assim
=M ([[ullf )P Apu = —Apw = .
Segue-se, entao, que
—[M(JJullf )P~ Apu = f em Q,
u=0em 0,
0 que conclui a prova do teorema. [ |

Observagao 1.1 Suponhamos que M : RT — RT seja uma fungio continua. Portanto,
t — M (t)t'/? é continua para t > 0 e daf

lim M (t)t'/? = 0.

t—0t
Suponhamos, além disso, que existam tg, mg > 0 tais que M (t) > mg > 0 para t > to.

Nesse caso,

lim M (t)t'/? = +o0.

t—o0
Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ > 0 tal que

M(6)H? = [Jw]|1p-

Em particular, se M (¢)t'/P for uma funcio crescente para ¢ > 0, o problema (1.1) possui somente
uma solugdo para cada 0 # f € W% (Q). Esse é o caso se M for uma fungao diferencidvel
com M'(t) > 0, para todo t > 0.

14



Se M(t) = et parat > 0, o problema (1.1) possui o0 mesmo niimero de solugdes da equacao

e P = ||l p-

Observemos que
g(t) = e /P

satisfaz g(0) =0 e lim g(¢) = 0.
t—+o0

Notando que ¢/(t) = —e /P + %e*ttl/’”1 e que ¢'(t) = 0 se, e somente se t = %, segue-se
1

61/10{/5'

que g atinge seu ponto de maximo em t = % e g(%) =

Portanto,

1
el/PW
1
el/PW

o se 0 < |jwlli,<

o se ||wl|1,p > o problema (1.1) néo possui solugio;

o se ||w|1p= o problema (1.1) possui somente uma solugéo;

1 . -
——— o problema (1.1) possui exatamente duas solugoes.
el/?y/p
Como podemos observar, a presenca do termo [M(||ull} ,)]P~! produz grandes diferengas entre

o problema néao-local (1.1) e o problema local (9).

Observagao 1.2 Consideremos o caso f = 0, isto é,

{ —[M([Jullf )P~ Apu =0 em Q, (1.5)

uw=0em ON.

Se M(t) > 0 para todo t > 0, o problema (1.5) possui a solugdo nula como unica solugao. Se
M(tp) = 0, para algum t; > 0, entdo o problema (1.5) possui infinitas solugdes. De fato, se
u € Wol’p(Q)7 com u # 0, segue-se que

1/p U
v=1t
O ull1p

é solugao de (1.5).

1.2 Um Problema Sublinear

Nesta segao vamos nos deter no estudo do problema sublinear
—[M(JJullf )P~ Apu = u® em Q,

u>0em £, (1.6)
u=0em Of,

em que « satisfaz 0 < a <p—1com p > 1.
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Tal tipo de problema pertence a uma classe de problemas conhecidos como sublinear, cujo
prototipo é
—Au=u"em £,
u>0em £, (1.7)
u=0em 09,
com 0 < a < 1 (note que, neste caso p = 2), o qual ji foi vastamente estudado. Consulte, por

exemplo [34],[16], [30] e [17].

Para o problema nao-local, com p = 2, citamos [3],[5], [44] e suas referéncias.

Em particular, Diaz-Saa [30] estudaram o problema (10) e mostraram que ele possui somente
uma solugdo positiva u € Wol’p(Q) N L>(Q). Além disso, essa solugdo também pertence a
Wiee (©).

Nosso préximo resultado descreve o que acontece com o problema sublinear nao-local (1.6)
no qual usaremos fortemente a p-homogeneidade do operador p-Laplaciano e a unicidade de

solugao do problema (10).

Teorema 1.2 Suponhamos que M : R™ — R seja uma funcdo continua satisfazendo M(t) > 0
para todo t > 0. Entdao o problema (1.6) possui o mesmo nimero de solugdes da equagdo
[M ()P~ 1=/ = || f 7 >0, (1.8)

onde v € a solugao de (10).

Demonstragdo: Adaptamos para o problema (1.6) as idéias desenvolvidas em [5] e [44].
t1/p

[lollp

Suponhamos que ¢t > 0 seja solugdo da equagdo (1.8) e seja v = , 0 que implica

|[yv[|1,p = t/P. Assim, simples célculos mostram que
[M(|[yoll? )P~ = >~ #7D.

Definamos u = yv. Mostraremos que tal fungao u é solugao do problema (1.6). De fato, de

calculos diretos,

<

—[M ([l )P Apu —[M ([}l )P A (o)
= —[M(|lyoll} )P div([V () P2V (o))
= —[M(|lllf, )]p Ldiv(yP 24| V[P~ Vo)
= [M(|l[f )PP (=Ap0)

= AP ALY)

«

= Y = ()% =u® em .
Conseqlientemente, u é solugdo do problema (1.6). ]

Observagao 1.3 A observagao (1.1) continua vdlida para o problema (1.6).
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1.3 Caso M,(x)-Linear

Na Secéo 1.1 estudamos o problema Mp-Linear em que a funcdo M nao dependia da varidvel
z € Q. Esse fato permitiu que usdssemos uma técnica em que a homogeneidade era fundamental.
Entretanto, se M depender também da varidvel € € ndo podemos aplicar a técnica empregada
na prova do Teorema 1.1. Na presente secao vamos considerar o seguinte problema
—[M(, ullf )P Apu = f(z) em Q,
(1.9)
u=0 em 0,

_ 1 1
em que M : Q x R — R é uma funcdo dada e f € L1(Q2), com — + — = 1.
p q

Consideramos as seguintes hipdteses sobre M:
(m1) M(z,\) > mg, para todo (z,\) € Q x RT.
(mg) Para cada intervalo I, existe uma constante positiva Cy tal que
[[M (2, \)]P~Y — [M (2, A2)]P™| < Cr|A\1 — A2, paratodo z € Q, A, Ay € 1.

Iniciaremos enunciando o Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [33], o qual serd usado para demonstrar o resultado principal desta secao.

Proposicao 1.1 Seja T : X — X um operador continuo e compacto, onde X € um espago de
Banach. Suponhamos que o conjunto E = {x € X;x = MNTz, para algum 0 < X < 1} seja

limitado. Entdo T possui um ponto fizo.

Temos o seguinte resultado;

Teorema 1.3 Seja M € C(2 x RT), satisfazendo (my1) — (mz). Para cada f € Li(Q),
1 1

~ 4+ = =1, o problema (1.9) possui uma solucio u € Wy"*(£2).
p q
Demonstragao: Seja f € LI(2) uma funcao fixada. Dada u € W&’p(Q)7 designaremos por

vE VVO1 "P(Q) a solugdo tinica do problema

)

N R
&= G el ™ ¢ (1.10)

v=0 em Of.

Dessa forma, temos bem definido o operador

S WyP(Q) — WyP(Q)

u — v=_Su

onde, para cada u € Wy (), v € WP () ¢ a tinica solucio de (1.10).
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Afirmacgao 1.1 S é um operador continuo.

De fato, seja (u,) C Wy ?(Q) uma seqiiéncia tal que

U, —u em WyP(R).

Vamos mostrar que

Uy = Sup, — v =>Su em W;P(Q).

Note que
f(z)

—Ayu, = em €,
8 [M (2, [[unll )P~

f(z) (1.11)
Gl T ™ ©

—Apy =

v, =v =0 em Of.

Usando (v, — v) como fun¢ao teste em ambas as equagdes de (1.11), obtemos

/Q Vo [P~V 0,V (vn —v) = / f(@)(va—)

o M (x, [lun ¥ )P~

2oy f@) (v, —v)
/Q|Vv| VoV (v =) L[M(x,ull’f,pﬂ”‘l

0 que implica

/(\an|p72an — |Vu|P~2V0)V (v, — v)
Q

1 1
= [ @) [[M(ar:, fenl )T ~ DIGe, el )P |

Recordemos a desigualdade

Cp|Vu, — Vu|? se p>2,
(Vv |P~2Vv, — |Vo|P~2Vu, Vu, — V) > Vo, — VolP
P Non| + Vo] 27 se 1<p<2.
Logo,
Collon — o, < [ f@)on v>[ e~ ]
Q [M (2, [[unlly )1P (M (z, [[ully ,)]P
1 1

IN

[ 1@, =l

[M (e, [lunll? )P~ [M(x, [[ull} ,)]P~1

(M (o, 5P = (M @, )P
@t - ”" M (e TuallE )P (e, Tl )P

18



e usando (my) — (ma),

un|? . — ||ul||?
CP||“n_U|p§/f(a:)|vn—v|C|” n”Lg(pJ) ”1”’.
Q mg

Da desigualdade de Hélder e das imersoes de Sobolev

7

lunllf ) — llu

|
Cpllon — 0[P <C | flgllon = vll1p

mg(p—l)
isto é,
o Clf
1
llon =0l < — =5 llunllf , = llullf 5] — 0.
My
Portanto,

vy = Su, — v =_Su em Wolp(Q)

0 que mostra a continuidade de S.

Afirmagao 1.2 S é um operador compacto.

Com efeito, consideremos (u,) C WO1 P(Q) uma seqiiéncia limitada e fagamos

U = SUy,.

, o 1
Mostraremos que (v,,) possui uma subseqiiéncia convergente em Wy '?(€2).

Da defini¢ao de S, temos

f(=@)
—Ayu, = em ),
: [M(z, lunf,)]P~"
v=0 em If.
Usando v,, como funcao teste segue-se que
loallf, = / J(@)on
b o [M(z, [Junllf ;)P
1
< — [ @l
mg Q
<

=1 |f(x)|q||vn‘|1,p~
my
Isso implica em

_ C
lva [P~ < g 1 @las

19
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. 4 [N . .. 1 . [N .
e assim (v,,) é uma seqiiéncia limitada. Sendo W,"”(Q) reflexivo, a menos de subseqiiéncia,
1,
v, = v em W, P(Q)
e das imersoes compactas

v, — v em LP(Q).

Usando (v, — v) como fungao teste em (1.12),

/Q VP2V 0,V (v, — ) = / F@) (W, —v)

o [M(z, [lun|[y )P~

de onde segue-se que

/(|an\p*2an — |Vo[P2Vv + | V[P 2 Vo) VoV (v, — v)
Q

1
= 0 f(l')(vn - U) [[M(x, ||un||117’p)]pl‘|

que é equivalente a

/(|an|p72an — |[Vo[P~2V0) VoV (v, — v) +/ |Vo|P~2VoV (v, — v)
Q Q

1
= /Qf(x)(vn - U) [[M(x, ||un||11”p)]p71

Assim,

f(@)(on =)

(@, [[un ¥ )P

Cyllvn = vl +on() < [
onde o,(1) = / |Vu|P~2VoV (v, — v) devido a v, — v em WyP(Q).
Q

Note que

z) (v, — v 1
Sy e T < el =
Usando, novamente, a seguinte desigualdade
Cp|Vu, — Vu|? se p>2,
(Vv |P~2Vv,, — |Vo|P~2Vv, Vu, — V) > Vo, — Vol?
" (IVon] + [Vo])2-P

se 1<p<2,
segue-se

1
Cypllvn — UHIl),p < ﬁ‘ﬂqlvn —v[, =0
my
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implicando que v,, — v em WO1 P(Q), o que mostra a compacidade de S.

Resta-nos mostrar que o conjunto
E={zc Wol’p(Q);u = ASu, para algum 0 < A < 1}

é limitado.

De fato, seja u = ASu, 0 < A < 1, (Su = 1;) Dessa forma,

_Ap<u) @) -

YR T TT
u=0 em 0f.
Logo
a9 (5)r 9 ()] - e

de onde temos

f(=)
[M (z, [[ull} )P~

1
; p—2 —
v 1clw(|Vu| Vu) =

0 que implica

AP (=)

—div(|VulP72Vu) = ,
(IVul™V0) = GG Tl

isto é,

N (@)
(M (z, [[ullf )P~

—Ayu= em W,P(Q).

Usando u como fungao teste na igualdade acima, da desigualdade de Holder e das imersoes
de Sobolev,

) f@)u

lullf, = »~ / -
o Ve, [l

| f

A

0

IN

Assim,
1
-1
[ullf,” < qu-

Isto implica que o conjunto de solugoes de

u=ASu, 0<A<1

21



é limitado, ou seja, o conjunto E ¢é limitado. Do Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, existe

uma solucdo de u = Su, isto é, existe u € Wy (Q), tal que
—[M (@, [[u]lf )P Ap(u) = f(z) em 9,
u=0 em 0f,

no sentido fraco. [ |
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Capitulo 2

Problemas Nao-Locais com
Termos Singulares

2.1 Problema Singular via Método de Galerkin

Como foi mencionado na introdugao, nesta se¢cao vamos estudar o problema

h
Ml )t A = E ey g

uY—p+2
u >0 em ),
u=0 em 0Jf),

(2.1)

que é uma perturbacao singular do problema (1.6), em que Q@ C RY ¢ um dominio limitado,

regular, 2 < p < N e h é uma fungao definida em Q.

Usaremos o método de Galerkin para resolver o problema (2.1) e para tal precisaremos

do seguinte resultado, que é uma variacao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, cuja

demonstragdo pode ser encontrada em [42].

Proposigao 2.1 Suponhamos que F : R™ — R™ seja uma fun¢do continua tal que <

F(£),6 >> 0 com |§| = r, para algum r > 0, onde < -,- > representa o produto interno

usual do R™ e |.| sua correspondente norma. Entdo existe & € B,.(0) tal que F (&) = 0.

Suporemos que M : Rt — RT é uma funcdo continua satisfazendo:

(M) Existem mgo > 0 e 61 > 0 tais que M (t) > mg se t > 0y;

(M) 63 =sup{t > 0; M(t) =0} > 0.

Note que, por (M;) — (M), a funcdo M poderd se anular em algum ponto de [0, f3], o que

difere o problema (2.1) dos outros estudados até agora neste trabalho.

Se M(t) > mg > 0, para todo t > 0, a condigao (Ms) é vazia.
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Recordamos que uma solugao de (2.1) é uma fungao u € VV(}’p(Q)7 u > 0 em (Q, que satisfaz

(2.1) no sentido fraco, isto é,

h
(M (|l 7 )P /Q VuP2Vuve = /Q (uygg ﬂapH) 0

para toda ¢ € W, P (Q).

Outro importante resultado que sera utilizado nesta secao é a desigualdade de Hardy-

Sobolev, cuja demonstracao poderd ser vista em [37].

U 1 1
Lema 2.1 Seue WP Q) el<p<N, entao — € L"(Q), onde — = —
o™ o7 ) rp N

e

< C”vu”pv

T

‘ u
(i
onde C >0 e Y1 € a autofuncdo de (—Ap, Wol’p(Q)) associada ao primeiro autovalor A;.

Nosso principal resultado nesta secao é o seguinte:

Teorema 2.1 Sejam h : Q — R uma fungdo continua, positiva em Q, v,a € (p — 2,p — 1),
2<p< N eM:Rt - R" uma funcio continua satisfazendo (M) — (Ms). Entdo o problema

(2.1) possui uma solugdo positiva.

Dividiremos a prova do Teorema 2.1 em alguns lemas. Primeiramente, para cada ¢ > 0

fixado, consideraremos o seguinte problema auxiliar

h(z)

T\ a—p+2
(€ +u)r—p+2 tu em £,

—[M([[ullf )P~ Apu =

u>0 em (22)
u=0 em 0RQ.
No que segue, suporemos que M, h, « e 7y satisfazem as hip6teses do Teorema 2.1.
Lema 2.2 Para cada € > 0 fizado, o problema (2.2) possui uma solu¢ao u..
Demonstracgao: Consideremos o problema
O g A = A a1 e "
u=0 em 0,

onde Mt : RT — R é dada por
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0 se 0<t<0,,
M*(t) =
M(t) se t> 6.

Seja B = {ey, €2, €3,...} uma base de Schauder de W;?(Q) (recordamos que uma base de
Schauder de um espago de Banach X é uma seqiiéncia (e,) C X tal que, para cada z € X,
existe uma unica seqiiéncia de escalares (a;,) para a qual a soma parcial Y a, e, converge para

z na norma de X). Para mais informagoes sobre bases de Schauder veja [15] e suas referéncias.

Para cada m € N, seja V,,, = [e1,...,em] C Wol’p(Q) o espago vetorial de dimensao finita
m

gerado por ey, ..., e,,. Assim, cada u € V,,, é representado de maneira inica por u = Z §jej-
=1

Uma norma que vamos utilizar em V,,, é dada por

m
llullm =Y 1€l
j=1
Notemos que (Vp, || - |lm) € (R™,] - |s) sdo isometricamente isomorfos por intermédio da

aplicagao
T: (Vo l[-llm) — R™,[s)

U:Z§J€] — T('LL) :é-: (517527”'75777,)

j=1
el = [€]s = T (u)]s
onde [¢]s =41,
j=1

A partir daqui, sem nenhum comentéario adicional, identificaremos u € V,,, com £ € R™ via

isometria 7T

Desde que, para cada m, V,, é um espago de dimenséo finita, as normas || - ||m € || - [|1,p,
. . 1 ~ . . . oL
induzida por Wy?(Q) em V,, sdo equivalentes. Assim, existem constantes positivas c(m) e

k(m) tais que
c(m)[ullm < ull1p < E(m)|lullm.
Consideremos, para cada m € N, a seguinte aplicagao

F:R™ — R™
& — F() = (F1(8), F2(8), -, Fm(£))

onde
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_ h(z)e; _
F (&) =M+ P yip=1 [ 17 yulP 2V V ._/73_/ a=ptle.
3(8) = Il )17 | WVl Nu Ve, = | e = = [ Ul e

j=1,...,m.

Simples cédlculos nos levam a
<F(§),§>= [M+(||u||P )}p—l Ivu|p—2vuvu _/% _/‘ula—p+2u
; 1,p o Q(€+ |u‘)'y—p+2 o

=M ([lul? VP~ |ullP . — _ h@u ule—P+2y,
=M+l )Pl /Q( /Q| ampt2y,

€+ ‘u|)“/*:n+2 h

Observemos que

1,p

— 2 <Al < C.
et < i | e < il

edesdeque p—2<a<p—1,temos 1 <a—p+3 <2, e assim
[t [ < cipulr,
Q Q '
Conseqilientemente,

<F(€),&>2 M (Il PP Hlullf , = Cellullp = OlfullF,7

e por (My), para |[ull} , > 61, teremos M*(||ul[} ) = M(||u[[} ,) > mo. Dessa forma,

<F(),6> > my Mullf, — Cellullp — C|lul|$,7F?
> mb~ e(m)P[[ul[h, — Cek(m)|[ul[m — [k(m)]* P T3C|Ju] |57+
> mb'Cm)EL — Ne(m)[€]s — Q(m) €|,

Fixemos p,, > 0 e para £ € R™, |¢|s = pm, Obtemos
< F(£,6) >> mfy~ ' C(m)ph, — Ne(m)pm — Q(m)pjy P2,
Assim, para p,, suficientemente grande e notando que 1 < a — p+ 3 < 2 < p, teremos

<F(§7£) >>0 se |§|s = Pm;
o que implica
<F(£,8) >>0 se [¢] = pp,,

onde p¥, > 0, devido |.| e |.|s serem equivalentes em R™.

Pela Proposigao 2.1, existe £™ € R™, com |£™| < pf,, tal que F(£™) = 0, ou seja, existe
€75 < pm tal que F(£™) = 0.
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Da identificacao isométrica de (R™;|.|s) com (Vp;||.|lm), encontramos (un,) C Vi,

tm|lm < pm, isto &, |[umll1,p < B, tal que

wﬂﬂwmwmw”ﬂé““mwﬂv%ﬁwj—/<euu REE L/lmPP” =0,

onde j =1,...,m,, o que nos da

_ _ h(z)w _
Mt m P \p—1 Vi, p QV mV _/ _/ " a—p+2,, 0,
[ (Hu ||1,p)] 0 Vu ‘ u w ale+ ‘um|)"/fp+2 0 |t | w

para todo w € V,,,

Desde que (uy,) C V,,, tem-se

_ h(z o
(M (|Juml [} )17 1IIUmIVi,D—/( /I m| P g =

€+ |Um| )= p+2

Devido a
h(x)um [172]] o
T o < o ol < Collunll
e
|7+t < 857+
Q
obtemos
+3
[M( PP a7, < Cellumll1p + Clluml]7,7 (2.4)

Mostraremos a seguir que (||um|1,p) é limitada.

De fato, suponhamos por contradigdo que (||um|]1,,) ndo seja limitada. Logo, a menos de

subseqiiéncia ||y, |/1,, — +00. Da condigdo (M7) e da desigualdade (2.4) teremos

Lpt C”um”a e

0 <mf Humll},, < Cellumlh

de onde segue que

- C C

1

0< mg < ep—l 2p a—3"
lumllT ™ lumlliy

Para ||t |1, — +00 teremos
0<mb” <o

o que é uma contradicdo. Portanto, (||um|]1,p) é limitada.
Assim, a menos de subseqiiéncia,
lumlf,, —  to,
Uy, — U em Wol’p(Q),
Uy — uw em LYQ), 1<q<pT,

um(z) — wu(z) g.s. em .
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Da continuidade de M

[M*(|lum|f )PP = [MT ()] (2.5)
Fixemos [ < m. Assim, V; C V,,, e considere ¢ € V;. Logo,

- - h(z)e -
+ p 1 2 _ a—p+2
M ([l )P /Q|Vum|p VumV<p—/ﬂ(6+um|)7_p+2—|—/ﬂ|um| P2 (26)

para toda ¢ € V.
Note que

h(z)e
(€ + [up[)r—PF2

< ——lel e 1Y)

h(z)e . h(z)p i,
(6 + |um(‘r)|)7ﬁv+2 (6 T |u(m)|)7*,’0+2 .S.

em .

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

_ Mwe M@y
/Q (e + |um|)Y—Pt2 /Q (€ + |u|)y—p+2 ’ (2.7)

Além disso, como u,, — u € LP(Q)
[ e 1 A A I ()

e devido Q ser um dominio limitado e p < p/(a — p + 2) segue-se que LP/(@=P+2)(Q) — LP(Q).

Assim,
|t |* 7P — [u[*7PT2 em LP(Q).

Conseqiientemente,

‘a—p+2 |a—p+2

[t () — |u(z) q.s. em
e existe g € LP(Q) tal que
[t ()| *7PT2 < g(x) q.s. em e para todo m € N.
Dessa forma
[lum|* 7P 20] < glo| € L1()

e usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/|um|a’p+2¢—>/ |u|*"PT2p para toda ¢ € V. (2.8)
Q Q
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Vamos agora considerar a seguinte afirmagao cuja demonstracao sera feita no Apéndice A.2.
Afirmagao 2.1 Para toda ¢ € WP ()
M Ul [ D0l 90,V — D @0 [ [9up=29uT.
Na igualdade (2.6), fazendo m — oo, usando (2.5),(2.7), (2.8) e a Afirmacao 2.1, obtemos

- - h(z)e -
M+tp1/Vp2VV=/7+/ ampt2,
(M (to)] Q\ ul uvey o (e+ [u))—rt2 " [ |ul ¥

para toda ¢ € V.

Desde que [ € N ¢ arbitrario, a igualdade acima é valida para toda ¢ € VVO1 P(Q). Em vista
disso, [M ™ (tg)] > 0. De fato, se [M T (tg)] = 0 terfamos

h(z)e a—
/Q (exqu)re " /Q [u|]*"P*2p = 0, para toda ¢ € Wy"(9),

conseqiientemente,

h(x e
\/Q <(6—~—u(|)')y_‘”+2 + |U| P+2>gp = 0, para tOda "2} = WOLP(Q)

Logo,

h(x)

a—p+2 _
(et uvre T =0

implicando em

h(z)

_ —p+2 _
eqqayrz — 0 ¢ ™7 =0

o que é um absurdo.

Assim, M (tg) = M(tg), de onde segue-se
B R o M ™ (2.9)
Q o (e+[u)7=P2  Jo ’

para toda ¢ € W, *(1).

Usando u como funcdo teste na igualdade (2.9) obtemos

M (ko)) ul £, = /Q (W”‘+ /Q 2, (2.10)

e+ Tul) T

Facamos ¢ = u,, em (2.6) para obter

_ h(2)tm o
M Ul P el = | 7T oz + [ 7+ -
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Sabemos

h(x)um, < C

Uu
(€t Jun 2| < amprzltml

e desde que u,, — u € LI(2), 1 < g < p*, segue-se
|t ()] — |u(z)] q.s. em Q
e existe g € L1(Q) tal que
|um (2)] < g(z) qs. em £, para todo m € N.

Conseqiientemente,

h(z)um,

C C X
e+ uml)7 77 gL

— eY—p+2 |’LLm| < eY—p+2

Além disso,

/ ha)um(x) / h(z)u(x)
o (€+ [upm(z)])7—rt2 q (e+ [u(z)))7—r2

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/ h(z)upm, / h(z)u (2.12)
)P m o P )
a (€4 [um)7—PH2 q (e [uf)r—r+2
Temos ainda que
||um|a_p+2um| = ‘um|a_p+3

e novamente como
Uy —u em LI(Q), 1<g<p*
el<a—p+3<2, tem-se
Uy — u em LOPT3(Q).
Dai
[tm| = Jul em L7P+3(Q)
0 que implica
|| 7P — [u[*7PF em L1(Q)
assim

[t (2)]*7PF3 — Ju(z)|* P g.s. em Q
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e existe g € L(Q) tal que

[ty | P13 < g ¢q.5. em Q e para todo m € N.

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/ [ |2 P 200, — / |u| @ P2y, (2.13)
Q Q

Passando ao limite em ambos os lados da igualdade (2.11) e usando |[u, |}, — to, (2.5),
(2.12) e (2.13) temos

(M (t)]P~ 1o = /Q _ Mz /Q |u[@P+2y, (2.14)

(e+up—rz *

Comparando esta tiltima igualdade com (2.10) obtemos to = |[u|[} ,, pois M (ty) > 0. Logo,
de (2.9) temos

- - h(z)e -
P yp—1 p—2 — a—p+2
R e e e e

para toda ¢ € W, *(1).

Isso mostra que u € VVO1 P(Q) é uma solugao fraca do problema auxiliar (2.2) a qual é positiva

em virtude do Principio do Maximo. Isto prova o lema. |

Agora, para cada n € N, faga ¢ = 1/n e uy/, = u, onde u;/, é a solugdo obtida no lema

precedente.
Lema 2.3 Eziste § > 0 tal que [M(||un|[},)]P~'> 6 >0, para todo n € N.

Demonstragao: Faremos a demonstracao por contradi¢do. Suponhamos que
Lm[M (Juy|[f )P~ = 0. (2.15)

Assim, temos que (||u,|[},,) é limitada, devido a hipétese (M) pois, caso contrério, terfamos

que, passando a subseqiiéncia [[u,|[} , > 61, e assim
:

[M(|Junl [ )P~ = mf ™" >0

e isso implicaria que
B[ M (||un|[7 )P~ = m™" >0
o que é impossivel devido a (2.15).
Portanto, a menos de subseqiiéncia,

HunHzlj,p - 903
u, — u em Wy P(Q),

up(z) —  u(z) g.s em Q
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e, em vista da continuidade de M, temos
0 = Hm[M ([Jun[7 ,)]P~" = Wm[M (|Jun|[7 )P~ = [M(6)]"~".

Note agora que

h(.’E) a—p+2 h(l’) a—p+2 1 a—p+2
/sy Z g T 2O T

V

~ a—p+2
> C[W—i—t P+]200>0, (2.16)

para todo x € Q et > 0, pois a funcio t ( —ﬁ—to‘p”), t > 0, atinge um minimo

1
y CEDINEE
positivo.

Desde que

— p -1 —
[M(Hun'll,p)]p Apun - (l/n 4 un)»y,erQ

—&-uz_pw >Cop>0 em €

u, =0 em 0N

e fazendo ¢ € C}(Q2), ¢ > 0, como funcdo teste na tltima igualdade, obtemos

[M(||un\|’1”p)]p_1/g|Vun|p_2Vuan0 > CO/ng > 0. (2.17)

Note que [M({[un |} ,)]P~" > 0, pois caso contrario 0 > CO/ ¢ > 0, o que é um absurdo.
Q
Passando ao limite na expressao (2.17) e argumentando como na demonstragao da Afirmacao

2.1, obtemos
0= [M(Qo)]p’l/ |VulP~2VuVe > Co/ >0

Q Q
pois [M ()P~ = 0. Assim,

0> C()/ p>0

Q

0 que é uma contradigao e a demonstragao do lema estd completa. [ |
Lema 2.4 A segiéncia (||un|ly,) ¢ limitada, onde u, = uyy, € a solucio obtida no Lema 2.2.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que

_ h(zx)uy, .
Ml )Pl = [ + [,
Q Q

1/n+ up)y—pt2

Observando que (u2~7~') C LYP=7=1(Q), 1 < 1/p — v — 1, usando a desigualdade de Holder e

as imersoes de Sobolev temos
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h(z)uy, . .
/ (1/n + uy,)Y—P+2 = C/Qup B C|u"|L1(Q < Cillunllf,"~

Além disso,
[ < Callua 177
Q
onde C7 e (3 sdo constantes positivas independentes de n. Conseqiientemente,
1 +3
Ollunllf p < IM(IJunllf )P~ lunllf ) < Cillunl |77 + Coflun |7,

Devidop—v—1<1,a—p+3 <2ep>2 concluimos que (||u,|} ) é limitada. [ |

Como conseqiiéncia do lema anterior,

0<d< [M(||LL,L||%{7P)]”*1 < M, para todo n€N (2.18)

Lema 2.5 A sequéncia (u,), obtida mo Lema 2.2, converge para uma solugcio do problema

(2.1).
Demonstragao: Desde que (u,) é limitada em I/VO1 (), a menos de subseqiiéncia,

||U’7’7f||11),p — to >0,
u, — wu em W ()
u, — u em LIQ), 1<q<p’,

un(z) — wu(z) qs. em Q.
Da continuidade de M, obtém-se

M(|[unllf ) — M(to). (2.19)

Seja ¢1 > 0 a autofuncdo do operador (—A,, WP (2)) associada ao primeiro autovalor A;

tal que
Co > M METWP™! ) para todo z € Q,

onde Cj é a constante obtida em (2.16). Conseqiientemente,

h(x)
(]_/n + un)’Y*pﬁL?

_[M(”un”]l),p)]p_lApun = + ug—p+2 em Q,

> Cy > AlMgo—lz/;f* em €,

=1 =0 em ON.
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Como
~[M(luall? )P  Apun = Co > MME ™! em ©

segue-se

—Ap([M([Junllf ))lun) > =Ap(Moothr) em Q
e como u, = Y1 = 0 em 02, obtemos

[M(J[unlf p)Jun = Mogtpy =0 em 00

isto é,

—Ap((M([[unllf )lun) > =Ap(Moothr) em

[M(J[unlf p)lun = Mogtpy =0 em 09,

e pelo Principio de Comparagao

(M ([[unll7 )Jun > Mooty em €.

Assim, de (2.18)

Up () > Mocthr () em Q. (2.20)

M
De onde podemos concluir que u,(z) - 0 para cada x € Q.

Como

h(z)p ||
W/t 2| S MO

usando (2.20) segue-se

|l 1hllee @
h(x)|un|v—p+2 < C w?*?+2'

Da desigualdade de Hardy-Sobolev

‘hHoo '

C w’lY*P+2

€ L'(Q).

Além disso,

h(x)<p h(x)gp
(1/n+un({lj))7—p+2 - u(.’E)'Y_P+2 q.s. em 9]

assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,



h(z)e h(z)e -
/Q (1/n+ug)—r¥2 /Q —py2s Paratoda ¢ € Wy (Q). (2.21)

De
u, —u em LP(Q)
segue-se
|tn| — |u| em LP(£2).
Sendo © um dominio limitado e p < p/(a — p + 2), tem-se LP/(@=P+2)(Q) C LP(Q) e assim,
u® P2 P2 em LP(Q).
Logo,
Up (2)* P2 = u(z)* P2 g5 em Q
e existe g € LP(Q) tal que
[u® P2 < g ¢q.5. em Q e paratodon € N.
Portanto,
Jug P2 0] < glel € LY(Q)

usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ ud P2 — / u® P2y, (2.22)
Q Q

para toda @ € W, *(9).

Como (uy,) é solucdo do problema auxiliar,

_ _ h(x)p o
(M ([Junll} )IP 1/Q |V, [P~2Vu, Ve /Q(l/n +(u,)1)7—1)+2 + /Qu" PH2 (2.23)

1 o -
para toda ¢ € WP (Q), passando ao limite na expressao acima, usando os mesmos argumentos

feitos na Afirmacao 2.1 e as convergéncias em (2.19), (2.21) e (2.22) obtemos
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h(z)e
uY—Pt2

[M(to)]P~Y |[VulP~2VuVep :/ —|/ua_p+2<p, para toda ¢ € W, (). (2.24)
Q Q Q

Usando u como funcao teste na expressao acima,

Mty = [ h@yr— Tt [ e, (2.95)

Q

Fazendo ¢ = w, na expressao (2.23), segue-se que

_ h(x)un o
Ml )P Nl = [ 7 L e [ (2:26)

Notando que u,, — wem L9(Q), 1 < g < p*, Q é um dominio limitado e que 1 < 1/(p—y—1),
tem-se L'/P=7=1(Q) c L'(Q) e assim

Up — u em LYET7D(Q),
Portanto,
Up — u em LYET=D(Q),
Dai
Up(z) — u(z) ¢.s em Q
e existe w € LY ®P=7=1(Q) tal que

up(z) <w(x) ¢g.s. em Q e paratodon € N.

Assim,
h(w)un |Un‘ 1 e L
(n+ ) 72| = ”h”“’W <Ihllooud™ 77 < CwP™ "t e LY(Q)
[§
W), () h(z)u(z)

(/n + un(@) 772 u(a)—#+2

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

h T )Un h I )U
/Q ]./n _’_(ui)rprrQ - /Q u,y(,p)+2 (2.27)

ecomo 1 < a—p+ 3 < 2, segue-se

/ ud P / u® Pt (2.28)
Q Q

Logo, passando ao limite em (2.26), usando (2.19), (2.27) e (2.28), obtemos

e = [ D [ e,

Q
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ou seja,

[M (to)"~ o = /

h(x)up_"’_l+/ u®"Pr, (2.29)
Q

Q

Comparando (2.25), (2.29) e usando [M (to)]P~" > 0, temos ||ul[} , = to. Assim, de (2.24)

h(z)p
wY—pr+2

[M(HU‘|11),p)]p_lﬂ\vu\p_2VuV<p :/Q %ua_pH(p, para toda ¢ € W, *(Q)

mostrando que u é solugao fraca de (2.1). ]

2.2  Problema Singular via Sub e Supersolucao

Consideremos o seguinte problema nao-local com termo singular
—[M([[ullf )P Apu = a(z)u™ + Af(z,u) em 9,
u>0 em Q, (2.30)
u=0 em 09,

onde Q C RY ¢é um dominio limitado e regular, N > 1, 1 < p < N, a > 0 é uma funcdo
mensuravel nao trivial, v > 0 é uma constante, A > 0 um parametro, f é uma funcao de

Carathéodory satisfazendo:

(f1) sup |f(z,t)] < o0, para todo T > 0.
(2,6)€QX[0,T)

M :RT — R é uma funco continua tal que
(Mp) Existe mg > 0 tal que M (t) > mg > 0, para todo ¢ > 0.

Denotaremos por C¢ () o espaco {u € C1(Q);u(x) = 0, para todo = € dQ} e admitiremos,
(Hy) Existe o >0 em C}(Q) e ¢ > N, tal que ap~" € LI(Q).

O caso local com p = 2, v < 1 e f = 0 foi bastante estudado, em dominios limitados e
ilimitados, em diversos artigos, entre eles podemos citar [28], [29], [31], [39], [40], [41], [51] e
suas referéncias. Particularmente, Lair e Shaker [40] mostraram a existéncia e unicidade de
solucdo fraca quando Q é limitado e a € L%(2). O resultado deles foi estendido para o caso
sublinear f(t) = t%, 0 < 8 < 1 por Shi e Yao [52] e Wiegner [55] . Coclite e Palmieri [27]
trabalharam no caso superlinear 1 < 8 < 2* — 1 com A pequeno e obtiveram uma solugao
quando a = 1. Para fungbes a mais gerais, Sun, Wu e Long [53] mostraram a existéncia de duas
solugbes usando o Principio Variacional de Ekeland e Zhang [56] estendeu esses resultados de

multiplicidade para termos superlineares mais gerais f(¢) > 0 usando teoria de pontos criticos
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sobre conjuntos convexos e fechados. O caso local com p mais geral foi estudado por Perera
e Zhang [50], Perera e Silva [48] e para uma classe de sistema singular podemos citar Alves
e Corréa [4] onde os autores usaram resultados devido a Rabinowitz e desigualdade do tipo

Hardy-Sobolev para mostrar existéncia de solugao.

Consideremos, inicialmente o seguinte problema

—Apu=g(z) em Q,
(2.31)
u=0 em 09,

Usaremos a seguinte proposi¢ao, cuja demonstragido pode ser encontrada em [47] e [50].

Proposicao 2.2 Se g € LY(Q) para algum q > N, entao o problema (2.31) possui uma inica
solugdo fraca u € CL(Q). Se, além disso, g > 0 € ndo trivial, entdo u >0 em Q e gu >0 em

ov

0Q, onde v € a normal unitdria interior em OS).

Antes de demonstrarmos o resultado principal desta se¢ao, enunciaremos e demonstraremos o

seguinte lema:

— 0
Lema 2.6 Sejam ¢,w > 0 duas funcoes quaisquer em CE(Q). Se 99 >0 em 0N, ondev é
v
a normal unitdria interior em OS2, entdo existe uma constante C' > 0 tal que
MZC>O, para todo x € Q.
w(z)

Demonstragao:

De fato, para é > 0 suficientemente pequeno, definamos o seguinte conjunto
Qs = {x € Q;dist(z,00) < §}.

Como ¢,w > 0 em Q e desde que Q\{s é compacto, existe my > 0 tal que

¢(z) > my, para todo z € Q\Qy. (2.32)
w(z)
oo} a¢ .
Sendo W > 0 em 0f2, tem-se I < 0, onde 7 denota o vetor normal exterior e como 2 C R"
v n
é limitado, entdo 92 é um conjunto compacto e assim existe C7 < 0 satisfazendo
0 _
% < (1, para todo x € Q.
n

Desde que w € C3(Q), existe Cy > 0 tal que

‘ Ow(z)
on

< Cs, para todo z € Qs.
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: . Ow : -
Consideremos Ky = inf — < 0 e definamos a seguinte fungao

Qs 877
H(x) = aw(z) — ¢(x), para todo z € Qs

« € R a ser escolhido.
Assim,

H —_
0 (x):aafw—%ZaKo—Cl>0, para todo x € (s,
an n O

desde 0 < a < %.

Fixemos x € €5 e consideremos a fungao

f(s) = H(z + sn), para todo s € R.

Para cada = € Q5 escolha um tnico Z € Qs de modo que a reta que passa por esses dois pontos

coincida com a reta suporte do vetor normal exterior 7 = n(Z). Logo, existe 5> 0 tal que
z+38n=2€ 0N
Desde que H(9) = 0, segue-se
f(8) = H(z +3n) = 0.
Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0,3) tal que
f(3) = £(0) = f(§)(5 - 0),
ou seja,

—H(z) = aa—g(x +£&n)s > 0 em Q.

Portanto, H(x) < 0 para todo z € Qs, isto é,

aw(z) — ¢(z) <0, para todo x € Qs.

Logo,
aw < ¢(x), para todo x € Qs
e assim
jg% > a > 0, para todo z € Q. (2.33)

Segue de (2.32) e (2.33), que existe C' > 0 de forma que
o (x)

w(z)

> (C, para todo x € €.

Demonstrando assim o lema. [ |
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Teorema 2.2 Suponhamos que as condigées (f1),(My) e (Hy) sejam satisfeitas e que f > 0,
entao existe \g > 0 tal que o problema (2.30) possui uma solugdo para todo A € (0, Ag).

Demonstragao: Por (H;) existe ¢ > 0 em C3(Q2) e ¢ > N tal que ap~7 € L4(Q). Assim

/|a|qf/|aso 0 \L/\w W||sﬁ|<k/|aso M < oo,

Dai, a € L1(f2) e o problema

—App=a(z) em Q,
(2.34)
v=0 em 9N

possui uma tnica solucio positiva v € C}(Q), devido & Proposigio 2.2.

Notemos que av~" € L(Q). De fato, do Lema 2.6, existe C' > 0 tal que

v(x)

> (C >0, para todo x € Q2.

p(x)
De onde segue
L
U(x)7 < C, para todo x € .
p(x)=7
Logo,
L= [ o] = [lag0| 2 <& [ g < o
Q 7 Q

Portanto, av™" € LI(Q).

Fixemos 0 < € < 1, suficientemente pequeno tal que u := €/P~1y < 1. Assim,

—[M(Jlull} )P Apu — a(x)u™ = Af(z,u) = =[M(|[ul]} )P~ eApv
—a(z)(e/P7) T — Af(x, /P 10)

Como €'/P~1y < 1, segue-se que (e/P~10)~7 > 1, e dai —a(z)(e/?~1v)™7 < —a(x).

Além disso, sendo f > 0 e [M(|[u} )P~ > mq, segue-se que —[M([|u[l )P~ < —my.

Logo,

(Ml )P A — a@uT — Af(ew) <~ eAgy — a(a)
mgflea(:zz) —a(x)

= —(1-my " eal(x).

. -1
Tome 0 < e < 1 suficientemente pequeno, tal que 1 — mj

de (2.30).

€ > 0. Assim, u é uma subsolucao
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Note agora que

/ lau=7]9 :/ la(et/P~1y) 7|7 < Cﬁ/ lav™7]? < o0.
Q Q Q

Daf au™7 € L9(Q) e assim o problema

—Apu=a(x)u”"+1 em Q,
(2.35)
u=0 em 0N

possui uma tinica solucio positiva @ € C3(Q), devido & Proposicao 2.2.
Afirmacgao 2.2 u > u.

Com efeito, tem-se
—AT = a(z)u™ + 1> alz)u” = a(z) (/P 1) ™7 em Q
onde v é a solugao do problema (2.34) e como (e'/P~1v)~7 > 1, segue-se que
—A,T > a(z) > ea(r) = e(—Ayv) = —A,(/P7o) = —A,u em Q.
Assim
—Apu > —Apu
e pelo Principio de Comparagao temos que @ > u em (2.
Mostraremos agora que u é supersolugao de (2.30).

De fato, sendo @ solugao de (2.35), temos

—Ayu=a(z)u™7 + 1.
Desta tultima igualdade e de (M), obtemos

— [M(|[al} )P AT — a(z)aT = Af(x, )
M ([} 1P~ a(z)u™ +1) — a(@)u = Af(z, @)
mg_l(a(x)g_'y +1) —alz)u " — Af(z,u)

-

v

mb a(x)u™ +mb ! — a(x)aY — Af(x, )

= a(x)m 'uTY =) +mb T = AN f(x, ).

Afirmagao 2.3 m{ w7 — w7 > 0.

Inicialmente observamos que
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1 L -1 _ _
mi u -7 >0 & my u T >u?

1
& mbTw >

o s (L)

u

u(z)
v(x)

> C, para todo z € Q. Assim,

Argumentando como no Lema 2.6, existe C' > 0 tal que

< (4, para todo z € Q

implicando em

el/P=Ly(z)

— < /P10y, para todo z € Q.
u(x)

Para 0 < e < 1 suficientemente pequeno

1/p—1 _
ﬂ <Pl < mg_l, para todo x € Q.
u
De onde seque que mg_lg_'y —u 7 >0.

Portanto,
—[M([[a]|")P AT — a(z)a T — Af(z, 1) > mb " = Af(z,7)

e por (f1) segue-se

—[M([a|")P Ay — a(z)a " = Af(e,@) = mb = Asup  f(a,1).

reQt< maxu
p—1
Tomando Ay = mOT, onde k = sup  f(x,t), temos que @ é uma supersolucao de (2.30),

Q< Mmaxu
para todo A € (0, Ag).

Consideremos a fungao g, definida por

a(z)u(z)™" + Af(z,w), t>u(z)
gz, t) =< alz)t™ + Af(x,t), ulz) <t<mw

a(w)u(x) ™ + Af(z,u), u(z) >t

e sua primitiva
t
Gi(z,t) = / gx(z, s)ds.
0
Definamos o funcional @y : Wy ?(Q2) — R dado por

Dy (u) = }jmun’f,p) —p / G (z, u)
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onde M(t) = /O [M(s)]Pds.

Note que:
e Set < u(z), entao

0 <ga(e,t) = alw)ule)" + Af(z,u(r)) < a(x)u(z)" + Asup — f(z,1)

2€Q,t< Max u
e Se u(xr) <t <u(r), entdo

0<ga(e,t) = a(@)t™” + Af(z,t) <a(z)u(z)”” + Asup  f(z,1)

zeQt< Maxy
e Set > u(x), entao

0<ga(e,t) = a(x)u(z)™” +Af(z,u) <a(x)u()" + Asup — f(z,1).

zeQ,t< Max u
Logo,

0 < ga(z,t) <a(z)u(z)™" + X sup f(z,t).
zEQ,t< MaxX U

Consideremos o conjunto
V={uecWyP(Q);u<u<u g.sem Q.

Mostraremos que, para todo u € V que ®(u) é limitada inferiormente em V.

De fato, para u € V' tem-se
1
Dy(u) = /G,\ x,u)
p
1~ _
> 2w o [ | [ atwne4n s )]
p Q 0

(z,t)eQx[0,T)

= %]\//.7( ﬁ"p)—p/ﬂu<a(x)u(m)_7+>\ sup f(x,t)).

(z,t)eQx[0,T)

Assim,

By(u) > %Huw\w,p)w /Q u(a@:)u(x)ux sup f(x,w).

(z,t)€eQx[0,T)
Sendo w € C3(9)
]_ — _ ~
Baw) = LA(JulE,) - Pl [ [ atwyutar - K}

onde K = plulos [ A sup f(z,1)).
Q (x,t)eQx[0,T)
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Agora, como au~"7 € L1((Q,) temos
1+ P - K
Pa(w) = DM (July,) = Claw™l, = K
Usando (M), segue-se que

<I>>\(u) Z

—1 -
mglully, = C

D=

fazendo ||ul|1,, — o0, temos que Py (u) — oo, assim Py é coerciva, logo limitada inferiormente
sobre V.

Além disso, como V é fechado e convexo, ®, é continuo, concluimos que ¥, atinge um

minimo em V, isto é, existe ug € V' é solugao fraca de (2.30). [ |
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Capitulo 3

Problemas Nao-Locais Com
Condicao de Fronteira de
Neumann

3.1 Um Resultado de Existéncia

O recente progresso no estudo de problemas com condi¢do de fronteira de Neumann tem
atraido menos atencao por parte dos pesquisadores em relagao ao problema de Dirichlet. Uma
explicagao para isso, talvez seja o fato que qualquer solugao para o problema de Neumann é
instavel quando vista como uma solugao da equacao parabdlica correspondente. Em particular,
para problemas nao-locais essa atencao, quando tratamos com condigao de Neumann, é ainda

menor.

Nesta secao mostraremos um resultado de existéncia de solucao fraca para a seguinte classe

de problemas nao-locais

_[M1</Q|Vu|p)rlA,,u:f(u,v)+p1(x) em 9,

_{Mg</g|vu|z°>r_lApv:g(u,v)+p2(x) em €, (3.1)

ou Ov
—=—=0 oN
an ~ an em ,

em que 2 C RY(N > 1) é um dominio limitado e regular f,g: RxR — Re My, My : Rt — R

sao fungoes continuas satisfazendo as seguintes hipdteses:
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(fg) Existe uma funcao F : R2 — R, de classe C!, tal que

f(u,v) = Fy(u,v) e g(u,v) = Fy(u,v), para todo (u,v) € R?.

(F1) Existe k € R tal que

F(s+k,t+ k) = F(s,t), para todos s,t € R.

(M) Existe mg > 0 tal que

M (t), Ma(t) > mg, para todo t > 0.

11
(C) As fungoes p1,p2 € LU(S), Ste= le
q

=m0
Q Q

Como dissemos na introducao deste trabalho, o problema (3.1) foi inspirado em um estudo
feito em [26] onde foi dado um principio de minimizagao, cuja grande utilidade é a situagao
onde o funcional associado ao problema nao é coercivo. Como aplicacao, o autor mostrou a
existéncia de solugdo para o problema (15) usando técnica de minimizacdo para um funcional
Nao-CoEercivo.

Devido estarmos estudando um problema de Neumann, trabalharemos no espagco W1P(Q)
o qual serd decomposto da seguinte maneira: Como toda fungio constante pertence a WP (Q),
designaremos por X; =< 1 > o espaco de tais funcoes, o qual pode ser identificado com R.

Designaremos por X o espaco das fungdes em W1P(Q) que possuem média zero em €, ou seja,

on{MEWl’p(Q);/Qw:O}.

Para u € WHP(Q), seja ug € WHP(Q) dada por

Ug == U L /U
0 =U— —
|S2| Q

1
e observe que — | u é uma constante real. Logo,

/QUO/QU(MU)MW

e assim, toda funcao u € WP(2) pode ser escrita na forma
U=« + uUg

em que « é uma constante real e ug possui média zero.
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Observemos que tal decomposi¢ao é tinica. De fato, se u = a + uyg = @ + ug, a, @, ugy € ugy

como antes, teremos
o — Q= Uy — U
e integrando ambos os membros desta igualdade
(a—a)Y=0=a=a

e daf ug = ug o que mostra ser tnica tal decomposigao.

Conseqilientemente, temos a seguinte decomposi¢ao em soma direta

Wl’p(Q) = Xy P X;.

Neste capitulo consideraremos os seguintes espacos de Banach

X =WhP(Q) x WhP(Q)

Y = LP(Q) x LP(Q)

equipados, respectivamente, com as normas

(/Q<Vu|p + |[Vol?) + /Q(|u\17 + |v|p)> v _ <||Up N ||v|p>1/p
(uf” + [o[?) s ful? + [of? "
J

onde ||.|| denota a norma usual em W1P(Q) e |.|, ¢ a norma em LP({2) dadas, respectivamente,

falr = [ wup s [ Jap.
Q Q
ly = [ P
Q

Antes de demonstramos o resultado principal desta secao, provaremos que uma Desigualdade

1w 0)l1x

|(u, 0) |y

por

do tipo Poincaré é valida para fungoes em Xj.

Lema 3.1 ( Desigualdade de Poincaré ) Eriste uma constante C > 0 tal que

/ |w|P < C’/ |[Vwl|P, para todo w € X.
Q Q

47



Demonstragao : Seja 1 : Xy — R o funcional

Yv:V — R
w — Plw) = / |[Vwl|P, para todo w € X,
Q

e S a variedade

S:{wGXO;/ |wlP = 1}.
Q

Desde que v é limitado inferiormente em S, existe uma seqiiéncia minimizante (w,) C S,

isto é,
$(wn) = inf ¥ = Yoc.

Conseqiientemente, / |wy|P =1 e existe uma constante positiva C tal que
Q

/ |Vw,|P < Cy, para todo n € N.
Q

Desses fatos, segue-se que a seqiiéncia (w,,) é limitada em WP(Q) e, em vista disso, a seqiiéncia

real (Jjwy|?) possui uma subseqiiéncia convergente. Além disso, a menos de subseqiiéncia

w, — wyem WP(Q),

Em particular,

Conseqilientemente, wg € S.

Mostraremos que %, > 0. De fato, suponhamos, por contradi¢ao, que ¥, = 0. Nesse caso,

a menos de subseqiiéncia, usando o fato de que o funcional
f:whrP(@Q) — R
fw) — flu) = w|?

é convexo e semicontinuo inferiormente e w, — wy em W1P)(€2) segue-se

0=1lim [ [Vw,|?

lim(/ VP + [ wal? |wn|p>
Q Q Q Q

lin([fwn [[” = |wn [})

= lim [lw,[|? — lim |w,[}

> Jlwoll? — wol? = / Vol

\
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isto é,

/|V’wo|p:0,
Q

wo(z) = Cq g.s em 9,

0 que implica

onde C5 é uma constante real.

Devido wg € S C X temos

/’LU(): 02:0
Q Q

e concluimos assim que Cy = 0, o que é impossivel devido a / |wo|P = 1. Portanto, ¢ > 0.
Q

Como

Yoo < / |Vw|?, para todo w € S com |wl|, =1,
Q

tomando-se 0 # w € Xy, observando que |——

o] =1, segue-se
Wip
vz |

Q

V(mp) = J, v

lw[h < w—/ |[Vwl|P, para todo w € Xy
oo

mostrando a Desigualdade de Poincaré para fungoes de Xj.

e isso implica em

Associado ao problema (3.1) temos o funcional I : X — R, dado por

I(u,v):;M\1</Q|Vu|p> +;z\72(/g|vu|p) —/QF(U,U)—/Qplu—/pr,

para todo (u,v) € X, em que
W) = [ ) s, =12
Q

Observemos que I € C1(X;R) e

[M1</ vu|p>r 1/ VuP-2Vuvy
{M2</ wvnﬂ /Q|vu|P*2vuv¢
- /Qf w—/ﬁg(u,v)w—/ﬂms@—/gpw,

I'(u,v)(p, )

+

para todo (p,v¢) € X
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Mostraremos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 O funcional I estd bem definido e € limitado inferiormente.

Demonstragao : Mostraremos que I estd bem definido. Para isso, é suficiente mostrar que o

funcional

J: X — R
(u,v) +— J(u,v):/QF(u,v)

estd bem definido, haja vista que as outras parcelas que compoem I estao, obviamente, bem
definidas.

Como F é continua em [0, k] x [0, k], existe C' > 0 tal que
|F(s,t)] < C, para todo (s,t) € [0,k] x [0, k]

e desde que F(s + k,t + k) = F(s,t), tem-se

()] = \ R

< / |F(u, )| < €9 < co.
Q

Isto mostra que J estd bem definido.

Demonstraremos, a seguir, que I é limitado inferiormente. Para isso, recordemos que
1
w ,;D(Q) = X @Xl,

como foi observado anteriormente. Assim, se (u,v) € X, existem «, € R e ug,vg € Xy tais

que
u=uy+a e v=urvg+p.
Logo,
1~ 1~
I(u,v) = I(up + a,v9 + B) = M1</ Vu|p>+M2</|Vv|p>
p Q p Q
— F(u0+a,v0+6)—/p1(uo+a)
Q Q
- /02(1104—5)
Q
1~ 1~
> ([ 1var) 42 [ ) -
p Q p Q
- /Pl(uo+a)—/02(vo+ﬁ)
Q Q
e assim,
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1~ 1~
I(u,v) > M1</ Vup> +M2</ Vv|p> —C|Q|—/p1u0
p Q p Q Q
- @/01—/0200—ﬂ/ﬂ2-
Q Q Q

Como p1, p2 € L1(Q) e ug,vg € LP(Q), usamos a desigualdade de Holder para obter

/P1U0 < /|p1““0|§|p1|q‘“0‘p7
Q Q

/ povo < / Ip2vol < [palalvoly,

Q Q
1~ 1~

I(wov) > Ml(/ |Vu|p> +M2(/ |vu|p) —clo|
p Q p Q

- |P1|q‘u0|p - |P2‘q|v0‘p-

A\

e da condigao (C)

Por (M) temos

1 1
I(u,v) > fmg_l/ \Vu\p—fmg_l/ |[VoulP = C|Q]
p Q b Q

- |P1‘q‘u0|p - |p2‘q|UO‘p'

Usando a desigualdade de Poincaré para ug e vy

1 p—1 p P L P e
I(u,v) = -my (Vul? + [ [Vo]” ) = ClQ = —1p1lq Vol
p Q Q o0 Q
1 1/p
- —p /Vv p> .
lonly( [ 190l
Desde que u = ug + o e v = vg + 3, segue-se
1 p—1 p p L P e
I(u,v) = -my [VuolP + [ [Vuol|” ) = Cl1Q — —p1lq Vol
p Q Q (S Q

1 1/p
- %092|q</ﬂ|vvo|p> : (3:2)

e devido a fungao
1 p-1 1 1/p 1 1/p
(87t> — ~My (S+t)_7‘p1|q5 _7|p2|qt ; 5,620
P Voo I~

ser limitada inferiormente. concluimos que I é limitada inferiormente. ]

Antes de enunciar o resultado principal desta se¢ao, lembremos que (u,v) € X é uma solucao

fraca do problema (3.1) se
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p—1
/ Va2 Vuvyp = / [Fw,0) + pil
Q Q

()
()]

-1
/ Vo2 Vv = / 9, 0) + polib
Q Q

para todas @, € WHP(Q).

Teorema 3.1 Suponhamos que sejam vdlidas as condigoes (fg), (F1), (M) e (C). Entdo o

problema (3.1) possui uma solugao fraca (u,v) € X.

Demonstragao : Encontraremos um ponto critico do funcional

I(u,v):;M\1</Q|Vu|p> +;z\72(/g|vu|p) —/QF(U,U)—/Qplu—/pr.

Como I € C*(X;R) ¢é limitado inferiormente, do Principio Variacional de Ekeland, existe

(un,vn) € X tal que

IHup,v,) — igl{f[(u,v) (3.3)

I'(up,v,) — 0.

Observermos que u,, € v, podem ser escritas como
0 0
Up, = Uy, + Qo € Uy =0, + On

em que/uE)L:/v?L:Oeem virtude de F(s+k,t+ k) = F(s,t) podemos supor 0 < v, < k
Q Q
e0< 3, <k

De (3.3), existe C5 > 0 tal que
|1 (tn,vp)| < Cs para todo n € N

e de (3.2) obtemos

]‘ —1 0 0 ]‘ 0 1/p
Cs > fml ( [ [ |wnp)c|ﬂ||m|q( / |Vun|f°)
p Q Q o] Q
1 0 1/17
o Vvﬂ) 7
el [ 1948
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o que implica que as seqiiéncias ( / |Vu%|p> e < / |Vv2|p> sao limitadas. Como
Q Q

(u?), (v9) € Xy podemos usar a Desigualdade de Poincaré para concluir que

/hﬁwgk/Wvﬁwgkl
Q Q

/h&?sE/WvﬁWSkm
Q Q

ou seja, (u2) e (v2) sao seqiiéncias limitadas em W1P(Q). Recordando que 0 < «,, < F,

0 < Bn < k, concluimos que (u,) e (v,) sao limitadas em WP(Q). Pela reflexividade de

W1LP(Q) temos, a menos de subseqiiéncia,

Up — ug em WHP(Q),
v, — vUgem Wl’p(Q)7
lunll  — 5,
foul — b,
Uy, — Ugem LS(Q),1§s<p*,
v, — wvpem L(Q),1<s<p",
un(x) — wup(x) ¢.s em Q,

vp(x) — vo(x) g.s em Q.

/plun+/p2vn—>/p1ug—|—/p2vo. (3.4)
Q Q Q Q

Da continuidade de F'

Dai

F(up(z),v,(x)) = F(up(z),vo(z)) ¢.s. em L.
Como
|F(un (@), va ()| < C € LY(Q),
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/QF(un7vn)—>/QF(u0,vo). (3.5)

Sabendo que o funcional
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J:Wh(Q) — R

u o J(u) = ul]?
é convexo e semicontinuo inferiormente, segue-se

lim [Ju, [P = L jun[|” > [luol[”

lim [|v, || = Tim|vn[[” = fJvo[|”

isto é,

lim(/ |Vun|p+/ u,ﬂ’)

Q Q

lim</ |an|p+/ |vnp>
Q Q

[Vl =l = [ Jual

Q Q

[ v =l = [ foup
Q Q

u, — wug em LP(Q),

\Y vV
S~ o~
a4 4
] <
= =
S =3
+ +
{O\;g\
s 5
= =

Observando que

€ como

v, — wvp em LP(Q),

lim/ P = /|u0|p

Q Q

lim/ lon P = /|v0|p.
Q Q

Dai tem-se que (/ |Vunp> e (/ |an|p> sao convergentes, logo,
Q o

lim/ |Vun|p+lim/ [un|? > /|Vu0\p+/ |uo P

Q Q Q Q

lim/ \an|p+lim/ lon|P > /|Vv0|p+/ [vo .
Q Q Q Q

segue-se

Assim,
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lim/ \Vun|p+/ |uo P

Q Q

lim/ |an|p—|—/ |vo [P
Q Q

lim / IV |?
Q

lim/ |Vuy,|P
Q

Sendo M; e Ms fungoes positivas, temos que M, My sao crescentes e assim

]\Z(lim/ |Vun|p> ]\/4\1</ |Vu0p),
Q Q

My(lim [ [V, [P) > z@(/lwol”),
Q Q

Vv Vv
S~ 5—
a4 4
s &
= =
+ +
D\;g\
s F
= =

ou seja,

IV IV
S~ 55—
a4 4
s &
= =

Y

V

e desde que My, My sao continuas

lim]\/fl</Q|Vun|p) J\/4\1</9|Vu0|p) (3.6)
i [ 1vor) > 5 [ 1var) (37)

Logo, de (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7)

v

igl(f](u7 v) = limI(up,v,)

lim 1]\2(/ |Vunp) —&—1]\/4\2(/ anp> —/F(umvn)
p Q p Q Q

- /,Dlun*/piUn
Q Q

1~ 1~

M1</ |VUO|p> + Mg(/ |V1]0|p) —/F(UO,U())

p Q p Q Q

- /Pluo—/szo
Q Q

= I(um Uo)

v

isto é,

55



i&f](u, v) > I(ug,vp).
Por outro lado,
I(ug,vp) > il)n(f I(u,v)
logo
I(ug,vg) = igl(f I(u,v)
segue-se entao
I'(ug,v0) =0

isto é, (ug,vp) é ponto critico de I e portanto solugdo fraca do problema (3.1).
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Capitulo 4

Equacoes Elipticas do Tipo
p-Kirchhoff Com Termo
Nao-Local Nao-Crescente

4.1 Um Resultado de Existéncia

Nesta secao vamos mostrar um resultado de existéncia de solugao nao-trivial e nao-negativa

para o problema

{ —[M([Jullf )P Apu = f(2,u) em Q,
(4.1)

u=0 em 09,

onde Q C RY é um dominio limitado, 1 < p < N, f é uma funcio superlinear com crescimento

subcritico e M : Rt — R é uma dada funcao.

Admitiremos que M é uma fungao continua satisfazendo as seguintes condicoes:
(Hy) Existem mgy,t; > 0 tais que
M(t)>my se 0<t<t.
(H2) Existem mo,to > 0 tais que
0< M(t)<ma se t>ts.

(Hs) lim [M (7))~ = toc.

(Hy4) M é nao-crescente e M (t) > 0 para todo ¢t > 0.

1
Observamos que a fungao M (t) = paratodot > 0e 0 < a < — satisfaz as hipdteses
p

1
(1+41t)e

acima.
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Suporemos que f: 2 x R — R é uma funcao continua e satisfaz:

(f1) f(x,t) =0, para todo t < 0 e para todo = € .

t
(f2) | |1rn+ ]|Ct(|xp,1) = 0, uniformemente em x € 2.
t|—0
t N
(fs) lim f@.1) =0, onde p<g<p*, [ p* = P ) uniformemente em = € Q.
[t]|—+o0 |t|Q*1 N_p

(f4) Existem p < pu < ¢, tal que 0 < uF'(z,t) < tf(x,t), para todo ¢t > 0.

Do ponto de vista variacional problemas nao-locais foram estudados em [5], [23] e [24],
sempre com a hipdtese M(t) > mgo > 0, para todo t > 0, em que mg é uma constante.
Considerando o caso p = 2, Alves, Corréa e Ma [5] mostraram um resultado de existéncia
usando o Teorema do Passo da Montanha associado a estimativas do tipo Gidas-Spruck, onde
a nao-linearidade f tinha crescimento subcritico e superlinear. Vale ressaltar que neste artigo,
pelo menos ao nosso conhecimento, foi usada pela primeira vez a abordagem variacional para
essa classe de problemas nao-locais. Com os mesmo argumentos de [5], Corréa e Figueiredo
[23] mostraram um resultado de existéncia com nao-linearidade f tendo crescimento critico
ou supercritico. O caso com p mais geral foi estudado também por Corréa e Figueiredo [24]
e como, a0 que parece, as estimativas do tipo Gidas-Spruck nao sdo vélidas para problemas
envolvendo o operador p-Laplaciano, os autores usaram comparacao entre os niveis de energia
de certos funcionais. Como estamos trabalhando com uma classe de fungdes M diferente dos
artigos citados acima, nenhuma estimativa desse tipo foi necessaria. Além disso, consideraremos
M (t) > 0, para todo t > 0 em vez de M (t) > mgo > 0, para todo t > 0.

Neste capitulo usaremos o Método Variacional em que soluges do problema (4.1) sdo pontos
criticos do funcional de classe C' (W, *(2),R), I : W, *(2) — R dado por

P = [ P,

I(u) = }gzﬁ(nu\

onde

M(t):/o [M(s)]P~ds, F(x,t):/o f(x,s)ds, u' = max{u,0}

I = M(Julf )P [ [9aP2VaVie— [ st ). para todo o € Wi7(9)
Q Q

Para demonstrarmos nosso resultado, precisaremos do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [7].

58



Teorema 4.1 Sejam X wum espa¢o de Banach e I um funcional de classe C'(X,R).

Suponhamos que I(0) =0 e:
(1) Existem r, p > 0, tal que
I(u) > 7, paratodo ue WyP(Q) com |ul| =p
(#4) Existe e € EZ(O), tal que
I(e) <0
Se, além disso, I satisfizer a condi¢do Palais-Smale, entdo I possui um ponto critico.

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 4.2 Suponhamos que a funcao M satisfaca (Hy) — (Hy) e [ satisfaga (f1) — (f4)-

Entao o problema (4.1) possui uma solu¢do ndao-trivial e ndo-negativa.

Demonstracao : Suponhamos que 0 < ||u||1, = p < t1 entdo, por (Hi)

p—1

I(u) > mlTHqup - /QF(x,qu) para todo u € WyP(Q).
De (f2), dado € > 0, existe § > 0 tal que
If(z,t)] < €t~ se |t| <.
Por (f3), dado € > 0, existe R > 0 tal que

|f(z,t)] < €|t|? ! quando |t| > R.

Além disso, para todo |t| € [§, R] e para todo z € Q) existe K > 0 tal que

|f(z,t)] < Kt]*

Portanto, combinando as trés desigualdades obtidas anteriormente temos

|f(2,t)] < e|t|P~! + Ct|?", para todo € R.

Logo,
p—1
m
1) 2 "l - e [ P - [t
p Q Q
mb!

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno temos ( — eC) > 0, das imersoes de Sobolev e

desde que |u™| < |u| segue-se

59



p—1
my

EC)WH@CJMKF

Para |lul|1,, = p, temos

isto é,

Fixaremos p > 0 tal que

mP1 —
; —eC —Cp?™? >0,
ou seja,
p—1
m —
; —eC > Cp?™P,
isto é,
mb~t eC
0<p?i P <L (1—).
pCe  Ce
Logo,

mP~l 1/q—p
0<p< K _ )} .
pCe  Ce

1 p—1 o\1Yar
Escolhendo p = [2 (mé — 2)} temos
pbLe €

i
>
I(u) > 5

mP~t
( 12 —eC>:T>0.
p

Por (f4), existem Cy,Cs > 0 tais que

|F(z,t)| > C1|t|* — C2 para todos z € Q e t > 0.

Dessa forma, fixando uma fungao ¢ € C5°(2) com ¢ > 0, temos

uw>:%ﬁwwmw4me

1~
EM”WHH*“”LW”*%'

IN
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Assim,

12 L9y,
I(ty) < %/0 [M(s)]p_lds—k;/tz [M(s)]p_lds—Clt“/Q\wl”+C5.

Usando (Haz),

p—1

m —
10 < "yl - Gt [ 4+ G
p Q
e desde que p > p
I(ty) — —o0 quando ¢ — +o0.
Conseqiientemente, existe to > 0 tal que
I(to) <0 com |[tghl1,p > p

Dessa maneira o funcional I satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Mostraremos que I satisfaz a condigdo de Palais-Smale. Para isso, considere (u,) C WO1 ()

uma seqiiéncia Palais-Smale, isto é, uma seqiiéncia tal que
I(uy) —c¢ e I'(uy) — 0.
Dalf,
|I(uy)| < Cs para todo n € N
e, para todo n suficientemente grande,

|7 (Y| < 1 (un) [t 1.5 < Cslfun|

1,p-
Logo,
1, 1,
Huy) — =I'(up)un, < |[T(ug) — =1 (un)uny|
[ [
1
< [ (un)| + *lfl(“n)un‘
I
1
< Cs+ ;H’Uln 1,p)
ou seja,
1 1,
Cs + *Hun”l,p > I(up) — =I'(up)un
I
1~ 1 _
= *M(llunllip)—/F(%UZ)—*[M(llunlﬁ’,p)]p Hunllf,
p Q K
1
+ - f(xau:)un
mJo
1~ 1 _
= —M(llunllf ) = =[M([lunll} )P~ unllf,
p [
1
s [ R st - )|
QLU
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Por (f4),

0< /Q Bf(w,ui)un — F(z,uy)

e dai,

V

= 1,p

1 1~ 1
Cs + —||un M (lunly ) — =[M(lunll5 )Pl
3+ Jllunllip o MUunlfiy) = 2 unll ) unlly,

1 [llunllf, . 1 » . »
= 5 [ e s L P
Como MP~! é continua, pelo Teorema do Valor Médio para as integrais, para cada n € N,

existe 0 < &, < [Ju,[|7, tal que

p
1,p*

||un ”11).;7
/0 M ()P~ ds = [M ()]l

Logo,

1 _ 1 _
03+;Hun 1y = [M(&)]P lllunll’f,p*E[M(HunH’f,p)}p Hunll .

Além disso, como M é nao-crescente

[MEDNP™ > [M([Jun |} )P

Portanto,

1 _
- ;[M(Ilunll’f,p)]” Huall,

V

[M (|17 )17~ n

p
= 1,p

1
Cst llunlly

1 1 p\1p—1 U P
L M>[M(|Iun| P .

Il
N T

1 1
Desde que u > p, < — ) > 0 e usando (H3) segue-se que (u,) é limitada.
p u

Assim, a menos de subseqiiéncia,

lunllf, — 0,

up — U em Wol’p(Q),

u, — u em L°(Q), 1<s<p”,
up(x) — u(x) ¢g.s em Q.

Da continuidade de M

M(Jlunll} ) — M(8)
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e desde que M () > 0, existe K > 0 tal que

M(|lunl} ) > K >0, para n suficientemente grande.

Note que podemos considerar toda seqiiéncia Palais-Smale nao-negativa. De fato, sendo

(uy,) limitada a seqiiéncia u, = u,}" — u, é também limitada. Entao,
I'(up)u,, — 0.
Assim,
Ml )1 [ 10020V = [ s =0
e desde que u,, = u;} — u,,, temos por (f2) e (f3)

[M([|un

el M e
0 que implica
M) [ Vi =0
e daf
[, I, — 0. (4.2)
Assim, podemos considerar u, = u} + 0,(1), de onde segue que
lunll?p = llusy 17 + 0n (1)
Da continuidade de M

M([Junll? ) = M(Jlug 17 ) + on(1)

e portanto,

Além disso,
I'(up) = I'(u)) + 0,(1).
De fato, desde que M é continua temos
[M ([l )P~ = M ([l 17 )17~ + on(1).

Uy,

De (4.2), a menos de subseqiiéncia, temos

() — 0 q.s. em ) assim,
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un(z)  Ouj(x)
Ox Ox

— 0 ¢g.s. em

e daf
|V (2) P2V, (z) — |Vu! (2)[P2Vu! (z) — 0 ¢.s. em Q.

Note que

p/p—1

p/p—1
<[ (|Vun|p2|wn| n Vum“mm)
Q

p/p—1
g/ (|Vunp—1+vu;|1’-1>
Q
< c(/ |vun|p+/ vu,ﬂp) <¢é,
Q Q

/‘ |Vun|p72Vunf |Vu:|p*2Vu;f
Q

pois (u,) é limitada em WP ().

Assim, pelo Teorema de Brézis-Lieb
/Q |V, |P2Vu, Ve = /Q |Vu [P2Vul Ve + 0,(1).
Logo,
I'(up) = I'(u)) + 0,(1). (4.4)

De (4.3) e (4.4), (u}) é uma seqiiéncia Palais-Smale. De onde segue que qualquer

seqliéncia Palais-Smale pode ser considerada uma seqiiéncia nao-negativa, logo, u, > 0 e
conseqiientemente u > 0.
Usando a desigualdade
Cplz —ylP se p=>2,
< |z|P%x — |ylP 2y, e —y > > 2
|| lyl"=y, Y Cplz — 9

— se 1<p<2
(Jz[ = |y)*=

temos
Kp’le/Q|Vun—Vu|p < [M(||un||11”p)]”’1/ﬂ<|Vun|p*2Vun — |VulP~%Vu, Vu,~Vu>

= [M(Jlunll? )P~ lunllf,

= [M(|funl? )1 A [V [PV, Vu

ARG 199) L QIVUI”’2VuVun

+ M (lunlly )Pl -
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Note que
[M (|l 1§ )P~ ullf = M (lunlF )17 /Q [VulP~*VuVu, = 04(1)
e assim,
K”*lcp/n [Vun = VulP < [M(J[unllf )17~ lunllf,
= [M(Jluall? )P ; Vo [P=2Vu, Vu
+ on(1).
Usando (f2) e (f3), temos
|f (2, un)| < elun|P™ + Celun "™
Desde que u, — u em L*(Q2), 1 < s < p*, segue-se

u, — u em LP(Q)

u, — u em LI(Q)
e como
un(x) = u(z) g.5. em €,
existem g € LP(Q), h € L(Q) tais que

lun ()| <g g¢.s. em Q paratodo n €N,

lun(x)] <h g.s. em Q paratodo n € N.
Sendo f continua,
£ (@ tn (@))n() = Fl,u(@))u(z) g5, em 9.

Além disso,

| (@, un () )un (2))|

IN

[f (2, un (2))[[un ()]

elunl” + Celun|?

A

< eg? + C.h? e LHQ).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

| e = [ fwwu

Q
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Por um raciocinio analogo, temos

/Qf(x,un)u—>/gf(:v,u)u

Portanto, de (4.5),

IA

K”’IC%IV%—VUI” (M (Jlun ¥ )1~ nlf

- [M(Hunnﬁ’,p)]p-l/ Vun [PV, Vu

- /f (, un (2))un (z /f (2, un(x))u(z) + 0, (1)
I'(up)upn — I (up)u
= o,(1).

De onde concluimos que
u, —u em WJ(Q).

Pelo Teorema do Passo da Montanha, I’(u) = 0 e assim u é solu¢do do problema (4.1). Desde

que I(u) = ¢ > 0, concluimos que u # 0.

4.2 Um Resultado de Existéncia e Multiplicidade

Nesta se¢ao mostraremos um resultado de existéncia e multiplicidade de solugbes nao-triviais e
nao-negativas para a seguinte classe de problemas
—[M(Jlullf )P~ Apu = " + f(z,u) em Q,
(4.6)
u=0 em 0,

onde0<r<p—1,1<p<N,M:Rt — Re f: QxR — R funcoes continuas satisfazendo
as hipdteses (Hy), (Ha2),(Hy) e (f1) — (f1) da secdo anterior. Substituiremos a hipétese (Hj)
pela condigao:

(Hy) Jim [M(tP)|P~ 1P~V = f o0,

t—oo

Observe que para r = 0 as condices (Hs) e (Hs) coincidem.

Para o caso p = 2, Alves, Corréa e Ma [5] mostraram um resultado de existéncia e
multiplicidade para o problema (4.6) usando o Principio Variacional de Ekeland, o Teorema

do Passo da Montanha e novamente estimativas do tipo Gidas-Spruck.
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Motivados por esse resultado, vamos mostrar um teorema de existéncia e multiplicidade
para o caso p mais geral usando as mesmas técnicas usadas em [5] porém, sem fazer uso de
estimativas semelhantes as usadas pelos autores supramencionados. Além disso, podemos notar

que para A =0 e r = 0 os problemas (4.1) e (4.6) coincidem.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Suponhamos que f e M satisfacam as condicoes (f1) — (f1) e (Hy), (Hs), (Hy)
e (Hy). Entao existe \* > 0 tal que para X € (0,\*), o problema (4.6) possui pelo menos duas

solugoes uy e ug satisfazendo
I(Ul) <0< I(UQ)

Demonstragao : Considere o funcional energia I : W,"*(€2) — R associado ao problema
(4.6)

1

) = S5l ) = 5 [ @t = [ P

onde

—

M(t) = /0 (M(s)P~1ds, F(z,t) = /0 F(z, 5)ds

e ut = max{u,0}.

Note que I € C* (W, ?(Q);R) e
I = M(Jull?)P~ /Q VulP2Vuve - A /Q () — /Q f e,

para todo ¢ € W, *(9).

Primeira Solug¢ao (Principio Variacional de Ekeland)

Para ||ull1,, < t1, em virtude das condi¢des (Hi), (f2), (f3), das imersdes de Sobolev,

recordando que |ut| < |u| e considerando € > 0 suficientemente pequeno, obtém-se

1 .4 CyA
I(w) = —mi ullf ), — lull7y" = ellullf , = Cellullf,
r+1
Ca —~
= Gsllully, — 7 llul 1 — Cellullf -
Fixemos p > 0 tal que ||u|]1,, = p < t1 e assim,
CaA —~
I > CspP — T — Cept.
(W) = Csp" = =p P
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Escolhamos p, suficientemente pequeno, de maneira que
—~ C
Csp? — Cep? > fpp.
Logo,

Cs Cy _
> o p 20 A% (r+1)—p
I(u)_p<4 7“+1p >

e observando que

Cs _ Cad iy Cs  Cad (1)
b e S 0 & =2 r)-p
4 r11’ - 1 r11”

(7" + 1)05 p(p—l)—r

A
& AL 10,

(’I’ + 1)05 p(pil)

lh A=
escolhamos sC.

" de modo que para A € (0, \*), teremos

I(u) > =pP = >0 para |ul =p.

Assim, I é limitada inferiormente em B, e portanto, existe inf I.
B, (0)

Considerando o espaco métrico completo (M,d) = (B,(0),|.]l1,p), segue do Principio

Variacional de Ekeland que existe (u,,) C B,(0) satisfazendo

I(up) — inf T (4.7)
B,(0)

1 _
I(u,) < I(u) + ﬁ”u — Up||1,p, para todo u € B,(0),u # uy, (4.8)

Afirmagao 4.1 inf [ <0.
B,(0)

De fato, fixado ¢ € C5°(2), ¢ > 0 et > 0 tem-se

1 rlieel?, L e )
Ito) = / M (s))Pds — /Q o /Q Fla, t0)

Itellp < llell1p, para0 <t <1

Da continuidade de M, encontramos constantes C, K > 0 tais que

C < M(s) < K, para todo s € [0, o]} ].
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Logo,

]Z'p—l )\tr+l
I(tp) < lelf, — —— T“—/F tp).
(t9) < el = 2o [ o = [ Plato)

Por (fy), desde que ¢,t >0

/Q F(x,tp) > 0.

Portanto,

Kr! At
I(te) < Plollf, — —— [ ¢
(t9) < ——lell, ~ 27 [

ecomo 1 < r+1 < p temos, para t > 0 suficientemente pequeno, I(t¢) < 0 e conseqilientemente,

inf T < I(ty) < 0.
B,(0)

demonstrando a afirmacao.

Usando (4.7), existem ng € N e uma constante positiva Cg tal que
I(u,) < —Cg paran > ng,
mostrando que (u,) ¢ 0B,(0), pois tal fato implicaria em
I(up) >0 >0

contradizendo a Afirmagao 4.1. Assim, (u,) C B,(0).
Além disso, desde que I € C*(W,?(Q),R), usando (4.8) encontramos

I'(u,) — 0.
Portanto, a seqliéncia minimizante (u,,) satisfaz
I(un) — _inf T,
B, (0)

I'(up,) — O, (4.9)

implicando que (uy,) ¢ uma seqiiéncia (P.S) i ¢ 7
B,(0)

Afirmacao 4.2 A seqiéncia (u,) possui uma subseqiéncia fortemente convergente.

De fato, como (u,) é limitada, a menos de subseqiiéncia, existem 6 € R e u; € WyP(Q)

satisfazendo
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Hunllzlj,p - 9177

u, — u; em WyP(Q),
u, — wu; em L°(Q), 1<s<p",

up(x) — wui(x) ¢.s. em Q.

Da convergéncia fraca
limllun[[f , = uallf -

e desde que [Ju, |1, < p, tem-se u; € B,(0).

Da continuidade de M e do fato que [lu, ||}, — 67, temos
M(|lunlly ;) — M(6).
Sendo M(6) > 0, existe K > 0 tal que

M([lunlf,) > K >0, para n suficientemente grande.

Argumentando como na sec¢ao anterior, desde que u, é uma seqiiéncia (P.S), podemos

considera-la uma seqliéncia nao-negativa, isto é, u, > 0 e assim u; > 0.

Usando a desigualdade
Cole =yl se p>2,

p—2,. p—2 _
<z =yl Ty e -y > > Cylz — y? 1 ) (4.10)
(o> " =P=%

obteremos
K’“q/ ViV [P < [M(Hunuf,p)}p*% IVt [P~ 2Vt | Vtn [P 2V 1, Vit —Vg >
Q Q

= [M(HunH’f,p)]”’lIIUnII’i’,p*[M(IlunII’i’,p)]”’lsqunlp’QVunVul

1p*

[M (|[unllf )P~ AVulI”’zvmvwﬂr[M(Huan,p)}p’lIIU1H”
Notando que
(M ([l )P~ luallf = M (lun1F )17 /Q [Vur P72 Vs Vauy, = 0n (1),
podemos concluir
K6 V0w < D)0 ol”

— Ml )P [ Va2V, T +0,(),
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Seguindo o mesmo raciocinio usado na sec¢ao anterior, as seguintes convergéncias ocorrem

[t~ [ e,
Q Q
/f(x,un)un - /f(xuul)ulv
Q Q
)\/u:;ul — )\/ ui T
Q Q
)\/ utt - )\/ ui Tt
Q Q

Dessa forma, obtemos
-1 _ — —
K C;ﬂVun—pr < M (lunllf )P Hunllf , = M (unl7 )1 1£qun|p *VuVuy
— )\/ ultt 4 f(a:,un)un%—/\/ufbul —/ [z, up)uy
Q Q Q Q

+ on(1)

= I'(up)up — I'(un)uy

= on(1)

e portanto,
U, — up em WyP(Q).
Sendo I um funcional continuo e da unicidade do limite

I(up) — I(uy) = inf 1.
B, (0)

Desde que I'(uy) — 0, I' é continua e da unicidade do limite
I'(un) — I'(u1) = 0,

ou seja, uj é ponto critico de I e assim, u; é solugao fraca do problema (4.6) com I(u;) < 0.

Conseqiientemente u; € B,(0) e u; # 0.

Segunda Solugao (Teorema do Passo da Montanha)

Notemos primeiramente que 1(0) = 0 e que existem p,d > 0 tais que

I(u) > 6 para todo u € S,(0).

Mostraremos que existe e € ECP(O) com I(e) < 0.

De fato, fixe ¢ € C5°(2), ¢ > 0 e considere t > 0 tal que [[tp||}] , > ta. Assim,
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t> leel?, ri1
I(tg) < / M ()P Nds + = / M ()]s — / o / Flz,tp).

p p r+1
De (Hg),
1 [tz mpfl mpfl AL
Itgogf/ M(s)]P~tds + —2—1t7||p||b , — —2—ty — /cprﬂf/F:v,tgo.
o)< [ Do) Ll - "ite - 2 [ o= [ PGt
ou seja,
1 At ~
I(tp) < =mb~'tP p—i/ T“—/F t :
(t0) < st el - o [ o = [ Pt +€
F(x,t
Denotando por h(t) = y para todo ¢ > 0, por (fy),

1
B'(t) = s [tof(x, t) — uF(x,te)] > 0, para todo t > 0

de onde segue que h é crescente. Logo, para t > 1, h(t) > h(1), isto é,

F(z,ty)

o 2 P e)

e assim,
F(x,tp) > t"F(z, ).

Portanto, para t > to suficientemente grande

Ito) < Lmtrpop. — M / Pl g / F(z,¢)+C
—m - - T,
P) > p 2 Pli1,p 1 Q‘P o 14

e desde que 1 < r+1 < p < u, segue-se que I(tp) — —oo quando t — +oco.

Fazendo e = ty com t suficientemente grande,
I(e) <0, e€ B, (0).
Afirmacao 4.3 O funcional I satisfaz a condigdo de Palais-Smale.

De fato, seja (u,) C Wol’p(Q) uma seqiiencia Palais-Smale, isto é,
I(up) — ¢ e I'(u,) — 0.

Assim, existe C' > 0 tal que
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|7 (u,)| < C, para todo n € N,

|I/(U'n)un| < [lunll1,p,
para todo n suficientemente grande. De onde segue

1 1
I(uy) — =I'(up)u, < C + =||lu,
(un) m (un) MH 1,

e como u, = u, — u, segue-se

1 1
CH+ “unl > I(un)— —=I'(up)uy
u” I (un) m (un)
= M () - g @ - [ P
P 1,p T—l—l Q n o s Un
1 1 1
- —|M unp pilunp +7/uir+l+7/fxvu;run
M[ (lunllf pJP~ unlly, u Q( ) A ( )
1~ 1 _
= —M(lluallf ) = =[M(unllf JP~ unll?,
p 1
A )\)/ 1 1
- - — (u)r* —|—/ —flx,u)u, — F(z,utb) ).
<T+1 k) Ja ) Q \M ) ( )
Por (f4)7
1 1— 1 . A AN, e
C+ ;”un”Lp > ];M(llunllf,p) - ;[M(Hun\llf,p]p lunlly , — (m - u) lun |, s
A A . -
e desde que ; i < 0 segue das imersoes de Sobolev e do fato que u; < |u,,|

1 1~ 1 - _
C+ ﬁllunlll,p > Z;M(Ilunll’f,p) - ;[M(Hun\lf,p]p Hlunl7 ) = Cllunlli5}

Pelo Teorema do Valor Médio para as integrais, para cada n € N, existe 0 < §, < ||un||1f’p

tal que

P
1,p*

llunll? ,
/0 [M(s)P~ds = [M(&a)]"™ [lual
Além disso, sendo M nao-crescente
(MNP~ = [M([Junl? )P

Assim,
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1 L1 p 1p—1 P ol r+1
0+;wmu,z <p—u)Mm%MAp%hm—ﬂWMm~
1 1 ~
Fazendo 0 < | — — — | = C, obtemos
p U

. ~ 1 _
ﬂmeﬁﬂpW%M@§C+;MNm+CMM$1

e de (Hy) segue-se que (u,) é limitada e portanto, a menos de subseqiiéncia
u, — uy em W,P(Q)
lunlf, — o

u, — wug em L°(Q), 1<s<p,

up(x) — usg(x) ¢.s. em €.

Repetindo os mesmos argumentos usados na demonstragdo da Afirmacgao (4.2) concluimos

que u, >0, us >0e

Uy, — uy em Wy (Q).

Pelo Teorema do Passo da Montanha I’ (u2) = 0 e desde que I(uz2) = ¢ > 0, tem-se ug # 0.

Assim, obtivemos duas solugoes fracas nao-triviais e ndo-negativas u; e ug do problema (4.6)

tais que I(u1) < 0 < I(ug), o que conclui a demonstracao do Teorema 4.3. [ |
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Capitulo 5

Equacoes Elipticas do Tipo
p-Kirchhoff Com
Nao-Linearidade Descontinua

5.1 Resultados Abstratos

Nesta secao veremos alguns resultados basicos da teoria dos pontos criticos para funcionais
localmente lipschitzianos, desenvolvido por Chang [18], baseados na Anélise Convexa e no
célculo subdiferencial de Clark [21].

Definicao 5.1 Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional. Dizemos que I € um
funcional localmente lipschitziano (I € Lipj(X,R)), se dado u € X, existir uma vizinhanga

V=V, C X e uma constante k = ky > 0 tal que

|I(1}2) — I(’Ul)| < k}H’Ug — UlH, V1,V € V.

Definigao 5.2 A derivada direcional de I em u na dire¢do de v € X ¢é definida por

1 -1
I°(u;v) = limsup (ut htAv) (u+h)
h—0,A—01 A

Pode-se provar que I°(u;v) é subaditiva e positivamente homogénea isto é,

I%(w;vp +v2) < I%(usvp) + I0(u;v2),
I°(u; ) = MOw;v),

para todo u,v1,v9 € X e A > 0.

Usando essas condigoes, segue-se

|Io(u;vl) —Io(u;v2)| < Klvy —va|, K=K, >0.

(0]



Conseqiientemente, I°(u;.) é continuo e como também é convexo, podemos considerar sua

subdiferencial em z € X, o qual é dada por
OI%(u; 2) = {p € X*;1%(u;v) > I°(w; 2)+ < p,v — 2 >,v € X},
onde X* é o dual topoldgico de X e <, > é o par de dualidade entre X* e X.

Definicao 5.3 Definimos o gradiente generalizado de I em u como sendo o conjunto
OI(u) = {p € X*; I°(u;v) >< p,v >, para toda v € X}.
Desde que I°(u; 0) = 0, segue-se que dI(u) = AI°(u;0). Além disso, para todo v € X, temos
I%(u;v) = max{< p,v >;pu € 9I(u)}

Uma importante propriedade do gradiente generalizado é a seguinte: Se u € X entéo 01 (u)

é um conjunto convexo, ndo vazio e fraco*-compacto. Em particular, existe w € 9I(u) tal que
m(u) = min{||w||«; w € OI(u)}.

Outras propriedades sobre derivada direcional e gradiente generalizado podem ser vistas em
[21] e [35].
Note que 9I(u) = {I'(u)} quando I € C*(X,R).

Definicao 5.4 Uma segiiéncia (u,) C X é uma segiiéncia de Palais-Smale no nivel ¢ ((PS).),

se

Defini¢ao 5.5 Um funcional I € Lip;,.(X,R) satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no nivel c,

se toda seqiéncia (PS). possui uma subseqiiéncia fortemente convergente.

Na demonstragao do resultado principal deste capitulo usaremos uma versao do Teorema do
Passo da Montanha para funcionais Lipj,., o qual foi demonstrado por Chang em [18], usando
uma variante apropriada do Lema de Deformacao, tal resultado também pode ser encontrado
em [35].

Dizemos que um ponto ug € X é um ponto critico de I se 0 € 9I(up). Um ponto de minimo

(méximo) local é um ponto critico.

76



Teorema 5.1 Seja I € Lipjoo(X,R), tal que I(0) = 0 e suponhamos que:

(i) Existem constantes n >0 e p > 0, tais que I(u) > n, para ||u| = p, v € X;

(13) Existe e € X, com |le|]| > p, tal que I(e) < 0.

Se, além disso, I satisfizer a condigdo de Palais-Smale no nivel ¢ com ¢ = in{; m[ax] I(~(t))
vET te[0,1

onde

I'={yeC([0,1],2),7(0) =0 e (1) =¢}

entdo ¢ > 0 € um wvalor critico de 1.

5.2 Um Resultado de Existéncia e Multiplicidade

Nesta secao vamos estudar a existéncia e multiplicidade de solucoes nao-triviais e nao-negativas

para a seguinte classe de problemas

=M ([lullf )P~ Apu = AH (u — a)u? + h(z)u® em €,
(5.1)
u=0 em 0,

onde Q é um domifnio limitado do RY, M : Rt — R é uma funcdo continua satisfazendo as

condicoes:
(H1) Existem mgy,t; > 0 tais que

M(t)>my se 0<t<t,

(H2) Existem meo,te > 0 tais que

M(t)§m2 se t2t27

(Hs) lim [M(tP)]P~ 1P~ = 400,

t—o0

(H4) M é nao-crescente e M (t) > 0 para todo ¢t > 0,
onde l <g+1<p<s+1<p*a>0eA>0 parametros reais, h: 2 — (0,00) uma fungao
positiva mensuravel com h € L>*(Q) e H é uma fungao de Heaviside, isto é,

0 se t<0,

H(t) =
1 se t>0.
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Como foi dito na introdugao, problemas com nao-linearidade descontinuas modelam diversos
problemas que surgem na fisica matemdatica. Entre os exemplos tipicos, citamos o modelo
para a condutividade do calor em meios elétricos. Este modelo tem uma descontinuidade
em suas leis constitutivas. Na realidade, considerando € um dominio em meios elétricos,
a condutividade térmica e elétrica serd denotada por K e o, respectivamente, x € ) e t
representara a temperatura. Por estarmos trabalhando em meios elétricos, a fungao ¢ pode
ter descontinuidade em ¢ e a distribuicao de temperatura é desconhecida. A equacao diferencial

que descreve esta distribuicao é

_ g 61 (K(a:,u(@ﬁgif)) = oz, u(z)).

Note que esta equacao estd relacionada com um problema de fronteira livre no qual a superficie

de descontinuidade da condutividade elétrica é desconhecida. Descrevemos esta superficie como

sendo
To(u) ={z € Q,u(z) = o, o é descontinua em a}.

Quando a condutividade térmica K é constante e a condutividade elétrica o tem um tnico salto

e crescimento sublinear e subcritico, o modelo se torna
—Au=AH(u — a)u? + h(z)u® em Q

onde H é uma funcao de Heaviside, 0 < ¢ < 1 < s < 2* — 1, A é um parametro positivo e h é

uma funcao mensurdvel definida em Q.

Observe que, nesse modelo, a superficie de descontinuidade é representada pelo conjunto
Fu(u) ={z € Qu(z) =a}.

Utilizando métodos variacionais aplicados a um funcional dual definido ndo em Hg(£2) mas
em L?(Q2), Ambrosetti e Turner [8] obtiveram resultados sobre existéncia, multiplicidade e

simetria (quando € é simétrico) de solugoes para o problema
—Au = H(u—a)p(u) em
u =0 em 0f.

Com argumentos de Bifurcagdo Global, Ambrosetti, Calahorrano e Dobarro [6] estudaram

equagoes do tipo
—Au=H(u—a) em )

tanto no caso em que € é limitado, quanto no caso onde Q = RY, obtendo solugdes do tipo

ground-state.
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Entretanto, a equagao
—Au + b(z)u = p(x)u? em RY

onde o potencial b é uma funcao que pode mudar de sinal e ¢ € (0,1), foi estudada por
Badiale e Dobarro [13], que usaram minimizacdo com vinculos e principios de concentracao
de compacidade para lidar com as seqiiéncias minimizantes no caso p = —1 e minimizagao e

técnica de sub e supersolugoes para o caso p=1 .

Para Q limitado, Badiale [11],[12] estudou a equagao
—Au =\ H(u—a)+u""! em Q

obtendo resultados de existéncia de solugoes positivas para valores apropriados de a > 0 quanto
de A > 0 no caso em que p = 2*. Em [11] o autor aplica argumentos de minimax a um funcional
dual associado ao problema acima, enquanto que em [12] é usado cédlculo subdiferencial para
funcionais localmente lipschitzianos. Badiale e Tarantello [14] provaram vdrios resultados de
existéncia e multiplicidade para equagoes do tipo acima, usando argumentos variacionais para
funcionais localmente lipschitzianos.

Em 2002 Alves, Bertone e Gongalves [2] empregaram técnicas variacionais para estudar

questoes sobre existéncia, multiplicidade e regularidade de solugoes positivas para a equagao
—Au = M(z)H(u — a)u? +u® ~ em RV,

No ano seguinte Alves e Bertone [1] estudaram questoes de existéncia e multiplicidade para a

equacao
—Ayu = H(u— a)u” ~* 4+ M\n(x) em RY.

Nos dois ultimos artigos foram utilizados variantes para funcionais localmente lipschitzianos do

Teorema do Passo da Montanha, o Principio Variacional de Ekeland e Célculo Subdiferencial

Para o caso de sistema eliptico com nao-linearidade descontinua podemos citar o artigo de
Corréa e Gongalves [25], que obtiveram resultados de existéncia e regularidade de solugoes para

o sistema eliptico
—Au = f(z,u) em Q
—Av = du — v em
u,v € HH(Q).

onde 2 C RY é um dominio limitado, f : Q x R — R uma funcdo mensuravel e §,7 > 0
sdo constantes, usando argumentos de minimizacdo para uma equagao integro-diferencial

equivalente ao problema original e Calculo Subdiferencial.
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O problema (5.1) é uma variagao dos problemas anteriormente citados, mais especificamente
fomos motivados pelo trabalho de Alves e Bertone [2]. Nesta se¢do usaremos técnicas
semelhantes utilizadas pelos autores para provar um resultado de existéncia e multiplicidade

para o problema (5.1).

Nao conhecemos na literatura nenhum resultado para problemas nao-locais com nao-

linearidade descontinua. Portanto, nosso resultado parece ser novo mesmo para o caso p = 2.

Usaremos técnicas variacionais aplicadas ao funcional nao-diferenciavel

Dnaw) = - (Ialf) = M) = 55 [ b))

onde

M) = / (M (s)P~ds

0

v = [ P

com F(u) = / " Ft)dt, £(8) = H(t — a)(#+)1 com ¢+ = max{0, £}.
Como umaosolu(;éo do problema (5.1) entendemos uma fungio u € W,"* () satisfazendo
—[M(JJullf )P Apu(e) = h@)u(@)® € Af(u(z)) g.s. em (5.2)
sendo fa funcao multivalente
[f~(a), f+(a)] se s =a,
[f)})  se s#a,
com f(t) = H(t — a)(tT)? nao-decrescente, fi () = 6£r61+ fE+d)e f_(t) = 6£r61+ ft—=9).
Observagao 5.1 Considere o conjunto de niveis
[,(u) ={z € Qu(zr) =a}.
Note que, se |T'y(u)| =0, entdo u satisfaz
—[M([[ullf )P~ Apu(z) = AH (u(@) — a)u(x)? + h(@)u(x) q.s. em Q. (5.3)

Claramente uma solugdo do tipo (5.3) é também uma solugdo do tipo (5.2).

Enunciaremos agora o principal resultado deste capitulo.
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Teorema 5.2 Suponhamos que M satisfaga as condi¢es (H1) — (Hy) e h € L>®(Q). Entao
existem \* > 0 e a* > 0 tais que para A € (0,A*) e a € (0,a*) o problema (5.1) possui duas

solugoes nao-triviais e ndo-negativas uy € us satisfazendo:
(i) Ta(u;)] =0, i=1,2,
(ii) Ina(us) <0 < Ialur),

(ii1) [{z € Qu;(z) >a}| >0, i=1,2.

Para demonstrarmos o Teorema 5.2 precisaremos de alguns lemas que veremos a seguir.

Lema 5.1 Eziste \* > 0 tal que o funcional I , satisfaz a geometria do Teorema do Passo da

Montanha, para todo a > 0.

Demonstragao : Recordemos que

1

D) = SNl ) = 3o = = [ By

onde ]/\J\(t) = /0 [M(s)]P~tds, (u) = /QF(U), F(u) = /0“ f#®)dt com f(t) = H(t —a)(tT)4.

(i) Considere u € Wol’p(ﬂ) tal que 0 < ||ull1,, = p < t1 entdo por (Hy),

hotw > ", A [ P = =5 [ st

)p—/\// H(t—a) t+)qcztdx——/ st

Observando que H <1 e ut < |u| temos

]f,p_/\//(
-1
> g, - 2 [ i - / Al
- D P41 s+1

p—1
m A 1 )
= ——|lullf, - —=lul" - 7/ h(z)lul**.
p q+1 s+1 Jq

h(ﬂ@)(zﬁ)s+1

I)\,a(u) Z

Das imersoes de Sobolev e do fato que h € L>()

p—1

m
Doa(u) > ——/ull}, - — Callullit}.
Como 0 < ||lull1,p, =p < t1,
p—1
m Ci A
I U > 1 _ qg+1 C s+1
ra(u) = » o’ i1’ 2p
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Escolhamos p > 0 de modo que

p—1 p—1

my s+1 < Mg
pP = Cop®™ > ——pP.
P 2p
Assim,
Pt CiA
Luo(u) > mlipp A2 e+t
2p q+1
-1
— pp<m117 _ CiA p(q+1)p>.
2p qg+1
Notemos que
p—1 p—1
m O s e A @ o T
2p qg+1 q+1 2p
mi (g +1)

— O<A<W.

mi (g +1)

Escolhendo \* = Wa

para A € (0, \*) temos

p—1
1

I)x,a(u) 2 mn

PP =n>0.
2p

Portanto,

Ina(u) >n >0, para 0<|ul1p=p.

(i) Considere ¢ € CF°(2), ¢ > 0. Assim, para t > 0 com |[[tp]]} | > t2, segue de (Hy),

1 [tz 1 [litel?,
Duatte) < o [P tds o [ r)rds - [ Fee)
P Jo D Jt, Q
1
_ h —+\s+1
— [ Ha))
1" -1 L p1 p " +
Lualte) < = [ [M)Ptds+ ~ml = |lll?, — A H(s — a)(s+)1dsdz
P Jo p ’ oJo
1 S
- / h) ().
s+1 Jq
Desde que H > 0, segue-se
1 b1 ! s+l &
Dnalt) < Sl = [ m@)hy+ +6

ecomo 1 <qg+1<p<s+1, teremos

I o(tp) - —oco quando t — +oo.
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Assim, existe e = typ tal que
Inale) <0, com e e B3(0).

Observagao 5.2 Usando o Lema 5.1 podemos concluir do Teorema do Passo da Montanha

para funcionais Lipiee que existe (up) C Wol’p(Q) tal que

I)\,a(un) - G

m(u,) — 0.

Lema 5.2 Se u € W, () ew € d(u) entio
w(z) € [f-(u(@)), f+(u(x))] gs. em Q.
Demonstragao : Recorde que o gradiente generalizado de ) em u é dado por
Op(u) = {p e (WyP(Q)*;¢°(u,v) >< p,v >, para toda v e WyP(Q)}

onde

Y0 (u,v) = limsup Yluthov) —ylut h)
h—0,6—07+ d

Note também que
0< f-(u(@)) < fr (@) < ()" qs. em L.

Seja v € C§°(Q), i — 0 em Wy () e 8, — 07 tal que

¢°(u,v) = limsup Yt pn + 572;)) — (u+ pn) .

Assim

¥0(u,v) = limsup ( /{ R /{ . Gn(v(aj))) (5.4)

com

Gu(v(0)) = 3 (F(ule) + o + 5,0(0) = Flula) + ) ).

Desde que p,, — 0 em WO1 P(Q), a menos de subseqiiéncia, temos
tn(z) =0 g.s. em Q

e além disso, para cada x tal que v(z) > 0, do Teorema do Valor Médio
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limsup G, (v(z)) < fr(u(x))v(z) ¢.s. em £

n—oo
Observemos que,

[P () + 8,000 = Flu(o) + (o)

1 w(@)+pn () +6nv(x) 1 w(z)+pn ()
/ H(t — a)(t+)tdt — < / H(t — a)(t+)%dt
0

|Gn(v())| =

5 n
1 w(x)+pn(z)+0nv(x)
On | Ju(e) 41 ()

Como H < 1, segue-se
w(x)+pn (z)+6nv(x)
Gulv(@))] < / (+)rat
5 (z)+pin(x

1 u() + pn() + 0,0()] 7 — [u(z) + pn(2)] 7
q+1 On

Usando o Teorema do Valor Médio, dado 0 < |d,| < 1, existe 6,, € (0,1), tal que

|G (v())] < Ju(@)|[v(@)] + | (2)|*]0(@)] + Jv()|"F!

e desde que p, — 0 em Wg’p(Q)7 a menos de subseqiiéncia, existe g € L1(Q) tal que
|kn(2)] < g(x) g.5. em €.

Assim,

|G (v())] < Ju(@)|[v(z)] + |g(@)||o(@)] + [v(z)|*F € LN ().

Como

limsup G, (v(z)) < fr(u(x))v(z) ¢.5. em £,

segue do Lema de Fatou

lim sup /{ IRCCCIE /{ AT

Analogamente, temos que

lim sup /{ Ly Cnlol) < /{ Ly @)

Das desigualdades acima e por densidade temos que a seguinte desigualdade
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O’LL’U _\ulx))vlx ulx))vlax .
WP(a, )</{U<O}f (u ))()+/{v>0}f+(()) (2) (5.5)

6 vélida para as fungoes de LP(€) e Wy (Q).

Seja w € A(u) C (LP(Q))* C (W, *()) e suponhamos, por contradicao, que exista A C Q
com |A] > 0, tal que

w(z) < fo(u(z)) em A.

Assim,

[ w@ < [ 1. (5.6)

- [ wlo) = [ w@)xa)

onde x4 é a fungao caracteristica de A e —xa € LP(Q).

Note que

Pelo Teorema de Representagao de Riez, temos
<w,—xA >= /Qw(—XA).
Como w € 99 (u), segue-se
<w,—xa >< ¥ (u, —xa).
Por (5.5), temos

[ w@xa) =< w—xa >< Pl —xa) < [ fw)n=— [ 1)
Q <0 A

onde U= —xa4.
Portanto,
S CCER RO
A A
isto é,

flu(z)™) < /A w(z),

A
o que contradiz (5.6).
Logo,

f-(u(z)) <w(x) g.s. em Q.
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De maneira andloga mostra-se que
w(z) < fy(u(z)) ¢.s. em .
Assim, se u € Wy P(Q) e w € dP(u), entdo

w(z) € [f-(u(@)), f+(u(@))] g5 em Q.

|
Lema 5.3 O funcional Iy , satisfaz a condi¢go de Palais-Smale no nivel c.
Demonstragao : Seja (u,) C W, ?(Q) satisfazendo
Io(up) — ¢
m(u,) — 0.
Considere
Ixa(u) = ¢(u) = Mp(u) — J(u)
onde o) = STl ), w(w) = [ Fu) e Jw) = = [ hla)) .
Seja (wy) C (WyP(2))* tal que m(uy) = [|wnll« €
wn = ¢'(u) = Apn — J'(u) (5.7)

com (pp) C OV (up).

Provaremos que (u,) C W,*(2) ¢ limitada.

De (5.7),
Wn 4+ Apn = ¢ (un) — J' (un)
e assim,
< wn + Myt >= [M([[unllf )P unllf, ~ /Q h(@)(uy) tn.
Logo,

1 1~ 1
Da(un) = —— <wn + Ao > = ~M(||unllf ) =\ | F(up) = —— [ h@)(u))™*

_ 1 p \p—1 p L/ +\s
M) o g [ )
Sabendo que u, = u} — u,
e = [ e )
s+1 Jq noon s+1 /g " " "
1 b1 / .
— s _ h s
1 [ et = g [ e



isto é,

1 s _ 1 s
/Q ha) () un = /Q h) (),

s+1 541
implicando
1 1
I/\,a(un) - m <Wwp + )\pnaun > = D |un|| A/ F un
1
_ h +\s+1
= (@)

-1
— s P Ml

+ o / B (),

s+1

De onde segue

1~ 1 -
< wWn + Apn, U > = EM(Ilunllﬁ’,p) = 7 M ([[uallf )]

s+1
- )\/QF(un)

Desde que (u,,) é uma seqiiéncia (PS). existe Cy > 0 verificando

1
I/\,a(un) - ﬁ

[1x,q(un)| < Cq, para todon € N

€ como
1 1 1
A I <wnun >3] < P 1l <wnun > < pos [wnl[«[[unlltp < Csllunll1p
obtemos
1
Iy a(un) — <wWp 4 Apn,tp > < Co+ ——[— < wp + App, up >

s+1 s+1

1
Cy + m|< Wy + )\pn,un >|

1 1

IN

Cy + Cs|lunll1 ——|< Py Up >

A
710 _|_1

Como (pn) C 0% (un)
< Py v >< 0 (uy, v) para todo v € Wy P(Q).

Assim, da desigualdade (5.5) com v = u,, temos

< prstin > Y0 (upiuy) < / Of—(un)un +/ S+ (un)up
Uy <

Up >0

< [ b [ @,
uUn <0 Up, >0

< [ bt u) s [ @l )
uUn <0 un >0

<

/ |un|q+1§/ |un|q+1.
Up >0 Q
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Das imersoes de Sobolev
< ot > | < [ a7 < Coun 2]
Q
Dessa forma,

1
I)x,a(un) - m < Wwn + App, up >< O + C3Hun||1,p + O5||Un||({:;1 (59)

Logo, de (5.8) e (5.9) , segue-se

1 1= 1 B
Co+ Csllunllip + Csllunll Ty 2 ZM(lunlfp) = 27 M (el ) lunl
Un
_ )\// H(t —a)(t")dtdz.
QJo
Portanto,
1~ 1 —
SM(lunl? ) = S M unl ) el < Co o Callunllig + Cslunl15)
N A// H(t — a)(tT)"dtdz
QJo
< Co+ Calunllp + Csllunllfl)
+ )\// ’(t+)thdx
QJo
devido H < 1.

Usando as imersoes de Sobolev, temos

1 1 _
EM(Ilunll’f,p)—m[M(Ilunlljf,p)]p uall?, < Co+ Csllunlliy + Csllua |45}
+ ACelluall ¥
Sendo
1~ , 1 flluallf, .
EMm%m@=§A M (s)P~ds
segue-se
1 Hunl‘fp 1 1 » 1 »
5/0 [M(s)]P ds—m[M(HunHl,p)]p lunlly, < C2+Cslunlliyp
1
+ Crllunll) (5.10)

Da continuidade de MP~" em [0, [|u,|]} ], pelo Teorema do Valor Médio para as Integrais,

existe 0 < &, < [Juaf , tal que

1 ”UnHpr p—1 o p—1 p
5/0 [M ()P~ ds = [M(&:)]P~ [unl -

Desde que M é nao-crescente

[M (&)™ > [M(Jlun|

9] Lo (5.11)
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De (5.10) e (5.11),

1 - 1 - +1
];[M(Ilunllﬁ’,p)]p Nunll?, — 1 M Ulunlly )1 Huallf , <102+ Callunllip + Crlluall{},

de onde segue

1 1 _ 1
(5= 537 ) M Cleall )Pl < Co +Calunla 4wl 5

implicando em

1 1 ) -1 (p—1)—q Cy Cs
G- R A F e P

Por (Hs), segue que (u,) é limitada logo, a menos de subseqiiéncia, existe (u1) € Wy P (Q) tal

que

||un||11),p - 19?7
U, — up em W,P(Q),
u, — wu; em L%(Q), 1<a<p’,
up(z) — wui(x) g.s. m Q.
De (5.7), (pn) ¢é limitada em (W, *(92))* logo, existe po € (W3 (Q))* onde
pn = po em (Wy(Q))7,

pn(x) — po(z) g.s. em

Pelo Lema 5.2 , desde que p,, € 9¢(uy,), temos

pn(x) € [f-(un(2)), f+(un(z))] g.s. em Q.

Conseqiientemente,
po(@) € [f-(ur (@), f1((2))] g.s. em Q.

Note que podemos considerar u, > 0. De fato, sendo (u,) limitada, a seqiiéncia (u, ) é

também limitada.

Por (5.7),
< Wy, uy, >= ¢ (up)un — A < pyuy, > —J (up)u,,
e como
Py = [ h)ty v =0
seguie-se

< wp,uy, >= ¢ (up)un — A < pyuy, >
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De (5.5),

f un () + / Fo (un ()

< oyt >< 0 (upjuy) < /
Uy >0

un, <0

Como u,, >0,

/un <0 f-(un(@))uy =0

e desde que

n n = li Tz o)u,,
f+ (U’ (LU))’LLn 541>I(r)1+ f(u )un
= lim H(u, 0 — My~ =0
i H(un (@) + 6 — a)(uf)u;
tem-se
< pn, U, <0,
sendo A >0
—A < pn,u, >>0.
Assim,

< Wpy Uy >2 ¢/(un)uvza
implicando em
|6/ (un)un| < | < wp,uy > | < JJwnlllluy, || =0

pois, ||wn ||« — 0 e (u,) é limitada.

Dessa forma,
|6/ (un)uun| — 0,
isto é,
M (Junllf 7P~ g 1IF | — 0
e desde que M (||lu,|]} ,) > K para n suficientemente grande, segue-se
[z 117, — O,
0 que implica em

[y 1, — 0.
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Portanto, podemos considerar
Up = u,t + o, (1)
de onde segue que
lunllf p = g 17, + 0n(1).
Da continuidade de M. ,

M([Junll? ) = M([uyllf ) + on-

Queremos mostrar que

I/\,a(un) = I)x,a(u:)+0n(1)7
m(u,) = mul)+on(1).
De fato, como
Do) = S8 (unlf) = Mo(un) — 5 [ b))
o p by " pla ne
1~ 1
Do) = 2 M E,) = Motd) = > [ b)),
p PJa
e desde que
0 se t<a,
H(t—a)=
1 se t>a,
segue-se
Y(uy) = // ' H(t —a)(tT)dtdz
QJ0
= // H(t—a)(t+)thdac+//nH(t—a)(tJr)thdx
QJo QJa
Un, 1
= tH)ddtdr = 7/ u )t — gat!
| [ eraae = — [ |
(§]

<
—
S
S+
N—
I

/Q/OuI H(t —a)(tT)dtdx

/Q/OGH(t —a)(t*)dtds jL/Q/auI H(t — a)(t")dtdz
/Q /a " (tT)dtdx

b

— [yt —ar
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Portanto,

Dua(un) = Ina(uf)+on(1). (5.12)
Além disso, desde que
m(un) = Hwn”*a wp € 6I>\,a(un)a
m(uy) = Jwnlls; wn € Oxa(uy),

tem-se, para toda v € WP (1)

Iy o(up +h+0v) — I o(un + b

<wp,v > < I (up;v) = limsup Na(tn + 1+ 0v) = o (un + h)
' h—0,6—0t 1)

Dvo(uf +h+0v) — Iy o(uf +h

<wp,v> < IV (whiv) = limsup Nalty +h+6v) = Do (uy +h)
' h—0,6—0%1 1)

b

e por (5.12), Igﬂ(un;v) = Igﬂ(u,f; v) 4+ o(n), implicando em
m(u,) =m(ul) + 0,(1). (5.13)

De (5.12) e (5.13) segue-se que (u;7) é uma seqiiéncia Palais-Smale e assim, qualquer
seqiiéncia Palais-Smale pode ser considerada uma seqiiéncia nao-negativa. Logo, u, > 0 e

conseqientemente u; > 0.

Provaremos agora que
U, — up em Wy (Q).
Da continuidade de M e de |ju,|? — UP, segue-se
M([lunllf ;) — M(97)
e desde que M (9?) > 0, existe K > 0 tal que
M (|lunl} ) > K > 0 para n suficientemente grande.
Usando a desigualdade (4.10), temos
Kp—lcp/Q VetV P < [M(||un||P)}P—Z) < VP2V, — [V [P~ 2V, Van, — Vu >,
assim,
K71Cy [V =Vnl? < (M )P = Ml )P 1900, P20,
) M A

+ (]} )P e l1F -
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[M ([l 17 P~ Hlua 7, — [M(llunllf,p)]”_l/ﬂlvm\p_QVmVun = on(1).
Assim,

K”’ICZ/QIV%—VMIP < [M(Ilunll’f,p)]p’lIIUnII’f,p—[M(HunII’f,p)V”lQIVun\p’QVunVul
+ 0.(1).

Observando que
h(@)u; ™

h(z)u; u;

S~ 5—.

|<ﬂn7U1>—<Pn,Un>| |<pn7un>_<pn7u1>|

= | < pnsun —uy > |

< lpnllslun — ul‘p — 0,

pois, (pn) ¢ limitada em (W, P(Q))* e up — u1 em L*(), 1 < a < p*.

Assim,
A< pryur > — < ppyy >) = op(1).

Logo,

IN

K”_IC%IV% = Vu [? [M(IlunIIi’,p)]”_lllunll’l’,p—[M(Ilunll’f,p)]”_lQIVunI”_2VunVu1

- / Byt + / B(@) sy — A < prsttn > X < posir >
Q Q

+ On(l)

< Wp,Up > — < Wp, U >

= o,(1).
Portanto,
U, — up em Wy P(Q).

Assim, I , satisfaz a condicao (P.S)..
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5.3 Prova do Teorema 5.2

Demonstracgao :

Primeira Solugao :(Teorema do Passo da Montanha) Usando o Lemas 5.1 e 5.3 segue do
Teorema do Passo da Montanha para funcionais Lip;,. que u; é ponto critico de I 4 no nivel

c, isto é,
I)\’a(ul) =c>0 (514)

implicando que u; # 0.

De (5.7),
Apn = ¢ (un) = J' (un) — wn,
e assim, para toda ¢ € Wy P (Q)
A< pnyip >= ¢ (un)p — J' (Un)p— < wn, 0 > . (5.15)

Desde que (p,) C 9(uy,) entdo, (p,) C (LP(Q))* < (Wy*(Q))*, pelo Teorema de

Representacao de Riesz
< P,v >= / pnv para toda v € LP(Q),
Q
em particular,

< P,y U >= / pnv para toda ve WyP(Q).
)

Logo, (5.15) torna-se
)\/ PnP = ¢/(un)¢ - J’(Un)QO— < Wn,p > (516)
Q

Note que, sendo p,, limitada em (Wolp(Q))*, segue que a mesma €é limitada em (LP(Q))*

assim, a menos de subseqiliéncia, existe pg € (LP(2))* tal que
pn = po em (LP(Q))",
ou seja,
< pn,v >—< pg,v > para toda v € LP(Q).
Usando novamente o Teorema de Representagao de Riesz

/ P — / pov para toda v € LP(Q),
Q Q

em particular

/ Pl — / pov para toda v € W, ().
Q Q
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Passando ao limite com n — oo em (5.16), usando o fato que u, — u; em W, () e que

llwn|l« — 0 segue-se
[ =)= I w)e para toda € WiT(@),
Q
ou seja, para toda p € W, ()

B e R (5.17)
Q Q Q
de onde segue que
—[M (]} )P Apur = Ji(ur) + J2 © (W P(Q))7,
onde,

Ji(up) Wy P(Q) — R
¢ — Do) = [ hepuie
Jo:WoP(Q) — R

o — Jz(<@)=/ﬂpow-

Note que Ji(uy), J2 € (LP(Q))* € (Wy*(€2))*. Dessa forma pelo Teorema de Representacéio
de Riez Ji(u1), J2 € LP(Q) e assim,

—[M([Jua|lf )P~ Apus € LP(Q).
De (5.17),
~[M([Jua |l )P~ Apua (2) — h(@)ui (z) = Apo(x) g.s. em €,
implicando em

_[M(Hul||11)7p)]p_1Apu1(x) — h(x)ur(z) € N[f-(u1(2)), f+(u2(x))] ¢.s. em K.

Prova de i) : Vamos mostrar que |y (u1)] =0, onde Ty (u1) = {z € Q;u1(z) = a}.

Suponhamos, por contradi¢ao, que |I's(u1)| > 0. Do Teorema de Morrey-Stampacchia ([46])
—Apui(z) =0 ¢.s. em T.
Logo,

—[M(Jur]l} )P Apus(2) =0 g.s. em T. (5.18)
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Como uy & ponto critico, segue-se
—[M(Jlur[]} )P  Apun () — Ar(z)ui (x) € ALf-(ui (@), f+ (ur(2))] g.s. em Q.
De (5.18), obtemos
—Ah(z)ui(z) € Alf-(u1(x)), f+(ur(2))] g.s. em Q.
Desde que
0 < H(ur —a)(uf)? < (uf)?,
segue da definiciio de f_ (u1(x)), f4 (u1(z)) e do fato que uy > 0
0< f-(u(2)) < fr(u(z)) < ().
Assim,
—Mh(z)ui (x) € [0, Aa?]

o que é um absurdo. Portanto |I'y(u1)| = 0.

Dessa forma,

~

—[M([[wa ?,p)}pilApul(x) — h(x)ur(z) € Af(ui(x)) g.s. em €.

Provando que w7 é uma solugao do problema (5.1)

Segunda Solucao :(Principio Variacional de Ekeland) Pelo Lema 5.1, obtemos
Ino(u) >n>0, para 0<|ul1,=p

assim, Iy ,(u) é limitada inferiormente em B, e portanto, existe inf Iy ,(u).
B, (0)

Afirmacao 5.1 Ezxiste a* > 0 tal que para a € (0,a*) tem-se in(f) Iy q(u) <0.
0

B,

De fato, definamos a funcao auxiliar

Ta lz| < %,
pr(2) =4 2ra(l—Jal) }<lal <1,
0 |x] > 1

onde 7 > (g + 2)1/a*1,

Observemos que ¢, € W, P(Q) e além disso,

lorlity = [ Vel = [ Ve =(ray [ v (P
Q {l=|<1} {l=|<1}
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Fazendo a mudanca de varidvel

z=wr,w € SN = dr =V ds(w)dr,

or x . .
temos |z| = r. Logo B = =L | implicando em |Vr| = 1. Dessa forma,
€Z; r

lerllt, = @rap [ [wap
{3<]z(<1}

IN

mmvﬁmggvmmp

— (2ra) /O 1 /S IVrlPds(w)ar
= (2ra)? /01 /SN?l rN_lds(w)dr

1
= (QTa)prds/ rN=tdr
0

1
= (21a)’wy N

= (27ra)’an.

onde wy é a area da esfera unitaria e ay ¢ o volume da bola unitaria.
v
2T ¢an

temos ¢, € B,,.

Se a <

= a1, onde p é dado pela geometria do Teorema do Passo da Montanha,

Por outro lado,

/Q /O T H(t — a)(#H)0dtds

%

qg+1

ou seja,

Pr q+1(7_q+1 _ 1)
H(t —a)tH)dtde > &~
L[ ae—autya > o,

Assim,

1~ or
Imwa=5Mw%mg—AA/’H@_@mwﬁm_
0

t5+1
s+ 1

(/memﬁ%
Q
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Desde que
tSJrl

s+1

/ W) ()T > 0,
Q
segue-se

 ACiatt (r7H )
g+1

1~
Ina(pr) < Z;J\4(||907||’1’,p)

Sendo M continua em [0, [ [ ],

Cy )\Claq“(T‘Hl -1)
I a T < - T b -
ralor) < il o
gt+1l(-q+1 _
é %2:00})7_:00[1\[ . )\Cla (T ].)
D g+1
_ <C22pap(q+1)7pa1v B ACl(Tq“ _ 1))
p g+1

Note que

Cy2Pal~ D rPay MO (T — 1) 0w Cy2PaP=(a+) 1Py - AC(T7+ — 1)
p g+1 - p - q+1
— ap7(q+1) < )\Cl(Tq+1 _ 1)p .
~ C92°(q+ 1)ayTP

1 /\Cl(T(H_l — 1)p

F d ==
azendo a; = 2 Co2v(q + DanT?

e tomando a* = a*(\) = min{ay,as} segue-se
i}glf[,\u <0, para a€ (0,a").
3

Demonstrando a afirmagao.

Pelo Principio Variacional de Ekeland, existe u. € B, tal que

Ina(ue) < inf Ingq 5.19

vl < inf T o(u) + (519)
e

Ino(ue) < Ina(u) + €llu — ucl|1p, paratodo u € Wy (Q), com u # u,. (5.20)

Consideremos € > 0 de modo que

0<e<infly,— inf I, (5.21)
dB, B,(0)

assim, u. € B, pois, caso contririo, (se u € 0B,) terfamos

i <
gl}%f I;ha(u) ~ I)\,a(ue)

P

e isso seria uma contradigao com (5.21).
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Seja v > 0 suficientemente pequeno e v € W, **(€2) com ||v]|1, < 1 tal que

Uy = Ue + YV € B,.
De (5.20) temos,

Ina(ue) < Inal(uy) +elluy, —u

1p

< Dialue +9v) +evflvflip
implicando em

I)\7a(ug + ’}/U) - I/\,a(ue) + G'YH’UHLP 2 0.

Dessa forma,

IA,a(ue +v) — I/\JI(UE)
—€llvfl1p < :

v

Dai,

Iy a(ue — Iy a(ue
—€llv|l1,p < limsup Ma (e +7v) alue)

0 )
sy S < I)\va(ue,v).

Sabendo que é valida a desigualdade

I ,(uiv) =  max < p,v >, para todos u,v € WyP (),

HEDIN q(ue)

obtemos

—ellv|lip < Ig)a(ué;v) = weamhax(u : <w,v > .

Trocando v por —uv,

—€llvfl1p, < max <w,—v>=-— min <w,v>.

T wedly o (ue) wEDI o (ue)

Logo,

min < w,v >< €|[v]|1,, para todo v € WyP(Q).
WAy q(ue)

De onde concluimos que

sup rmin < w,v >§ €.
lloll1,p<1 @€, alue)

Pelo Teorema de Min-max de Ky-Fan, temos

min sup <w,v ><e.
W€y a(ue) [lv]1,,<1
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Assim, concluimos que (5.19) e (5.22) nos garantem a existéncia de u,, € B, tal que

I)\,a(un) - Ea

) = i, bl =0

ou seja (up) é uma seqiiéncia Palais-Smale no nivel ¢.

Do Lema 5.3, existe us € VVO1 P(Q) onde, a menos de subseqiiéncia

Uy, — uy em WyP(Q)

I)\,a(UQ) =c= 1n(£) I,\,a <0 (523)

B,

Assim, (ug) é ponto de minimo local e conseqiientemente é ponto critico de Iy 4, portanto
seguindo as mesmas idéias feita para a demonstracdo da primeira solugdo, segue que ug é
também uma solugdo do problema (5.1) e usando os mesmos argumentos explorados para que
uy satisfizesse (i), temos também que ug satisfaz (7).

Prova de ii) : De (5.14) e (5.23) segue que

I)\ya(UQ) <0< I)\ya(ul).

Prova de iii) : Mostraremos agora que |{z € Q;u;(x) > a}| >0, i=1,2.
Iniciaremos com a solucao u; proveniente do Teorema do Passo da Montanha.

Suponhamos, por contradi¢do que
ui(z) <a g.s em Q.

Assim,

)\/Q/Oul H(t—a)(tT)g=0.

Do fato acima e desde que uy é ponto critico temos

(a2 )P a1, = / has L

s+1 p, s+1—p
/hu1 < |h|<>0/ Uty
9} Q
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e assim,

IM (|17 1P~ HlallF

IN

e [ a7
Q

Clhloca™ P lluslf,

N

implicando em

[M(JJur]]7 ,)IP~" < Clhlsoa®™ 7.

Note que existe C' > 0 tal que [jui| > C pois, caso contrério, terfamos que ||ui|| — 0
quando a — 0 implicando que o nivel ”c”do Passo da Montanha convergeria para zero, o que é

um absurdo. Portanto, usando (Hy), isto é, M(t) > 0 para todo t > 0, existe C > 0 tal que
0<C < [M(Jur|lf )P~ < Clh|oca™' 7.

para todo a > 0, o que é uma contradicao.

Consideremos, agora, a solugao us proveniente do Principio Variacional de Ekeland.

Suponhamos, por contradigao, que

us(z) <a g.s em Q.

)\/Q/Ou H(t — a)(t*)q = 0.

Do fato acima e desde que us é ponto critico temos

M (a2 )P ual = / hus L

Assim,

Vamos considerar dois casos:

o Se 0 < |Jug|| < t1, temos de (Hy)

M(||us|]) = m1 > 0. (5.24)
Portanto,
M (el Pl < Bl [ st
< Clhlaea* Pl
isto é,

[M(JJuz]l? ,)IP~" < Clhlooa® 7.

Assim, [M([luz||f ,)] — 0 quando a — 0 contradizendo (5.24).
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e Se |Juz||P > t1, temos

M(||uzll¥ ) = M(t1) >0,

pois M é crescente.

Além disso,
0 < M (Juzll? )P~ usll?, = / Byt < [hlsoa® L

Assim, [M([|uz|]} )P~ |uzlly , — 0 quando a — 0.
Desde que,
D) = M(llf,) - [ e
> M(th) = [M(Jusll} )P w2,
tem-se
0 < M(t1) < Ina(ua) + [M([[uall} )17~ uall} -

Como I ,(u2) < 0, segue-se

0< M(ty) < [M(JJuz|l} )P~ lus

i
Logo, quando a — 0 temos M\(tl) =0 parat; > 0 o que é um absurdo.

Com isto concluimos a demonstracao do Teorema 5.2.

102



Apeéendice A

Apeéendice

A.1  Alguns Resultados sobre o p-Laplaciano
Faremos uma exposi¢ao de alguns resultados envolvendo o operador p-Laplaciano, definido por
Ayu = div(|VulP2Vu), 1<p< 0.

Primeiramente, consideremos o problema

—Apu = f(z) em Q,
{ uw=0em 0f, (A1)

onde [ €W (), = L o1,

O resultado a seguir é uma simples conseqiiéncia de minimizagao de funcionais apropriados.

Teorema A.1 Se f € WL (Q), entio o problema (A.1) possui somente uma solugio

u e WyP(Q) no sentido fraco, a saber

/|Vu|p_2Vqub=/f¢, para toda ¢ € W,P(9). (A.2)
Q Q

Assim, temos definido o seguinte operador (—A,)~! : W1 (Q) — W, P(Q), o inverso de

—A,, que satisfaz:

(a) —A, : WyP(Q) — WL (Q) é uniformemente continuo sobre conjuntos limitados, onde

tal operador é definido como

A, WP(Q) — WLP(Q)

u = —Ayu
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onde

< =Apu, ¢ >:/ |VulP~2VuVe, para todo ¢ e Wy (Q).
Q
Denotamos por <, > o par de dualidade entre W17’ Q) e Wol’p(Q).

(b) Se f € C°(9), entdo a solucao fraca de (A.1) pertence a C1*(Q), para algum 0 < o < 1,
e a aplicacdo (—A,)~1: C%(Q) — C*(Q) é compacta.

Teorema A.2 (Principio de Comparagao Fraco) Seja uy,us € Wol’p(Q) satisfazendo
—Apu; < —Apus em
up < ug em O€,
entdo u; < ug ¢.s. em Q.

(no sentido fraco)

Teorema A.3 (Um Principio de Maximo de Hopf) Se u € C'(Q) N W, *(Q) e verifica
—Ay,u>0em Q,

u>0em

u=0em 09,

. Ou
entao —

3 < 0 em 0N, onde n é a normal exterior na 0f).

n

Teorema A.4 (Um Principio de Maximo Forte) Assuma que k € R é um nimero ndo-
negativo, 1 < p <2 e Q é um dominio limitado do RY . Suponha que u € C*(Q) satisfaz
—Apu+ku>0 em Q (no sentido fraco),

u>0eu#0em Q. Entiou >0 em Q. A conclusao ainda € verdadeira para todo p > 1
quando k = 0.

Agora, consideremos o problema de autovalor

—Apu = AuP?uem Q,
{ u=0em 0, (A.3)

onde A € R é um parametro. Dizemos que A € R é um autovalor de (A.3) se existe uma fungao

u e WyP(Q), u # 0, satisfazendo (A.3) no sentido fraco. Tal funcéo é chamada de autofuncdo
de (A.3) associada ao autovalor .

Existe o primeiro autovalor positivo A\; do problema (A.3) o qual é caracterizado como o
minimo do quociente de Rayleigh:

[ vl
A = min EAVEEEEEE )
0£uEW, P (Q) / Juf?
Q
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Além disso, A; é simples (i.e., todas as primeiras autofun¢es associadas u sdo meramente
multiplos de cada uma), A\; é isolado (i.e., existe uma vizinhanga de \; , tal que A; é o tnico

nesta vizinhanga). Existe uma autofungéo positiva ¢1 em 2) ¢ correspondente a A;.

Para mais informagoes sobre o p-Laplaciano o leitor pode consultar [47], [54] e [36].

A.2 Prova da Afirmacgao 2.1

Recordamos a afirmagao
DL [ Va0V — D) [ Va9
Q Q

para toda ¢ € W, ().

Notemos primeiramente que (—Apu,,) C (W *(2))" é uma seqiiéncia limitada. De fato,

| < =Apt,v>| = ‘/ |Vt [P 2V, Vv
Q

g/ [Vt [P~V
Q

e devido u,, € V,,, € W3 P(Q), temos que |Vu,,| € LP(Q) e |[Vu,[P~! € LP/P~1(Q). Aplicando

a desigualdade de Holder com os expoentes p e p/p — 1, segue-se que

(o) ()

-1
(a7, [[0]

| < —Aptpm,v > |

IN

Lp
0 que implica em
Il - Ap“m”(w(}*’(sz))/ < ||Um‘|€,p = Ce

onde C, > 0 é uma constante, e a limitacao de (||um||1,) fol provada no Lema 2.2.

Desde que VVO1 P(£2) é um espago de Banach Separdvel e (—Apu,,) é uma seqiiéncia limitada

em (WyP()) entdo, a menos de subseqiiéncia,
—Apuy, 2 x em (WyP(Q)),
isto é
< =App, ) >—< x,¥ >, para toda P € VVol’p(Q)7
0 que é equivalente a

/Q |VuP 2|V, Vi) —< x,1 >, para toda v € Wol’p(ﬂ). (A4)

Desde que

(M (|| [7 )17~ — [M* ()P~
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segue de (A.4) que
(M ([ )P /Q |Vt [P~V Vi — [M(£0) [P~ < x4 >, (A.5)

para toda 1 € WyP(Q).

Passando ao limite em ambos os lados de (2.6) e usando as convergéncias previamente

estabelecidas, temos que

_ - h(z)y a
[MF (w5 )17 1/Q|Vum|p QVUmVQ—)/QW—F/QM P2y, (A.6)

Assim, de (A.5) e (A.6) e da unicidade do limite

([l £ )P < 6,10 >= /Q LIC) /Q P+, (A7)

(e ful) 72
Usando a monotonicidade do operador (—A,), isto é
< —Ayw — (=Av),w —v >>0, para todos w,v € Wy"*(Q)
temos que

DIl )P [ (Yl 2Yw - Vol 90, Vu - Vo) 20,
Q

Fazendo w = u,, and v = 1 na ultima expressao, obtemos
M a7 | (90, = V0290, Ty = V) 20

e assim,
il )1 [T = [Vl F 0 (9027 05wt [[701) 2 0
Q Q Q Q
Logo,
(M ([ | [ )P H w7, = M ([t |7 )17 /Q Vg P2V Vi)
= IMT(fumlF )P /Q\vw—?wwm+[M+(||um\|f;,p)]f’—1 /QIWI” > 0.

Na expressao (2.6) fazendo ¢ = u,, temos

MT P y\p—1 P _ / m / a=p+2,
[ (||Um||1,p)} ||um||1,p o (e+ ‘um|)7—p+2u’" + o [t Um
Conseqiientemente,
h(z)um,
o€+ [um|)7—PF2

- [M*u|um\|€,p>]P-%1vw\p-2vaum + [M*(Humuf,pnp-lfslvw >0

+ﬁum\a-p+2um Lot )Y [Frtn P2V,
Q Q
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usando a definigao do operador —A,, temos que

/(€—|— |um| ’Y p+2 /|um\o‘ P+2 [MJF(Hum”Zl),p)]pil < _Apum’w >

= M (a7 )77 < =Dy, um > Jr[M+(|Iumllji’,p)}”*1 <=Bph, 1 >20

passando ao limite com m — oo e usando (2.12) e (2.13)

h(z)u P2y _ Mt p—1
/( +/Q\| M ()P < x>

o (e+ [u])y—rt+2
— M ()Pt < A, u > H[MT ()P < —Apip, b >> 0.

Notando que

)P v = ey

QW + /§|Zu|0¢—;v—i-2w7 para toda ¢ € V; C Wol’p(Q)

assim,

(M (t)]P! <X,u>:/ ("(x)“_+/9|u|ap+2u7

o (e [ul)7=r+2

e conseqlientemente,

[M+(t0)]p_1 <X, u > _[M+(t0)}p_1 < Xv/(/) >
- [MJr(tO)]pil < 7Ap7/)au > +[‘]\4+(to)]pil < 7pr7f¢) >2 Oa

para toda ¥ € Vi, isto é,
M ()P < xou > — < X0 > — < —Aph,u >+ < —Apth, b >) >0,

para toda ¢ € V.

Assim,
[M* ()P~ < x = (=Ap¥),u— 3 >>0.
Considere
v=u—Ap, A>0 e peV,
assim,

[MT ()P < x — (=Ap(u — Ap), A\p) >> 0, para todo A > 0 e toda ¢ € V.

Notando que Ay € Vy,

[MT ()P~ < x — [-Ap(u — Ap), ] >> 0, para todo A > 0 e toda ¢ € V.

Passando ao limite de A — 0 em ambos os lados da expressao acima e usando a continuidade

do operador —A,,, temos

[M*(to)]P™ < x — (—Ap(u), ) >> 0, para toda ¢ € V.
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Desde que [M*(t0)]P~! > 0, segue-se que

<x—(=Apu), >>0, para toda ¢ € V.

Assim,
<X = (=Apu),—p>=0
e obtemos
— <x = (=Apu),p >0,
isto é,
<x— (=Apu), ><0, para toda ¢ € V.
Conseqiientemente,

<x—(=Apu),po >=0, para toda ¢ € V.
Desde que [ é arbitrario
X =—Apu.
De (A.6) e (A.7) concluimos que
M Ul )P [ (Dl 2PV — M )~ < =y >,

para toda 1 € WyP(Q).

Assim,

[M+(Hum||’f,p)]”71/ Vit P2V, Vo — [M+(to)]”*1/ [VuP~*Vuve,
Q Q

para toda 1 € WP ().

Isto conclui a prova da afirmagao.
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