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Resumo

O principal objetivo dessa dissertagao é explicar a classificagao dos médulos irredutiveis de dimensao
finita para qualquer super algebra de fungoes sobre uma super algebra de Lie basica. Os principais
resultados dizem que um modulo irredutivel de dimensao finita ou é uma representacao de avaliagao ou
¢ um modulo de Kac para um certo moédulo de avaliagao generalizado.

Para chegar a tal objetivo, também fazemos uma revisao detalhada da classificagao das super algebras
de Lie bésicas.

Palavras-chave: Super algebras de Lie, Super élgebras de fun¢oes, Modulos irredutiveis de dimensao
finita.
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Abstract

The goal of this dissertation is to explain the classification of the irreducible finite-dimensional
representations of a map superalgebra whose underlying simple Lie superalgebra is basic. The main
result says that an irreducible finite-dimensional module is either an evaluation module or a Kac module
associated to a certain generalized evaluation module. We also give a detailed review of the classification
of the basic Lie superalgebras.

Keywords: Lie superalgebras, Map superalgebras, Irreducible finite dimensional modules.

x1



xii



Sumario

Resumo ix
Abstract xi
Introducao 1
1 Algumas estruturas algébricas graduadas 3
1.1 Convengoes . . . . . . . o 3
1.2 Observagoes gerais sobre certas estruturas algébricas graduadas . . . . . . ... ... .. 3
2 Teoria basica de super algebras de Lie 7
2.1 Definicao e propriedades elementares das super algebras de Lie . . . . . . . . . .. .. .. 7
2.2 A algebra envelopante de uma super algebrade Lie . . . . . . . ... ... ... .. ... 10
2.2.1 Definicao e algumas propriedades basicas da élgebra envelopante . . . . . . . . .. 10
2.2.2  Filtracao da algebra envelopante e o teorema de PBW . . . . ... ... ... 12
2.3 Representacoes de super algebras de Lie . . . . . . ... ... 0oL 14
2.3.1 Conexao entre representagoes de ge U(g) . . . . . . . . . . ... .. 15
2.3.2 O produto tensorial de g—modulos graduados . . . . . . . ... 16
2.3.3 Representacoes em espagos de fun¢des multilineares . . . . . . . .. .. ... 16
234 Invariantes . . . . . . ..o 18
2.3.5 O produto tensorial de modulos irredutiveis . . . . . .. ... .. ... ... .. 21
2.4 Representagoes induzidas . . . . . . ... 23
3 Super Algebras de Lie Simples 25
3.1 Super algebras de Lie Z—graduadas e filtradas . . . . . . . .. ... ... ... .. .. .. 25
3.1.1  Alguns resultados sobre super algebras de Lie transitivas . . . . . . .. ... ... 28
3.1.2 Filtracoes de super algebras de Lie . . . . . .. .. ... oL 33
3.2 Algumas propriedades das super élgebras de Lie simples . . . . . . .. .. .. ... ... 37
3.2.1 Propriedades do gg-moédulo g7 . . . . . . ... 41
3.2.2 Subalgebras de Cartan de uma super algebra de Lie . . . . . . ... .. ... ... 45
3.3 Super algebras de Lie cuja forma de Killing é nao degenerada . . . . . . . ... ... ... 45
3.3.1 Alguns resultados basicos . . . . . . . . ... 45

3.4 A decomposigao em espagos de raizes de uma super algebra de Lie cuja forma de Killing
é nao degenerada . . . . ... Lo 50
3.5 Assuper algebras Classicas . . . . . . . . . . 51
3.5.1 A super algebra de Lie linear geral . . . . . . . .. ... .. ... ... . ..... 51
3.5.2 A super algebra de Lie linear especial . . . . . . . .. .. ... ... . ... ... 53

xlil



3.5.3 As subélgebras de gl(V') que preservam uma forma bilinear nao degenerada . . . . 54

3.5.4 Asuper algebrade Lie q(n) . . . . ... ... 57
3.5.5 Comentarios sobre as super algebras de Lie excepcionais . . . . .. . . ... ... 57
3.5.6 A decomposicao em espaco de raizes de uma super algebra de Lie classica . . . . . o8

3.6 Classificacao das super algebras de Lie classicas . . . . .. .. ... ... ... ... ... 60
3.6.1 Uma observagao preliminar . . . . . . . . . ... Lo 61
3.6.2 gpnao ésimples e ad’ é irredutivel . . . ... ... 62
3.6.3 A algebra de Lie gg nao é simples e ad’ nao é irredutivel . . . . .. ... ... .. 66
3.6.4 A algebrade Lie gg é simples . . . . . . ... Lo 73

4 Super algebras de Lie Basicas e subalgebras de Borel 77
4.1 Estruturas das super algebras de Lie béasicas . . . . . . .. .. ... ... L. 7
4.1.1 Formas bilineares invariantes em gleosp. . . . . . . . . .. ... 79
4.1.2 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de gl(m,n) . . . . . ... ... .. ... ... 80
4.1.3 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de spo(2m,2n+1) . . . . . . . ... ... .. 80
4.1.4 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de spo(2m,2n) . . . . . . . . ... ... ... 81

4.2 Sistemas positivos nao conjugados e reflexdes fmpares . . . . . .. ... 81
4.2.1 Sistemas positivos e sistemas fundamentais . . . . . . . ... ..o 81
4.2.2 Sistemas positivo e fundamental para gl(m,n) . . . . . ... ... ... ... 82
4.2.3 Sistemas positivo e fundamental para spo(2m,2n+1) . . . . . . .. ... .. 83
4.2.4  Sistemas positivo e fundamental para spo(2m,2n) . . . . ... ... 84
4.2.5 Classes de conjugacao de sistemas fundamentais . . . . . . . ... ... ... ... 85

4.3 Reflexoes impares e reflexoes reais . . . . . . . . . . 86
4.3.1 Reflexoes tmpares . . . . . . . . . . 86
4.3.2 ReflexOes reais . . . . . . . . 87
4.3.3 Reflexoes e sistemas fundamentais . . . . . . . .. ... 87

4.4 Teoria de peso MAXIMO . . . . . . . . . . .o 87
4.4.1 Representacoes de super algebras de Lie solaveis . . . . . . ... .. .. ... ... 87
4.4.2 Teoria de peso maximo para super algebras de Lie basicas . . . . . . . ... ... 88

5 Super algebras de funcgoes 91
5.1 Definicoes basicas . . . . . . . . . 91
5.2 Modulos quase-finitos e de peso maximo . . . . . . . ... 92
5.3 Modulos de avaliagao generalizados . . . . . . . . ... 101
5.3.1 Representacoes de avaliacao das algebras de Lie redutivas . . . . . . .. ... ... 105

5.4 Mobdulos de Kac e seus quocientes irredutiveis . . . . . . . . . .. ... ... ... 108
5.5 Classificacao dos modulos irredutiveis de dimensao finita . . . . . . . .. ... ... ... 111
A 115
A.1 Alguns resultados sobre algebras comutativas. . . . . . . . ... ... 115
A.2 O teorema sobre a densidade de Jacobson . . . . . .. .. ... L0 116
A.3 Algebras de Lie redutivas e semissimples . . . . . . . .. .. 116
A.3.1 Comentérios sobre algebras de Lie semissimples e suas representagoes . . . . . . . 117
A.3.2 Algebras de Lie simples . . . . . . . . . ... 118
A.3.3 O indice de uma representagao . . . . . . . . ... 122
Referéncia Bibliografica 125

Xiv



Introducao

Em fisica de particulas, supersimetria é uma teoria que foi desenvolvida para tratar de dois tipos de
particulas elementares, os bosons e os fermions. Tal teoria possui um papel importante no tratamento
moderno do chamado Modelo Padrao na unificagao das for¢as fundamentais e na teoria das cordas.
Matematicamente falando, supersimetria envolve conceitos de super grupos de Lie e super algebras de
Lie. A classificagao das super algebras de Lie simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado e de caracteristica zero foi feita em [Kac 1| e a classificagdo das representagoes irredutiveis de
dimensao finita das entao chamadas super algebras de Lie basicas em |[Kac 1], [Kac 2| e [Kac 3]. O
desenvolvimento da teoria de representagoes das super algebras de Lie estda bem atras do correspondente
estudo de algebras de Lie. Em particular, o estudo das representacoes de dimensao finita das algebras de
lagos e correntes sobre uma algebra de Lie ja se tornou uma area de pesquisa bem estabelecida, enquanto
que o correspondente estudo para super algebras de Lie foi iniciado em 2012 em [Sav| por A. Savage.
De fato, nos tultimos cinco anos tem sido realizado um estudo sistemético mais geral das algebras de
funcoes sobre uma algebra de Lie e é nesse contexto mais geral que se iniciou o estudo do super contexto
em [Sav].

Seja g uma super algebra de Lie e A uma algebra comutativa e associativa. Entao, a super algebra
de Lie g® A é chamada de super algebra de fungoes sobre g. A motivacao para o estudo dessas algebras
vem do caso em que A é o anel de coordenadas de uma variedade algébrica X, caso em que g ® A é
naturalmente identificada com a super algebra de Lie M (X, g) das fun¢oes regulares X — g. Em [NS§],
as representagoes irredutiveis de dimensao finita de tais algebras foram completamente classificadas no
caso em que g é uma algebra de Lie de dimensao finita e semissimples. A saber, foi mostrado que todas
as representacoes dessa forma sao produtos tensoriais de representacoes de avaliagao e representagoes
de dimensao 1. No “super contexto” o estudo se iniciou com as chamadas super algebras de Lie bésicas
que possuem muitas propriedades em comum com as algebras de Lie semissimples. O objetivo desta
dissertacao é explicar a classificacao dos modulos irredutiveis de dimensao finita de uma super algebra
de fungbes com g uma super algebra de Lie basica. Os principais resultados sao os teoremas 5.5.1 e 5.5.2.
Para ser especifico, o primeiro teorema diz que, se a parte par de g for semissimples, entao todos os
seus modulos irredutiveis de dimensao finita sao médulos de avaliacao. Porém, se a parte par de g nao
¢é semissimples, tal resultado nao é mais verdade. Neste caso, é introduzida uma generalizagao natural
dos médulos de Kac que sao certos moédulos induzidos a partir de médulos da algebra de fungoes gz ® A
(onde gy é a parte par de g e, portanto, uma élgebra de Lie). O segundo teorema afirma que, neste
caso, todos os modulos irredutiveis de dimensao finita podem ser descritos como quocientes irredutiveis
destes modulos de Kac.

O texto estd organizado em cinco capitulos mais um apéndice. O primeiro capitulo é dedicado a
introduzir as estruturas graduadas que serao usadas ao longo de todo o trabalho. No segundo capitulo
faremos uma revisao geral sobre super algebras de Lie e suas representagoes. Serao dados alguns exemplos
e resultados importantes, como por exemplo, o teorema de PBW. Veremos também algumas diferencas
que existem entre o “super contexto” e o contexto nao graduado, como por exemplo, o lema de Schur.



No terceiro capitulo voltaremos nossa atengao para as super dlgebras de Lie simples. A finalidade deste
capitulo é descrever as propriedades destas super algebras. Em particular, apresentaremos boa parte
da demonstracao da classificacao das chamadas super élgebras de Lie classicas. Estes trés primeiros
capitulos foram fortemente basedos nos textos [M. Scheunert| e [Kac 1].

O quarto capitulo ¢é feito para que possamos entender como sao as subélgebras de Borel, assim como
os sistemas de raizes positivos e fundamentais de uma super algebra de Lie basica. Estas super algebras
de Lie possuem um diferencial com relacao as demais: elas possuem uma forma bilinear nao degenerada e
invariante. Por isso, suas propriedades se assemelham bastante com as das algebras de Lie semissimples.
As principais referéncias do capitulo foram [CW] e [M. Scheunert].

O principal e ultimo capitulo deste trabalho é o quinto. Nele explicaremos a classificagao dos médulos
irredutiveis de dimensao finita para uma super algebra de func¢oes no caso em que a super algebra de
Lie g ¢é basica ou sl(n,n), n > 1. As principais referéncias deste capitulo foram [Sav| e [NSS].

Alguns resultados cléassicos de algebras associativas e dlgebras de Lie sao usados no corpo do texto
principal. Para facilidade de referéncia, colecionamos tais resultados no apéndice.



Capitulo 1

Algumas estruturas algébricas graduadas

1.1 Convencoes

Neste trabalho somente iremos lidar com espacos vetoriais e algebras sobre um corpo k algebri-
camente fechado e de caracteristica zero.

Uma algebra A sobre k é por definigdo um espago vetorial (sobre k) equipado com alguma fungao
bilinear A x A — A, a qual chamaremos de multiplica¢do. Toda suposigao sobre tal multiplicagao (por
exemplo, associatividade) serd mencionada explicitamente.

As algebras associativas que aparecerao neste trabalho sempre irao conter um elemento unidade.

Um homomorfismo de uma algebra associativa A em uma algebra associativa B sempre leva elemento
unidade de A no elemento unidade de B.

Nossas notagoes e convencoes sobre élgebras de Lie estao no apéndice deste trabalho.

1.2 Observacgoes gerais sobre certas estruturas algébricas gradu-
adas

Esta secao tem como objetivo expor as definigoes, os exemplos e os fatos sobre certas estruturas
graduadas que serao usados no decorrer do texto. As definicoes e os resultados foram retirados de
[M. Scheunert].

Considere os anéis Z (anel dos inteiros) e Zo (anel dos inteiros modulo 2). Seja I' um destes dois
anéis. Neste texto, somente iremos considerar graduagoes com valores em I'. Os dois elementos de Z,
serao denotados por 0 (classe dos inteiros pares) e 1 (classe dos inteiros impares).

1) Seja V um espaco vetorial. Uma I'—graduagdo de V' & uma familia {V, |y € I'} de subespagos de

V tais que
V=@,

vyerl

O espago vetorial V' é chamado de I'—graduado se tal espago é equipado com uma I'—graduacao.

Um elemento de V' ¢ dito ser homogéneo de grau vy, com v € I', se esse elemento estd em V. No
caso em que I' = Zy, os elementos de V5 (resp. Vj) sdo chamados de elementos pares (resp. elementos
impares).

Denotaremos o grau de um elemento homogéneo v € V,, com v € I', por |v|. Note que nao faz
sentido falar de grau de um elemento se este nao for homogéneo. Logo, sempre que estiver escrito o



termo |v| estamos subentendendo que v é um elemento homogéneo de V.
Observe que todo elemento v € V' possui uma tnica decomposicao da forma

U:ZUV’ vy €V,

yel

Aqui, somente uma quantidade finita de v, ¢ diferente de zero. O elemento v, é chamado de componente
homogénea de grau ~ de v.

Um subespago U de V' é chamado de I'—graduado (ou simplesmente de graduado), se este subespago
contém as componentes homogéneas de todos seus elementos, ou dito de outra forma, se

v=punv,).

yel’

Se V' é um espago vetorial Z—graduado, entao existe uma Zy—graduacao natural que é dita induzida
pela Z—graduacao. Esta graduacao é definida da seguinte maneira:

Vi=@P Vs, Vi=EP Vo
JEL jJEL
2) Considere um segundo espago vetorial I'—graduado

W =W,

yel’
Uma funcao linear
f:V—w

¢ chamada de homogénea de grau v, com v € I', se
f(Va) S Wasy, Va el

Dizemos que f é um homomorfismo de espacos vetoriais I'—graduados, se f é homogénea de grau zero.
As defini¢oes de isomorfismos e automorfismos sao 6bvias.

3) Se U e U’ sao dois espagos vetoriais I'—graduados, entao o produto tensorial U ® U’ possui uma
['—graduacao natural onde

Uel),= @ U.oU))

atf=y

4) Seja A uma algebra. Dizemos que A é I'—graduada se ela for I'—graduada como um espago

vetorial
i@,

vyel
e, além disso,

AaAg - Aa+67 Va,B el

Note que Ay (ou Ap) é uma subélgebra que possui o elemento unidade de A.
Um homomorfismo entre algebras I'—graduadas é um homomorfismo entre as algebras subjacentes
que também é um homomorfismo entre os espagos vetoriais I'—graduados subjacentes, em particular,
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um homomorfismo entre algebras é homogéneo de grau zero. Novamente a partir daqui, as defini¢oes
de isomorfismos e automorfismos entre algebras sao naturais.

Uma subdlgebra graduada (resp. ideal) de uma algebra I'—graduada A é uma subélgebra (resp.
ideal) da algebra A que também é um subespaco vetorial graduado do espago vetorial I'—graduado A.
O quociente de uma algebra I'—graduada por um ideal (bilateral) graduado é novamente uma algebra
I'—graduada.

5) Se A e B sao duas élgebras I'—graduadas, o produto direto (ou produto cartesiano) A x B é
novamente uma algebra I'—graduada, onde tal graduacao é definida por

(AxB),=A,xB,, Vyel.

6) Se A e A’ sdo duas algebras Z—graduadas tais que as algebras subjacentes sdo iguais, mas a
Z—graduacao de A’ é dada por
A} =A_, VjeZ,

entdo A’ ¢ chamada de algebra Z—graduada obtida de A pela inversao da Z—graduacao. Note que de
acordo com nossas definicoes as algebras Z—graduadas A e A’ ndo sdo necessariamente isomorfas.

7) Sejam A e B duas algebras associativas I'—graduadas (lembre que de acordo com as nossas
convengoes, ambas as algebras A e B possuem elemento unidade). Sobre o espago vetorial I'—graduado
A ® B (veja 3) definiremos uma multiplica¢ao onde

(@@ b)(d @) = (=1)% (ad’) @ (1), (1.2.1)

para quaisquer a € A, b € Bg, a' € Ay, V' € Be 3, o € I'. Nao é dificil de ver que com essa
multiplicacdo A® B é uma algebra I'—graduada. Esta algebra é chamada de produto tensorial graduado
das algebras I'—graduadas A e B, e sera denotada por ARQB.

Note que as algebras AQB e B®A sao canonicamente isomorfas. De fato, é facil de verificar que
existe uma tunica funcao linear

s: AQB — B®A
a®b — (~1)*b®a

para quaisquer a € A,, b € Bgea, €T, e que esta fungao é um isomorfismo de algebras I'—graduadas.
A defini¢cao do produto tensorial graduado de algebras associativas pode ser intuitivamente estendida
para o caso em que temos mais do que dois fatores.

8) Sejam A uma algebra associativa I'—graduada e V um A—moddulo. Em particular, V' é um espago
vetorial. O A—moddulo V' é dito I'—graduado se o espago vetorial V' é I'—graduado e, além disso,

AaV5 - Va+67 \V/Oz,ﬁ erl.

Um homomorfismo entre A—modulos, é por definigago um homomorfismo entre os A—modulos sub-
jacentes que também é um homomorfismo entre os espacos vetoriais I'—graduados subjacentes. As
defini¢oes de isomorfismos e automorfismos entre A—modulos sao naturais.

9) Sejam A e B duas algebras associativas I'—graduadas e considere V' (resp. W) um A—modulo
(resp. B—modulo) I'—graduado. Lembre que V ® W é um espaco vetorial I'—graduado e que ARB é

5



uma algebra associativa '—graduada. Assim, existe uma tnica estrutura de AQ B—modulo I'—graduado
em V @ W tal que

(a ®b)(v,w) = (=1)*(av) @ (bw), Yac€ A, b€ Bg,ve Ve, weW; a, €T,

Vamos introduzir agora algumas nogoes para o caso em que uma algebra é equipada com ambas as
graduagoes, Z e Zs.

Definicao 1.2.1. Uma algebra Z,—graduada é chamada de super dlgebra.

Definigao 1.2.2. Uma super algebra S ¢é dita Z—graduada se para uma familia {S;|j € Z} de subes-
pagos Zs—graduados de S temos que

S=@PS;. SiS;C Sy, Vi, jeEL (1.2.2)

JEZ

A Z—graduacao {S;|j € Z} & consistente com a Zs—graduacao de S se

So =D Saj, Si=EP Sain1. (1.2.3)

= JEZ.

Veja que de acordo com a nossa definigao uma super algebra com uma Z—graduagao consistente (ou
uma super algebra Z—graduada consistentemente) nada mais é que uma élgebra Z—graduada equipada
com a Zs—graduagao induzida pela sua Z—graduacao.

Exemplo 1.2.3. Seja V um espago vetorial de dimensao n e considere {&;, ...,&,} uma base de V.

Sabemos que a algebra exterior
A=A ).
n=0

¢ uma algebra associativa Z—graduada. A Z—graduagao induz uma Z,—graduagao de A(V'), onde

A=A @), Avi=@N "W).

Assim, A (V) pode ser considerada como uma super algebra. Chamamos tal algebra de super dlgebra de
Grassmann. Note que por construgdo A (V') é uma super dlgebra Z—graduada consistentemente.

As vezes é mais conveniente ver a super algebra de Grassmann como sendo a algebra dos polinémios
nas variaveis &;, onde a seguinte relagao é satisfeita

&&= —&&.

Quando for o caso denotaremos tal dlgebra por A&y, ..., &l



Capitulo 2

Teoria basica de super algebras de Lie

O objetivo deste capitulo é expor as defini¢oes, os exemplos e os fatos basicos da teoria de super
algebras de Lie. A referéncia para tal tema sao [M. Scheunert| e [Kac 1].

2.1 Definicao e propriedades elementares das super algebras de
Lie
Lembre que uma super algebra é por definicao nada mais do que uma algebra Z,—graduada.

Definigao 2.1.1. Seja g = gg @ g1 uma super algebra cuja multiplicacdo ¢ denotada pelo colchete | , |.
Isso implica, em particular, que

00, 98] € Garp, YVa,B € Zs.

Dizemos que g é uma super dlgebra de Lie, se sua multiplicacao satisfaz as seguintes condigoes:

a) Anti-simetria:
[CL, b] = _<_1)|aHb| [ba a’]

b) Identidade de Jacobi:
[a, [b, c]] = [[a, 8], ] + (=1)!"[b, [a, ]

Aqui, a, b, ¢ € g sao elementos homogéneos.

Observagao 2.1.2. a) A subélgebra gg ¢ uma algebra de Lie.

b) As definigoes de subélgebras graduadas, ideais graduados e quocientes graduados de uma super
algebra de Lie g sao naturais e nao precisamos repeti-las. Vamos notar, contudo, que um ideal
graduado & esquerda (ou a direita) de g é automaticamente um ideal graduado bilateral.

No proximo capitulo iremos descrever varias super algebra de Lie. Sendo assim, restringiremos a
nossa atencao para alguns exemplos que serao usados no desenvolvimento da teoria geral.

Exemplo 2.1.3. O comutador de g, definido por [g, g] ¢ um ideal graduado de g.

Exemplo 2.1.4. O produto direto de duas super algebras de Lie é uma super élgebra de Lie.
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Se A é uma super algebra, podemos definir a funcdo bilinear [-, -] : A x A — A onde
[a,b] = ab— (—1)1Mbg a, b e A. (2.1.1)

Esta fungao é chamada de super comutador. No caso em que A é uma super dlgebra associativa, o super
comutador satisfaz a seguinte condicao:

[a,bc] = [a,blc + (=1)/*"Mbla, c] a, b, c € A. (2.1.2)

Exemplo 2.1.5. Seja A uma super algebra associativa. Entao, o super comutador faz de A uma super
algebra de Lie. Dizemos que tal algebra de Lie é associada a algebra associativa A. Observe que a
identidade de Jacobi segue diretamente de (2.1.2).

Um caso especial e de grande importancia do exemplo 2.1.5 ¢ dado no préximo exemplo.

Exemplo 2.1.6. Seja V = V5 @ V; um espaco vetorial Zs—graduado. A algebra End (V') torna-se uma
super algebra associativa se definirmos a Zy—graduacao por

End, (V) = {T € End(V) | T(V3) C Viys, B € Zsy},

para todo « € Zs. A super algebra de Lie associada a End (V') sera denotada por gl(V') e sera chamada
de super algebra de Lie linear geral.

Definigao 2.1.7. Seja A uma super algebra. Denote por Der,(A), a € Zs, o subespago de todos
D € End,(A) tais que
D(ab) = D(a)b+ (=1)*aD(b), V a,be A. (2.1.3)

Defina agora

Der(A) = Derg(A) & Derg(A).

E facil ver que Der(A) é uma subalgebra graduada de gl(A). Os elementos de Der(A) sdo chamados de
super-derivagoes de A e Der(A) é chamada de super algebra das super-derivagoes de A.

Exemplo 2.1.8. Considere os operadores lineares {0;| i = 1,...,n} definidos nos vetores da base da
super algebra de Grassmann A = A [, ..., &,] por
az‘(fj ) = 5ij

e estenda para toda algebra conforme a equagao (2.1.3). Nao é dificil mostrar que Der(A) é o subespago
de End(A) gerado por {0;|i=1,...,n}.

A super algebra gl(V') tem um papel fundamental no desenvolvimento da teoria de super algebras
de Lie. Em particular, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1.9. Seja V = V5 & Vi um espago Zy—graduado. Uma representacao graduada de uma
super algebra de Lie g em V' é um homomorfismo (par) entre as super algebras de Lie p : g — gl(V).
Se p ¢é injetora dizemos que a representacao ¢ fiel.

Exemplo 2.1.10. Seja g uma super algebra de Lie. Defina a fungao

ad:g — gl(g),
a +— ad(a)

onde ad(a)(b) = [a,b], Vb € g. A partir das propriedades do colchete de g podemos provar as seguintes
afirmagoes:



a) A fungao ad é um homomorfismo de super élgebras de Lie, ou seja, ad é uma representagao graduada
de g em g. Tal representacao é chamada de representacao adjunta de g.

b) Da identidade de Jacobi segue que ad(a) é uma super-derivagao de g, para todo a € g.

Combinando esses dois resultados vemos que ad ¢ um homomorfismo da algebra de Lie g assumindo
valores Der(g). As super-derivagoes de g que sao da forma ad(a), a € g, sdo conhecidas como super-
derivagoes internas de g e formam um ideal graduado de Der(g), ja que

[D,ad(z)] = ad(D(z)) VD € Der(g).
Denotamos este ideal por Inner(g).

Jé foi mencionado anteriormente que gz é uma éalgebra de Lie. Portanto, a restricao de ad a g5 é uma
representacao de gg em g. Observe que os subespagos gg € g7 de g sao invariantes por esta representagao.
Isso sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.11. A representacao ad da super algebra de Lie g, induz uma representagao da algebra
de Lie gy no subespago impar gi. Esta representacao ¢ chamada de representacao adjunta de gz em gi
e sera denotada por ad’.

Agora, iremos dar uma nova descricao das super algebras de Lie. Se g é uma super algebra de Lie,
entao podemos especificar unicamente g por trés objetos. Sao eles, a algebra de Lie gg, a representagao
ad’ de gy em g7 e a funcao bilinear simétrica

¥ 181 X 91 — 90

onde ¢(y,z) = [y, ], para quaisquer y, z € g;. Da identidade de Jacobi segue que ¢ é gg—invariante,
isto é,
[a, p(b, 0)] = p(ad'(a) (), c) + ¢(b,ad'(a)(c)), Ya € go, b,c € g1
Além disso,
ad’(¢(a,b))c+ ad' (¢(b, ¢))a + ad’ (¢(c,a))b=0 V a,b,c € gi. (2.1.4)

Reciprocamente, seja gy uma algebra de Lie cujo colchete de Lie ¢ denotado por |-, -] e ad’ uma
representacao de gy em algum espago vetorial g;. Suponha também que nos é dada uma fungao bilinear
simétrica o : g7 X g1 — g5. Considere o espago vetorial Z,—graduado g = g5 @ g1 e defina uma fungao
[+, ] : 9 X g — g da seguinte forma:

[z, y] = [z,yls, se x,y € gq;

[$7y] = _[y,l'] = ad'(a:)y, se X € g0, Y € 91,

ly, 2] = ¢(y,2), se y,z€ gi.

Esta fungao é bilinear e satisfaz as condigoes da definigao 2.1.1 se e s6 se ¢ é gg—invariante e satisfaz a
equagao (2.1.4).

Neste sentido, uma super algebra de Lie g = g5 ® g7 ¢ uma "super estrutura'construida sobre a
algebra de Lie gg. Este ponto de vista é bastante tutil tanto para o desenvolvimento da teoria geral
quanto para construcoes explicitas de super algebras de Lie.



Exemplo 2.1.12. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao 2 e ¥ uma forma bilinear nao degenerada e
anti-simétrica em V' (quaisquer duas formas satisfazendo isso s@o proporcionais). Entéo, sl(V') = sp(¥)
é a algebra de Lie das transformacoes lineares em V' que preservam W. Para ¢ = 1,2,3, tome copias
(Vi, ¥;) de (V,¥) e considere

g5 = sp(V1) x sp(V2) x sp(V3), gi=Vi®@ V2@ Vi (2.1.5)

Para uma representagao de gz em gj, escolha o produto tensorial das representagoes naturais de sp(\V;)
em V.
Defina agora fungoes bilineares
@i Vi x Vi — sp(;),

por
Spi(xiayi)zi = ‘I’i(yi, Zi)l'i - ‘I/i(zi,%)yz’, Vi, vi, z € Vi.

Nao é dificil de mostrar que ¢; é simétrica e sp(¥;)—invariante.
Considerando (01, 09, 03) uma tripla de elementos de k, podemos definir uma fungao bilinear

Y91 X8 — 60
da seguinte maneira:

(1 @y @ x3,y1 QY2 @y3) = o1 Wa(xa, y2)Vs(xs, y3)p1(T1, 1)
+ oWy (1, y1)Us(xs, ys)pa(2, y2)
+ o3V (21, y1)Valxe, y2)ps(Ts, ys),

para quaisquer x;, y; € V;, i = 1,2,3. A fungdo ¢ é simétrica e gg—invariante. Além disso, ¢ satisfaz a
equacao (2.1.4) se e 80 se 01 + 09 + 03 = 0. Assim, se esta condigao é satisfeita, entdo g = gy @ g7 € uma
super algebra de Lie, a qual serda denotada por I'(o1, 09, 03).

Observe que esta notagao é conveniente. De fato, suponha que nos é dado, para ¢ = 1,2, 3 um espago
vetorial V/ de dimensdo 2, uma forma bilinear ¥, em V; e uma constante o, € k. Suponha também que
o] + ob + o4 = 0. Aplicando a constru¢do acima obtemos uma super éalgebra de Lie g’. Nao ¢é dificil
mostrar que as super algebras de Lie g e g’ sao isomorfas se e s6 se existe uma permutacao 7 do conjunto
{1,2,3} e um elemento nao nulo 7 € k tal que

o= TOr), ©=1,2,3.

2.2 A Aalgebra envelopante de uma super algebra de Lie

Nesta se¢ao introduziremos a algebra envelopante de uma super algebra de Lie, descreveremos
algumas de suas propriedades e exporemos resultados que serao usados ao longo do texto. Assim como
acontece no contexto de algebras de Lie, a dlgebra envelopante é uma ferramenta muito 1til para a teoria
de super algebras de Lie e suas representacoes.

2.2.1 Definicao e algumas propriedades basicas da algebra envelopante

Seja g uma super algebra de Lie e considere a algebra tensorial 7'(g) do espago vetorial g. A
Zs—graduagao de g induz uma Z,—graduagao em T'(g) tal que a injecdo candnica g — 7T'(g) ¢ uma
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fungao linear par e T'(g) é uma super algebra. Seja J o ideal bilateral de T'(g) gerado pelos elementos
da forma
@y —(—1)y@x—[r,9], com = € go, y € gp; a, € ZLy.

Estes elementos sao homogéneos (de grau o + ), e sendo assim J é um ideal graduado. Portanto, se
definirmos

U(g) =T(g)/J,

segue que U(g) é uma super algebra associativa. Esta dlgebra é chamada de dlgebra universal envelopante
de g. Se compormos a injegdo candnica g < T'(g) com a projecao canoénica T'(g) — T(g)/J = U(g),
obteremos a fungao linear par

oc:g9g— U(g)

que satisfaz a condicao
o([a, b)) = a(a)a(b) — (=1)*Pa(b)o(a), YV a€ ga, bE gp; @, B € ZLy. (2.2.1)
Qualquer elemento de U(g) é uma combinagao linear de produtos da forma
olay) - o(an), a; € 9oy i € Ly, 1 <i<mn. (2.2.2)

(Para n = 0, definimos o produto sendo igual a 1). Observe que o produto em (2.2.2) é um elemento
homogéneo de U(g) cujo grau é ag + - - - + ay,.
O par (U(g), o) é caracterizado pela equagao (2.2.1) e pela seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.2.1. Seja A uma algebra associativa com elemento unidade e seja f uma funcgao linear
de g em A tal que

f(la.b]) = f(a)f(b) = (=1)*f(b)f(a), Y a€ga, bEgs a, €Ly (2.2.3)

Entéo, existe um tnico homomorfismo f entre as algebras U(g) e A tal que
f=Ffoo

Corolario 2.2.2. Se A é uma super élgebra e se f é homogénea de grau zero, entao f também é
homogénea de grau zero, isto é, f é um homomorfismo de super algebras.

Corolario 2.2.3. Sejam g e g’ duas super algebras de Lie e denote por o e ¢’ as fungoes canonicas entre
g e U(g) e entre g’ e U(g') respectivamente. Se f : g — g’ ¢ um homomorfismo de super dlgebras de
Lie, entao existe um tnico homomorfismo f : U(g) — U(g') de super algebras tal que

o’of=Ffoo.

Para dar um exemplo de como a proposicao 2.2.1 e seus corolarios podem ser aplicados, discutiremos
a algebra envelopante do produto direto g x g’ de duas super algebras de Lie g e g’. As fun¢oes canonicas
entre g e U(g) e entre g’ e U(g') serdo denotadas por o e ¢’, respectivamente.

Considere S uma algebra associativa e f : g x g — S uma funcao linear que satisfaz a condi¢ao
(2.2.3). Seja h (resp. h') a restrigdo de f a g (resp. ¢'). Entao, a condic¢ao (2.2.3) também ¢é satisfeita
por h e h'. Logo, existem dois homomorfismos de algebras

h:U(g)— S, h:U(g)—S
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tais que h =hoo e h=h oo’. E facil mostrar que

h(x)l'(2') = (=1)* W (2")h(z), Yz eUlgle, o' € U(g)e; & & € Lo.

Portanto, se U(g)®U(g’) ¢ o produto tensorial graduado entre as super algebras U(g) e U(g’), existe um
homomorfismo de algebras

~

f:U(@®U(g) — S
tal que

~ —

flx @) = W)l (2'), Vo€ U(g), 2" € U(g).
Defina agora a funcao
T:gxg — U(g)®U(g) (2.2.4)
(a,d) — o(a)@1+1®0d'(d)
para quaisquer a € g, a’ € g’. A fungao 7 satisfaz a condigao (2.2.3) e
f=for
Concluimos dai o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.4. A algebra envelopante U(g x g¢') é canonicamente isomorfa ao produto tensorial
graduado U(g)®U(g’) e a fun¢ao 7 definida em (2.2.4) corresponde a fungao canonica entre g x g’ e

Ugxg).

2.2.2 Filtracao da algebra envelopante e o teorema de PBW

Sejam V' = V5@ V5 um espago vetorial Zy,—graduado e T'(V') a algebra tensorial de V. Ja sabemos
que T'(V) é uma algebra Z—graduada

T(V) =P T.(V),

onde T,,(V) = {0} sen < =1 e T,(V) = V¥" se n > 0. Se T(V) esta equipada com a Z;—graduagao
induzida de V', entao todos os T, (V') sdo subespagos Zy—graduados de T'(V'), sendo assim, por defini¢ao,
T'(V) é uma super élgebra associativa Z—graduada.

Vamos considerar agora o ideal bilateral JdeT (V') que é gerado pelos tensores da forma

a®b—(-1)b®a, acV,, beVy a, € L.

Estes tensores sao homogéneos com relagao a ambas as graduagdes de T'(V'). Assim,

U(V)y=T1(V)/J

¢ uma super algebra associativa e Z—graduada que é chamada de dlgebra supersimétrica do espago
vetorial Zs—graduado V.
Assim, tomando V' = g temos que T'(g) possui uma estrutura natural de super algebra Z—graduada

T(g) = P Tu(s)-

nel
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Para todo n € Z, defina

T"(g) = P Tila). (2.2.5)

m<n

Note que T"(g) sao subespagos Zy—graduados de T'(g).

Seja agora U(g) a algebra envelopante de g e 0 : g — U(g) a func@o canoénica. Lembre que
U(g) =T(g)/J, onde J é um ideal Zy—graduado. Seja U"(g) a imagem de T"(g) pela projegao candnica
T(g) — U(g). As seguintes propriedades sao satisfeitas:

a) U"(g) CU™(g) se n < m;

b) U"(g) = {0} se n < —1;

c) U%g) =kl;

d) U, U"(9) =Ul(g);

e) U™(g)U™(g) C U™™(g), para quaisquer n, m € Z.

A familia {U"(g) |n € Z} ¢ chamada de filtragiao candénica da algebra envelopante U(g).
Considere agora

G(g) = P Gulo) (2.2.6)

a algebra Z—graduada associada a algebra filtrada U(g). Aqui

Gn(g) = U"(g)/U" ' (g)

¢ a multiplicagdo em G(g) ¢ obtida passando ao quociente a multiplicacdo de U(g). Note que G(g)
também possui uma Z,—graduagdo natural. Equipada com estas duas graduagoes G(g) é uma super
algebra associativa Z—graduada.

Denote por ¢, a composi¢ao das fungoes candnicas T,,(g) — U™(g) — Gn(g) e considere a fungao
linear ¢ : T'(g) — G(g) que ¢é definida pela familia {p, |n € Z}. Dessa forma ¢ é um homomorfismo
de super algebras Z—graduadas que anula todos os tensores da forma

a®b—(—1)“ﬁb®a, a€go, bEgp o, B € L.

Consequentemente, ¢ define um homomorfismo ¢, da super algebra Z—graduada U (g) (algebra super-
simétrica do espago vetorial Zy—graduado g) para a super algebra Z—graduada G(g).

Estamos prontos para enunciar um resultado central sobre as élgebras universais envelopantes: O
teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ou apenas PBW.

Teorema 2.2.5. (PBW) O homomorfismo & : U(g) — G(g) ¢ um isomorfismo de super algebras
Z—graduadas.

Vamos agora tirar algumas conclusoes a partir do teorema de PBW.
Corolario 2.2.6. A fungao canonica o : g — U(g) é injetiva.

A partir de agora, gragas ao corolario 2.2.6 denotaremos a imagem o(z) de um elemento x € g pelo
proprio elemento z, isto ¢, o(x) := x.

O proximo corolério é ele proprio muitas vezes chamado de teorema de PBW. Ele nos fornece uma
base de U(g) a partir de uma base de g.
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Corolario 2.2.7. Sejam g uma super algebra de Lie e {x; |7 € I} uma base de g formada por elementos
homogéneos. Suponha que o conjunto de indices I é totalmente ordenado. Se (iy,...,1i,) percorre todas
as sequéncias finitas em [ tais que

r > 0;

1 Sig < <y
tp <lpt1, S€ Tj,, Ti, SN

Entao, os monomios da forma
LizLig * T4

p

formam uma base do espago vetorial U(g). Para r = 0, o produto acima é definido sendo igual a 1.

Considere g’ uma subalgebra graduada da super algebra de Lie g e ¢ : g’ < g a injecao canoénica. Se
o e 0’ sdo as fungoes canonicas entre g e U(g) e entre g’ e U(g'), respectivamente, entao de acordo com
o corolario 2.2.3, existe um homomorfismo candnico de super algebras

r:U(g) — Ulg),

tal que
coiL=1t00.

Corolario 2.2.8. O homomorfismo ¢ ¢ injetivo.

O homomorfismo canénico 7 nos permite identificar a algebra envelopante U(g’) de g’ com uma
subélgebra graduada de U(g). Assim, podemos considerar a algebra U(g) como um U(g')—modulo. Este
modulo é livre (isto é, tem uma base). Mais precisamente, seja {z;|j € J} uma familia de elementos
homogéneos de g, tais que suas imagens por meio do homomorfismo canoénico g — g/g’ formam uma
base para o espago vetorial g/g’. Suponha que J é totalmente ordenado. Se (ji,...,J,) percorre todas
as sequéncias finitas em J tais que

r > 0;

1< g2 <o < gy
Jp < Jpt+1, S€ Zj,, Tj,., € @1

Entao, os mondémios da forma
Lj1Ljy * " Ty

formam uma base para o U(g')—modulo U(g).

Note que o corolario 2.2.8 pode ser aplicado, em particular, para o caso em que g = gg. Entao,
U(gy) ¢ a algebra envelopante usual da algebra de Lie g5 e {vy1,...,yn} ¢ uma base do espago vetorial
g1 Deve-se tomar cuidado para nao confundir U(gg) com a subélgebra par U(g)y de U(g).

2.3 Representacoes de super algebras de Lie

Nesta secao iremos descrever as construgoes bésicas que sao usualmente feitas com as represen-
tagoes de super algebras de Lie. Podemos antecipar que o contetido desta se¢ao é uma transcricao dos
resultados que sao bem conhecidos no contexto das algebras de Lie. De fato, tudo que temos que fazer
¢ adicionar os fatores sinais (1) nos lugares apropriados.
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2.3.1 Conexao entre representagoes de g e U(g)

Na defini¢ao 2.1.9 noés introduzimos o conceito de uma representagao graduada de uma super
algebra de Lie. Vamos agora repetir esta definicdo em uma linguagem compativel com os resultados da
secao 2.2.

Definicao 2.3.1. Sejam g uma super algebra de Lie e V' um espago vetorial Z,—graduado. Suponha
que p & uma representacao graduada de g em V. Neste caso dizemos que V é equipado com uma
representacao graduada de g e chamamos tal espago vetorial de um g—maddulo cuja a agao de g em V' é
a induzida por p.

Seja U(g) a algebra envelopante de g e 0 : ¢ — U(g) o homomorfismo candnico. Se p é uma
representacao graduada de g em algum espaco vetorial graduado V', entao gragas a propriedade universal
de U(g) existe um tinico homomorfismo de super algebras associativas

p:U(g) — End(V),

tal que
pla) = pla), Yaeg.
Em particular, temos que
PU(8)a)Vs C Vars, YVa, €Ly

Assim, p é uma representacao da super algebra associativa U(g) no espago vetorial graduado V', ou em
outra linguagem, V' é um U(g)—modulo Z;—graduado.
Reciprocamente, suponha que V' é um U(g)—modulo e seja

w:U(g) — End(V)

o correspondente homomorfismo de super algebras associativas. Entao, a restricao p de w a g, é uma
representacao graduada de g em V', e além disso p = w.

Tendo em vista a discussdo acima, os conceitos de um g—modulo graduado e um U(g)—modulo
graduado sao completamente equivalentes.

Para simplificar notagoes, a partir de agora escreveremos p ao invés de p e = ao invés de p(x).

Exemplo 2.3.2. O espago vetorial k possui uma estrutura de g—modulo graduado trivial, onde sua
Zo—graduacao ¢é definida por
ks =k, k;={0}

e a representacao de g em k ¢é igual a zero.

De acordo com nossas convengoes gerais sobre estruturas algébricas graduadas, um homomorfismo
entre dois g—modulos graduados V e W é uma funcao linear par

fVv—w
tal que
flav) =af(v), Yaecg, veV.

Dali, segue que
f(av) = 2f(v), Vo € Ulg), ve V.

ou seja, f é um homomorfismo de U(g)—modulos graduados.
Os conceitos de submodulo graduado, médulo quociente graduado, soma direta, irredutibilidade e
completa redutibilidade de um g—moddulo sao os usuais e nao serao definidos separadamente.
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2.3.2 O produto tensorial de g—moédulos graduados

Sejam g e g’ duas super algebras de Lie. Suponha também que nos sdao dados um g—moddulo
graduado V' e um g’—modulo graduado V’. Considerando V' como um U(g)—modulo graduado e V/ como
um U(g’)—modulo graduado, sabemos que V ® V' possui uma estrutura natural de U(g)®U (g') —modulo,
onde a agao é definida por

(z®a2)(v@v) = (=1)""(av) ® (V)

para quaisquer x € U(g), 2’ € U(¢)er, v € V), v € V' e &, n € Zy (ver secao 1.2).

Pela proposigao 2.2.4, o produto tensorial graduado U(g)®U(g) é canonicamente isomorfo a algebra
envelopante de g x g, portanto V ® V' é equipado com uma estrutura natural de g x g'—moddulo dada
por

(a,a)(v@V) = (av) @ V' + (=)0 ® a'v,

para quaisquer a € g, ' € gL,, v € V, v € V' e o/, n € Zy. Este g x g—mddulo graduado V @ V' é
chamado de produto tensorial do g—modulo graduado V' com o g’—moédulo graduado V.

Se g = ¢, ent@ao usando o homomorfismo diagonal a — (a,a) entre g e g X g, deduzimos a seguinte
estrutura de g—modulo graduado em V ® V'

a(v@v') = (a) @V + (=1) @ (av'), a € ga,vEV,, vV €V’ a, n € Zo.
Observacao 2.3.3. Note que essa construgao pode ser estendida para uma quantidade finita de super

algebras de Lie.

2.3.3 Representacoes em espacos de funcoes multilineares

Sejam g e g’ duas super algebras de Lie. Suponha que V' é um g—modulo graduado e que V' é
um g'—modulo graduado. Considere V' como um U(g)—modulo graduado e V' como um U(g')—modulo
graduado. Entao, Hom(V, V’) possui uma estrutura natural de U(g)®U (g')—modulo graduado. De fato,
a Zs—graduagao para Hom(V, V) ¢ escolhida sendo

Hom(V, V') = {T € Hom(V, V') |T(V3) C V.45, B € Zs},
para todo a € Zs, e a estrutura de médulo é definida por
(z®@a)\T = (=12 o T o (A(x)),
para quaisquer x € U(g)e, ¢’ € U(g')e, T € Hom(V, V') e &, & € Zy. Aqui 6 é uma funcdo linear
0:U(g) — Ulg),

tal que
O(zy) = (=1)*0(y)0(x), Vo € Ulg)e, y € U(g)y, £1 € La;

6(o(a)) = —o(a), Yaeg e 6(1)=1.
A representacao correspondente de g X g’ é dada por

(a,a\T =ad oT — (-=1)*T oa, (2.3.1)
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para quaisquer a € g,, ¢ € ¢, T € Hom(V,V’'), e a,y € Zy. O caso g = ¢ ¢é particularmente
importante. Neste caso, usando o homomorfismo diagonal a +— (a, a) entre g e g X g, obtemos de (2.3.1)
a seguinte estrutura de g—modulo graduado em Hom(V, V'):

al'=aoT —(-1)"Toa (2.3.2)

para quaisquer a € g,, T € Hom(V, V'), e a,y € Zo.
Vamos considerar agora V' =k o g—modulo trivial (ver exemplo 2.3.2). Entao, Hom(V, k) =V* é o
espago vetorial dual de V', sua Z,—graduacgao é dada por

(V5o ={T € V[T (Voy1) = {0}},
e a equagao (2.3.2) nos da a seguinte agao de g em V*
al' = —(—1)""Toa, Ya€ gy T € (V")) a,v € L. (2.3.3)

Dizemos que o g—moddulo V* é o g—mddulo dual de V.

Os resultados desta subsegao e da subsecao anterior podem ser combinados para nos fornecer mais
algumas representacoes. Como um exemplo, consideraremos um espaco de fungoes bilineares. Suponha
entao que V, V', W sao g—modulos graduados. Denote o espaco vetorial das fungoes bilineares de V' x V’
a valores em W por B(V,V’;W). Pela definicao de V' ® V'] este espago é canonicamente isomorfo a
Hom(V @ V'; W). Portanto, a Zy—graduagao natural de B(V,V’; W) é dada por

B(V7Va W)ﬁ = {¢ < B(V, V/a W) | gb(‘/‘év ‘/5/’) - WB+§+§’7 57 5/ S Z2}7 vﬁ € ZLo.
e a representagao graduada de g em B(V,V’; W) é definida por
(a¢)(v7 U/) = G¢(U, ’U,) - (_1>aﬁ¢(av, vl) - (_1)a(5+§)¢(v, .CE’U/),

para quaisquer a € go, ¢ € BV, V;W)g, v e Ve, v e Ve a, S, £ € Zs.

Sabemos que existem alguns homomorfismos canénicos entre o produto tensorial de espagos vetoriais
e o espago das fungoes multilineares. Vamos discutir quais destes homomorfismos sao homomorfismos
de g—modulos graduados.

Sejam V', W, Vi, ..., V, g—mddulos graduados e considerem todos os produtos tensoriais e espagos
de fungoes multilineares equipados com uma estrutura de g—modulo graduado conforme as construgoes
anteriores. Entao, as seguintes fungoes lineares sao homomorfismos de g—modulos graduados.

n:V—V"
(@) (f) = (1) f(x), sex € Ve, f e (V) &7 €Ly

A : B(V,W:k) —s Hom(V, W)
(AU @) () = f(z,y), se f€BV.Wik), z €V, ye W

p: Hom(V,W*) — (Vo W)*
(W(TH)(x®y)=(T(x))(y), se T € Hom(V,W*), x €V, y € W

T: W ®V* — Hom(V, W)
(rly@ )(@) = fx)y, sey e W, feV', z eV

A equagao (2.3.3) sugere a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.3.4. Seja V um espaco vetorial Z,—graduado. Existe uma tinica fungao linear

End(V) — End(V"),
A — AT

tal que
AT()=(-1D)*foA, AcEnd(V),, f€ (Vs o,y € Zs.

Se A € End(V), entdao AT ¢ chamada de supertransposta de A.

Pela equagdao (2.3.3) a fungdo A — —AT ¢ um homomorfismo de gl(V') em gl(V*).

2.3.4 Invariantes

Definicao 2.3.5. Seja g uma super algebra de Lie e V um g—moddulo graduado. Um elemento v € V' é
chamado de invariante com respeito a representagao de g em V' (ou simplesmente g—invariante) se

ar =0, Vac€g.

Um elemento de V' é g—invariante se e s se suas componentes homogéneas o sao. Logo, o conjunto de
todos os elementos g—invariantes de V' é um subespago graduado de V.

Exemplo 2.3.6. Sejam V, W g—modulos graduados. Um elemento 7' € Hom(V,W),, v € Z,, é
g—invariante se e so se
zoT = (-1)"Tox, VrecU(g, &€ L.

O espaco vetorial de todas as funcoes lineares de V' em W que sao g—invariantes sera denotado
por Homgy(V,W). No caso em que a linguagem U(g)—moédulos é mais natural, também escreveremos
Homy gy (V, W) ao invés de Homgy(V, W) e chamaremos os elementos deste espago de U(g)—invariantes.
Note que os elementos de Homgy(V, W)z sao homomorfismos do g—modulo graduado V' para o g—modulo

graduado W.
Enunciaremos agora a versao graduada do lema de Schur para super algebras de Lie.

Proposicao 2.3.7. (Lema de Schur) Seja g uma super algebra de Lie e V' um g—modulo graduado
irredutivel. Entao,

Homy(V)sg =kI, Homy(V)1 =kT,
comT =0ouT?=—1I.

Vamos mostrar que as duas possibilidades que aparecem na super versao do lema de Schur realmente
ocorrem. Para isso consideraremos uma representacao da super algebra de Heisenberg que seréa definida
no exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.8. Considere a super algebra de Lie n = ngdng, onde ng é o espaco vetorial unidimensional
com base {e}, ny é o espago vetorial com base {a1,...,a,,b;,...,b,} e os tnicos colchetes nao nulos em
n sao

[CLZ‘, bl] = €.

Dessa forma n é uma super algebra de Lie que é conhecida como super dlgebra de Heisenberg. Seja
a € k, um elemento nao nulo arbitrario. Defina uma representacao p, de n na algebra de Grassmann
V =Al&, ..., &) da seguinte forma:

a; - u = Oyu, b;-u=a&u, e -u=au.
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Assim, p, é bem definida (ou seja, preserva os colchetes), é irredutivel e os endomorfismos de V' que
comutam com os elementos de p,(n) sao multiplos da identidade.

Daremos agora o exemplo que realiza a segunda possibilidade do Lema de Schur.

Primeiramente vamos considerar a super algebra de Lie n = n @k ¢, onde o colchete entre elementos
de n é definido como acima,
=0, [cc=c¢

e |c| = 1. Seja também ke, a dlgebra de polindmios na variavel e. Como essa algebra ¢ Z—graduada, po-
demos consideréd-la como uma super algebra, onde a sua Zy—graduacao é a induzida pela Z—graduacao.
Tomando o ideal graduado i de k[e] que é gerado pelos elementos homogéneos (pares) da forma

€ —a/2,
podemos definir a super algebra quociente
W = klel/i.

(Note que como espago vetorial W = {a + be / a,b € k}). Considerando a super algebra V = VW
(ver segao 1.2), podemos definir uma representagao p, de n em V' da seguinte maneira:

hu®v) = (hu) ® v, paratodo h €n e c(u®v)=(1®¢€)(u®v).

Lembre que (1 ® €)(u®v) = (=D (1 A u) @ (ev) = (=1)"(u) @ (ev).
Desta forma, esta representagao estd bem definida e é irredutivel. Tomando n = 2, podemos provar
que o homomorfismo impar
0 -1
(4 )

comuta com p, para o = 2, realizando assim o caso em que Homy(V); = kT, onde T?% = —1I.
Voltando a invariancia, suponha que V', W e U sao trés g—modulos graduados.

Exemplo 2.3.9. Uma funcao bilinear f : V x W — U que é homogénea de grau § é g—invariante se
e sO se
af(v,w) = (_1)04610(&?}7 w) + (_1)a(ﬂ+£)f(v7 aw)a

para quaisquer a € go, v € Ve, w € W e a,§ € Zs.
Para qualquer funcao bilinear f : V x W — U, definimos uma fungao bilinear sf : W x V — U,
tal que
sf(w,v) = (=1)*f(v,w), Vv € Ve, w € W,, &1 € Zs.

A fungao f +— sf de B(V,W;U) em B(W,V;U) é um isomorfismo de g—modulos graduados, portanto
f é g—invariante se e s6 se sf é g—invariante. Isso sugere a seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 2.3.10. Uma fungao bilinear f : VxV — U é chamada de supersimétrica/ anti-supersimétrica
se
flv,w) = £(=1)"f(w,v), Yv € Ve, w € V,, &1 € Ly,

Note que o colchete de uma super algebra de Lie g é anti-supersimétrico.
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Exemplo 2.3.11. Suponha U =k, o g—modulo trivial. Entao, uma forma bilinear f: V x W — k é
g—invariante se e s6 se

flav,w) + (=1)** f(v,aw) = 0, Va € ga, v € Vi, w €W, a,& € Zy. (2.3.4)

Exemplo 2.3.12. No exemplo anterior escolha V' =W = g (equipados com a representac¢ao adjunta).
Entao, a condigao (2.3.4) é equivalente a

f([a,b],c) = f(a,[b,c]), Va,b,ce€g. (2.3.5)

Introduziremos agora uma importante classe de formas n—lineares invariantes em uma super algebra
de Lie. Para isso, consideremos o espago vetorial Zs—graduado V = V5@ Vi, onde V5 = k™ e V5 = k" (a
partir de agora, se este for o caso, escreveremos V = k™"). Denotaremos a super algebra de Lie gl(V)
por gl(m,n).

Escolha bases ordenadas para 1V e Vi, estas bases combinadas formam uma base ordenada de ele-
mentos homogéneos para V. Iremos fazer uma convengao (que usaremos no proximo capitulo) de forma
que tal base é parametrizada pelo conjunto

I(m,n)={1,...,m;1,...,n} (2.3.6)
onde a ordem total é dada por
1< <m<0<1l<---<n. (2.3.7)

O namero 0 foi inserido aqui por conveniéncia de notagao. Com respeito a uma base desse tipo, gl(V)
pode ser realizada como o conjunto de todas as matrizes por blocos da forma

- (#45)

onde A € Mpxm(k) e D € M,y,(k). Note que gl(m,n); é o conjunto de todas as matrizes com
B =C =0eglim,n); é o conjunto de todas as matrizes tais que A = D = 0. Além disso, observe que
se n = 0, isso recupera a algebra de Lie gl(m).

Definicao 2.3.13. Defina a fungao linear str : gl(m,n) — k da seguinte forma: Se X = ( é g ) €

gl(m,n), entdo
str(X) = tr(A) — tr(D).
Chamamos tal funcao de super-traco.

Sejam B e C duas bases distintas do espaco vetorial V', formadas pela uniao de uma base de V5 com
uma base de Vj e denote por [Tz (resp. [T]¢) a representagao matricial de um elemento 7' € gl(V') na
base B (resp. C). Assim,

str([T]s) = tr([A]s) — tr([D]s) = tr([Ale) — tr([Dle) = str([T1),

ou seja, o super-trago da matriz de um operador em gl(1") ndo depende da escolha da base. Sendo assim,
definimos o super-traco de um operador como sendo o super-traco de sua representacao matricial.
A fungao str é par e gl(V)—invariante, isto é,

str([T,S]) =0, VT,S € gl(V).
Veja que a equacao acima é equivalente a seguinte relagao:
str(T o S) = (—1)*str(SoT), VT € gl(V)a, S € gl(V)s.

A partir dai concluimos a seguinte proposicao:
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Proposicao 2.3.14. Seja g uma super algebra de Lie e V um espacgo vetorial graduado equipado com
uma representacao p de g. A funcao n—linear em g que é dada por

(a1,...,a,) —> str(p(ay) o---op(ay)), a; €9, 1 <i<mn, (2.3.8)
¢ par e g—invariante com respeito a representacao adjunta de g.

A funcao n-linear definida na proposicao anterior é chamada de funcao n—Ilinear associada a repre-
sentagao p (ou ao g—moddulo V). O caso em que V = g e n = 2 sugere a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3.15. Seja g uma super algebra de Lie. A forma bilinear ¢ em g que é definida por
¢(a,b) = str(ad(a) oad(b)), Va,be g (2.3.9)
é chamada de forma de Killing de g. Esta forma é par, invariante e supersimétrica.

Observagao 2.3.16. Note que, através de uma representacao graduada p de g em V' podemos definir
sobre gg duas formas bilineares

(a,b)v, = tr(p(a)lv, o p(b)]vy) e (a,b)v; = tr(p(a)lv; o p(b)[v;), Va,b € go

e segue portanto da definicao de super-traco que
str(p(a) o p(b)) = (a,b)v; — (a,b)v;, Va,b € gp. (2.3.10)

Neste caso, denotamos a fungao 2-linear de g dada na proposigao anterior por (, )y. Sendo assim, a
condigao (2.3.10) se reescreve como

(a,b)y = (a,b)y, — (a,b)y;, Ya,be gp. (2.3.11)

2.3.5 O produto tensorial de médulos irredutiveis

Nesta subse¢ao mostraremos que o produto tensorial entre dois moédulos irredutiveis de duas
super algebras de Lie também serd um modulo irredutivel para a super dlgebra de Lie produto. Mas
antes disso precisamos da seguinte proposicao que é conhecida como o teorema da Densidade.

Proposicao 2.3.17. Seja g uma super algebra de Lie, V um g—modulo irredutivel e suponha que
End, (V) = k. Considere p : U(g) — Endg(V') a representacao correspondente da algebra envelopante.
Seja f € Endg(V) e {v1, ...,v,} C V. Entao, existe z € U(g), tal que

xv; = f(v;) para i=1,...,n.
Em particular p(U(g)) = Endx(V') quando V' tem dimensao finita.

Demonstragao. Se V' é um g—modulo irredutivel, entdo ele também é um U(g)—moddulo irredutivel.
Agora, nas notagoes do teorema sobre a densidade de Jacobson (teorema A.2.1), tome R = U(g). Dai
R = Endyg)(V) = Endg(V) = k. Assim, se f € Endp/(V) = Endi(V) e {vy,...,v,} C V, existe
z € U(g) tal que zv; = f(v;), para 1 < ¢ < n, e portanto o resultado esta provado.

[l
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Teorema 2.3.18. Sejam g e g’ duas super algebras de Lie tais que Endy(V) = k e Endy (V) = k.
Suponha também que nos sao dados um g—modulo graduado e irredutivel V' e um g’—moédulo graduado
e irredutivel W. Considere

g=gxg, U=VaW,

onde a super algebra de Lie produto g é definida na subsecao 1.2 e U ¢ o g—modulo definido na subsecao
2.3.2. Entao, U é um g—modulo irredutivel.

Demonstragao. Tome v @ w € U um elemento nao nulo tal que v € V¢, £ € Zy. Sew € U \ {0} é um
elemento qualquer, entao

n
u:ZviG@wi, vieV,w,eW, i=1,...,n.
i

Para cada ¢ = 1,...,n defina as seguintes fungoes lineares:
fi:V—V, g W -—W,
tais que
filtv) = v, gi(w) = w;
Pela proposigao 2.3.17, existem x; € U(g) e y; € U(g’) satisfazendo a seguinte propriedade:
sz:fz(U)7 yzw:gz(w)7 Vlzl,n

Note que z; ® y; € U(g)®U(g') = U(g) (ver proposicao 2.2.4). Além disso, supondo que y; = y;; + ¥is
onde y;, € U(g')a com a € Zsy, temos que
7 ® Ui + (D)0 ®w) = (20) @ (ygw) + (=1 (=1 (2:0) ® (yyw))
= (20) ® (yiyw) + (ziv) @ (yi;w)
= (zv) ® (yiw)

= U¢®wi, ‘v’z:l,n
Defina §; = yi, + (—1)%y;,, Vi=1,...,n e tome
r=>Y z;®7 € U(g).
i=1

Assim, temos que
z(v @ w) = u. (2.3.12)

Em particular isso mostra que a agdo de U(g) sobre U é transitiva. De fato, se u,u’ € U sdo dois
elementos nao nulos quaisquer, entao

n m

/ / /

u = E V; QW;, U = g vj®wj,
i J

onde vy, v; € V e w;,w; € W parai=1,...,nej=1,...,m. Suponha agora que v; = vy, + v1;, onde
vy, € Ve, £ € Zy e pelo menos um destes elementos ¢ nao nulo. Suponha por exemplo que vi; # 0 e
considere o elemento vy, ® w;. Entdo, existe z € U(g) tal que

z(v, @wy) =u', z(v; @wy) =0 e z(v;@w;) =0, se 1 <i<n.

22



Logo,
2u =,

ou seja, a agao de U(g) em U é transitiva e portanto U é um g—modulo irredutivel.

]

E importante observar que, como o corpo k é algebricamente fechado, esse teorema é sempre vélido
no caso em que g é uma algebra de Lie simples, pois o lema de Schur implica na hipotese Endy (V') = k,
que foi exigida no enunciado do teorema.

2.4 Representacoes induzidas

Nesta secao iremos introduzir uma importante ferramenta para a teoria de representacgoes de
super algebras de Lie: As representacoes induzidas. Também apresentaremos o teorema de Ado para
super algebras de Lie.

Antes de comecar a entrar nos detalhes da secao, introduziremos algumas notagoes que serao usadas
constantemente. Suponha que g é uma super algebra de Lie e que g’ é uma subéalgebra graduada de g.
Seja U(g) (resp. U(g')) a algebra envelopante de g (resp. g'). De acordo com a se¢ao 2.2 (ver corolarios
2.2.6 e 2.2.8) podemos supor que g, g’ e U(g') s@o canonicamente mergulhados em U(g). Entao, U(g)
possui uma estrutura natural de U(g')—modulo graduado que é definida pela multiplicagao. Além disso,
o teorema de PBW implica na seguinte reformulagao do corolario 2.2.8:

Proposigao 2.4.1. Seja {z;|j € J} uma familia de elementos homogéneos de g tais que suas imagens
por meio do homomorfismo canoénico g — g/g’ formam uma base para o espago vetorial g/g’. Suponha
que J é totalmente ordenado e, tome H sendo o conjunto de todas as sequéncias finitas (ji,...,Jj.) em
J tais que
r > 0;
1< 72 < < g
jp < jp+1: S€ Tj,y Tjpiq € 91

Se N = (j1,...,Jr) € uma sequéncia desse tipo, definimos

IN = TjTjy Ty,

r

Entao, a familia {zy|N € H} ¢ uma base do U(g')—modulo U(g). Aqui, por convencao definimos
Ty = 1.

Seja agora V um U(g’)—modulo graduado. Considerando U(g) como um (U(g'), U(g’))—bimodulo
graduado podemos construir o produto tensorial

V =U(g) G V (24.1)

Note que V possui uma estrutura natural de espaco vetorial Z,—graduado, onde o subespaco Vv, v € 2o
¢ gerado pelos tensores da forma r ® v com x E_U(g)g, veV,, &n e Zy §+n=r. Observe também
que a estrutura de U(g)—moddulo graduado de V' satisfaz

r(y ®@v) = (xy) @v, Vr,y € U(g), v e V. (2.4.2)

Este g—modulo graduado ¢ chamado de U(g)—mddulo graduado induzido pelo U(g')—mddulo graduado
V.
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Defina uma funcao linear par da seguinte maneira:
a:V — V,
v — 1®wo
para qualquer v € V. Veja que « é U(g’)—invariante, ou seja,
a(z'v) = 2'a(v), V' e U(g), ve V.
O par (V,a) pode ser caracterizado pela seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.4.2. Seja f : V — W uma funcao linear U(g')—invariante de V' em um U(g)—modulo
graduado . Entao, existe uma tnica fungao linear U(g)—invariante f : V — W tal que

f:fooz.

Lembre que se f é homogéneo de grau 7, 7 € Zs, entdo o mesmo continua valendo para f e além
disso B
flz@v) = (=1 zf(v), Vo € U(g)e, v EV; € € Zy.

Vamos agora explorar a proposi¢ao 2.4.1. Por meio de resultados basicos sobre produtos tensoriais
concluimos o

Lema 2.4.3. Usando a notagao introduzida na proposigao 2.4.1. Para toda sequéncia N € H, a fungao
k—linear

Vv — V (2.4.3)
vV —— TNV

é injetiva, em particular, a é injetiva. O espaco vetorial V é a soma direta dos subespacos xya(V),

N € H, ou seja,
V:@l’]\/(@v.

Podemos aplicar esse lema para nos dar uma prova do teorema de Ado para super algebras de Lie.
De fato, Seja g’ = g5 e seja V um gg—moddulo qualquer. Considere V' com a seguinte Zy—graduagao:

Vo=V, Vi={0}
Entdo, o g—modulo induzido V' é bem definido e o lema anterior implica:
a) Se o gg—modulo V é fiel, entdo o g—modulo também é V também é fiel,
b) Se os espacos vetoriais gy e V sdo de dimensdo finita, entdo o mesmo vale para V.
Usando agora o teorema de Ado para algebras de Lie, concluimos o

Teorema 2.4.4. Toda super élgebra de Lie de dimensao finita possui uma representacao graduada fiel
de dimensao finita.
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Capitulo 3

Super Algebras de Lie Simples

Neste capitulo estudaremos detalhadamente as super algebras de Lie simples, em particular nos
apresentaremos boa parte da demonstracao do teorema que classifica as super algebras de Lie classicas
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. A demonstracao que serd esbocada aqui
requer um conhecimento sobre super algebras de Lie irredutiveis, com Z—graduacao consistente. Os
resultados expostos neste capitulo foram retirados de [M. Scheunert).

3.1 Super algebras de Lie Z—graduadas e filtradas

Nesta se¢ao obteremos algumas propriedades elementares das super algebras de Lie Z—graduadas
e filtradas.
A seguinte definicao é uma reformulacao para o caso de super algebras de Lie da defini¢ao 1.2.2.

Defini¢ao 3.1.1. Uma super algebra de Lie g é dita Z—graduada se existe uma familia {g, |n € Z} de
subespacos Zs—graduados de g tais que

g= @gn € [gnagm] C Gntm; Vn,m € Z.
nez
A graduagao {g,|n € Z} é dita ser consistente com a Zs—graduagao de g se
do = @9271 € g1 = @QZnJrl-
ne”L ne”L

Se g é uma super algebra de Lie Z—graduada, por defini¢ao temos que [go, g,] C g, para todo n € Z.
Logo, gog ¢ uma subédlgebra de g e a representacao adjunta de g induz uma representacao natural de g
em g,, para todo n € Z.

Definigao 3.1.2. Seja g = €D, ., 9, uma super algebra de Lie Z—graduada. A graduacao {g, |n € Z}
(e a propria algebra g) é chamada

a) Irredutivel, se a representacao graduada de go em g_; é irredutivel (em particular g_; # {0}).

b) Transitiva, se

{a€g,|la,g-1] ={0}}={0}, Vn>0. (3.1.1)
c) Bitransitiva, se ela for transitiva, e além disso
{a € g, | [a,g1] ={0}} = {0}, Vn<o. (3.1.2)
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Note que no caso particular n = 0 a equagao (3.1.1) (resp. (3.1.2) é valida se e s6 se a representacao
de go sobre g_; (resp. g;) é fiel.

Lema 3.1.3. Seja g = @RZ_I gn, uma super algebra de Lie Z—graduada, transitiva e irredutivel. Su-
ponha que g; # {0} e que a representagao de go em g; é fiel. Entao, g é bitransitiva.

Demonstrag¢ao. Ja mencionamos anteriormente que sobre essas hipoteses, a equagao (3.1.2) é valida para
n = 0. Tome

V={aegillaa]={0}}

e observe que V' é um go—submodulo graduado de g_;. Como g; # {0}, a transitividade de g implica
que [g_1,81] # {0}. Segue dai que V' # g_; e portanto que V = {0}.
O

Lema 3.1.4. Seja g = @n2—19n uma super algebra de Lie Z—graduada e transitiva. Entao, a
Z—graduacao de g é consistente com a Zs—graduagao se e s6 se g_; for um subespaco fmpar de g
(isto é, se e s6 se g_1 C g7).

Demonstragao. Se a Z—graduagao é consistente com a Z,—graduagao, entao

g1 = @g%ﬂzgﬂ@gl@“',

n>-—1

em particular, g_; C gi. Reciprocamente, suponha que g_; C gi. Provaremos por inducao em n que a
Z—graduacgao é consistente. Se provarmos que para qualquer n > —1

gon N g7 = {0} € Yon+1 Ngs = {0}7

go=EP (@.ng) =P o ¢ gi=P (@.Ng) = P g201-

n>—1 n>—1 n>—1 n>—1

entao

Para n = —1, temos que g_ = {0} e portanto g_» N g; = {0}. Por outro lado, por hipotese temos
que g_1 C g1, isto ¢, g_1 N gy = {0}. Suponha por indugdo que o resultado é vélido para n = k, ou seja,
gor N g1 = {0} e garr1 Ngg = {0}. Vamos mostrar que o mesmo é satisfeito para n = k + 1. De fato,
note que

[g20k+1) N 91, 9-1] € Gok1 N g5 = {0}

e como g ¢ transitiva, segue que gox+1) N g7 = {0}. Analogamente, temos que [go(r41)+1 N G5, 9—1] <
g2(e+1) N 91 = {0}. Logo, o resultado esta demonstrado.
]

Nosso interesse nas relagoes de transitividade (3.1.1) e (3.1.2) véem do fato que sobre um certo
sentido, elas reduzem o estudo das super algebras de Lie Z—graduadas para o estudo de sua "parte
local" g1 @ go @ g1

Proposigao 3.1.5. Sejam g = @, ., 0, ¢ ¢ = D, ., 9, duas super dlgebras de Lie Z—graduadas.
Suponha que nos é dada uma funcao linear par

fi91®0®g —0,D0 D0

que satisfaz as seguintes condigoes:
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a)
f(g+1) = g,j:la f(go) = 96 (3.1.3)

b) f é compativel com a multiplicacao de g, no sentido que

f([a,0]) = [f(a), f(b)] (3.1.4)
sempre que a € g,, b € g,, en,m,n+m € {—1,0,1}.

Se a dlgebra g é gerada por g_; © go © g1 e se g’ é bitransitiva, entao existe uma tnica extensao de f a
um homomorfismo f : g — ¢’ de super algebras de Lie Z—graduadas.

Demonstragao. Defina indutivamente para todo inteiro » > —1, uma fungao linear par
f?“ O — g;«a

tal que para r > 0, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

fr(la, b)) = [f(a), fr—1(b)], se a € g1, b€ g_1; (3.1.5)
fr([a,0]) = [f(a), f-(D)], se a € go, b € gy; (3.1.6)
fal@b) = [f(@), (b)), se a€gor, be g (3.1.7)

Para r € {—1,0,1}, defina f, sendo a funcao linear induzida por f. Por hipotese, as condigoes (3.1.5)-
(3.1.7) sao satisfeitas parar = 0 er = 1. Seja agorar > 2 e suponha que as fungdes f; com —1 < s < r—1
sao bem definidas. Seja p > 1, um inteiro positivo e tome

T €, Yg€01: 1<q<p.

Usando (3.1.4) e a hipotese de indugao, vemos que para todo a € g_4

[f(a), > [f(@g)s fra ()] = fra ([a, > [, yq]> J (3.1.8)

q=1 q=1

Como g’ é bitransitiva e f_; é sobrejetiva, concluimos de (3.1.8) que

Z[$q,yq —O:Z (2q), fr-1(yq)] = 0.

q=1

Por outro lado, a algebra g é gerada por g_; & go @ g1 e sendo assim todo elemento de g, é da forma
> |24, y,]. Portanto, a equagao

(Z Zqs Yq ) = Z [f(2q), fr=1(yq)]

q=1

define uma fungao f, : g, — g.., a qual ¢ linear e par.

Vamos provar que as condigoes (3.1.5)-(3.1.7) sao satisfeitas. Note que (3.1.5) é verdade devido a
defini¢ao de f,. Para provar (3.1.6) e (3.1.7) podemos supor que b = [z,y| com = € g1, y € g,_1; assim,
as equagoes seguem por uma nova aplica¢do de (3.1.4) e da hipotese de indugao.
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Note que nossa construgao pode ser feita se as algebras g e g’ sdo equipadas com Z—graduagoes
invertidas (ver segdo 1.2). Dessa forma obtemos uma familia {f,. |r € Z} de fung¢des lineares pares

f}: g1“___> g;;

tal que as equagoes (3.1.5)-(3.1.7) sdo satisfeitas para todo r € Z. (Lembre que para r € {—1,0,1}, a
fungao f, é induzida por f).
S6 nos falta provar agora que

[fr(a), fs(D)] = fris([a,b]), Ya€E g, bEgs; 1,5 € Z. (3.1.9)

Podemos fazer isso por induc¢ao em |r| (= modulo de r). Pela construcao da familia {f, |r € Z}, a
equagao (3.1.9) é valida se r = 0 ou |r| = 1. Suponha agora que t > 0 é algum inteiro positivo e que
(3.1.9) & satisfeita para |r| =t. Seja

T EPt1, YE Juy, bE Qs

Usando nossa hipotese de indugdo, assim como as relagoes (3.1.5)-(3.1.7), nao é dificil verificar que

e ([2,9]), Fs(0)] = Feqrnyrs ([l 9], 0]).

Isso implica (3.1.9) para |r| =t + 1.
Seja agora

@B — Pu.

reZ rez

a fungao linear definida pela familia {f,. |r € Z}. Entao, f é¢ um homomorfismo de super algebras de

Lie Z—graduadas que extende f. A unicidade de tal extensao segue diretamente.
O

Corolario 3.1.6. Usando a notagao introduzida na proposi¢ao 3.1.5, vamos supor que g e g’ sdo bi-
transitivas, que a algebra g ¢ gerada por g_1 @ go ® g1 e que a algebra g’ é gerada por g’ | ® g;, © g]. Se
f é bijetiva, entao f é um isomorfismo de super algebras de Lie Z—graduadas.

3.1.1 Alguns resultados sobre super Algebras de Lie transitivas

Nesta subsegao g = @, -, g, denota uma super algebra transitiva, irredutivel e consistentemente
Z—graduada.

Lema 3.1.7. Se a representagao da algebra de Lie gy sobre g_; é fiel e irredutivel, entao g, é redutiva.

Demonstragao. Considere a representacao ad_; : go — gl(g_1). Por hipotese esta representacao é
irredutivel, logo ad_;(go) é uma &lgebra de Lie redutiva (ver teorema 5.11 [S. Martin|). Por outro
lado, como a representacao ad_; é fiel o teorema do isomorfismo para algebras de Lie nos fornece que
go = ad_1(go) e portanto go também é uma élgebra de Lie redutiva.

O

Proposicao 3.1.8. Suponha que g; # {0}. Entao,

(80, 80] € [9-1,01]. (3.1.10)
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Demonstracao. Note primeiramente que

[9-1,[9-1, 01]] = -1 (3.1.11)

De fato, [g_1,[g_1, g1]] € um subespaco go—invariante de g_;, para ver isso seja x_1,y_1 € §_1, 1 € g1
e Ty € go, dal veja que

[0, [z-1, [y—1, 71]]] = [[x0, 21], [y—1, 21]] + 21, [0, [y—1, 21]]],

onde o primeiro termo do lado direito da equagdo obviamente esta em [g_1,[g_1,91]], € o segundo

também, pois [zo, [y-1,21]] = [[xo,y-1],21] + [y-1, [0, 21]] estd contido em [g_1, g1]. Note agora que
[g-1,[9-1,91]] € um subespaco nao nulo, pois pela transitividade de g se este fosse nulo terfamos que
[g-1,01] = {0}, e novamente pela transitividade de g concluimos que g; = {0}. O que contradiz

nossa hipotese. Assim, [g_1,[g_1,91]] € um subespaco nao nulo de g_; que é go—invariante. Como a
representagao de go sobre g_; é irredutivel, [g_1,[g_1, g1]] deve ser todo g_;.

Pelo lema 3.1.7, a algebra de Lie gy € redutiva, isto é, go = 3(g0) @ [go, g0, onde a &algebra de Lie
(g0, 90] € semissimples.

Ja vimos acima que [g_1, g1] € um ideal de go. Seja entao s o centralizador de [g_1, g1] em go. Como
a algebra de Lie go é redutiva, a rela¢do (3.1.10) segue se provarmos que s é abeliana. De fato, suponha
que s é abeliana. Sabemos que s é um ideal de g, logo s N [go, go] € um ideal de [go, go|, mas [go, go] €
uma algebra de Lie semissimples e portanto esta se decompoe numa soma direta de ideais

[00,00] =a1 D -+ D ay,

onde cada a; é simples, [a;,a;] = {0} se ¢ # j e, além disso, qualquer ideal de [go,go] se escreve
como uma soma parcial destes ideais. Sendo assim, a tnica possibilidade é que s N [go, go] = {0}, pois
estamos supondo s abeliana. O que acabamos de provar é que s C 3(go), mas por outro lado 3(go) C s.
Concluimos assim que s = 3(go). Finalmente, note que i = [g_1,81] N [go, 8] ¢ um ideal de [go, go] €
portanto podemos supor que

i=a, D - Day,

onde k < n. Se k < n, entdo temos que [a;, [g_1,g:1]] = {0} para todo k < i < n. Mas isso implica que
a; € s = 3(go). Logo, a; = {0} contradizendo o fato deste ideal ser simples. Portanto, k = n, isto &,
i = [go, go] implicando assim que [go, go] < [g-1, g1]-

Para finalizar a demonstracao veremos agora que s é abeliana. Seja a,b € 5. Queremos ver que
la,b] = 0. Tendo em vista a transitividade de g e a equagao (3.1.11), este sera o caso se

[la, ], [g-1, [9-1, aa]]] = {0} (3.1.12)
Mas se z, y € g_1 € u € g1, entao
[a, [0, [z, [y, u]ll]] = [a[[b,2], [y, u]]]

= _[aa [ya Hba x]? um

_Haa y]a Hba fL’], U]]
Lembre que [g_1,9-1] € g2 = {0}. Veja agora que o lado esquerdo dessa equagdo é anti-simétrico
com rela¢do a z, y, jA que a identidade de Jacobi juntamente com o fato que [g_1,g-1] = {0} im-
plica que [z, [y, u]] = —[y, [z, u]]. Por outro lado, o lado direito da nossa expressao troca de sinal se

intercambiarmos a <+ b e x <+ y, pois
—lla, ], [1b, 2], ul] = =([lla, y], [b, =]}, u] = [[b, 2], [[a, y], u]]) = [[b, ], [[a, y], u]].
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Assim, juntando essas duas informagoes temos que

[[CL, y]7 [[b’ LU], UH = _[[b’ LU], Hav y]v u“ = [[bu y]v [[CL, ZL‘], u]]7

ou seja, a nossa expressao ¢ simétrica com relagao a a, b. Logo

[a, [0, [z, [y, u]ll] = la, 0], [z, [y, u]]] + b, [a, [2, [y, u]]]] =
b Y, U

[
[

= [a,[b, [z, [y, d]l] = [la,0], [z, [y, u]l] + [a, b, [z, [y, u]]]] =
= [la, 0], [z, [y,u]]] = 0.
Portanto, como as escolhas de z, y e u foram arbitréarias, segue pela transitividade de g, que [a,b] = 0.
m
Proposicao 3.1.9. a) Se 3(go) denota o centro da algebra redutiva go, entao
dim(3(go)) <1
e no caso em que temos a igualdade, existe um tnico elemento z € 3(go) tal que [z,2] = nz,

Vo e g,.
b) Para qualquer inteiro n > —1 a representagao de go em g,, ¢ completamente redutivel.

c) Se go é abeliana, entdo g, = {0}, Vn > 1.

Demonstragao. (a) A representacao de gy sobre g_; ¢é fiel e irredutivel (lembre que estamos assumindo
que g é transitiva e irredutivel), entdo pelo lema de Schur para algebras de Lie, temos que ad(z) = A,
Vz € 3(g0). Logo, dim(3(go)) < 1. Observe agora que se 3(go) # {0}, entao dado 2 € 3(go) \ {0},
ad(2) = AI, onde A # 0, pois a representacao ¢ fiel. Tome entdo z = —(1/A)Z, dai ad(z) = —1 e
portanto

[z,2] = —x, Vo € g_y.

O elemento z tem a propriedade desejada. De fato, suponha por hipétese de indugao que para algum
n > —1 o resultado seja valido e considere x € g, 1. Assim, veja que [y, x] € gn, logo [z, [y, z]] = nly, z].
Por outro lado, usando a identidade de Jacobi temos [z, [y, z]] = —[y, z] + [y, [z, z]]. Juntando as duas
informagoes, ficamos com

[y, (n+1)ax —[z,2]] =0, Yy € g_1.

Segue da transitividade de g que (n + 1)z — [z, 2] = 0 e assim provamos o item (a).

(b) Pela redutividade de go, temos que go = 3(go) ® [go, g0o]. Mas pelo item (a), qualquer subes-
paco de g, é invariante por 3(go), sendo assim, um subespago serda go—invariante se, e somente se,
este for [go, go]—invariante. Assim, pelo teorema de Weyl segue o resultado desejado, ja que [go, go] €
semissimples.

(c¢) Suponha que gy é abeliana. Como a representagao de go sobre g_; é irredutivel, o teorema de
Lie nos diz que dim(g_1) = 1. Tome z € g_; \ {0}. Entao, pela identidade de Jacobi e pelo fato que
[0-1,9-1] € g_» = {0}, temos que para qualquer inteiro n > 1 e para qualquer y, € g,

[, [, yn]] = [[2, 2], yn] — [, [2, 90]] = 2z, [, Y]] = [[2, 2], yn] = {0}

Logo, segue da transitividade de g e do fato que a escolha de y € g, foi arbitraria que [z, g,] = {0}.
Dai, novamente pela transitividade de g decorre que g,, = {0}.
O
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Proposicao 3.1.10. Suponha que a representagao de go em g; é irredutivel (em particular, g; # {0}).
Seja h uma subalgebra de Cartan da algebra de Lie redutiva gg. KEscolha um sistema fundamental
de raizes simples de gy com respeito a h. Considere A (resp. p) o peso méximo (resp. minimo) da
representagao de go sobre g_; (resp. g1) e tome z\ € g_; (resp. y, € g1) um vetor de peso associado a
esse peso. Sobre estas consideragoes temos que

a) Se as representagoes de go sobre g_; e g; sao duais, entao:

1) p=—X\

2) [xx,yu] = h, onde h é algum elemento nao nulo de h que nado esta no centro de gp.
b) Se as representagoes de go sobre g_; e g; nao sao duais, entao:

1) [z),y,] = eq, onde @ = A+ ;1 é uma raiz da algebra de Lie g e e, ¢ um vetor associado a ela.

2) [g-1,91] = [g0, 90]-

3) A algebra de Lie [go, go] é simples.

Demonstragao. Seja {ai,...,a,} um sistema fundamental de raizes simples de gog, com respeito a
subélgebra de Cartan h. Para cada raiz v de go tome f, um vetor associado a ela. Note que f, €
(90)~ < [g0, 9o, pois 3(g) C bh. Veja agora que espago vetorial g_; é gerado pelos vetores da forma

[fors [f=ras oo =y @a] .. ]], onde 1, ..., € {on, ..., am}
e o espaco vetorial g, é gerado por vetores da forma
o [fons oo [fos,uu) .- ]], onde 61,...,6s € {ou,...,oum}.

Dai, segue que o espago vetorial [g_1, g1] é gerado por vetores da forma

(fous [fBar o [faes [2x,yu]] - -], onde Bi,....0 € {ou,..., o, —a1,...,—an}.

Logo, o vetor [xy,y,] é ciclico para a representacao de [go, go] sobre [g_1, g1] , ou seja, U([go, go) [z, yu] =
[9-1, 1], j& que f, € [go, go], para toda raiz .

Note agora que se [go, go] = {0}, a proposi¢ao 3.1.9 item (c) garante que g; = 0, o que gera uma
contradigdo com a nossa hipotese. Logo, [go, g0o] ¢ uma algebra de Lie semissimples ndo nula e esta
contida em [g_1, g1], isso pela proposicao 3.1.8. Portanto, [z),y,] ndo pode estar no centro de go, pois
terfamos 0 = [g_1, go] 2 [80, 90] # 0. Em particular, concluimos que

[an yu] 7é 0.

Por outro lado, [zx,y,] € (90)r+u-

Sabemos da teoria de representagoes de algebras de Lie semissimples que, as representacoes de gg
em g_; e g sao duais se e 86 se A + u = 0 (ver [S. Martin|). Logo, se esse for o caso, concluimos que
[z, yu] € (g0)o = b, e a pate (a) da proposi¢ao estd demonstrada.

Suponha agora que as representacoes de gg em g_; e g; nao sao duais e que « = A + . Entao, a é
uma raiz de gy e [z, y,] ¢ um vetor associado a ela. Seja gy o ideal simples de go tal que [zx,y,] € go.
Isto, combinado com a proposicao 3.1.8, implica que

[9-1, 1] € 8o C [g0, 80] € [9-1,01].

Assim, provamos as afirmagoes (2) e (3) da parte (b).
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Proposicao 3.1.11. Suponha que g; # {0}, mas g, = {0} se n > 2. Entao, a representacao de gy em
g1 ¢ irredutivel. Além disso, se dim(g;) > 2, entdo esta representagdo também ¢é fiel.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando a seguinte afirmacgao: Se

[[90, 80, 81] = {0}, (3.1.13)

entdo dim(g;) = 1. De fato, seja a um elemento ndo nulo de g;. A equagao (3.1.13) junto com o item
(a) da proposicao 3.1.9 e com o fato que gy, = {0} se n > 2, implica que

(90, ka] = [[go, 90] @ 3(80), ka] < ka.

Logo, o subespago g_1 @ go @ ka é uma subalgebra de g. Note que se [[go, g0], 9-1] = {0}, entdo segue
da transitividade de g que [go, g0o] = {0}, ou seja, go = 3(go) (abeliana), e pelo item (c¢) da proposi¢ao
3.1.9 terfamos que g; = {0}. Logo,

(90, 9-1] # {0}

Por outro lado, estamos supondo que [[go, go], g1] = {0}, em particular [[go, go], ka] = {0}. Assim, as
representacoes de go em g_; e em ka nao podem ser duais. Portanto, obtemos da proposicao 3.1.10 que

(90, 80] = [ka, g1] (3.1.14)

¢ uma algebra de Lie simples. Considere a funcao linear dada por

fa39—1 — o (3115)
y — la,y]

Esta fungao ¢ [go, go] —invariante e pela equagao (3.1.14) sua imagem esté contida em [go, go]. Quanto a
invariancia, sejam [z, z| € [go, go] € ¥ € g1, dai

faolz,2](y)

Assim, pela linearidade de f,, fica provado a sua invariancia. Veja agora que os [go, go] —modulos g_; e
(g0, 9o] sdo simples (ver demonstragao do item (b) da proposi¢ao 3.1.9). Com isso, ndo é dificil provar
que qualquer funcao linear [go, go]—invariante entre estes modulos é nula, ou é um isomorfismo. Dali,
pelo Lema de Schur para algebras de Lie, segue que quaisquer duas fungoes lineares [go, go| —invariantes
entre estes moédulos sao proporcionais.

Sejam agora ai, as € g1 vetores nao nulos. Devido a transitividade de g, as funcoes f,, e f,, nao
podem ser identicamente nulas. Entdo, tais fun¢oes sdo proporcionais, isto é, para algum A € k \ {0} e
qualquer z € g_; temos que

fa1($> = )\fag(x) = [al,x] = [)\CZQ,.Z'] = [(Il — )\0,2,.73] = (.

Mas como g é transitiva e z é um elemento qualquer de g_;, temos que a; = Aas. Concluimos assim
que dim(g;) = 1.
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Vamos provar agora que a representacao de go em g; é irredutivel. De acordo com a proposi¢ao 3.1.9
item (b), esta representacdo é completamente redutivel. Suponha entao que exista uma decomposi¢ao
de g; como soma direta de dois submoédulos

g1 =011 D g2 (3.1.16)

Pela proposicao 3.1.8, aplicada a subélgebra g_; © go © g1.1, obtemos que

(90, 80] € [9-1,011]- (3.1.17)
Dai, segue que
[[90, 80]g1.2) C [[9-1,01.1]012] = [91,1, (-1, 912]] € @911 (3.1.18)

Como g2 ¢ go—invariante, concluimos que

[[90, 80], 91.2] = {0}. (3.1.19)

Analogamente, prova-se que
[[80, 80], 91.1] = {0} (3.1.20)

Assim, mostramos que a equagao (3.1.13) é satisfeita. Mas isso implica que dim(g;) = 1. O que gera
uma contradi¢ao com a nossa suposicao. Portanto, g; € um go—modulo irredutivel.

Por fim, suponha que a representagao de gg em g; nao seja fiel. A parte (a) da proposi¢ao 3.1.9,
implica que j = {Nucleo da representagao de [go, go] em g1} é um ideal ndo nulo de [go, go]. Se e
simples, tome j = /]\ Caso contrario T ¢ soma direta de ideais simples e tomemos j igual a um destes
ideais. Assim,

b 1] = {0}. (3.1.21)
Seja a € g; e considere a fungao linear f,, definida em (3.1.15). Veja que, dado z €j, y € g_;

zfa(y) = [z, ]a,y]] = [[z,a],y] + |a, [z,y]] = 0 = [a, [z, y]] = fax(y),

ou seja, f, é j—invariante. Como g é transitiva o gp—modulo g_; é fiel e irredutivel, e pelo teorema de
Weyl, como j—modulo, g_; é escrito como soma direta de j—submoddulos irredutiveis e fiéis. Note que
fa envia cada um destes submoédulos em j. Assim, segue que

fa(g-1) €, a € g (3.1.22)

Ou seja
[01,8-1] €, a € g (3.1.23)

Agora, pela proposi¢ao 3.1.8 temos que [go, go] C [g9-1,91] C j. Portanto, [go, g0o] = j e pelo que vimos
no inicio da demonstragao, dim(g;) = 1.
]

3.1.2 Filtracoes de super algebras de Lie

A seguinte definicao de uma filtragao é de certa forma mais restritiva do que a usual.
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Definigao 3.1.12. Uma super algebra de Lie g é dita filtrada se nos é dada uma familia {g" |n € Z}
de subespacos Zs—graduados de g tais que

g" 2 g" sen<m (3.1.24)
g" = g, se n< -1 (3.1.25)
Neg" = {0} (3.1.26)
ne”
[g",¢"] C ¢, Vn,meZ (3.1.27)

A filtragao {g" |n € Z} (e a propria algebra g) sera chamada de transitiva se
g ={acg"|a,g Cg"}, Vn>0. (3.1.28)

Note que a equagio (3.1.27) implica que [g°,g"] C g" para qualquer n € Z, portanto g° ¢ uma
subalgebra graduada de g e a representacao adjunta de g induz uma representacao graduada de g° em
g", para qualquer n € Z. Segue também das equagoes (3.1.26) e (3.1.28), que a filtracao transitiva
{g"|n € Z} ¢ fixada uma vez que nos ¢ dada a subalgebra graduada g° de g. Reciprocamente:

Proposicao 3.1.13. Seja g uma super algebra de Lie, g° uma subalgebra graduada que nao contém
ideais nao triviais de g. Entao, (3.1.28) define uma filtragao transitiva em g.

Demonstragao. Pela identidade de Jacobi prova-se a primeira propriedade da defini¢ao de filtragao. A
segunda propriedade segue do fato que Ng™ é um ideal de g contido em g°, sendo assim, pela hipotese
sobre g° este deve ser o ideal nulo.

O

A uma super algebra de Lie filtrada g, podemos associar de forma natural a super algebra de Lie
Z—graduada

Gr(g) = P Gri(g) onde Gry(g) =g'/g"™",

i>—1

onde a fungao multiplicagio Gr,(g) x Grn(g) — Grnym(g) é obtida passando ao quociente a fungao
multiplicagao g” x g™ — g"™"™, ou seja, dados a € Gr,(g), b € Gr,,(g), entao

[a, 0] = [a,0] € Gryym(9).
(Aqui, se ¢ € gF, entdo ¢ = c + ght?).
Como cada g™ é um espago Zs—graduado, Gr(g) é uma super algebra Z—graduada e além disso

Gr,(g) = {0}, se n < —2. (3.1.29)

Observe também que a Z—graduagao de Gr(g) é consistente se e so se

@ Gront2(g) = @ Gr,.(9)o, @ Gran11(g) = @ Grn(9)1,

n>—1 n>—1 n>—1 n>—1

ou equivalentemente,
2r—1

g =0, o =g7", Vrek (3.1.30)

1

Lema 3.1.14. Seja g uma super algebra de Lie filtrada (com a filtracao {g" |n € Z}).
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a) A filtragao de g é transitiva se, e somente se, Gr(g) for uma super algebra de Lie transitiva.

b) Suponha que g é transitiva. A Z—graduacao de Gr(g) é consistente com a Z,—graduagao se e so se
g5 C g°.

c) Suponha que gy C g°. A super algebra de Lie Z—graduada Gr(g) é irredutivel se e s se g¥ for um
subespago maximal (proprio) gg—invariante de gj.

Demonstragao. a) Suponha que a filtracao de g é transitiva. Seja a € g". Suponha que [a, Gr_;(g)] =
0 € Gr,_1(= g™ !/g"). Isto &, para qualquer b € g = g~!, temos que

[d,d] = [aab] :ngn

ou seja, [a,b] € g". Como a escolha de b € g foi arbitraria, isso implica que a € g""!, pois a filtragao

¢ transitiva. Portanto, @ = 0 em Gr(g). Provamos assim que Gr(g) ¢ uma super algebra de Lie
transitiva. Reciprocamente, se a € g"™! C g", entdo pela propriedade da filtracao, tem-se que [a,b] € g™,
Vb e g =g ! Portanto, g"™! C {a € g"|[a,g] C g"}. Suponha agora que exista a € g" \ g""!, tal
que [a,b] € g". Assim, por um lado temos que [a,b] € Gr,(g). Por outro lado, [a,b] € g"~!, pois
a € g"\ g""!, entao [a,b] € Gr,_1(g), ou seja, [a,b] € Gr,(g) N Gr,_1(g) = {0}. Logo, [a,b] = 0, ou
0 que é a mesma coisa, [a@,b] = 0, Vb € g. Assim, obtemos que Gr(g) ndo é uma super algebra de Lie
transitiva.

b) Note que, a filtragdo de g transitiva, implica pelo item (a) que Gr(g) é uma super algebra de
Lie transitiva. Logo, pelo lema 3.1.4, a Z—graduacao de Gr(g) é consistente com a Z,—graduagao se, e
somente se, Gr_1(g) € Gr(g)1, o que é equivalente a dizer que g5/g3. Mas

g0/05 = {0} & g0 = g5 & 90 C ¢”.
c¢) Veja que, Gr(g) é irredutivel se, e somente se, a acao de Gro(g) em Gr_;(g) for irredutivel. Mas
g5 € 907 ou seja, g = 98 Entao,
0

Gr_i(g) = 0/¢° = 05/05 ® 01/07 = 01/07
Como Gry(g) = ¢°/g' = 03/9; ® %/9] = 9o/95 D 8°/97, tal acao ¢ dada da seguinte forma: Se a € g%/g;
e b € gi/g%, entdo [a,b] € g;' = gg e portanto [a,b] = [a,b] € gg/g5 = {0}. Agora, falta ver como
¢ a acao de gg/gi sobre gi/g). Para isso, seja a € gp/g5 € b € g1/99, entdo [a,b] € g7 e portanto

[@,b] = [a,b] € g1/ g%, Assim, tal a¢do ¢ irredutivel se, e somente se, g¢ for o maior subespago (proprio)
de g1 que é gg—invariante.
[
Seja g = @izfl L; uma super algebra de Lie Z—graduada. Defina
"' =P L Vnek (3.1.31)

m>n

A familia {g" |n € Z} define uma filtracao para g. Esta filtragao é dita ser associada a Z—graduagao de g.
Note que a super algebra de Lie Z—graduada Gr(g), associada a filtracao {g" | n € Z}, ¢ canonicamente
isomorfa a super algebra de Lie Z—graduada g, tal isomorfismo se deve ao fato que

Gr,(g) =g"/¢""' = L,, Vnel.

Gostarfamos de saber agora o reciproco do que foi feito acima, isto é, quando que uma filtragao é
obtida de uma Z—graduagao. A proxima proposi¢ao contém um critério para responder a essa pergunta.
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Proposigao 3.1.15. Seja g uma super algebra de Lie transitiva (equipada com a filtracao {g" |n € Z}).
Suponha que Gr(g) ¢ uma super algebra de Lie irredutivel consistentemente Z—graduada e tal que
3(Gro(g)) # {0}. Entdo, existe uma Z—graduacao g = @, , L,, da super algebra de Lie g que induz
a filtragao {g" |n € Z}. Consequentemente, Gr(g) = g. -

Demonstragao. Estamos supondo que Gr(g) é uma super algebra de Lie com Z—graduagao consistente,
transitiva e tal que 3(Gro(g)) # {0}. Assim, a proposi¢ao 3.1.9 garante que existe um tnico elemento
¢ € 3(Gro(g)), tal que

[¢,z] =nz, se x € Gr,(g). (3.1.32)
Assim, se 2 = 2y, + ... + 2, (aqui z,, € Grj(g), j = 1,...,k) é um autovetor de ad(c), com autovalor
A, entao
A=, z] =[c,xn) + ... F[c,Tn] =M1y, + .. cpZp, = A =11+ ...+ ng,
onde —1 < ny < ... < ng. Logo, cada autovalor de ad(c) é um inteiro n > —1. Considere agora a

decomposi¢ao primaria de g com respeito a ad(c). Se definirmos para cada inteiro n
L,={a€g|(ad(c) —n)"(a) =0, para algum r > 0}. (3.1.33)

segue que

=P Ln. (3.1.34)

n>—1

Note que, cada L, é um subespago Zs—graduado de g. Por outro lado, ad(a) é uma derivagao de grau
zero em g para qualquer a € Ly. Em particular, ad(c) também é. Note que, como em &lgebras de Lie,
temos que

Ly L] = Ly, Y,m € Z. (3.1.35)
(ver por exemplo [S. Martin| proposi¢ao 3.1).
Portanto, {L, |n € Z} é uma Z—graduacao da super algebra de Lie g. Basta agora provarmos que
" =P Ln, Vn>-1 (3.1.36)
m>n
Seja n € Z, e considere a projecao canonica

Tpigh — g"/g"t! (3.1.37)
a — a=a+g""

Note que,
m(lc,x]) = [¢,z] =nx, Ve g

Logo, se m € Z e n # m, entao m,(L,, N g") = {0}, ou seja,
Vamos provar por indugao que g" = P

de indugao g" = P

Ou seja,

sn Lm- A equacao 3.1.34 prova o passo indutivo. Pela hipotese
L,,. Dai, x € L,, param > n, implica que x € g". Portanto, z € g"NL,, C g"™.

m>n



Seja agora x € g"™'. Como g"™' C g" =P L,,, temos que

m>n
T=Tp+ Ty, + ...+ Ty, Tn, €Ly, n<n <...<ny.
Por outro lado, @,,~,,,1 Lm € g"*'. Dai, segue que 0 = m,(x) = m,(x,) = ,, € portanto temos a outra

inclusao. Concluimos assim que
n
g - @ Lm.

m>n

3.2 Algumas propriedades das super algebras de Lie simples

Nesta secao trataremos das super algebras de Lie simples.

Definicao 3.2.1. Uma super algebra de Lie g ¢ chamada de simples se seus tinicos ideais graduados
sdo os triviais e se, além disso, [g, g] # {0}.

Observe que a condigao [g, g] # {0} serve para eliminar o caso em que g = {0} e os dois casos em
que dim(g) = 1. Note que isso implica que [g, g] = g.

De acordo com a defini¢gao anterior é permitido que uma super algebra de Lie simples contenha ideais
nao triviais que sejam nao graduados. Contudo, este nao é o caso.

Proposigao 3.2.2. Uma super algebra de Lie simples g nao tem ideais (graduados ou nao), exceto os
triviais.
Demonstragao. Se a € g4, o € Zso, entao a fungao linear definida por
v — 8
a — (—1)% (3.2.1)

¢ um automorfismo da super algebra de Lie g. Se b ¢ um elemento arbitrario de g, suas componentes
homogéneas de grau € Z, é igual a %(b—i—(—l)ﬁ”y(b)). Em particular, um subespaco de g é Z,—graduado
se e sO se este é invariante por 7.

Seja j um ideal de g que é diferente de {0} e de g. Entao, v(j) também é um ideal de g. Consequen-
temente, j + v(j) e j N (j) sao ideais graduados de g e sendo assim

i+70) =g, in~()={0}.
Logo, o espago vetorial g é soma direta dos subespagos j e 7(j), além disso, temos
9o = {0+ (=1)v(b) |bEj}, a€Zs.

Seja
T:g—¢g

uma fungao linear que é definida da seguinte forma:

Assim, nos temos que



Além do mais, o fato que j e y(j) s@o ideais implica que 7 comuta com a representagao adjunta:
7([a,b]) = [a,7(D)], Va,beg.

Mas de acordo com o préximo lema, uma fungao 7 com essas propriedades nao existe.

]

Lema 3.2.3. Seja g uma super algebra de Lie simples. Se 7 : ¢ — g é uma fungao linear impar, tal
que
7([a,0]) = [a,7(b)], Va,beg, (3.2.2)

entao 7 = 0.

Demonstracao. E facil ver que tanto o nicleo quanto a imagem de 7 sdo ideais graduados de g. Logo,
7 =0 ou 7 & bijetiva.

Suponha que 7 é bijetiva e considere a e b dois elementos homogéneos quaisquer de g. Se a e b
possuem o0 mesmo grau, entao

[r(a), 7(0)] = 7([r(a), b)) = 7(= (=) Db, 7(a)]) = —7*(b, a]) (3.2.3)

ja que |al|b| + |b| = 0 pois estamos supondo |a| = |b|. Mas um lado dessa equagao ¢ simétrico em a, b e
outro é anti-simétrico. Assim, [a,b] = 0 se a e b sdo elementos homogéneos de mesmo grau.

Por outro lado, se a e b sao homogéneos de graus diferentes, entdo a e 7(b) sdo homogéneos de
mesmo grau, e sendo assim, a equagao (3.2.2) juntamente com resultado acabamos de provar implica
que [a,b] = 0. Portanto, mostramos que [g,g] = {0}, o que ¢ uma contradi¢ao (g é simples).

O

Lema 3.2.4. Seja g uma super algebra de Lie simples, entao

1)
(96, 91] = 1. (3.2.4)
2) Se g1 # {0}, entao
01,01 = o
{a eglla,01] ={0}} = {0}
Em particular, a representacao adjunta de gz em gi € fiel.
3) Se p:g— gl(V) é uma representacao graduada de g em algum espago vetorial V', entao

str(p(a)) =0, Vae€g. (3.2.5)

Demonstragao. Ositens 1) e 2) seguem diretamente do fato que gy®|gg, 91), [91, 91]Pgi e {a € g] [a, g1] =
{0}} = {0} s@o ideais de g. Ja a afirmacdo 3) é valida para qualquer super dlgebra de Lie g tal que
g = [g, 9], e este ¢ 0 nosso caso.

[

Proposicao 3.2.5. Seja g uma super algebra de Lie simples.

38



1) Uma fungao bilinear invariante em g, é ndo degenerada ou identicamente nula.
2) Toda fungao bilinear invariante em g é supersimétrica.
3) As fungdes bilineares invariantes em g, sdo todas pares ou todas impares.

4) No caso em que o corpo é algebricamente fechado, todas as fungoes bilineares invariantes em g sao
proporcionais uma a outra.

Demonstragao. 1) Seja ¥ uma fungao bilinear invariante em g. Considere
i={beg|¥Y(a,b)=0Vacg}

i é um ideal de g. Logo, a proposigao 3.2.2 prova que i = {0}, ou i = g, isto é, ¥ é identicamente nula
ou nao degenerada.

2) Esse resultado segue do fato que [g,g] = g, dai se a,b € g, podemos escrever, por exemplo
a = [ay, as], para aj,as € g. Assim,

‘Ij<a7 b) = qj([alva2]7b> = \I](ala [an b]) = (_1)|a2||b\\1](a17 [b7 a2]) = (_1)|a2”b|qj([a17 b]? a2>

= (_1)(|a2|+|a1|)\blqj([b7 a1),as) = (_1)Ia\|bl\p(b’ a1, a0)) = (_1)Iallblqj(b’ a).

3) As componentes homogéneas de uma fungao bilinear invariante também sao invariantes. Assim,
gragas a parte 1) desta proposi¢do, para provar este item basta provarmos que: Se WU e ¥’ sdo fungoes
bilineares invariantes, de graus diferentes, entdo, ¥ nao degenerada implica que ¥’ = 0. De fato, como
¥ é nao degenerada, existe uma tnica funcao Linear 7 de g para ele mesmo, tal que

U'(a,b) = V(a,7(b)), Va,beg.

Esta funcao satisfaz a condicao do lema 3.2.3. De fato, como os graus de ¥ e ¥’ sdao diferentes, da
equacao acima obtemos que 7 é impar. Por outro lado, sejam x,a,b € g. Entao,

\I’(ZL‘,T([a,bD) = \II,(:E7 [CL?bD = \I"([x,a],b) = \P([I’ CL],T(b)) = \I/(ZL‘, [CL,T(b)]),

mas ¥ é nao degenerada, o que implica 7([a,b]) = [a, 7(b)]. Logo, pelo lema 3.2.3, 7 = 0 e portanto
U = 0.

4) Sejam W e V' fungoes bilineares de g. Se uma delas é nula, tome a constante de propor¢ao igual
a zero. Caso contrario, pelo item 1) as duas formas sdo ndo degeneradas. Entdo, existe 7 # 0, linear tal
que 7([x,y]) = [z, 7(y)], ou seja, T o ad(x) = ad(x) o7 YV € g. Note que desta vez T é par, pois sendo,
como no item anterior, uma das formas bilineares seria identicamente nula. Assim, como g é simples e
T é par, o lema de Schur assegura que 7 = AI. Portanto,

U= \0".
]

Diferentemente com o que acontece em algebras de Lie, nao é sempre verdade que uma super algebra
de Lie simples admite uma forma bilinear nao degenerada. Este "defeito” traz algumas dificuldades para
provar o teorema de classificacao.

Para terminar esta secao, daremos alguns critérios para que uma super algebra de Lie seja simples.
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Lema 3.2.6. Seja g uma super algebra de Lie que satisfaz as seguintes condicoes:

1) A representagao de gg em gj ¢é fiel e irredutivel.

2) [g1,91] = go-
Entao, g é simples desde que gy # {0}.

Demonstragao. Basta ver que Ker(ad'), go®g? e (g1, 91] @91, sdo ideais de g, onde g2 ¢ um gg—submodulo

de gi.

]

Lema 3.2.7. Seja g = P, _, g; uma super algebra de Lie Z—graduada, e suponha que g_; # {0}.

a) Se g é simples, entao

1) g é transitiva e irredutivel,
2) [9-1,01] = g0

e em particular

3) g0 # {0}, @1 # {0}

b) Reciprocamente, suponha que g; # {0}. Entdo, g é simples se além da condigao 1) acima, g também

satisfaz a seguinte condigao:

4) [gn, 01] = Gnt1, Vn > —1.

Demonstra¢ao. Seja V um subespago Zy—graduado de g tal que
91, VICV, g0, V]CV.

Tome

g+ = @gn

n>1
e para cada inteiro n > 0, defina

V=gt [g",... [g*j, V].. ]l

—~
n vezes

v=>"v"

n>0

Nao é dificil ver que

¢ um ideal graduado da super algebra g. Suponha que g é simples e tome

V = {CL S @gn ’ [aﬁg*l] = {O}}

n>0

O ideal V esta contido em D,.>0 9n- Logo, V = {0} e portanto g é transitiva.
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Por outro lado, seja V' um go—submodulo graduado e nao nulo de g_;. Entao, V ¢ ndo nulo e esta
contido em V @ (@n>0 gn) . Isso implica que V' = g_; e assim g ¢é irredutivel. A equagao (3.2.6), segue
do fato que g_; @ [g_1, 81] ® g1 € um ideal graduado e ndo nulo de g.

b) Seja h um ideal graduado de g. Entao, b, # {0}, para algum n € N. Note que isso implica
que h_; # {0}. De fato, como b, # {0} e g é transitiva, segue que {0} # [g_1,b,] C b,_1. Seguindo
assim, obtemos que h_; # {0}. Logo, pelo fato que g é irredutivel temos que h_; = g_;. Dessa forma
g0 = [9-1,01] = [h-1,91] C by, ou seja, go = ho. Prosseguindo dessa forma temos que h,, = g,,. Portanto,
g = b e concluimos assim que g é simples.

]

3.2.1 Propriedades do gzg-médulo gi

Discutiremos agora alguns resultados sobre a representacao ad’ de g em g;. Nesta discussao
trataremos com mais interesse uma classe especial das super algebras de Lie simples, chamadas de
classicas.

Proposicao 3.2.8. Seja g uma super algebra de Lie simples. Suponha que g7 é a soma
g1 =01 + 0] (3.2.9)

de dois subespacos proprios de gi que sao gg—invariantes. Entao, esta soma ¢ direta e os gg—modulos
g e g% sao irredutiveis. Além do mais, temos que

o1 1] = [o7, 071 = {0}, [o1. 97] = go- (3.2.10)
Antes de comegarmos a demonstragao, obteremos um caso especial da proposi¢ao 3.2.8.

Lema 3.2.9. Seja g uma algebra de Lie simples. Suponha que g7 ¢ uma soma direta
gi=Pgi r>1 (3.2.11)
s=1

de subespacos nao nulos de g7 que sao gg—invariantes. Entao, r = 1 ou r = 2. Neste tultimo caso valem
as equagoes (3.2.10).

Demonstrag¢ao. (Do lema) No caso r = 1 ndo hé nada a ser feito. Vamos considerar o caso r = 2. Uma
vez que este caso é estabelecido o restante da demonstragao segue diretamente.
Vamos provar que

i=[o1,01) @ o7, 07, 01]]
¢ um ideal de g.
A gg—invaridncia de i é 6bvia, além do mais, temos que

lo1.1] € i.
Nossa proxima observacao é que
[lo1, 01], 67] € [o1, [01, 07]] € o1

Como g% ¢ gg—invariante segue que
[, lo1, g1]] = {0}. (3.2.12)
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Isso implica
l7. (01, [o1, 07]1] < [lo7 01, [01. 0a]] € [o7, 01]- (3.2.13)
Combinando as equagoes (3.2.12) e (3.2.13), obtemos que
lgf. ] € i

Assim, nés mostramos que i é um ideal de g. Como i # g, concluimos que

o1 01] = {0}
e similarmente

o1, 01] = {0}.
Mas a parte 2) do lema 3.2.4 nos fornece

lo1. 3] = lo1, 81] = 90.

Suponha agora que r > 3. Se s € {1,...,r} temos

01 =g} @ (@ 93)

i#£s
e o caso r = 2 implica que
D Dal| -0
i#s J#s
Dali, segue que

91,97 = {0} Vi,je{l,....r},
ou seja
91, 91] = {0}.

Como estamos supondo gy # {0}, isso ¢ uma contradigao com fato de g ser simples (ver lema 3.2.4). [
Tendo estabelecido o lema 3.2.9, vamos provar agora a proposicao 3.2.8.

Demonstragao. (Da proposicao) Seja g7 e g7 os subespagos de g; mencionados no enunciado. Defina
duas sequéncias (Vni)nzfl, para ¢ = 1,2, de subespagos de g, da seguinte forma: Tome

Vii=g1, Vo=g5 Vi=g}
e defina indutivamente
V=101, Vii_1], sen>2.
Note que os subespagos V! sao pares (resp. impares) se o inteiro n é par (resp. fmpar). Além disso, é
facil ver que para todos inteiros n > —1

Vi é gy — invariante (3.2.14)
01, Vot C© Vi, (3.2.15)
Vi, C V. (3.2.16)
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De (3.2.16), deduzimos que existe um inteiro m > 1 tal que
‘/2im+2 = ‘/2Zm

Usando (3.2.14) e (3.2.15), concluimos que Vs, & V4, ., é um ideal graduado de g, que deve ser igual a

{0}.
Assim, mostramos que

v, = {0},

se n é um inteiro positivo suficientemente grande.
Agora, considere um inteiro positivo r > 0 e defina

i5 = D Vi NV (3.2.17)
s=0
r+1

= D Vi NV (3-2.18)
s=0

i = L pit 3.2.19
0 1

Usando (3.2.14), (3.2.15) e (3.2.16) vemos que i" é um ideal graduado de g, para qualquer > 0. Observe
que

e que
i1 C (V21r+1 + 9%) N (9% + V22r+1) :

Portanto, se Vi, ; = {0} ou V3., ; = {0} (que sera o caso se r for grande o suficiente), entdo i} # gi, e
sendo assim i" = {0}.
Vamos considerar agora R como sendo o menor inteiro de todos os inteiros > 1 tal que

Varesypr MVary = {0}, se 1<s<r (3.2.20)

(veja (3.2.18)). Entao, por um lado V3, | e V&, ;| sdo diferentes de {0}, pois de outra forma terfamos
que R > 2 e if'""! = {0}, implicando que R nao ¢ minimal. Em particular, concluimos que i®*™! = g e
consequentemente que i?’l = gi.

Por outro lado, segue de (3.2.20) que a soma definindo i?_l ¢ direta. Mas como ja sabemos que
os dois termos Vi, ; e V3% | desta soma sao diferentes de {0}, deduzimos do lema 3.2.9 que todos os
outros termos restantes da soma devem ser iguais a {0}. Isso implica que R = 1, pois caso contrério ele
nao seria minimal. Assim, mostramos que gy ¢ a soma direta de Vi' = g} e V3! = g2.

Agora nao ¢ dificil verificar que gl e g7 sdo gg—modulos e irredutiveis. De fato, suponha que gi ¢
um subespago proprio gg—invariante de gi. Entéo, podemos aplicar o resultado acima para g; e g; @ g3
e concluir que a soma destes dois subespagos deve ser direta, isto ¢, que g} = {0}.

]

Observacgao 3.2.10. Usando a mesma notacao da proposicao 3.2.8, defina

g1 =01 0 =05 01 =0i (3.2.21)

Entao, g_1 & go & g1 ¢ uma Z—graduacao de g que é consistente com a sua Z,—graduagao.
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Observagao 3.2.11. Seja g uma super algebra de Lie simples. Entao, existe somente uma das duas
possibilidades.

a) O gg—modulo g7 é completamente redutivel. Entdo, g; se decompde em no maximo duas compo-
nentes irredutiveis.

b) O gg—modulo g7 ndo é completamente redutivel. Neste caso existe um (tnico) gg—submodulo
proprio de g7 que contém todos os gg—submodulos proprios de gj.

Mostraremos mais adiante que as duas possibilidades realmente ocorrem.

Definicao 3.2.12. Uma super algebra de Lie simples g ¢ chamada de cldssica se o gg—mobdulo g7 é
completamente redutivel.

O proximo resultado pode ser encontrado em [M. Scheunert| (teorema 1, capitulo 2, pardgrafo 2,
segao 2). Iremos somente enuncia-lo, pois sua demonstragao é bastante extensa e o argumento usado é
semelhante ao que iremos usar na subsecao 3.6.2, quando formos demonstrar um dos casos do teorema
que classifica as super algebras de Lie cléssicas.

Teorema 3.2.13. Uma super algebra de Lie g é classica se e s6 se sua algebra de Lie gg for redutiva.
Corolario 3.2.14. Seja g uma super algebra de Lie classica tal que 3(gg) # {0}. Entao,
dim(3(g5)) = 1 (3.2.22)
e o gg—modulo g7 se decompoe como soma direta de dois gg—submodulos irredutiveis
g1 = 0] o (3.2.23)
Além disso, existe um tnico elemento z € 3(gg) tal que
[z,2] = (=1)"z, Yz egf; r=1,2.

Demonstragao. Suponha que o gg—modulo g; é irredutivel. Se a € 3(gg) # {0}, entdo pelo lema de
Schur, existe um elemento o € k, tal que

la,z] = ax, YV € g7.
Isto implica que
2ag; = 2a(g1, 91 = [a, [g1, g1]] = {0}
(veja lema 3.2.4). Logo, a = 0. Mas pelo lema 3.2.4, a representagdo de gs em g; é fiel. Assim,
3(gs) = {0}, contrariando nossa hipotese.

Dessa forma o gg—modulo g7 é completamente redutivel. Portanto, pela proposicao 3.2.8 juntamente
com o lema 3.2.9, obtemos que g7 ¢ a soma direta de dois gg—moddulos irredutiveis

g1 =0 ol
Seja z € 3(gg). Entao, novamente pelo lema de Schur, aplicado a cada uma das componentes irredutiveis,
existem elementos a,.; r = 1,2 de k, tais que

[z,2,] = apx, Yo €gf; T=1,2.

Segue dai que
(a1 + az)go = (on + a2)ley, 07] = [2. g1, 6i]] = {0}
(veja proposicao 3.2.8) e portanto a; + as = 0. Por outro lado, pela proposi¢ao 3.2.4, a representacao

de gy em gy ¢ fiel. logo, dim(3(g5)) = 1 e o nosso resultado segue.
O
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3.2.2 Subalgebras de Cartan de uma super algebra de Lie

Seja g uma super algebra de Lie e h uma subalgebra de Cartan de gz. Entao, podemos construir
a decomposi¢ao em espacos de pesos de g com respeito a b.
Seja A € b*, e considere

g’ (h) = {z € gl (ady(h) = A(h))"(x) = 0, Vh € b; para algum n > 0}.

Note que g*(h) é um subespaco Z,—graduado de g, e também que

g=EP a’(h), onde [g*(h),g"(h)] C g™ (h); VA, € b (3.2.24)
AEh*
Definimos
O = {Aeb"[A#£0; g5(h) # {0}}; (3.2.25)
;1 = {Aebh [ar(h) #{0}}; (3.2.26)
d = PjuU 3. (3.2.27)

Os elementos de ® sao chamados de raizes de g com respeito a . Mais precisamente, uma raiz é
par (resp. impar), se esta raiz estd em ®j (resp. ®1). Note que uma raiz pode ser par e impar e, além
disso, a fun¢ao nula em b, nao é, por definicao, uma raiz par. Contudo, esta pode ser impar.

Como h é uma subélgebra de Cartan de gg, temos que

ag(h) = b.

Assim, a equagao (3.2.24) pode ser reescrita da seguinte forma:

g=be [Pamn) |o| P

>\€<I>() )\6‘1)1

Como em algebras de Lie, é possivel provar que quaisquer duas subalgebras de Cartan de gg sao
conjugadas uma da outra por um automorfismo da super algebra de Lie g. Portanto, a partir de agora
escreveremos g* ao invés de g*(h). Uma subalgebra de Cartan de gg, ¢ novamente chamada de subélgebra
de Cartan da super algebra de Lie g.

Observacgao 3.2.15. Em nossas aplicagoes, a representacao de h em g serd completamente redutivel.
Neste caso, como qualquer representacao irredutivel de h tem dimensao 1, temos que

g* ={x cg|[hz] = \h)x, Vh € b}.

Alguns resultados mais detalhados sobre as raizes de uma super algebra de Lie classica, e sobre sua
decomposi¢ao em espacgos de raizes serao dados mais adiante neste capitulo.

3.3 Super algebras de Lie cuja forma de Killing é nao degenerada

3.3.1 Alguns resultados basicos

Seja g uma super algebra de Lie e ¢ uma forma bilinear em g. Lembre que ¢ é chamada de
invariante se

¢([l’,y],2) = ¢($, [y,z]), Va,y,z € 9.
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Importantes exemplos de formas bilineares invariantes sao a forma de Killing e, mais geral, as formas
bilineares associadas aos g—modulos (de dimensao finita). Estas formas bilineares sdo pares e supersi-
métricas. Na verdade, a propriedade de supersimetria é uma caracteristica bastante normal das formas
invariantes de g, isto devido a

Proposicao 3.3.1. Seja g uma super algebra de Lie tal que [g,g] = g. Entao, toda forma bilinear
invariante é supersimétrica.

Demonstracao. Seja ¢ uma forma bilinear invariante em g e, sejam a € go, b € gg ¢ ¢ € g,, com
a, B, v € Zy. Entao,

¢(av [b’ C]) = (_1)a6¢([b7 CL], C) = (_1)a(5+7)¢(b7 [C’ a“]) = (_1)a(ﬁ+7)¢([b’ C]a a)'

Como g = [g, g, o resultado esta provado.
]

Proposicao 3.3.2. Seja g uma super dlgebra de Lie e ¢ uma forma bilinear invariante, que é associada
a um g—modulo de dimensao finita (ver subsecao 2.3.4). Se ¢ é nao degenerada, entao gg é redutiva.

Demonstrag¢ao. Suponha que ¢ é uma forma bilinear associada a um g—modulo V. Seja ¢%, a € Zg,
a forma bilinear em gz que é associada ao gg—modulo V,. Entao, como pode ser visto na observagao
2.3.16, temos que

d(a,b) = ¢°(a,b) — ¢ (a,b), Ya,be gs. (3.3.1)
Defina
JY:={a€gylo*(a,g5) ={0}}; a€Z,.

Como ¢ & par e nao degenerada, segue da equacio 3.3.1 que J°N.J' = {0}. Sendo assim, [N. Bourbakil,
paragrafo 6, proposigao 6 diz que gz deve ser redutiva.
O

Corolario 3.3.3. Seja g uma super algebra de Lie simples cuja forma de Killing é nao degenerada.
Entao, g é cléssica.

Demonstrag¢ao. Como g é simples, uma forma bilinear arbitraria é identicamente nula ou é nao degene-
rada. Por outro lado, uma forma bilinear associada a um g—moddulo é nula se e s6 se tal g—modulo for
o trivial. Assim, uma vez que o g—moddulo € nao trivial, tais formas devem ser nao degeneradas. Logo,
pela proposicao anterior gz é redutiva e portanto g é classica.

]

A seguinte proposi¢ao nos da informagoes sobre a existéncia de uma forma bilinear invariante e nao
degenerada em uma super algebra de Lie.

Proposicao 3.3.4. Seja g =g 1 D go P g1 uma super algebra de Lie com Z—graduagao consistente, tal
que

[0-1, 01] = go- (3.3.2)

Suponha que nos ¢ dada uma forma bilinear ¥ em g_; x g; que ¢ go—invariante. Entao, existe uma
tnica extensao de W para uma forma bilinear simétrica, par e g—invariante ¥, tal que os subespagos
g+1 sao totalmente isotropicos (isto ¢, ¥(a,a) = 0, Va € g41). Além disso, se U é nao degenerada e se
os gg—moddulos gyq sao fiéis, entao U também é nao degenerada.
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Demonstragao. O fato que queremos que U seja g—invariante e que os espagos g+ sejam totalmente iso-
tropicos, junto a equagao (3.3.2) implicam que temos que defini-la satisfazendo as seguintes propriedades:

U (g, 0n) = ¥(g0, 8n) = (g, 00) = {0}, Vn = £1 (3.3.3)
Além disso, também queremos que v seja supersimétrica, ou seja,
U(r,y) = —V(y,2) = U(z,y), Vo €g.1y € gi. (3.3.4)

Agora s6 nos falta ver como ¥ sera definida em gy x go. Estamos supondo que os elementos de gy podem
ser escritos como

(i, yi], com x; € g1, y; € g1 (3.3.5)

-
Il x>
—

Seja z um elemento qualquer de go. Como queremos que U seja g—invariante, devemos ter que

Z i, i), in(xi, i, 2]).- (3.3.6)

Nao ¢é dificil de ver que esta equagao realmente define uma forma bilinear simétrica em gg X go, 0
que implica a supersimetria e a sua g—invariacia. Por fim, suponha que ¥ é nao degenerada e que a
representacao de go em g4 é fiel. Para provar que ¥ é nao degenerada é suficiente ver que sua restri¢ao

a go X go 0 é. Seja z € go tal que
U (go, 2) = {0}

Entao, temos que B B
\Ij(g—lu [91, Z]) = \P([g—lagl]a Z) = \IJ(gO, Z) = {0}7

ou seja, [g1,2] = {0}. Portanto, como a representagao de gy em gy, é fiel, segue que z = 0, como
queriamos.

O

Proposicao 3.3.5. Se g ¢ uma super algebra de Lie classica tal que o centro de gz é nao trivial, entao
a forma de Killing de g é nao degenerada.

Demonstragao. Denote a forma de Killing por ¢. Pelo corolario do teorema 3.2.13, dimg(gg) = 1 e existe
z € 3(gp) tal que
[z,2] = (—1)"z, Ve € gf, r=1,2.

Ou seja, para uma base qualquer de g temos que

0| O 0
ad(z) = 0| -1, | 0 |,
0] 0 |y

onde I, ¢ a matriz identidade em g7, r = 1, 2. Logo,

¢(2, z) = str(ad(z)ad(z)) = —dim(g1) # 0,

e portanto pela proposicao 3.2.5, temos que ¢ é nao degenerada.
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Lema 3.3.6. Sejam g uma super algebra de Lie e i um ideal graduado de g. Se ¢ (resp. ¢') é a forma
de Killing de g (resp. de i), entdo ¢' = ¢|;.

Demonstra¢ao. Tome uma base de i, e complete-a a uma base de g,, a € Zs. Agora o resultado segue

direto, basta ver como ¢é a forma da matriz de um elemento de i nesta base.
O

Proposicao 3.3.7. Se g ¢ uma super algebra de Lie cuja forma de Killing é nao degenerada, entao toda
derivacao é uma derivagao interna.

Demonstragao. Seja Der(g) a super algebra de Lie das derivagoes de g e (E a forma de Killing de Der(g).
Sabemos que
ad : g — Der(g)

¢ um homomorfismo de super algebras de Lie. Como a forma de Killing de g é nao degenerada, este
homomorfismo deve ser injetivo e sendo assim a imagem ad(g) é isomorfa g. Logo, como a forma de
Killing de g é nao degenerada a de ad(g) também sera. Além disso, ad(g) ¢ um ideal graduado de
Der(g), uma vez que

[D,ad(z)] = ad(D(z)), VD € Der(g), x € g.

De acordo com o lema anterior, a restricio de ¢ a ad(g) ¢ a forma de Killing de ad(g) e portanto tal
restricao é nao degenerada. Por outro lado, note que

gb(ad(D(:L’)),ad(y)) = gb([D,ad(x)], ad(y)) = ¢(D’ ad[:p,y]), VD e Der(Q)a r,ycg.

Agora considere B
J ={D € Der(g) | (D, ad(g)) = {0}}.

Veja que se D € J, entdo 0 = ¢(D,ad[z,y]) = ¢(ad(D(z)),ad(y)) para quaisquer z, y € g. Mas ¢
restrita a ad(g) é ndo degenerada, logo

ad(D(z)) =0= D(x) = 0.

Como a escolha de x € g foi arbitraria, segue que D = 0, e concluimos assim que J = {0}. Como
Der(g) = ad(g) @ J, o resultado esta provado.
m

Teorema 3.3.8. Seja g uma algebra de Lie que nao contém ideais abelianos nao nulos. Suponha que
exista uma forma bilinear ¢ homogénea, nao degenerada e invariante em g. Entao,

onde iy, ...,1, sao ideais simples, mutuamente ortogonais com respeito a forma bilinear ¢. Além disso,
se j ¢ um ideal graduado de g, entdo j =1i,, & --- ®1i,,, onde {ry,...,7} C{1,...,n}.

Demonstragao. Seja i um ideal de g. Entao, nao é dificil de ver que
it = {zeg|o(i) = {0}}

também ¢ um ideal de g. Suponha que i é simples. Note que i Nit é um ideal de g contido em i e
portanto este dever ser igual a {0} ou i. Se o tltimo caso ¢ verdade, entao i C it

(g, [i,1]) = é([g.1,1) C o(i™,1) = {0}.
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Como ¢ é nao degenerada, esta igualdade implica que [i,i] = {0}. Mas por hipotese g ndo possui ideais
nio abelianos, logo temos uma contradigdo, ou seja, i Nit = {0}. Assim, temos que

g=1i®it.

Consequentemente, qualquer ideal de i ou de i* é um ideal de g. Isso mostra que i+ nao contém ideais
graduados, abelianos e ndo nulos. Note que a restricao ¢+ de ¢ a it ¢ nao degenerada e sendo assim o
par (it, ¢) satisfaz as mesmas condigoes satisfeitas pelo par (g, ¢). Portanto, por indugao temos que

onde por construgao, os ideais iy, ...,1, sao todos simples e mutuamente ortogonais com respeito a ¢.
Assim, [g,g] = g e pela proposigao 3.3.1, temos que ¢ é supersimétrica. Seja agora j um ideal de g,
entdao se s € {1,...,n}, a intersecgao iy Nj ¢ um ideal de is e portanto iy Nj = {0} ou i;. No primeiro

caso temos que
j C @ i

Se o segundo caso acontece segue que iz C j, e isso implica que
j:im@"'@ir[;

onde {i,,,...,i,} ¢ o conjunto dos ideais que intersectam j. Em particular, um ideal simples de g ¢ igual
a algum 1i,.

]

Corolario 3.3.9. A forma de Killing de uma super algebra de Lie g é nao degenerada se e s6 se g
for escrita como uma soma direta de super algebras de Lie cuja forma de Killing de cada um delas
¢ nao degenerada. Se este é o caso, a algebra de Lie g5 é redutiva e a representacao de gg em gy é
completamente redutivel.

Demonstragao. seja g uma super algebra de Lie cuja forma de Killing ¢ é nao degenerada. Queremos
aplicar o teorema 3.3.8, portanto temos que ver que g nao contém ideais abelianos nao nulos. Se i ¢ um
ideal graduado e abeliano de g, entao completando uma base de i a uma base de g, temos que nesta base

ad(z) = (%i) ad(y) = (%) Veciyeq

¢(i,g) = {0}

e como ¢ é nao degenerada, segue que i = {0}, como queriamos. Podemos aplicar agora o teorema 3.3.8.
Os ideais i, sao mutuamente ortogonais com respeito a ¢, logo a restricao de ¢ a qualquer um destes
ideais é nao degenerada. Sabemos pelo lema 3.3.6, que a restricao da forma de ¢ a i, é a forma de Killing
de i,. Em particular, do corolario 3.2.14 segue que as super algebras de Lie i sao todas cléssicas. Isto
implica que gz é uma algebra de Lie redutiva (ver proposi¢ao 3.3.2) e que a representacao desta em gy
é completamente redutivel.

A reciproca segue direto do lema 3.3.6.

Logo
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3.4 A decomposicao em espacos de raizes de uma super algebra
de Lie cuja forma de Killing é nao degenerada
Nesta secao vamos considerar uma super algebra de Lie g tal que:
a) A algebra de Lie gg é redutiva.
b) A representagao de gy em g7 é completamente redutivel
c) Existe uma forma bilinear ¢ em g que é ndo degenerada, par, supersimétrica e invariante.

Note que as hipoteses a) e b) sao validas se ¢) vale (veja o corolario 3.3.9).

Seja h uma subélgebra de Cartan de gz. Usando as mesmas notagoes introduzidas na subsegao 3.2.2,
iremos explorar a existéncia da forma bilinear ¢ para obter mais informagoes sobre as raizes de g, assim
como da sua decomposi¢ao em espacos de raizes

g= @ at. (3.4.1)

Aeb*

Lembre que para o caso em que estamos considerando nesta segao (ver a observagao 3.2.15), temos que
o = {w € gl[ha] = A(h)a, ¥h e b},

Como ¢ é gg—invariante, para A\, p € h*, A+ pu # 0 tome z € g, y € gg, onde «, B € Zs. Dai, para
qualquer elemento h € b

o(a(h)z,y) = o([h,z],y) = =¢([z, hl,y) = —¢(, [h,y]) = —é(z, A(h)y) =
= A+ u)(h)o(z,y) = 0= o(g,, g5) = {0}
Por outro lado, ¢ é par, entao
o(gh, 03) = {0}, desde que a+ 3 # 0.

Logo, unindo as duas informagoes acima temos que

O(akg5) = {0}, se A+ pu#0 ouse a+f A0, (3.4.2)

Como ¢ é nao degenerada, segue da equagao acima que para quaisquer A € h* e a € Zs, a restricao de ¢
a g x g5 ¢ nao degenerada. Em particular, a restrigao de ¢ a b = gg é nao degenerada. Assim, como
em algebras de Lie, podemos definir uma forma bilinear simétrica e nao degenerada em h* da seguinte
forma: Seja A € h*. Entao, existe um tnico elemento hy € b tal que

AR) = ¢(hx, h), YheEb. (3.4.3)

Se i, A € h* definimos
(Alp) = o(hr, hy) = A(hy) = p(hy).

Seja agora A € b*, a € Zy e tome x € g}, y € g;”. Entdo, [x,y] € gg = h e a invariancia de ¢ implica
que

¢([xay]vh) = )‘<h)¢(xay) = (h)\,h)¢(l',y) = (gﬁ(m,y)hA,h), Vh € b
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Segue dai que
[z,y] = ¢z, y)ha, (3.4.4)

para quaisquer z € g), ¥y € g5, A € h* e a € Zy.

Estamos prontos agora para obter algumas propriedades sobre as raizes impares de g. Seja A € h*,
T € g%‘, Yy € 91_)\' Usando as equacgoes acima juntamente com a identidade de Jacobi, conseguimos
concluir que

[[xvy]vy] = [ZL‘, [ZL‘,yH - [[ZE,y],:E] = gb(l’,y)([l‘, h)\] - [hA,ZL‘D = —2()\|/\)¢(3L’,y)l’ (345>

Suponha que A seja uma raiz impar tal que (A|\) # 0. Entao, o lado direito da equagao (3.4.5) é nao
nulo. Por outro lado, [z, z] € g2* e dim(g2*) < 1 (isso pois gy ¢ uma algebra de Lie redutiva e portanto
g%A ¢ um espago de raizes de alguma das componentes simples de gg). Isto implica no préximo resultado.

Lema 3.4.1. Seja A uma raiz impar de g tal que (A|[A) # 0. Entao, 2\ é uma raiz par de g e

dim(g}) = dim(g;*) = 1.
Uma pequena modificagdo nos argumentos acima nos fornecem o seguinte lema:

Lema 3.4.2. Sejam A, p duas raizes impares de g tais que A # £pu. Se (AMp) # 0, entdo A+ pou A — p
¢ uma raiz par de g.

Demonstragao. Escolha elementos = € g3, y € gi_)‘ tais que ¢(x,y) # 0 e seja z um elemento qualquer,
nao nulo, de g&. Dai, a identidade de Jacobi para x, y e z nos mostra que

[z, [y, 2]] = [le, 9], 2 + [, [, 2] = =z, 2], 4] = [[2, 9], 2] = () [has 2],

ou seja,
[z =], ] + [[z,9], 2] = =(Alw)¢(z, )= (3.4.6)
Como o lado direito desta equagao é nao nulo, pelo menos um dos dois elementos [z,z] € ggﬂ” e
[z,y] € gg_’\ deve ser diferente de zero, ou seja, A + p ou A — p é uma raiz par de g.
m

3.5 As super Algebras Classicas

Nesta secao introduziremos algumas familias de super algebras de Lie classicas. Sera mostrado
posteriormente que tais familias percorrem todas as super algebras de Lie classicas cujo subespago impar
¢ nao nulo. Nesta segao [CW] também foi usado como referéncia.

3.5.1 A super algebra de Lie linear geral

Seja V = V5 @ V4 um espaco vetorial Zs—graduado. O ponto inicial para todas as construgoes
desta segao é a super algebra de Lie gl(V'), que foi definida anteriormente no exemplo 2.1.6. Lembre
que gl(V)e, € € Zy consiste de todas as fungoes lineares de V em V' que sdo homogéneas de grau &, e
também que o colchete é dado pelo super comutador, isto é

[T,S] =T oS —(—1)*"SoT, se T€g(V), S€g(V)y; & n € L.
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Vimos também que se V = k™" entdo a super algebra gl(V) é denotada por g = gl(m,n) (ver
subsegao 2.3.4). Tomando

gl(m,n) = gl(m,n)_1 @ gl(m,n)y ® gl(m,n),

olm,n)_, = {(gg)rOEMwm&ﬁ;

al(m.n)y = {(ﬁg) | A€ Mym(k), D€ Mnxn(]k)} :

i = {(FH5) 17 M},

definimos uma Z—graduagao consistente em gl(m,n). Note que

glim,n)s = gl(m) & gl(n);
dim(gl(m,n)+1) = mn.

onde

Vamos agora descrever a estrutura de gg—modulo sobre g.,. Para isso, lembre que se V' e W sao
modulos para algebras de Lie a e b respectivamente, entao o espaco vetorial V @ W possui uma estrutura
de a & b—moddulo, onde a acao é dada por

(a,b)v @ w = (av) ® w + v ® bw.

Observe que este é o caso particular do produto tensorial do g—modulo V' com o g'—modulo W (ver
subsecao 2.3.2) em que g e g’ sdo apenas algebras de Lie, isto é g7 = {0} = g..

Sabendo disso, tome k™ (vetores coluna) um gl(m)—modulo via agao natural e (k™)* (vetores linha)
um gl(n)—modulo cuja a¢ao de B € gl(n) em w € (k")* é dada por

Bw = —wB.
Assim ¢ : k" @ (k™)* — g, tal que

¢(v®w>=<8 ”8”)

define um isomorfismo de gl(m)®gl(n)—modulos. Analogamente, mostra-se que os gl(n)®gl(m)—modulos
k™ ® (k™)* e g_; também sao isomorfos. Por fim veja que g4; sdo duais como gg—modulo. De fato,

(g)" =2 (k" ® (k")) 2k"® (k™) =g .

Finalmente, o super trago de um elemento = = ( él, f) ) € gl(m,n) é dado por

str (%‘%) — tr(A) — tx(D).

E facil ver que a funcdo linear (x,y) — str(zy), x,y € gl(m,n) é uma forma bilinear ndo degenerada,
par, invariante e supersimétrica em gl(m,n). Por outro lado, a forma de Killing de gl(m,n) é dada por

(z,y) — 2(n — m)str(xy) — 2str(z)str(y).

A notacao introduzida nesta subsecao seréa usada no decorrer da secao. As algebras que serao
construidas sdo subalgebras de gl(V') (resp. de gl(m,n)) ou quocientes destas élgebras por algum ideal
de dimensao 1.
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Observagao 3.5.1. Considere V' = Vi @ V{, onde Vj = Vj e V{ = 4. Note que a funcao

gl(V) — gl(V’)
T — HoToll™
onde IT : V. — V' & a fungao identidade (esquecendo a graduacao de V') define um isomorfismo da

super algebra de Lie gl(V) para gl(V’). Assim, quando V = k™" obtemos um isomorfismo das super
algebras de Lie gl(m,n) e gl(n,m).

3.5.2 A super Algebra de Lie linear especial

Nesta subsecao discutiremos a super algebra de Lie que é a "super versao"da élgebra de Lie linear
especial de um espaco vetorial.
O super-trago é uma forma bilinear par e invariante em gl(m,n), sendo assim concluimos que

str([a,b]) =0, Ya,b € gl(m,n).
Definimos a super algebra de Lie linear especial por
sl(m,n) = {a € gl(m,n) |str(a) = 0}.
Note que sl(m, n) é um ideal de gl(m,n) de codimensao 1. De fato, veja primeiro que sl(m,n) # gl(m,n)

(por exemplo x = < [(’)" _OI > € gl(m,n)\sl(m,n), ja que str(z) = m+n # 0). Por outro lado temos

que
gl(m,n)_1 ® gl(m,n); C sl(m,n) = gl(m,n)_1 @ gl(m,n); = sl(m,n)i.

Por fim vamos ver que

nl, | O
onde I, , = ( 0 [l ) )

sl(m,n)y = sl(m) @ sl(n) & ki, .,

Com efeito, por defini¢ao obtemos que sl(m) & sl(n) ® kl,,,, C sl(m,n);. A outra continéncia segue
do fato que gl(m,n)_1 ® gl(m,n); = sl(m,n)i, sl(m,n) # gl(m,n) e

dim(sl(m) @ sl(n) ®kl,,,) = m* +n* — 1 = dim(gl(m) @ gl(n)) — 1.

Logo, a super algebra de Lie especial é um ideal de codimensao 1 da super algebra de lie geral, além
disso, a Z—graduagao em sl(m,n) induzida por gl(m,n) é dada por

sl(m,n) = gl(m,n)_1 ® sl(m,n)s ® gl(m,n);.

Observagao 3.5.2. Sabemos que no caso nao super a algebra de Lie sl(n) é simples para qualquer
n € N, contudo devemos observar que

ﬂﬂJ):{(i §>|m&7€k}

¢ uma super algebra de Lie nilpotente de dimensao 3, sendo que [gg, g5] = 0, [g5, 91] = 0 e g5 = [g91,91] C
g5, implicando assim que g2 C [g1, gg) = 0. Logo, g*> = {0} e portanto g é nilpotente.
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Suponha que g = sl(m,n). Entao, os sl(m) @& sl(n)—modulos k™ @ (k")* e g1 (resp. k" ® (k™)* e g_1)
sao isomorfos e além disso g; é dual a g_;. A verificagao desses fatos é feita exatamente como no caso
gl(m,n). Além do mais, o isomorfismo definido na observagao 3.5.1 implica que sl(m,n) = sl(n, m).

Por fim, note que se m = n, entdao kls, ¢ um ideal graduado de sl(n,n) e sendo assim podemos
construir a super algebra de Lie Z—graduada sl(n,n)/kly,. Veja que sua parte par gg é isomorfa a
sl(n) @ sl(n). Abaixo seguem algumas das propriedades de sl(n,m)

a) Se n # m, entao sl(n,m) é simples.
b) A super algebra de Lie sl(n,n)/kls, é simples, desde que n > 2.
c) A parte par de sl(1,1)/kl; é nula, pois sl(1, 1)y = k L.

d) A forma bilinear (x,y) — str(zy) é invariante. No caso em que n # m, esta forma bilinear é nao
degenerada. Por outro lado, se n = m, n > 1, esta forma induz uma forma bilinear, par, invariante
e ndo degenerada na super algebra quociente sl(n,n)/kls,.

A Forma de Killing de sl(m,n) ¢ dada por

(x,y) — 2(n — m)str(xy).

Em particular, as formas de Killing de sl(n,n) e de sl(n,n)/kls, sdo identicamente nulas.

3.5.3 As subalgebras de gl(V) que preservam uma forma bilinear nao dege-
nerada

Algebras de Lie que preservam uma forma bilinear nao-degenerada tem um papel importante na
classificagao das algebras de Lie semissimples. A situacao se repete no super contexto. No decorrer
desta subsecao F' denotaréd uma forma bilinear homogénea e nao degenerada em V.

a) As super algebras de Lie simplética-ortogonais.
Suponha que F é par e super-simétrica em V', ou seja, V5 e Vi sao ortogonais com relagao a essa
forma e a restrigao de F a Vg (resp. V;) é uma forma simétrica (resp. anti-simétrica).
Como F restrita a Vi é uma forma bilinear anti-simétrica e nao-degenerada, sua matriz M é uma
matriz anti-simétrica (M = —M") e inversivel, dessa forma

det(M) = det(M") = det(—M) = (—1)"det(M),

e portanto dim(Vj) deve ser par.
Considere em gl(V') a subélgebra osp(V') = osp(V)g @ osp(V)1, onde

0sp(V)s = {A € gl(V)s | F(Az,y) = ~(-=1)VF(z, Ay), Yo,y €V}, s€ L.

A super algebra osp(V') é chamada de simplética-ortogonal. Observe que sua parte par é isomorfa a
s0(V5) @ sp(V7). Dai o nome simplética-ortogonal. Se V' = k?™ denotaremos osp(V) por osp(¢,2m).
Observe que quando ¢ (resp. m) é zero, a super algebra de Lie simplética-ortogonal se reduz a algebra
de Lie sp(2m) (resp. s0(¢)).

Similarmente, definimos a super algebra de Lie spo(V') como sendo a subalgebra de gl(V') que preserva
uma forma bilinear ndo degenerada e anti-supersimétrica em V' (note que nesse caso dim(Vj) deve ser
par). Quando V = k?>™* escrevemos spo(2m, £) ao invés de spo(V).
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Observagao 3.5.3. Uma forma bilinear supersimétrica (resp. anti-supersimétrica) B em V = V5 ® V;
induz uma forma bilinear anti-supersimétrica (resp. supersimétrica) B’ em V' = Vj @ V{, onde Vj = V3
e V{ = V;. De fato, basta definir B’ em V' por

B'(y,2) = B(2,y), Yy, 2€V.

A restri¢ao do isomorfismo definido na observagao 3.5.1 é um isomorfismo entre as super algebras de Lie
0sp(V) (com respeito a B) e spo(V’) (com respeito a B'). Segue dai que osp(¢,2m) = spo(2m, ().

Daremos agora uma realizacao matricial explicita das super algebras de Lie simplética-ortogonais.

Suponha que g = spo(2m,2n + 1). Sabemos que em alguma base de V' a matriz de F' pode ser
representada por

0O L]0 0 O
—I. 00 0 O
0O 00 I, O
0O 0L, 0 O
0O 0|0 0 1

Sendo assim, spo(2m, 2n + 1) consiste de todas as matrizes da forma

d e |y 7 2

Foodt| —yt —xt —2t

x x| a b —=vt |, (3.5.1)
Yoy c —at —ut

z 2z U v 0

onde b, ¢ sao matrizes anti-simétricas e e, f sao matrizes simétricas.

A estrutura de gg—modulo de g7 é dada como segue. Se k*™ (vetores coluna) é um sp(2m)—modulo
via agdo natural e (k*"*!)* (vetores linha) é um s0(2n + 1)—modulo cuja acdo de B € s0(2n + 1) em
w € (k**1)* & dada por

Bw = —wbB,

entdo o gg—modulo gy é isomorfo a k*™ @ (k**1)*. Para ver isso, note que se

(242) s

entao B determina C, e podemos escrever B como uma soma de matrizes da forma vw, com v € k?**!
ew € (k)"

Se g = spo(2m, 2n). Da mesma forma que antes vemos a super algebra de Lie g consiste de todas as
matrizes da forma (3.5.1), removendo a tultima linha e a ultima coluna. Além disso, verifica-se que gi e
k?™ @ (k?")* sao isomorfos como gg—modulos.

Daqui para frente as linhas e colunas das matrizes como em (3.5.1) serdo indexadas pelo conjunto
finito 1(2m, () (veja a equagao (2.3.6)), onde ¢ = 2n ou 2n + 1.

Nao é dificil de provar que

a) As super algebras de Lie simplética-ortogonais sao simples.
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b) A forma bilinear (z,y) — str(z,y) é ndo degenerada e invariante.
c) A Forma de Killing de spo(2m, () é dada por
(z,y) — 2(2m — £)str(xy).

Vale enfatizar que os casos em que m = 1 e m = 2, nao sao excluidos. Como so(1) = {0}, temos
que osp(1,2n)5 = sp(2n). O caso m = 2 merece uma atencao maior. Como a algebra de Lie s0(2)
tem dimensdo 1, vemos que 0sp(2,2n); tem um centro de dimenséao 1. Logo, pelo corolario do teorema
3.2.13, osp(2, 2n)1 se decompoe como uma soma direta de dois 0sp(2,2n);—submodulos irredutiveis.
Esta decomposigao nos fornece uma Z—graduagao de osp(2,2n) que é consistente com a Z,—graduagao.
No que segue, se nos referirmos a 0sp(2,2n) como uma super algebra de Lie Z—graduada, estamos
considerando tal graduacao como discutido acima.

b) A Super Algebra de Lie p(n)
Suponha que F' é nao degenerada, impar e supersimétrica. Como F é nao degenerada e impar,
concluimos que dim(V5) = dim(V;7) = n, além disso, para alguma base de V' a matriz de F' se escreve

como
011,
I, 0 -

Definimos a subdlgebra de gl(n,n) que preserva a forma F por p(n). Explicitamente temos que

E(n)={(%‘%) | B' = B, Ctz—c}.

A super algebra comutador [p(n), p(n)] sera denotada por p(n). Note que

(ﬁ) [tr(A) =0, B' = B, C* = —c}, (3.5.2)

e que a Z—graduacao de gl(n,n) induz uma Z—graduagao de p(n) que é consistente com sua Zy—graduagcao.
Além do mais

1%

) sl(n);
p(n) = S*(K") @ A*((K")");
dim(p(n)+1) = (n/2)(nF1),

onde os isomorfismos em questao podem ser definidos da seguinte forma:

p(n)s — sl(n) S2(k™) & A%((k™)*) — p(n)1.

Al 0 0 ‘th—i—wvt
<O _At)l—>A (U(Dw,/\/\y)r—><)\t7_7t)\ 0 )

Aqui v ® w denota o produto tensorial simétrico entre v, w € k™ (vetores coluna), a agao de sl(n) em
S%(k™) é dada por

r(vOw) = (2v) Ow+v O (zw), z € gl(n),
e para qualquer pu € (k™)* (vetor linha de k™) temos que
x(p) =—pox, Y € gl(n).
Finalmente, nao ¢ dificil mostrar que se n > 3, entao a super éalgebra de Lie p(n) é simples e nao existe

nenhuma forma bilinear invariante nao nula em p(n).
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3.5.4 A super algebra de Lie q(n)

Suponha que dim(V5) = dim(Vj) = n e considere uma fungao linear impar P : V — V tal que
P? = —I,,. Note que para alguma base de V a matriz de P é da forma

0 I,
-1, 0 )

q(n) ={T" € gl(n,n) | [T, P] = 0}

¢ uma subélgebra Z,—graduada de sl(n,n) que consiste de todas as matrizes da forma

(%‘%) . A, Begl(n). (3.5.3)

Se q(n) = [q(n),q(n)] (a algebra comutador de q(n)), entao

d(n) = {(%‘%) |A€gl(n), Be sr<n)}

e kI, ¢ um ideal graduado de q(n). Portanto, podemos construir a super algebra de Lie quociente

q(n) =q(n)/klzn.

A parte par desta super élgebra é isomorfa a sl(n), onde o isomorfismo em questao pode ser definido
por

Logo, o subespago

q(n)o — sl(n)

Al 0 tr(A)
(T‘T)"i_k]%@ — A— " I,

e visto como um q(n)s—modulo temos que ¢(n); é isomorfo ao moédulo adjunto, onde tal isomorfismo
de q(n)s—modulos pode ser definido por

a(n)i — sl(n)

o|B
(?‘70) +k[2n — B

Além disso, pode-se mostrar que se n > 3, entao q(n) ¢ uma super algebra de Lie simples.

3.5.5 Comentarios sobre as super algebras de Lie excepcionais

Juntamente com as super algebras de Lie que foram discutidas nas tultimas subsecoes existem
algumas super algebras que sao chamadas de excepcionais. No exemplo 2.1.12, introduzimos as algebras
['(01,02,03) (lembre que o1, 09, 03 sao elementos de k tais que o1 4+ 03 + 03 = 0). A algebra de Lie de
['(01,09,03) € isomorfa a sl(2) x s[(2) x sl(2) e ad’ (a representagao da algebra de Lie no subespago
impar) é o produto tensorial das trés representagoes fundamentais de dimensao 2 de sl(2). Isto implica
que

dim(I'(oy, 02, 03)) = 17.
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Nao é dificil ver que a forma de Killing de I'(oy,09,03) é igual a zero e que esta super éalgebra de
Lie é simples se e s6 se o1,09,03 sao todos nao nulos. Neste caso existe uma forma bilinear nao
degenerada, invariante, consistente e supersimétrica em I'(oy, 09, 03). Algumas das algebras I'(oy, 02, 03)
sao isomorfas. De fato, sejam (oy,09,03) e (01,05, 04) duas triplas em k tais que oy + 09 + 03 =
oy +oh+os = 0. Entao, I'(01, 02, 03) e ['(0], 04, 0%) sdo isomorfas se e 86 se existe um elemento nao nulo
7 € k e uma permutacdo 7 do conjunto {1,2,3}, tal que 0; = 7o), i = 1,2, 3. Este resultado mostra
essencialmente, que as édlgebras I'(01, 09, 03) formam uma familia a 1—parametro.

Por fim, vamos dar uma breve descri¢gao das duas super élgebras de Lie excepcionais que restam, sao
elas denotadas por I'; e I's.

A algebra de Lie de I'y é igual a sl(2) x G5 e ad’ é o produto tensorial da representacao fundamental
de dimensao 2 de sl(2) com a representagdo fundamental de dimensdao 7 de Gy. Consequentemente,
temos que

dim(I'y) = 31.

(A algebra I's pode ser construida explicitamente usando os octonions.)

A algebra de Lie de I'; ¢ igual a s1(2) x s0(7) e ad’ é o produto tensorial da representagao fundamental
de dimensao 2 de s(2) com a representacao fundamental de dimensao 8 de s0(7). Portanto, concluimos
que

(A é&lgebra I's pode ser construida explicitamente usando algebras de Clifford.)
Vale observar que as formas de Killing de I'y e I'3 sao nao degeneradas.

3.5.6 A decomposicao em espago de raizes de uma super algebra de Lie
classica

Na secao anterior foram descritas as seguintes super algebras de Lie classicas:
sl(m,n) com n, m >1en # m;
sl(n,n)/klsy, com n > 2;
osp(m,2r) com m, r > 1,
p(n) com n > 3;
q(n) com n > 3;
['(01,09,03) com o; € k, 0; # 0, 01 + 09 + 03 = 0;
Iy, I'3.

No que segue g serd uma das super algebras de Lie listadas acima. Seja fh uma subélgebra de Cartan
de gz. Vamos obter agora algumas propriedades da decomposi¢cao em espagos de raizes

s=h(Paw|e|Pa (3.5.4)

)\Gcbﬁ Aedy

de g com respeito a fh. Lembre que quaisquer duas subalgebras de Cartan de gg sao conjugadas uma
da outra por meio de um automorfismo da super algebra de Lie g, e portanto nossos resultados nao
dependem da escolha de b.
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Por definicao, o conjunto ®5 das raizes pares é o conjunto de raizes da &algebra de Lie redutiva gg
(lembre que g é redutiva pois g é classica), além do mais, o conjunto ®; das raizes impares é apenas
o conjunto dos pesos da representacao ad’ de gz em gi. Como em todos os casos a algebra de Lie gg e
a representacao ad’ sdo conhecidas explicitamente, nés podemos usar a teoria sobre representacoes das
algebra de Lie semissimples para obter o sistema de raizes ® = ®5 U ®1 e os espacos de pesos g* de g.

As élgebras q(n), n > 3 tém um papel especial. Para estas algebras, a representagao ad’ é equivalente
a representagao adjunta de sl(n). Isto implica que

®; ={0tUP;, se g=q(n).
Na proposicao que segue estas algebras serao desconsideradas.

Proposicao 3.5.4. Seja g uma das super algebra de Lie classica listadas acima. Considere as raizes e
a decomposigao em espagos de raizes de g com respeito a uma subalgebra de Cartan § de gg.

a) Se g ndo é igual a uma das éalgebras q(n), n > 3, entao
0¢ D e bgNd; = 0.
Em particular, isso implica que g = {0}, ou seja, h = gj = g°.
b) Se g ndo ¢é igual a uma das algebras sl((2,2)/kly, p(4) ou q(n), n > 3, entdo

dim(g*) =1, VAec ®
c) Suponha que g nao ¢ igual a uma das éalgebras p(3) ou q(n), n > 3. Considere duas raizes A e p de

@ que sao proporcionais, isto é,

pw=r\ para algum r € k.

Se X\ e u s@o ambas pares ou ambas fmpares, entao r = +1. Se A\ é fmpar e p é par, entao r = +2.

d) Suponha que g nao ¢é igual a uma das algebras p(n) ou q(n), n > 3, entdo existe uma forma bilinear
nao degenerada, par, supersimétrica e invariante em g. Segue também que

b, = cI)on a € L.
e) Suponha que g nao ¢ igual a uma das algebras s((2,2)/kly, p(n) ou q(n), n > 3. Sejam «, § € Zs.
Se e ®,, pecPsger+p € Pypp, entao

lah. g5 = gath.

Demonstragao. As afirmagoes a), b) e ¢) segue pela inspegao caso a caso. A afirmagao d) ja foi provada
em segoes anteriores. Finalmente, vamos provar e). Ja sabemos da seg¢ao 3.2.2 que

[0}, a5 C goth,

e segue também do item b) desse resultado que

dim(g”) =1, Vv e ®.
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Portanto, s6 nos resta provar que [g2, 5] # {0}. Ja ésabido que isso é verdade desde que a e 3 ndo sejam
ambos iguais a 1. Suponha entdo que o = 3 = 1. Por d), existe uma forma bilinear nao degenerada,
consistente, supersimétrica e invariante em g, denote-a por ¢. Escolha elementos nao nulos

A -A—
ThEQT, Y€, e €95 "

Seja hyi, um elemento de h que corresponde a raiz A + i, como na equacao (3.4.3). Usando a equagao
(3.4.4) e também a invariancia de ¢, concluimos que

[6—/\—1“ [IM yu]] - QZS(J,’)\, [e—A—ua yu])hk-i-u- (355)

Como —\ — p € Og, u € ®1, —\ € Py, temos que [e_x_,, y,] € um elemento nao nulo de 91_/\7 pois pelo
item b), temos que dim(g=*"#) = dim(g#) = 1 e ja sabemos que para estas raizes a igualdade

(G r—p> 8] = 9-x

¢ valida. Mas a restricao de ¢ a g% X 91_)\ é nao degenerada (ver segao 3.4). Assim, como g% e 91_/\ tém
dimensao 1, podemos concluir que

¢(x)‘7 [6—)\—#7 yu]) 7é 0.

Por outro lado, A + i ¢ uma raiz par e portanto diferente de zero, o que implica que hy4, # 0. Logo,
pela equagao (3.5.5) temos que

[an yu] 7é 07

como queriamos.

3.6 Classificacao das super algebras de Lie classicas

Na secao anterior descrevemos algumas familias de super algebras de Lie classicas. Mostraremos
agora que (a menos de isomorfismo) ndo existe nenhuma outra super algebra de Lie classica. Como
uma consequéncia da nossa prova, também obteremos uma classificacao de um tipo especial de super
algebras de Lie Z—graduadas transitivas e irredutiveis. (ver proposi¢ao 3.6.7 abaixo).

Teorema 3.6.1. Uma super algebra de Lie classica ou é uma algebra de Lie simples ou é isomorfa a
alguma das seguintes super algebras de Lie classicas:

sl(m,n) com n, m >1en # m;

sl(n,n)/klsy, com n > 2;

osp(m, 2r) com m, r > 1;

p(n) com n > 3;

q(n) com n > 3;

[(01,09,03) com o; €k, 0; #0, 01 + 09 + 03 = 0;

Ty, T
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Observagao 3.6.2. Entre as super algebras listadas no teorema 1 existem os seguintes isomorfismos:

I

sl(n,m), Yn,m > 1,
0sp(2, 2);
osp(4,2) = I'(-2,1,1).

&
~
\.[\D

—
~—

I

Além desses isomorfismos temos também os isomorfismos entre algumas das algebras I'(oy, 09, 03) (ver
subse¢ao 3.5.5).

O teorema 3.6.1 e os resultados da se¢ao 3.5 implicam no

Corolario 3.6.3. Uma super algebra de Lie simples cuja forma de Killing é nao degenerada é isomorfa
a uma algebra de Lie simples ou a uma das seguintes super algebras de Lie:

sl(m,n) comn, m>1en #m;
osp(m,2r) com m, r > 1, m # 2r + 2;
Iy, T'3.
O seguinte resultado é um subproduto da demonstragao do teorema 3.6.1:

Proposicao 3.6.4. Sejam g uma super algebra de Lie e p uma representacao de g em um espaco
vetorial g;. Suponha que gy nao é isomorfa a sl(2) x sl(2) x sl(2). Entao, existe a menos de um fator
constante, no maximo uma funcao bilinear ¢ : g7 X g7 — gg tal que o espago vetorial Zy—graduado
g = g5 @ g1, equipado com a multiplicacao dada por gg, p e ¢ (ver capitulo 2), se torna uma super
algebra de Lie classica.

A demonstragao do teorema 3.6.1 é bastante longa, portanto iremos dividi-la em diversas partes.

3.6.1 Uma observacgao preliminar

Nesta subse¢ao chamaremos a atencao para alguns processos que nos permitem construir uma
"nova'super dlgebra de Lie a partir de uma previamente dada. Sera mostrado que ambas as dlgebras
obtidas por esse processo sao isomorfas. Obviamente, a classificacao das super algebras de Lie classicas
serd feita a menos de isomorfismo, sendo assim temos que entender tal processo para evitar contar duas
vezes algumas algebras. Para referéncias posteriores, segue o proximo resultado.

Lema 3.6.5. Sejam g uma super algebra de Lie (cuja multiplica¢do é denotada por | , ]), ¢ um elemento
nao nulo de k e 7 um automorfismo da algebra de Lie gz. Defina uma nova super dlgebra de Lie ¢/, a
qual possui o mesmo espago vetorial Zy,—graduado subjacente de g mas sua multiplicagao | , ] é dada
por

(11, @] = a1, 2]

la.2) = [r"(q), ];
[z, q) = [z, 7 (@)];
(21, o] = (1/€*)7 (1, 22]) 5
para quaisquer ¢, qi, ¢2 € g5 € T, T1, To € g7. Entao, g’ é uma super dlgebra de Lie e a fungao linear

fig—4¢
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definida por

fla) = 7(q), se q €gp
flz) = cx, se € gs

¢ um isomorfismo de super algebras de Lie.

Deve-se notar que as representagoes de gy nos subespacos impares de g e g’ nao sdo necessariamente
equivalentes. Além do mais, o lema mostra que um "reescalonamento"da multiplicacao g; X g1 — @p
leva a um isomorfismo de super algebras de Lie.

No que segue, g denotard uma super algebra de Lie classica com subespaco impar nao nulo. Va-
mos diferenciar alguns casos, dependendo se a dlgebra de Lie (redutiva) gy ¢ simples ou nao e se a
representacao ad’ de gy é em g7 é irredutivel ou nao.

3.6.2 gy nao é simples e ad’ é irredutivel

Como ad’ ¢ irredutivel, o centro de gy deve ser trivial (veja o corolario 3.2.14). Assim, gy pode ser
escrito com um produto direto de duas algebras de Lie semissimples g% e g%,

g0 = 05 X 8.

Estamos supondo que ad’ é irredutivel, e além disso, ad’ ¢ fiel (ver lema 3.2.4). Portanto, para i = 1, 2,
existe um g%—m()dulo irredutivel e fiel V; tal que o gg—modulo g7 é isomorfo ao g% X g%—médulo Vi ®Vs.
No que segue, identificaremos g7 com V; ® V5.

A simplicidade de g implica pelo lema 3.2.4 que

(91, 91] = go.
Observe que a funcao

g X g1 — 0
(U1®U1,U2®U2) — 7T1([U1®U1,U2®U2])

(aqui m; € a projecao de g em gj) ¢ bilinear e se fixarmos um par (us, v2) € Va X V5 temos que a fungao
Puswy) : Vi x Vi — g% tal que Py, ) (u1,v1) = mi([ur ® ug, v1 ® v9]), Vuy, vy € Vi € bilinear, além
disso, todas as fungoes dessa forma sao iguais a menos de uma constante multiplicativa. Para ver isso,
observe primeiro existe um par (ug,v2) tal que a funcdo P = P, .,) ¢ nao nula (pois [g1,91] = @),
e gracas a identidade de Jacobi o subespaco gerado pela imagem desta funcao é um ideal de g% (que
podemos supor que é uma algebra de Lie simples). Fixe agora uma base {ey, ..., e, } de g% e escreva

P = E Cj€j,
J

onde ¢; ¢ uma forma bilinear (invariante) em V; para todo j = 1,...,m. Dado outro uj, considere a
fungdo P’ correspondente ao par (us,v2) (¢ 0 mesmo vz). Entdo, P’ = ). cje;, com ¢} forma bilinear
(invariante) em V; para todo j = 1,...,m. Como Vi é um gj—modulo irredutivel e as formas ¢; séo
invariantes, vemos que c;. = ajc; para algum escalar a; € k e para todo j = 1,...,m. Precisamos
mostrar que todos os a; sdo iguais (isso implica que variando o uy obtemos multiplos da P original, af
fazemos o mesmo para v,). Para mostrar isso, considere ) = P’ —ay P que é igual a fungao P” associada
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ao par (us — ajuh, ve) e, portanto, () ou é zero, ou é "sobrejetora"(isto é, o subespago gerado pela sua
imagem ¢é todo gj). Agora,
Qur,v1) =Y (a1 — a5)e;(ur, v1)ey,
j>1

que certamente nao é "sobrejetora"(pois e; nao esta no subespago gerado pela sua imagem). Logo, @
¢ zero. Como P é "sobre", para todo j = 1,...,m existe (uy,v;) tal que ¢;(uy,v1) # 0. Isso implica
a; = a; para todo j, e portanto que P’ ¢ multipla de P, como querfamos. Digamos que P’ = k,; ., P, para
algum k,; ,, € k. Sabendo disso definimos a seguinte forma bilinear nao degenerada e g%—invariante:

Ve Vax Ve —s k.
(1, 05) > g (3.6.1)

Podemos repetir o mesmo argumento se fixarmos as entradas em V;. Isso mostra que existe, para
i = 1,2, uma forma bilinear nao degenerada g%—invariante 1; em V; e uma funcgao bilinear nao nula e
gp—invariante
P Vi x Vi — g
tal que
[u1 & Ug, V1 X ’UQ] = wQ(UQ, vg)Pl(ul, Ul) + wl(ul, ’Ul)PQ(Ug, 1)2), (362)

para quaisquer u;, v; € Vi; ¢ = 1,2. Sabemos que ); é determinada a menos de um fator constante nao
nulo, uma vez que o g%—m()dulo dual irredutivel de V; é dado, em particular, ¢; deve ser simétrica ou
anti-simétrica. Como a funcao produto gi X g7 — gg € simétrica segue que as fungoes ¥y e P sao
ambas simétricas ou ambas anti-simétricas. Note que a mesma afirmagao vale para 1, e Ps.

Se Q; € gf—), entao denotaremos por (); a correspondente acao do elemento ); no g%—m(’)dulo V;, isto

é, @(v) = Qv (acdo de (); em v), Vv € V;. Vamos explorar a identidade de Jacobi para trés elementos
impares:

[[u1 @ ug, v1 ® va], w1 @ wa] + [[wy @ wa, Uy @ us), V1 ® Vo] + [[W1 @ W, v1 @ Vo], u1 @ us] =0, (3.6.3)

para quaisquer u;, v;, w; € V;; ¢ = 1,2. Distinguiremos nosso estudo em dois casos.
a) Suponha que
dim(V;) > 3, parai=1,2. (3.6.4)

Inserindo a expressao (3.6.2) em (3.6.3), vemos que existe constantes w;, 0;, 7; € k tais que para quaisquer
ui, vy, w; € Vi i=1,2

Pi(ug, vi)w; = withi (ug, vi)w; + o3t (vi, wi)ug + 7y (wi, wi) vy (3.6.5)
Entao, deduzimos que (3.6.2) é satisfeita se e s se

w1+w2:01+72:02+71:0.

Por outro lado, a forma bilinear v; é g%—invariante, em particular, devemos quer que

—_——

Vi (P (ui, vi)w;, w;) + i(wg, Pi(u, v;)w;) =0, Yy, v, w;, w; € Vi; 1 =1,2.

Usando a equagao (3.6.5) temos que essa condigao é satisfeita se e so se

wi:O'i—i-Ti:O, 221,2
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Segue dai que

—_—

P,-(ui,vi)wi =0 (wz(vl,wz)uz - wl(wz,ul)vz) s VUZ‘, Vi, Wy € V;, 1= ]_,2 (366)

e algum elemento ndo nulo o € k. Note que, P; é simétrica (resp. anti-simétrica) se e s6 se i; é
anti-simétrica (resp. simétrica). Assim, uma das formas bilineares 1; é simétrica enquanto a outra é
anti-simétrica.

Sem perda de generalid/id/e, suponha que 1, é simétrica e que ¥ é anti-simétrica. Entao, sabemos
que as fungoes lineares P;(u;, v;); u;, v; € Vi; i = 1 (resp. i = 2), geram um subespago de gl(V;), o qual é
igual a algebra de Lie ortogonal so(vy) (resp. simplética sp(12)). Mas sabemos que 1; é g —invariante
e que a representacao de g% em V; é fiel. Portanto, a representacao de g}) em V] (resp. de g% em Vs) é
um isomorfismo da algebra de Lie g} (resp. g2) na algebra ortogonal so(iy) (resp. sp(vs)).

As equagdes (3.6.2) e (3.6.6) mostram que a func¢do multiplicagao gi X g7 — ¢ € fixa a menos de um
fator constante, uma vez que a algebra de Lie g5 = g§ % g3 ¢ que os g5—modulos V; sdo dados. Tendo em
vista o lema 3.6.5, isso implica que a super algebra de Lie g deve ser isomorfa a algebra orto-simplética
osp(n,2r) comn >3 er > 2.

b) Vamos considerar agora o caso em que a condigao (3.6.4) nao ¢é valida. Como o g%—médulo Vi é
fiel, concluimos que (pelo menos) um dos espagos V; possui dimensao igual a 2 e que a algebra de Lie
correspondente é isomorfa a s[(2). Sem perda de generalidade, suponha que

dim(V3) =2, g = sl(Va)

eque V5 éo g%—médulo natural. Sabemos que existe uma forma bilinear nao degenerada, anti-simétrica
e g%—invariante 1y em V5 e uma funcgao nao nula e g%—invariante

Py: Vo x Vo — g2

Ambas 15 e P, sao fixadas a menos de um fator constante, em particular, temos que

—_—

Ps(us, va)wy = 0 (1a(va, wa)us — o(wa, uz)v2) , Vs, Vg, wy € Vs,

onde ¢ é algum elemento nao nulo de k.
Portanto, as fungoes ¢ e P, na equagao (3.6.2) sdo conhecidas. Concluimos assim que a forma
bilinear ¢ é simétrica, isto é, que o g%—m(’)dulo V€ ortogonal; além disso, a funcao P; é anti-simétrica.
Agora, nao é dificil de mostrar que a identidade de Jacobi (3.6.3) é vélida se e s6 se a fun¢ao 3—linear
gj—invariante

~

P :VixVixVi— W (3.6.7)
definida por

~

Pl(ulavlawl) = Pl(ulavl)wl — 0 (wl(?fl,wl)ul - ¢(w1>U1)U1)7 Vuy, vy, wp € V3 (3-6-8)

¢ totalmente anti-simétrica.

No caso 1/51 = 0 nos voltamos na equagao (3.6.6) e concluimos que g deve ser isomorfa a uma algebra
orto-simplética osp(n,2) com n > 3. Mas ﬁl nao necessariamente é nula. Contudo, temos que ﬁl =0se
n < 3. Sobre as nossas suposicoes, o caso em que n = 2 é impossivel, para n = 3 nés obtemos a algebra
0sp(3,2).
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Vamos considerar o caso n = 4. Entao, g(l) é¢ uma algebra de Lie semissimples que possui uma
representacao fiel, ortogonal e irredutivel de dimensao 4. Segue dai que g; = s[(2) x sl(2) = so0(4) e
que Vi é o s0(4)—moddulo natural. Este ¢ um dos casos (excepcionais) em que P, ndo & igual a zero.
Contudo, este caso foi tratado no exemplo 2.1.12: Sabemos que g é isomorfa a uma das super algebras
de Lie excepcionais I'(0y, 09, 03) (que incluem osp(4,2)).

Assim, podemos supor agora que

dim(1;) > 5 (3.6.9)

e que a algebra de Lie g% ¢ simples (o caso onde g% nao é simples recai no caso a)).

Sobre estas suposigoes a forma de Killing de g é nao degenerada. De fato, nao ¢ dificil de ver que a
restricdo da forma de Killing de g a g2 é igual a 1 — (1/4)dim(V}) vezes a forma de Killing de gZ, sendo
assim, a forma de Killing de g é ndo nula e portanto é ndo degenerada (ver proposigao 3.2.5). Portanto,
podemos aplicar os resultados da subsecao 3.4. Vamos usar a notacao introduzida naquela se¢ao. Seja
i um dos dois pesos do g%—médulo V,. Entao, os pesos de ad’ sao exatamente as formas lineares do
tipo o = (&, +p), onde & ¢ um peso do gi—modulo V. Vamos normalizar a forma bilinear invariante ¢
de g de tal forma que

(ulp) = —1.

Se a # 0, entdo 2a ndo é uma raiz de gg, e sendo assim, o lema 3.4.1 implica que (a|a) = 0, isto é, que
(ala) = 1. (3.6.10)

Esta equagao mostra que a restrigao de ¢ a gé é um multiplo racional positivo da forma de Killing de
g5- N
Suponha que a e 3 sao dois pesos do g%—médulo V1. Entao,

o= (anu)a B = (§7ﬂ)

sao dois pesos de ad’ e temos que

(a@lp) = (a,B) + (ulp) = (@, B) — 1.

Pois da equagao (3.6.10) esta expressao sera nula se e s6 se a = 5 # 0.

Agora, seja a # +0, entdo a +  nao é uma raiz de gz e sendo assim o — = (@ — B, 0) deve ser
uma raiz de gy (ver lema 3.4.2). Com isso mostramos o

Lema 3.6.6. Se a e E sao dois pesos do gi—modulo V; tais que & # :i:g, entao o — 5 ¢ uma raiz de g;.

Lembre que o g%—médulo V1 € ortogonal e que estamos supondo que a desigualdade (3.6.9) é valida.
Portanto, de acordo com o lema A.3.2 (ver também a observagao A.3.3) do apéndice s6 temos as seguintes
possibilidades:

a) g; = so(n) para algum n > 5, e V; é o so(n)—modulo natural.
a’) gy = s0(8) e V; realiza uma das duas representagées spin de dimensao 8 de s0(8).
b) g5 = G5 e V4 é 0 Go—modulo fundamental de dimenséo 7.

c) g5 = s0(7) e Vi realiza a representacao spin de dimensao 8 de so(7).
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Note que a representacao natural p(A;) e as duas representagoes spinoriais p(As) e p(Ay) de s0(8) = Dy
sao conectadas por um automorfismo apropriado da élgebra de Lie D,. Portanto, tendo em vista o lema
3.6.5, 0 caso a’) recai no caso a).

Em todos esses casos existe uma e, a menos de um fator constante, somente uma fungao bilinear
g%—invariante P VixVy— g% que é nao nula. A equagao (3.6.8), deixa claro que para pelo menos
uma escolha do fator livre, a fungao ﬁl seré totalmente anti-simétrica. Mais uma vez, portanto, a fungao
multiplicagao g7 X g1 — gg € fixada a menos de um fator constante, se nos sao dados a algebra de
Lie gg e os g%—médulos V;. Consequentemente (lembre o lema 3.6.5) a super élgebra de Lie deve ser
isomorfa a uma das algebras osp(n,2) com n > 5, ou I'y, I's.

3.6.3 A Algebra de Lie gy nao é simples e ad’ nao é irredutivel

Podemos tratar este caso por um processo que é completamente analogo ao usado na subsecao
anterior. Contudo, modificaremos os argumentos na intengao de provar a seguinte proposi¢ao mais geral:

Proposigao 3.6.7. Seja g = (P, _, 9; uma super élgebra de Lie transitiva, irredutivel e Z—graduada
consistentemente satisfazendo as seguintes condigoes:

a) As representagoes de go em g_; e g; sao duais uma a outra.
b) O subespago g_; @ g1 gera a algebra g.

Entao, a super éalgebra de Lie Z—graduada g ¢é isomorfa a uma das seguintes super algebras de Lie
Z—graduadas:

sl(m,n) com m >n > 1,
sl(n,n)/k Iy, com n > 2;
osp(2,2r) com r > 1.
(Lembre que as super algebras de Lie s[(2,1) e 0sp(2,2) sdo isomorfas.)

Primeiramente vamos mostrar que esta proposicao resolve a parte do teorema 3.6.1 que foi mencio-
nada na introducao desta secao. Seja gy = go. Como a representacio ad’ é completamente redutivel mas
nao irredutivel (por hipotese), podemos deduzir da proposigao 3.2.8 que g se decompde numa soma
direta de dois gg—submodulos irredutiveis g_; e g; tais que

[9-1,01] = go- (3.6.11)

Além disso, sabemos que {g;| —1 <i < 1} é uma graduagao transitiva da super éalgebra de Lie g que é
consistente com a Zs—graduagao (ver proposigao 3.2.8, observacao 3.2.10 e lema 3.2.7)

Logo, resta mostrar que os gop—modulos g_; e g; sao duais um ao outro. Mas isso segue da equagao
(3.6.11) e da nossa suposigao que a algebra de Lie gg = g5 (redutiva) nao é simples. De fato, podemos
argumentar diretamente (usando o corolario 3.2.14 ou a proposigao 3.3.5) ou também podemos usar a
proposigao 3.1.10.

Demonstracao. (Da proposi¢ao 3.6.7) Por hipotese a super algebra de Lie Z—grudada g é transitiva e
irredutivel, e além disso, a representacao de gy sobre g_; e g; sao duais uma a outra. Segue dai que
ambas representacoes sao irredutiveis e fieis (ver lema 3.1.7) e que a super algebra de Lie Z—graduada
g ¢ bitransitiva (ver 3.1.3).
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Por outro lado, veja que (ver proposigao 3.1.9) a algebra de Lie gy é redutiva (mas nao abeliana) e
que o seu centro 3(go) tem no maximo dimensao 1. Além do mais, se dim(3(go)) = 1, entdo existe um
tinico elemento z € 3(go) tal que para todo j > —1

[z,x] = jx, se x € g,. (3.6.12)
Como o subespago g_; b g1 gera a algebra g concluimos que

[9-1,81] = o (3.6.13)

Depois destas preliminares podemos distinguir em dois casos.
a)[go, go] nao é simples.

Neste caso gg pode ser escrita como um produto direto

go = 3(80) X gg X 95

onde g} e g? sao duas algebras de Lie semissimples. Os g} x ga— modulos g_; e g; sao irredutiveis, fieis
e duais um ao outro. Logo, existe para i = 1,2, dois g{—modulos irredutiveis e fieis U; e V; tais que os
g6 x gg—modulos g_; e Uy @ Uy (g1 e Vi ® Va) sdo isomorfos. Além disso, os dois gi—modulos U; e V;
sao duais um ao outro, isto ¢, existe, para ¢ = 1,2, uma forma bilinear ndo degenerada g, —invariante 1);
em U; X V;. Sabemos que 1); ¢ fixada a menos de um fator constante, uma vez que os dois g{—modulos
irredutiveis e duais U; e V; nos sao dados.

No que segue iremos identificar g_; com U; @ Us e g1 com V; ® V. A equagao (3.6.13) implica que
existe, para ¢ = 1,2, uma fungao bilinear nao nula e g)—invariante

Py U x Vi — g
tal que

[ur ® ug, v1 @ Vo] = ha(ug, va) Pr(uy, v1) + Y1 (ur, v1) Pa(ug, v2)
+ 1, v1)Pa(ug, v2) F (3.6.14)

para quaisquer u; € U;, v; € V;, i = 1,2, e onde F' é um elemento escolhido apropriadamente em 3(go),
tal que F # 0 se 3(go) # {0}. E conveniente definir uma constante € k por

n = 0, se 3(g)={0}

F o= nz, se 3(g0) # {0}
(ver equagao (3.6.12)). Note que n = 0 se e s6 se 3(go) = {0}. Para qualquer Q; € g denote por sz

(resp. Q;) a correspondente agao do elemento @Q; no gi—modulo U; (resp. V;). A identidade de Jacobi
para dois elementos de g_; e um elemento de g; é equivalente a

[[u1 @ ug, v1 ® Vo, 1 ® Ug] + [[tg ® Ug, vy ® Vo], u; @ ug) =0 (3.6.15)

para quaisquer u;, u; € U; e v; € V;; i = 1,2. Inserindo a expressao (3.6.14) em (3.6.15) vemos
primeiramente que existe algumas constantes o;, 7; € k tais que

P(ug, v;)u; = o) (ug, vi)u; + 790 (Wi, vi)wi, Vug, w; € Uy, v € Vg i =1,2. (3.6.16)
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Entao, deduzimos que (3.6.15) é satisfeita se e s0 se
O'1+0'2—77:TZ'+T2:0. (3617)

Por outro lado, a forma bilinear v; é gj—invariante, em particular, devemos ter que

Isso implica que

~

Pi(ug, v3)v; = —ohi(ug, v3) vy — 70 (ug, 03)vi, Vu; € Uy, vy, 0 € Vis 1= 1,2 (3.6.18)
Agora nao é dificil verificar que para quaisquer u; € U;, v;, v; € V; e i = 1,2 temos

(U1 ® ug, [U1 ® V2, U1 ®Ta]] = [[g @ uz,v1 @ V2], 01 @ Vo) + [[U1 ® Ug, V1 ® Ta, v1 ® Vo]

= 0. (3.6.19)

Isso significa que
[9-1, (91, 8:]] = {0} (3.6.20)

Mas a super algebra de Lie Z—graduada g e transitiva, e sendo assim, a equagao (3.6.15) implica que

(91, 31] = {0}

Como o subespacgo g_1 @ g1 gera a algebra g concluimos que

g=9-1Dgo D g1.

Vamos observar agora que para quaisquer modulos de dimensao finita de uma algebra de Lie semissimples
temos que
tr(Py(ui, v;)) = —tr(Pi(us, v:)) = 0, Vu; € Uy, v; € Vis i =1,2.
Se tomarmos
n; = dim(U;) = dim(V;), i=1,2
esta condicao é equivalente a
nio; +7, =0, 1 =1,2. (3.6.21)

Considerando as dimensoes ny, ny fixadas, podemos reescrever as equagoes (3.6.17) e (3.6.21) exigindo
que exista um elemento nao nulo 7 € k tal que

T

o1 = —, T = —T
ni
.
O = ——, Ty =T (3.6.22)
n2
Nng — 1My
nany

Note que n = 0 se e 86 se n; = ns.

68



E facil der que, para i = 1,2, as funcdes é(ul,vz) (resp. E(ui,vi)), u; € U;, v; € V;, geram o
subespaco sl(U;) de gl(U;) (resp. sl(V;) de gl(V;)). Por outro lado, a algebra g ¢ semissimples e os
gy—modulos U; e V; sdo fieis. Tudo isso implica que a representagio de gi em U; (resp. V;) é um
isomorfismo da algebra de Lie gf em sl(U;) (resp. sl(V;)).

As equagoes (3.6.14), (3.6.16), (3.6.18) e (3.6.22) mostram que a fungao multiplicagado g_; X g1 — go
é fixada a menos de um fator constante, uma vez que as algebras de Lie g} e os gj—mo6dulos duais U;
e V; sao dados. Tendo em vista o lema 3.6.5, isto implica que a super algebra de Lie Z—graduada g é
isomorfa a sl(ny,ng) se ny # ng, mas isomorfa a sl(ny,ny)/k Is,, se n; = ny. Note que de acordo com
nossas suposicoes n; > ng > 2.

b) [go, g0 é simples
Por hipotese sabemos que
go = 3(g0) X g,

onde g} = [go, g¢] ¢ uma algebra de Lie simples. Escolha uma subélgebra de Cartan h de gy assim como
um sistema fundamental de raizes simples de gy com respeito a h. Considere também ¢ uma forma
bilinear simétrica, invariante e nao degenerada em gy. Usaremos as nogoes introduzidas no apéndice.
Em particular, temos que b = 3(go) X h', onde h' ¢ uma subdlgebra de Cartan de gj. Além disso,
definiremos, para cada raiz a € g, o elemento h, € b por

a(h’) = ¢(ha,h'), VI €h
e escolha vetores raizes e4, associado as raizes +« satisfazendo
[€_a)€a]l = ha, Va e .

Seja A (resp. i) o peso méaximo (resp. minimo) do go—modulo g_q (resp. g1) € zx € g—1 (resp. y, € ¢1)
um vetor de peso associado a ele. Tome
[.CC)\, y,u] = h7

sabemos que (ver proposi¢ao 3.1.10)
p=—A

e que
h e bv h ¢ 5(90)

Lema 3.6.8. Temos que
A(h) = 0. (3.6.23)

Demonstragao. Note que, [xy,x,] = 0. Por outro lado é facil de ver que

[Y—x, [2x, 2] = 2A(h)xy,

logo a equagao (3.6.23) ¢é valida.

Lema 3.6.9. Se a é uma raiz positiva de gy, entao

alh)(alA)(a]2A —a) = 0. (3.6.24)
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Demonstragao. Considere o elemento
a = [[e—a, 2], [e—a; TA]]-
Note que, a = 0. Por outro lado é facil verificar que
[€a; [ [y-x; al]] = 2a(h)(a]2X — o) (ala)z,.

Isso implica na equacgao (3.6.24).
[l

Lema 3.6.10. Sejam « e [ duas raizes diferentes e positivas de gg. Suponha que oo — 3 nao é uma raiz
de go. Entao,

(a+ B) (M) (aA)(BIN) = (alB)a(h)(BIA) = (a]3)B(h)(alN). (3.6.25)

Demonstragao. Considere o elemento

b= [z [e-ale—p, 22]]].

Sabemos que b = 0. Por outro lado, nao ¢ dificil de mostrar que

[e8: [€a, [y-2slll = = ((a + B)(h)(ala) — (a]B)a(h)) (B]A)zx.

Isso implica na primeira igualdade da equagao (3.6.25). A segunda igualdade é deduzida da primeira
intercambiando « e .
O

Corolario 3.6.11. Sejam « e 3 duas raizes positivas de gy e suponha que o + 3 é uma raiz enquanto
que a — 3 nao é. Entao,

a(h)(BIA) = B(h)(alA). (3.6.26)

Demonstrag¢ao. Nossas hipotese implicam que («|8) # 0. Assim, o resultado desejado segue do lema
anterior.

]
Lembre que
b=3(g0) xb', b= (35(90))" x (b')".
Denote por h! a componente de h em h' e por A\! a componente de A em (h')*.
Lema 3.6.12. Existe um tnico elemento nao nulo ¢ € k, tal que
T(h') = c(r|AY), VT e (p")". (3.6.27)

Demonstracao. Como a representacio de go em g_; é fiel, sabemos que A\! # 0. Assim, existe uma raiz
simples « de g} tal que

(a|\!) # 0.

Se o elemento ¢ existe, entao para todos eles devemos ter que
a(h') = cla|\h). (3.6.28)
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Consequentemente, definimos o elemento ¢ € k pela equacao (3.6.28). Seja v uma raiz simples qualquer
de g} que ¢ diferente de a. Entao, existe uma sequéncia finita

a= B, Bi,..., Bp="

de raizes simples distintas 3, de g;, para as quais os vértices no diagrama de Dynkin formam uma cadeia
conexa. Mostraremos por inducao que

Ba(h') = c(BylA"), se 0<q<p. (3.6.29)

Por defini¢ao, a equagao (3.6.29) é valida se ¢ = 0. Seja 1 < r < p e suponha que (3.6.29) é satisfeita se
0 =< r —1. Sabemos que
ﬁ = Z ﬁs
s=1

& uma raiz positiva de g, além disso, a + 3 ¢ uma raiz de g} mas a — 8 nio ¢. Usando o corolario 3.6.11
assim como a nossa hipotese de indugao, é facil ver que a equagao (3.6.29) é valida para ¢ = 7.

Assim, mostramos que a equagio (3.6.27) é valida se 7 é uma raiz simples de g}. Isso implica que
(3.6.27) & valida em geral.

Agora, veja que ¢ # 0. De fato, suponha que ¢ = 0. Entao, a equagao (3.6.27) implica que h' =0, e
sendo assim, que h € 3(go). Mas esse nao ¢ o caso.

O
Corolario 3.6.13. O centro 3(go) de go nao ¢ igual a {0}.
Demonstrag¢ao. Suponha o contrario. Entao, a equagao (3.6.27) diz que
7(h) = c(T|\), VT ebh™
Tendo em vista o lema 3.6.8, isso implica que ¢(A|A) = 0, o que é uma contradicao.
O

Suponha agora que « e 3 sdo duas raizes diferentes e positivas de gj e que @ — 8 nao ¢ uma raiz.
Usando a equagao (3.6.27), deduzimos da equagao (3.6.25) que

((a+ BIA) - (al8)) (@A) (BIN) = . (3.6.30)
Por outro lado, as equagoes (3.6.24) e (3.6.27) combinadas nos fornecem
(VA (v2AT =) =0 (3.6.31)
para toda raiz positiva v de gi. Assim, a equagao (3.6.30) pode ser reescrita da forma
(o = Bla — B)(@lA)(BIA) = 0.

Por hipodtese, o e § s@o duas raizes diferentes, sendo assim, (o — f|la — ) # 0. Logo, provamos o

Lema 3.6.14. Suponha que « e § duas raizes positivas e diferentes de gq tais que o — 8 nao é uma raiz.
Entao, (a|A\!) =0 ou (B|A!) = 0.

Corolério 3.6.15. O peso \! de g} ¢ fundamental e pertence em um dos vértices extremos do diagrama
de Dynkin.
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Demonstragdo. Seja o uma raiz simples de g} tal que (a|A\!) # 0 e seja 8 uma raiz simples de g} que é
diferente de . Entao, o — 8 ndo ¢ uma raiz de g} e consequentemente (5|A\') = 0. Por outro lado, a
equagao (3.6.31) mostra que

(M)

(ea)

2 = 1.

Assim, A\! é um peso fundamental de gp.

Note que, A' e a pertencem ao mesmo vértice v do diagrama de Dynkin de gj. Suponha agora que
v nao é extremo. Escolha dois vértices diferentes v/ e v/ do diagrama de Dynkin que sao vizinhos de v.
Seja 3 e v duas raizes simples de g} que pertencem a v/ e 1", respectivamente. Entao, o+ 8 e o+ sdo
duas rafzes diferentes e positivas de g e (a + 3) — (o +7) nao é uma raiz. Por outro lado, (v + S|\ 1)

e (a+y|\!) sao ambos iguais a (a|\!) e portanto diferentes de zero. Isso contraria o lema 3.6.14.
O]

Lema 3.6.16. A condi¢ao no lema 3.6.14 implica que
g = A, e M=) ou M=),

ou entao

go =sp(n) e A=A,
onde n > 1 em ambos os casos. (Ver apéndice para a enumeragao dos pesos fundamentais A;.)

Demonstragdo. Sabemos do corolario 3.6.15, que A! ¢ um peso fundamental de g} que pertence a um
dos vértices extremos do diagrama de Dynkin.

Seja (g, A') um par consistindo de uma raiz simples da algebra de Lie g} e de um peso fundamental
como descrito acima. Seja « uma raiz simples de g§, que corresponde a A!; isto ¢,

(a[AT) #0

e seja 0 a raiz de altura maxima de g}. Se o par (gj, \') ndo ¢ mencionado na afirmagao do lema 3.6.16,
entao podemos exclui-lo aplicando o lema 3.6.14: Escolhe-se § =60 ou 8 =60 — «.

Agora estamos prontos para completar a prova da proposigao 3.6.7. Para as élgebras de Lie g
e os gi—modulos (duais e irredutiveis), usaremos que existe uma forma bilinear nao degenerada e
go—invariante ¥ em g; X gy, assim como, uma fungao bilinear nao nula e g} —invariante P : g_; Xg; — g¢;
além disso, ambas 1) e P s@o tnicas a menos de um fator constante (ver lema 3.6.16).

Segundo o corolario 3.6.15, temos que

go = 3(g0) % g,

onde o centro 3(go) de go possui dimensao 1. Seja z o elemento de 3(go) que foi introduzido na equagao
(3.6.12). Entao, existem elementos nao nulos o, 7 € k tais que

[z, y] = oP(z,y) +m(2,y)z, Y €g 1,y € g

Lembre que para qualquer elemento @ € gb, @ ¢ denota a acao do elemento Q; no gi—modulo g_;.
Entao, a identidade de Jacobi para dois elementos de g_; e um elemento de g; é equivalente a pedir que,
para todo y € gy, a funcao bilinear

(x,Z) —> oP(x,y)T — T(z,y)x, com z, T € g
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seja anti-simeétrica.

Note que, para cada o € k existe pelo menos um elemento 7 € k tal que este critério é satisfeito.
Assim, mostramos que a funcao multiplicacao g_; X g1 — go da nossa super algebra de Lie Z—graduada
g = @P,~_, 9 ¢ fixada a menos de um fator constante, uma vez que a algebra de Lie gj e que os
gi—modulos gi sao escolhidos conforme o lema 3.6.16. Segue agora do coroldrio 3.1.6, que a super
algebra de Lie Z—graduada g é isomorfa a uma das super édlgebras de Lie Z—graduadas sl(n + 1,1) ou
05p(2,2n) com n > 1. (Ao invés de invocar o corolario 3.1.6, podemos argumentar mais diretamente:
Primeiro construimos a fungao P explicitamente e entao verificamos que [g_1, [g1, 91]] = {0}.)

m
Assim, finalizamos a demonstracao da proposi¢ao 3.6.7. O

Observacao 3.6.17. Se queremos provar somente o teorema 3.6.1, a discussao desta subsecao seria
bastante simplificada. De fato, neste caso saberiamos que o centro de gy = gg nao é trivial e portanto
que a forma de Killing de g é nao degenerada (ver proposicao 3.3.5). Mas entao é facil ver que a diferenga
de quaisquer dois pesos diferentes do gy—moddulo g_; é uma raiz de go (ver lema 3.4.2). Assim, de acordo
com o lema A.3.2 (no apéndice), isso implica que o lema 3.6.16 acima é valido.

3.6.4 A algebra de Lie gy é simples

Nos vamos agora resolver a parte restante do teorema 3.6.1. Denote por ¢ (resp. ¢) a forma de
Killing da super algebra de Lie g (resp. da dlgebra de Lie gg) e por £ o indice da representagao ad’ de
gp em gi (ver apéndice). Por defini¢ao, temos que

9(q,¢)=(1-09(q,q), Yaq,q € g. (3.6.32)

Como sabemos (ver proposi¢ao 3.2.5), a forma de Killing de g ou é nao degenerada ou igual a zero.
Tendo em vista a equagao (3.6.32) isso significa que ou a forma de Killing de g é ndo degenerada (e
portanto ¢ # 1) ou entao temos que £ = 1 (e a forma de Killing de g é igual a zero). Assim, isso nos
leva a distinguir os seguintes casos:

a) A forma de Killing de g é nao degenerada.

Neste caso podemos usar as notagoes e aplicar os resultados da subsecao 3.4. Seja A qualquer peso
nao nulo da representacao ad’. Como a restricao de ¢ a gy ¢ um multiplo niao nulo de ¢, concluimos que
(A[A) # 0. Pelo lema 3.4.1, isso implica que 2\ é uma raiz de gz e que o espago de peso associado a A
tem dimensao 1. Segue do lema A.3.2 (ver também a equacao (3.2.4)) que

8o = sp(2n), ad = p(\)

para algum n > 1. Mas sabemos que quaisquer duas fungoes bilineares e gg—invariantes gi X gi — @5
sdo proporcionais. Portanto, mostramos que g deve ser isomorfa a osp(1,2n) (ver lema 3.6.5).

b) A representacao ad’ ¢ irredutivel e £ = 1.
Como o indice ¢ da representacao irredutivel ad’ é igual a 1, concluimos da subsecao A.3.3 do
apéndice, que ad’ deve ser equivalente a representacao adjunta de gg. Além disso, sabemos que a funcao

multiplicagdo gi X g1 — gg € simétrica e gg—invariante. Assim, precisamos solucionar o seguinte
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problema: Encontrar todas as dlgebras de Lie simples s tais que a representacao adjunta ad; de s esta
contida no produto tensorial simétrico de ad; com ele mesmo.

Vamos verificar que a nossa exigéncia é satisfeita se e s6 se s =2 A,,, com n > 2 e que além disso, neste
caso o produto tensorial simétrico de ad, com ele mesmo contém ad, somente uma vez. De fato, este
resultado pode ser lido nas tabelas em [31] de [M. Scheunert|. Por outro lado, podemos usar também
uma versao da formula de Steinberg para a decomposi¢ao do produto tensorial de duas representagoes
irredutiveis ( ver em [32] de [M. Scheunert]).

Portanto, pelo lema 3.6.5, concluimos que g deve ser isomorfa a algebra q(n + 1).

c) A representagio ad’ é redutivel e £ = 1.

Neste caso (ver proposicao 3.2.8), sabemos que g7 se decompoe numa soma direta de dois gg—submodulos
irredutiveis g7 e g2,

=N

©
fhy
I
[e=}
[harysy
S¥
[c=

Ainda mais, a equagao [gg, g1) = g1 (ver lema 3.2.4) implica que os gg—modulos gi, i = 1,2, sdo nao
triviais.

Denote por ¢;; ¢ = 1,2, o indice da representacao de gz em g%. Entao,

€1+€2:€:1 (§ 61,€2>O.

Assim, nos indeparamos com o seguinte problema:

Seja s uma algebra de Lie simples. Encontrar todos os pares de representacoes irredutiveis nao
triviais de s cuja soma dos indices ¢ igual a 1.

No que segue, nos investigaremos separadamente todas as algebras de Lie simples. Usando a tabela
2 da subsecao A.3.3, do apéndice, daremos todos os "pares admissiveis"de representacoes irredutiveis
(em termos dos pesos méaximos) e discutiremos quais destes pares nos levam a uma super algebra de Lie
simples.

Caso A,, n > 1.

Este caso é o mais complicado. O peso méaximo dos pares de representacoes admissiveis sao os
seguintes:
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) 2\, Mg ;3 n>2

) 20 ., A3 n>2
2) 2, A n>2
M 2, At n>2
3) A3, A3 ; n=5H
4) Mo, A3 3 n=7T
4") AN, A, o n=7
5) Mo, A ;o n=T
5) Ao, A ;o n=7T

As "possibilidades com linha s@o conectadas com as sem linha"por um automorfismo de A,,. Pelo lema
3.6.5, os casos com linha podem, portanto, serem desconsiderados.

1) O produto tensorial de p(2A1) com p(A,_1) contém a representacao adjunta de A, exatamente uma
vez. De acordo com o lema 3.6.5, a super algebra de Lie correspondente s é isomorfa a p(n + 1).

2) Podemos supor que n # 3, pois o caso n = 3 ¢ incluido em 1). Entdo, o produto tensorial de
p(2A1) com p(Ay) nao contém a representacao adjunta e portanto, este caso nao nos leva a uma super
algebra de Lie simples.

3) O produto tensorial de p(A3) com ele proprio contém a representagdo adjunta exatamente uma vez,
na parte simétrica. A ultima propriedade implica que este caso nao nos leva a uma super algebra de Lie
simples.

4, 5) O produto tensorial de p(A;) com p(A3) ou com p(A;) ndo contém a representagdo adjunta e
portanto, este caso nao nos leva a uma super algebra de Lie simples.

Caso C,,, n > 2.

Existe apenas um par de representagoes admissiveis; os correspondentes peso maximo e posto desta
representacao sao

)\2 > )\2 ) n = 3.

O produto tensorial de p(Ay) com ele proprio contém a representacao adjunta exatamente uma vez, na
parte anti-simétrica. Sabemos que p(A2) ¢ uma sub-representacao de /\2 p(A1), sendo assim, a construgao
para a fungao multiplicagao g7 X g7 — gg € direta. Uma vez que isso é feito, é facil ver que a identidade
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de Jacobi para trés elementos fmpares nao ¢é satisfeita.
Podemos ver na tabela 2 do apéndice que para os casos B,, n > 3; D,, n > 4; Fg, F7, Eg, Fy e Gy
nao existe nenhum par de representacoes admissiveis. Assim, concluimos a demonstracao do teorema

3.6.1.
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Capitulo 4

Super algebras de Lie Basicas e subalgebras
de Borel

Neste capitulo comecgaremos introduzindo alguns conceitos bastante importantes para a teoria
das super algebras de Lie basicas, como subélgebras de Borel, sistemas de raizes positivas e sistemas
fundamentais. Apresentaremos os principais resultados sobre as super algebras de Lie basicas e descre-
veremos em detalhes as estruturas das super algebras do tipo gl e osp. Um fato diferente que existe
no super contexto é que as subélgebras de Borel, os sistemas positivos, ou os sistemas fundamentais de
uma super algebra de Lie basica de dimensao finita podem nao ser conjugados sobre a agao do grupo
de Weyl correspondente; para ser mais preciso, eles se relacionam um com o outro por meio de reflexoes
pares e impares. Desenvolveremos também uma teoria de peso maximo para as super algebras de Lie
bésicas. Os resultados que serdo apresentados neste capitulo foram retirados de [CW].

Para o principal objetivo deste texto, trabalharemos com uma subélgebra de Borel (resp. sistema
positivo/fundamental) fixada (resp. fixado), sendo assim, a maioria dos resultados apresentados neste
capitulo tém caracter somente informativo para nés. Por isso, e também devido ao tamanho da disser-
tacao, iremos omitir tais demonstracoes.

4.1 Estruturas das super algebras de Lie basicas

Seja g ¢ uma super algebra de Lie classica, dizemos que g é uma super algebra de Lie bdsica
se esta admite uma forma bilinear nao degenerada, invariante, supersimétrica e par. Na tabela abaixo
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listamos todas super algebras de Lie Bésicas.

Super algebras de Lie Basicas

Todas as élgebras de Lie simples;

sl(m,n) com n, m >1en # m;

sl(n,n)/kly, com n > 2;

osp(m, 2r) com m, r > 1;

[(01,09,03) com o; €k, 0; #0, 01 + 09 + 03 = 0;

Iy, I's.

A partir de agora suporemos que a super algebra de Lie g é basica e usaremos a notacao introduzida
na subsecao 3.2.2.

Definigao 4.1.1. O grupo de Weyl de uma uma super algebra de Lie basica serd denotado por W e
definido como sendo sendo o grupo de Weyl da algebra de Lie redutiva gg.

O proximo teorema mostra que as estruturas das super algebras de Lie basicas sao similares as das
algebras de Lie semissimples.

Teorema 4.1.2. Sejam g uma super algebra de Lie basica e h uma subalgebra de Cartan.

1) Temos uma decomposi¢ao em espagos de raizes de g com respeito a b

gzh@<@9“)7 e g’ =h.
aed

2) dim(g®) =1, para a € ®.

3) [0°, 0] C g°*7, para o, B, a+ B € ®.

4) &, Oy e P; sdo invariantes sobre a agdo do grupo de Weyl W em b*.

5) Existe uma forma bilinear ( | ) ndo degenerada, invariante, supersimétrica e par em g.
6) (g*|g’) = {0} a menos que o = —f3 € ®.

7) A restrigao da forma bilinear a h x h é nao degenerada e W —invariante.

8) Sex € g% y € g~%, entdo [x,y] = (z]y)ha, onde o elemento h, é dado pelo isomorfismo definido
pela equagao (3.4.2).

9) &= —d, dg = —Dj e by = —P;.

10) Seja a € ®. Entao, entao ka € ® para algum inteiro k # £1 se e s6 se « é uma raiz impar tal que
(ar]ar) # 0; neste caso, devemos ter que k = +2.
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Demonstragao. A parte 7) segue pela invariancia dos conjuntos de pesos para os gg—modulos gg e g7,
respectivamente, sobre a acao do grupo de Weyl W. Para os demais itens, ver a secao 3.4 e subsecao
3.5.6.

m

Note que, como h C gg e dim(g®) = 1 para cada a € ®, entao, pelo teorema 4.1.2, existe i € Zy tal
que g“ C g;. Portanto, ® ¢ a uniao disjunta de ®5 e ®1, e temos que

@Z:{a6@|gaggz}, ZEZQ

Uma raiz o« € ® é chamada de isotropica se (aja) = 0. Observe que uma raiz isotropica deve ser
necessariamente uma raiz impar. Denotamos o conjunto das raizes impares e isotrépicas por

®; = {a€;|(ala) =0}
= {a€®|2a¢ O} (4.1.1)

A segunda equagao acima segue pelo teorema 4.1.2 (10). Também introduziremos o seguinte conjunto
de raizes: )
@5:{a€<b@|a/2€ (I)}. (4.1.2)

4.1.1 Formas bilineares invariantes em gl e osp.

Em contraste com as algebras de Lie semissimples, a forma de Killing de uma super algebra de
Lie basica pode ser nula (ver segdo 3.5), e sempre que esta é nao nula, ela pode nao ser positiva definida
no espaco vetorial real gerado por ®. Nesta subsecao, daremos uma pequena descricao de uma forma
bilinear invariante, nao degenerada, par e supersimétrica em uma super algebra de Lie do tipo gl ou
osp.
O super trago str sobre a super algebra de Lie gl(m, n) da origem a uma forma bilinear nao degenerada
e supersimétrica

(,):gl(m,n)xgl(mmn) — Kk,
(a,b) —— str(ab)

E facil verificar que essa forma ¢ invariante e que sua restricio a subalgebra de Cartan h das matrizes
diagonais, ¢ uma forma bilinear nao degenerada e simétrica em b:

1 sel<i=j<1

(Ei,ian,j>: —1 sel SZ:jgn

0 se 1# 7.
onde 4, j € I(m,n). Lembre que I(m,n) é definido como em (2.3.6). Denote por {d;, €;};; a base dual
para {E;;, Ej;}ij, onde 1 <i <mel<j<n. Usando a forma bilinear ( , ) podemos identificar ¢;
com (F;;,-) e ¢ = —(Ej;,-). Por convengao usaremos a notacao

€ :=10;, para 1 <i<m.

A forma (, ) em h induz uma forma bilinear ndo degenerada em h*, que também sera denotada por
(, ). Entao, para i,j € I(m,n), temos que
1 se 1<i= 17<m
(€ii€j5) =¢q —1 se 1<i=j<n
0 se i#].

79



Tal forma bilinear em gl(2n, ) restringe a uma forma bilinear nado degenerada, invariante e supersi-
métrica na super algebra osp(2n, ¢), que sera denotada também por (, ). Além disso, a restrigdo desta
forma a subélgebra de Cartan de osp(2n,¢) continua nao degenerada. Isso nos permite identificar uma
subélgebra de Cartan fh com o seu dual h*, e também obter uma forma bilinear em h*.

4.1.2 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de gl(m,n)

Seja g = gl(m,n) e h a subélgebra de Cartan das matrizes diagonais. Seu sistema de raizes
® = d5 U &7 é dado por
Q5 = {e—¢€j|li#jel(m,n), i,7>0, oui,j <0},
¢ = {:i:(el o ej) ‘Zu? S [<m7n)7 1 <0< ]}
Um vetor raiz ¢ um vetor nao nulo em g para o € ®. Observe que E; ; ¢ um vetor raiz correspondendo
araiz o =€ —¢€;, parai # j € I(m,n).

O grupo de Weyl de gl(m, n), que é por definigdo o grupo de Weyl da subélgebra gy = gl(m) @ gl(n),
é isomorfo a G,, X G,,, onde G,, denota o grupo simétrico de n elementos.

4.1.3 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de spo(2m,2n + 1)

Agora, descreveremos o sistema de raizes para as super algebras de Lie orto-simpléticas spo(2m, 2n+
1), a qual é definida na forma matricial como em (3.5.1). Lembre que as linhas e colunas das matrizes
sao indexadas por I(2m,2n + 1). A subalgebra de Cartan h de g das matrizes diagonais tem uma base
dada por
H; = E;-Epgnm 1<)<m,

Hj = Ejj— Boyjnejy 1S5 <m0,

e essa ¢ a subdlgebra de Cartan padrao para spo(2m,2n+1). Seja {6;, ¢;|1 <i <m, 1 < j <n} a base
dual correspondente em h*. Com respeito a b, o sistema de raizes & = &5 U $7 para spo(2m,2n + 1) é

{£6; £0;, £20,, e, £ €, ey, } U{£d, L€, £6,},
onde 1 <i1<j7<m, 1<k</l<n,1<p<mel<qg<n.

Os vetores raiz para spo(2m,2n + 1) podem ser escolhidos explicitamente como segue em (4.1.3)-
(4110) (1<i#j<m, 1<k#/{<n):

0% ¢ Eonttktn — Eont1, 077 1 Banga b — Bk, 20415 (4.1.3)
9251' . E{J;Fm; 9*252‘ . Ez+m,{7 (414)

0" B g = By, 80 B — By (4.1.5)
0" B~ By 0% Bre— Brgnkin (4.1.6)
g By — Bogrn, 0% Brne — By ks (4.1.7)
0 B By 870" Byt — B s (4.18)
0 B+ Bipy 0707 By — B s (4.1.9)
gai = E2n+1,m + Ei, 2n+1> 9751’ : E2n+1,i - Ez‘JTm, 2n+1- (4.1.10)
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O grupo de Weyl de osp(nm, 2n+1), que é por defini¢ao, o grupo de Weyl de g5 = sp(2m)®dso(2n+1),
¢ isomorfo a (Z3' X G,,) x (Z5 x G,,).

4.1.4 Sistema de raizes e o grupo de Weyl de spo(2m, 2n)

Seja g = spo(2m, 2n). A subélgebra de Lie abeliana h gerada por {H;, H; |1 <i<m, 1 <j <n}
¢ uma subalgebra de Cartan para spo(2m,2n). Novamente, ¢ conveniente, usar a notagao €; = J;, para
1 <4 <m. Com respeito a h, o sistema de raizes & = &5 U &1 é dado por

{%0; £ 6;, £20,, tep £ e} U{£d, L ¢,},
onde 1 <i1<j<m,1<k<l<n, 1<p<mel<qg<n.
Os vetores raizes de spo(2m, 2n) sdo dados por (4.1.4)-(4.1.9).

O grupo de Weyl de spo(2m,2n), que por definigdo é o grupo de Weyl da algebra de Lie g5 =
sp(2m) @ s0(2n) é igual a (Zy' x &,,) x (Z5~' x &,).

4.2 Sistemas positivos nao conjugados e reflexoes impares

Nesta secao, sistemas de raizes positivos, sistemas fundamentais, e diagramas de Dynkin para
super algebras de Lie basicas serao definidos e classificados, juntamente com as subalgebras de Borel.
Em contraste com as éalgebras de Lie semissimples, os sistemas fundamentais para uma super algebra
de Lie podem nao ser conjugados sobre a acao do grupo de Weyl.

4.2.1 Sistemas positivos e sistemas fundamentais

Seja ® um sistema de raizes de uma super algebra de Lie basica g para uma subalgebra de Cartan
h dada, e seja E o espago vetorial racional gerado por ®. Temos que F ®g k = b*, para g # gl(m,n).
Para g = gl(m,n) o espaco F ®g k é um subespago de h* de codimensao um.

Suporemos que uma ordem total > em E como acima é sempre compativel com a estrutura de espago
vetorial racional, isto ¢, v > w e v/ > w' implica que v +v' > w + w', —w > —v e cv > cw para ¢ € R,
¢ > 0. Tome por exemplo a ordem lexicografica (ver [S. Martin]).

Um sistema positivo @ é um subconjunto de ® consistindo precisamente de todas as raizes o € ®
satisfazendo « > 0, para alguma ordem em E. Dado um sistema positivo 1, definimos o sistema
fundamental TT C ®* como sendo o conjunto das raizes o € ® que nao podem ser escritas como uma
soma de duas raizes em ®*. Nos referiremos aos elementos em ®* por raizes positivas e aos elementos
de II por raizes simples. Analogamente, denotaremos por &~ o conjunto de raizes negativas. Seja
O =T NP e ®; = PN, para i € Zy. Pelo teorema 4.1.2 (9), temos que ¢~ = —dT e &; = —P
para i € Zy. Assim,

Ot = <I>5r Uor.
Proposicao 4.2.1. Seja g uma super algebra de Lie basica com uma subalgebra de Cartan h. Existe

uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos sistemas positivos para (g,h) e o conjunto dos
sistemas fundamentais para (g, ).
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Demonstragao. Segue da definicao de um sistema fundamental que este existe e é iinico para um sistema
positivo dado. Por outro lado, uma raiz positiva, se nao for simples, pode ser escrita como uma soma
de duas raizes positivas. Continuando dessa forma, qualquer raiz positiva € uma combinag¢ao Z, —linear
de raizes simples, e sendo assim, um sistema positivo é determinado por seu sistema fundamental.

O
Defimos
nt = @ gv, n = @ g% (4.2.1)
acdt aed—
Entdo, n* sdo subalgebras nilpotentes de g e obtemos uma decomposicao triangular
g=n ohon’ (4.2.2)

A subélgebra solavel b = h @ n't é chamada de subdlgebra de Borel de g (correspondendo a ®*). Temos
também que b = by & by, onde b; = bNg; para i € Zs.

4.2.2 Sistemas positivo e fundamental para gl(m,n)

Lembre que o sistema de raizes ® para gl(m,n) e a subélgebra de Cartan padrao h sao descritos
na secao 4.1.2. A subalgebra das matrizes triangulares superiores é a subdlgebra de Borel padrao de g
que contém b, e o sistema padrao de raizes positivas correspondente de ® é dado por {e; —¢€;]i,j €
I(m,n), i < j}. Levando em conta que €; = ¢;, o sistema fundamental padrao para gl(m,n) é

{(5i—(5l-+1,ej—ej+1|1§i§m—1, 1§j§n—1},

cujos vetores raiz correspondentes sao e; := FE;; 11, parai € I(m —1,n — 1) e em := Fm1. As corraizes
simples sao h; := E;; — Ej41 j11, para j € [(m —1,n — 1) e hg := Emm + Eip. Denote por f; := Eiqq;
parai € I(m—1,n—1), e fm = E1m. (Aqui estamos fazendo um abuso de notagéo de forma que i + 1
significa ¢ + 1, para i =7 com 1 < ¢ < m — 1). Entao, {e;, h;, fi|i € [(m,n — 1)} é um conjunto de
geradores de Chevalley para sl(m,n).

Note que

(0i = 0ix1,0; — 0iy1) = 2, 1<i<m-—1;
(6m_6175m_61) 0)
(6]' — €41, 6 — 6j+1) = —2, 1 S ] S n—1.

im — €1 € uma raiz isotropi 1m . uin nvencao usu ra a r 1 -
Assim, 0, é uma raiz isotropica simples. Se do a convencao usual para algebras de Lie, dese
nharemos agora o Diagrama de Dynkin padrao correspondendo a este sistema fundamental simples:

O—O— - —@®—O—--—0 (4.2.3)

61—02 O02—03 Om—€1 €1 —€2 €En—1—"€n

Aqui, o circulo branco denota uma raiz simples e par « tal que %a nao é uma raiz. Na notagao introduzida
em [Kac 1], ® denota uma raiz isotropica impar e simples.

Agora, vamos classificar todos os possiveis sistemas positivos para gl(m,n), levando em conta que
€ = 0;, para 1 < ¢ < m. Se ignorarmos a paridade das raizes por um momento, o sistema de raizes de
gl(m,n) é o mesmo sistema de raizes de gl(m + n). Assim, por defini¢do, seus sistemas positivos (resp.
sistemas fundamentais) sdo descritos exatamente da mesma forma, e existem ao todo (m + n)! deles.
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Segue assim que um sistema fundamental para gl(m,n) consiste de (m +n — 1) raizes €;, — €;,, €, —
€igr -1 €imin1 — Eimyn> ONde {i1,02,. .., Iy} = I(m,n). Entdo, nos restauramos a paridade das rafzes
simples em um sistema fundamental de gl(m,n). O diagrama de Dynkin correspondente fica da forma

O—O——O—0——0 (4.2.4)

€i) —€ig €ig—Cig €ip —Cipp Cimtn—1"C%m+n

onde o circulo com um ponto no meio pode ser tanto um circulo branco quanto um ®, dependendo se
a raiz simples correspondente é par ou impar.

Para enunciarmos o teorema de classificagao dos sistemas de raizes positivos é conveniente intro-
duzirmos a nogao de ed—sequéncia. A ed—sequéncia para um sistema fundamental como o de 4.2.4 é
obtida modificando a sequéncia €;, €;, . . . €, para a notacao €d, através da identificacao €; = ¢;, e depois
removendo os indices. E claro que uma ed—sequéncia possui m 6’s e n €’s. Em geral, existem sistemas
positivos para ¢ que nao sao conjugados um ao outro pela acao do grupo de Weyl, ao contrario do caso
de algebra de Lie semissimples.

Exemplo 4.2.2. A subélgebra de Borel padrao de gl(m,n) corresponde ao sistema positivo
S ={e —¢i|i,j€I(m,n), i<j},
que por sua vez possui possui o seguinte sistema fundamental padrao
M={eg—€g, ..., 657 — €myEm — €1, -, €n_1 — €}

Agora, vamos construir a ed—sequéncia para tal sistema fundamental. Primeiramente tome a sequéncia
de €’s que neste caso é dada por €€y ...€em€1€2...€,. Agora, fazendo a identificacao ¢; = d;, a nossa
sequéncia fica da forma 610, ... 9d,,€1€2 . .. €, e finalmente, retirando os indices temos que a ed—sequéncia
associada a este sistema fundamental é dada por

d...0€...€.
e~ N~

m n

Se fizermos a mesma constru¢do para a subalgebra de Borel padrao oposta (isto é, raizes positivas se
tornam negativas) teremos a correspondente ed—sequéncia da forma ¢...€d...0
T =~

n m

Exemplo 4.2.3. As trés W—classes de conjugacao dos sistemas fundamentais para gl(1,2) correspon-
dem as trés sequéncias dee, ede e eed respectivamente.

4.2.3 Sistemas positivo e fundamental para spo(2m,2n + 1)

Descreveremos os sistemas positivo/fundamental e os diagramas de Dynkin para a super algebra
de Lie spo(2m,2n + 1), cujo sistema de raizes foi descrito na subsegao 4.1.3. O sistema padrao positivo
ot = (198“ U (IJ%“ correspondendo a subdlgebra de Borel padrao de spo(2m,2n + 1) é

{6; £9;, 26, ex L €r, €5} U{0, £ €4, 6},

onde 1 <i<j<m,1<k<l{<n 1<p<mel<qg<n. O sistema fundamental II de ®* contém
uma raiz impar 9,, — €1, e este é dado por

H:{(Si—di+1,5m—€1,Ek—6k+1,€n|1§’i§m—1, 1§k§n—1}
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O diagrama de Dynkin padrdo correspondente para spo(2m,2n + 1) é

O—O—+-—®—O—----—0=0 (4.2.5)

§1—82 82—83 Sm—e1 e1—ea €n—1—€n
Outro sistema de raizes positivas frequentemente usado para spo(2m,2n + 1) é dado por
{6; £0j, 26, € £ e, €.} U{eg £9,, 6,},
onde 1 <i1<j<m,1<k</l<n, 1<p<mel<q<n,com o seguinte sistema fundamental
{€r — €xs1, €n — 01, 0; — 01, O |1 <i<m—1, 1 <k<n-1}
O diagrama de Dynkin correspondente é

O—O— - —&—O—-—0O=>@ (4.2.6)

€1—€2  €23—€3 en—01 51—02  Om—1—0m Om

onde na notagao introduzida em [Kac 1], o circulo preto denota uma raiz simples, impar e nao isotropica,
que é o caso de d,,, pois (9, dy) = 1.

Agora, vamos classificar todos os possiveis sistemas fundamentais de spo(2m, 2n + 1) com respeito a
uma dada subalgebra de Cartan h e tendo em mente que ¢; = ¢;. Note que 2¢5 € P seesdse ez € DT, e
que F2¢5, por defini¢ao, nunca estd em um sistema fundamental. Portanto, afim de classificar os sistemas
positivos e fundamentais em ®, ¢ suficiente considerar o subconjunto ® = @ \ {£2¢5]1 < p < m}.
Ignorando a paridade das raizes, o pode ser identificado com o sistema de raizes da &algebra de Lie
50(2m+2n+ 1), cujos sistemas fundamentais sao completamente conhecidos, gracas a transitividade da
acao do grupo de Weyl de so(2m+2n+1) (que é = Z5"" xS, 1,,). O niimero de classes de W —conjugacao
de conjugagao de sistemas fundamentais para spo(2m,2n + 1) & |W(so(2m + 2n + 1))|/|W] = ("I").
Aqui, W (so(2m + 2n + 1)) denota o grupo de Weyl da algebra de Lie so(2m + 2n + 1).

A ed—sequéncia associada a um sistema fundamental (ou a um diagrama de Dynkin) para spo(2m, 2n+
1) é definida como em gl(m,n).

4.2.4 Sistemas positivo e fundamental para spo(2m, 2n)

Agora nos consideraremos g = spo(2m, 2n), cujo sistema de raizes foi descrito na subsecao 4.1.4.
O sistema padrao positivo & = CD%F U <I>I+ correspondendo a subalgebra de Borel padrao é

{0; £6;, 26, e, e} U{d, £ ¢},
ondel <i<j<m,1<k<l{<n 1<p<mel<q<n,com o sistema fundamental sendo
IT={0; —0it1, O — €1, €k — €11, €n1+ € |1 <i<m—1,1<k<n-—1}.
O diagrama de Dynkin padrao correspondente para spo(2m,2n + 1) é dado por
Lo (4.2.7)
§1—65 62—03 Sm—€1  el—er  Een—a—en_1O En—

Outro sistema de raizes positivas muito usado em ® é dado por

{6: £6;, 26, e, L e} U{eg £ 6,1},
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onde 1 <i1<j<m,1<k</l{<n, 1<p<mel<q<n,com o sistema fundamental sendo
{Gk_€k+1; En_6175i_6i+1; 25m|1§2§m—1, 1§k‘§n—1}

O diagrama de Dynkin correspondente é

o—CO0—--—®——C0O0—----—0<0 (4.2.8)
€1—€2 €2—€3 €n—01 §1—82  Om—1—0m 20m
Como ja tinhamos observado acima, existem (pelo menos) dois diagramas de Dynkin para spo(2m, 2n)
que tém formas diferentes. A classificacdo de todos os sistemas fundamentais para ¢ de spo(2m,2n) é
dividida nos dois casos abaixo. Como antes, temos €; = 9;.

1) Primeiramente, nos vamos classificar os sistemas fundamentais IT em ¢ que nao contém nenhuma
raiz longa (isto é, uma raiz da forma +2e;). Com a paridade ignorada, o subconjunto ® := &\ {+2e5|1 <
p < m} pode ser identificado com o sistema de raizes da algebra de Lie so(2m + 2n), cujos sistemas
fundamentais sao completamente conhecidos, novamente gracas a transitividade da acao do grupo de
Weyl de s0(2m+2n) (que é Z7" ! x S,,4n). Observe que sistema positivo ®* para ®, que corresponde
a II, é completamente determinado pelo sistema positivo PN P+ de (e vice versa). Concluimos assim
que os sistemas fundamentais para ® que nao contém nenhuma raiz longa sao exatamente os sistemas
fundamentais para ®. Contudo, nem todo sistema fundamental para ® da origem a um sistema fun-
damental de ®. Para ser preciso, um sistema fundamental de ® nao pode conter um par de raizes da
forma {£e; + €5, €6, F ez, i #De 1 < p < m. Segue dai que existem mWV(so(Zm + 2n))| tais
sistemas fundamentais de ®, e sendo assim, o ntimero de classes de W —conjugacao para g, neste caso é

m+n ]W(so(Qm + 2n))\/\W| (m+" 1).

2)Agora iremos classificar os sistemas fundamentais I1 que contém alguma raiz longa. Neste caso
considere ® := dU {2¢;, 1 < j <n}. Com a paridade ignorada, o pode ser identificado com o sistema de
raizes de sp(2m+ 2n), cujos sistemas fundamentais sao completamente descritos. Observe que o sistema
positivo ®* para ® que corresponde a II ¢ completamente determinado pelo sistema positivo o+ de ®
que contém ®*. Concluimos assim que os sistemas fundamentais para ®, que contém alguma raiz longa
sao exatamente os sistemas fundamentais para ®, cuja raiz longa ¢ da forma +2¢;. Segue dai que o
namero de classes de W —conjugagao de tais sistemas para g ¢ [W (sp(2m + 2n))|/|W| = (™71).

m+n

A ed—sequéncia para spo(2m,2n) associada a um sistema positivo é determinada como segue. Pri-
meiro obtemos uma sequéncia de €’s e d’s assim como fizemos para spo(2m,2n + 1). Se esta sequéncia
tem um e como seu ultimo membro, entao ela é a ed—sequéncia. Se o ultimo membro da sequéncia é
um J, entao a ed—sequéncia é obtida desta sequéncia anexando um sinal ao ultimo e.

Exemplo 4.2.4. Para spo(4,4), as ed—sequéncias €dde, eded e ed(—e)o sao distintas.
Note que se g = sl(n, m), entdo uma subélgebra de Borel de gl(m,n) também é uma subélgebra de

Borel de g, além disso, g° = b, onde h denota uma subalgebra de Cartan de g.

4.2.5 Classes de conjugacao de sistemas fundamentais

Descreveremos agora a classificacao das classes de W —conjugacao dos sistemas fundamentais
para as super algebras de Lie que foram discutidas nas ultimas subsegoes via ed—sequéncias.
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Proposicao 4.2.5. Sejam ¢ um sistema de raizes e W o grupo de Weyl para uma super algebra

de Lie g do tipo gl ou osp. Entao, as classes de W —conjugagao de sistemas fundamentais em @

estdao em correspondéncia biunivoca com as ed—sequéncias. Em particular, existem (m;;") classes de
. ~ . . . +

W —conjugacao de sistemas fundamentais para gl(m,n) e osp(2m, 2n+1), enquanto que existem (mm") +

(m+:_1) classes de W —conjugagao de sistemas fundamentais para osp(2m, 2n).

Observagao 4.2.6. Os sistemas fundamentais e positivos para as super algebras de Lie excepcionais
também foram completamente listados em [Kac 1].

A partir da classificagao dos sistemas fundamentais e positivos obtemos os seguintes resultados:

Proposicao 4.2.7. Seja g uma super algebra de Lie basica, excluindo sl(n,n)/k I5, e gl(m,n). Seja
também b uma subalgebra de Cartan de g. Entao, qualquer sistema fundamental para o sistema de
raizes de (g,h) forma uma base de h*. Para gl(m,n), qualquer sistema fundamental é linearmente
independente em h*.

Lema 4.2.8. Seja g uma super algebra de Lie basica. Sejam também II o sistema fundamental em um
sistema positivo ®T, e o uma raiz impar e isotropica em ®*. Entao, existe w € W tal que w(«) € II.

4.3 Reflexoes impares e reflexoes reais

Nesta secao, junto com as reflexdes reais associadas a raizes pares como em é&lgebras de Lie
semissimples, introduziremos as reflexoes impares associadas a raizes simples, impares e isotropicas.
Ambas reflexdes, pares e impares, permutam os sistemas fundamentais de um sistema de raizes.

Vimos que devido a existéncia de raizes impares, os sistemas fundamentais de um sistema de raizes
® nem sempre sdo W —conjugados. Lembre que uma raiz o € ¢ ¢ isotropica se (a|a) = 0, e uma raiz
isotropica deve ser impar. O seguinte lema tem um papel fundamental para a teoria de representacoes
de super algebras de Lie.

Lema 4.3.1. Sejam g uma super algebra de Lie bésica e Il um sistema fundamental de um sistema
positivo ®*. Seja também « uma raiz impar e isotropica. Entao,

or :={—atud\ {a} (4.3.1)
é um novo sistema positivo cujo sistema simples fundamental correspondente Il é dado por

o ={p €l (Bla) =0, B # aj U{f +|F €I, (Bla) # 0} U {-a}. (4.3.2)

4.3.1 Reflexoes impares

Seja b = hdn', onde n* corresponde ao sistema positivo . Entao, a nova subalgebra de Borel
correspondendo a ®F como em (4.3.2), para uma raiz simples, impar e isotropica « ¢ dada por

b :=h | P’ (4.3.3)

pedd

Observe que o lema 4.3.1 implica que bg = bS. O processo de obter II, (resp. ®} ou b*) a partir de
IT (resp. de ®* ou b) sera chamado de reflexao impar (com respeito a raiz «) e sera denotado por 7.
Escreveremos

ro(Il) =1,, 7,(®7) =, r,(b) =0b" (4.3.4)

07

Note que r_,r, = 1.
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4.3.2 Reflexoes reais

Pelo teorema 4.1.2, uma super algebra de Lie bésica g admite uma forma bilinear nao degenerada,
par e supersimétrica (| ) que se restringe a uma forma nao degenerada ( | ) em h e em h*. Para uma
raiz par (que é automaticamente nao isotrépica), definimos a reflexzdo real r, como sendo a fungao linear
em bh* dada por

Ta(A) = A — QMQ, Ve
(alo)
Em particular, r, preserva ®, &5 e 5. O grupo gerado pelas reflexdes reais r,, para a € ®g, é
precisamente o grupo de Weyl de g5 (e portanto, por defini¢do, é o grupo de Weyl de g).

Para uma raiz simples e par a, devemos ter que a/2 € ®, isto é, a € ®; como definido em (4.1.2).
Neste caso, (4.3.4) pode ser compreendida com ®} como em (4.3.1), b® como em (4.3.3) e II, como a
imagem de II sobre r,.

Para uma raiz impar a tal que 2a € ®, definimos a reflexao r, como sendo a reflexao real 7y,
associada a raiz 2a. Neste caso, é entendido que II, = r,(II), e que

oF ={—a, —2a} UDT\ {a, 20} (4.3.5)

(67

é o novo sistema positivo associado a II,.

4.3.3 Reflexoes e sistemas fundamentais

Proposigao 4.3.2. Para dois sistemas fundamentais I e II' de uma super algebra de Lie basica g, existe
uma sequéncia consistindo de reflexdes reais e reflexdes impares ry, ro, ..., 7 tal que i ... ror (IT) = IT'.

4.4 Teoria de peso maximo

Nesta secao classificaremos os modulos irredutiveis de dimensao finita para certas super algebras
de Lie soluveis, incluindo todas subéalgebras de Borel. Isso serda usado para desenvolver uma teoria de
peso maximo para as super algebras de Lie basicas.

4.4.1 Representacoes de super algebras de Lie soltuveis

Assim como em algebras de Lie, uma super algebra de Lie de dimensao finita g é chamada de
solivel se g™ = {0} para algum n > 1, onde definimos indutivamente g™ = [gi*~1) g»=D] ¢ g© = g.
Seja g = gg @ g7 uma super algebra de Lie soluvel de dimensao finita tal que [g1, g7] C [g5, g5]. Dado
A € g5 com A([gp, go]) = 0, definimos o g—modulo ky = kv, de dimensao 1, por

oy = AMx)vy, Y € gp,
yun = 0, Vye€ g

Existe um isomorfismo linear canénico (go/[go, 9o])* = { € g5 | ([0, 90]) = 0}

Lema 4.4.1. Seja g = gg @ g7 uma super algebra de Lie solavel de dimensao finita tal que [g7, g7] C

(g5, 95). Entao, todo g—modulo irredutiveis de dimensao finita possui dimensao 1. Uma lista completa
dos g—modulos irredutiveis de dimensao finita é dada por ky, para A € (g5/[gg, 95])*-
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Demonstragao. Por construgao, qualquer ky é um g—modulo. Observe também que qualquer g—modulo
de dimensao 1 é isomorfo a ky para algum A € (g5/[g5, 95])*, pois A é um homomorfismo e portanto par
(lembre que ki = {0}). Sendo assim, basta provarmos que todo todo g—modulo irredutivel de dimensao
finita possui dimensao 1.

A subélgebra par gg é soluvel, pois, g é solivel e obviamente g(%n) C g™ para todo n. Aplicando o
teorema de Lie para gg, temos que existe um vetor nao nulo vy € V tal que zvy = AN x)vy, YV € gp.
Aqui, A € g% e A([g5,95]) = {0}. Agora, pela reciprocidade de Frobenius temos que Homy(U(g) ®q,
ky, V) = Homg, (ky, V'), sendo assim, a irredutibilidade de V' implica que deve existir um homomorfismo
sobrejetivo de g-modulos de U(g) ®¢, kx = A(g7) ®ky em V. Assim, para provar que V' possui dimensao
1, é suficiente provar que U(g) ®g; ky tem uma série de composigao com fatores de composicao de
dimensao 1. Vamos construir explicitamente tal série de composicao.

Suponha que dim(g7) = n. Pelo teorema de Lie, o gg—modulo g7 possui uma base ordenada {y; | j =
1,...,n}, tal que para todo 1 <i<n

(ad(g0))(y:) € D _ky;, (adlgo, o) (wi) € ) k. (4.4.1)

j=1 j=i+1

Seja By = {1,11}, e defina indutivamente By = {By_1, Bx_1yx}, para 2 < k < n, onde By_1yx =
{by | b € By_1}. Assim, B,vy ¢ uma base ordenada para U(g) ®,; ky, de cardinalidade 2". Denote esta
base ordenada por {v;,...,von} e considere V; = @311 kv;. Gragas a (4.4.1), temos uma filtracao de
gg—modulos

V=ViDVpD---D-- DV 2 {0}.

Note também que, para 1 < k.l <nei; <--- <iy; <n,

[yk’ yil]yi2 Y, UN — Vi Yi Yot Y Ux, S€ k 7é ila
YkYirYiz *** Yi U = X (4.4.2)
5[3’//67 yi1]y’ig ©Yip Un, se k= 11

Usando a hipotese [g1, 91] C [gg, 95), segue de (4.4.1) e (4.4.2) que todo y; deixa V; invariante, e
dessa forma cada V; € um g—modulo. Logo, a filtracao acima é uma série de composi¢ao com fatores de
composicao de dimensao 1, como queriamos.

[]

4.4.2 Teoria de peso maximo para super algebras de Lie basicas

Seja g uma super algebra de Lie basica. Sejam também h a subalgebra de Cartan padrao e ¢ o
sistema de raizes. Seja b = h @ n™ uma subéalgebra de Borel de g = n~ @ b e & o sistema de raizes
positivo associado. Note que a condi¢ao do lema 4.4.1 é satisfeita para a super algebra de Lie solavel b,
pois temos que by =n, e

[b1,b1] = [nF,n}] C nl = [h,n] C [bg, bg).

Seja V' uma representacao irredutivel de dimensao finita de g. Entao, pelo lema 4.4.1 V' contém um
b—modulo de dimensao 1 que ¢ da forma ky = kv, para X € h* = (b/[b, b])*. Isto ¢,

hvy = A h)vy, YVheh e azvy=0, Vxen'.
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Dai, pelo teorema de PBW e pela irredutibilidade de V', obtemos que V' = U(n~)v, e portanto temos
uma decomposicao em espagos de pesos

V=, (4.4.3)

onde o espago de u—peso V* é dado por
Vi :={veV]|hv=ph)v, Vh b}

Por (4.4.3), V# = {0} a menos que A\ — i seja uma combinacao Z, —linear de raizes positivas. O peso
A é chamado de peso b—mdximo de V', o espaco kv, é chamado de espago de peso b—mdzrimo, e o
vetor vy é chamado de um vetor de peso b—mdximo para V. Quando nao ha motivos para confusao,
nos simplesmente dizemos peso maximo, tirando o b (no préximo capitulo trabalharemos somente com
a subalgebra de Borel padrao, entdo nao haverad motivos para confusao). Assim, provamos o seguinte
resultado:

Proposicao 4.4.2. Seja g uma super algebra de Lie basica com uma subalgebra de Borel b. Entao,
todo g—modulo irredutivel de dimensao finita é um médulo de peso b—maximo.
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Capitulo 5

Super algebras de funcoes

Neste capitulo classificaremos os médulos irredutiveis de dimensao finita das super algebras de
fungoes para o caso em que g é uma super algebra de Lie basica ou sl(n,n), n > 1. Mostraremos que
todas elas sdo (produtos tensoriais de) modulos de avaliagdo generalizados e sdo parametrizados por
um certo conjunto de func¢des com suporte finito. Além disso, para o caso em que a parte par de g
for uma &algebra de Lie semissimples, mostraremos que tais modulos sao de fato (produtos tensorial de)
modulos de avaliagao. Por outro lado, se a parte par de g nao for semissimples, introduziremos uma
generaliza¢ao natural de um moédulo de Kac e mostraremos que todos modulos irredutiveis de dimensao
finita sdo quocientes de tais modulos de Kac. As referéncias para esse capitulo foram [Sav| e [NSS|.

A partir de agora usaremos a notagao introduzida na se¢ao A.1. Trataremos por algebra, uma élgebra
comutativa e associativa. Se quisermos nos referir a uma algebra que nao satisfaca essas condigoes,
deixaremos explicito dizendo exatamente que algebra é essa (por exemplo: algebra de Lie, algebra
universal envelopante). Todas as super dlgebras de Lie denotadas por g possuem dimensao finita.

5.1 Definicoes basicas

Nesta secao introduziremos as definicoes fundamentais para o desenvolvimento da teoria, assim
como, o principal objeto de estudo deste trabalho: as super algebras de funcgoes.
Seja g uma super algebra de Lie e A uma algebra. Considere o espago vetorial g ® A equipado com
a Zo—graduacao
(R A0 =0 A, a€Zy

e cuja multiplicacao é obtida estendendo por linearidade o colchete que é definido pontualmente por
(11 ® fi1, 72 @ fo] = [21,72] ® f1fo,

para elementos quaisquer x1, T2 € @, fi, fo € A. Isso faz de g ® A uma super algebra de Lie. De fato,

Anti-simetria:

(11 ® f1,22® fo] = [21,72] ® fife
(D)l 2] @ fofy

_ ( 1)\$1®f1|l9ﬂ2®f1|[x2 xl] ® fofi
(— 1)‘x1®f1 w281l (T2 @ fo, 21 ® fi].
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Identidade de Jacobi:

(21 ® f1,[22® fo, 23 @ f3]] = [21® f1, [12, 23] ® fofs]
= [z1, [22, 23] ® f1faf3
(1, ), 3] + (= 1)1l 2y, 21, 23)]) © fofifs
(21, T2), 23] @ fifofs + (=1 )‘xl®f1||m®f2‘[$2, (21, 23]] @ fifafs
(11 ® f1,72 ® fo], 73 ® f3] +
Vmenleenliz, @ f, (21 ® fi,23 @ f3]).

(
[
[
(-1

Chamamos de uma super dlgebra de fung¢oes qualquer super algebra da forma g ® A. A motivacao
para esse nome vem do caso em que A é uma algebra de fung¢oes em uma variedade algébrica X.

Definicao 5.1.1. Seja V um g ® A—mobdulo e denote por €2 o conjunto de todos os ideais J de A que
satisfazem (g ® J)V = {0}. Definimos o ideal

Anny(V) = Z J.

JEQ
Dito de outra forma Ann,s (V') é o maior ideal I de A com a propriedade (g ® I)V = 0.

Lema 5.1.2. Se g ¢ uma super algebra de Lie tal que g = [g, g] (note que sl(n,n), n > 1 satisfaz tal
propriedade) e V' é um g ® A—modulo, entao

Anny (V) = {f € A[(g® f)V = 0}.

Demonstracao. Seja I = {f € A|(g® f)V = 0}. Note que se J ¢ um ideal de A com a propriedade
(g® J)V =0, entdao J C I. Logo, resta provar que I é um ideal de A. Obviamente I é um subespago
de A. Para mostrar que I é um ideal, tome f € I, g € A e veja que, como g = [g, g], temos que

(@ fgV=[00fgg]lV=@2 N9V +@g9)(sx )V =

Assim, fg € I. Portanto, I é um ideal de A.

Definigao 5.1.3. Seja V um g ® A—moddulo. Definimos o suporte de V' por

Supp 4 (V) := Supp(Ann4(V)).

Se Ann (V) é um ideal radical, dizemos que V' tem suporte reduzido.

5.2 Moédulos quase-finitos e de peso maximo

A menos que seja dito o contrario, nesta secdo suporemos que A é uma &algebra e que a super
algebra de Lie g é basica ou sl(n,n), n > 1. Para tais super algebras de lie, tome a decomposigao
triangular

g=n ohon"
(ver o capitulo anterior) para algum sistema fundamental fixo. Considere também b = h & n' a
subalgebra de Borel associada.
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Observe que se a é uma super algebra de Lie abeliana, entdao a ® A também sera. De fato,
[a® Aa® Al = [a,a] @ AA = {0}.

Em particular, se tomarmos a = h, onde h é uma subélgebra de Cartan de g, temos que h ® A é uma
algebra de Lie abeliana.
No decorrer do texto identificaremos a super algebra de Lie g com a subalgebra g @ k de g ® A.

Definicao 5.2.1. Seja V um g ® A—modulo. Dizemos que V' é um maddulo de peso se sua restricao a g
for um modulo de peso. Ou seja, se

V= @VA, onde V*={v eV |hv=Ah)v, Vh € b}.

Aeh*

As funcdes lineares A € h* para as quais V* # {0} sdo chamadas de pesos de V, o subespaco V* ¢
chamado de espaco de peso associado ao peso A e um elemento nao nulo v € V* é chamado de vetor de
peso associado ao peso A.

Veja que como estamos identificando g com g ® k, temos por definicao que
hv:=(h® 1)v, Yh € b.

Definicao 5.2.2. Um g ® A—mobdulo de peso V' é dito quase-finito se a dimensao de todo espaco de
peso for finita.

Definigao 5.2.3. Seja V um g ® A—modulo. Um vetor v € V'\ {0} é dito um vetor de m-peso mdximo
v e (h® A, se
(h@a)w=v(h®@av, Vh@aceh@A e (nT @ A)p=0. (5.2.1)

Dizemos que V' é um g ® A—mddulo de m-peso mdximo se existe um elemento nao nulo v € V' que além
de satisfazer (5.2.1), também possui a propriedade de gerar V', ou seja,

Ulgo Av=1V.

Observagao 5.2.4. Seja V um g ® A—moddulo e o € h* é uma raiz da super algebra de Lie g. Se
To®a€g®®Aeuv €V para algum peso A € h*, entdao para qualquer h € b temos que

hze®a)v = (v, ®a)hv+ [h,z, @ alv
Ah)(xq @ a)v+ a(h)(z, ® a)v

= A+ a)(h)(za ®a)v.
Ou seja,

(g° @ A)VA C VAo (5.2.2)
Sejam {z_q,, ..., % a,, Tays - Tag, 1, - b} e {20y, - o T a,, Tagirs -5 Ta, ) bases de gg e g1

respectivamente, onde z,, € g%, h; € h, para 1 < <n, 1 < j < k. Seja {a;|i € I} uma base de A.
Assim, pelo teorema de PBW o0s mondémios da forma

r=(T_a, ®ay)P .. (b @ a;,)" .. (24, ® a;,) ™", (5.2.3)
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com p;j, qij > 0,0 <r;; <1le{i,...,i,} C I, formam uma base para U(g® A). Logo, gracas a relacao
(5.2.2), concluimos que zv € V* onde

=X+ (rpm+...+rm)an+ ...+ @Pim+ ... +p1)(—a)).

Assim, as relagdes (5.2.2) e (5.2.3) implicam que se V' ¢ um g ® A—modulo gerado por um vetor de
peso v € V, entao

ou seja, V é um g ® A—modulo de peso.
Em particular, todo g ® A—modulo de m-peso méaximo é gerado por um vetor de m-peso e portanto
tais modulos sao modulos de peso.

Note que se A é 0 peso méximo de um g ® A—modulo V' de m-peso méaximo ¢ € (h ® A)*, entao
A = y. Além disso, dimV* = 1. De fato, se v € V' é um vetor de m-peso méaximo 1 € (h @ A)*, segue
que para qualquer w € V?, existe z € U(g ® A) tal que zv = w. Mas o teorema de PBW junto com a
observagao 5.2.4, implicam que podemos escrever = € U(h ® A). Logo, w = xv = 9(z)v, sendo assim
dim(V?*) = 1.

Lema 5.2.5. Todo g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita ¢ um modulo de m-peso maximo.

Demonstra¢ao. Considerando V' como um h—modulo vemos que V' é um h—moddulo de peso. Além
disso, deve existir um peso maximo A € h*, pois a dimensao de V ¢ finita. Como estamos supondo que
A € o peso maximo de V', a observagao 5.2.4 implica que

(n* @ A)V* = {0}

e também que podemos considerar V* como um h ® A—moédulo. Sendo assim, como a algebra de Lie
h® A é abeliana, existe um elemento nao nulo w € V* tal que (h ® A)w = kw. Segue agora que w deve

gerar V pois tal g ® A—moddulo é irredutivel. Logo, V' é de m-peso maximo.
O

Seja 1 € (h ® A)* e considere a subalgebra de Borel b ® A agindo em k como segue
(h@a)k=¢(h®ak, YVheaeh®Ae (n"®@A)k=0, Vk ek
Dessa forma k é um b ® A—modulo, denote esse modulo por ky,. Tomando o U(g® A)—modulo induzido
M) =U(g ® A) Qusea) ky,

temos que por construcao, tal médulo é de m-peso méaximo .
Veremos que um modulo como M (1)) possui um tnico submoédulo proprio maximal (com a proprie-
dade de ser proprio). Antes disso precisamos do seguinte lema:

Lema 5.2.6. Seja V' é um g ® A—mobdulo de peso, isto é,

Se U C V é um submodulo de V', entao



Demonstracao. Seja v € U, entao
V=Up+ o+ Us
onde 0 # u; € V¥ para j =1,...,s, além disso, os pesos p; sao dois a dois distintos. Como temos ai

uma quantidade finita de pesos, existe h € h tal que p;(h) # 0 para todo j. Aplicando reiteradamente
h em v, obtemos as decomposicoes

R0 = py(R)Fuy + - 4 p(h)*usg

em que a matriz quadrada formada pelos coeficientes de {v, hv, ..., h*"1v} ¢é inversivel. Portanto, esse
conjunto ¢é linearmente independente no subespago gerado po {ui,...,us} e dai segue que cada u; é
combinagao linear das imagens de v pelas iteradas de h e, como v € U, conclui-se que u; € U para
j=1,...,s. Isso mostra que
U=unve
webh*
e, como a inclusao contraria é imediata, o lema esta demonstrado.

]

Proposicao 5.2.7. Todo g ® A—mddulo de m-peso maximo possui inico submoédulo proprio maximal
(com a propriedade de ser proprio) e portanto tinico quociente irredutivel.

Demonstragao. Seja V um g® A—modulo de m-peso méaximo. Entao, pelo que ja foi visto anteriormente,
V' é um modulo de peso, ou seja,

Considere W C V', o subespaco gerado por todos submodulos proprios de V. Note que W também é
um submodulo proprio de V. Com efeito, se V/ C V' é um submodulo proprio, entao

Ve
HFAA
De fato, pelo lema anterior,
V' =P nve
neb*

e se V' NV* #£ {0}, entdao v € V'. No entanto, por construgao, V = U(g ® A)v e daf que V' =V,
contradizendo o fato que V' & proprio. Isso mostra portanto que

V' C EBW.

HFEX

wcpve

HFEX
isto ¢, W é um submoédulo proprio de V. Por construgao, este submodulo é tnico e maximal (com
relagao a propriedade de ser proprio). Por fim, o g ® A—modulo quociente V/W é irredutivel, pois se U
¢ um submodulo de V/W, entao 771(U) ¢ um submoédulo de V', onde

TV —V/W

Logo,

¢ a projegao canénica. Pela definigao de W, temos que 71 (U) C W ou 7 1(U) = V, ou seja, U = 0 ou
V/W, mostrando assim que V/W ¢ um g ® A—modulo irredutivel.
O
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Definigao 5.2.8. Se N (1)) denota o tnico submoédulo proprio maximal de M (1)), definimos

V(@) == M()/N ().

Note que qualquer g ® A—modulo irredutivel de m-peso méaximo, e portanto, pelo lema 5.2.5, qualquer
g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita, ¢ isomorfo a V(1)) para algum ¢ € (h @ A)*.

Lema 5.2.9. Seja V um g ® A—modulo de m-peso maximo ¢ € (h ® A)*. Entao, Endgea(V) = k.

Demonstragao. Sejav € V um vetor de m-peso maximo 1. Em particular, v € um vetor de peso maximo
A =1y € h*. Assim, se ¢ € Endgga(V), temos que

(" @A) 60) = o((n" @ Ay) =0,
(h®@a)p(v) = ¢(h®a)v)=9v(h®a)p(v), Vh®a € h® A
U@ A)o(v) = ¢(U(g® A)v) =¢(V).

Logo, ¢(V) é um g ® A—mo6dulo de m-peso méximo, com m-peso méaximo 1 e um vetor de m-peso
méximo @(v). Mas como dim(V?*) = 1, segue que ¢(v) = cv, para algum ¢ € k. Portanto,

o(w) = cw, Yw e V.

Como a escolha de ¢ foi arbitraria, temos que Endgga(V) = kid = k.
[l

Proposigao 5.2.10. Seja V um g ® A—modulo irredutivel de m-peso méaximo. Considere p : U(g ®
A) — Endg(V) a representagao correspondente da algebra envelopante. Sejam f € Endg(V) e
{v1, ...,v,} € V. Entao, existe z € U(g ® A), tal que xv; = f(v;) para i = 1,...,n. Em parti-
cular, se V' tem dimensao finita temos p(U(g ® A)) = Endg (V).

Demonstragdo. Como V é um g®A—mddulo de m-peso méximo, o lema 5.2.9 garante que Endygg.4)(V) =
Endgea (V) = k. Portanto, o resultado segue diretamente da proposicao 2.3.17.
O

Sejam g', g% super algebras de Lie bésicas, ou sl(n,n), n > 1 e A, A? algebras (lembre que estamos
considerando que as dlgebras s@o comutativas e associativas). Para cada ¢ = 1,2, considere uma decom-
posicao triangular n>~ @ b’ @ n"T de g'. Defina as seguintes subalgebras de g = (g' @ A!) @ (g% ® A?)

h=(h'eA)e (oA, 7*=n"ed)e ®m?ea?).

Se V¥ é um g° ® A*—modulo, entdo podemos considerar o g—modulo V = V! ® V2 que é definido na
subsegao 2.3.2. Além disso, temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.2.11. Se com as notacoes acima V' é um g' ® A'—~modulo irredutivel de m-peso maximo

Vi € (h'®AY)* para cadai = 1,2, entdao V é um g—modulo irredutivel de m-peso méximo ¥ = ¥, + W, €
(h)*, onde ¥; € (h)* é a extensao natural de v; para b, isto é,

U, (h1 ® a1, hy ® az) = i(h ® a;), ¥ (h ® a1, hy ® ag) € 6 et1=1,2.
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Demonstragao. Pelo teorema 2.3.18 temos que V' é g—modulo irredutivel. Considere agora parai = 1,2,
um vetor de m-peso méaximo v* € V* gerando V* e veja que

U@ @v?) = U(g' e A @ U(g? @ A%)?

= VeV (5.2.4)
ﬁJr(Ul ® v2) _ ((n1’+ ® Al)vl) Qv+l ® ((n2’+ ® AZ)UQ)
= 0. (5.2.5)

Finalmente, considere um elemento qualquer h= (h1 ® aj, hy ® ay) € H, entao

h(v' @v%) = (M ®@a)v') @ 0> +v' @ ((he ® az)v?)
= Pl ® a1)U1 ®v? + Yo(he ® ag)vl ® v?

= U, (h)v' @ v® + Uy(h)v! @ v

= U(hp' @ (5.2.6)

Assim, expressoes (5.2.4), (5.2.5) e (5.2.6) acima nos mostram que v! ®v? € V' é um vetor de m-peso
méaximo ¥ = ¥; + W, que gera V. Logo, V é um g—modulo de m-peso maximo ¥V = Uy + Uy,
O]

Proposigao 5.2.12. Todo g—modulo irredutivel de dimensao finita ¢ da forma V! ® V2, onde V¢ é um
g’ ® A'—modulo irredutivel, para ¢ =1, 2.

Demonstrag¢ao. Suponha que V' é um g—moddulo irredutivel de dimensao finita. Pelo lema 5.2.5, temos
que V' é um mo6dulo de m-peso méximo. Entao, V = V/(U), para algum ¥ € <H) s (h'@AY) *®(h2A%)*
(esse isomorfismo é dado por ¥ +— 1)y + 15, onde 1¢; = ¥l|giga:). Note agora que pela proposigao 5.2.11,
V(1) ® V(¢2) ¢ um g—modulo irredutivel (de dimensdo finita) cujo m-peso maximo ¢ ¥y + Wy, onde

U, é a extensao natural de ¢; a b, ou seja, Uy + Wy = U. Logo, V(¥) = V(1) ® V(1),), demonstrando
assim o resultado.

]

Proposicao 5.2.13. O produto tensorial de dois g ® A—modulos irredutiveis de m-peso méaximo com
suportes disjuntos é irredutivel.

Demonstragao. Suponha que V! e V? sao g ® A—modulos irredutiveis de m-peso maximo com suportes
disjuntos. Considere I; = Anns (V%) e p; : g ® A — End(V?) a correspondente representagao sobre V*,
para i = 1,2. A representacao p; ® po se fatora da seguinte forma:

g0AS @A (@A) S (goA/L) e (g A/L)
(5.2.7)
rar— (2Qa,z®a)— (z®(a+ ), 2R (a+I)).

No sentido que
p1®pa(r®@a)=p ®pomoAlz®a),

onde p; ® py ¢ arepresentagao de (gRA/I)B(gRA/ ;) em V!QV? induzida pela agao de (g A)B(gRA)
sobre V! ® V2, ou seja,

P @pa(r@(a+6),y@ b+ ) (vew)=(reayeb)(vew).
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Note que p; ® ps esta bem definida, pois I; = Anny(V?), i = 1, 2.
Como os suportes de I} e I, sao disjuntos, temos pelo lema A.1.5 que I N I, = I;1,. Portanto,
AL, = (A/LL) & (A/Ly). Com efeito, sobre estas condigdes o lema A.1.5 implica que A = I} + I, daf

A/Il - (Il + [2)/[1 = [2/([1 N [2)
Analogamente A/l = I,/(1; N I). Assim

A/(L) = (L +1L)/(111s)

(
(L/(LNLE)) & (L/(I,N L))
(
(

1%

]1/]1 N ]2) D (]2/11 N ]2)
AlL) @ (A/ly).

2

Dessa forma, o diagrama
10A—"—= (g0 A) 8 (® A)

g A/ L —=(g® A/L) @ (3@ A/L)

é comutativo, onde 7(r ® a) = ¢ ® (a + I113) e a fungdo g @ A/[1L—(g @ A/L) ® (g ® A/L3) é o
isomorfismo obtido através de A/I11y = (A/11) @ (A/Iy). Denotaremos tal isomorfismo por ¢. Como o
diagrama acima ¢ comutativo temos que

ToA=T7o0¢.

Portanto, a fun¢ao m o A é sobrejetiva, ou seja, a decomposigao (5.2.7) é sobrejetiva. Além disso, a
proposigao 5.2.11 garante que V! ® V? ¢ irredutivel como médulo sobre (g® A/I) ® (g ® A/LL). Logo,
V! ® V? também serd um modulo irredutivel sobre g ® A.

O

Corolario 5.2.14. Sejam vy, ...,¢, € (h ® A)* e I; = Anna(V(¢;)). Suponha que Supp,(l;) N

Supp4(Z;) = 0 se i # j. Entao,
14 (Z m) =XV ().
i=1 i=1

Demonstracao. Basta provarmos o resultado para n = 2, pois o caso geral segue por inducdo. Se v* é
um vetor de m-peso méaximo de V' (v;) para cada ¢ = 1,2, entao

Mt A e@v?) = (e Av')@v® +uv' @ ((nt @ A)v?)
= 0 (5.2.8)

(h@a)(v'®@v®) = ((h@a)')@v’+0v' @ ((h@a)v?)
= P(h®@a)v' @0 +Ps(h ® a)v' ® v
= (P +)(h®@av'®v, Vh®ach® A, (5.2.9)

Ulge A @v*) = Ul(geA/L) & (g® A/L))(v' ®v?)
= (U(g® A/L)v") @ (U(g® A/Ly)v?)
= V(Y1) @ V(¢); (5.2.10)
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Logo, as expressoes (5.2.8), (5.2.9) e (5.2.10) implicam que V(¢1) ® V(1)2) é um g ® A—modulo de
m-peso maximo 1, + 1y, gerado por v! ® v2. Assim, somente nos resta provar que V(1) ® V(1) ¢
irredutivel, mas isso segue da proposi¢ao 5.2.13, uma vez que, por construcao cada V' (i;) é irredutivel
para 1 =1, 2.

]

Corolario 5.2.15. O produto tensorial de g ® A—moédulos irredutiveis de dimensao finita com suporte
disjuntos é irredutivel.

Demonstragao. Segue diretamente do lema 5.2.5 e da proposigao 5.2.13.
O

Lema 5.2.16. Seja g uma super algebra de Lie e V' um g—modulo irredutivel tal que iv = {0}, para
algum ideal i de g e v € V' \ {0}. Entao, iV = {0}.

Demonstragao. Seja

W ={weV/iw=0}

Por hipotese, v € W entao W # 0. Sejam w € W, x € g e € J dai i(zw) = (iz)w = jw = 0 pois
iz = j €1, logo W é um submodulo de V. Como V é irredutivel, temos que W = V', como queriamos.
]

Lema 5.2.17. Sejay € (h®@ A)* e I ¢ um ideal de A. Entao, ¢(h®1) = {0} seesose (gI)V(y) = {0}.

Demonstragao. Se (g @ I)V () = {0}, em particular 0 = (h ® a)V () = ¥(h ® a)V (1) para qualquer
h®aeh®I. Logo, ¥(h® I)={0}. Vamos agora provar a outra diregao.

Considere ¢ € (h ® A)* e suponha que ¥(h ® I) = {0}. Seja v € V(1)) um vetor de m-peso méaximo
que gera V(1)). Note que, como I é um ideal de A, g ® I é um ideal de g ® A, sendo assim, pelo
lema 5.2.16 basta provarmos que (g ® I)v = 0. Pelo fato de v ser um vetor de peso méaximo, temos
(nt ® I')v = {0}, e por hipotese 0 = (h® a)V (1) = ¥(h ® a)V (1)) para qualquer h® a € h ® I, ou seja,
(h® I)v={0}.

Lembre que para a = »_ n;«a;, onde n; € N e ; é uma raiz simples de g, a altura de a é

ht(a) := Z n;.

Vamos provar por indugao sobre a altura de a que (g7 ® I)v = {0}. Se ht(a) = 0, entdo a = 0 e
como g° = b (ver proposigao 3.5.4, item a), temos (g7 ® I)v = (h ® I)v = {0}. Suponha agora que o
resultado é valido se ht(a) < m, para algum m > 0. Fixe a € & com ht(a) = m + 1. Dai

mfeA)(g @y = (@A) (g @y
= ([n", g7 ® ALy
= (W g @
= {0}, (5.2.11)

onde a ultima igualdade segue pela hipotese de indugao, uma vez que um elemento de [n*, g=*] esta em
g7, com v € &~ e ht(y) < ht(\) ou v € &t. Assim, (g7* ® I)v = {0}, pois supondo que existe um
elemento nao nulo w = (r_, ® a)v, para algum z_, ® a € g~* ® I, pela observagao 5.2.4, temos que
w € V(¢)t*, onde u = 9y e, além disso, como V() ¢ um modulo irredutivel temos também que w
gera V (¢). Logo, pela equacdo (5.2.11), w é um vetor de m-peso méaximo, o que é uma contradigdo uma
vez que por constru¢do o m-peso maximo é de V(1)) é ¥ e ht(a) > 0.

]
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O préximo resultado nos darda uma caracterizagao dos g ® A—modulos quase-finitos de m-peso ma-
Ximo.

Teorema 5.2.18. Seja V = V(1)) um g ® A—modulo irredutivel de m-peso maximo ¢ € (h ® A)*.
Entao, as seguintes condicoes sao equivalentes:

a) V é um modulo quase-finito.

b) Existe um ideal I de codimensdo finita de A tal que (g ® I)V = 0.

c) Existe um ideal I de codimensao finita de A tal que ¥ (h ® I) = 0.

Se A é finitamente gerada, entao as condi¢oes acima também sao equivalentes a:
d) O modulo V' tem suporte finito.

Demonstracao. (a) = (b): Seja A = 1|y 0 peso maximo de V. Para cada raiz positiva a de g, considere
a seguinte func¢ao linear:

Yo : A — Hom(V*®g V> ).
a — @ola)(veu) — (u®a)v

Defina I, := Ker(y,). Note que I, é um subespaco de A de codimensao finita, pois
A/, = A/Ker(p,) =2 Im(p,) € Hom(VA @ g~ VA™9),

e dim(Hom(V* @ g=*, VA=%)) < oo, uma vez que dim(V?*) = 1, dim(g=®) < dim(g) < oo e dim(V*7%) <
00, sendo V um moédulo quase-finito. Temos também que I, é um ideal de A. Com efeito, como a # 0
podemos escolher h € h tal que a(h) # 0. Entao, para quaisquer g € A, f € I,, v € V* e u € g~ temos
que

0 = (h®g)(u® flv
= h®gu® flv+(ue f)(h® g
= ([hu®@gflo+(u® f)(h®g)v
= —a(h)(u®gf)v+ (u® f)(h g)v.

Como v € V?*, a observagao 5.2.4, implica que (h ® g)v € V* e portanto (h ® g)v = kv para algum
k € k. Agora, como f € I, = Ker(y,) temos que

(W £)(h® gl = k(u® v =k (palf)(v @ u)) = 0.

Logo, o fato que a(h) # 0 implica que (u ® gf)v = 0. Como as escolhas de v € V* e de u € g~ foram
arbitrarias, segue que gf € I,. Portanto, I, ¢ um ideal de A.
Seja I =1, NI, N...N1I,,, onde {ay, ...a,} sdo as raizes positivas de g. Portanto,

dim(A/I) < zn:dim(A/Iai) < 00,

ou seja, I ¢ um ideal de A de codimensao finita. Em particular, isso implica que g ® I é um ideal de
g ® A. Vamos provar agora que (g ® I)v = {0}.
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Seja u € g~ para alguma raiz positiva «, assim se f € I, temos que (u® f)v = f(v®@u) =0, o que
implica (n~ ® I)v = {0}. Por outro lado, do fato que A é um peso maximo de V', temos (n* ® A)v = 0.
Finalmente, veja que h @ I C [n™ ® A,n~ ® I], Logo, (h ® I)v = 0. Concluimos assim que (g ® I)v = 0.
Portanto, como g ® I é um ideal de g ® A, segue do lema 5.2.16 que (g ® I)V = 0.

(b) = (c): Suponha que (b) seja verdade e tome v um vetor de peso maximo de V. Entao, para
todoh®@ febI,p(h® flv=(h® f)v =0. Logo, »(h @ I) = 0.

(¢) = (a): Suponha (c) véalido. O lema 5.2.17 implica que (g ® 1)V = 0 pois (h ® I) = 0 por
hipotese. Assim, podemos considerar V' como um g ® (A/I)—moddulo, onde a agao de g ® (A/I) sobre
V' é induzida pela acao de g ® A. Dai

V) = Ulg® A
U(g® (A/D))v
Un™ @ (A/D))v,

I

1%

onde os isomorfismos sao devido ao teorema de PBW. Considere agora {z_q,, ..., Z_a, } uma base de
n e {ay, ...,a,} uma base de A/I. Assim {z_,, ® a;|i = 1,...,n,j = 1,...,m} é uma base de
n~ ® (A/I), dai pelo teorema de PBW os mon6émios da forma

)kll )klm )knl )knm

(o, ®ap)™ .. (T g ® ap, (T, ®@aq (0, ®ap,

com k;; > 0 formam uma base para U(n~ @ (A/I)). Sabemos que
(Tay ® @) (20, @ am)fmo €V,

onde = X—((kn1+ ... ktm)ar + ...+ (kn1 + .. . kpm) ). Por outro lado, se v ¢ um peso arbitrario de
V,entdo v = A — (lha; + ... + l,a,,) com [; > 0. Assim, qualquer elemento da base de V,, é da forma
(T—a, ®ar)™ .. (20, ®am)* v, onde ki + ...+ kim = 1;, pois V(¢) 2 U(n~ @ (A/I))v. Mas k;; ¢ um
inteiro nao negativo e portanto a quantidade de combinag¢des de m niimeros dessa forma tais que sua
soma € [; ¢ no méaximo (I;)™, ou seja, a quantidade de tais combinagdes é finita. Logo, dim(V) < oo,
para qualquer peso 7. Segue entdo que V' (¢) é um modulo quase-finito.
Vamos provar agora que (b) < (d). Temos por definigdo que Supp,(V) = Supp(Anna(V')). Como
I = Annu (V) é o maior ideal de A que satisfaz (g ® I)V = 0, (b) é verdade se e s6 se Ann(V) tem
codimensao finita. Como A é finitamente gerado, segue do corolario A.1.4 que Ann4 (V') tem codimensao
finita se e s6 se este tem suporte finito.
O

Corolario 5.2.19. Considere V um g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita. Entao, existe um
ideal I de A de codimensao finita tal que (g ® I)V = 0.

Demonstra¢ao. Como V' é um modulo irredutivel de dimensao finita, o lema 5.2.5 implica que V = V (¢))

para algum ¢ € (h ® A)*. Logo, o resultado desejado segue diretamente do teorema 5.2.18.
[

5.3 Mobdulos de avaliacao generalizados

Nesta secao, iremos supor que A é uma algebra finitamente gerada.

101



Sejam my, ..., my € MaxSpec(A), tais que m; # m; se i # j, e tome ny,...,n, € N.. Considere, o
seguinte homomorfismo de algebras:
O:gA — (gRA/mMM)®-- (g A/my*)
r@a — (@®(a+A/m), ... 08 (a+A/m)))

e, pelo corolario A.1.6 temos que Ker(0) = g® (m{* N...Nmy*) = g ® II{_ m}". Portanto,

(g®A)/ (g@ M m") = @ (g © (A/mi")), (5.3.1)

onde o isomorfismo acima é o induzido por © e sera denotado por ©. Definimos a func¢ao de avaliacdao
generalizada pela seguinte composicao:

14

P @ (A/m})). (5.3.2)

i=1

IR

eerluv__,m?z g A — (g & A)/ (Q & Hlem:”)

Se ny = --- =ny = 1, entdo chamamos tal composi¢ao de funcao de avaliagao. Se M = {my,... m;} C
MaxSpec(A), onde m; # m; se ¢ # j, denotaremos a fungao evy,  m, POr evy.

Sempre que considerarmos um conjunto M como acima estamos supondo que seus elementos sao
disjuntos dois a dois.

Defini¢ao 5.3.1. Sejam m;,...,m; € MaxSpec(A) dois a dois distintos, ny,...,n, € Ny e V; um
g ® (A/m}")—modulo de dimensao finita cuja representagao correspondente ¢ dada por p;. Entao, a
composicao

®f:1pi

@ (9® (A/m) == End (@), Vi)

¢ chamada de uma representa¢ao de avaliagio generalizada de g ® A e sera denotada por

eVm?17._.7m?z (pl, e ,pg).

O modulo correspondente a esta representacao é chamado de mddulo de avaliacdo generalizado e o
denotaremos por
evmln,__’m;é (Vl, ceey Vg)

Se n; = --- = ny = 1, chamamos tais representacoes e seus modulos correspondentes de representagoes
de avaliacao e modulos de avaliagao, respectivamente.

Se m € MaxSpec(A), entdao temos que A/m é um corpo. Considere o seguinte isomorfismo de corpos:
k — A/m,
A — A1

onde 1 ¢ a imagem do elemento unidade de A pela projecao canonica. Seja o : A/m — k o isomorfismo
inverso. Assim, temos uma identificacao natural dada por

g® (A/m) — g,
r®a — o(a)x
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onde @ denota a imagem de a € A pela projegao candénica em A/m. Sendo assim, se p : g — End(V) é
uma representacao de dimensao finita de g, podemos pensar em p como uma representagao de g& (A/m),
via essa identificagao, ou seja, p(x ® a) = p(o(a)z). Portanto, se M = {my,..., my} C MaxSpec(A) e
para cada m; € M py, : g — End(Vy,) é uma representagao de dimensao finita de g. Podemos pensar
em tais representac¢oes como representagoes de g ® (A/m;), como discutido acima, e entao considerar

eV (pm)mEM = €V, my (pm17 cee 7pmg>-

Exemplo 5.3.2. Seja g uma super algebra de Lie qualquer e A = C[t] o anel de polindémios do corpo
dos numeros complexos. Sabemos que se m é um ideal maximal em CJt], entdo este é gerado por um
polinémio irredutivel, isto é, um polinémio da forma (¢ — z) para z € C. A fungao

Clt]/m — C
p(t) — p(z)
define um isomorfismo. Portanto, a funcao de avaliagao associada a este isomorfismo é dada por
eV gRClt] — g® (C[t]/m) = g.
z@pt) — p)z

Observagao 5.3.3. Note que

l
evm?l,...,mgé (pla s 7p€) - ® evm?i (pl)
=1

Ou seja, representagoes de avaliacao generalizadas sao produtos tensoriais de representagoes de avaliagao
generalizadas. Logo, Se M, ..., M, sdo conjuntos dois a dois disjuntos de MaxSpec(A), o produto
tensorial entre representagoes de avaliagao generalizadas evy, (Pm)mensys - - - €Var, (Pm)mens, € Novamente
uma representacao de avaliacao generalizada.

Proposicao 5.3.4. Suponha que g é basica ou sl(n,n), n > 1. Entao,

a) Um g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita ¢ um modulo de avaliagao generalizado se e s6 se
este tem suporte finito.

b) Um g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita é um modulo de avaliagdo se e s6 se este tem
suporte finito e reduzido.

Demonstragao. Seja p uma representacao irredutivel de g ® A. Suponha que p é uma representagao de
avaliacao generalizada, ou seja, p = Vi e (p1,...,pe) para my, ..., my; € MaxSpec(A) dois a dois
distintos, nq,...,n, € Ny e representagoes py, ..., pe. Seja

Note que Supp(I) = {m;,...,m} e p(g® I) =0, ou seja, I C Anny(p), portanto Anny(p) tem suporte
finito. Logo, por definicao p tem suporte finito. Suponha agora que p é uma representagao de avaliagao,
isto é, ny = --- = ny, = 1, dessa forma Hle m; é um ideal radical, pois VI = ﬂlemi =my...my = 1.
Assim, provamos uma das diregdes de (a) e (b). Reciprocamente, suponha que um g ® A—modulo
irredutivel de dimensao finita possua suporte finito, ou seja, que p(g ® I) = 0, onde I é um ideal
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de A com suporte finito. Se Supp(I) = {my,...,m;}, entdo /I = m;... my e como A & finitamente
gerado e portanto Noetheriano, segue do lema A.1.7 que I contém uma poténcia do seu radical, ou seja,

Hf ,m C I para algum n € N. Sendo assim, podemos fatorar p da seguinte maneira:

o
g0 A (goA)/(gelm!) = Pla® (A/m!)

i=1

(no sentido que z®a agindo em um elemento ¢ a mesma coisa que Qo (z®a) agindo nesse elemento). Daf,
como p é irredutivel, o lema 5.2.12 garante que existem representagoes p; das super algebras g® (A/m7"),
para i = 1,...,{, tais que p = ®f:1evmn = eVmp, . mp n(p1,...,pe). Portanto, p é uma representacao de
avaliagao generalizada. Se (g ® I)V = 0 para algum ideal radical, entdo podemos tomar n = 1 acima
e concluir que p é uma representacao de avaliagao. Completamos assim a prova na direcao que faltava,
de ambos os itens.

]

Observacao 5.3.5. Na proposicao 4.9 de [NSS], é provado que se g é uma algebra de Lie, M C
MaxSpec(A) é um subconjunto finito e py, : g — End(V,,) é uma representagao irredutivel de dimensao
finita para cada m € M, entdo a representagao de avaliagdo v (pm)men € uma representagao irredutivel
de dimensao finita de g ® A. Contudo, isso nao é necessariamente verdade no super contexto.

Daremos uma caracterizacao para as classes de isomorfismos das representacoes de avaliacao de
g ® A. Para fixar notagdo, denote por R(g) o conjunto das classes de isomorfismo das representagoes
irredutiveis de dimensao finita de g. Por conveniéncia, a classe da representacao trivial sera denotada
por 0.

Definig¢ao 5.3.6. Seja ¥ : MaxSpec(A) — R(g) uma funcao. O suporte de ¥, denotado por Supp(V)
¢ o conjunto de todos elementos m € MaxSpec(A) para os quais U(m) # 0. Sabendo disso, defina

E(g) = {V¥ : MaxSpec(A) — R(g) | Supp(¥) < oo}.

Observe que se p = p/, entao evy(p) = evu(p'). De fato, seja ¢ : V' — V'’ um isomorfismo entre as
representagoes p: g® (A/m) — gl(V) e p': g® (A/m) — gl(V’). Entéo, pop(z®a) =p(z®@a)oy
para qualquer elemento r ® @ € g ® (A/m), onde a é a imagem de a € A pela projegdo canoénica em
A/m. Assim, note que para qualquer elemento r ® a € g ® A vale o seguinte:

@0 eva(p)(r ®a) = pop(e ©a) = Pz ®a) o p = eva(p)(x @ a) o p,

ou seja, as representagoes evy(p) e evy(p') sdo isomorfas. Portanto, para [p] € R(g) podemos definir
eV [p] = [evm(p)]. Para um subconjunto finito M C MaxSpec(A) e representagoes py, de g com m € M,

defina evyy([om)Jmert = [evar(pament].
Definigao 5.3.7. Se U € £(g), entdo definimos
evy = eV (V(M))mens
onde M = Supp(V¥). Se ¥ = 0, defina evy como sendo a classe de isomorfismo da representagao trivial.

Proposicao 5.3.8. A fungao U — evy de £(g) a valores nas classes de isomorfismo das representagoes
de avaliacao de g ® A é injetora.
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Demonstragao. Suponha que ¥ # U’ € £(g). Entao, existe m € MaxSpec(A) tal que ¥(m) # ¥U'(m).
Sem perda de generalidade podemos supor que ¥(m) # 0. Seja

n = (dim(evy))/(dim(¥(m)), n' = (dim(evy))/(dim(¥’ (m)),

onde a dimensao da classe de isomorfismo de uma representacao é simplesmente a dimensao de qualquer
representante dessa classe e n’ = dim(evy/) se ¥'(m) = 0. Observe que pela observagao 5.3.3, n e n’ s@o
inteiros positivos. Suponha agora que Supp(¥) U Supp(¥’) = {my,..., my}, onde m = m; e considere
ideal de A dado por

I=my---my.

Assim, a = g ® I é uma subalgebra de g ® A tal que evy(a) = g e evy,(a) = {0} se j =2,..., k. Entao,
vyl =¥(m) & B T(m), evylo=T(m)& - &V (m).

Vv Vv
n vezes n' vezes

Mas ¥(m) # U’'(m), sendo assim evy # evy. Note que estamos usando que a restricdo da classe
de isomorfismo de uma representacao é a classe de isomorfismo da restricao de qualquer representante
desta classe, e que a soma direta das classes de isomorfismo é a classe de isomorfismo da soma direta de
quaisquer representantes de cada classe.

]

Proposigao 5.3.9. Suponha que g é basica ou sl(n,n), n > 1. Entao, A representagao evy ¢ irredutivel
para todo ¥ € £(g). Logo, a fungdo ¥ —— evy é uma bijecao entre £(g) e o conjunto das classes de
isomorfismo das representagoes de avaliacao irredutiveis de g ® A.

Demonstracao. Seja ¥ € £(g) tal que Supp(V) = {my,...,my} e paracada i =1,...,¢, V(m;) = [pm,],
onde py,, € uma representagao irredutivel de g. Assim, se M = Supp(V) temos que

EVy = eVM(\Ij(m»meM = eVM([pm])meM = [eVM(pm)meM]

e pela observagao 5.3.3, evas(pm)men = ®f:1 eV, (Pm, ). Por outro lado, cada evy, (pm;) ¢ uma represen-
tacao irredutivel de g ® A e Supp(ev,(p;)) N Supp(eve, (pj)) = 0 se i # j, uma vez que por construgao
Supp(evi, (pi)) = m;. Logo, o corolario 5.2.15 junto com a proposigao 5.3.8 garantem o resultado dese-
jado.

]

5.3.1 Representacoes de avaliagcao das algebras de Lie redutivas

Defini¢ao 5.3.10. Suponha que 3 é uma algebra de Lie abeliana de dimensao finita. Defina £(3) como
sendo o conjunto dos funcionais lineares em 3 ® A com suporte finito. Equivalentemente

L(3)=1{0€ (3 A)"|0(3®I)=0 para algum ideal I de A com suporte finito}.
Para m € MaxSpec(A) tome
La(3)={0€ (32 A)|6(3®m) =0 para {>> 0}

o subespaco dos funcionais lineares de (I ® A)* que se anulam em 3 ® m’ para algum ¢ suficientemente
grande. Note que também podemos ver tal conjunto como sendo o conjunto dos funcionais cujo suporte

é {m}.
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Lema 5.3.11. Por conveniéncia de notagao denote MaxSpec(A) por Max. Entao,

P L£a) = L0).

meMax

Demonstragao. Usaremos as seguintes notagoes: Ly, = Ln(3) e L = L(3). Veja que L, C L pois
Supp(m’) = {m} para qualquer £ > 0, entao podemos definir a seguinte fungao:

gp:@ﬁmﬁﬁ.

meMax

(Qm)mEMax — Z Qm
meMax
Qualquer elemento da imagem de ¢ pode ser escrito como uma soma finita > | fy,, onde m; # m; se
i #je0n, €Ly, Paracadai=1,...,n tome {; € N tal que 0, (3 ® m‘) = 0 e considere [ = IT}_ m’".
Entao, podemos fatorar ), 6y, como

n

A (3@ A4)/Ge]) =PGe A/m]) =k,

=1

(no sentido que Y1 | O, (r®@a) = S0, O, (2@ (a+mi) +- - - +7®(a+m)) para qualquer r®a € 3R A)
onde 6y, ¢ ndo nulo somente no i-ésimo termo da soma. Logo, ¢((0m)mem) # 0 5€ (On)mem # 0, mostrando
assim que ¢ € injetiva.

Se 6 € L entao podemos fatora-lo como

IRA—»3R A/,

para algum ideal I de A com suporte finito. O fato que o suporte de I € finito junto com o lema A.1.7,
implicam que existe ¢ € N tal que [[}, m! C I, onde my,..., m, sdo ideais maximais distintos de A.
Assim, 6 pode se fatorar por (3@ A4)/ (3@ ([T, m)) = @D, ® A/m!). Para cada i = 1,...,n,
considere 6; = §om;, onde m; : 3@ A — 3 @ A/m! é a projecio canonica. Note que cada 6; € Ly, e que
> w0 =0. Logo, ¢ & sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

O

Classificaremos agora as representagoes de avaliagao de dimensao finita de [® A, onde [ é uma élgebra
de Lie redutiva. Lembre que como [ é redutiva, podemos decompo-la como [ = s @ 3, onde s = [, ] e 3
é o centro de [. Com essa notacao temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.12. Todas as representagoes irredutiveis de dimenséo finita de [® A = (3R A) B (s® A)
sao da forma 6 ® p, onde 0 € (3 ® A)* e p é uma representagao irredutivel de dimensao finita de s ® A.

Demonstra¢ao. Seja p uma representagao irredutivel e de dimensao finita de [ em um espago vetorial V.
Como 3 é o centro de [ temos que para qualquer elemento z ® f € 3® A, p(z ® f) comuta com p(x ® g)
para qualquer z ® g € § ® A. Assim, pelo lema de Schur p(z ® f)v = A,grv, onde A,5r € k para todo
2@ f €3® A. Defina 0 € (3@ A)" tal que (2 ® f) = Aoy, para todo 2 ® f € 3 ® A. Dessa forma,
concluimos que a representagao p é irredutivel se e s sua restricao a s ® A for irredutivel, denote essa
restricao por p. Vamos considerar agora a representacao de dimensao 1 de 3 ® A em kw dada por

R fHlw=0:2® flw, V2@ fec;® A.

Observe que p = 0 ® p. De fato, um calculo direto mostra que a fungao linear ¢ : kw ® V' — V tal que
o(w ®v) = v é um isomorfismo de representac¢oes. Portanto, provamos o proposto.
O
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Proposigao 5.3.13. A fungao

3RA*xE(E) — RI®A),
0,7) — ORevy

¢ uma bijegao, onde R(I ® A) é o conjunto das classes de isomorfismo de [ ® A—moddulos irredutiveis
de dimensao finita. Além disso, § ® evy ¢ um modulo de avaliagdo generalizado se e s6 se 0 € L(3).
Portanto, a fungao

0,7) — O®evy

é uma bijecao entre £(3) x £(s) e o conjunto das classes de isomorfismo de [ ® A—moddulos de avalia¢ao
generalizados, irredutiveis de dimensao finita.

Demonstragao. Pela proposicao 5.3.12, todas as representagoes irredutiveis de dimensao finita de [® A =
(30A)® (s®A) sao da forma § ® p, onde 6 € (3® A)* e p é uma representacao irredutivel de dimensao
finita de s ® A. Por outro lado, como p é irredutivel pelo corolario 5.2.19, p(s ® I)V =0 (aqui V é o
espaco correspondente da representacio p) para algum ideal I de A de codimensao finita. Seja J = /1
(o radical de I'). Vamos mostrar que p(s ® J)V = 0. Por motivos de notagao vamos considerar V' como
um § ® A—modulo, onde a agado ¢é a induzida por p. Pelo lema 5.2.16, basta provarmos que (s ® J)v = 0
para algum vetor v nao nulo de V. Considerando V' como um (s ® (A/I))—modulo vamos ver que
(s®(J/I))v =0, onde v € V\{0}. Como A é finitamente gerada e portanto Noetheriana, o lema A.1.7
implica que I contém alguma poténcia de J. Isso implica que s ® (J/I) é soluvel, ja que

(s @ (J/D)" = ()" @ (J"/1),
e J" C I para algum n € N. Logo, existe um vetor ndo nulov € V ey € (s ® J)* tal que
v ="y(x), YVres® J

Provaremos que 7 = 0. Sabemos que v ¢ um homomorfismo de algebras, em particular, uma representa-
¢ao de dimensao 1 de s ® J. Logo, o niicleo de v é um ideal de codimensao no maximo 1 de s ® J. Como
5 € semissimples e um ideal de s ® J é da forma i ® m onde i e m sao ideais de s e de J respectivamente,
segue que § ® J nao possui ideais de codimensao 1, pois codim(i ® m) = codim(i)codim(m) e s nao tem
ideais de codimensao 1, sendo esta semissimples. Logo, o ntcleo de v é de fato s ® J e portanto v = 0.
Acabamos de provar que (s ® J)v = 0, como queriamos. Assim, pela proposi¢ao 5.3.4 (b), segue que p
é uma representagao de avaliacao irredutivel de s ® A e dessa forma a proposi¢ao 5.3.9 garante que a
fungao ¥ — evy é uma bijegao entre £(s) e a classe de isomorfismos das representagoes irredutiveis de
dimensao finita de s ® A. Portanto provamos a primeira bijecao.
Sefe(30A) eV e&(s), entdo Anna(f ® evy) = Anny(0) N Anny(evy). Logo

Supp 4 (0 ® evy) = Supp4(0) U Supp4(evy).

Dessa forma, temos que 6 ® evy tem suporte finito se e s6 se f tem suporte finito, pois Suppevy =
Supp 4V ¢é finito por construgao. Pela parte (a) da proposigao 5.3.4 segue o nosso resultado.
m

Para m € MaxSpec(A), temos as seguintes projegoes:

- A/m3 —» A/m2 —- A/m — 0.
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Essas projecoes implicam na sequéncia de injegoes
o (A/mP)F = (A/m?)* > (A/m)* « 0.

A partir destas injegoes podemos ver (A/m*)* como um subespaco de (A/m‘)*, para k < £. Daremos
agora, com o proximo lema, uma descri¢ao concreta para L£(3).

Lema 5.3.14. Seja m € MaxSpec(4), entao Ln(3) = U, (3 ® (4/m*))*. Portanto,

L= P <G G® (A/m’f))*>

meMaxSpec(A) \f=1

Demonstragdo. Segue do comentério acima, pois dado 6 € £,,(X,3), existe £ € N tal que 0(3 @ m*) = 0.
Tome entdo 6 € (3 (A/m%))* tal que A(z ® (a+m’)) = 8(z ® a). Reciprocamente se § € (3@ (A/m’))*
para algum ¢ € N, associe-0 a 0 € (3 ® A)* tal que (z ® a) = O(z ® (a + m?)), isto ¢, § = o m, onde
7 ¢ a projecao candnica de A em A/m’. Tal funcao define o isomorfismo que queremos. A segundo
isomorfismo segue diretamente do fato que £(3) = €D cmaxspec(a) Lm(3)-

]

5.4 Mobdulos de Kac e seus quocientes irredutiveis

Por defini¢ao, uma super algebra de Lie g é classica se a representacao da parte par gz na parte
impar g7 é completamente redutivel. Mais especificamente, vimos que tal representacao ou é irredutivel,
ou é a soma direta de duas representagoes irredutiveis. Dizemos que uma super algebra de Lie g é de
tipo I se o segundo caso for verdade, ou seja, se g = g_1 © go D g1, onde g5 = go € g1 = g1 D g1 (note
que para g = sl(n,n), n > 1, esta Z—graduagao foi dada na se¢do 3.5). Caso contrario dizemos que g
é de tipo II. Nesta segdo vamos supor que g é uma super algebra de Lie béasica do tipo I, ou sl(n,n),
n > 1 e que A é uma algebra finitamente gerada.

Definicao 5.4.1. Seja K um gy ® A—modulo irredutivel de dimensao finita. Suponha que g; ® A age
trivialmente sobre K. Defina o seguinte moédulo induzido:

V(K) =U(g® A) Qu(goma)0a) K-

Observe que um g ® A—submoédulo de V(K) é proprio se e so se este intersecta K trivialmente. Isso
garante que existe um tnico g ® A—submoddulo proprio maximal N(K) de V(K). Definimos

V(K) = V(K)/N(K).

Segue pela definigao de V(K') que este é um g ® A—modulo irredutivel e que V(K;) = V(K3) como
g ® A—modulos se e s6 se K1 = Ky como gy ® A—moddulos.

Lema 5.4.2. Suponha que K é um gy ® A—moddulo irredutivel de dimensao finita e que I é um ideal
de A. Entao, (go® I)K =0seesdse (g® I)V(K)=0. Em particular

a) Anny(K) = Ann,V(K);

b) Supp,(K) = Supp,V (K);
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c) V(K) é um modulo de avaliacao (resp. modulo de avaliagao generalizado) se e s6 se K o for.

Demonstragao. Note que se (g ® I)V(K) = 0, em particular (go ® 1)V (K) = 0 que por sua vez implica
que (g0 ® )1 ®((goma)w4) K = 0. Logo,

0= (90 ® I)l O ((gog1)®A) K=1 D ((gog1)®A) (gO ® I>K>

e portanto (go ® I)K = 0. Resta agora mostrarmos a outra implicagao.

Seja I um ideal de A tal que (go® 1)K = 0. Vamos provar que (g® 1)V (K) é um submoédulo proprio
de V(K) implicando que (g ® I)V(K) = 0 pela constru¢io de V(K). A parte de ser submodulo segue
diretamente do fato que g ® I é um ideal de g ® A, vamos ver agora que este ¢ um submodulo proprio.
Considere a filtragao candnica de U(g ® A) (ver subsecao 2.2.2) e tome

U(g® A) = P U (g® A),

>0

onde U’(g® A) denota o i-ésimo termos da filtragao canonica da algebra envelopante. Note que U, (gR A)
¢ uma subdlgebra de U(g® A) e U(g® A) = 10U, (g®@ A). Em particular, U(g1®A) = 10U, (g1 ® A)
e portanto podemos decompor V' (K), como espago vetorial, da seguinte forma:

VIK) = 1K@ U, (g A) QK
= 19KeU;((g-19 00D 0)®A) K
2 1KoU (g1 @A) K

onde o isomorfismo segue pelo teorema de PBW. B
Provaremos primeiro que (go ® I)V(K) C (g-1 ® I)V(K). Pelo teorema de PBW sabemos que
U,(g_1 ® A) é gerado por elementos da forma

(1 @ f)(ua @ fo) - (e @ fr), wi€g_, i €A i=1,...,k keN,. (5.4.1)
Seja agora u € gg e f € I, entao
(u® f)(ur @ fi)(u2 @ fo) - (ur @ fr) = [w® frur @ fi](ue @ fo) -+ (ur @ fi) +
(11 ® f)lu® fuz @ fol(us ® f3) - (ur @ fi) + -+ + (w1 @ f1) -+ (up—1 @ fr1)[u @ frue ® fi] +
(ur @ fr) -+ (ur @ fr)(u® f) € (g1 @ NU (g1 @ A) + U(g—1 © A)(go ® 1)

Dai, segue que (g0 ® [)U4(g-1 ® A) C (g1 @ 1)U(g-1 @ A) + U(g_1 ® A)(go ® I). Assim,

(G DV(K) = (g0@ N1 K)+ (g0 (U(g1®A) @ K)
C (g1 @NU(g1 QA QK +U(g_1 @A) (go® 1)@ K
= (g @NU(g1 @A) K
= (g1 @ )V(K)

como queriamos.
Provaremos agora que (g1 ® I)V(K) C (g_1 ® I)V(K). Com o mesmo raciocinio usado acima
mostra-se que

(01 @NU(g-1®A) CU(g1 @A) (g @ NU(g-1 @ A) + U(g—1 @ A) (g1 ® I).
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Entao

(1 @NV(K) = 9NU(g10A) QK
C U@ 190A) (g NU(g 1 @A RK+U(g 10A) (o) K
= U(g1®A) (g2 NU(g1 @A) K
= U(g-1® A)(go ® )V (K)
C U(g1 @A) (g1 @ )V(K)
= (9.1 @)U(g-1 ® AV(K)

(
= (g1 @ NHV(K),

provando o proposto.
Logo, temos que

(g NV(K) = (9.1 @ DHV(EK) + (g0 @ HV(K) + (g1 @ ) V(K) = (9-1 @ I)V(K).

Mas V(K) 2 U(g_; ® A) ® M como espagos vetoriais, sendo assim temos que

1%

(91 @ )V (K) (1@ NU(g-1 ® A) @ K

Uga®I)eK

I

¢ um submodulo proprio de V(K).
Por fim, os itens (a) e (b) seguem das defini¢oes e o item (c) segue diretamente do item (b) juntamente
da proposigao 5.3.4 (a). O

Proposicao 5.4.3. O moédulo V(K) é de dimensao finita se e s6 se K é um modulo de avaliagao
generalizado.

Demonstragao. Suponha que V(K') tem dimensao finita. O corolario 5.2.19 implica que (g®@ 1)V (K) =0
para algum ideal I de A de codimensao finita e portanto, gracas ao lema A.1.3, de suporte finito,
implicando que V(K) tem suporte finito. Assim, pela proposi¢ao 5.3.4 (a), V(K) é um modulo de
avaliacao generalizado, e pelo lema 5.4.2, K também é.

Reciprocamente, suponha que K é um moédulo de avaliagao generalizado. Entao, pela proposicao
5.3.4 (a), K tem suporte finito e portanto existe um ideal I de A de suporte finito tal que (g® I)K = 0.
Como A é finitamente gerada, o lema A.1.3 implica que I deve ter codimensao finita. Observe também
que (g ® IV (K) = 0, pelo lema 5.4.2. Agora, pela definigao 5.4.1 temos que V(K) é um quociente de
U(g®(A/1)) Du((gomane(a/n) K, que como espago vetorial ¢ isomorfo a U(g_1 ®(A/I))®x K. Finalmente,
veja que g1 ® (A/I) é impar (por defini¢do da Zy,—graduagao de g ® A) e de dimensao finita (pois g e
A/I sdo), portanto o teorema de PBW implica que este espago vetorial deve ter dimensao finita. Logo,
V(K) tem dimensao finita.

O

Lema 5.4.4. Sejam K;, K5 (go®A)—modulos de avaliagao generalizados com suportes disjuntos. Entao,
V(K1 ® Ky) 2V (K;) ®V(K,).

Demonstragao. Sobre nossas hipoteses, existem ideais I; e [ com suportes disjuntos tais que (go ®

I,)K; =0, parai=1,2. Seja [ = I1Io = I; N I, (isso pelo lema A.1.5) e considere K = K; ® K3 (como
(go ® A)—modulo). Assim, (go ® I)K = 0 e portanto pelo lema 5.4.2 temos que (g ® I)V(K) = 0.
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Analogamente prova-se que (g ® I;)V(K;) = 0 para ¢ = 1,2. Considere entao V(K), V(K;) e V(K3)
como modulos para (g ® (A/I)), (g ® (A/L1)) e (g ® (A/I3)) respectivamente. Temos assim que

V(K) = Ulg® (A/1)) @u(gesea/n) K

Ulg @ (AL & A/ L)) Qu((aosenea/nea/n) (K1 © Ks)

(U(g @ (A/L))U(g @ (A/I2))) Qu(gomen)oa/n)U(s0sa)e(4/1) (K1 @ Ka)

(U(g ® (A/11)) Qugomane(a/n)) K1) @ (U(g @ (A/12)) Qu(gomae(a/r) K2)

V(K ® V(Ky).

Assim, o (g ® (A/I))—submodulo préprio maximal de V(K) é N(K;) ® N(K,), onde N(K;) é o
(9 ® (A/I;))—submoddulo proprio maximal de V(K;) para i = 1,2. Portanto, V(K) = (V(K;) ®
V(K3))/(N(K) ® N(K>)) = (V(K1)/N(K,)) @ (V(Ky)/N(K)) = V(K,) ® V(K,). Provando assim o
que queriamos.

e 1 i

I

[
Corolario 5.4.5. Sejam my, ..., my € MaxSpec(A) distintos dois a dois, n,...,n,; € N, e para cada
i=1,...,¢ considere V; um (go ® (A/m;"))—modulo irredutivel de dimensao finita. Entéo, temos que

l
Vievgm (V1. Vo)) ®V(6mei(Vi)).

.....
i=1

Assim, se K é um (go ® A)—modulo de avaliagao generalizado, entdo V(K') é um produto tensorial de
modulos da forma V(K'), onde K’ é um (gy ® A)—modulo de avaliagdo generalizado associado a um
tnico ideal. Em particular, este é o caso se V(K) tem dimensao finita.

Demonstragao. Ja sabemos ev, ni m;z(Vh oL Ve) = ®f:1 evm?i(‘/;), entao a primeira parte da de-
monstrac¢ao segue do lema 5.4.4, por indugao. Em particular se V(K) tem dimensao finita, a proposi¢ao
5.4.3 assegura que K ¢é um moédulo de avaliagao generalizado e portanto fica demonstrado a tultima
afirmacao.

O

5.5 Classificacao dos médulos irredutiveis de dimensao finita

Nesta secao nos classificaremos os modulos irredutiveis de dimensao finita para as super algebras
de fungoes para o caso em que g é basica ou sl(n,n), n > 1 e que A é uma algebra finitamente gerada.
Sendo assim, nesta se¢ao iremos supor que g e A estao sobre estas hipdteses.

Suponha primeiramente que g é uma super algebra de Lie de tipo II, ou seja, que a representacao
ad’ é irredutivel. Assim, pelo corolario 3.2.14, o centro de gg deve ser trivial, implicando que a algebra
de Lie gy é semissimples, uma vez que estamos assumindo g classica e portanto gg redutiva. Observe
que as super algebras excepcionais sao de tipo II.

Teorema 5.5.1. Se g é do tipo II (e portanto gy ¢ semissimples), entao temos a seguinte bijecao:

E(g) — R(g® A),
U s evy (5.5.1)

onde R(g® A) é o conjunto das classes de isomorfismo das representagoes irredutiveis de dimensao finita
de g ® A. Em particular, todas as representagoes irredutiveis de dimensao finita sao representacoes de
avaliacao.
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Demonstragao. Pela proposi¢ao 5.3.9 temos que a fungao 5.5.1 é injetiva. Se nds provarmos agora que
para qualquer g ® A—moédulo V', (g ® J)V = 0 para algum ideal radical J de A de codimensao finita,
entao pelo lema A.1.3 tal radical tem suporte finito e pela proposi¢ao 5.3.4 (b) fica provado que V' é um
g ® A—modulo de avaliagao e portanto que a fungao 5.5.1 é sobrejetiva.

Pelo corolario 5.2.19, temos que (g ® I)V = 0 para algum ideal I de A de codimensao finita. Seja
J = /I. Vamos mostrar que (g ® J)V = 0. Pelo lema 5.2.16, basta provarmos que (g ® J)v = 0 para
algum vetor v nao nulo de V.

Consideremos V' como um (g ® (A/I))—moddulo. Vamos ver que (g® (J/I))v =0, onde v € V'\ {0}.
Como A é finitamente gerado e portanto Noetheriano, o lema A.1.7 implica que [ contém alguma
poténcia de J. Note que g ® (J/I) é soluvel ja que

(g (J/D)" =g" @ (J"/I),

e J" C I para algum n € N. Por outro lado,

(g (J/M)i, (@@ (J/D)] = [s1,0]® (J*/I)
C go® (J*/1)
(90, 80] ® (J2/1)
= [(g® (J/1))s, (8 ® (J/I))al,

dai, pelo lema 4.4.1 temos que V possui um subespago (g ® (J/I))—invariante de dimensao 1. Logo,
existe um vetor ndo nulov € Ve 6§ € (g® J)* tal que

o =0(p)v, Yuege J.

Provaremos agora que = 0. Se u € n* ®J, entao §(u)™v = pu™v = 0 para m suficientemente grande, ja
que V & de dimensao finita e portanto possui um niimero finito de espagos de peso. Assim, f(n*®.J) = 0.
Falta ver agora que 0(h ® J) = 0. Seja 0’ a restri¢ao de 6 a gg ® J. Entdo, como ¢’ é um homomorfismo
de algebras, em particular ele é uma representacao de dimensao 1 de gg ® J. Logo, o niicleo de 0" é
um ideal de codimensao no méximo 1 de g5 ® J. Como g5 é semissimples e um ideal de g5 ® J é da
forma i ® m onde i e m sao ideais de gz e de J respectivamente, segue que gz ® J nao possui ideais de
codimensao 1, pois codim(i ® m) = codim(i)codim(m) e gg ndo tem ideais de codimensao 1, sendo este
semissimples. Logo, o nucleo de ¢’ é de fato gz ® J e portanto #/ = 0. O resultado segue agora do fato
que h® J Cgi® J.

O

Vamos supor agora que g ¢ uma super algebra de Lie béasica de tipo I, ou sl(n,n), n > 0. Seja
s = [gg, 9] a parte semissimples de gg e 3 seu centro. Portanto, gg = s @ 3. Sabemos que g possui uma
Z—graduacao
g=0-1Dgo DG

tal que g5 = go € 91 = g_1 @ g1. Para tais super algebras podemos tomar o sistema positivo de raizes
d* sendo ®F U @y, onde &7 denota o sistema de rafzes positivas pares e ®; denota as raizes fmpares
a tais que g* C g;. Assim, temos que gy, (resp. g_;) ¢ a soma dos espagos de raizes positivas (resp.
negativas) e impares.

Teorema 5.5.2. Seja g uma super algebra de Lie basica do tipo I, ou g = sl(n,n), n > 0. Entéo,
todo g ® A—modulo irredutivel de dimensao finita é da forma V(K), onde K é um gz ® A—modulo de
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avaliagao generalizado irredutivel. Portanto, temos a seguinte bijecao:

L(3) xE(s) — Rg® A),
6,0) — V(0®evy) (5.5.2)

onde R(g ® A) é o conjunto das classes de isomorfismo dos g ® A—moddulos irredutiveis de dimensao
finita.

Demonstragao. Seja V um g ® A—mobdulo irredutivel de dimensao finita. Entao, ja vimos que V' é um
modulo de m-peso méaximo, logo V' = V(1) para algum ¢ € (h @ A)*. Tome v um vetor de m-peso
maximo e defina

K =U(gs® A)v.

Como K é um subespago de V' =U(g® A)v, e este tem dimensao finita, K também deve ter. Note que
(91 ® A, g5 ® A] C [g1 ® A, e como (g1 ® A)v = 0 temos que (g ® A)K = 0. De fato, vamos provar
por indugao sobre o comprimento de um elemento em U(gg ® A). Sabemos que todos os elementos de
U(gs ® A) s@o gerados por monoémios da forma (uy ® f1)--- (up ® fi), com u; ® fi € gg@ A e k € N
Sejau € g1 e f € A e tome um elemento (u; ® f1) de comprimento 1 de gg ® A, assim

(u@ flun® fi) =[u® fiu @ il + (@ fi)(u® f),

onde, no lado direito todos os elementos da soma terminam com um elemento de g; ® A e estes elementos
agem trivialmente em v. Suponha por inducao que se o elemento tem comprimento menor do que n é
possivel escreve-lo como uma soma onde cada elemento da soma termina com um elemento de g; ® A.
Dessa forma vemos que

(u® f)ur @ f1) (un ® fr) = [u®@ f,u1 @ fi](ua @ fa) -+ (un @ fr),

e portanto o lado direito da equagao pode ser escrito da forma desejada, ja que tal elemento satisfaz
nossa hipotese de indugao. Logo, (g1 ® A)K = 0.

Vamos ver agora que K é um gz ® A—modulo irredutivel. Seja g5 = ng @ b @ ng a decomposicao
triangular induzida por g, isto ¢, ng, (ny) € a soma dos espacos de raizes positivas (resp. negativas)
pares e b é a subalgebra de Cartan de gg. Entao, temos que

K =U(n; ® A)v.

Seja w € K um vetor de peso. Como V(¢) é um g ® A—modulo irredutivel de m-peso méaximo, pela
proposi¢ao 5.2.10, existe x € U(g ® A) tal que zw = v, além disso, pelo teorema de PBW podemos
supor que x € U(t‘tar ® A), ja que (g3 ® A)K = 0. Assim, K nao possui subespagos gy ® A—invariantes
e portanto é um gz ® A—modulo irredutivel, como queriamos.

Veja que V(¢) é um modulo quase-finito, sendo este de dimensao finita. Logo pelo teorema 5.2.18,
(g ® I)V = 0 para algum ideal I de A de codimensao finita, e portanto de suporte finito pelo lema
A.1.3. Dessa forma, como (g® I)V = 0, temos que (g5 ® [)V = 0, em particular, (g5 ® I)K = 0, ja que
K CV(=U(g® A)v), dai pela proposigao 5.3.4 (a), segue que K é um gy ® A—moddulo de avaliagao
generalizado.

Note V = V(K). Com efeito, a fungao

p:Ulge Ay — V(K)
U — U (5.5.3)
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¢ um homomorfismo injetor de g ® A—modulos, logo V' = ¢(V), mas V(K) ¢é irredutivel como g ®
A—modulo, entao (V) = V(K) e portanto a fungao 5.5.3 é de fato um isomorfismo de g ® A—modulos.
Finalmente, note que devido a proposi¢ao 5.3.13 a fungao 5.5.2 é uma bijecao.

[

Note que os teoremas 5.5.2 e 5.5.1 classificam completamente os moédulos irredutiveis de dimensao
finita para as super algebras de fungoes sobre uma super algebra de Lie béasica ou sl(n,n), n > 0.
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Apéndice A

A.1 Alguns resultados sobre algebras comutativas

Esta se¢ao tem por objetivo expor as definigoes e os resultados (sem demonstragoes) sobre algebras
comutativas que serao usados neste trabalho. As definigoes e resultados podem ser encontrados em [Ati.

Definicao A.1.1. O espectro mazximal de uma algebra A é o conjunto de todos seus ideais maximais.
Denotaremos por maxSpec(A) tal conjunto.

Definigao A.1.2. Seja [ um ideal de uma algebra A. Defina o conjunto
Supp(/) := {m € maxSpec(A) | I C m}.

Tal conjunto é denominado o suporte do ideal I.

Sabemos que existe uma bije¢ao entre o conjunto dos ideais maximais de A que contém I e o conjunto
dos ideais maximais de A/I. Portanto, os conjuntos Supp(/) e maxSpec(A/I) tem a mesma quantidade
de elementos.

Proposigao A.1.3. Se A é uma élgebra, entao
a) Todo ideal de codimensao finita de A tem suporte finito.
b) Se A é finitamente gerada, entao todo ideal de A com suporte finito tem codimensao finita.

Corolario A.1.4. Seja A uma algebra finitamente gerada. Entao, um ideal de A tem codimensao finita
se e 86 se este ideal tem suporte finito.

Lema A.1.5. Suponha que I, J sao ideais de uma algebra A, com suportes disjuntos. Entao, A =1+.J
elJ=1NJ.

Corolario A.1.6. Sejam my,...,m; € MaxSpec(A), tais que m; # m; se i # j e ny,...,ny € Ni.
Entao,

Supp (Hlem?i) = {my,...,my},

em particular,
4 Ny __ N1 ng
IL_m” =m"N...,Nm,".

Lema A.1.7. Em um anel Noetheriano todo ideal contém uma poténcia do seu radical.
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A.2 O teorema sobre a densidade de Jacobson

Nessa secao iremos somente enunciar o teorema sobre a densidade de Jacobson. Esse teorema pode
ser encontrado em |[W. Hungerford|

Teorema A.2.1. Seja R um anel com unidade, V' um R—modulo semissimples e R = Endg(V). Para
f € Endp/(V) e {v1, ...,v,} C V, existe r € R tal que r(v;) = f(v;) parai = 1,...,n. Se V &
finitamente gerado sobre R’, entao a funcao

R— EHdR/(V),
r——r

onde r(v) = rv, é sobrejetiva.

A.3 Algebras de Lie redutivas e semissimples

Nesta secao exporemos os resultados e as notacoes que foram usados neste texto sobre algebras
de Lie redutivas e semissimples e sobre suas representacoes. As principais referéncias desta se¢ao foram
[Hum]|, [S. Martin| e [M. Scheunert].

Seja g uma algebra de Lie redutiva. Entdo, g ¢ igual ao produto direto do seu centro h° com a
algebra derivada g’ = [g, g], onde a ultima é semissimples.
Escolha uma subalgebra de Cartan h de g. Sabemos que

h="0"x¥,

onde b’ é a subalgebra de Cartan de g’. O espaco dual h* de h e o produto direto (h°)* x (§')* serdo
identificados por meio do isomorfismo candénico.

Seja p uma representagao completamente redutivel de dimensao finita de g. Observe que a restricao
de p a h também é completamente redutivel. Para cada elemento A € h*, defina

V)= {v e V|ph)v=Ah), Vhe b} (A3.1)

Entao, temos que

V=
Aeh*

As fungoes lineares A € h* com V* # {0} sao chamadas de pesos da representagao p (com respeito a b).
Se A é um peso de p, entdao V* ¢ chamado de espaco de peso associado a ) e, qualquer elemento nao
nulo de V* é chamado de um vetor de peso associado a \.

Vamos aplicar estas convencgoes a representagao adjunta de g. Como h é uma subélgebra de Cartan
de g, temos que

g’ =

Os pesos nao nulos da representacao adjunta de g sdo chamados de raizes de g (com respeito a h). Se
«a ¢ uma raiz de g, entao g¢ ¢ chamado de espago de raiz associado a «a e, qualquer elemento nao nulo
de g* é chamado de um vetor raiz associado a «. Note que as raizes de g se anulam no centro §° de g.
Assim, sobre a identifica¢ao canoénica de (h’)* com um subespaco de h*, as raizes de g com respeito a b
s@o apenas as raizes de g’ com respeito a h’. Sabemos também que para qualquer raiz a

dim(g*) = 1.
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Seja ¢ uma forma bilinear simétrica, invariante e nao degenerada em g. E facil mostrar que h° e g’
sao ortogonais com respeito a ¢.
A invariancia de ¢ implica que para quaisquer \, u € h*

(gt g") = {0}, se A4+ p #0,

consequentemente, a restricao de ¢ a g* x g~ é ndo degenerada. Em particular, a restricao de ¢ a b é
nao degenerada. Segue dai que para todo A € h* existe um tnico elemento hy € h tal que

Ah) = ¢(hy,h), Yh €.
Se A é um elemento arbitrario de h* temos que
[z,y] = ¢(z,y)hy, Ve gty g
Frequentemente, sera conveniente escolher, para toda raiz o de g um vetor raiz e, € g* tal que
[ as€a] = ha, Ya € B
A restri¢ao de ¢ a b induz uma forma bilinear ( | ) ndo degenerada e simétrica em h* que ¢ dada por

(Alp) = @(has hy) = A(hy) = p(ha), YA, € h™.

Note que os subespagos (h°)* e (h’)* sao ortogonais com relagao a ( | ). Lembre que (a|a) # 0, para
qualquer raiz o de g, além disso, se « e 5 sdo duas raizes de g, entdo 2(«|f)/(aja) é um inteiro que ndo
depende da escolha de ¢.

Sejam {aq, ..., a,} um sistema fundamental de raizes simples de g’ com respeito a h’ (em particular,
{ai,...,a,} é uma base para (h')*). Os elementos Ay, ..., A, de (h')* que sao definidos por

(Ailow)

*(anlw)

sao chamados de pesos fundamentais de g’ (com respeito a b’ e correspondendo ao sistema {ay, ..., o, }).
A definigao das fungoes lineares \; nao depende da escolha de ¢ e {Aq,..., A\, } é uma base de (h')*.

Vamos novamente identificar (h')* com um subespaco de h*, entéo {ay, ..., a,} é¢ também chamado de
um sistema fundamental de raizes simples de g com respeito a h e {A, ..., A\, } s@o os pesos fundamentais
correspondentes de g.

Seja p uma representacao irredutivel de dimensao finita de g e seja p’ a restricao de p a g’. Entao,
o' também é irredutivel, além disso, os elementos de h° sdo representados por miltiplos escalares da
identidade (pelo lema de Schur). Sendo assim, os pesos da representagao p sao os elementos de h* da
forma A = (u, \), onde p é um elemento fixo de (h°)* e N percorre todos os pesos de p’. O peso
A = (u, \') é chamado de peso méaximo (res. peso minimo) de p se e s6 se X' é 0 peso maximo (resp.
minimo) de p'.

Estas observagoes sao o suficiente para mostrar como as nocgoes gerais da teoria de algebras de Lie
semissimples e suas representacoes sao generalizados para o caso em que a algebra de Lie é redutiva.

A.3.1 Comentarios sobre algebras de Lie semissimples e suas representacoes

No que segue g serd uma algebra de Lie semissimples. Escolha alguma forma bilinear invariante
e nao degenerada ¢ em g (por exemplo a forma de Killing). Sejam b uma subalgebra de Cartan
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de g, {a1,...,a,} um sistema fundamental de raizes simples de g com respeito a h e {\,...,\,} o
correspondente sistema fundamental de pesos.

Uma funcao linear A € h* é chamada de dominante se ela tem a forma

A= i Ci)\h
=1

onde cada ¢; ¢ um inteiro nao negativo.

As representagoes irredutiveis de dimensao finita de g sdo caracterizadas (a menos de isomorfismo)
por seu peso maximo. Um elemento A € h* ¢ o peso maximo de alguma representacao irredutiveis de
dimensao finita e g se e s se ele é dominante. Se A é dominante, entao representagao irredutivel de g
correspondente a ele serda denotada por p(A).

Para toda raiz a de g definimos a reflexao s, de h* por

Salp) = p— 2%% Vupen

Novamente, s, independe da escolha de ¢. Se a percorre todas as raizes de g, as reflexoes s, geram um
grupo finito de isometrias de h* (com respeito a ( | )). Este grupo de chamado de grupo de Weyl.

Lema A.3.1. a) O grupo de Weyl permuta os pesos de qualquer representacao irredutivel de dimensao
finita de g.

b) Para uma algebra de Lie simples g, o grupo de Weyl age transitivamente nas raizes que possuem a
mesma comprimento.

Suponha que nos é dada uma representacao irredutivel de dimensao finita p de g. Se p é equivalente
a sua representacao dual, dizemos que p é auto-dual. Este é o caso se e s6 se existe uma forma bilinear
invariante e ndo nula (e portanto nao degenerada) ¥ no espago de representagao de p. Sabemos que ¥
(se existe) ¢ unica a menos de fator constante. Em particular, ¥ ou ¢ simétrica ou anti-simétrica.

A.3.2 Algebras de Lie simples

Na tabela abaixo estdo especificados os diagramas de Dynkin das algebras de Lie simples (de
dimensdo finita). A enumeragao dos vertices ¢ dada como em [Hum]|.
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1 2 3 4 5
7
Er
1 2 3 4 5 6
8
Ly
1 2 3 4 5 6 7

Seja g uma algebra de Lie simples. A representacdo p(\;) de g é chamada natural (ou elementar, no
caso das excepcionais). No caso em que g é uma das algebras A, B,, C, ou D,, esta ¢ a representacao
natural da realiza¢do canonica da algebra (pro exemplo se g = A,,, entao p(A;) é a representacao natural
de sl(n+1) em k™*1), para G esta ¢ a representacao de dimensao 7 obtida pelo fato de G ser a algebra
das derivacoes da algebra nao associativa dos octonions.

Na tabela abaixo descrevemos as representagoes fundamentais em termos da elementar para as
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algebras de Lie classicas.

An,n>1 N"p(AM) = p(An) 1<m<n
Bn,n>2 A" p(\1) = p(\n) I1<m<n-—1
A"p(A1) = p(2X,)
Cry 11> 2 A" p(M) = p(An) & A" p(A) 2<m<n
D,,n>3 A" p(\1) = p(A\n) 1<m<n-—2

N7 (A1) = p(Anct + M)

N'p(A1) = p(2An-1) & p(2Xn)

Aqui, A"p(A1) denota o produto exterior de m copias da representagao p(\;).

A representacao adjunta de g é irredutivel (pois g é simples). Logo, g possui uma (unica) raiz de
altura méxima, a qual é dominante. Se todas as raizes de g tem o mesmo comprimento (que é o caso

de A,, B, e E,), entao nenhuma outra raiz dominante existe.

Suponha agora que g possui raizes com comprimentos diferentes (que é o caso de B,,, C,, com n > 2,
F, e G5). Entao, a raiz de altura maxima é uma raiz longa. Dentre as raizes curtas, existe uma tunica
de altura maxima, e esta € dominante. Nenhuma outra raiz é dominante. Na tabela abaixo listamos as
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raizes dominantes de todas as algebras de Lie simples.

Algebra raiz de altura maxima raiz dominante adicional
A,,n>1 AL+ A,

B,,n>3 Ao A1

Cn,n>2 21 A2

D,,n>4 Ao

Eg A6

E; A6

Ey A

Fy A M

Go A2 A1

O proximo lema ¢é devido a [Kac 1].

Lema A.3.2. Usando a mesma notagao introduzida nas segoes anteriores, seja p uma representagao
irredutivel de dimensao finita e fiel de uma algebra de Lie semissimples g. Sejam também (2 o conjunto
de todos os pesos de p e A 0 peso maximo.

a) Suponha que 2\ é uma raiz de g. Entao,

g=C,, A=A\, paraalgum n > 1.

b) Suponha que A\ — 7 é uma raiz de g para todo peso 7 € , 7 # A. Entao, os seguintes casos sao

possiveis:
g A
Ap,mn > 2 A1, An
Cn, n Z 1 /\1.

c) Suponha que A — 7 é uma raiz de g para todo peso 7 € €, 7 # +A. Entao, os seguintes casos sao
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possiveis:

g A

Ay AL, Ao

A, AL, A2, Ag
Ap,n >4 AL, Ay

Bs AL, A3
B,,n>4 A

4 AL, 2)
Cy A1, Az
C,,n>3 A

D, AL, A3, Mg
D,,n>5 A1

Go A1

Ay x Ay (A1, A1).

Observagao A.3.3. A lista no item c¢) do lema acima pode ser descrita como segue. Ela contém:

As é&lgebras sl(n), n > 3, combinadas com suas representa¢oes naturais e com as representa-
¢oes duais das representagoes naturais.

Algebras sp(2r), r > 1, e as algebras so(m), m > 3, combinadas com suas representacdes na-

turais.

A algebra so(7) combinada com a sua representagoes spinorial de dimensao 8.

A élgebra so(8) combinada com as duas representagdes spinoriais de dimensao 8.

A &lgebra Go combinada com a sua representacao fundamental de dimensao 7.

A.3.3 O indice de uma representacao

Nesta segdo g denotarda uma algebra de Lie simples (sobre um corpo algebricamente fechado).
Suponha também que todas as representacgoes de g sao de dimensao finita.
Lembre que se p é uma representacao de g, entao podemos associar a p uma forma bilinear invariante
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¢, em g, que & definida por
$p(a.4") = tr(p(q), p(d), Va,q € g

A forma de Killing ¢ de g é obtida se escolhemos p como sendo a representagao adjunta de g.
Sabemos que, como g é simples, quaisquer duas formas bilineares invariantes em g sao proporcionais,
sendo assim, existe um elemento ¢, € k, tal que

pr = qus-

O elemento ¢, ¢ chamado de indice da representagao p.
Abaixo iremos listar algumas das propriedades do indice.

a) Se p é a soma direta de duas representagoes p; e py, entao

=Ly +L,,. (A.3.2)

b) Se p é o produto tensorial de duas representagoes p; e po, cujas dimensoes sdo ny e ng, respectiva-
mente, entao

gp = n2€p1 + n1€p2.
c) Seja p uma representagao de dimensao n de g.

1) O indice de A" (p), 1 <m < n —1, (o produto exterior de m copias de p) é igual a (:1__21)6,,.

2) O indice de S™(p), m > n — 1, (o produto tensorial simétrico de m copias de p) é igual a ()¢,

d) O indice da representagao p é igual ao indice da representagao dual de p.

e) Suponha que a representagao p é irredutivel. Seja C' o elemento Casimir que é construido por meio
da forma de Killing ¢. Lembre que C' é um elemento do centro da élgebra envelopante U(g) de g.
Assim, a imagem de C pela extens@o canonica de p a U(g) tem a forma c,id, para algum elemento
¢, € k. Segue dai que

(,dim(g) = c,dim(p). (A.3.3)

f) Usando a notagao introduzida nas se¢oes anteriores e supondo que a forma bilinear ( | ) em h* foi
construida a partir da forma de Killing ¢ de g. Suponha p é uma representagao irredutivel de g.
Se A é o0 peso maximo de p e o é a metade da soma de todas as raizes positivas (que é igual a soma
dos pesos fundamentais), entao

¢, = (AA+ 20). (A.3.4)

Usando as equagoes (A.3.2), (A.3.3) e (A.3.4), assim como a formula da dimensao de Weyl (ver
[S. Martin|), podemos calcular o indice de qualquer representagao p de g. Em particular, conclui-
mos:

g) O indice ¢, de qualquer representacao p de g é um ntmero racional positivo que é nao nulo se e s6
se a representagao p é fiel.
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Neste trabalho precisamos saber, para qualquer algebra de Lie simples g, quais das representagoes

irredutiveis p de g possui indice £, < 1. A tabela abaixo nos da uma lista destas algebras

Algebra  Condicao sobre o posto  Peso maximo da representagao indice ¢,

A, n>1 AL, A m
n>2 201, 2M\, 2(7;:31)
n>2 A2, A1 2(7;11)
3<n<7T A3, An—2 (n;(g(ﬂf)

B, n>2 A1 T
2<n<6 An 222:31

C, n>2 A1 2(n1+1)
n>3 A2 Y
n=23 An m(n{nl)

D, n>4 A1 2(n1—1)
4<n<7 An—1, An 2::15

FE A1, As i

Er A1 %

Fy A1 %

Gy A %

Tabela 2:  Todas as representacoes irredutiveis p com 0 < ¢, < 1

A consequéncia ¢ a seguinte: Para qualquer representacgao irredutivel p de g, o indice £, e a dimensao
dim(p) de p satisfazem as seguintes condigoes:

¢, <1 seesosedim(p) < dim(g);
¢, > 1 se e so6 se dim(p) > dim(g);

l, =1 se e s6 se p & equivalente a representacao adjunta de g.

Na tabela 2, estao listados para qualquer algebra de Lie simples g, os pesos méaximos de todas as
representagoes irredutiveis nao triviais de g cujo indice é estritamente menor do que 1.
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