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Introdugao

B, Witt , em seu principal trabalho [W] sobre formas
quadraticas , introduziu a nogdo de invari:intes para clussifica-
cdo de formas quadrdticis sobre corpos de caracteristica distin-
t» de 2 e para tanto utilizou resultados da teorisa de Alzebras
simples . Um trabalho semelhante foi feito por C.Arf para corpos
de caracteristica igual:a 2 (cf. [4]) . T.A. Bpringer (cf.[3p] )
tratou o mesmo problema , poréﬁ sSob uﬁ ponto e vista de cohomo-
logia de grupos. | .

O objetivo deste trabalho € , essencialmente , a gene-
ralizagio para and€is locais das tecnicas e resultados , cobre a
cohomologia de formas gquadrdticas , obtidos por Springer em seu
raferido ~rtigo . MNestas notas todo anel ¢ comutativo com elemen
to unidade e todo méﬁulo e unitdrio . 4 palavra élgebra signifi
ca élgebra associativa ( ndo necessariamente comutétiva) com ele
mento unidade . Além disso , todo homomorfismo de andis (resp.
élgebras ) transforma elemento unidade em elemento unidade ,

'Inicialmente , demonstramos que se R & um anel local e
(M,q) e (M,ql) sfo R-espagos quadraticos , entlo q e 4y sao
"S-equivalentes" , para alguma extensao galoisiana S de R ; is-
to ¢ , é'sempre possivel construir uma extonsio gaioisianJ o de

I ; 7y s H K, ~ ; L(‘
R tal que os S-espagos quadraticos (SQ@RM,qi) e (bé@RM,qb) se -

. . . e . ’
jan isomorfos (ef. Teor. 1.,1) . Além disso , se K for tambeén hen



seliano , S poderd'ser construide de forma a ser uma élgebra lo-
cal (ef. Teor. 1,4) ., Para a demonstracgio deste Ultimo fato uti-
lizamos a seguinte caracterizagdo de um anel local quadraticamen
te henselisno : "Toda extensio qu.drdtica R[x] de um anel local
R, com x° = bx + ¢ e o polindmio %P~ bX - ¢ , de R[X] , irredu-
t{vel scbre R ; € local se , e somente Se , R ¢ quadraticamente
henseliano" (cf. Prop. 1.2) . Também utilizamos , para as demons
- ’

tracoes dos Teoremas 1.1 e 1.4 varios resultados da teoria de
b

Galois para andis comutativos segundo [AG] , [CHR] e [V].

lo §2 introduzimos as nog¢des de algebra de Clirford
C(M,q) , grupo de Clifford CL(M,q) , Brupo ortegonal O(lM,q) e
crupo ortogonal unimodular SO(M,q) de um espago guadrdtico (I,q)

-

-
sobre um anel local R , Também mostramos , neste paragrafo , que
a sequéncia de grupos

11— U(R) ——=CL(lM,q) —= 0(11,q) ———el

- a ’ -
¢ exata . (cf. Teor, 2.1) . Iste teorema e fundamental para a

obtencao dos

resultados do 35,

den ser encontrados em [KO] , Chuap. II~.

Os resultados do 43 , com excecgio do Teorema 3.4 , po-
O Yeocrema 3.4 ¢ una ge-
0

neraliz ¢ao , para andis locals , do mesno resultado demonstrado

por Springer , vara corpos (c¢f, [Sp] , Teoremz do Ap

No $4 , dado um espag¢o guadra {tico (MM,q) sobre um anel

local R , descrevemos as classes de cquivaldncia de formas quadri

32

pes

ticas a4y sobre M , oue sao S~couivalentesz o ¢ , para sl uma
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-ii
extens”o galoisiuna & de R , com grupo G , como sendo elecmentos
- . T l ot T S ™ . 3 oy
cg q,ql) do conjunto H (G, O(u§§qd,q )) de l-cohomologia ( ndo a
I \
[
belianz) de G em O(SQQQM,QU) (e¢f. Teor. 4.1) . Demonctramos tam-
A -~ ” ~ o . . A
benm que se © e local e q e ql tem mesmo discriminante (q) =

=Zk<ql) entio cs(q,ql) € Hl(G, SO(S@@RM,qD)) ,(cf. Teor. 4.2) .

N§ §5 , usando Algebras de Clifford e mais pirticular
.niente o Teorema 2.1 do §2 , mostramos como paésar do conjunto
Hl(G, O(SQQRM,qS)) para o grupo de 2~cohomologii H2(G, U(s))
associando cs(q,ql) a um elemento txé(q,ql) € hg(G,‘U(S)) . Mos-
tramos af que se S ¢ local de corpo residual infinito , Z\(q) =
=A(gy) e o(a,qy) = 1, entio as dlpgebrus de Clifford C(M,q)

~ - - » ” .
e C(M,ql) sao iscnmnorfas , (cf, Teor. 5.,4) , Como consecuencia
: : 1y / 1 1
disto , mantidas as uesmas hipoteses sobre 8 e se o posto de M
~ » T 2 4 .
sobre R for 2 ou 2 , segue-se gque 0s R-ecgpagos quadrdticos (M,q)

e (M,ql) sdo isomorfos se , e sormente se , [l(q) = Zk(ql) e
Cﬂs(q,ql) =1 ,(ecf. Teor. 5.6) .,

oy . . ) /. . y
o §6 nos restringimos somente a anels locals hense-

~

. - : 7 ~ . . . .
lianos ., Dumos al a no¢ao de invariante de lHusse h(q) de uma fox

7. - . .
ma guadratica g , sobre um anel local henseliano i , como sendo

e ~
un certo elemento do grupo H(G, U(S)) para uma certa extons’io
paloisiana local S de R , com grupo G ¢ descrevemos & classe

O(S(q,ql) en termos de N(q) , Zl(ql), n(g) e h(ql) , pura duas



—-iv—
ma e do Teorema 5;6 que dois R~-espacgos quadriticos (M,q) e (M,ql)
com posto de M igual a 2 ou 3 , sio isomorfos se , ¢ somente se ,
as formas quadré%icas q e q; t2m mesmo discriminante e mesmo in-

variante de Hasse , (¢cf. Teor. 6.4).



1. Modulos cuadriticos.

sejom R um anel e M um R-modulo.Uma forma qu:driatica

sobre M e uma anlicacgio q:M

R tal que :

i) q(Ax) = kgq(x)_ , para A€ R,

i1) a aplicag”o $:ll x M——R , definida por
§J(X,y) =q(x+y)~-q(x)-q(y) & R-bilineur e necezsarimente -simé%ri
“ca., Todo R-méﬁqlo M munido de uma forma quadrdtica q serd chamado

’ /.
um R-modulo quadratico e denotndo por (I,q).

' ’ s, . ‘ . . w
Dado um R-médulo quadratico (I,q) , indiguemos por M
jwal de M(i.d., , M= Hom(M,R)) sidervemos a =plicagd
o dua e M(i.e., , M = 10@{;,A e consideremos a a2plicacgao

¢ M M¥, derinida por Y(x)(y) = <¥(X,y) ; X,y € M, Quando @

V4 /"_ an N . . L. . .
do R-modulo ¢u dratico (M,q) , com M projetivo de tipo finito e

~ 4 . ; £ .
g nao degenerada , ser. chom:do um R-espacgo gquadratico,.

e

Se £f:R —= 8 & um homomorfismo de ancis e (I,q) ¢ um

- /. . /. - Sy .
R-mddulo o drdtico , existe uma Unica forma qu-drdtica
[
(TLU:’S@QM
- £

S gque torna comutativo o seguinte di gramas

M— R
f ® idy . Jf

SR i s , (ver [ , Chop.l1,53) .

4

~ . . . - ’ - X
A nogao de discriminonte de uma forma quadratica sera
descrita localmente.,

Indiguenos por U(R) o grupo multiplicativo dos elemen-—



tos inversiveis de R e consideremos os subconjuntos de R ,
2 : :
R%= {x : xeR e 1-4x eU(r.{)} e d= {x—-:{ : x€R e l—(?er(R)S.
3 ] O 3 ~ N Id
O counjunto R , munido da operag¢io (x,y) ——=X 0 y= X+y-4xy , €
um grupo abeliano e € imedi:to que J & um subgsrupo de RO, 'Indicg_

. . 0 :
mos por G(R) o srupo quociente R /J de R° por J. Be 2€ U(R) ,

G(R) = U(R)/ﬁE(R) e se 24 UR) , G(R) = R/ i ixe my (OF¢ (1]

§7).

Admitamos , rgora , que R é local ¢ seja (M,q) um R-eg

(08

pago qu:drz{‘cico. Se 2 € U(R) , existe uma base {xl,..,xnﬁ de M tal

que
n n 5 | |
qf Z;:lgixi) = Z;L:l o'(igi , com o € U(R), 1L €ig¢n ,

(ct, ﬁv}V]l,§2,Lem.1 1), Le E%U(R) , 0 posto de M & par e existe

uma vase {Xl"‘ ,Xgmi de M tal que

2m ' ID? o) 2
a( Z-'l—l 3i%;) = Zi:)l ( O(igi * pigigi—rm " Ki%i—km )

com {3i€ U(R) , 1¢i¢m ,(cf. [IVTV]I ,8% , Lema 2), O discriminante

A( ) 3 MNON H a €T 3l 2 ~leom ]' G(Q) laaen T N
q) ¢ Torma c¢u.dratica g e um elemento de R) deccrito por :

n
N(q) = [T . (rnod Ug(R)) , sc 2 € U(R)
i=1

Y = o P
e ALY lfl O v O%Ef}n (mod. J) , se 5%[(]({{).

b .. T 7 ) n ',
Un homomorfismo de R-mddulos guadraticos (M,q) e (Ml,ql)

’ . ~ . o ’ . ' .
e uma dnlicag.o R-lineur 't::l‘-‘xl——-—-» M que tornz comutativo o sejuin

te dugrama ¢



ql\/

~ - ’ . - ~
Quando t e um iscmorfismo de R- modulos dizemos que q € gq 840

eﬁ¢ivalentes e denotanos (Ml,ql)ez(ﬁ,q) ou simplesmente qlﬁlq N

7/
caso nao haJA confusao possivel,

A seguilr , trataremos essenciilmente do sepuinte proble

o

. ‘. R L
ma : d:dos dois R-espagos quadraticos (M,q) e (M,ql) , estudar a

(€]

[
. » . ~ . . v - . O .
existencia de extensoes galoisisnas S de R tais que q; € a4 sejan

equivalentes,

Sejam 8 um =nel, G um grupo finito de zubtororfismos de

. G . ’ ~ .
5 e R =57, Dizemos que S e um: extensio g.loisicna de R , com

, a ; /.. - s
erupo G, se S é um: R-{1lgebra separavel que , como R-modulo , &
vrojetivo de tipo finito e posto iguxl a [G:i] . Outra nogao for

. : ! . ! 1 A 7
tenente utilizada nos reszulizdos cue avresentaremos neste para-

PN . ' 2 . 7/ - -
a de extensdo cu dratica de um unel R, Un. R-ilgebra S

D>

graflfo

z Ty

’ o ~ V4

e uma ey1enwao QUﬂ\JdLlca de 2 se b5 e =eparavel € , como R- -nddu~
- Z . T . o . ' T h] ' g b L

lo e projetivo de +tipo finito ¢ posto 2, Modx coxbtensao qu.drati

ca de um anel R & tambdn uma extensdo galoisiana de R(ef, [Sm],

&t ; ) £ T 3 4 1 - . . .

$0 ¢ [MR], Cap. 2 ,§4). No cso em que R ¢ local , uma extensio

- s . s IR ™[ ? P - . ’ ~
quadrdtica de R e do tipo R[x] , com x“=bx+c, onde b e ¢ sio ele-
. ) 2 , ) _

nentos de R tuis que b +4c € U(R). O grupo de Gulois de R [x] sobre

. ’ . ~ .

R e ciclico de ordem 2 e ger:do por G:%X+t—->b-x , Pora mais de-

~

~ o s I
talhes sobre extensoes saloiscinnas e exbtensces gquodraticas de



lfm

~
um anel, enviamos o leitor 2 bibliografia (ver, por exemplo, [AG]

Rﬂﬂﬂ e [V] para extensoes galcicianas e ﬁﬁﬂ, ﬁNﬂB e &h]

tensdes quadraticas ).

Para os resultadeos que se sezuirio assumircmos

um anel local .

para ex

que R &

Teorema 1,1 - Sejam (M,q) e <L’“l) dois R-espug¢os qua

. s . o~ - ’
druticos. bntao, sempre exiszte uma extenssao gnloisiana O

tal que (ngﬁh,ql)A)<OQDm“,qS)

W
H

de R ,

- - ~ e ’
- Denmonctracio : Em toda a demonstracglo §5515n1f101ra6©a

i) 2€UR):
Neste caso existem bases {zy,.05x% )e {yl,..,yn}

tais que

Ne'
N
™
w

Mo
A

!9
]
=

o}

w
A0

82 ) Lem\' 1 ) .

et
—

de

Concideremos S= X C2N35q6§lﬂ}ﬁ;]); RNO&] e
l1¢£isn 1 ' -
RbFi 270 extencdes guadrdtic.s de R e , conceqguenbeumcnte , O
e uma ex!ensao galoisiana do 2, como produbo tensorinl de exten
sYes raloisianas de R.(cf. [AG],Prop.Ad). Vemos, cnt™o que a ex-

tensio 8, assim cenctruid: , possue elementosn 23 l$ién

. 13 ~t . R I /,.' ~
que zy :C(i Pi . 0 isomorfismo de L-esprgos quadraticos.p

TOCUR—~



~5-

do € a aplicag¢io S-linear t: : SR ~—— SX M , tal que t(l®y1-)

,1 £1¢ n.

~

1® %y
ii) 24 U(R):
A . )
Neste ca2so o posto de M e par e existem bases

{xl, EERE W - {yl,, ey 7o} tais que

.. 2n m |
. - 2, %
a Zf 3if{i) = E;Zl Co 35 +fi3:85,n it )
e
m
( Z z 175 ) ZJ_--]_ ( >\iSC /LJ_ i35t ngﬁﬁ-m ), comn

Fi’ }Ll € U(R),1 Si S m ,(cr. [MV l,§5,Lema 2). Pode supor-ce , sem
. / ~ .
perda de genaralidade , cue 08 0(. e A, ,1¢igm , tamben sfo in-
versiveis en R, Como ?ﬁ/U(ﬁ) entio
1, 32 L, N B .
(qi@i)ﬁ-(O(‘S‘)@(A/u)'i-l-(?\\))uilOln‘q. cis

em R, e consequenteliente podemos considerar as extensdes quadrd-

1 t
. : 2 -1 -1
N, o2 I 16
ica Je R[w)] de R, onde v©& = - ﬁ) V. - 0 Zf
vicas & [‘fll [ IJ HE i X5 PivVi T %54
o -1 A, i ,
wi = - >‘i/"‘i i £i¢m . Busta entio , considerarmos

3 = (039 (R [vj@ R[wj] ) e tercmos o resultado descjado ; isto
<$ig

. ~y . 4
facilmente gue S, agzecim conctruld:, e una

’ <
extensTo g loisizna de R(ef. [AG] ,Prop.4A8) e que (S®M,qi ) v

(5@1,4°).

A extensio galoisiana 8 de R , construida no Teorem:
’ - . ’ /’
1.1 é,em geral , semi~local. Mo entanto, & também possivel mos-
trar a existéncia de uma extensio galoisiana local 5 de R que sa

. \ . . o . - .
ticfagy g mesma eximéncia do Yeorsma 1.1 . Para tanto, iremos



—m

- ” .
supor que R, além de local , seja também henseliano e necessita-
remos da sejulnte proposicao:

-

s .~ , o .
Proposigdo 1.2 ~ Toda extensio quadratica R[x] de R ,

2 - P A .2 5 [or . )
com x“=bx+c e o polinomio X“~bX+c,de R ] , irredutivel sobre R,
rd ) ’ . - .
e local se, e somente sc. R e qu-draticamente henseliano.
Antes de demonstrornos esta proposicio, observamos que

um anel local R, de ideal muxim:1?vl , & quadraticamente henseli

ano se todo polinlnmio da forma N Fe P[ admite duas
’ . R , ; . ‘ . . /
raizes dictintas em RAwm, modulo mR{X] , tamnben admite ducs rai.

IR

zes (necessuriamente distintas) em R, O)Vlamente , todo anel lo-

k)

cal henscliano € quadraticamente henselinno,

Demonstragfo :(daProp.l.2)

Indiquemos por 7vi o unico idcal maximal do anel local
R e seda R{x] , com X" =bxie , uma extensio quadritica de R.
Aduitamos que R sejr quadraticamente henseliano e que o polind -
mio Xg-b}i-c, de R[X], sejn irredutivel solre R, ‘I;’Eo:.»straremos que
Rx] & local verific-ndo que rad(R[x]) =MR[x] & o =eu iinico ide
al marimal ou , equivalentemente , cue todo clemento de R [x] —

wiRk[x] & inversivel em R[x] .

Un elemento z e R{x] @ inversivel em R[x] se, e somente
ge , su. norna N(z) = 26(z) €R @ 5 inversivel en }_i(ﬁ’é-o R~ .utonor
ficmo ce R[x], dado por € :x p—sh-x)., Sej. o - (E,xe.ﬁ [x] —mR(x]
N(o ~ ﬁx) =( & - P:{)((X-—ﬁ:(bnz«:)) = o(?no(ﬁb- F?c . e c €L , entio

) .

]

”‘--X- e redutivel cobre R/w e, corsequoentenente X -bX-¢ ten



-7 =

’ . v s s . w2, -
duas raizes em R/ , necessarizmonte distintas, poils b +4C ;é C.
>
e . 7 . 7 .
Togo, X°-bX-c tem duas raizes em R , pois R e quadraticamente
. . .o 2 . .
henselizno, o gue sipgnific2 que X -bX-c e redutivel sobre R, o

que € absurdo., Portanto ¢ g/'yn . Se €Wl , cntio F>$f L, de

[

onde segue-se gue N(o - /5';() ¢ AL 2N consequenvemnente , o —-l?)x e
inversivel em R[x]. Analogamente , se ﬁém , entio C{g['m e no-
vamente teremos 0(-{3}: inversivel em R[x]
assunmimos , finalmente, que O(&(W‘L e ﬁém lieste ca-
so, se I‘xl'(()(—-/&x)ém entio - ‘rc(/% ﬁ,o = 0 em R/wz , de onde
e T Xy = w2 4 . o
cecue~se qie (=) =b(=-)~C = , ou seja X"-bX-c e redutivel so
il 1/2 [ 9 e . .
bre R/v e, conseguenteuente , -bX-c e redutivel sobre R ,0
’, N N - 4 . 4
cue e absurdo. Logo ,L‘I(O(- r&x)gf/\m e portan“t;o O(-(EX ¢ inversivel
cen R[x].
. . . . e o e Lon
Reciprocamente , secja X ‘;40(4*;4«(36‘12 (¥x] um polindnio gue
A e £ LR SR ™ ) 4 s {7 T o~
adnite riizes distintus em R/ , medulo wrell [A] . Lozo,
-2 R/ = . 2, o
[o{ -4?)/—- O ou, egiivalentemcnte , & ~~,L{3€ U(R) e, conucquentemente

v 2 , 40 -
o anel R[]com x“=- O(X-ﬁ , ¢ uma extens’o quadratics de k., Tor ou

~r i

5 de X5+ ¥+ ’3 em Ry, entTo o cle

6]

tro lado, se & & uma das raiz
mento (a-x%) de R[] -mR[x¥] nfo & inversivel en R[x] , o aue cigni

~ s . . ot -
“ica gue R[¥] ndo & local. Logo, o polindmio Z™+waX+8 nio pode ser

]

. A < . P4 - .

irredutivel sobre R { pois, caso contrario , R[x] serias local),
- o y R

ou seja X +oui+[3 sdnite duas roizes (nocessariomente distintas) en

. ; ’ , R . ’
R e isto nostra gque R e quadraticamente henseliano, %3

~
Yot

’ . o ~
Corolaurio 1.3 - Beja R[x], com x"=bx+c , uma cxbenslo
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- . , ) . . . el . i
vadratica de R, Se R & henseliano e o polindmio X“-bX-c de
q ’

R{x] , € irredutivel sobre R , entio R[x] & local e henseliano.

Demonstrac o :

- 7’ » -
Como & e henszelino , e , portanto, quadraticamente hen
seliano , segue~se da Prop.l.2 que R[x] & local. Do fato de R[x]
» > : . - Id - ’ .
ser inteiro sotre R , pois R [:c_] e um R-modulo livre de posto 2 ,

sepue-se que R[x] € henseliano(ef. [N], Chap.VII,&4%,Cor.16). &

Teorema l.4 -~ Sejam (M,q) e (E{',ql) dois R-espacos

’y . " \ . . ' . . ~
usdraticos, Se R € henselisno, existe sempre una extensdo calo
b - (&}

[ e}
siana local 8 de R tal que (S@T,P-’I,qi) N (L)'®RP-'I,qD).

Demonstragio: ;

. . . ’ . s . .
Repetimos aqui um raclocinio anzlogo ao visto no Teorg
: ’ , ~ .
ma 1.1 . Observamos. , tumbem, gue em tods a demonctragio & si-

o ’
gniricara ®R"

i) 2e UR):
Sejam {xq, o X} e {yl, ceesy b boses de M tais que

n n
>« - 2
Q(ZJ:ISJ.KJ) Zj:l C(J§J

n n :
= - 5?— “ »] Al

[v], ,82,Lema 1) e concideremos as extensdes quadrdticas R[y]
1 . J

T 2 . o
© R[—fnﬁj] de & , conm )‘J‘ =0<J' © Yo+j = /B- , L£j8n . feja I

. 7/ . . . ~r 2 N .
o conjunto de 1ndices 1 tais que X4 2(\‘; seja irredutivel sobre

& R [Kk] e seja S - & R[(\f\i] . A R--flg;ebra 5, assim cons-
k#i '



truida , 6 uma extensio galoisien: de R (cf. [4G],PropA8) e pode
verificar-se facilmente que (S&M, ay ) (s@11,q ).

Resta apenas a verificacao de que S ¢ local e isto sera
feito por indugdo sobre o cardinal de I, Se I = {il,...,iri, com
1¢ér$2n , entio 8 = ngi%é§ ""égR[XiJ K R{Xi] ¢ , clara-
mente , uma-extensﬁo quadrética de R, local e henseliana , pois

- Xi € rredutivel sobre N # 1 ﬁ{lj] ek, em particular ,

sobre R (ef. Cor. 1.3) . AdmLtaﬂos (hipdtese de inducgdo) que

S'sz4®'”®RWi

A R-d1gebra S'QR Oyy

,om L<{¢sér , seja local e henseliana.

v @)Rlﬂ/u2 X1ﬁ+1) gt ]/(f _X

. s+l
’ ~ ey . s . 4

e uma extensio cuadratica de S5' e m - X- e irredutivel
1o+l

J
1%

skl

sobre S' (pois € irredutivel szobre & R[Xi] ) , concluimos
: k#s+1

gue u‘@@fiQf § local e hensellgna (c¢fe Cor, 1l.%) o Portanto
c~+l

S = R[Ki]§§...§§R[XiJ ¢ umo extensio galoisian: local de R,
1 T
i1) 24 UR)
Neste caso o posto de H 4 par ¢ sejam {xl,...,xgq} e

{yl,...,yami bazes de M tais que

2m _ o
2.x.) = ( . 3. %. + Y. 25
a ZJ'=1 5% %‘_ % 5 P FE %ga-ﬂn )
e
2m m ~
2 > .2
L) = ) 3 O+ U.3.%. + o
ql(z%rq_gJyd) Zgzl( >‘J%J /UJEJ§J+m jjd+m ) , com
aﬁ,kj, 5 @ /% inversiveis em R, 1€£3€m , ( cf, [HVJl, §% ,Lema
2) . Considercmos as extensdes quadrdticas R[wi] e R[wj+ﬁ] de R
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2 -1 -1 2 -1 -1
wh o =(=ofZBL) w. o+ (L) e wh o =(= WL R D + (=A.7V.
com ;g ( X /JJ) 3 ( A J‘J) 3+m ( 7\3/&(]) +m ( AJ QJ)’
1$3€m .
S5eja I o conjunto de {ndices i tais que

e -1 -1 R - -1, - -1 .. .

- " .X N . $ = . A % o . N se = i seée
L7+ WJ PJ +-dJ Kb(so i=j) ou X+ )J/ﬂb{+ XJ QJ ( se i=j+m) seja

irredutivel sobre Q@ IRB@] . Beja b = C@ REW;] . Verifica-
T < .7 1 :
k#1 iel

) . ’ ~ . . .
se , como em i), gue S e uma cxtensio galoisiana local de R tal

o1 - v 5 I
que <U®I‘,ql) {_\.} (’*‘)@M,q ) . ﬁ

Observacao : A exlensdo galoisiana S de R , construida

- /’ /7 .
no Teorema L4 , além de local , € também henselizna.,

’ . / i LA Nl
2. Grupos ortogonais e algebras de Clifford,

o . ” - / /. 7/
Sejam R um anel e (II,q) um R-mddulo qu.dratico . A al-

5

rebra de Clifford de (M,q) , que indicaremos por C(M,q) , € o

guociente da élgebra tensorial T(M) pelo ideal bilatero I(q) ,
de T(M) , perado pelosz elemcntos da forma xg—q(x)lm(m) s, Para
todo xe€ M,

Observamos que C(M,q) § solucdo do problema universal
posto pelas aplicagdes R-lineares giM———— 4 , onde A & una R-41-
cebra , tais que (g(x})g = q(x)lA , para todo x € M,

Se graduamos T(M) zobre %/p% , frzendo

2(1) = 0 (W@ST (M) , onde T (1) = P 22w e
150
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T. (M) = &) T21+1(M) , com TJ(M) =Q§é(ﬁ) , entdo o ideal I(q)

1 i3 0

¢ homorseneo em relacio a essa graduagio e consequentemente C(M,q),
como alpebra graduada =obre 7/, + € descrita por

c(M,q) = CO(H,Q)EBCl(M,q) , onde CO(H,q> é a subilsebra gerada
pelos elementos da forma xy(mod I{q)) , com xX,y€ M,

0 cohjunto.dos elenentos x € C(M,q) tais qué Xy=yX o Pa
ra todo y €C(M,q) , ¢ uma subdlgebra de C(lM,q) chamada centro de
C(M,q) e denotada por Z(C(M,q)) . O centro de CO(M,q) ¢ definido
de modo andlogo e denotado por Z(CO(M5Q)).

Se (M,q) € um R-espacgo quadrdtico , onde o posto de M
¢ par , entio %(C(M,q)) = R e Z(C~(M,q)) é’um R-mddulo projetivo
de tipo finito e posto 2 . Se o posto de M 6 fmpar entio 2(C(M,q))
¢ um R-mddulo projetivo de tipo finito e posto 2 e Z(CO(M,q))

(cr, [NV]l ,54), Localmente , se 2§?U(R) entao Z(CO(H,Q)) ¢ una
oextensio quudratica de R , do tipo R[ﬁ] , conm x2=x—ll(q) . Além
disso, se (M,q) e (M,ql)-séo dois R-espacgos guadrdticos , entﬁd
Z(CO(M,ql)) v Z(CO(M,q)) , como R-dlgebras , se, e somente se
ﬁk(ql) =/N\(q) en G(R) , (ecr. [H],82 e 53).

Un elemen xe C(M,q) = ra

ox = i , se XesCi(M,q) . Pora qualquer subconjunto B de C(M,q)
denotamos por hE o coajunto (E(]CO(M,q))LJ(E(]Cl(N,q)) dos clemen
tos homogéneos de L ,

Se (M,q) € um R-espago quadritico , pode nostror-ce que

® . o . . - s . .
M se identifica a um subespago de Cl(h,q) . Se M e um B-nddulo 1i
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vre de posto n, entdo C(M,q) é também um R-modulo livre e seu pos-
to é 2%,  Todo homomorfismo t:(Ml,ql).~—~>(M,q) de R-espagos qua-
driticos Se estende a um homomorfismo de R—dlgebras
C(t):C(Ml,ql)-———>C(M,q) tal que C(t)(Ml)C:M . Reciprocamente,to
do homomorfismo de R-dlcebras t':G(Ml,ql)—é-—bC(M,q) , tal que
t'(Ml)C:Pi, dd origem , por restriglio a My , a um homomorfismo de
R-espacos quadrétiqbs t=t'lm :(Ml,ql)-—-(M,q) tal que C(t)=
t' , Ainda ; devido q e qg se%em nfo deseneradas (ver [1VL],Lema
1.4) , podemos tanbém afirmar que C(t) & injetivo, sobrejetivo ou
bijetivo se, e somente se. t é,respectivamente y injetivo, sobre
Jjetivo ou bijetivo, .

Se R —— 5 € um homomorfismo de endis e (M,q) ¢ um R~
modulo quadrdtico , entfo (SG@RH,qS) ¢ um S-mddulo quadrébico e
C(SQ@RM,Q ) ge identifim naauralmente a L—ql‘buru QGD C HMy,q
?ara mais detalhes sobre Ml””brao de Clifford enviamos o leitor
a bibliografia , (ver, por exsmplo , ﬂWJi ,1=1,2,7% ,[@R],[B]i

i=1,2 e [Bo] ).

ism seguida , assumiremos que R seja um anel local e
SN ’ e Y
cue (M,q) denotard sempre um R-cspago quadratico,

. e ' \il 4
Ut R-automorfismo t:M——IM gers chamado ortosonal se

R

o ¢diagrama IM ~__——+Pﬂ for comutativo.

N/

. 1 - L ? 4
0O conjunto dos R-automorfismos ortogoniis de (M,q) € dotado
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de uma estrutura natural de grupo chamcudo grupo ortogonal de (M,q)

e serd denotado por O(M,q) aisimplesmente 0(q) , czso nio haja

confusido possivel, O grupo ortosgonal unimodular (ou especial) ,

denotado por SO0(M,q) ou simplesmente S0(q) , € um subgrupo de 0(q)
- i - i ‘ Rl 3 O = : O A C 7 el = 1 .
definido por 80(q)= {t : te (q)'e (t>|u(CO(M,q)) id} se

EE¢LKR). Se 2 €U(R) , observamos que se t€ 0(q) entio a(t) = £ 1,

onde d(t) denota o determinante da matriz de t em relagifo a uma

base de M, Neste caso, definimos 80(g) = {t : t O(q) e a(t) = 1}.
Se u€C(M,q) ¢ um elemento homogéneo e inversivel , de

finimos um R-automorfismo m, de c(M,q) , dado por

ITu(x) = (_1>bu3x uxu™t , para todo x €hC(lM,q). Obviamente , se

ﬂh(M)CZM , TT, € 0(q) e’ﬂhGFSO(q) se , e somente se uesCO(M,q),
(cf. [MV]2 e [ng ). O conjunto CL(M,q) ( ou simplesmente CL(q))
dos elementos u€ U(aC(M,q)) tais que 'ﬂhé‘O(q) tem uma estrutura
de rrupo , chamado grupo de Clifrford de (1,q) . Haturalmente,

e e mera eranstane —

existe um homomorfismo de grupos Tr:CL(g) —>0(q) dado por

“TTw) = T, » pura todo u € CL(q).
Teorema 2,1 - A sequéncia de grupos

1 —s U(R) —>CL(q) ——>0(q) —1

e exata.
Dewonstragio : Ver [B]lx,Chap.V ,Teor.,?.9 e [BJ? , 93,
Prop. 3.3.2 , g

Contudo , observamos gue este mesmo resultado foi obti_
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do por Klingenberg (cf. [K] ) para um anel loc:l R , com 2 € U(R)
usando o f=to , tembem por ele demonstr:do , de que 0(q) e gerado

por isometrias do tipo 0 :y —>y - i&ﬁlZl.X , O X, yEM e
- q(x)
q(x)€ U(R), Klingenberg demonstrou que sc t €0(q) , existenm ele-

mentos %y,..,X, en M tiis que q(xi)é'U(R) , L$isr e

T

clt)(y) = (él)r(xl...xr)y(xl...Xr)"l , para todo y€ M em C(M,q),
onde T = O(mod 2) se , e somente se . t€80(q). & verificag¢To de
que , para cada t €0(q) , o elenento 34 =Xy e X, ¢ unico , & me-

~ /o .
nos de um fator em U(R) , ¢ imediata.

No caso em que EBf[KIO , Knebusch [Kn] verificou que
/ p . . . .
0(q) tambem € gerado por isometriis , como descritas acima ,

’ _— -
exceto no casoen que o posto de M e 4 , o corpo residual R/rvi

7 . . . s
(771 denota o uUnico ideal maximal de R) de R ¢ Z/2Z e

Id

- i { ) I /. . 4
(R/QLQQRh,q{/”m) e um espa¢o hiperbolico( isto e ,

R R R . /.
(R/nZQQRM,q“/bQ) n (NQ}hfq‘) , com N um R/wiL -submodulo de

(W,R/ve ) e g':n@N*

i{/.,n@RM , *= Ho 8/t  dada por

BR /v
q'(x,£) = £(x) , para todo x €N e Fe "), Usando este fabo, tam-
rd [

bem pode obter-se resultidos analogos aos obtidos por Klingenberg

¢ descritos acima.
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%,Cohomolor;is ndo abeliana,

Sejam G e G' dois grupos tals que G atua sobre G' como
prupo de operadores ; isto & , existe uma aplicagdo G x G'——sG'
denotada por (g,8') —w g% g' e que verifica as sezuintes condi-
¢les

£ * lés = 1(}|

(g185)% 8" = g% (g% g')

i1

gx(g185 ) = (g% g])(gxgh)
guaisquer guae sejam gl,gg,g;eG~e gi,gé,g'e G,
Toda aplicagdo f:G —G' que veritica f<8182)

” 4 e - L) -
"(bl* f(uo)>f(g1) e chamada um cociclo e dizemos qgue dois cociclos

£f e f' s2o coh omolo 0s se existe g'e€ G! tal gue T (@)

=(g4€g')f(g)g'- , para todo g€ G, Deflnlmos assim uma relagdo
de eguivaléncia sobre o conjunto dos cociclos ¢ o conjunto guo-

. 7 ’ .
ciente sera chumade conjunto de l-cohomoloria de G com valores

1 . p
en G' e denotaco por H (G, G')., Observemos, ainda,que sc G' ¢
abeliano entlo o conjunto dos cociclos , munido da operagao "mul-

- . - / ~e - -
tiplicagaQ pontual , e um grupo 3 a relaglo de eguivalfncia ,
. 4 4 ~ '
acima descrita e compa ivel com essa oneracao e conscequentenmente
L 1 e . . N < ’
H"(G, G') também tem uma estrutura de srupo abeliliano e ¢ neste
b L £ 4

cago, chamado grupo de l-cohomolorila de G com valores em G,

Ho gue scpue , assumiremos que R seja um anel e S una
xtensdo galoisiana de R , com grupo G,

Sejam (M) uma clesse de isomorfismos de R-nddulos re -
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- - 4 . - S .
nresentada por N e M um R~modulo livre de posto finito n . Dize-

EN

&)

/ . . . .
mos cue (M) & um: forma torcida de M por 5 se existir um isomor-

fismo de S-mddulos ﬁ’S®RM »S@RN ; isto € , Se S@RN for

1

rry

/ . E 3 .
um w-modulo livre de posto n . Denotamos por %(I‘-J) 0 conjunto

das formas btorcidas de M por S, -

. ~ -y 4 7 .
Proposigao 2.1 - ©Se R e tal gque todo R-modulo proje-

. . R . L . ~ .
tivo de tipo finito e posto constante e livre , atdo (fs(ﬂ) =

{(M)} , para todo R-—mo’dulo livre M de posgsto finito,

Denmonstrag¢~o : imediata., - o]

Consideremos agora um R-modulo livre 1 , de posto fi-
nito n21 e denotemos por Gln(S) 0 grupo dos automorfismos do
~ / ; ~¢
B-modulo S®RH . O grupo G age naturalmente sobre Gln(b) do se-
sainte wodos :

; -1 . .
(t)(x) = ¢t~ (x)) , quaisguer que scjam ¢eG ,
e - n . ) Tn 1 ) 7 ’

t €l (8) e xeS® M, onde ¢ :8Q 1 —s 3B 11 & dada por
F(s@m)= 0(s)®m , para todo s€S e mel,

O que tencionamos € wostrar que 0s conjuntos g‘S(M) e
1 ot ~ ) . ‘
1™ (G, Gln(o)) sao equipotentes.,

Seja () € ":{S(M) . Babemos que existe um isomorfismo

- ’ — ; - . -
de S-modulos P::J®RI~'I———-—->Q®RI‘-I . Consideremos , para todo @€ G,
4o ~ 1 - r : «l s
a8 aplicagoes Ga,:ogthl —_— b®£{h tois que 6(?‘: 0’.’%.0‘.1‘3 o
. . -1 =1 2 o P P 3@ 1

Orservenos gque o".ﬁ .G e citaramente unm isomorficsmo de RN
cobre SR M e obviamente €GlL (3) e B..= (0000 quals

R ’ ‘ ’60‘ 1’l<> or ( 7’>(f’* -

cier cne sojam  0,7€ G, Ascim , o aplicagio .L"P:G ~f-—->G1n(S) R
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clo . Além dis

definida por fp(G‘) = 90,= 0'.{5"1.‘0‘7}# , para todo 0€ G , ¢ um coci
sso , se ':S@RM —_— ®RN ¢ um outro isomorfismo

de S-modulos e fp¢ € 0 cociclo correspondente , tomando
X = /5"'.1/8 € G1_(8) temos
fﬁwvmsmpﬂfﬂpﬁﬁﬁz=<zpﬂvﬂﬁ

= @R - @250
ou seja : |

flg. @) = (G'O().f/S(O”).O("l , para todo 0CEG , e isto mos-

~ /
tra que fﬁ e f{@. , sao cohomologosg .

- Com isto vemos gue existe uma aplicagdo

7 :?S(M)-——*.HI(G, G1,(8)) dada por #(()) = [fF] , onde
‘B:S@)RF»I———-—»S ®RN ¢ um isomorfismo de Sumgdulos . Observamos ain
da , pelo que vimos acima , que a aplicag¢io ® ndo depende da es-
colha do isomorfismo {@ .
J
Sejam (M) e (') elementos de Cf’S(M) tais que F(N)) =
= F((N')) , Isto significa que existem isomorfismos de $-nddulos

@s@mm~mﬁs®ﬁie ﬁ%S@RM-»S®RNtmm mw:ﬂgef , 4 830

it

cociclos cohomdlozos . Logo , existe O(GGln(S) tal gue f/g.(&')
=(CX)f (0‘)0{“1 , para todo G§&£G , de onde tiramos 0, 5'_,107%,/3'.“ =
:0‘,0(.0‘"‘.10"{3"1.0'"'%(5) ou seja , 0';“{5'_0(.@"1 = F‘.a.ﬁ",la“ . bntdo , (3',0(.’51 =
- ids®J\ , onde X‘:N — N' ¢ um isomorfismo de 2-nddulos , (T,

[KO], Chap.II, Prop.5.2). Portanto (') = () e consequeuntenmcnte

’ . . .
' e injetiva .
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0‘*=(.€((T))~.10’:S@1?I*2——-—S®RM , para todo G € G, £ imediato que 0s
6%si0 aplicagbes aditivas e semi-lineures en relagio a S. Além

. *_ oo - - . -
disso , (@7) =(£@D)Tar = ((o£(r))e(@))For = (£(e)) F oo () Lar
=(s(e)rate )t Ftar= (@) = 017 quais -
cuer que sejam ¢ ,7€ G, Logo , existem un R-modulo ¥ e um iso -
morfismo de S-mddulos ‘? s ®RN-‘——-«-S RM tais que O‘.*17= 7?0", pa-
ra todo € G, (cf., [XKO] , Chap.II,Prop.5.1). Disto deduz-se facil
mente aie () é,uma formi torcida de M por 8 e que #((W)) =[f7?l]

A'A, U4 . . .
={f] , o que nostra que ¥ &sobrejetiva., Demonstramos, ussim o

ceguinte teorema.

Teorema 3.2 - Hl(G, Gln(S)) e ?;(M) sao conjuntos

eguipotentecs.

Decorre imediatamente da Prop.3.l e destec teoremz o

. / 3
seguinte corolario .

/. P ’ . ’ .
Corolario 3,32 - e R e tal que todo R-modulo vrojeti

. o s s . o~ -
vo de tipo finito e posto constante e livre , entdo Hl(G, Gln(b))

I

I . -
G 3 isto e , para todo cociclo f:G-———*Gln(S) existe um elemen

i

to o € Gln(S) tal que £(07) (Gu)ofl , para todo G € G.

Admitamos , agora , que R e 8 sejam locais , de ideais
moaximais V2 e S , respectivamente e cujos respectlvos Ccorpos
. . o~ . . . e . v s ) A s

residuais %AWL e 3/ pg sejom infinitos « O teorema seguinte e ,

no caso de extensdes galolsiunas locais de um anel local , uma

. ~ . /. . .
generalizacao do corolario acima enunciado ,
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. s 4
Teorema 3.4 -~ Seja A una S-algebra , que como S—mo’a_g_

lo ¢ livre de posto finito . Se G se estende a um grupo de auto-
morfismos de A , entdo Hl(G, U(A)) = 0,

Demonstracao :

Seja fe Ut

(G, U(A)) e consideremos o elemento

P . £(6) X da S[X, :0€ G]-dlgebra A[X, :0€G] . % norma deste
Te G ¢ N | 4

elemento , em rela’gffio a S[Xa. :0€ G:l , denotada por

N(OZ_G_,Gf(O")X ) , € um polindmio de UE{O. :G’€'G] ,(cf. [Bo], Chap.
8, $12). Por outro lado , S/ s ¢ um corpo extensio de Galois
de RAm , cujo grupo de Galois G consiste dos elementos O dados
vor 0(5) = G(s) , para todo s€ 5 e0€G ¢ tais queT =7 se, e
somente se , O =93 quaisquer que cejam C‘,TeG (crf, [CH.R],

Lema 7). 4lém disso , € de verificacgdo imediata que

ot . b~ s . . ~ . . ,

H( _5_ F(G)X )e LS [Kb, : e GJ ¢ um polindmio ndo identicamente
Ge

nulo . Assim , da independ8necia ulgdbrica dos elementos do G

sorre ”/1’71—0 (ct. [Bo], Chap.5 , ¥10 ) , segue-se que existe um

elemento s_ de 3 tal que Ii( Z_,f((‘f e )(s ) = I“(}_Jf(c')ﬁu)(ﬂ )
ceG

o
7eG
,é 0 em 3 ws » © cue significa que 11 ( Z (o)« )(0 ye u(s), Co-
oeG
‘T(Zf(O‘)K )(e ) € exatamente igual a norma do elemento
geG
z (O')O’(SO)GA , em relagio a 5 , entfo ‘\(7 (O‘)G’(b ))
get : , 0eG

€ U(B) ou , equivalentemente , ag U(A)

Da propriedade que define os cociclos temos

6(z) - me)om )= L@ e s, -
TEC 7€ ¢
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=( 25 slemarts NN = ale(e)™?

_1., O7€G
=¢(a"")a , p ra todo CE€ G,

; ou seja , £(0) =

Os resultados demonstrados neste paragrafo , com exce-

~ ~ / - V
¢ao do teorema 3.4 , sao tambem encontrados en KO] y Chap, II ,

rd . ~‘ 7 .
O teorema 3.4 e uma generalizac¢io psara andis leccais , do mesmo

resultado , demonstrado por Springer , para corpos (cf, [up] R

Teorema do Apéndice ).

B C!
4, O conjunto Hl(G, 0(q™))

al

Sejam R um anel , M um R-mddulo e S uma extensido galoi

sizna de R , com grupo G , Para todo 6§¢ G e para toda aplicagdo

¥ de 'S@RM em S ( ou em S®RM> definimos a aplicagdo G*‘f) tal que
(0"?} (x) = a({§( 7)) , para tcdo XGS@RM , onde
U:S@RM -——->S®RM e dada por ¢ (s®m) = ¢c(s)®m , qu

rd
que sejom s€S5 e mel , I de verificagao imediata que :

wisquer

. -+ K 4 - /.
i) ge q':8 I{M - 5 ¢ uma rforma qu-dratica enta
A
q' = q' ara todo € G se, e somente se Voo o PLIL
4 3 pJ, a Couo g 2Ty 2 OIS v D > q__ q g Pl
als

uma forma quadratica q:M =il )

ii) se (P’ :S®1{M —_— b@{u € uma aglicaglo S-linear
- EN

entio 0"0[’)' = (]0’ , para todo 00€¢ G , se , e somenbe s2 ,(f’ = idb@‘{)

URNICAMP
MRLNTIOA CENTRAY
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para alguma 2plicac¢do R-linear (P:M >, (cf. [kO] s Chap.IT ,

§5 , Cor.5%.2).

se (M,q) e (M,ql) sf0 dois R-mddulos quadraticos , di-

zomos que g € g4 sdo S-equivalentes , p.ra alsuma extons 150 galol
(& (&
(&) -

. [ K ~ . . . .
sinna © de R, se q e g, sao equivalentes ; ou seja , te 05

fel}

s ' ] - t q S < - [S] > d
-mnodulos quadraticos (BGQPH,q ) e (6§§Rﬂ,ql) sXo isomorfos.
1
Obviamente , se q e ql sao equivalentes ( ou R-eguivalentes) en-
- o

tdo q e q, sao. S-eq: ralentes , para toda extensdo galoisiana 8

de R,

Nos resultados seguintes , R denotard sempre um anel
d . - 7/ .
local e (M,q) e (M,ql) dois R-espagos quadrdticos . O Teorema

€

1.1 nos garante que q e qlﬂao sempre u—pqalvalenbes y Dira algu
ma, exLen o gzaloisia na S de R . Logo , existe um isomorfismo de
S-mddulos t:SQQRM-—4»S@QRM tal que qS(t(x)) = qi(x) , para todo

xe SO . o .

Dénotemos por G o grupo de Galois de O sgobre R ; Como
CeE) = G =) = 0@ @) = e ¥ weT ) =
=(qu)((ot)(x)) = qS((Gt)(x)) , existe ug € O(qs) tal que
Ut =0t , p.r. todo 0C€G, Além disso ,(07)(t) = ¢(re) :U(u,r-w

T

=(€u7)(€t) = (Fuflua.t , de onde segue-so UFT:(EQT)%T , quais-

guer qile sejam 6,7 € G .

. _ N )
Por outro lado , se t':3Q@ K ~5Q@ 1 e tambdn um ing

it

C(
morficmo de S-mddulos tal que g (t (x)) qi(x) , pura Ltodo x €

SQQRN , entio ¢ (t'(x)) = qu(t(x>) , de onde resulta t'=ut ,



DD

[ S
para algum u€ 0(q”) . Logo , &' = %%t' , para olgum q&eo(qu) ?
git' =0(ut) = (Cu)lot) = Qyu)udu";t' e disto temos @Tulﬁfu—la

u! =
o
rara todo§€G,

=

C‘
/ . ) ~
I necessdrio observar que se u€0(q”) entdo gu €

O(qS) , para todo §€G , isto ¢ , G age , a esquerda sobre O(qS).

Do que vimos acima , podemos , entdo , concluir que to
- /. r e - S ’
~da forma guadratica ay gobre M , que e s-equivalente a q , da o-
. : : . . 1 S
rigem a uma classe de l-cohomologiz cg(q,ql) de H-(G, 0(a™)) ,
i ‘
. . - S N -1
representada pelo wmciclo it:G-——uO(q ) tal que ft(J) = (et)t™,
[a] [&
g .} , . > . s
para todo @ € G onde t:(»':‘»@taf“f,qi) S— S @Pl*l,q’ ) € um isomorfismo
£ " .
a ~y - ‘ LTI C-"’\o - r L SR ¢ v T o
de ©v-~espagos quadraticos . Observemos tambem gue a represcntagao

da classe cs(q,ql) ndo devnende da escolha do isomorfismo t .

Teorema 4,1 =~ As classes de equivaléncia de fornmas

’. . ~ - . .
guadraticas q; » que sao S~equivalentss a

q
) .. . \ -1
dfncia bijetiva com os elementos de HW(G, 0(g7)).

Demonstracio

Inicialmente , mostremos que cs(q,ql) = cs(q,qg) en
1 Sy o~ .
(G, 0(¢~)) se , e somente =c q; e a, sdo equivalentes .
Ldmitamos que cg(q,ql) = cﬂ(q,qg) e sejam

o
2 _ -
hi:G--—aO(q“) dadas por hi(G> = (Gti)til , onde
- .
“ o | ‘ X 2 ~ . ] A “ v V4 .
ti:(b6§Rh,qi)—-¢-(5Q9Rﬁ,q“) sd80 isomorfismos de S-mddulos qua-
/ > -y . - - )
draticos , os representantes de cs(q,qi) , (i=1,2) . Como

cb(q,ql) = cs(q,q?) , podemos considerar , sem perda de generali
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' =1 -1
dade , que hy= h,= h ou que n(@) = (O‘tl).tl = (O’tg).tg , para

T AL -1 _ ~1 e =Ly
todo G € G, Resulta dai que 0’(t2.tl) = (crt2 ),(o~tl) = ((,»u2), (o—tl/

= t;%(h(w))flh(U)tl = té%tl , para todo G€ G e , conseguentemen

te , existe um isomorfismo de R-mééulos t:M——I1 tal que
Ml_
ta.tl’
2,08 3 3 S
5.2) . Logo ,q,(t(x)) = a5(t7(x)) = ¢”(t,87(x)) = ¢” (b (x)) =

ot
o N - ~
= ql(x) = ql(x) y para todo x €M , o que mostra que qi e g, s30

= 1d4®@t =t , ou ;= t,t7( of. [KO] , Chap.II , §5 , Cor.

eguivalentes., Reciprocamente , se a4 € 9o sd0 equivalentes e an-
~ . h ~ / . . ~ . .
bas sac S-equivalentes a q , entao € de verificag¢ao imediata que
s S . .
Pinalmente se cejHl(G, 0(q”)) , cujo representante e

h:G-——~>O(qb) , existe t € Aut (Sébqﬁ) tal que h(@) = (o)t ,
S &L

para todo 6€ G (cf. Cor.%3.%) , Seja q':8Q M -—sS a forma qua-
EAS

[

drdtica dada por q'(x) q”(5(x)) , mra todo x € 8 ;1 . Como
1. g S
(6°q ') (x) :U(q'(o‘l(x)D O ETE)))) = (0g®) (o) (2) =

= qs(h(ﬁ)(t(x})) = qs(t(x)) = q'(x) , pdra todo x €

i

I

1 a ~ j 7. p
ﬁégnh , entao q' = q para alguma forma quadratica qL:M-~—vR.
S S} » -
De ql(X) = q'(x) = ¢ (t(x)) , para todo x¢€ bé@RM , Vemos que h
i .
¢ tambem um cociclo representante de cS(q,ql) , 0 que mostra que

c= cgla,qy) . b

~

Para o teorenma sepuinte assuniremos gue a extonsao

. . - . : ~ 7 7
galoisiana © de R , mencionada no Teorema 4,1 , e tambdm local,.

~
o

Teorema .,2 = 48 classes de e

¢

mivaléneia de formas
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/. ~ . N
cuacdraticas Qy sobre M , cue sao S-equivalentes a g e tem mesno
discriminante que q , estdo em corresp ondéncia bijetiva com os
A 1
elementos de H (G, bO(q ))-

~
~
1

Demonstracao @

Seja q uma forma Ql)_adz‘aftica S-equivalente a g e consi
deremos a c.asue de l-cohomoloria ¢a (« 5 € ) € Hl(G,-O(qS)) ., re -
.presentada pelo cociclo f:G——~—->O(q ) dado por £(6) = ((rt).t"l ,
onde 1‘~S®T)I-‘E——-;- D@ M ¢ um cutomorfismo do S-mddulo S@RM tal
cue q (t( )) = (‘c) para todo x € S®RM .

Devemos mnostrar que £(¢) € SO(qS) , para todo G € G ,
ze , e somente ge , A(ql) = N(qg) en G(R) . Para t.nto distinguire
mos dois casos , segundo 2 seja ou nio inversivel em R .

i) 2€U(R) N

Neste caso , G(R) UCR)/UQ(.’R) e adunitamos que
A(ql) A(g)(mod U= (R)) TLoco , exishe A € U(R) tal que
A(q ) :A(q)x . Alénm disso , qij(x) = qu(t( 2)) , p:ra todo x €

~

R, e, entdo , A(qf) :A(qg)(d(t))d , onde t) ¢ o determi
nante da matriz de b em relagfo a uma bese de M, Como ./l(qg%
=N\(q) e A(q']g_) =A(o ), obbtcmos
AN = Aday) =A<ﬁl =AG7) @) =AW @®)? o do fato
de 8 ser local serme-se que 4(t) = 2 A € UWR) . Assin , ¢la(s))=
= a(t) prra todo G€ Ge , como alet) = 0(d(%)) , obleuos
a(r(e)) = a((osyt™) = aloe)(ale))™t - ait)(a( -b))‘l =1, 0 que

mostra gue () € “"‘(q ) , para todo 0 € G,



Reciproc:mente , se £(T) 650((18) , pira todo G € G ,
entfo a(r(0)) = 1 e 6(a(t)) = dlot) = alr(6)t) = a(t) , o gue
mostra cue dA(t) € U(R) . Por outro lado , de qi‘(x) qS(t(x))
para todo x € S@RM , obtenmos A(ql) =A(q§) :A(qg)(d(t))g _
A @®)? oa Nay) =Ae) (moa U3(®R)).

ii) 2¢€ U(R)

Admi"u.amé)s cue A(ql) = A(q) en G(R); Logo , existe
NAER tal cue A(ql) =N (q) + ()\—-}?){l—-”—ﬁ(@{)). De ql(}') = qs(t(x)),
para tedo x' € S@)RM , Segue que C(t):S®RC(M,ql) —-—-»S@RC(M,q)

¢ um isomorfismo de S'—e:flg;ebras e conseguentemente Co(t-)
= C(t) u(S@,C (Fiyqq ) ) —a 2(3Q C (i1 a)) o tam
" R L] . 3 14
Z(8®pC (M,q,)) 0 1 R0

L

bém um isomorfismo de S-~Slusbras, Como LCC (I, q )) e J(CO(I&‘,q))

~ . : ~ /, . - -
sa0, respectivamente ,as extensoes quadraticas de R R[x], comn

}:2::{~A(q ) e Rfylcom y2: o A(a) e , 2lém disso , Z(f$®j_{00(f{,ql>)
= 8@,z2(C_(M,q,)) e Z(8Qu0 (I1,q)) = Q§JZ(CO<M,Q>) , entio C_(%)
fica perfeitamente carccterizado npor ( )(1®x) =X1® 1+ F:l@ N
com O(,Fe S e /5<-:U(S) . Como C_ () & un isomorfismo de S-dlge -
bras , 2 equagio % % A(ql = 0 nog &4 :
(x1®1 +/Bl®y)2 - (x1® 1 + /81‘9 7)o+ A(ql) 1®1 =0
on ainda , A
0(2 1®1 + 20(‘@.“;-02937 + F£3(1® v - Ng) 1® l‘)’-
(181 + froy) + [A@ + (A-2DQ - A)] 191 =0

de onde gse deduz que



~Z(5m-
Bipr 20t- 1) = 0o (o ~op- AN@)(F = 1) - (X - A - 4.

—

De /36 U(3) segue-se que ﬁ= 1 - 2& e conseguentenente oblenos
(X - A)(X+A= 1) = O, Do fato de S ser local serue-se que X = A
ou K= 1 —)\; Sm ambos 08 casos temos 0(,/36}2 e portanto
Oo(t)(l®x) = 1.®(o<+i3y) . Fntlo C_(@%) -:O’C‘O(t) = Co(t) ou
c(r(0))

. . s . 5
id , o gue significa que £(0) € S0(q"),

2(5@,c, (1,9))
para todo O € G,

Reciprocamente , admitamos que C‘(f(O‘D’ ) L
Z(:as@RCO(F'T,QJ)

= id ., Isto significa cue U’Co(t) = CO((Tt) = Co(t) , para todo
g€G , onde
- — - Py (&l 4 . s o T
Co(t) = C(t) 5@.C (i )../J(A)Q@Rcc(rl,gl)).__.*z(v@f{com,q))
d I{ O * ,ql ‘

¢ um isomorfismo de S-:;flgcbras . Logo, existe um isomorfismo de
R-:,{lgebr:.xs t! :Z(CO(M,ql))-_-.-.,—Z(CO(M,qﬂ tal que Co(t) = id . ®t',
(er. [£0] , Chap.II , Teor. 5.3) e disto cegue-se que A(ql) =

= A(g) en GQR) . - m



a1y

. . 7’ *
5. Um invariante cohcmologico .

Sejam G um grupo e G' um grupo abeliazno sobre o qual G
atua como grupo de operadores ¢ consideremos os conjuntos
27(6,6")={£:G x G'—sG' : (F£(7,p))£(0,Ip) = £(0,7)(07,p)

quaisquer gue cejam U'Y‘F } e
B2(G,G')={f€Z2(G,G'): existe 0:G—=G' ¢ £(G,7)= Qurf)(GTQ(T/Q(U))*l
. quaisquer que sejsm 0, TEG}.

Observemos que 7 (” G') ¢ unm srupo abeliano com a ope-

racac multiplicacido pontual e qu B'(G,G') ¢ um subzrupo de
Q(G,G') . Denotamos por H2(G,G') = Zg(G,G') //EQ(G,G') o0 Erupo

. - o, .
guociente de 2°(G,G') por B(G,G') , o cual € chamado 22 frupo

éo cohomologia (ou grupo de Z-cobouologia) de G em G' ., Un ele-

. ¥ 1 / o} -~ - - p
mento de é’(G,G') e chamado de Z-cociclo de G em G' e um elemento

,2 7 . . " . .
de B (G,G’) e chamndo 2-coborco de G em G' , Dols 2-cociclos que

~
20

* £y ™y b 4 . o e aem
diferem por um Z-cobordo s 5 cohomolozos e representbam a

Lo
-~ ’ T9 !
mesma classe de 2-~comologia en H7(G,G') .

m todo este parapgrofo denotaremos nor R um 2anel local

de ideal maximal vz .

N o - . - ~ / .
No Bl mostramos gque dados dois H-espugos guadratbticos
(N,ql) e (M,q) sempre eriste uma exbonsio galoisiana © de R,

com ;rupo G, tal que q & ay 530 B=-ecquivalentes (c¢f, Teor, 1.1

s Teor, 1.2), No $& vimos uma descrigdo das classes de equivalen
. ~ ~ ] 2 g >

cila de formas gu.dra ‘ticas Qp » gue sao v-equivalentes a ¢ , co=-

. L o i
no elemnentos C6<q’ql) do conjunio II7(G, 0(g”)) de l-cohonolo -



~28m

cia (ndo comut tiva ) de G em O(QS) ; Heste purdsrafo pussarenos
20 frupo de 2-cohomologia HQ(G, U(3)) , associ.ndo cx (r,o ) a unm
elemento &.(qgq ) € P’(G U(5)) e mostraremos que se 9 ¢ local,.
de corpo residual 8/,q infinito , C(n(q,ql):=l e Ng)

=Zl(ql) entao (h,il) A% C(l,q) e C (N,ql) N C (h,q) Como con-

n

A . , .
cquencia degte rcecuultado , mnltid.g 48 mesmas 1'note e cobre O,
5 < -y - 4
nostrarenos que se o postod M e 2 ou 3 entdo (M,ql) N (H,q)

e somente se Zl(ql) = (S(q) e aé(q,ql) =1,

o gue segue assumiremos sempre gue (M,ql) e (M,q)

o 2

sfo R-espugos quadriticos e que S & uma extensiio saloisiana lo-

cal de R , com srupo G e tal gue ‘6§§R(M,gl) n )6§R(M,Q) .

0 Teorecrna £,1 nog sironte qgue para todo t ¢ O(q ) zig

)Ba

o] -1
R o]
te um elemento a,. € CL(a”) tal que t(x)=(~1 t & Yo y Dara

nenos de un Tator en U(3) .

D

tado x € b6§RH e cie a, & uaico ,

tg

sée-se verificar sem muita dificuldede que (wl)aat = A(t)
(cr. [BV]., , Chap.2 52 e [B]. , Prop. #4.22) onde &(t) denota o
[ [
determinante de t em relacfo a alguma base de SQQPM . Logo,
|8

o 3 er om aode + O( LJ) Hehitore s
gqualsquer que sejam u,t € q CeHOS .

-1
(bu)(x) = t(d(u)aux% ) =

- - o i
(tu)(x) = d(tu)utuxa;u
de onde segue~-se que existe Jﬁ(t,u) € U(s) tal que
X(t u)ut u Asgim , para cada par de elementos u,t €

i D C
O(q ) escolhemos elementos a ,a, € Ay en CL{g™) cue =atisfazen

tu
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) C| N
o Teorema 2.1 e definimos uma aplicag’o K:O(q“) b O(qb)-——-U(S)
~l -1

.ttll qlle K(t,u) = qtuau N .
De,
= L, u a. g
AL (yv) ° X(t uf)a a, f(u,v) XKU’“V>“ a 8
€ a(tu>v = 0<bu’v>a‘buav'= 6‘<u,u) J\((,u v)a L U. V

obtemos f(u,v) f(t,uv) = K(t,u)bﬂ(tu,v) , 0 que mostra que Y
~t

¢ um 2-cociclo de 0(q”) en U(3) (com O(qb) atuando btrivialmente

sobre U(S8)) . A1ém disso , =e a! _, a 580 umz oubtra esco -

, 8 oA N -
lha de elementos de CL(q”) que satisfazem o Teorems 2,1 para o

mesmo par de elementos t,u € O(o ) ,obtenios um movo Z-cociclo

(;1 o -
X':O(q”) x 0(q”) ——=U(S8) tal quenJJ(t,u) = al al laé Lo, Do
Teorema 2.1 temos al = Atuatu y al = Atat e a&x,ﬂuau , com

Yo Mo Ay € UB) e ¢ imediato que

yt,u) = 9<tu)<<t9(u>>9<-b>)"1{y<t,u>
onde 930(q5>'~“ﬁ-U<5) e’ tal e B(E) = %t , pora todo téEO(qS).

Py

s a e . . _—
Observemos Gie O estd bem definida poLs 08 A 0 tem deter--

£
v

in~dog pela relucao a% = Atat . Isto mostra que leter-

=
)

=
o

minam uma mesma classe de 2-cohomologis , denontada por bAS

no FIupo Hg(O(q”),U(S)) , com O(q ) atuando trivi.lmente cobr

u(s).

~ 3 .
Proposicao 5,1 -~ Os elementoc até CL(q”) que satis-

o
~ i~ j ] P - )
famen o Teorem: 2,1 para t € 0(q”) podem zer cscolhidos de ma -~

(]

nelra a verific:ren a

et = G(at) , parai todo G°€ G,



Demonstrac’o:
Se t(x) = a(t )a Au entao (@t)(x) = O’(t(o‘_l(x)) =
- G'(d(t)atc"’l(x)a_gl) = d(t)(G“(a.t))x(O'(at))—l , ¢e onde gczue-se

aue existe A.,. € U(3) tal que (at) = ‘Ao_ £ » para todo 6€
b

G , Disto temos AG’T,taa"Tt r:O‘(f(at)) =0’(?‘7_ *""lﬂ"'t)
=0 3 = 0 A a ¢ = ¢
(g )0 apy) = T D% pilgre 08 Agy 17 T ) gy s
quasisquer gue sejam 0,7 € G,
Como S e uma extensao galoisicwna local de R, com gru- -

~ . 7 ~ . \
po G, entio 8/upy = R4y, € ;5 ¢ un corpo cxtensdo de Galois do
corpo RAwm. , com grupo G = {5: idp/®0’ 0 € G%Q,’G {ct, fCEiR]
L/

91 , Lema 7). Logo da indey ’JHdG’lcl" Linear dos @ sobre S g

[&)

(cf. [Bo], Chzp.5 , 57 , no5 , Teor.5) segue-se que existe A€ §

tal que 5 9\ T-l“‘ ?(i) / 0 em O g+ O Que significa que
-y /C(J ’ ) :

A= L 7y TN € U(E) . Assin
JeG 7
. -1 a A
(AL) = ZO'(% e L)m"(?\) £ %a,t @y, 7l LITTN) =
ey 2 gy TN = AT A,
0t Sren (0T, (@) OE) gt

de onde temog

?\m = ‘X(T’ tG’(?\,t)e u(s)

o)

S Y B ) :
G'(Atat) O‘(?\ )G’(a ) = AO‘tAG’,t 7t ?\0“‘t°0“t: ,
para todo @€ G, Logo substiltuindo os 9\0‘1;‘3‘0‘”'1: POT a .y para to-

do 0€G e t € C(g”) , podemos afirmar que O0(a,) = Y 1
£ ]



Da Proposicio 5.1 de

[o-8

X O(q ) —U(8) , de

XO(q)
f(&t,ﬁu)
t,u € 0(q

(f(t,u)) , parus to
®)

Consideremos agora a

C‘
seja £:G —=0(q”) , tal que

"

repr

ciclo representante de cﬁ(q’ql

-1

o o

sejanm

tais que uG(X> = d(uo,)au xa

xeS@éﬁecmws@wrcwe

aplicacao

quaisquer que sejam G, € G

= 11 nt poden
aTr

, 0

o (O‘uT). u

o-<o<<r,,o>> - o~<;<m g

(T, 7p) =
«(o,7) =

(T, p) =
= GJUP ,mqg
um 2-cociclo de 0(g”) em U(

bre U(3)

X( aJ u
X(G‘l

%(Uﬁl

u
a

€ f) 0,1,

qu
5)

Mazendo 1y e

obtenos

J\<U~l7u’)/;‘<d ‘lfnuz

£ (o*)

X:G x G —=U(8) ta

k) / -
08 Tainven escraver

~51-

corre feacilmente que o Z-cociclo

finido anteriormente , catisfaz

do 0C€ G e guaisquer que sejam

e '.Tl/ 5
classe cs(q,ql) € 1 (G, 0(q¢”)) e

= u , um co-

€ CL(qb)

todo

G’ para toedo G€ G

Yzistem ele mcatog a

= ()“(au,r

Assim podemos definir a

:=5%0h7,%y)
-l

) .

e

@G

a, ) 3 par
dgu =
T

0,7€ G.
(0, 7T)

. Como J“(O’ug,,ud_)

1 que

= a a"l
QTuT)u ¢ U

o (0,7)

que sejam 0,7 € G, Agora , tewos:

U-,r>) )9

)
)

) , quaisquer que s

H

X%UYUF,UHT

9

C

Jam g, T,féG.
ato de [}

= e ucando o f

Uz = Y

o
je’ N . '
(con 0(q~) atuando trivialmentbe

J(a),u )J\UI,u V)



ou

G (X(T, PN, 7P) = X(0, 7IHTT,p) |
Isto mostra que & ¢ um 2-cociclo de G en U(8) ( com G atuando de
nodo usual sobre U(S)) . S8Se , asora , considerarmos um outro co-
ciclo f':G-——_»O(qS) , tal que £'(@) = u'. , para todo G € G

&
como representante da mesma clusse cS(q,ql) , obteremos um novo

1

_2~oociclolX':G x G ——>U(5) tal que &' (@,7) :dA@Tu% ,%} ) =

- ‘ . ~ ~ N /
a, au% G‘Cw ) . las o8 cociclos £ e £' sdo cohomdlogos e
g7 g s -1
nortanto existe u € O(q~) tal que ub,x @u)u_u ~ e , neste

caso 4 temos :

-1
a1 = rpyy =1 =X Cu,uu)a a -1 =
U (Tu) Ju u . AR J guu u
J«(O‘u uu )a u}\ J,u &ud.au‘l =
9(075%u~ ,u)%T a_ a -1

- o - ot s .'
uTuL , onde B :G ——U(3) ¢ ums apli-

1t

it

cacao tal gue

6 (@) =‘r(7u Hll quaqu l)(&(u ,u))’ 1 , para todo G € G.
Pode verificar—»ﬂ facilmente que |

X' (C,T) = O(6T7)(0O))000))  X(G,7) , cuaisaucr que se
rea , 0 gue mostra que & e ' representam a mesma clasge de
2~cohomologia CYS(O ql) € '“(G, Uu(s)) . Yemos, assim , ura apli

cngi0 c,(q,ql) € JlfG o(q ))Fm«»CY.(),U )€ e (G, U(s)) .

¢ N
[

foR4

n. 2
O r)c2 - O(L}(O_,Q_l) = 1,

Provtosig:

Demonstragio

Considerenos o.anti—automorfiumo de /”QQQV Q- ) defi-



—-3%

fh

nido por x xl...xrp-——-’?f = KoeeeXq . Seja X:G x G ——=U(3)

i

cue X(0,T) = a, —"1 O“(d;‘l ) , cuaisquer que sejam @,T € G , 0
Yer Yo T :
cociclo representante de O<S(q,ql) . Os elementos a, satisfa-

zem u(x) = dlu,)a xa;"l , para todo x € S@,M . Entdo
aq TNTT Tu U,G- it

9
a, % = d(ua,)uo.(x)au e consequentemente :{Ziu = d(uG_)Eu uo,(x)
a a g o
de onde obtemos & a = d.(ua,)d ao,(“)a =3, a, x , para tQ
. [ Y ¥g g 0 ’
G0 Y€ Es‘@RM . Como S@yM gera C(8 ®R ,q ) entio a, a, x =
: c 7
= xa _ a , para todo x € C(8 @ M,q ) ue significa que

‘o o
Z a_. € U(3) ., Disto decorre Ffacilmente que
U,
G ag .
O((O“,ﬂ")2 = 9(0’7)((7(9(7’))9(0’))"1 , guaisquer que czejam G,7€G , on

de B:G —sU(8) € tal que 8(0) = 3. a,. -, pora todo O € G. Por
g Ug =

2 -
tanto O(S(q,ql) = 1. ‘ ]
Provosig¢ao 9.3 - Se q e B cdo ecuivaleantes entio

- . ~ / . ."
A demonstragao desta proposigao e imediata .

Teorema 5.4 -~ Seja b/mu inTinito. e A(Ql) = N
e O(S(q,qj) = 1 entio C(M,qj) & C(ih,a) e CO(I*E,ql){y Co (i1,q9)

/. y
como R-:21rebras,

Como 8 & local , de A(ql) = N\(q) tenos ¢ (a 11) €
. e
H]‘(G, $50(q7)) (ef. o Weorena 4.2) . Soja £:6G ——e 30(q”) tal cque

() = us, , para bodo G€ G, o cociclo reprecentante de



—Fle

-1 . ,
13 vey N 8 . - o \ .o O T I Y
CS(q,ql) . Recordenos que ug = (0t)t™" onde L.U®R1,-——»U®RN
Q [
¢ um isomorfismo de S-modulos tal que g (t(x)) = qi)(x) ; para

todo X € S®RM . Seja:G x G —»U(3) tal que X(0,7) =

= a, a{;l G'(a;l) , quaisquer que sejam G, T€G , o 2-cociclo re-
oy T Ve L :

nresentante de O(S(q,q.i) € H7(G, U(8)) . Como O(S(q,ql) =1, po

demoe considerar , sem perda de generalidade ,X(0,7) = 1 e en -

tdo a =0 (a_ )a , qualsguer que sejam ¢G,7 € G . Por outro
u U’ u
aT T a
/L . .
lado S/ﬂZ o € infinito e:do
g ,

Teorema 3.4 segue-ze que existe a €

U(S®RC(M,Q)) tal que a, = (O‘(a))—la , para todo 0C€ G . Assiam ,
. . 4

@) (x) = u (t(x)) = a, t(x)al

g a

ra todo X € S@RN , para todo 0 € G ., Definimos

= g(a) (a7 M6 () (@)™t pa-

’\P:S@)RI‘J ———-->S®RC(M,Q_) tal que ’\}/(x) = a"lt(x)a , para todo x €
L‘5®RI'-'I . A apvlicagio,’\]/e’ claramente S-linear e injetora. Como
(Ap(x))g - a~l(t(x))?‘»a = qs(t(}:)) = q?(x) , para todo x% € S®RM ,
da propriecdade univeréal das z—flgebras de Clifford sepuc-~-3e que
eviste um homomorfismo de S-dlgebras ’\](/':S@IQC(I'I,ql)-—~—>S®RC(M,Q)

tal que o diagrama

S@RM - "3@30(“"11)
ny,!
™S
b@RC(I"‘i,q>

/ . - ) - /oL . ~
e comutativo. Como b@RM cera :)@PC(M,q) e 4 e injetiva entao
. > :

/

W {5 @RN) = "{’(D ®RM) zera S®RC(F~I, q) e isto mostra que ’\}/' c 80—

brejetora, las , S@RC(M,q) e S®PC(M’Q1) sdo S-mddulos livres
[
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de mesmo posto e entao '\y' " um isomorfismo . Agora , observemos
que (@) (x) = W@ (x))) = 0 e(FHx))a) =

= @EDTTEE 0 = a T e(x)a = V(x) , para todo x € S®H e
para toedo 0 € G e , como S®RM gera b‘-@RC(I‘-'I,ql) , entdo

(@) () = YW(x) , para todo x € S@\RC(M,ql) e para todo O € G,
Consequentemente existe um isomorfismo de R-&lgebras

P:c(ti,qp) —=0C(,q) tal que A = id @Y (er. [¥0] , Cnap.IT,
85 , ’l‘eor.S.B)f A verificac¢lo de que Co(M,ql) Y CO(M,q) ¢ imedia -

ta. - %

Teorema 5.5 - Se o posto de M & 2 ou 3 ,'C(M,ql) N

C(t1,a) o Alag) = Ale) entdo (Myap) & (M,q) .

Demonstracdo : Ver [R] , Chap.II , Teor.L.%

. ./ - -
Teorema 5.6 -~ Beja S com a meswma hipdtese do Teore-

ma 5.4 . Se o posto de M & 2 ou 3% entio (M,ql) (M, q) se, e
somente se , A(ql) :ACQ> e 0(5((170.1) = 1 .

A demonstracgdo deste teorcma decorre da TProvosicao 5.3

e dos leoremas 5.4 e 5,5 ,



3G

6., O inv:riante de Hasse

-, -~ ¥ nJ s 1
bm todo este paragrafo R denotara um anel local hense-
liano , de ideal maximal L , com EIé'WQ~e corpo residual R/yvi

infinito,

Consideremos a,b € U(R) e seja A = R[VEU se a ﬁ U2<R)

s . .
e A =R , caso contrario . Observemos que , em ambos 0S5 casos ,

/ ~ . . -
A e uma extensdo galoisiana local de R (c¢f. Prop. 1.2 ¢ Cor. 1.3)
e denotemos por Hoseu grupo de Galois . Definimos a aplicagao

£f:H x H~—»U(A) tal que :

H]

£(0,7) = b, se cr/i id, e T £ id,

~ 4 . d .
£, 7) = 1, caso contrario, quaisquer que ucjam @,T€
¢ : 3 ' 3 ] 1
H ; f e,obviamente , um 2-cociclo de H em U(A) e denotemos por

o . "
(a,b)e H°(H, U(A)) a classe de 2-cohomologia representuda por F.
9 b >

N

N

e , agora , S e uma extensao galoisiana local de R,

4 P 1 ~ : .
com grupo G , tal cue ACS como subalzebra , entdo existe um sub

~

=] [ s ! . *
cruno normal G' de G tal que S e uma extensao galoisiuna de A,

‘T

com grupo G' e G/, & H (cf. [CrE] , Teor.2.3 e Teor. 3%.1) .

Logo , de Hl(G', U(8)) = 0 (cf. Cor.%.% para n=1) sesue-se que

) 2 ar e
0 —w HO(H, U(L)) s B2(C, U(S))
€ uma sequéncia exata de grupos (cf,[ﬁjl , Chap.VII ,86 ,Prop.5

T 1 / / ., hé -y -
Desta forma vemos que (a,o) e tambem uma classe de Z-cononolo-

. . - rd
oia de G em U(S) e o cociclo £ , gue a wepresenta , € opora des-—



crito por

T) = b se O id i
f (U L) ) b 2 1’;_ % A e T I,X % ldA_ ‘
Ve . . .
e £(¢,7) = 1 , cuiso contrdrio , quaisquer que sejam 6,7 € G,
Proposig¢ao G.1 - - Sejam a,b e ¢ elementos de U(R).

intlo
i) (ag,b)
ii) (a,b)

1

(b,a)

iii) (av,c) = (a,c)(b,c)

i

i

iv) (a,a) = (4,-1)

v) (a,b) = 1 se , e somente se , existem elementos x,y,
2

n

. 2 2 _n
z em R tais que x"-ay -bz” = O e pelo menos um dentre x,y,z e in

/
versivel em R .

Demonstracao

il

RJZ] , B =B e ¢ = rR[&] se a,b,c

Indiquenos A

~

% UQ(R) e A =B=C=R, oaSchontrério. Em toda a demonstracgaoc
5 denotard uma extensio galolsiana local de R , com grupo G e
contendo A , B e C como subilgebras.

i) (a%,p) = 1

A demonstracgio desta igualdade & imcdiata.

ii) (a,b) = (b,a)

Se aoub € UQ(R) , o resultado & Jdvvio . Be a % UQ(R)
(ak)ﬁ UE(R) e ge T e f' s%0 os cociclos represcntantes de (a,b) e
(bya) , respectivamente , entdo :

(G, T) = O@TY(OOTHBWG))£(0,7) , quaisquer que scjam O, T



€ G, onde P:G —U(3) e dada por B(@) = -\E— , Se G'IAf id, e
a

G’[B ¢ idy ;3 B@) = _..%:1. , se @, = id, o G‘IB £ idy 5 0(0) = b’

se O";A-/idAe O"B=1(1Be9(0') =1, se (TI
pary todo € G, Disto segue-se ¢ igualdade das classes (a,b) e
(b,a) *

iii) (ab,c) = (a,c)(b,c)

1 ~

E' e £'' sio , resnmectivamente os

ileste caco 4, se £ , [

b d

cociclos representantes de (a,c) , (b,c) e (ab,c) entio
£ e, T) = 67) (0(9(7)39(7)3_:L1’(0”,7)i" o,7) , quaisquer que se-
jam 0,7 €G , onde B:G —=U(3) ¢ dada por O@) = ¢ , se
U']A # id, e 0'"3 £ idy e W) =1 , caso cpntra/rio , para todo
€ G. Disto segue-ze a igualdade proposta,

iv) (z2,a) = (a,=-1)

Se a € UQ(R) , 0 resultado ¢ Svvio., Se a)e( U?‘(R) ¢ se
f e f' slo , respectivamente , os reprcsentantes de (a,a) e
(a,~-1) , entdo £'(O,7 :9(0’7’)"(0'(@(7'))9(0'))~1i'(0',7) , quaisquer
que sejam 0,7 € G , vonde 6:6 —U(8) ¢ dada por O(@) = Ja'

se

L1 ’ - i . N - FR
i 4 id, e B(@) =1, cizo contrario , para todo 0TE€ G , Disto
Fs 1

cersue-se a ipusldade desejada,
2., . 7 7z ) e L~
v) Se a € U(R) , o resulbado ¢ obvio ., “eja , cantio
2 ¢ U (R) ., Admitamos , inicialmente , aue (a,b) = 1 en
2 ’ . A . IRC I 2 }
H(G, U(8)) . Como a séquencia O —17(U, U(L)) —=07(C, U(s)),
4 rd ~ " /7 ad ~
onde H e o :rupo de G:lois de A sobre B,€ exata , cntio (a,b)=1

>
&t . . ~ - v s s
em H(H, UCA)) . Logo , existe umn aplicac’o B:H — G(L) tal
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ane BE@T)(COINOW@)™ = b | se a# id, e T ¥ id, e
9(67)(0(9(T))9@T))"l = 1 , so contrdrio , cuaisguer Gque sejam
Gg,T€G . Be 0*:¢;P~—¢-J§'é o serador de H , entdo (0)
(X+yJ§)"l , para algum x e olgum y em R tais que (z+yd) € U(R)
= 9(02)<5<9(07)€X67>"1 = (z+yNah) (e-yNah) = %“~ay” . Portanto
cxistem elementos %,y e z = 1 em R tais que XL~y2a,~ b22 = 0O e
%z =1 € U(R)
Reciprocamente , zejam x,y ¢ z elementos de R tais que

x"--ayg—bz2 = 0exouyouz € UR) . Observemos que pelo menos

N

o

ois ¢os elementos x,y e z estao em U(R) , pois , caso contrdrio
o terceiro elemento tambdm nio estaria em U(R) , O gue seria uma
contradicio . Devido (a,b) = (b,a) podemos supor , sem perda
de generalidade , cue z € U(R) ., 4issim , temos

b= (Z+ L (E-LID , comn (F + LD, (£ -L D € 0(s)
nois b€ ’J(R). efinindo 6 :G ——=U(3) tal cue O(@)= -i f——}; Jah);

. 4 .
se G’!A 75 id, e ©(@) = 1, caso contririo , pira todo T € G ,

obtemos
6 @T)@WOINOEN™ = b, se 0,7, f 14,
/2 yy—1 P .
e B (T (T(B(T))B(T)) =1 , caso contrario , quaisquer
oue sejamn @,7 € G , Disto sepuc-se que (a,b) =1, £
Outras propriedades de (a,b) tals como (ac ,b) = (a,b)

(a,b)2 =1, (a,b) = (anl,b) , (a,=-a) =1 e (a,l-a) = 1 s3o0 fa-

™
Ji

cilmente verificadns a partir daguel.s demonstradas na Prop.Se.l.



diQ

Consideremos novamente a2,b € U(R) e sejanm A = R[ﬂaﬂe
. \ 2 . ar
B = R[}Eﬂ se a,p &U (R) e A =3B =R , caso COﬂJf’rlO. Notemos
2
cue se ag U™ (R) (vesp. eXJ (R)) exinte a'e UR) (resp. b e
2 oy . ~ .
U(R)) tal que a = (resp. b = b'"), Por uma guestio de unifor-
midade de notacfdo bambem indicaremos a'(resp. b') por Nalresp.
No). Seja 5 uma extensdo galoisiana local de R, com srupo G,
A >3 . 7/ b I g e
contendo 4 e B como subalpebras . Como A e D sao tambem exten -
cdes galoisianas locais de R , pode ver-se facilmente que
%
—_
GiNa) = (1) "Na e (D)
1 g / e At . g b A N o
e bp sao numeros inveliror iguiis a O ou 1, Definimos a aplica

1)a0b7

. ld
sejam 0,7 € G ;3 g ¢ um 2-cociclo de G en U(5) e denobamos por

i

o'
(-1) GJT?, para tocdo G € G , onde

¢iio £:G x G »>J(8) tal que g(0,7)

, quaisquer que

- ’) ~~ 1
D}ﬂj'é H"(G, U(8)) a classe de 2-cohomolozia represent.da por &.

~ e .
Pronosicio 6.2 [2,b] = (a,b) em H(G, UG3)).

Demons fr cao:

Sejam £ e g:G x G ——U(5) os cociclos reprosentantes

A i

(a,b) e [a,v] , respectivamente . intdo 7(F,7) = b , ce

%
J,TIA i id, e £(6,T) = 1 , caso contrario e g(0,7) = (=1)

quaisquer que sejam 0,F7 € G, Obzeirvando que
(o 42 _=a__) Loa N 1l a
= [ ’

[ ) ) o
£O,T) = b~ e que (b ) - (-1) 7T p ,
podenos verificar facilmente que

(7)) = 0T (@OF)O@)) ™00, 7) , quaisquer que sojan 0 ,TEG
onde 8 :6——=U(3) & tal que



L]
1a
:’la,bo, —zg"do' .

@) = (~1) b “ , para todo 0E€G. Portanto [a,b]= (a,b).

s : R N
Sejam (IM,q) um R-espacgo qu.dratico e {xl,...,xn} una

base de 1, tal gque
n n 5
E ~ == L4 1
ol i:lzi“i) 243;.».«1 a;37 , com 2;€U(R) ifn,

(cf, [ﬁV]l,§2 , Lema 1) , O invariante de lasse h(q) da forma’

-

quadrdtica q € definido como zendo h(g) = ~[ | (ai,aj) €

2 C ey ~
H“(G, U(8)) , onde 8 e uma extensio ”370131 na local de R, com

na

grupo G e contendo elementos c%i tals que &X: =a., , 1L&ign .

H
)

- 7. .
Consideremos , igora , 08 R-espacos quadraticos (M,q)

e (M,ql) e seja {Xl,...,x } uma base de M tal que

X = - 1 a Uk €1 ‘
Q(z%ﬁ:gi“i> Z:_la'g R gon QiétK{), 1¢i¢én .,

Substituindo Q; Por uma forma qu: drdtica eq ‘ulvalente , podemos
supor , semn perda de generalidade , cue
n n
- 2 s BN .
ql<2. g.x.)::Zj b. ;%] 5 com Dby € U(R) , 1€i€n .
R 7/ Y. . ~
Como 2 & local e henseli no cemprse existe uma exbencao galolsia-

na local 5 de R , com grupo G , conbtendo ele

-3
")
=3
W
=
t
O
és]

X
¢}
b

. 2 ' 2 .

tais cue . = a; e ,8; = bi , L £14n ¢ que, conscguentemente

verifica »5@-3(1‘1,(1 ).’\_’ 5., (1, q) (cf, Tear. l.4) . O isomorfis-
ERW

mo de S-espagos qu.idra {ticos

.oégn(h,ql ﬁ'SQQR(H,q) ¢ , nesbe caso, delinido por
- 2 . _l . ¢ §
t(l@>xi) = X}(lQQAi) , onde ricoay b, » Lgig¢n . Como

S, ) - . . - .
a (t(x)) = qi(X) , para todo x € Dé@ﬁh , vinos no &4  que existe



1 .
—~ 2N . ol
ua,(i C(g") tais ¢ue u.t =g+t , para tedo G € G . (cf. Teor.d,1l).
Intao

(O't)(l@xi) = U.c,(t(l(x):{i)) = ua,(g‘i l@}:i) = )(‘iuﬂ_(l@)xi) e

. -1 .
)@ x;) = 0(F 1@z ))) =0A®%;)) = O'(J‘i 10x%.)
: i
&1 00 :
G’(()"&)]@f ( 1) (’){1']’@}:;1 , dc onde obtenon 1:z€(J.®xi)=
= (-1) l@:ci , Dara todo g€ G, 1$i€n . Denotsenos e 1@,

i

[
. . e Y
zejem 85 € 0(¢”) dadas por

e
s,‘._(:c) é (“’:’:1,__ T3 , pora todo x € :.?3®.DI‘~'I , 1£i€n ,
R w b

<J )
5 . Y . S

)
5 O 4 ~ . X . . s - ot T
onde c{) e a forma bilinear associada 2 g~ . Como en C(»;)@fl,(i )

[

> ‘o ~ -1
(ﬁ (x,yi) = xy; v y;x e g € inversivel , enblo =P (*f) ~75%Y
ey t 4 - & ® ne »] < 5 Thes 471 2 3 2 m et
[GEAYSY QaoO . 6 Ko ",_311 9y AR 1 s n ., Lelilnlinos

NN .
. . jo _.6, .
1,07 81 6 Va0 “i,0 . .
b -, = bl . 3 e 9 ey oy A=y A3 I o IS Y ~- —
£ (z) =(~1) v Xy , para bodo =€ “)®I{” , Da
o
. . ‘ Ci,o

ra todo 0E€ G, 1£ign , Notewoz que . ~* =35, , cse &. .= 1

1 1

e s. = id , se 6_,L s = 0e que Si(;y}j) = ¥4 2 pava todo AL,
] 2.

n .
I Sy s T et 110 = 1?0" = AN aAnIIEM T amem o vty e
bBecorre disto que u_ = || s, e conseqguentencontes obbteumos:
0 o i=1

1
i

u(r\}c) = (~1) . ( -]:'h, Vs L0 )x( I]l s o ) L.

i

. 1’1‘ 81 n . )
2 T o T 9 0
A= =1
‘ )

par: todo x%é e:5®RF"1 , para todo 0 €

para todo 0€ G ., O 2-cociclo K :G x G —=U(3) dudo por X(0,7)



L Z
= 0 ( e -1 uaisauer q cotal T { R TR br\/ wa e
== a du au , qualsguer que uedmm J,J€ u , ¢ t-mbem un rg
T 00T .
ntante da claase st(q,ql) e 1@ (u, U(3)) , construida no

5 (cf. Prop.5.2). Substituindo os a, nz igualdade «(0,7) =
. g

UTa )7 a -1 e observando que
Y Y or
6] 3T €1 »0” = (-1 )61 G SJ T EJ. Ry f

YU e ¥y I3 ya , para tcdo 1#] ¢ guals-—

gquer gque sejam G} 7 €G , obtemos:
S 1,0 75,7

A(G,T) = (1) . l l ay
: %ﬁ=%5:1

ouof(0,7) = irmf ‘8: 7). ~rT <03f>

1< 5
orde £y (J’T) (»L)Vlﬂ 7

-~

e £,00,7) =a, , se 0,

T.
£

P

3]
5 3 - - 0o e o sl tolohRel T
# ldﬁtfi] e fi(G,?) = 1 , caso contrdrio , =%0 os ccciclos re

. -1 ~1, - -1, : .
pregentantes de [ﬁi bi,a3 b%J = (,_¢. a a ) (cf.Prop.8.2) e
’ &) .

O

-1 . o~
(ai bi,ai) , respectivamente . Intdo ,

' n
= - "1 ) —1 { _'l‘ a C mr;-,'-,_ 1 NS gRe i)
dg(q,ql> itlj (ai bi,uj bj) J;E(li oi,ki) e desta izualdude,

por aplicagdes sicessivas  dos propriedades de (a,b){ef, 'rop.©6.1)

obtemos o seguinte resultado .

Lema 0.2 - (i) = (A ~Alag)mlamlay) .

. ot e A ™ g ™ - /
Peorema ©,4 -~ Sejam (H,q) e (H,q,) f-espagos quadrd-

. o | it 2 Y :
ticog. Se o posto de M e 2 ou % entao (u,q1> & (i,q) se , e £0 -

mente se Zk(ql) = N) e A(G 1) = n(q) .

) . ~ v ’ A . .
A devonotracgao desbe teovema ¢ uma consequincia imedig



I
ta do Lema 6.2 e do Tzorema 5.6 .

Hinalmente , observamos gue , no caso em cue IR & local
e henseliano , de corpo residual RAwr Cfinito , (H,ql){y (M,q) se,
¢ somente se |, (RszéaRM,ai)fH (RAWLGQRM,EU (cf.[b], Chap.IV ,

Teor.4,5) se , e somenbe se |, A(E:l) = /(@) (o,i;‘.fS]? , Chap. 1V,

§1, Cor, dz Prop. 5) se , e somenbte se ZX(ql) = AN\ .
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