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Introdução 

E.Witt , em seu principal tr~balho [~] sobre formas 

quadráticas , introduziu a noção de invari::.ntes para classifica-

ção de .formas quadrátic.c:..s sob:ce corpos de característica distin-

t·, de 2 e para tanto utilizou resultados da teoria de ~lcebras 

simples • Um trabalho semelhante foi feito por C.Arf para corpos 

de característica igual:a 2 (cf. [ ']) P1 A 1·~ • l.. • Springer (cf. [Dp] ) 

tratou o mesmo problema , porE;'m sob um ponto de vista de cohomo-

lozia de crupos. 

O objetivo deste trabalho l , e~sencialmente , a gene

ralizaç.3.o para anéis locais das técnicas e resultados , ;.:;obre a 
. / 

cohomologia de formas qu~draticas , obtidos por Springer em seu 

r~ferido rtigo • Nestas notas todo anel é comutativo com elemeg 

to tmidade e todo mÓdulo e unitário • A palavra 
/ 
algebra signifi 

ca ~lcebra associativa ( nao necessariamente comutativa) com ele 

mento unidade • Alé'm disso , todo homomorfismo de anéis (resp. 

~lgebras ) transforma elemento unidade em elemento unidade • 
/' Inicialmente , demonstramos que se R e um anel local e 

( 1- I ) ( r1 ) ... ) - /t · · -•,q e ,q1 sao h-espaços quadra 1cps , en~ao q e q
1 sao 

ns-equivalentes 11 
, para alguma extensõ:o saloisiana S de R ; is-

" / , . . -to e , e sempre poss1vel constxu1r uma extcnsao 
, . . 

[j3.,LOlSFJ..l1..'- S de 

H tal que os B-espaços quadrático:::; se -

,iam is;)mnrfos (cf. 'l'eor. 1.1) • Além dif3SO , se H for tn.r;ü:c:-;u hem 
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seliano , S poder: ser construida de forma a ser uma ~lgebra lo-

cal (cf. Teor. 1.4) • Para a demonstraç5o deste ~ltimo fato uti-

lizamos a sevtinte caracterizaç~o de um anel local quadraticame~ 

te tensel i·1no : 11 Toda extensão qu .drática R [x] de um anel local 

R 2 b l • " • ~,2 b"'T l , COill X = X + C e O pO lDOilllO A - A - C , , D r--J . d ue •.• ..~\. , 1rre u-

/ ~ , . 
t1vel sotre R ~ e local se , e somente se , R e quadraticamente 

henseliano 11 (cf. l")rop. 1.2) • Tumbém utilizamos , po.ra as demon.ê_ 

trações dos Teoremas 1.1 e l.Lt- , vários resultados ela teoria de 

Galois para ané'is comutativos segundo [AG] , [cmt] e [V]. 

No §2 introduzimos as noções de 5lgebra de Clifford 

C(M,q) , grupo de Clifford CL(M,q)_, grupo ortogonal O(M,q) e 

crupo ortoconal unimodular SO(M,q) de um e~paço quadr6tico (~l,q) 

sotre um anel local H • 'J:ambém 1nostr::uno;-:> , neste parágrafo , que 

" . a sequenCLl de t;rupos 

1-- U(R) -CL(H,q)- O(r-I,q) --1 

, .... 
o rxava • (cf. Teor. 2.1) • Este teorema ; fundamental para a 

't -oc enç2.o d~s resultados do ~5. 

Os resu.ltador:1 do ~i3 
N 

do r·' 3.4 ' 
com oxceçuo .L'e o rema 

' 
po-

derJ encontrados [KOJ Ch..tp. II o Cl.'eorema 3 • L~ 
/ 

f::3CI-. em 
' • e tun:1. ge-

neraliz ·ç~o , para· ancfü:: locais , do mesr:10 resultado demon:Jtrado 

por 3pringer , pura corpos (cf. , ~~coremét do Apêndic:e). 

No JL~ , dado um espaço qu:~dr:Ítico (I1I, q) sobre um ~mel 

local R , descrevemos as classes de equival~ncia de formas quadr~ 

ticas sobre ' (-:;. q_ , }! D..r 'J. ~ü ,_:uma 
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extensZo galoisiJna S de R , com grupo G , como sendo elementos 

( ) " . t -rl ( G O ( ~, IC>, "I S' ) d 1 h 1 . ( -c8 q,q1 ao conJun o 1 , b~R0,q) e -co omo og1a . nao ª 
C' 

bclian~) de G em O(S®RM,q0
) (cf. Teor. 4.1) • Demonstramos tam-

,. 
bem que ,.., ,. 1 1 se o e oca e q e q

1 
têm mesmo cJiscriminante ~(q) = 

1 n 
H (G, SO(SQQRH,q

0
)) ,(cJ-:'. Teor. lf.2). 

No §5 , usando a .... , "'"" 1or··'S ...1...(_.:)'-' (A de C1ifford e mais p~rticula.E, 

.mente o Teorema 2.1 do §2 , mostramos como passar do conjunto 
1 ·s 

H (G, O(SQQRN,q )) d '"' ' 1 . FI2 ( G, U ( s·· ) ) para o srupo e ~-conomo og1~ 

. ~ 

associando c8 (q,q
1

) a um elemento o<8 (q,q
1

) €f(-(G,'U(S)). I1os-

tramos ai que se S é local de corpo residual infinito ., L:,.(q) = 
/ 

ent5o as alcebr~s de Clifford C(r-I,q) 
-

e C(M,q1) sâo isomorfas , (cf. Teor. 5.4) • Como consequ~ncia 

disto , mantidas as -c1esmas hip6'teE"ões sobre S e se o posto de r': 

sabre R for 2 ou 3 , segue-se gue os R-espaços qu2dr5ticos (M,q) 

e (I1,q
1

) s:J.o isornorf.Js se, e sor:~ente [';e, ~(q) =" 6Cq1 ) e 

~ 8 (q,q 1 ) ~ 1 ,(cf. Teor. 5.6) • 

No §6 , nos restringimos 
/. 

a i .. E1Cl.S locai~: hcnr:.;e-

lianos • D '-m~s a{ a noção d.e invario.nte de Hu.sse h(q) ele um!'.t for. 

ma quadrática q , r;obre um :-:mel local her;.seliano n , como sendo 

um certo ele:nento do ~:;rupo B:2(G, U(G)) pJ.::'a uma cc:rto. ext• . .:ns ·.o 

caloisiana local S de R , com grupo G c descrevemoG á classe 

f ,:1 .... t. . armas qua~ra 1cas q e q1 S-equivalentes (cf. IJcJTta 6.3) • c• oe , 
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ma e do Teorema 5. 6 que dois R-espaços quadrtÍticos (I~, q) e (f.l, q
1

) 

com posto de M igual a 2 ou 3 , s:o isomorfos se , e somente se , 

d "'t. t.... d. . . t . as form~:-~3 qua ra lc·:;_s q e q1 em mesmo .J.scrlnnnan e e· mesmo ln-

variante de Hasse , (cf. Teor. 6.4). 
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1. MÓdulos qu~dr{ticos. 

i.:lej .Jm H um anel e N um H-mÓdulo. Uma forma qu ~drt"Ítica 

sobre f·'I é uma G.plicaç~o q: M- R tal que 

i) q(Ã x) = ~ 2 q(x) , para Â€ R. 

ii) :J. i.JJlicaç":'o <f>:n x M R , definida por 

~ (x,y) =q(x+y)-q(x)-q(y) é R-biline~r e necessari.lmente 
. / . 

·slmetrl 

· ca. 'J:odo R-mÓdulo M munido de umo.. forma qu.~dr,{tica q ser::C chamado 

/ / . ( ) um R-wodulo ou::~dratlco e denot,:do por n, q • 

Dado um R-mÓdulo quadritico (M,q) , indiquemos por M~ 

o dual de f,1Ci._é. , N* = Hor~(l'-1,R)) e consideremos a ~plicG.çfio 

(J) r·r 11'-lf ~ 0 • • d lO c ) c ) I : 1-- 1·1 , G8I J.l1l él por l X y = <P Cx,y) ; x,y E N. Quo.ndo q> 

é um isomorfismo de H-mÓdulos dizemos que q é n'::o de.-~enerada. To 

/ / . c do R-modulo qu dratlco fv1, q) , com f·1 projetivo de tipo finito e 

, ser 

Se .f: R - S é um homomor.:"ismo de ~.méis e (r-1, q) 
, 
o um 

n / .. 't · · t / • f -~ /i . n-modulo Q.I rtra-lco, exls.e urna unlca orm~ qu~ara;lca 

<'' 

q
0

; s® n_Ivl ---.8 que tc;rna COil:utati VO 0 ;::;e~;:_;_:i_nt;e cJ.j_ .[;rama: 

N ~R 

f® idnl jf 

.s® ui"I --- S n. 
, (ver [l-a{] , Cho.p.l,:i3) • 

, . / 

A noçao de discriminante do uma forma quQdratlca sera 

descri to.. L)c.cJ.lmente. 

Indiquemos por U(R) o crupo multiplicativo dos elemen-
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. / . ) tos J.nverslvels de h e consideremos os subconjuntos de R , 

R0 = {x : XE R e l-l+x EU(H)} e J== lx-x2 : XE 1?. e l-2x E. U(R)~. 

O · · R0 "d d -cunJun~o , mun1 o a operaç~o (x, -sr) t----- x o yo~ x+y-LJ.xy , é 

um grupo abeliano e~ imedi~to que J ~um subsrupo de R0
• Indica 

mos por G(R) o sr~po quociente H0 I J de R0 por J. Se 2 E U(R) , 

G (R) = U (R) I u2 (R) e se 2 I u (R) 

§7). 

, G(R) =R/[ v2 .v o)t (cf. Qw] 1 x-..,_ . ~'- € D. J 

Admitamos ~gora , que R é local e seja (M,q) um R-es 

paço qu~dr~tico. Se 2 E U(R) , existe uma base {x1 , .. ,xJde M tal 

que 
n 

a( L ~.x.) -· 
4 i==l l l 

n 
[ «. ~~ 
i=l .l l 

(cf. U'íV] 1 , §2, Lenu 1). Ge 21 U(H) , 

2m 
q(L, ~ixi)= 

i=1 

com ~i € U(H) , 1 {i~ m , (cf. 

, C()ffi 0(. € U(R), 1 ~i { n , 
1 

o posto do M é p~r e existe 

.6(q) d " . ~ c ) ·form:l C.'-1 clro.tJ.c,:L q e um elor;;ento cJe G R deccrito por : 

e 

n 
/:J.( q ) - Tf c< j (mo c1 u2 (R ) ) , s o 2 E U (R ) 

i:c.:l -

~( C:1') == d 1 ~ 1 o . . • oD( Y' (mod J-) , c~ e 21 U(H). o· mum 

, 
e um.~:. .-.~.~)licaç.7o H-line:lr t: r-1 1 -~ r-I que torn;_ comutativo o se~}J.iQ 

te di·jgrama : 
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Q .-, ~ t , r . • .•. , .,, i" . <""!r ' ' 1 e U-c.Y'..C•O e lL:l J_Svt .. Or .1~_.110 Ci, 8({0 

e.: J.iv•"llentes e denüto.nos (r-I1 , q
1

) 0! (Il, q) ou. simplesmente q
1 
~ q , 

caso n~o haj~ confusão poss{vel. 

A sec;_uir , trataremos esscnci.,lrnente do see:;uinte probl~ 

ma , • TJ ~ "'· o 

d~dos ao1s h-espaços quaQra~lcos (H,q) e (M,q
1

) , estudar a 
' o s 

existência. de extensões galoisio.nas S de H t:ds que q~ e q sej o.n 

equivo.lentes. 

Sejam S um '.nel, G U:ii. c.:r:..1po finito de t 
~. 

-~u-_,o:;~OrllSr.10S de 

0 R SG D · c~ ' o e = • 1zemos que o e um~ exte;:u:; J:o g.loisiann de R , com 
, ' . / / , , 

se S e um·: R- lt;r::brJ. sep2ravel que , cor::1o R-raodulo , e 

:'ro.jctivo de tipo finito e po::;to ic;u,l a [G:l] • Outrn. noçFí.o for 

t 1- f. ·1· ..:J c ··'"" '.:' l ~--:-.·d~ (·~ 1 _ ~ - 1 ~ . ..,c~ c:' .., .J •• ' .._. c• _ r1-!-_ - , "Y\ ""-. emen"t.-;e 1J"Cl lZ ~ua no ... .r.e._.tLu, .. _o..., que ,1..:-•I.-~ .... )8üL,aremo._, ne~.,,_,e pa.1.a 

grafo é a de extensão c~u d~:.'i'tico. de um ,,nel I?. • Un;. H-{l~·;ebra 13 
, 
e uma 

/ 

extensão qu.·Ldratica de H E3e i3 
, / 

e ::-;ep:n·avol e ' como H--mÓdu-

lo. e' proJ"ef-J"_u·o Q~O t-ipo _f.~l.:>J·_·t;o C -,o,---'-o ) rpoa'· -,~.r-'--.-",....~0 CJ"l' c'Jr"-'--l' v v v- ..... - ' j;· ;_:,!_, ---· - -·- ··-~-v.:.u.:)(:J. . l . - -,;_(.,_ 

de um anel H do R(cf. lC'rn] 
J..), ' 

~o e [rm.J , C2p. 2 , fjL~). No cEo em q~ .. w n. é 1ocal , um.:J. exto:,;_r;3o 

quadritica de R ~ do tipo H[x] , CÇ)ffi 
2 , 

~{ 7.: 0}'.:-f--C, onde b e c s.:lo ele-

2 mentos de R t üs qu.e b +4-c € U(R). O c;:r.·upo de G üoü; de H [xJ ~oobrc 

r) I' I' • 2 n e ClCllco de ordem _ e p;er ~.do por (r: x , ______ .,. b-x • I\ . .ra mcd.::-~ de-
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um anel, enviamos o leitor l bibliosrafia (ver, por exemplo, ~Gl 

[crm] e (v] para extensões galoisianas e [LH] , [r-~V] 
3 

e Gs~n] para ex 

tensões quadráticas ). 

Para os resultados q•J.e ~;je f3ee:;uirEí.o as;:_~umlr3:nos que TI é 

um anel loco.1 • 

Teorem:.l 1.1 -Sejam U·i,q) c U1,c:
1

) dois H-esp~ços quQ_ 
/ . 

dr·.: tlCOS. 1' ' - . ' 
~n~Qo~ sempre exls~e Um' ~ eY~e-nR.;J_O ~~]_r)l~l~n~ ~ de R ~ ~-v ~ _ b··'- . 0 <., '--' ._, ~ L ' 

tcü qu.e 

: Em tod1. :1 d~ y" _..,,~ ~t~-· ç .-:;o ;:::;,. ,...l· ·"nl· "'l. c··· r-~ fC\ -- c;,,, .JJ l•:O .L'··' ·.:..-. \éY .:_; G. ·_ .L. ~- '-'- 1.6J R. 

i) 2 E U(H): 

Neste caso existem b~ses { x 1 , •. ;x \ e { y ~ , •• , y } de 11 

tais que 
n . 

q( L \.x.) 
. 1 l l 
l ---

e 

r2 L t:~ _, em:' l). 

ConsicleL'er:1os 

n 2 -L o<.~ . • 
. 1 l l l= 

n 
::: L B. !. 2 

i=lfl l 
, com 

n J. n 

0(.' 
l 

B . ,.. l- C , ., 1 C " r~ ., i1 fi\:. J ;,/' Ci. 1-l'lVJl. ? 

H[RJ 
- l 

e 

/ . 
cu-·•d::cc~tJ.C .E: de I?. e , conce(l'-lente~;:cnte , f3_ 

e:-::tcn 

s3es r··aJ.o~_sianas de i{. (cf. n ex-

que z. = cc·-- . . o isomur::-ismo ~ ]~ 
l l l 
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do é a aplicaç1:o S-linear t:SQS)I"I- s@n , tal que t(l®yi) = 

z.®x. ,l~i~n. 
1 1 

ii)2~U(R): 

Neste c~so o poGto de M ~ par e existem bases 

) 

e 

), com 

fi' fi EU(R),1 ~i ~m ,(c:C. [Ev] 1 ,§3,Lema 2). Pode supor-se , sem 

D'C::cd.c:. ele ;<ensr~lidacl.e , oae os eX. e À
1
. ,1 ~i ~m , 

~ ~- -· 1 
/ -tamber:1 ~oa.o in-

versiveis eu H. Cor:1o 2/ U(R) ent.J:~ 
- . / . 

i3:J.O 1llVerS1VG1S 

C-i01 R 
'-• _, ' e coD.sequ.ente>;onto podEJmos consider::1.r as - ~ / cxtensoes quaara-

t:Lcas R [·.r.] 8 R [':1.] de R 
1 1: 

·. 2 
onde v. = 

1 
-1~ -1Ô: -O( . . v. -e< . . 
l ll J. 1 

e 

~~. == - /\. . i'], - /\· y. 2 "'1.-1, ,-1'\ 
1 1 l 1 l l 

1 ~i~ m • B::.sta ent.J:o , con:-oiderarmos 

s -- 0 (R [v J0 n[','f J 
1~i~m I :r 

) e teremos o :ce:c;ultado clc:<:c:jaclo isto 

/ 
e , pocl.e 

, 
o m:m verific~r-se f~cilmente que 

O·le e>(cr· ~ . .LÍ... .L • [\G] ,Prop.A8) o que 

( ('o.. r" s) 0'6/ 'l' q • 

A extens ,o e:aloisiéma S elo H , constr~_lida no Teorem-J. 

1.1 ~,em geral , semi-1ocQ1. No entanto, 
, I' / 

e tambom possJ.vel mos-

trD.r a exi.:õtê::J.CÍ,:J. de U:TICl extonSÔ:O G0.1oir;iann. l.oc:.Ü i.3 de n que 8-ª. 

-.''f ' .~ t 1.<. aç .:l. c.J. iremos 
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G1J.por que H, além de local , ::::;ej a tar:1bém henseliano e necessita-

remos da se~uinte proposiç~o: 

Proposição 1.2 - ~'oda extens'lo quadr~tica R[xl de R, 

com x 2 =bx+c e o polinÔmio .x:2-bX+c,de H[X] , irredutível :::õobre R, 

é local se, e somente se. H é ÇU".drc.tic:.:1.mente henselL.mo. 

hi d l t .... 1 . . an ;es e c cmons r~.rnos estn })roposlçao, o )Serva:::o.c3 que 

um anel local E., de ideal m ·.::-:im.-.1 "'I'Yt. 

ano se t~Jdo polinÔDio da formo. x2 -HxX + f € R [x] que ~dr:~ite du.::.s 

raízes ôi::::tinta.::~ em R/m, r;1Ódulo mH [X] , taí:lbcra admite du..:.s raí 

zes (necess~rinmente distintas) em R. Obviamente , todo anel lo-

cal henseliano é quadraticamente hensclin~o. 

De:~ :m::;tr__:?_ç_':Ç? : ( daProp .1. 2) 

Indiquemo·s por -rrt. o Único id.co.l maxit1al do D.ncl local 

e seja .R [z] 2 b , com x = x+c -, uma extons3o qu~dr6tica de R. 

i'cduitamos q~.le H sej .l quzJ.dratic,J.E1ente hensr:;liano e que o volinô 

. X2 bY -:J P[YJ ce-i·, 1.. ·;'I'-"'"1 '1''"1.11/C>l ' 'I mlo - '·o..-C, u.e ~- .h , ,;:; ~ 0 . .. _ "'· .. '"""'"'" '-·. s o t,re h. r-':o::;trarcnos que 

H[x] é loc.:--:.1_ veri.fic··.ndo (]Ue rad(H(x]) ::c-rrtH[:::~ é o ::;eu ,Í.nico idg_ 

al maximal ou , eq: .. üvalentemcnte , que todo clr;m(~nto de H [x] -

TY1.. r; [}'] P • • · iJe f' c' 1' IJ"'l .·r>j. T) (x] 1c _ ~ .1 .. 1 .. __ •• - • • ,~ e .. n. • • 

Um elcnento z E I?.(:z] ::~ invt:r~~i'.vcl ern H[xJ se, e :::=;ornente 

se , sn '· n or<:la NCz) - zõC:::~) E' H é inve:cr;]_,rel ",.l L C ü e' () L..;J_ _,_L -

fi;:[T)O C~.e H [x]' c"1:ldO por cr :x f---- b-z). [)e.j- O(-· ~ • .X € n (z] - -rrt.R[x] 

N c O( - ~x) =c C{- ~z:) ( D( - foCb-z.)) u o(?- O( rb- f c • ,:.;e c € T1l ' ent:'i:o 
~ ,_ 

,,c_ - --,~ - , " r/ " . -A---l.::A-C e redutlveJ. c:.;)br'e .~.:ê m e, C01'3equcnte:;~:ntc X ·-bZ-c tem 
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duas 
/ 

:Cél.lZOS em R/-n'L necessa.rL,m, ntc distint ;_;-;, . ,2 4- I O 
pOlG O + C f • 

te~ duas ra{zes em R , pois R ~ quadratic3me~te 

henseli-no, o que · ·f· x2 tx , Sl[nl lC~ que - -c e redut{vel sobre R, o 

c tj ·yn., • Se c< E 1IVt. , ont J:o ~i '"Vl-'(... , de 

onde set;ue-se qne N(ot- ~x) f: -vn e consequentor:;ente , o( - ~ x é 

inversível em R [x ]. Analogamente , se fo ç_ 1'YL. , e:nt ~o c{~ 71JfZ_ e no

v:J..mente terernos c<- ~x inv0rsível em H[x] • 

Assuwimos , f in >..lmente, qu.e o<f{rn .. e fo ~ 77"t. Ne;ste co.-

so, se N( O(~ fox) E -yf1_ ent:7o o<2--Ec< fo- pPc = Õ em TI/-r.rz.. , de onde 

( c;:);~ -l-(0()-
;:-·ec;~:te-se q:le -=- -) --=- -c 

f-> f3 
-o · x2 x ' " = , ou seJa ~ -b·-c e redutlvel so 

bre R/TYL e, consequente~ente 
-..7 2 .... r ' / 

, a -bA-c e redutlvel 

Loco 'N (O( - r X) f. 1I"Yl- o })Ortanto C{-~ X 

em R [x]. 

Reciprocamente , c;eja x 2 -:-clíX+~ e H [X] um polinÔ:-r1io que 

, • t " ~ . ' . ,_ r/ / 1 1 ' ,.> ['r] ~ aoJ:ll··e r.c.lzes Ql:-.;t;J_rn,.lS em l{ ~1"/t.. , moeu o -vr-..i.L A. • lloc;o, 

cx 2 -4~ f. Õ ou, ec:;_ 1iv::üentemonte , cx 2 -L~~€ U(H) o, c:Jn;_;c;c;ucntemente 

o anel R G~J com x 2
:::-:- c(x-p , é urrto. extcn.:.>~o qu:.drÓ:t;ic:. de n. Por ou 

tro L~do, ;:;e .a , " e uma das ra1zos H/1'YL ' cnt: .. o o ole 

monto (a~-x) de R [x] --mR(x] n:io é in\/c·:·sÍvel e;n rt[x] 
':) 

:'ic.a (j'J.e R [x] não é local. IJoco, o rolinÔ:-nio X'- +oiX+~ ni-J:o pode ser 

ir-redutivel sotre R ( poir~, caso cunt:::.,/cio, n[.-v~J se.ci~l lucal), 

'", 'l .~eJ·a .1':2 -·-e<Y+g " · t 1 / ( • t , · ,_ · t ) Ul 'c-- ~ • ü·r ;m-al·e a.u<.~s r .. 1zes nc;cer:>S::1r:r ;_men·e ctl;_~cln ·o.s em 

R e isto mostr::1 que R ~ quadro.ticamonte henseliano. 

Corol·~rio 1. 3 " 
- [:leja H [:x], com x'=::cb:z:+c , uma. extens::lo 
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') 

quadrdtica de R. Se R & henseliano e o polin&mio XL-bX-c , de 

R(X) , i irredutivel sobre R , ent:o R~) ~local e henseliano. 

Demon.str~:tç ~o : 

Como R ~ henseli· no , e , portanto, quadraticamente heg 

seliano , segue--se da ::!?rop .1. 2 que H [x] é local. Do i' o.. to de R [x] 

ser in·t:eiro so1~rQ R , pois H [x] é um R-módulo livro de posto 2 

secue-se que H [x] é hen.c:;elio..no (cf. [N], Chap. VII, tA3, Cor.16). 11 

Teorema 1. Lf. Sejam (M,q) e (~,q 1 ) dois R-espaços 

qu~dr~ticos. Se R ~ honseliano, existe sempre uma e~tensão calai 

D 
... 

e1~1onstraç· o: 

Repetimos aqui um racioc{nio 
,/' 

.cm~üogo ao visto no Tcore 

ma 1.1 . " Observamos. , t: .mbem, que em tod,:;_ a demon~::traç:'lo 0 si-

• "" • I t::.7\ tçnli lcara 'O' R• 
.. '\. 

i)2€U(R): 

e 

n 2 L. c{.j. 
j=1 J J 

o·w]l ,§2,Lema l) e Cül1[c;ideremos as 

b-ses·de M tais que 

, com c<j, /~j € U(H) 
I 

(c r:o 

' J. • 

,., -, 't. extensoos quaara lcas 

e R Lôn+) de n. 2 
, com O'j = o(j e 2 

On+j == /Jjj , l .. < j ~ n • f~ e j a I 

. t d ,;' d. . t . O C~)l1JUll O .e lll clCOS l D.lS qrw x2_ tl . . , -L., J b rJoJa lrr.cculuJ.IJe._ ~::o re 

@H [Y'k] 
kf:i o 

e seja 8 == . 0 H [ 0\] 
iGI 

A H-· ~lc;eb.rn 8, a~-:.:sim cons-
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truidD. , ~uma extensão galoisian::. de H (c.f. [AG],ProP.A8) e pode 

verLt'iCt3.r-se facilmente que (S@ N, q~) N ( s@ f·1, q 
8

) ~ 

Resta apenas a verificação de 'lUe S é local e isto 
/ 

sera 

feito por induç~o sobre o cardinal de I. com 
/ 

e , clara-

mente , uma extens~o quadr~tica de R , local e hensoliana,, pois 

x2_ ""? ... . ; 

e Fredutlvel sobre o , em particular , . o l 
1 

sobre R (cf. Cor. 1.3) • Admitamos (hip6tese de indução) que 

S' = Rtoi20 ••• @R[fis] , com 1 ~ s ~r , ~:;eja local e henseliana. 

A R-6lgebra s '@R Cri 1 r::J 
s+l 

:uma extens:o quadr~tica de S' e-como X
2

- ~fs+l ~irredutÍvel 

sobre S' (pois ~irredutível sobre ) ' conc1uimos 

que 

ii) 

S'0R[~. 1 é local e hensolümo. (cf. Cor. 1.3). Port.·J.nto 
Uls+l 

R [X'. ] 0 ... @R [Y'· J ~ uma extensão CD.loisian ~ loc-J.l de n. 
Ull Ulr 

2f_ U(R) : 

Neste caso o posto de M ~par e sejam {x1 , ••• ,x 2 m~ e 

{y1 , .•• ,y 2 m~ ba~es de M tais que 

"' 2m m -::> -::> 
q( L. 3 .x_.) - L (c(.:)c:. 0 J f ~~c ) 

j==l J J j=l J J + rj j'-'j+m + u.j-"j+rn 
e 

2m m -::> 2 
ql C ;=l !jYj) = ~::::l C Àj!j· ·l·j.j3jJ,j+m + Y,j~j+m ) , com 

c<j,).j'~j e Jj inversíveis er:1 H, l{j~m, ( cf. [l-rv]1 , ~)3 ,Lema 

R[u·. J de R 
J+m 



c o m v-1 • = - o< . . v! . + - O( . ~ • e w . = - " . ~ }t. vl • + 2 ( -1, ) c -1 ) 2 c '\. -1 ) 
. J . J J J J OJ J+m J; J J+m 

1 ~ j ~ m • 

Se,j J. I o conjunto ele {ndices i tais que 
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c-À-:-1v.), 
J J 

X::? -lf x "'-lo c . . ) + ()( . . .+ ...,.. . . se l=J ou 
J J J J 

+ " . . .~~.+ 1\ . v . se X2 '\ -1, v \ -1 \ ( 
J J J J 

i=j +m) seja 

ircedatÍvel sobre Q9 R[vr1] 
k:fi <: 

• Seja S 0 R[w_.l 
ifi l 

• Vcrificq-

se , como em i), que S ~ uma cxtensao galoisiana loc~l de R tal 

Observação : A extensão galoisiana S de H , con~>truida 

no 'reorema L lJ.. , além de locu1 , é também hen~;eliena. 

2. Grupo::_; ortoc;onais ~- :{1f2;~_bra~ s_t; Cli.fford. 

i)e;.jam R um anel e (ri, q) um H--mÓdulo qu Ará'tico • A ~-

qJ.iffJr~ de (M,q) , que indicaremos por C (r:I, q) 
/ 

, e o 

quociente da ~lcebra tensorial T(M) pelo ideal bil;tero ICq) , 

de TCM) , [erado pelos elementos da 

todo X € r·1. 

forma 2 
x -q(x)lT(IvT) , para 

ObservarnorJ que C(f.I, q) ri solução do prol!lema univerf:3.:<l 

posto peLLs aplicações R-linec:n:es r;: r-1-- A , onde A 6 una .E-Ó.l-

cebra ' 
. 2 

tais que (g(x)) = qCx)lA , para todo x f M. 

Se Braduamos TCM) sobre í%/ry;J , f;'.Zendo 
r_!IJ 

EB 1,2icr;;) 
i~O 

e 
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EB T2 i+l(r-1) , com 1:Cj (I:l) = 0J_1.(I.I) , então o ideal I(q) 
i~ o 

~ homoc~neo em relaç~o a essa craduaçfio c consequentemente C(M,q), 

corno ~lcebra ~raduada 2obre Z!2z , 6 descrita por 

C(M,q) = C 0 (M,q)~c 1 (M,q) , onde C
0

(N,q) ~a sub~lgebra gerada 

pelos elementos da forma xy(mod I(q)) , com x,y€ M. 

O conjunto dos ele:nentos xEC(N,q) tais que xy=yx, p'ª

ra. todo y E. CUI, q) , ·é uma subt.Ílc;ebra C.e C(r-1, q) chamada centro de 

C(M,q) e denotada por Z(C(M,q)) • O centro de C
0

(M,q) ~definido 

de modo an5loco e denotado por Z(C
0

(M,q)). 

Se (M,q) ~um R-espaço qu~dr~tico , onde o posto de M 

~par , então Z(C(M,q)) =R e Z(Cci(M,q)) {um R-m6dulo projetivo 

de tipo finito e posto 2 • Se o posto de M ~ {mp~r então Z(C(M,q)) 

é um R-mÓdulo projetivo de tipo firl.ito e posto 2 e Z(C (ri,q)) =H 
o 

(cf. [r~rv] 1 ,§L~). Loc:~tlmente, se 2~U(H) então Z(C
0

(IT,q))_é urna 

oxtensEí.o qu·~cr~tica de H , do tipo R [x] , com x2 =x- ~(q) • Além 

. (II ) (fi ) - d . .R " '~-· t"" cl.J.sso, se '•, q e ·', q
1 

sao OlS .J. -espo.ços quao.re:cJ.cos , en ·ao 

Z(C 0 (~I,q 1 )) ~ Z(C
0

(M,q)) , corno R-6lsobras , se, e somente se 

" ( ) " ( ) G (R) ( f' [n] C'') r· ... ) '-~ ql ;;;; ~ q em . , c·. .d. , ,Jc.. e ;);> • 

U 1 t Ec(r·' ) /, - 1 ( i/'~V"'o" :)0 fj' m e emen ·o x · ·1, q sera enamac1o 1ouo,_ 2 _~_9 ~ "rau 

ox =i, se XECi(n,q) • Pe.ra qualquer subconjunt;o E de C(I'·I,q) 

denotamos por hE o CO~:"l.junto (Enco(I-;,q))UCEn cl (H,q)) d.os Glemc:n 

tos homog8neos de E • 

Se (N, q) é um H-espaço quadc:Ítico , pode mostrar-se que 

r· .d t'". ' b d n (I" ) n ri/ P-.·'1c)'cltllo ll. ~ se 1 .en·l).lCa a um su espuço e v
1 

~,q • 08 ' e um . _ 
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vre de posto n, ent~o C(M,q) ~ tamb~m um R-mbdu1o livre e seu pos-

'l1odo homomorfismo t: (I\, q
1

) __ .,.(r::, q) de R-esp:.:tços qua-

dr~ticos se e2tende a um homomorfismo do R-~lgebras 

C(t):C(N1 ,q1 ) --+C(f>I,q) tal que C(t)(r\)Crr. Reciprocamente,t2. 

do homotnorfir,mo de R-ál;ebro.rJ t':C(I'·I
1

,q
1

)---C(r-I,q) , tal que-

t' 0\ )C f·1 , dá origem , por rost:;riç}.o a N
1 

, a um homomorf i.smo de 

I . I H-espaços quadraticos t=t 1 r·í : (H1 , q1 ) ·--· (N, q) 
. 1 

tal que C(t)= 

t 1 
• Ainda , devido q e q1 serem não dec;en8I.'adas (ver [nvL], Lem.a 

l.L~) , podemos também afirm.tr q1..:.e C(t) é injetivo, sobrejetivo ou 

bijetivo se, e somente se. t ;' t:. e,respecvlvamente • • -!-. 
, lllJOulV0 1 sobre 

jetivo ou bijetivo. 

Se R--+ S 
/ 

e um homomorfismo de e U7,q) é um R-

/ 1 '1 /t • ,... (C' f.../\ r··J s) ' ~~-filO/d11l0 d / • modu o qua(J.ra 1co , onto.o ,_)0') ·, q e \J.m ~ qua r2t1.co e 
lí. 

... 'c1/ 0\ () 
natura~mente a 0-algebra G~RC M,q • 

. / 
Para m~1s detalhes sobre algobras de Clifford enviamos o leitor 

<~. bi b liop;rafia , (ver, por exr~:r:1plo , [rw]. , i::.ol, 2, 3 , UiH], [B]. ,· 
l l 

i=-1,2 e [Do] ). 

Em seguida , ,:~ssurni:r_'emos que: n [;eja um anel loco.l e 

Q.Ue cr~~, q) de:notará ::-Jempre um H--espaço quadrático. 

Um R-automorfismo t: H-~~ N 
/ 

ser:J. chnm~:.do ortor·;·ono.l se _. _·._) -..---
o cliac;rama n __ t_-;. N for comutativo. 

~I' 
O conjunto cJ os H-automorfümos ortoc;on J.is de UI, q) é dotado 



-13-

de uma estrutura natural de grupo chamJdo crupe ortogonal de (M,q) 

e será denotado por O(r-I,q) ru simplesmente O(q) , c~~so não haja 

confusão possível. O c;ru:po ortosonal unirwclular (ou es-Pecial) , 

denotado por SO(M,q) ou simplesmente SO(q) , ~um subgrupo de O(q) 

definido por SO(q)= {t : t€0(q) ~ C(t)lzcc (M,q)) = id\ se 
o 

2 ~ U(H). Se 2 EU(R) , observamos que se tE O(q) então d(t) = 2: 1, 

onde d ( t) denota o determinante da r:ntriz de t em relaçE:o o. uma 

base de M. Neste caso, ~efinimos SO(q) = {t : t O(q) e d(t) = 1}. 

Se u E C(r-1, q) e" um elc;mento homogêneo e inversível , de 

finimo2 um R-automorfismo Tiu de C(M,q) , dado por 

TTu(x) = (-l)~uOx uxu-1 , para todo x €hC(M,q). Obvi:J.mente , se 

Tt U~)Cf'1 , TI € O(q) e Tr: € SO(q) se , e somente se u € C (n, q), u u u o 

(cf. [HV] 2 e [B] 2 )• O conjunto CL(H,q) ( ou simplesmente CL(q)) 

dos elementos u E U(hC(N, q)) tais que Tfu E O(q) tem uma estruturo. 

de r_:r·upo , chamado Si"E:UPO de Cli:fford de (H, q) • lbturalrnentc, 

existe um homomorfismo de e;rupos TI:CJ_J(q) _ _.Q(q) dado por 

· lT(u) = TI , p1.ra todo u € CL(q). u 

Teorema 2.1 ' .1\ • A sequenc1a da grupos 

1---U(R) _ _...,.cL(q) -~O(q) ---1 
, 
e exata. 

Deuonstraç5lo 

lli'OP. 7- 3 2 - ..) . . . 
observamos que este ~esmo resultado foi obti 



-14-

elo por Klincenbert; (cf. [K] ) para um ·.mel locoü R , com 2 € U(H) 

~ ~ 

usando o I~to , t~rnbom por ole demonstr~do , de que O(q) e' Gorado 

por iso~etrias do tipo a:_r: Y 1----+y - P(x' :y) X , rom 
A q(x) 

X, y € l\I e 

q(x)E U(R). Klingonbere; demo:a;3trou que ::.>o tE O(q) , existem ele

mentos x 1 , .. , x em N t i.Í s quo q ( x . ) E ü (H) , 1 ~ i ~ r e 
r l 

C(t)(y) == (~l)r(x 1 •.• xr)y(x
1 

••• xr)-1 , para todo yE Nem C(f.I,q), 

onde r ~ O(mod 2) se , e somente se tE 00(q). A verificaç.'l:o de 

que , para cada tE: O(q) o elec,ento at=x1 ..• xr tf unico , ,l me-

nos de um fator em U(R) , ~imediata. 

No caso em que 2 ~ U(H) , KYJ.ebusch [Kn] verificou que 

O(q) também é gerado por isometrij_s , como descrita:·> ncima 
, 

exceto no caso en q;1e o posto de r-1 e li- , o- corpo re::;idual R/-rvz... 

( 777. den.ota o t(nico .ideal maximal de H) de R e" Z/ 2z e 

t.l8 !....... 0\ RI-11', qH/-rYL) "" ' . b 1
] . ( • t ' ,Qh,~~ e um espaço nlper'O.lCO 1s· o e , 

(H/7?7. 0 RI'·1, q.R/-,n) ';::! (N$ H~ q 1 
) ·, com N u.m R/-r-n. -submó'dulo de 

~{/-m~ 1:-!I , N~ = HomH/-wz.. (N, Rim ) e a 1 
: 1\T(fHT~--R/..ffl.-. dada por 

q 1 (x,f)- f(x), p.;.ra todo x €N e ff n·~). Usando e:::;tc; .fo.to, tam-

~ I 

bem pode obter-se result~dos analosos aos obtidos por Klincenberc 

o descritos acima. 
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3. Cohomoloc;i: nao abeliana. 

Sejam G e G' dois grupos tais que G atua sobre G' como 

~rupo de Jperndores ; isto { , existe uma aplicação G x G1 G 1 

denotada por (g, g 1
) ~ g * g 1 e que verifica as se;:_;uintes condi-

çoes : 

e;~ lG I = lG I 

(glp;2)*g'· = glx (g2~ gl) 

g~(g]_g2) = (g~g]_)(g*g2) 

=Cc1* f(g2 ))f(g1 ) ~chamada um coclclo e dizemos que dois cociclos 

f e f 1 sE o cohom6lo. os se existe g' E G 1 tal que f 1 (g) = 

=C:s*"e; 1 )í(g)g~- 1 , para todo g € G. Definimos assim urna relaçilo 

;) . .1,. . 
~...,o eq nvc~ encla sobre o conjunto dos cociclos o o conjunto quo-

ciente ser~( chJ.nwdo ccn,junto dr;: l-çogon9lo;:ia d.c G com valores 

01:1 G 1 e clcnotnG.o por H
1 

( G, G 1 
) • Observ,::;mos, uinda, que se G' é 

abe:Liano ent,J:o o conjunto do~> cocic1os , munido da opero.çêío "mul-
/ 

tiplicação t 1 11 J - ·1 ' ]~ ' pon -uo. , e um c;rupo ; o. ee .aç:w cG equlva _c;nc~a , 

uclma descrita ~ compat{vel com essa ojernçêío e consequen~emente 

n1 C G, G ' ) -~ , " t,amoem t~m uma. estrutura de crupe abeliano e ( , neste 

caso, chamado grc.l}_)O de 1-:-cohomo1ü'' ia de G corrt v.cJlo:t:>er3 er:1 G 1 • 

No que socue , assumiremos que R seja um anel e S uma 

oxtens,:=to c;aloisiana de H , com grupo G. 

{)cjam (N) uma cl.:,s.so 1 • n • c G lr:;or:1o:r.·.c J.smos de n-mód.ulos re -
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?:resento.da por N e f.í um R-mÓdulo livre do posto finito n • Dize

m~s çue (N) ~ um~ forma torcida de M nor S se existir um isomor--- ---- . - - ...___ -
fismo de 3-mÓ:::l.ulos f :S@Hl'·1---.S@Rl'T ; isto 

um E:i-mÓdulo livre de posto n • Denotamos por 

das formas t~rcidas de M por s. · 

" e , se 

'53 c r-r) o conjunto 

Proposição 3.1 Se R é tal que todo H-mó'dulo proje-

tivo de tipo finito e posto const::mte e-:- livre , mtão 1s UI) == 

{ (r"i) \ , para todo R-mÓdulo livre fvl de posto finito. 

Det;lOnstraç ":o imediata. • 
Consideremos agora um li.-mÓclulo livre I1 de posto fi-

nito n ~ 1 e denotemos por Gln ( 8) ·o crupo _dos o.utomorfisrnos do 

O t;rupo G ace naturalmente sobre Gl (S) do sen 
J.inte uocJ.o: 

(a't)(x) == a-(t( o=-1 (x)) quai:c;quer quo sejam u€ G , 

t EGln(S) e xES@1l1·, onde '<r:SQS\/1 s@Hr-1 e" dada por 

a-(s®m)::.: cr(s)®m, par.:t todo seS e mEf'I. 

O ' . I' -+ que -cone lünamos e n:o.:; cr·.~r que os C='njuntos Jsui) e 

H1 (G. Gl (S)) são equin1 otentos. , n --

Seja (li) € 18 UI) • Sabemos qao oxü>to um isomorrü;mo 

de 8-mó'clulos I: f3@ Hr:I-- s@RN • Con:=ücleremo::; ' paro. todo ü"€ G, 

o.s n.plicaçÕes e(f': SQSJRf·1-+ S@:;:l1 t•.ÜS que 8a-c' (f.~-:(}-}p .. 

Ot sPrver'iOS c,;ue f-f. J - 1 " - · · ~ · 1 · , 01 r r (}.r : () - e c.L.1.ram0nto um lSomorilr:mo c e 0'-D'H .. 

;cobre S@1/I e , obviamente , eo-E.G1
11 

(.8) e 

cr, 1€ G. r~ss im 1 . -, ,;_ ap lcaç:_o 
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def in ida por f? (<r) = 9(}'= o-. ~-~a---~p , p:.tra todo ü f: G , e" um coe i 

elo • Alér.1 disso , se f' : S @RM --~G 0Hn é um outro ir:omorfismo 

de S-mÓdulos e f P' e" o cociclo correspondente , tomando 

o( = f'-.1 f € Gln (S) temos 

f f' (V) o(~ rr. r·liT-;1 rrl~ " (!'.p•-;l.IT-1 fo 
. = Cü-(3'-.l~_q-'l) (çrf-·~o--.lp ) = (o-e<) r f((!) ' 

ou seja 

tra que 

f f' (O") = 

- / ff e f~, , sao cohomologos • 

Com isto vemos que existe uma aplicaçfio 

(cr cx).r ~ c(}"). ex -l , paret todo cr E G , e isto mos-

a in 

da , pelo que vimos.acima , que a aplicuçfio F n~o depende da es

colha do isomorfismo f . 
..1 

Sejam (N) e (N') elementos de rJ'.;.·--· .. cr-·1) t · Ti'((' 1
)) ~ aJ s que ~i 1·, = 

= F ( (.N')) • Isto signific'J. que ozi.stem isomorfismo f> ele .G-mó'c1.ulos 

p:c® 1 /I~s0:a_N e p•:s@RH-.S@RN tais que :f~ e ff' , são 

cociclos cohomcÚogos • Logo , exi.ste o< E Gln (S) tal que f#' (o-) = 

(h-J'/)f (/7") -1 t " n- r G 1 i L. • c o~ fl' -1 r.--1 "' = v V\ -~ v ex , para ouo v c , Cte onc e ul.r .. .J.mo,) .
1
r:, • v . f. c< = 

~O: o< .(}·-·. 1 a--~-~ o--~ f ou seja , (f;' f>'.C\.p1 
= p~o<p-:~ . -ELtilo , ~·.cx..p 1 = 

• 1\T "T I / ' ~ • ., ") /" 1 ( ~ :::.: lds® ô , onde r;11 -~ b e Um lSOJ'JOJ:'.C.l.!c;no o.e i,-l:JQUU OS , Cl. 

[Ko], Chap.II, Prop.5.2). Portanto (N') = (H) e con::;eque-uto1;10nte 
, 

H e injetiva • 

Se,ja ~)EH 1 (G, Gl (S)) e consideremos . n 
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disso , (CJJ' )*=(f (ffJ') )-.1ú.J' = ( (crf (1') }f (O")) -.1o::r ""' (f (ú) )"-.l ((ff (T)) -_lü.f 

=(f(0"))-. 1 ff:(f(1))-~if~V:7= ((f(ü))-:1u).((f(1"))-:1.r) = rr:'"r," quais -
, 

q~·j_er que sejam <r, 7€ G. Loco , existem u~:1 n-nwdulo H e um iso -

nwrfisrno de S-mÓéhüos f :8 ®HN- 8 ®1l1 to.is que õ~1.= '{ü, pa

ra to~o ~e G,(cf. (KO] s Chap.II,Prop.5.l). Disto deduz-se facil 

(N) 
/ 

e uma form1 torcida de M por S e que 2((N)) =[f 
1
] 

"'l-
=[-r] , o que r:wstro. que· F é sobreje-tiva. Deoonstramos, :;.::-:;sim o 

ceguinte teorema. 

Teorema 3.2 

eq üpotentes. 

Decorre imediatamente da Prop.3.l e deGta teorem~ o 
/ 

secuinte corolario • 

Corolário 3.-3 Se· H e" tal que todo H-n:&1ulo :proj c.; ti 

, .J.. • ~ • • i 1 t ~ "' 1-· " ·'-- rrl ( G Gl ( ~--)') ) vo Ge tJJ.po .r J.nl co e po.·~ l;o cons an·~e e l ;rre , en L. ao __ , , , 
n , 

= O ; isto e , para todo cociclo f: G --+Gln (S) existe um elemen 

to O( E Gl (S) taJ. que f((}) = (ôt<)oc-1 p~tra todo u € G. 
n 

Admitamos , agora , que R e S sejam locais , de ideais 

nuximais "1/'Yl. e -yrzJ3 , respectivamente e Cl.J.j os roGpectivo~3 corpos 

· d · R'/_ ,~v resJ. :.:als '1-/Yl. e o »1.S c• -· .. .., • .,.-:- • ''l • t ,... oeJ u.ffi lll.J..lLl Üi.:> O t . ' " • Jeorerno. set;uln-ce e , 

no caso de extens5es caloisi~nas locais de um anel local , uma 

l . - 1 1". . . <l Genera lzaçao co coró arlo aclma enuncla o • 
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Te o rema 3. '+ Seja A ur:1a S-ál[_;ebra , que como S-mÓdu 

lo ~ livre de posto finito • Se G se estende a um grupo de auto

morfismos de A , então H1 (G, U(A)) = O • 

Demonstração 

Seja f E H1 (G, U(A)) e consideremos o elemento 

L f(lr) X(r da S [x<r : (f€ G]-álc;ebra A~~<r :o-E G] • !i. norm:1. deste 
()t. G 

elemc::nto , em relação à S [x<r :(}f G J , denotada por 

N( L f(ü)Xõ) { um polinÔmio de S ~{O" : Cf€ G] , (cf. [Bo], Chap. 
(i€G 

8 , 812). Por outro lado , Sl-rvz.s e" um corpo extensão de Galois 

de 11/-vn. , cujo grupo de Galo i[; G consiste elos elementos O" da.dos 

por a- (s) = Q=(S} , para tod.o s € ;:) ·e O'€ G e tais que (J =r se, e 

somente se , O' =: r , quaisquer que sejam cr, r € G ( cf. ( CHH], §1 , 

r~ema 7). ,l.léru <'~isso , é de verificação imediata que 

"'( ~ .C' C;;.) 'T ) C' 1 ['T cr G] 
,_j ~ l. U Arr E: 0/1l7_C~ A(J' : € / 1"" • - "l t• I e um po 1nom1o nao 1con 1camen~e 

o·EIT v v 

nulo • Assim , da independ8ncia ~lg~brica dos olemcnLos de G 

sohre sj'ffl..S (cf. [Bo ], Chap. 5 , (jlO ) , ser.;ue-se q~le existe um 

elernnnto s de. s tal que H( L.~ f co~)xr.-) (s ) ::; N( L= f (a-)~{_.) (s ) 
o u € G v o (te:: TI" cr o 

f O em 3/m..s·, o que sic~nifica que IT(LL'(ff).\(J')(s
0

)€U(,c:>). Co-
/l · rr€G 

mo , N (L f (o- )X,.,..) ( s ) é exatamente it;w'..l <l norma do elemento 
créG v . o 

'\-, -r(cr)a~r '=' ) E A -·· J..., -o ~ ~~ _ .. --'-::;o a = ~. \o • ' em I 8 .... ,Ç.:J. c.._ O ' CD. Gc, 

~eG 
0 

. . 

N C L r C o-) cr( s ) ) 
o-E.G o 

E UU3) ou , C(plvalenter:!Onte , a € U(A) • 

Da propriedade que define os cocicloo temos 

v(a) -· Lo-c r (1) )O'r(s ) -
TEG 0 
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=( L r(a:r)cr.1(s ))(f(u))-1 
= a(f(ü))-1 

l (J:T€G o 
ou seja .r (cr) = 

• = v (a- )a , p ru todo o- € G. 

Os resultados demonstrados 
/ 

neste paracrafo , com exce-

ç.io do te,)rema 3 .1~ , são também encontrados em [Ko] , Chap 9 II • 

O , l' - /, l . teorema 3. LJ e uma genera lzaç2o P~'.ra ano J .s ocals , do mesmo 

resultado de1aonstro.do por Sp~':'in[;er , par-:1 corpos (cf. [sp) , 

Teorema do Ap&ndice ). 

1 C' 

4. O conjunto H (G, O(q0
)) 

Sejam R um anel , f!l um H-módulo e S uma cxt,:::nsao •'aloi 
'--' -

si~na de R , com cru~o G • Par~ todo ~€ G e para toda aplicação 

~ de S ®H r.: em S ( ou er::r S <2~\/0 de:cinimos a aplicação o--f tal que 

c a-f) (x) =o (J('-fC cf1 (x)) ' po.ra todo X E s® HN ' onde 

cr' :D@Rl\1 --~s@R~!J é dado. por cr(s®m) = cr(s)®m , qu.-.üsquor. 
,. 

que E:ejc.m s l S e m € J':I • E de verificação imediata quo 

i) se q I : s69,)-I - s e"' U!:1a forma 
.L'l 

uq I _,_. C]_ I , para to elo ()E: G , se, e f>oü:ente se , s 
q I = q ')' r" ' .;_ ..;._ . '-' 

.J.lr;uma forma qu.-::.d~cático. q: :fvl -----:--R ; 

ii) se (DI: s ®pN- s@ ,)-'I é UL1Z1 ,l_~:licaç.:o S-linear 
T "'- ·'-'-

ent0:o <rf' == ~' , para todo ()f G , oe ' e roomc"n·l-e '-'o <f' - J'd 0lD 
.... ..) ~ ..... J ·)- ' - - (1 T 

1-.J 
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pnra ::ücurna .r::.plicaç5o R-linear <p :1'1 --,..f·1., (cf. [Ko] ,Cho.p. II , 

§5 , Cor. ).2). 

óe (r-1, q) e sao 
~ / . 

dois R-modulas quadraticos ' di-

zsmos que q e q1 s5o S-equivalentes , p~ra alcuma extcns~o galoi 
(."'i C1 

o D D - · 
::::i~ma D de H , ce q e q1 sao equiv:1lentes ; ou seja , .:::e os 

. s o 
S-mÓdulos qu:J.dr.{ticos (sQ91/1, q ) e (f:J@RI•l, q~) s.:lo isor:wrfos. 

Obviamente , se q e q1 s5o equivalentes ( ou R-equivalentes) en

tão q e q 1 são S-eq~ivalentes , para toda extensão galoisiana S · 

de R. 

Nos resultados sesuintes , R denotat~ sempre um anel 

local e (M,q) e (M,q1 ) dois R-espaços quadr~ticos • O Teorema 
~ 

1.1 hos eRrante que q e q1sao sempre S-equivalentes , p1ra ulg~ 

1- - 1 . . ~ 1 ma ex~ensuo s~ o1s1~na b ae H • Logo , existe um isomorfismo de 
('I s 

S-mÓdulos t:S~\)·1 ---.,.s@,:)·I tal que q0 (t(x)) =~ q
1

(x) , p:J.ra todo 
.1.\. ll. 

Denotemos por G o grupo de G~lois de S dobro R • Como 
s C' O 0 1 s 1 

q ( t (X) ) == q~ (X) == CT q ~ (X) · · lr ( q ~ ( <f" (X) ) ) = (F ( q ( t (o-- (X) ) ) ) -

8 8 . s =(<rq )((o-t)(:x)) == q ((o-t)(x)) , exJ.~;te u(} € O(q) tal qu.e 

ucr·t = crt , p r·. todo crc G. Além disso , (cr1)(t) :c: u(.rt) =U(u
1
.t) 

= (<:ru
1 

).(a-t) = (q-ur ).u(f. t , de onde r:;ecue-so núr = (a-u
1

) uõ , qu.ais

c;•wr q,w ::::o,jam (r ,7 E G • 

D +- ]_•-, d ' <' t f • .-_:, I.'J\ fiT ' ' t::l\ fJí ;" -I-- . 1-· ( 1 • 
.~.or ·:)UurO o. O 1 ,,e. .D'<YH; --~ü\fYH, f, L>::l.EluCL Um lr:o 

s C' 

morfismo de 8-mÓdulos tal que q (t' (x)) = ql(x) , p:n·a todo x € 

f)@_;/'!, entil:o q8 (t'(x)) = q8 (t(:x:)), c'J.e 011e~e rc::ou.lt~a t'=u.t 
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c 0 

para algum u € O(q 0
) • I,oe;o , (Tt' == u~.t' , paro. .:ügum ttJ-(;0(q0

) , 

o-t' =CT(u.t) = (cru).(<rt) = (O'u).nÓ'u-.1 t• c dü;to temos ulr = (O~u).ud-u- 1 , 

1~.:n·a todo (f f G. 

T" ;' • s 
_c, necess:.',rlo observar que se u E O(q ) então Q"U € 

O(q8 ) , par~ todo ~€G , isto ~ , G age , ~ esquerda sobre O(q8 ). 

Do que vj.mos acima , podamos então , concluir_que tQ 

' / t . da forma quo.ara· lCa q1 sobre M , que ~ S-cquivalente ~ q , d~ o-

rigem a uma classe de 1-cohomologiu c8 (q,q1 ) de H1 (G, O(q8 )) , 

representada pelo rociclo f't:G -o(q3
) tal que ft(a-) = (o-t)t-1 , 

o c 

para todo <J E G onde t: (SQ?}HI,T, q~) -- (S @RI'•1, qu) é um isomorfismo 

ele B-espo.ços quadráticos • Observemos tarn.bÓm que a reprc:::;c:ntação 

da classe c8 (q,q1 ) nô:o depende do. escolha do isomorfismo t • 

As classes de equivalgncio. de formas 

d 
/ . 

qua rat1.cas q
1 

, que sq.o S-c(Jnivalentes ~ q , er::>tÔ:o e!:l correspog 

d~ncia bijetivo. com os elementos de n1 (G, 
Çt 

O(qu)). 

Inicialmente , mostremos que c8 (q,q1 ) = c 8 (q,q2 ) em 

H1 (G, O(q8 )).se, e somente se q
1 

e q
2 

s5o equivalentes. 

Admitamos que c 3 (q,q1 ) = c 8 (q,q2 ) e sejam 
c• 1 

hi:G -o(q0
) dadas por hi (cr) ;:: (a-ti)ti onde 

C' o 

t ( c t:J.. •,,- D) (''!O\ f') ')) 
·-. : ü \6',,l-i, q. ----"'- >) \C;;IR·'., q ,.., • ""'. - c.• /" l sao lsomorllsmos de u-moau os 

l l\ l 

cJ 
/ ..... 

.TG.0lCOS , os representantes do Cc,(q,q_.) , (i,~1,2) • 
)..) l 

Como 

qua-

po<le:nos considerar som perd8 de gonerali 
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dade , que h 1 = h 2 == h ou que h(ú) = (crt1 ).tl1 
= (crt2 ).t21 , para 

todo <rE G. Hesulta daÍ que o-Ct2~t 1 ) = (o-t~/).(o--t 1 ) = ({ft 2 )~
1 Crrt 1 ) 

, P';.ra todo <tE G e , con::equentemeg_ 

te , exü:;tr-; um isomorfü3mo de R-mÓdulos t: H-- I'1 tal que 

t;-lt - . 1 10\ t = t 13 t t t 8 ( P r·rol Cl II .-.5 , 
J 2 · 1 . - lC;f3 \OI , OU l::: . 2" , C:L • A ..J , 1ap • , ~:J , vOI.' • 

(."1' n 0 S S 
5.2) • Loco ,q2 (t(x)) = q2(t 0 (x)) = q")Ct 2 t~ (x)) = q' (t1 (x)) == 

c~ 

= q~(x) = ql (x) , para todo X E r,1 , O que illN3tra que ql e q2 SG.O 

eq~ivalentes. Reciprocamente , se q1 e q2 s5o equivalentes e am-

-o . 1 ' -/ -bas sac o-cqulva. entes a q , entao e de verificaçao imediata que 

cs(q,ql) = cs(q,q2j • 

.B'inalrnPnte se c€H1 (G, O(q8 )) 
, 

, cujo representante e 

t " ""'~ G ( r c 7 7.) c · ' (' 1:::7\ r·1 s -~ · · para ·oo.o u..,.. c ..• · ·or • .:;.:J • >JOJa q :olcYD' --- a .t:.orma qua,... 
l.l. 

C1 

clrá'tica C.ada. por q' (x) = q'.:\t(x)) , p:•.ra t,;do x E S0,.I-I • Como 
Lt 

(uq')(x) =ü(q'(cr-1 (x))) = õ(q8 (t((l-1 (z)))) - (üq8 )((crt)(x)) = 

= q8 (h(ff)(t(xj)) = q8 (t(x)) = q'(x) , para todo x E 

B / 
ent5o q' q1 para alsuma forma quadratica q1 :H R. 

(' 

= q'(x) -- q 0 (t(x)), po.ra todo x€S0RI•1, vemo::; que·h 

" / e tambr-:n um cociclo representante de c 8 (q,q1 ) , o que castra que 

1 • • C d ~) • ~ ,~1 l l / t ·~ n1·. /... 1 "l c;:-1 .. )lSJ.ana u .e h , rnencl.onctc .... a no le:oremo. +. , e u.I"'F_.,n ocu .• 

. 1 d . 1"" . As c~o.sses o eq~1vu enc1a de formas 
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/ . " 
ç~uaclratlcas q

1 
sobre f•l , q_u.e s:2o 8-eq_;üva.lentes a q e tem ~'1esmo 

discriminante que q , est5o em corres;ond6nciu bijetiva com os 

elementos de H1 (G, SO(q8 )). 

Seja q1 uma forma qu:;_d:r.'Útica S-equivalente a q e consi 

de::·eiLOS a. c 1asse de 1-cohomolocia Cg ( q' q 1) E n1 c G, . o c q8
)) . ' r e -

s 1 . presentac_a pelo cociclo f: G --'>O(q ) clado por f (<r) = Co-t ).t- , 

onc1e t: S 0 rll- S @Rr·'I é um · ~utomorf ismo do 3-mÓdulo S 0 RJ.VI tal 
s s 

(1Ue q CtCx)) = q1 (x) , p·J.rD_ todo x E S@Hfvl • 

Devemos TtiO~'trar que f(<r) € SO(q
3 ) , p::c;.ra todo ó'" € G , 

~:e , e f~omsnte se , .6Cq1 ) == L(q) em G(H) • Para t .nto di:::;tinguir_ç_ 

1:1os dois casos , secundo 2 seja ou n:J.o i1r~ers Í•rcl em H. • 

i) 2EU(R) : 

Neste caso , G(R) = U(R)/u2(R) e admitamos 

Ü(q1 ) = /}(q) (mod u2 (H)) • Lo::;o , exL:te À E U(R) b:i.l 

6cql) == D(q) i- . c1 l~ 

Além disso , q~ (x) = q 0 
( t (x)) ,. p ·.ra 

S Q5! H.l\1 , e , e n tão , D(q~) =6(q8 )(d(t)) 2 , onde; d(t) é 

que 

que 

todo x € 

o de ::crni 
/\ C! 

n:::nte da matriz de t em relaçüo a uma bc_;::e de I·l • Como , L\(q'"-')= 

, obtemos 

o do fato 

de 3 ser local seG~P-se 

== cl(t) p·:.ra todo u€ G e , como d(a·t) "-' u~(d(t)) , obte::·os 

cl(f(u)) ::.: d((<rt).t~ 1 ) = d(at)(d(t))-1 ,, ct(t)(d(t))-1 == 1 , o quo 



-25-

ent5o d(i(~)) = 1 e 6(d(t)) = d(at) = d(f(U)t) = d(t) , o que 
S c• 

mostra que d(t) E U(H) • l)o:r outro 1o.do, de ql(x) ,= q 0 (t(:x)) , 

para todo x E .Sé9Rf"í, obtemos .6Cq1 ) =L(q~) =~(q 3 )(d(t)) 2 = 

[\(q)(d(t)) 2 
Oü ~(q 1 ) o.:6,(q)(mod. lJ2 (R)). 

ii) ;}fU(R) : 

Adr:lit_amos q;.:.c 6Cq1 ) == _6(q) em G(R). LoGO , existe 

À€R tn1 q~.1.e LCq
1

) =6(q) + (À-})(1-L~~·lq)). De q~(x) = q3 (t(x)), 

para todo :x € S~ 1 {I , ;·;ec",ue que C(t) :S®Rc(I'r;,q1 )-'-.. B0RC(IcJ,q) 

"' e um isomorfismo de s._,:(l;:ebroJ.> e con:c;eouent(::D~ente C ( t.) = ·- - o 

= c C t ) : z C s ®R c C r-;, q
1 

) ) ---. ;~ C s 0 c C n, q) ) 
zcs®. c UI q ) ) .L o . n o 

R o ' 1 

"' e to.m 

bém um isomorfismo de r::l-.~(l;;é:; bras. Como Z (C 
0 

011, q1 )) e Z (C 
0 

(r-1, q)) 

, R [x], com 

fica perfeitamente c.::n·;:·.cterü~·J.c.o nor C (t) (1®x) :o.:C(1® 1+ RJ.® v , ·- , o r u 

com c<,~€ S.e foEU(S). Como C
0
(t) e"'urn ü:;omo::c·fü;mo de S-c:(1r;e-

bras , .:J. equaç3:o x 2- x + 6Cq
1

) = O no~:o de{ : 

C ex 1 <& 1 + fl ® y) 2 
- C c< 1 ® 1 + f 1 ::y y) + ~ ( q 1 ) 1 ® 1 = o 

on ainc1a 

J 10 1 + 2cx~ 1® y + f~~(l0 7/ - 6Cq) 10 1) -

(0(1®1 +~l®y) + [.6Cq) + (,?\- ~~ 2 )(1 -l!-Ô(c;J)] 101 -o 

de onde se deduz que 
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") ') 2 fCf+ 2cX- 1) =O e (o(-=· -o<)-6(q)(~-- 1) == (')\ - Ã)(l- 46,(q_)). 

DE: f € U(S) ser;ue-roe que (J ::.; 1 - 2 Dé e conscq_uentesente obter;1os 

(c< - À) (o<+ À- 1) = O • Do fato ele S ser local sec;:;_e-sc que D( = À 

·JU c{=.: 1 - À. .i~m ambo~3 os casos temos O(, f € I-?. c portanto 

C
0
(t)(l®x) == 1 ®(C>(+foy) • Ent::J.o C

0
(q-t) ~ <rC

0
(t) = C

0
(t) ou 

C(f(U))I . - id , o que significa que f(U) E SO(q8), 
z C s 0u c 

0 
C N, q) ) 

p:-~ra todo a- E G. 

Reciprocamente , admitamos que C(f(~)) I = 
·. Z((-)Q9HC

0
(l\I,q)) 

= id • Isto significa que ~C 0 (t) = C 0 (~t) = C
0
(t) , para todo 

(J € G , onde 

c (t) = c(t) I . :z(s(9.,Jc (r•I,q1 )) -z(u@nc (H,q)) 
o z ( ,-, iCÃ ("f ( f,l' q ) 11. o .1.\. o , oiD'Hvo .1, 1 

" . ~ . d c• "1 1 T . t c um 1somorr1smo .e o-a gcJras • ~oco, oxls· e um isomorfír~mo de 

H-:{l_r->·r::bras t':Z(C
0

(N,a
1
))-Z(C

0
(rl,q)) tal oue C (t) -- jn ®t' - - ~ o - - -~n , 

(c.f. [Iw] , Cllap.II , '.rcor. 5.3) e disto ;_oc;ue--se que 6.Cq
1

) = 

= D(q) em G(H) • • 



1 
, . 

cohor:;o oglco • 

'")r/ --c. -

Sejam G um grupo e G' um grupo abeliano sobre o qual G 

atua como crupo ele operadores o con;::;iderc;;:nos os conjuntos 

z2 (G,G' )~{f:G x G'-G' : (<Tf(T,f)).r(cr, rp) = f((T',;r)f(CJr,p) 

quaiSClUer que r:ejam cr, r ,f E G} ·e 

B2 (G,G' )::-:{fE2/(G,G'): existe e:G-G' e f(u,1)=,f1((J"'f)((O"e(r)8(CT))-l 

quo..isquer quo ::::ej am (f, r E. G }. 

Üb ~ 2 ( (! G I ) ~ "' · r;·· 1 • •:"J 
11 C'\ l Í q .CJervemos que Li u, e Uln uX'U_[)O w.L\J _c,nO COI:l a Op8-

r3Ção rnultiplicaçfio pontual e que B2 (G,G') {um subgrupo do 

??(G,G') • Denotamo::; por H
2

(G,G') = z2
(G,G') I L2(G~G') o crupo 

quociente de z2 (G,G') por B2
(G,G' )_ , o qual e' ch:J.mo.do 2Q crupo 

2-cohouologia) de G em G' • Um ele-

m8nto de z2 (G,G') ~chamado dG 2-cociclo de G em G' e um elemento 

T,2 c r; G I ) " 2 de ~ J' e chamado _-cobordo de G eu G' • Dois 2-cociclos que 

~.J·.~~rPffi por Ulll ° C01)· ~elo 0 ~0 ~-J·~a~ U " .._. - • <--- J O j_ ~ '"c,-. C~. _ L· ''' - '1 coc.omo. o;;~os e repres<:?nl;;:;,m a 
? 

mesma classe de 2-coQologia em n~(G,G') • 

Em todo ef:ite por H um anel loco..l 

de ideo.l maximal rrL 

.No §1 most:ca::ws que c1.ados dois H-esp .. ço::; qu,s.dráticos 

(r:J, (]
1

) e (r·.J, 0. __ ) PO·,r:J·,·.,·)y_··e p·y·_l· ,·-~"u'-"' lF(l'1 e:x·f-pn•:'~Q .. ,,,-,·l ()"i. ''l. '-"ll''"' C' (l CO\ [) 
"' :;:. ., o.....r _ .. _ .._.... _, '1:_ '-!..1 .,z.,. .· .._ ~~ ,_.;.L.-~!o..)I.,.J... Q•.,J... - _,._:;> t...J...l CÁ I.....J j_t;:..., ..t.L 

cJm :;ru:ro G , 

/ . - .-, . ] t ... cia de formas 1u .dratlcas q1 , que sao 0-equlva.en·es a q, co-

"'" p,r·r·n·.,~--, C'> (,·, ) -~ .,. ·'ny ..• I11 (C'- O( s)) 'iç, 1--c:o'I"LQ.i'",',()lO-'"" --.L-••l_ .. l,,)u C 0 ':',,q1 ' .. cO CuD.Jv.~l_._,l) , l' q (,_, ~ 
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. s 
(n2io c:o;:mt tJ.VA. ) de G em O(q ) o 

/ 

Neste pJracrafo p~s3aremos 

'"' elemento o<3 (qfl_
1

) E II'::(G, U(S)) e mo~3trareGlN3 que c~e 5 é local,. 

ele cor1)o residunl f~/rJZ.S infinito, 0( 8 (q,q1 ) =l e ~(q) = 

=6(q
1

) então C(I-i,q
1

) ~ C(II,q) e C
0

(r-r,q
1

) ~ C
0

(i''I,q) • Como con-

1\ • ' t scquencJ.a o.es e 

,. -· B e 2 ou 3 entao (M,q1 ) ~ (N,q) se, 

e «8 Cq,q1 ) = 1 • 

H o c,rJ.e sec;ue , ai:>[mmiremos sempi'C que (H, q
1

) e (M, q) 

S0.0 lo-

1 1 r) G 1- ., . ,, n.. ( -, ) N c~ tO. ( ',. ) ca c e n , com c;r~!.po e ·,J.:;.1. que .. :)v H 1'1,9-
1 _ u'<.YH It, q • 

O Teorcria 

(c -r 
_!_ • 

rr lj"J 
Li'l\i .. -, , 

c: 
, IJr·op. !; . • L!-2) onde c1 ( t) dono ta o 

determin::mte de t em rel:cção a alc;uma base de [30 nJ·I • I,ogo, 
(_'"1 

quaisquer que sejam u,t € O(q0
) temos: 

(tu) (x) 

de onde r;cc:guc-se que exü;te r(t,u) E U(8) tc:ü que 

a = tu 
(o 

O( ü) J,q escoJ.hemos 

• Assim , para cada par de elementos u,t € 

--I' s . ' "'.LPrn""'.,..,to.-,· -~ ,nt e n-_1 __ 
11 

em C.L 1 c_ ) cue :--;;:~tl;~faz2m "- - __ , ~ .CJ. '· ,.cu -~ - - ,. V \. . ~ 
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c• 

o TeoreJtla 2.1 e det'i:nirnos uma ap1icaç:o Ô:O(qu) 
s 

x O(q· ) --- U(S) 

t;.;ü que 

e 

0Ct,u) 

De, 

':l c(tu)v 

-1 -1 = a a a tu u t • 

= ~(u,v) 0(t,uv)ata a v o ' u v 

obtem:Jr-3 o-cu,v) rct,uv) = tCt,u) tCtu,v) ' o que :::ostra qu.e Y' 
s s u 

é um :=-~-cocic1o de O(q ) er:; U(S) (com O(q ) atu.ao.'>1.do trivi.:t1mente 

sobre U(S)) • A1lm dir:;so , 

s 
lha de ele~entos de CL(q ) 

se a' a' e a' sao um~ outra esco -tu' t u 
que satisfazem o Toarem~ ~.1 para o 

s 
~es~o par de elemeritos t,u E O(q ) ,obteoos um novo 2-cociclo 

(1 Ct 

o' :O(q~'J) x O(q
0

) -U(S) tal que r' (t,u) == 
~-

Teorema 2.1 temos at'u = ~-t; 1 ,a~-u , a' = í\ a e a':~ A a com 
~ v t t t u u u ' ,. 

}t , Àt;' ~ € U(B) e e imeiii:.:1to que u - u . 

4'Ct,u) = eCtu)((tB(u))e(t))-1tCt,u), 
s . s 

onàe e :O(q ) - U(B) c/ t:J.l _;~_e G(t) :::.: Ât P~'.:Ca t:odo t € O(q ). 

dete:c--

. ,::) 1 1 -:'' ln ···,,_os pe o.. re :::.çao 

minam uma 'Il1esma classe de 2-cohomolor;L~ , dcnote,d:1. por 
2 '-' 

no crupo H -(o(q 0
), U(S)) 

U(S). 

Proposição 5.1 

c 
, com O ( q')) o.tu::mdo t;.rivi ·lm~;nto sobre 

Os eler.1entos 
r• ~ 

s 
atE CL(q ) 

f.:.:.zem o IJ~co:rern ;;:.1 pn.ra tE O(q 0
) pode;;: :é'Or cscu}_]<ià..os elo l:t:J.-
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') t ~ 
~Jn::: ·.r.:;_ç '.O: 

Se t(x) ~~ d(t)atxat1 entüo (<rt)(x) oc: a-(t(o--1 (x)) = 

~ ü(d(t)att71 (x)at1 ) = d(t)(O"'(o.t))x(J(o.t))-l , de onde ~w~;ue-se 

que existe ').6; t € U(S) tal que (at) "" Ã(J, t;<:l.út , para todo ô"€ 

G • Disto temos ÂCT'T, t~Tt '""' u (.7(at)) "'cr( ~r, t'1rt) = 

=ü( Ãr,t)u(a.1t) = ü("'r,t)Ãa-,rta<Trt ou ~a-r,t= a~("r,t) 'Ãõ,rt ' 

C:UD.isquE-)T' que se~j arJ rs, 'j € G. 

Como S e umu extens5o galoisi.~nu local de R , com cru- · 

po G , então f3/1fll'l.S == Rim ~ HS c/ um corpo extensão de Galois do 

corpo H/~ , com t;rupo G = { <J = id., ;® u : CT € c.J:\ ~G (c~L [CER] 
h/-wt. 

tal , o que sisnifica que 

de onde temos 

j\ = ~ (i(~ ) G U(S) 
crt u, t t 

e 

U"O\at) ~cr(/\t)Cí(o..l) = í\crt:\~-t "o~taüt = ~<7tc~~t 

para todo (J"t:. G. Ijoso sub;.,;titu.indo o~> ~O~tDtrt por aut , P~J.ra to-

s do U'€ G e t € O ( q ) , podemos afirmar ·~~ 'U~ r.'( 'J ) -' '" v ~f. ··f- -
v 
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decorro facilmente que o 2-cociclo 
S n O: O(q ) x O(q

0
) - U(S) , definido anteriormente r_;atisfaz 

r(~t,ffu) = U(t(t,u)) , par~ todo «E G e quaisquer que sejam 

t,u e O(q
8

) • 

C .. 
onsl'.~eremos agora 

c• 
seja i':G ____:...o(q

0
) , tal que f(ü) = uõ' para todo q-E: G , um co-

ciclo repre3entante de c~(q,q 1 ) • 
• >.) 

tais que ul't"(x) ·::.: d(u/T")a xa -l e 
u u ~ u() 

x E S@.tl1 e quaisquer q~.le sejam CT ,'1€ G. Assim pod.emos definir a 

aplicJ.ção O(:G x G -u(S) tal que o<(cr,r) =--= Ó((Ju
7

,u
6

) , 

(,;_uais(r.ler que sejam u, T E G • Como X'(O""u , u,r) = a(,.. " a·-la··l 
U r u v ly )lb- U(r (j'U'f 

e (õur). u
6

== u
6
r então podemos ta1:Jb~r?l e::;cr0ver c< (a-, 'T) = 

-1 
== a a ,.,.-( -J ) G u u u a. . ' qu·;.isquer qu.e sejam (T' r E • Acora ' telí;OS: 

(J''f (J ur 
cr(c<(r,p)) = (J(ô('Juf ,u'f )) ::.: 0ca-ruf,uu

1 
) , 

cX(õ, rp) = rco-uJf 'u(J ) ' 

o{(r:r,r) == ;se (J'ur' u(T' ) ' 

e c<ca-r,f) ~-= 0CcrJíJ.f,t\r:r) , quc:..isqu.er que seJnrn 0:, j,féG. 

gazend.o ul ::.: a-ruf ',,u2 =c: (Ju:r e u3 = uún e u;;o..ndo o fato de r ser 

um 2-cociclo de O(q
0

) en1 U(S) (com O(q
0

) atuando trivialmento so 

bre U(S) , obtemos 
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ou 

Isto 
/ 

mostra que « e um 2-cociclo de G em U(S) ( com G atuando de 

modo u2ual sobre U(S)) • Se , acora , considerarmos um outro co-

ciclo f' : G -o( q 8
) , tal qv.e f' (ü) = v. (r , parn todo (J € G , 

como representante da wesmo. cL.r.sse 

2-cociclo 0{ 1 : G x G -~ U(S) tal que 0( 1 (a-,)) "" 0(0'"u' , u' ) = o r (T 
-1 ( :-1 ) li • 1 ~ f I - ' /1 "" a 1 a 1 (T a , • ·,ns os ccclc o;'; I e ·· sao conowo ogos e 

uq-rr u(J u 7 
nortanto existe u € O(q8 ) tal que u~ -'-~ (<Tu)u(i"u-1 . e , neste 

caso , temos : 

cação tal que 

, para todo ü E G. 

l)ocle verificar-se f.:Jcilmr:.:nto que 

o<' Cu, 1) = eca-r) CúCeCr) )fJ(cr) )-1o<Co-, r) quaisquer que sejam ~' 

r c G ' o cpw mostra (]'Je c< e 0( 1 repre::-;er,tam a IT!e~JflE' .. clo.s~;e de 
') 

2-cohornolo:~ia o<8 (o,_,q
1

) E H'-(G, U(S)). ~.'emos, :;s;,.;irn, u~;"a ap1i 

cn.ç:w c;::;(q,q
1

) E II1 (G, O(q0 )) ~-a 8 (q,q 1 ) € II2 (G, G(S)) 

P ·- r.:'J ro~;o ::nç:lO / • c_ 

Considereuos o anti-J.uto:norfi.;mo d.e C(Sé?).Rlvi,q3 ) defi-
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nido por x- x 1 ... xr1-x -- xr ••• x 1 • Soju c<:G x G -u(r3) tal 

c~uo c<(v,'J') - a a-l u(a-l ) , quaisquer que sej,:_:.rn (J,T € G , o 
U(jr U(j Ur 

cociclo representante de ~ 8 (q,q 1 ) • Os elementos a 
u (f 

SJ.tisfa-

zem 

a x ucr 
de onde ·]btemos 

, para todo x E S ®r)-1 • Ent5o , 
.L\ 

xa = d(u"'")ã, u~r(x) , % u U.Ü u 

, para to 

('1 

, ,-.JG'\ I1 c C•/Q\ r·r ('eT'rl. c(c:IO'I 'l,·l q 0
) . c o x E o \DI H , • o mo o ID'l:{ ' c:) - ... c ;_; 'D'n_ , então 

,-, 

para todo x f C (S ®,r·I, a 0
) , o c;ue sicnifica que 

.[L ~ 

ã a € U(S) • Disto decorre facilmente que 
u.ü uú 

o((ü,r) 2 
== 8(0"7)(v(e('f))G((i))-l, quai~;quer quo r::ej,::;.m(J,J"t.G, OI!, 

de 8 :G ->U(S) é tal que 8(ü) -- ã a -, pr>.ra todo Ü€ G. Por 
uü uü 

ProposiçÕ.o c;,. 3 _ _:__. 

C< oe q e q
1 

ent5o 

A demonstração 
/ 

ô o .:c>t:a prorosiçEí.o e ü1edi:J. ta • 

Teoremn_ ~) .1.~ Uoj '-t 

e f.X8 (q,q_
1

) == l ent3:.o C(I-1,q1 ) 

S/-ms in_~~inito. iJe 6.cq1 ) = 6Cq) 
!.:! C(H,q) e C

0
(I-l,q1 ) ~ C

0 
(!l,q) , 

/ 
como R-::.:L;ebras. 

nl(G 
LL ' 

C' 

SO(qu)) (cf. 
Q 

f: G --P ;~o(qü) tal que 

f (v) = uü , para L; o do o- f: G , o coe i elo repre :;cn t::mte de 
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c 8 ( q, q 1 ) • Hccorder:ws que u
0 

= (crt ).t -l onde t: G ®1/I !>1>3 ®r/I 
c (~ 

éum isomori'ü::mo de S-mÓà.ulo::; tal que q 0 (t(.x:)) = ql(x); para 

todo X E. s@Rr1 • Seja O( :G X G ~ U(S) tal que o<Ccr,r) ~ 

=~ a a-l o-(a-1 ) , quaisquer (_:ue sejam a-, T€G , o 2-cocic1o re-
uüT u(T u7 ') . 

~rP.serltante de o<8 (q_,q1 ) € H":-(G, U(S)) • Como o<8 (q,q
1

) 1 , po 

demos considerar , P(;m perd:-1 de generalidade , c< (õ ,r) ~-= 1 e en -

tão , quo.isquer que seJam ú, T € G • Por outro 

lado e. do Teorema 3 .11. scgue-3e que existe a € 

U(G6SJRO(H,q)) tal que au = (CT(a))-1 a , para todo crE G. Assi:-:1 , 
. ü 

(~t)(x) = u (t(x)) = a t(x)a-l 
ü u<T ~ 

' pa-

rrt todo x E S ®Rr-I , para todo cr € G o Definimos 

't:S®Rn --.s®Hc(H,q) tal que "f'Cx) == a-1 t(x)a , para todo x E 

G~Hf''I • A aplicnç.3.o "f t cl~:1.ramente 8-linear e injetora. Como 

("''(x)) 2 a- 1 (t(;~)) 2 a = r.J3(t(:é)) = 
8 () /(?\ ~" r _ = _.<_ - '.1 • _,_ - q
1 

x , p<U':J. todo x E S '<YHl'J , 

da propriedade universal das ~lgebras de Clifford sesuc-se que 

eziste um homomorfismo ele S-,~f.lgebras "f'':S®aCUi,q 1 )--~s~tC(H,q) 

tal gue o diagrama 

Fi comutativo. Como s®nN ceré\ S ®11C(fii,q) e 1f tf injetiva 8ntão 

~p' (S ®HN) = '\f'CS ®1:/1) gera S ®HC(N, q) e isto mostra que: rt' c' so

brejetora. I-Jas , s®HC(f1,q) e SQ9HC(Ivi,q
1

) sãoS-mÓdulos livres 
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de rnesr:10 posto e então "V' / 

e um isomorfismo • Agora , observemos 

que CCJ'f)Cx) = ô("/'Ccr1 Cx))) = O""(a-1 t((f"1 Cx))a) = 

= (U(a))-l(O"'t)(x)O"(a) = a-1 tCx)a = "f-'(x) , para todo X t S@Rf•'I e 

P-~~ra toclo cr € G e , corno S ®HM gero. G ®H c UI, q1 ) , então 

(<rty')Cx) = "'f•(x) , para todo X € S@
11

C(fvi,q
1

) e para todo () € G. 

Consequo~temente existe um isomorfismo de R-~lgebras 

tp:cCN,q1) --~c(N,q) tal que 1'' =-= id8 ®lf> (cf. [Ko] , Chap.II, 

ta. 

Teorema 5.5 Se o posto de N é 2 o.u 3 , · C(H,q
1

) 1\1 

Demonstração Ver (R] 
' 

Chap.II 
' 

'l'cor.1.4 FEI . 

Teorema 5.6 Seja s com a n1esma hipÓtese do 1I'eore:-

"2 - c ) c ) ma 5.4 • Se o posto de M e _ ou 3 entuo M,q1 ~ M,q se, e 

somente se , ~(q 1 ) =.~(q) e '~s(q,q 1 ) = 1 • 

A domonotração deste teorema decorre da Proposiçfio 5.3 

e dos ~eoremas 5.4 e 5.5 • 
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6. O inv.riante de Hasse 

Em todo este po.rásrafo R denotará um anel local hense

liano , de ideal maximal TTl.. , com 2 f YV7.. e corno residuo.l R/-wz... 

infinito. 

Consideremos a, b € U(R) e seja A - H [ i2] se a ~ u2 CH) 

e A = R t "' . , caso con:rarlo • Observemos que , em ambos os casos , 

A ~uma extensão ~aloisiana local de R (cf. Prop. 1.2 o Cor. 1.3) 

e denotemos por II o seu grupo de Galois • Definimos a aplicação 

f:H x H --..,.U(A) tal que : 

f(a-,r) = b , se ff/ idA e r f idA 

e 

.f((J,'J) = 1 
.I • • 

caso contrarlo, quc:usquer que ~.:oj am õ, r E 

H ; f i,obviamente , um 2-cociclo do H em U(A) e decotemos por 
') 

(a,b)e IIL(H, U(A)) a classe de 2-cohomolosia reprcsontud~ por f. 

Se , ar;n'a , 3 e ur.m extonr:.>ão go.loisiana locn.l de H 

com grv.po exlrn~e um sub 

crupo n:Jrmo.l G' de G tal que S "' e uma 

G I G/ IV H (c l"'. r(_~'T!, lrT)Lil r 1 ') A com grupo e G' ~ ~ ~ , leor.L.~ e 

Loco , de H1 (G', U(B)) =O (cf. Cor43~3 para n=l) ser;;Jc-se que 

é uma sequêncio. exata de c;r:1pos (cf~ [s] 1 , Chap. VII ,E·6 ,Prop.5) 

Desta forma vemos que (a,b) 2-cohomolo-

~i~ de G em U(S) e o cociclo f , 



cri to 

e 

Ent3o 

-~<7- --

por 

f(CT',1) = b se ujA :J idA e rjA I idA 

f((f,'T) = 1 c ~so 4- / • COntJrarlO 
' 

quaisquer que sejam õ, r € G. 

I:J • ~ _... 1 ropos1çao b. · · Sejam a,b e c elementos de U(R). 

i) (a2 ,b) = 1 

ii) (a,b) - (b,a) 

iii) (ab,c) = (a,c)(b,c) 

iv) (a,a) = (i~-1) 

v) (a,b) ~ 1 se , e somente se , existem elbmentos x,y, 

Rt . 2 2b2 o 1 d t "'· z em .a1s que x -ny- z = e pe o menos um .en·re x,y,z e 1g 
.. versJ.vel em R • 

Denonstração 

IndiqucrJos A= R [JE?] , B = H[-I'õ'] e C = H[.JC~] se a,b,c 

Etn tocl(l a dcrnon.r3-trnço.o 

S denotart uma extens~o galoisiana local de R , com crupo G e 

contendo ·' 
I' 

H ' 
B e C como subalcobras. 

A demonstraç.J:o desta igu.:üdade é irnediata. 

ii) (a,b) = (b,a) 

Se a ou b e u2 (R) 

e b /. u2 (R) e se f e f' s5o os cocic1os represcntante,s do (a, b) e 

(h,a) , respectivamente , então : 

f'(ü,7) = 6(({7)(ü(f)(T))e(ü))-1f(õ,1") , quaisquer que scaaEJ (]"" r 
' 
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E G , onde 9:G -u(8) e" dada por 8(0") == 1b , se 
fã' 

idfl e uf,, 1 id], ; 8Cu) =-= -~ 
l. .~ . .J J 

e GCa-) 1 , se (f IA == idA e O"!B = id13 

rur l todo {f E G, Disto seguo-se é:··. igualdo.de dar3 cl:J.Gses (a, b) e 

(b,a) • 

iii) (ab,c) = (a,c)(h,c) 

Neste caso, se f, f' e f'' -s :.o , re C:~:,ec t l vo.mcnte os 

coe i c los representantes de ( r:t, c) , (b, c) e (ab, c) ent:.i.o 

f' '(õ",'r) = 9(cr1)(CJ(G(T))8(u))-1t(õ,T):C' (u,J) , qu:ü~quer que se

jam (T,}€G, onde8:G~U(8) éclada por fJ(u) =c ,·r3e 

1A f idA e <r/13 f idB e e (CT) = 1 ,· caso contrá'rio ' PE1.r3. todo 

~€ G. Disto ceg~e-8e a igualdude proposta. 

iv) (a,a)· = (a,-1) 
") / / . .i 2 En a E u~(R) , o resultado c obv1o, Se a~ u-(R) e se 

f e f 1 SGO ' req;ect;ivnmente ' os ro:pT·o.;cc;ntante:3 de c'C,a) e 

(a' -1) ' ent<~O f I (cr ,1) = e (CT1) co-ce (r) )9(u)) - 1 .t• (u,r) ' quair,;quer 

quo f3ejam cr,T € G , onde e :G --+U(B) tf dada por f)(ü) ~' J~ , 
/ . 

c -~[:o contr<:ccJ.o , p;::.ra to elo ü E r:: • Di:3 to 

so;:-;u.o-~-;e a icu·.ldade desejada. 
2 / / 

V) 0 e a c U (n) o ·~o~ul+~~a • .. ~ o1-Jvl·o Ú I ~ J..t ' . ) _f.·..,~-~ _ I.J-...l.•._J. ~ • ~)e j a , então 

(·) -~ u2 (I:Jl) ' · . 'f • i>dtnJ.tamos .· · -· 1, ·" ·'· il'" c~ b) , J.lllClQ.",iLllLe , C,~tC d 1 1 en 
2 " ') 

H .. (G, U(G)) • Como a i:~~quencÜJ, O ----+ JT::(H, U(A)) -.-H'-- (G, U(S) ), 

onde H é o :;rupo cJ.e G .1oiJ.,; ele A sobre ~~,/ exo..t:1_ , cn-t;.~o (a, b),co1 
') 

em uc·cn, U(A)) • Lor;o ' ç-;xi:::;tc Ul!1r1. C~.rl:i.c·:.ç":o G:II ___. U(."_) t:J..1 
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b , ;:; e ü / id. ~ e 1' / idA e 
Ji 

que eccrr) (u(()(J') )fj((J) )-1 = 

9 (õT) (ü(()( T) )f)(cr)) - 1 
:c: 1 / . . 

co.so contra:c1.o , quaJ.c~quer c;u.c r; c ,j am 

(f ,'TE G • Se u: R~ -Jã' 8 o ~~erador de H , então f)(<T) ::: 

= (x+~r~) - 1 , para D.l[;u~ x e a.l[;um y em H tais c;_ue (x-:-y,fJ) € U(n) 
r- 1 r; 2 

r~ b == 9((Jr:~)((J((j(ü))0(([))- ·- (x+y\[ã')(x-yW) = xc-ay- • 1?ortanto 

• +- '] t 1 ,, t . 2 2 b 2 o e :o. s u em e . em e n · os 1:, y e z :::: em "t a l s que x - y a - z - - e 

z = 1 E U(H) • 

Recip~ocarnente , ~ejam x,y e z elementos de R tais que 

2 2 b 2 O E. TJ(R) x -ay - z == e x ou y ou z L • Observemos que pelo menos 

dois dos elementos x,y e z estão em U(R) , pois , caso contr~rio 

o terceiro elemento também não estaria em U(H) , o que :.-;eria uma 

c~ntradiçõ.o • Devido (a,b) = (b,a) podemos supor , sem perda 

de gener2lidade , que z e U(R) • Assim , temos 

X y @ X . Y -Ia Y ~r v y b = ( - + --- a ( - -- - 3 ) , c o m ( .:.~ + _y_ -l[j_l) , ( _-:.::, - - ·r:?) E U ( S ) z z z z . z z \Ji...i z z 'j·J. 

nois bE U(H). Definindo e :G --1>'U(3) tal c,ue G (ú)= (.25... + y fa')~l 
~ . z z 

se ÕIA f idA e e (ü) = 1 ' cn.so contr:~rio ' p.ira todo (J € G ' 

obtemos 

e 

e c([r)CüCOCr) )9Cü))-1 
= b 

9 (0-7) ((J'(f)( T) )(}(ü)) -l - 1 

:c;e ü, r[A f id.i. 

/ 
c:J.so cont:r:ario 

0ue sejam ~,T € G • Disto oecue-se que (a,b) = 1 • 

qw:tisquer 

Outras propriedades de (n,b) tais como 
") 

(a c'-·, b) -- (a,b) 

(a,b) 2 = l' (a,b) 0" (a-1 ,b) ' (a,-a) :c: 1 e (a,1-n) ~ 1 r-o.J:o fa-

cilmente verificad~1s a partir daçueL~s dcmorwtradas na }?~cop.6.1. 



Consideremos novetmcnte 2., b € U(R) e sejam A - H [-fãl]c 
B = R [{1Y] se o., b ~ u2 

(R) e A == B = R , caso contrlrio. Notemos 
? ~ 

c~:J.e se a E u- (lt) (re[~p. b E Uc.. (11)) , cxü;te a 1 E U(H) (re.sp. b 1 € 

U(R)) tal que a a 12 (Eesp. b = b' 2 ). ror uma quest~o de unifor-

midade de notaçao b I) por ilCresp-. 

\[b1). Seja S uhu1 extensão co.loisiana local de com ;-runo G 
_) ~ ' 

T>. "'' ;:; 0 t.-,,.~1),-(ffi. n~rt-on _ 
... !... . .1 I . .J<....;t, UlAllo.Vo •...;./'-v'-' 

s3es galoisianas locais de R , pode ve:c--se facilmente que 
ao- -, 

fl( {Ql) = (-1) {a e v( '{S) 
ltr-

;::: (-1) fõ,, para todo u € G , onde 

/ sao nume:c·os 

ç;).o g:G x G --~U(S) tal qu.e 

O ou 1. DefiniDos a aplica 
Q cry.. .. -

(-1) U , quaisquer quo 

. (f, f'r'j E G " ') . 1 " G' . TJ ( ' ' ) d l ::;eJ-:J.m ; g e um c.-cocJ.C o o.e T om t u e .eno ,;ar:Jos por 
') 

[o., tJ € Hc ( G, U(S)) a cL.-;.ssc ele 2-co '1or.1olofc;ia rer)re sen t.J do. por c. 

6.2: 
~ [ , J ( r- ) "-( .. ( G TT ( .... ) ) a,,) "~ ::~, ,J Clll tt --, J •) • 

Der-!O''J <•·t·v•rJ.C: ;;o • __ .. _.~.. ~~.~~: ·- s c, • 

Sejam f e c;:G x G _,.1J(i_)) os cociclos :ccprc~3entanteo 

él n ('='h) r::> [-:1 ,C)] l,"'""DO-"'tJ'v··,mel'1-f--t:, .: __ IJ'n·v:--!lo 
• c '-'- ' '-- ~ "-'· ' ' c; .:::> l- - '-' . '--'-"' J ~ v -· • • -- '~ 

a-' r L~ f i ô A e i' c ú' T) == 1 ' caso c :m i r :{r i o 

quaisq1J.er quo se.j::.m o-, TE G. 
1 (.') ·'·' -:::t ) 
~~ "o- ' -· 1' · (J'J' 

b c:. 

nademos vorifi.car facilm0nte que 

onde e: G _ __,.,. U([~) e" tal que 

f(õ,'J) o:-. b , ce 
or:rb.r 

e g((J,r) ~~ (-1) 
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, po.ra todoUfG. Port:1nto [a,b]=- (a,b). 

Eejam (H,q) um R-espaço qu.drc{tic:o {') {x
1

, ••• ,x
11 
~uma 

base ele r.; , tal que 
n 

(cf. 

a("' '(.x.) -- L.J. -l l 
l=l 

[nv] 
1

, §2 , IA-: ma 1) 

" 't. j " F". • d quaara 1ca q e aCilDl o 

, com o.i € U(R) , 1 ~i~ n , 

• O invD.risn.t<~ de Ybr;sc; h(o) 
---- -1. 

da forma· 

como ~endo h(q) = T-1 (a.,a.) 
i< j l J 

€ 

~ 

H2 (G, U(S)) , ond~ S e'uma extens~o Galoisiana local do R, com 

crupo G e contendo elementos 
~, 

o< tais (''te O(L -- a
1
., 15i,<n. i .1' i - ~ 

Consideremos , 1~ora , 
/ 

os R-espaços quJdruticos (N,q) 

e UI,q
1

) e seja {x1 , ... ,x
11

\ uma base de r·-1 tal que 

n n 2 q(L !.x.) ='L a.~. , com iiEU(H), 1 ~i~n. 
i=l l l i=l l l 

Substituindo q1 por. uma forma q_u::dr:Í-tica cr:uivalonte , podemos 

supor , r->em perda de ceneralidade , que 

C 
,, / 

OlrJO ,_, e 1.•JCO.l e henscli no 

nrJ. loca.l S de R , com crupo G 

taü:; q_;w 

ve rific.1. 

d 
n . , / • 

mo e o-espaços qularatlcos 

, com o. E uc-n, l~i~n. 
l 

ex1sto uma extonE5o c;o.loisia-

contendo cüementos o(. e a. 
1. r]-

1 ~ i ~ n o que, con:_;c CfJ.en ter:wn te 

(c f 1J-10 • ... r 1 l.t ) () ; ,., o··nor :']' ,..._ • ~ G '" . # ... • r • _.J... ~ J l .. ~ _ 0 

t: S 0~~ (h, q 1 ) --'!;.. ;_;®H (r-I, q) é' , nc:-:;te caso, <1efinido l)Or 

t(l® xi) Oi (l®xi) , onde 0 ~ ~= o.i1
bi 1 ~i~ n • Como 

c:
8 

( t (x)) -- qi (x) , para todo x E i3 QS\~r1 vir.10c rw {;J~ quo o xis te 



11 r o ( c_ i.) )' t . . (j-=. , "als c;ue Teor.'l-.1) • 

(<it)(l®xl.) = u (t(1@x_.)) == u ('('. 1®x.) = r·u (1®x.) e 
(f l (f{}l J. J. o- J. 

(<rt)(l® xi) == a-(t(~ 1 (10:;:i))) == ü'(t(1®xi)) = O"(oi 10xi) "'" 

'-/i,õ 
= ff('J". )l®x. ~= (-1) '/'.1®x_. ele Ol'Ô~ 'Jbi;r;r:o~; n (JQPx.)::.: U lc l o J. l · · - · · - · (J · 1. 

v. o- . 
( 1) l., 1J'O't~,. P".,., to lo rl' c (' 1 < l. < n Dnn()'"·,:,qO"' 'TT ·-110.~{ =:: \. -· lóf •~ • ' u..L a - U V ,.._ -X l .._. ..,. J. • v~. l• '·"'· ü J • -- '-<Y ~ • 

l - ]. l 
C1 

e 3Gjam s. E O(q 0
) da~as por 

l 
s 

J/(x,y.;) Y· tO\ s. (x) :.:: x - ~ ,_ pcJ.r·1. todo :x E d IC>'pi-·I 
:L S l ~~-

l~i~n, 

q (yi) 

or1de 
_tS ,.. 
'i:' e a f n'mo. bilinear 

~ 3 (x v.) = xv. + y.x 'í' "'J. '-']. l 

;' . / 

e y. e lnverslve1 , 
l 

narc1. 
.--,.~ ':\,. 

toa ~ o ~,.E '· "-Y h 
4".. k) "() ' 1 ~ i~ n • De.f:i.:ciL1os 

L\. 

, p~J.r,~1 

r·J. t.1(~ o () € G , 1 ~i~ n • lfoterGoc~ qu.e 

Ei.,(J .,., e s. ~ la , se 
l E, i ,o- ;.;; 

n 

O e Ci.'le 

• Como er:1 

~ ( ) -1 
( " ,~1 t 1 0 c ~r ::: _\r ~-..r\7 ''-" '-'- ""i ~'· .J j_'",j i 

J-na'o i-L~ 
l.Jv ()/-·• 

... TT e consecuente~cnte 

u (x) 
õ 

j_c:1 

n E· 

M" .]_,o- )~,.. ( 
.. 1 j~ ~ ... 

. . 
pr:,r:J. tocl.o 

)x( Si.() )-1 y. . 
J. 

n 

TT 
i~=l 

para toclo 6'€. G • O ~~-cocic1o C{ :G :x: G -U(i.:)) cl:cc:.c :cor o< (a-,T) 
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" cr (a ) a a -
1 

' quaisquer que SGJ am (j' ']' f G ' c/ t ·.r:lU(ÇO u.m I' f) 
u1 U(f U0'1 

pr~:;sento.nte da c1:=:w:::;e o<8 (q,q
1

) E H2 (G, U(f:i)) , construido. no 

"r:: ( f '') 5 2) " 1 ... • • • , • d ""/( 1) i·,':J c: • J:rop o ~ o uU;;S C11;UJ.llQO OS a rl'..~ 1[;U0.1da e V\_ Cf, 
uü 

= ~(a )a a-1 e observando que u u u 
t · ré · cr <rr E · · E · , .J,r -r :l.lCr (-J) 1,0' ,J,T 

J-J· • Jj .. 
f • 

q:wr qüe sejnm (J, 1' € G , obtemos: 

cxccr,r) -- ( -1) 

ou c< (<r, ':r) ::-.: 

L s. E.r . < . 1 ,cr J , ]_ J . ~ 11~ 1 
i ,cr i ,1' 

n g_ . . (<J,J'). . < . lJ 

n TT .r. ccr,r) 
. 1 l 
l"' 

a. 
1 

, 
1 

J ~/ r.- é .. h' 

d ( (( ") = (-~.-L)' 1 1u J il on e cij .J'J e .r.Cõ,r) -· 
l .. 

e f.(õ,T) = 1, caso contririo , s~o os ccclclo~ rc
J. 

de [::.-:- 1 b.,a~· 1 b.J ""(o.-:-1 b.,a-:-1b.) (c.f.l'rop.S.2) e 
l 1 J J ]_ l J .J 

-o:c(:;sonta~Jtes 

( -1 ) a. b.,a. , 
1 l 1 

IT ( -1 -1 ) a . b . , c1. _. b . 
l( j 1 1 J J 

n. 1 r-rc--· .., ) 1 a. o.,c,. 
i:.::J. 1 l l 

'L' N • -r:nr ap. l.C .. :J.ÇOf~S S'l_C0:[3SlV'~S clé!.G prop:ciodnde '-: de (n., b) (c f & l'rop .. C~ l) 

ser;11j_ nto 

c<sC,:,ql) = c/~(q) ··.Ó_(ql))h(q)h(ql) • 

,-, • ( •• • \ (C> ( t' r )' '-, . ) ,.. r, ' t' '" • .cJ· ..... "' iJ8JD.m i'·l,q) ..... t'ql c\.-c .. ~pcJ,,Jv C]d.:l .1.0.-

t:ic~os. ~.3e " o }J o '=: t o elo I-1 e 2 ou 3 e n c r) o O i , q 
1 

) i}:! U: , q ) ::.:; c , e ~~ o -

nwnte G8 , 6Cct1 ) = Â-.CçJ o héq1 ) ~ n(g) • 

"' . c c!n~;e CJ.U2 uc J.::t imr.?di:l 



ta do Lema G.3 e do Teorema 5.6 • 

, 
Finalmente , obscrvaoos que , no caso em que R e local 

e hP-nse2.iano 1 de corpo resj_dual H;1rvz_ finito, (I-I,q1 ) ~ (n,q) se, 

e somente se , (R/vrl0l:/I,q1 ) ~ (B./'VV'L-@EI·i,q) (c:t'. [D], Chap.IV , 

lJ.'cor.4.5) se e som0nte se , 6Cq1 ) = /~(ci) (ce.[s]2 , Che.p.IV, 

·81, Cor. cL1. Prop. 5) se , e somente r3e 6 (q1 ) = D(q) • 
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