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Sumário 

.\o prcseu1<:' trabalho Pst1ulamos \·ariacionnlmenie <llg11!lS prohleJI1i1S elípiícns .c;c~ 

mili1wnres. com condição dt? .\en1nann onde Diric!Jk•t. 

:\o ('a pít nlo l. a equ;H;iio em questão é da forma: - c.J..u = .f( .r. u) + h (.r) - f. ~'m 

n: com rmJdi(~ào de :\('1111\i'lllll na froukíra. an. 
LcYéllHlo em ("()JJ.tii que n (;um domlnio limitado em F('' com fronteira S'1Ja.n; 

e qn<:• a f é snpPrlineor em +oc. assintotí<nmente línc;u t'm -CN. com cn-•scimeuto 

polinomi<d subcrítico. proYamos que p;na I < U. sulicieJJtem<-:nte grande er.n \·alor 

ahsohno, o prohlemn possni pelo menos duas soluçóf's para todo h tnl que /h= O. 

So e<l.pÍtnlo 2. demon.':'trnrnos a cxislt·nci<t de pelo menos uma solll!~ào nil..o triYial 

pnra o problema: 

{ 
-~~~ = f(:r.u) + h(.r). TE D. 
condição de :\"enmnnn onde DirichleL em Un, 

onde f além d0 ter mn (Or:nport;,mPnto senwlhnnte ao da f do opítulo L satisfaz 

uma condição local no zero e S\lil primitiva FCr.s) l~ não nt>gati\·a. Entret.auto. h, 

satisfazendo nma relação de ortogonalid<tde, deve t.amhém estar em deten11inada. 

bola de L2 (D). 

Finalmente. no capítulo :1 nprC'sentamos urna. versao do Teorema do Passo da 

:\Jontanha com n condit;ào de C\-'rami no lngar da condição de Pala.ís~Smah• e a. 

<q>lin-unos ao estndo de lllT\a equa(Jl.O de Sturm-Liouvillc. 



Capítulo 1 

Um problema elíptico semi-linear, com condição 
de Neumann. 

Introdução. 

S('ia n 1lll1 dornínio limir a do em JHY (X 2: 1) com frontl."ira an SllôYe. 

Denot i'IH'lllOS por () = ,\l < Aj :::; ... :::; \ :::; ... os aUI-0\'alon'S de (- .3: Ff 1 
( n)). 

onde Ji 1 (Ç1) é o u~ual e~p;:;(;o de Sohol.;•y com norma. dada por: 

(Integrais/ ~ho con:'ideradas sobre todo rl). 

:'\este primeiro capítHlo comidernmos o problema: 

f(x. u) + h(x)- I. 
(P) 

.r E DD.. 

onde, t P nm panlnwtro reaL h E L1 (0), c-om jh =O e f: n x IR··-+ IR é comínua 

e sct1 isfaz: 

lim f(-r,-:>) = +x. I
. f(:r . .s) , 
1Dt = .·.J. 

com ),j < J < -\+1· 
::\osso trabalho sobre (P) foi motiYado por A. \lldwletti- .\. Pístoia [19] il". 

q1mi:;: trataram o problema de Dirichkt análogo h ( P): 

{ 
-..'.u = f(.c. u) + h(.r)- ly, 

u = o. nn. 
oude y > O (> mnn flliJ(ào prüprlil <tssociad<J com o primeiro \·alor própno de 

I-..'.: /1,5(\l)). c]""= o. 

I 



D('Y<'lll<J;; a:-;siualar q1w H1tf-~ribi1lh [:2:1] !'C:lttd;-)Utlll (Pn) llO cac:u f(.i·.u) o.-.:: 

,\u + (u+jt', owk ,\, < _\ < .\1-.c-1. (' J! > 1 <; 1'\'"'1ri1o 1\il funna 1\Sn<d col1sider:HL-t 

mais adi<IH1<.•. Ditos a<ttun·s (l<•Jnonc:tr;JJéllll IJIW (Pn). 110 õi'ISO rítado. 1)0SS1IÍ J><"'lo 

tw-·no:;; d11as sol1\(;ócs pnrc1 t < tl. snhci(-'ntt•nwute p;rana<' t'fll \·;;d()r ahsolnto. l-lll<'l 

S(>lwJio (; etJCOlltrada din~télnwute. ;;1 sep;n1ldi! é nLtid<l por m1lél aplic<H;;\o do T<,on'llHl 

Genn;-dizado do Passo da }.lmJ!rll)h<~ rle Hc1hinowitz. De Fígnl"ircdn em [10] ohtetn 

11111 r<:>.sultndo .simíbr para uma rlass(· maior de nà.o linearidades. Ac; condiçôPS 

rcq11eridas em [101 para apliun o TeoremH Gener;J]izado do Passo da ?\lont anha são: 

ur 
e todas as hipótP:ws Iwn•ss<Írir.s ]ntra obter i:l co1Hli1;ão d(• Palals-Smale. Em [19]. 
:\. \lichdetti- A. Pistoia consider<ml ontrn clas:-:e (le não lint:'aridades (as cpwis 

nào S.'ltÍ.'>ÍilZE'lll ur) paTa as qnais O l't"SHJt a do é Yc'ÍJido so-b a hipÓtese mais frrtca 

f E ('(ll x IR. IR) 
Ditas autoras HS«Hl nm <n~nmeuto Ydriacionalligeiranwnte difn·<-"nte. pnra oh ter 

diretamente a existência de dois \·;-dores críticos difen'tÜes p..1n-1 o funcional dE' Eulcr­

I.ag1·ange a-e;soriado com (PLJ). O Teoremo 1pw élsspgnra a t:-xísténcia de di1os \·alores 

crúicos t:>xige qne o funcional scjn de clnss(~ C 1
, satisfaça a condição de Pa.lais-Smnhc. 

e 11ma certa coudi(;iio de ··enbcf'" ('·JirJljtlf:(. na lingna iugksa). Este tratamento 

,·aria<ional ser a n t:'mpregado pnr nús <to esrudar o pro h lema (P), só que 11tilizaremos 

urna condição de 't>nlace'· mais simples e que se ad.apta melhor à geomet ri<t do 

fnncional de Eukr-La,gt·Hnge associndo com (P). 

Tombém quen'mos assini-llar qne. no processo de desvendar <1. gnmwtria do fun­

cional citado. apelaremos a mn wirnero rn definido da. seguinte milneira: 

Fixado j 2:: 1. e denotaltdo por r 1.(; 2 ... as ;,ut.o funções de (-0;1i1(n)), asso-

ci<tdns (lOS iilltovalores o= Àl < x2::::; .... Sllpondo ./rf =L paTa i= 1.2 ..... St'.Ja 

H 1 o espn(:o gerndo por {f 1 , ••.. fj. 

Definimos m = iuf {/c2 + /(((-J+l + 1·)+) 2 : ~~E H 1}. Veremos (proposif)io 

.:·q qne o < m < 1. 

·) 



Por outro LHlo. ('!'ll 11ossu prohkm<-l (P). il f Ycm dilda P<)l'; 

Jlr.s)= h-+ci-<'V+Iqr.,l . 

• \" • .L •) 

onde c> O e < p < .\' _ ::; se .Y 2: :). l < p < +x se S = 1. :2. ETHjllii!JiO que il' 

(h'o) IF: n X IR--+ IR é contínnn 

i) < , li'( I l'oi-tl , c· (J 3 _ -r.: :::? · · .r.-~ = -,-_-
1
,-. com ( 0 E ( .. ). 

( ' 1 O I 1 E --d--.· 

. • ~' ' 

X osso resultado principal do e<tpÍtnlo vem dado no 

'I > 1 . 

Teorema 1.1. Assumindo as hlpÓtf'ses (f0 ). (lV0 ). (1V1 ). com 
lH 1 ;· 

---),'! + Àm+l < 3 < .A.'+I· e h= O. temos que (P) possui pelo 
rn---L1 · rn---l---1 ·· 
mc1~os duas sol~H;ões, para f< O suúcientemente grande em nllor absoluto. 

Dividimos o c<tpÍ1nlo em trés seções. \·a primeira .. consideramos o teorema que 

nos dnra a existôncia. de dois \·alorcs críticos para. o funcional de Euler-Lagrange 

a.ssocíado com (P). :\a segnnda. é demonstrada a condição de Palais-Smale pan1 

dito funcional. ~a {dtima se<:ão provamos qnf: o fnncional f~rn questão satisfaz a 

condição de "enJaçe·· dada na :;eção primeirn. 



Seção 1 

Teorema do Passo da Montanha Generalizado de Rabino­
witz. 

Dedos: H nm espaço de Hílhí''rt. re<ll: I' E 11. deuotamos: 

IR+"= {l.t' 'I E [O,+x)}. 
Consideremos H. um espar;o de Hillwrt rPn1 soma direti'l topológica de !11 e 1J1 . 

Sejam: u0 E H. e. uma funçâo g: H -~ !H. Diremos quf' q satisfaz a "conrhçáo 

de enlace"'. (L). com n•speito à u 0. l-f1 .111 • se: 

Existem fo E H2 \ {0}. p1 . p2 • i ais que: 

(L) 

onde. 

B, ={v E lf, .c J3+,,' iiuil < p!}. 

81 ={v E Ih: iluij < fJJ}. 

Fazendo UHJ desenho, com u0 =O. para rnaior sirnplici(Lvh~. temos: 

1 



·------

Teorema 1.2 

' ! 

Seja. 1! como indirado <t.cima: <om dimll1 < +x .. 

g : H ---+ IR. de cla:::se C 1 . saiisfrtzeudo a rondiç<io de Palrtis-Smalc (P.S) e a 

condição (L). Então. existem dois ,-alares criticas C0 e(\ de g tais qne: 

Primeira parte: Exist('JKia de Cn. 

Sem perder generalidade. snpomos u0 =O. Também. nsan'mos a notaçáo: 

/ = {' E H : g(..-) <; b). 

b = snpy <-', ndor reg:nlar da 9· Então. p<"lo kma da dt'fonnaç:Jo. existe 
FI, 

.) 



11 : fO.l] X !f"-+ _1/' t;d que. p<~ra ~ >O (sulicien1.enwntl' p('qncno de mnnt'ira q111' 

on1 c y''-õ) tt:'mu:;: 

(1 ) 

(1) 

(:)) 

( ' !! '• . omo . 1 C!)' 

'I(O.u) = u. Vu E!/' 

IJ(i. 11) = 11. lit E [0.1]. 1/11 E!!"-' 

'I(Lu)Eg"-". \fuE_r/. 

'li 1, B;) n iJB2 =o. 

Sejam: P: 1!1 -:: H2 ---+ T1 2 : Q: 1!1 7?- H2 ---+ H 1 . as proje(~Ôt>s canôniça.s. 

Considen:'rnos y: [0.1] x B1 ---+ H 1 c:'? Jfh0 . dadn por: 

lo 
,; ít. u l = O I q( t. 11 l) + I li P I 11 I t. 11 I) li - r J ! 1, o TI 

Em particular. 

· to 
,;(ll.u) = C)(u) + ii!Pull- p,),.--

11
. 

1 jCo 

1 lt:o 1". _,ogo, st' u = u 1 + A-

1
- 11 E ..> 1 . enta.o: 

I fo 1 

c0 to 
,;(O, li)= 111 + p- p,)-~~---11 =li- p,-11 -~~· 

fo 1 to 

- f 

isto~- y(O. ·): B1 ---+ 1{1 ·-~, Hc0 • é 'luna tran.s!<lçêl.o pdo \·etor -p2 !lc::ll. 
J\ seg11lr, \'E'jarnos que tí-'111 sent.ido usar a f(•oria do grau de Brouwer (:' f.a\;-n <h:-

d(,;(O, · ).1J1 .0) 
' - f:(! 

d(,;(O.·).B,.p,-
1

. c-
1

). 

I foi 

6 



;(o.u;)=O 

tefÍ<-llllOS 

~ ( () 

-~~~=(!2M 

Por1;Jll1o. uj E iJB-2 (Jll 

:\gora. afirmamos qne: 

()11 

OH 

ou 

',, 
,:(O. u;) co p 2 -~-·-,. I( ol,l 

~ - r-o 
Ur = :!.p2-l'-'l 

lê ui 

u; E iJB, r< (liJB,) 

(o 
d( ,:(ll. · ). B, .11) = d( ,:(0. · ). B,. p,-

11
-. -

1
, ) . 

. f 0.1 

bso decorre do f a to: ll e 
<o 

p.-.,-.1 -v o!' 
es1 Ao na mesma cornponcnte conexa de 

IFl'iimlh+t \y(O.-)(iJB1 ). 

Por outro lado, usando a hipÓ1t'SC' p 1 > 2(12- é- imediato qne: 

(1 - 1 )-;(O. ·) + f l detine nma homotopi<l admisSÍYeL com respcií o ao poDt o 
' (!2-;--------l 0

1
. (~ntr<P y(O. ·) ~~ [ = identi(bde em B 1 . 

I ({)I 
fo fu 

Porton1o, d(ç(O,·),B,p2 --,
1
) =d(l.B,,p2 -

1

-

1

) =!. 
I Jeo11 ! r o I 

Logo, d( ,:(0. · ), B1 • 0) = !. 

De outr<l parte, -,:::(-. ·) ddüw mnrt homotopi<t admissiwl. respeito ao ponto O. 

pntre ç-(0.·) e .;(L·). pois. caso coutr<-Írio. existiriam ! 0 E [0.1} (; 'lt 1 E DB1 tais q11e: 

co 
Q(•J(I,. u,)) + iiiP(cJ(I,. u,))ll- p,J-

11
-.. I"= O. 
t·o I 

do (jll<-J] resn]t<-J: 'l(f 11. u1 ) E dlh . 
. \las .. como âB1 C g"-~, u.s1\1Hlo (2) obtemo.-:: lj(t0• u 1 ) = o1. 

ConrhlsAu: Uj E rJB1 n i)Bl (<lLsnnlo). 

Portanto. d(y( L·), 131 • O) = r!(.;:( O.·). /11 . O) = L 



doud<, rJ(L u) E iJB 2 • 

A.ssim. 11( J. 131 ) n iJBJ f: o. em cont.radivio com ( * ). 
Lo?;o, ct1trc u e h .. ('XÍs1e pelo Jttenos. nm ,-alor rrít.ico da y. 

Segunda parte: Exi~t&llria de ('1 . 

\"m·anwnte. procnnmdo unw rmltr<Hliçlo. a.ssmnnrnos qne todo Yalor rntre c 

infg e d = snpg. é Yalor regnlar de ff· 
}h (IBl 

Pf'lü lem<t da. dcform<Jção. existe q: [0. 1] X g"- ---+ r/ t<tl qne. paxa E > o (snfkif'n­

tenwn1 e p('(jlWl'IO) temos 

(i) tj(O.u)~u. \luE9d 

(ii) 1/(Lu)=ll. VuEgc--~ VtE[O.l] 

(ííí) l)(l,tt)Egc-e VuEgd. 

( ' ')f! - d - omo ( . 1 c .rr 

Sejam. como <mtes. P : H 1 

canomcas. 

Ih n y'·-~ = ó. obkrnos. w.;ando (iii). qne-

,1(1, iJB,) n B, = (>. 

Chanwndo S'r1 a eskra em lf1 <.: .D?e0 de centro O<::' rnio p1 •• cou.sideremos 

]3 : S'Pl ---+ â /31 • definida por: 

co { u1 • se ,\ 2: O 
-Ç(u1 + ,\--) = ~ \ llcoll o,+ À l!<ccll . ~e . >O. 

S - (o . " f . 
. '<'.Í<l 13 a holn t'rn H 1 1/h-0 de cen1 ro p:zfl~ e raw o. s11 inentemcnt.{' peqnt'no. 



-->------
e.. -

I õB 
fo/ ' 

I • • I 

Definimos ç: [0.1] x i)JJ1 -----+ lf1 Rr 0 por 

e o 
y(l,u) = CJ(q(L u)) + IIP(I/(Lu)JII~Il ,, 

to!,; 

tn 
p,~ fi' /,.(1-'(1, )), 

rPsnlLni<l 'l(t.uJ) E dB-2• Em particnlar. q(t;(!.v!}) > snpg = d. 
CiH1 

!) 



).las. pd<1 ddilli!)Ío de lf. temos !f (I. 11 1) E g'1; Logo. nbti\·cmus 11m a cuH\ radiçào. 

( 'onsid{'!"i-mdo. ent ;:'10. ;t pwjel)o radi;:d: 

podemos ddi11ir: 

<!>(·/ ·)- ~ '(I ·) c· c; -~ ,.)B · - "liY ' OY · ''1'1 · · · 

{'s<Ln<lo c1 lh)TÍa do gTCJ\l para aplic<H;Ôes entre YBÓ('dades (1·er [16J). temos q11e: 

I f ' . .) fo OJH e u = (rh- C -.. -. , - , I ,, 
f,(oll 

to 
Basta oh~el"\"ar qw" <P- 1(0.·)({?0 }) = {Pt}. ('OlTl P1 = -·p---- r~ all~rn dic::::o. 1 li( ui I . 

ll!Tiil base do e.'-pM;o tangente à ,'31'1. no ponto P1 • é enviad<L mediant<> a aplicação 

indnzida por 11(0. ·).em uma hase do espM;o tangente à OB. 110 ponto P0 . Isto é, P0 

é ndor n.'g·nl<Jr para <1?(0. ·). 

Vejamos que 

Para tanto. provnremos que 

J>( ) ' I ç •JB. < ._. : lo, 1 x , f!J .......,. ( 

t' nma l1omotopi<1 admissíveL t'nire 4(0, ·) e <'1'~(1. ·) com n~speito ao ponto P0 . 

Só preci'>ilJllOS <-'Siéil.Wl<?ccr a continui(la!ie de 1>. :'-JoteJnos que: 

, I -~ c, li' !,Ç(i . .p u))- p~-.,-IÍ'- = 
l1 foi I 

IIQ(,/(1 ;i(u))) -IIP('t(l,;i(u)))llli:::ll- p, 11::1111' 

IIQ(q(I.Ç(u)))ll' + lllf'(i((t.Ç(u)))ll- 1'2! 2 > 11. 

111 



pois. :111 j)(Jll do i f1;1li1ld il d(' ~l .r: cru. uh t (·:nu.; nma n)]) t r;1d i(: ão. j wd :n W'li t v como 11 a pnn·c1 

d('{c~'f*). 

E11t;lo. l!Sillt<lo a COlllpacldt~(k (lf' .<...'r
1

• 1c1nos fjlle exisTe ru >O tal qtlf'' 

lsto ac;nrf'ta <-1 nmtilluidade do <f!(·.·). cujo único "perigo .. seria a proximicbde 

I . ' . I I I ( I - . '" I) . ( ) ' I ar >Jlrt~na (e\'?< on-'s ( J y ·. · 0,: a p2 -,-.,. e nwnc1ra q1w * * ** esia proYat o. 
,',f o) I 

Por 1aiJto. exi:;t(~ u E .s·r,
1 

tal que: 

;;-(y:·(I.Ç(u))) = P0 isto é. 
~ . (o 

y( 1. y( u)) = ,\~, 
1 

-

1

. para a1gnm 
I I (o I. 

.\ E [0. (J2 ). 

Logo. CJ('/(LÇ(u))) =O e IIP('J(LÇ(u)))jj = .\ < 1'2· 

. .:\ssin1. 

'I(LÇ(u)) E B2 • 

o qual fomec(-' q(1.âB1 ) n B1 f:: ó conirário à ( ** ). 
Eut<io. entre c e d <''XÍ:;te pelo nwuos um ndor crítico de g. 

Seção 2 

A condição de Palais-Srnale. 

O prohlt•ma (P) pode :o<-•r escrito como 

(P) 
{ 

-;).u = !f(.r. u) + h(T) . .r E n. 
!!!.!.. - ,, t:= ')() ÜIJ -Ü . .1 '-· (_., 

com ,rt( .r .. ~) = f( .r. 8) -· f = -- 1.c + d -~ + )!' + 1 V (.r. s) --· I. e h satisfar-endn: 

(h,) h E L,(fl) ' Ih= o. 

I I 



(10) ];m [y(.,·. ,) - .J.,] =-I. 
s--- ' 

Tanthém. il Jlilrtir (k (íl'11 ) e (í\"1) poden1oc; !llOSlrar qne: vxist.em .~ 0 >O ,, 

O E (0. 1/:L). Yeri-flcando 

(21 I 

OJH!(' G(.r.s) = ;·-"f!(.r.T)dT. 

" Com efeito. paras> O, resnhn g(.r .. ~J = c.:;P + H'(.r. -~)-f. 

Portanto. 

(:(.r .. ~) = -.--s;r1•
1 + TF(.r. T )rh - t.~. c . 1' 

jll 1 o 

Q11eremos qt1e: 

pilr<-l s;: s0 >O e B E (0, 1/2). a <"llcontr<tr. 

:\ primeira dcsiguald<Hk é con:-wguid<~. par<t -~ Sllficienlenwute grcntde., pois o 
c -1 -

termo --.~P..,_ domina. 
p+l 

A segnnda designaldade equi\·ale à: 

c (e __ l_) > "'fo,_' I_F-'(, 7 r.c-'~)d_, p + 1 -- _,p+l 

BW(.r.s) , 1(0 -1) -, 
<;P ijl' 

Portem! o, nosso int.uito est~ g;-Hantido se tomarmos O E ( 1 l) 
p + 1' 2 

cientemente grande. Assim. (:2.1) (> s;:ttisfeita. 

e -~ sufi-

\'eremos agora. que. B partir de (2.0) e (:2.J L podemos ohkr a condiç2.o dt' 

Pcd<Jú;-Smcile jl<'Jl'<l o fnncion~:~l de E11ler-L<~grnnge iJ.ssocindo A. (P). ist.o (;. para. 

f 1 : JP ( n) --+ IR d('fillido por 

f,(u) = ~ /lvvl 2 
-/ G(.,·, u) -fim. 



(1.2) 

CU!ll (' > 0. E,., .......c;. [)+. 

Pnrc1 conclnir qne {u,} poss11i nnw snhseqnéncin conn'rgenie. é suficiente pro­

úlrmos qll(' { 11 n} 0 li mil nda. 

Snponlwmos. por <1hsnrdo. qne pnra lll1W 'inbseqnélJCÍil (aindn denotada por 

{u,}) km-se 

lim l!u~:il = +:x::-_ 
.:-+x- -

Snponrlo. sem perda da gen('rillidade. qne jju,[l2': I. 'in. ddloimoc; 

z 11,; 

~~-=M-

.-\ssím. existE' urna snbst•quêncía (ainda denotada por { Z"}) ta.l que 

(LI) ! 
Z, ~ Z0 (umvergê>ncía fraca em H 1 (n)) 

Z" _, Zn ern '-AD) 
Z,(.r)-+ Z0 (,r) . q.t.p. em f2 
IZ,(xll <: q(.r) . q.t.p. em n. q E L,(ll). 

DiYidindo (2-:3) por ilu,ll obtçmos 

'VZ Vv- -·---r·--- lrt' < --11. 1/. jq(.r.u,) 1 f I c, 
· "" . liu,(l ((rr,ll- -- ;!u,(l 

Pnssando ao limite, s(•gue-se 

. jif(.r.v,,) 
lnll n = 

/)-+-=-. ilu 1 1' · 
·' "I 

jvZ0 .\'c. Vr·EJ/ 1(!2). 

:\osso pn)ximo passo (~ proYar: 

I 'I ('I -·i q.t.p. Pnl n. 



( 'h<i)]lf'Jll():< n+ =- {-r E n Zn(.r) > 0}. e. d('JlUlvlllUc; pu r in+] i-l lltf'did<l d.;• 

Leb(•:<p;ne de o+. 
E~cullwndo (' ~·.:; z[;. ('lll (l..í). n·~;IJlta 

y(.r,u,.)Zo ~ 
Vilmos klliar <vhar mn<:t limita~_;ào inferior para ,1 .

1 

. com .r E fl'·. 
fiU" i 

Vs E 111. 

Efe1 iY<llll(:'Jllt'. fwla snperlirwarid<-tde de g ern +x. c Sllil continui(b.de cxísk 

C'1 > O tal que 

v.~ > o. 

Por Olltro l<Jdo. por (2.0) e a continni(bd<? da !1· cxíste c1 >o Yerificando 

'is S O. 

TomiHHlo. ent~o. [{1 = m<lx{C1. (\}.temos (2.8). 

Em particnl<-tr. nsando (2.8) e (2.-1), resulta. para .r E f!+. 

T<11nhém. ntilizando a sup(•rlinearidade da g em +x. jnnto com o Li to que para 

.r E n+ lemos lim v)/(.r) = +oc. Sf>~Sllt'-S(-" (jlW: 
,_+'-'"· 

'i:r E n+. 

Logo. s<" ID+ j >O. nplinmdo o L<-'ma dv Faton chegamo" ;J 

= +ex:. 

I l 



en1 (1pu:-:.i(Jio ;i (1.7). PorlaJJio. (LG) (':-:.I<Í proYzHlo. 

\'a próximll d<~pa. Y{·~i<llllO:-> (j1W 

(L;-;y j 7 0 =O. 

\Jnltipllcêlndo (2.:~) por~' tomando logo"= '~~n· <"' subtr<lindo de (2.2). oht~·mos 

Di,·idindo cst a de;;ip;ni1hlade por ! I u n ]]. u~amio ( 2.4) e. passaHdo ao limitf'. dwga-

{L 9) 
• .> .J .·'. 'I I z 

)
. '1'"• 1"· ·- G'l • n I 1 ;· 

lnn - . . -·- = -:- I O· 
•-+~ j(u,j( :! 

Fixemos 1!111 8~ > $Q. Vamos ver que ('Xist.em c:l~ > o e C] > o tais que 

(2 I O) . Vs E (--ex:. s~] . V:r E q 

Por um<t parte. para s <O. 

. 'l(.r_.;)= ls+lF(.r.s)-1: .!<' 1,' (;(,., s) = -.- + H 
1 o 

(.r. -;)rlT ~ t.s . 

· "' lg(.t. ··k · I · ·· ' ·~ ( hamaudo( ~ = ~~~"17x 
2 

-(,(:r.-5) ,ohtemos(2.10).comC 2 =mnx{C 2.( 2}. 

D:;S·~;.• 

j.) 



Pnrl<lllto. 

I 2.11 J 
:1(r,11,.),, ('( . ) 

I --,--- ~ ·' -l. u,, - ' 1'/' () :::;_ Jim S\lj) ----- 1 :::;_ c;:n -. 
,,---,---~. .J,<•• (1u,,l( 

~ . . 

Pu r ont ru lildo. kY<!Wl() em co11t a q11e .< > .~ 0 e-. nsalldo ('2.1 ). seg;ue-sc 

l'g(.r.un) I y(x,v 11 ). I Elltáo. como ----- · ~ 
' ' ll -- I I li ' · li'~~nii · lln>s' i]U, · "n:Ss' 

(2.12) I> (~-o)' <jg(<.u,)- (~-o)-'1 y(.r,u,! 
' - ., I( li ., I' 'I 

!, 

- I (1, - • Un:S;B" .liifll[ 

EscollwnJo x~ > _ max [g(.r . .s) ~ Jsl. a partir de (2.1:2) re-sulta 
rtx(---x ... ,•] 

> ( ~-o) ,·Jg(.r.v,)- (~-o),· J I ~-(~-o),· I g(.T.u,)- 3u, > 
1 l!v"ll 2 . ' · <~n:S·'· I lu, li 2 ~ · '1<·'* l!u"ll 

> 

IG 



~ ;·h Z0 :::'" _ li1~1 [/, + / 
2 /,--,- '· ' ,,_::;.,• 

Como s~ > -~n > O /, arhi1r<Írio. conclnimo~ qne ./ Zo > O. o qn<1L ,]unío <om 

(:2.tí). fonwce Z11 =!L qJ.p. em n. 
En1 par1icular. lJShJJdo (:L-t) -~egw::'~se 

~ -'~ ·t ., I " (-· - !z ) 
" --< -+ o 

:::.ossa ]wnúltima c1apa con~istir<Í em pron1r: 

(2.t l) t
. ;· q(.L u, )Z, 
lllt . 

n-+x- IJu,jj 
~ o. 

Em prinwiro lng<u. pela t'scolhr1 de 1\x. e {2.1:2)" segue-se 

(2.H) 

Em sPgnndo lngor. ntilizaudo (:!.8)" obtemos 

l;·ry(.r.u,Ju, ... 11 ' ~cl' 11 .~lf/· 'I J :2 - (,(.!. llr,) S C + '2 IU,i I :21. lU r, · 
: ~ ~ r 

t7 



Portnu!o. n:-,<l!ldo (:2-!0). co!lsegninm.". 

~\ssirn. (•mpregétudo (J.l ). seg1w-:::e: 

,. (I ) ;,· j' [g{.t. U, )u, , ] O::::: ~) --0 y(.t.u,)u,::::; ') -Cr(.r.lt.,) < 
- - "">-lo ,,>so -

- c I 'f I I '('I ~"I' 11' ' I '('' I I+I'~IOI ~- '1-llln ':21. 111,, -r-- l_ Un, -21··· 

Ern ;;egnidii. di\·irlindn por i!u,W. ('tomando limi10s. n·m 

( :2.1 ,')) lim j 
,;-·x:-

• 11, >S<) 

y(.r, u'I1)Zn =O. 

I lu" 11 
EJJt.il.o. a partir de (:U--l) e (:LF:i), obtemos (2.1:3). 

Fi1wlnwn1e. c~colhendo I"= Z, e díYidíJtdo por llunll- (2.:3) nos fonlf'ce: 

1/lvL',j' -/ Yi·':· u,)L', -f h L', I S ~ 
: · ilu,!l llu,ll llu-,jl 

011 SE'.)<t 

(2 Hi) i f''-fy{r,u,)Z,_f_hZ,I<~ J - z~ . , ... 
I · ' · !lu,.!l llu,lll- llu,jj 

Ora. por (2.1:2)". (LH) e (1.-±) temos que o primçiro memhro de (2.1()) kmle 

para 1, qucmdo n -"----+ +x-. 

Logo. tnnos ohtído lllll CJbsurdo e. fiei! provado qne f 1 satisfaz (P.S.). 



Seção 3 

A geometria do funcional fi 

Proposição 1.3. Fi:-;ado j 2: 1. 

Seja tn =in f {/(' 2 + j((ey+l + rt+)l: c E I-1 1} 

Entiío O < rrt < L 

Demonstração: escolhendo r= O. re~11lta rn :S j(t-.}+1 )
2

. 

Por outro lt1do. corno r.~..L 1 troo1 de sinaL tem-se /(e_~-+ 1 ) 2 >O. Assim, 

f + ' I , I - , I - ,, ((_i+I) =. (7+1-. ((.í+Ii- = l--- (e'J+lr <L Port.aJlto. rn < l. 

Suponhamos. agora. por ab11rdo. quem= O. 

Seja {cn} nma scquúncia em J-11 1al qne 

Em particuLu Jl';, ~O. e. sem perda de generctlidade, C 11 .---.J. O, q.t .. p. em fL 
_). ., . ' 

Logo. ((e;-+ 1 +rn)·)----+ (e.,'+1 )-.q.t..p.emf1. 

Csando. entào. o Teorema dn Conw•rg&ucia Dominada de Lebesgue, conclui mos 

qw~: 

em coJJ1 radiçâo com ( * ). 

Seja m como na proposic)io ].:1. 
m 

Consideremos O<::;< ---(À.;+J- ..\_
1

). e escollwrnos n E//? tal que 
m+l' ··· 



(:UI 

]
, • J ~\1+1 + ::~ (n1 ~I ){J 
',m pnrt1cn nr. n > + - > -·-'-1+1. 

!!I li I 
. 111 l 

.-\:>:-;Jm. knmdo em cnnic1 qne --_ \ + -~--:--,\J+l < ,:1 < ,\í+l· oblt-'lllOs 
111+l m+! 

(\ > 1: 
,\_;+t + ç;- j 

.J-.\;-c 

Considererno~ C! o: !1 1 (f2) _____, !R dcH]a por 

Proposição 1.4. 

Se r E (t' 1 ..... t--J. enti'ío (2 0 (c + f 61 ) <O. 

Demonstração. 

< /)/ 

Qu(t-'+{J+ 1)= /!Vt·j~+ j1Yri+tl 2 +c:/t· 2
+E jeJ+t 

-a jllc + <;+1)+) 1
- 3 /li c'+ 'i+d-) 1

· 

Entã.o, somando e diminuindo o termo :3 j((v + e;+JJ+) 2 e lenwdo em conta 

que ji\,7(_J+ll2 = ÀJ+J e Jc-:j+ 1 = l. obtçmos: 

C!<>(<'+';+,)= J IVcf + .\.c+l + ô Jc 2 +E+ (3- o) /li v+ e,+J)+)
2 

-:'3 j(u+ t_t+ 1 )
2

• 

(' /In I' ·' \ I ' . , 011\0 . \ t'- 2:::,.!. c-. COl!St•gnJDIOS f'l11CJO: 

:20 



Caso \ +f -- ;1 :S: :i~~ n. 

Assilll se11do. a. partir d(' ( :U r' rcsnli.a 

< 

< 

por (:l.l). 

Caso .\.1 + c ·-· ,'-:/ > ti -- n-

;\ksta oca.si;lo. liSiwdo (:Ll)" oh!.I'TIIOS 

< 

p"r (:L 1 )'. 

( 'uw-:Ídt'l"t"IIHJS /1 1(0) ::.: /1 1 ' frh Oi ide fl1 

J)cfí11illlOS 

(1 1 ..... >,) ,1/,.c(l,ll•···). 

.\1 {11 !é 11 1(l!) '(J;,(u).l' = 11. Vr• E 111 }. 

Pt·oposição 1.5 

!bdo 11 1 E: l/ 1 • cxis!c l!lll (l.lllico) 11 1 E l/ 1 !.id que 11 1 + if·J E ;'\f. 

Observação: Fin1. <Jssim. est<dwkt·ida nm<-l cotTt'spondJ~nci<l lP: Jf.2 """" 11 1 t;d que 

~,.n(ul) + ill E JJ. 

f·:m )J<Irll('lll<lL (' l!C>'iiTHio ;1 ptnpo.~'l(ilo I. L il'l!lo.'i 

lo( f ,.f I) +I 11 I E JJ. (Jo(io(l r+ I)+ r d·l l <.O. 

:!.! 



Prova da proposíção 1..5. 

Em primeiro lugar. 1101 ('mos rpl(' 

(u. 1·) 0 = Jv-u.-Vn + ~Jul' defí11f' 11m prodn1o in1('rno <''m // 1(r1) e d~ origem 

a lllllil llOl'll1<1. il · j[ •. , ecptiY;dente com a nonna 11-"11<11 de ffl(Ç!) on -"ejél <'Xi-"Íf'l11 

d1 >O. d1. >O tais que 

d1 !fuW :5_ i!u!l: ~ d2!luW. 

onde llufil = /IVu[~ + ju1
. 

Agora. (!0 pod(~ ~><-'r expressndo na fonnél 

Logo, 

[:U)' 

Sejélm: 

v,, E H 1 (\l) 

• T: (H 1(D)f-+ Jl 1(i1), a aplicaç~o dadn pelo teon_'ll"li'l de representação de 

Hí('sz. isto P, 

T(<P) = '1\ 1al <plt> y(u) = (n,r)o-

• • P1 : H 1 ~:::- lf2 ---"' fi1 • a projeçào canônica. 

Fixando u. 2 E lh. consider<"mos a aplicn<;~o 

VoE H'(n). 

(:U) ([1'1 o To ( -Q0 )'(· + uJ)j(u,)- [P1 o To ( -c;/0 )'(· + o1J](uJ). o1 - 1l1 )o 2 

2 bllul- Udl:. 



pnr<J certo fi> O. Piir<l L·lll1o. 11Sill"{'ll10S qne. se 

(:U)' 

' 1 ' .. , j - i I (u) = -n(u..,. )~ + -j(u )-
·) •) 

min{o .. J} _ ·) , ~ _ ·~ _ .-- mMx{o . .3} _ , 
·) ( u - u)- .:::; I ( u ) - 1 ( u) - "':· { u) ( u -·· u ) s ---T--( u --- 11)-. 

Escre\.('JHlo as desip;1.1<1ldades anteriores com 11 <' TI troccHlos de ingar. somando c 

lcYalldo em conta qne no 1Josso caso .1 < (L coHseguimos 

(;U) d(u-u) 2 S[1(u)--;(ii)](u-J<)So(u-ii) 2
, \fu.i1EJ1 1(ll) 

.\gora. partindo do primeiro tTlcnJbro de (:3. ~) c nsando qut.' f\ é auto<Hljnnt él. 

oh ternos 

(P1(T(-Q0 )'(u 1 + u2 )))- P1(T((-C(0 )'(u 1 + u2 ))). u1 -· ii1 ) 0 ~ 

(T( I -Qo)'(u, + u, I I - J'(( -Qo)'(u, + u,) ), u, - ii,)o-

Ora. nsando a definição de Te (:3.2)". este último produto interno f. igual A 

(:iA)' (-Qunu1 + uz).(ul- ·ü'J)- (-(/o)'(ilr + u2).(u1- íl1) = 

= -2(u1 + '~~2· Ut- 'il1)o + 2o./(v 1 + u2 )+(u1 - ·i/1)- 2J j{ 11 1 + u2)-(u1 - ·ííl) 

+2{U:l + t/2, 'llj - lir)o- 2nj cul + '11;;)+( 1/1 - i!Jl + 2 .. 1.f (lil + 11;;)-( lll - iiJ), 

I.-tilizando a.s dcfiHi<;ões tk /' e li ·llx- o segundo membro de (:JA)' t~ ignal à 

(l.'J) 

E11táo. empregando (:t-t) e o fato que 

n 



"2(.J- ,\j- E) 
Logo, ('StiÍ proYado ( ;t;)) com 6 = ='"--'2----'::.é 

\+~ 
Como. <1km de (:~.:{). ícmos qn~'~ P1 o r o ( -(J0 )'{ • + u2 ) é corJtúma. podemos 

aplicar o TeorE<ma de ;\Iinty [12]. para condnir qne P1 o To ( -Q 0 Y(· + V::d c um 

homeomorfismo. 

Em p2rti<nlar. dodo O E !-f1 • pxiste 11m (único) v 1 E H 1 tnl qne 

P1(T((-Qonvl + u:.d)) =O. ís1o é. 

T((-Q 0 )'(u1 + u 2 )) E !-!2 • ou seJa. 

(-(J0 )'(u, + u2 ).v =O. Vc E H1 . 

Sejam: ;; E (c;+h ... ) e s :=.:;-L onde f,, YE'!'D dado por (H\). 

Definimos ~1 = { J:: E 0 : .5 + . .::(.r) :s; - k} 

Proposição 1.6. Tern-se 

lirnsupiD \Di= O, uniformemente para. 11=11::; c. 
,;--'X: 

Prova. 

Só precísarnos ver o quE' aconteçe, qnnndo 8-----+ -.x., com h nwdida do 

{.1· E Q: s +.::(.r)> -k}, le-Y<lndo em conta qm~ li= li :S c. 

A.rgumentando por ahsurdo, oht.emos sé'qnências {.~,} e {.::,}.tais que 

s,-----+ -x. 11:.::-,11::; c c chamando 

A,= {x E n: 8n + .::11 (.r) + k > 0}, temos 

( .l 'I' ... ) IA,. I~ I' >o. 

2·1 



Seja !lu= fecho. ('ll) 1-J(rn. das ÍHJH:;Ô<'S f n --r li?. llilo Jl('gatiwl~. llJIJÍtild<JS 

(1!(:1 non1H1 d(' L2(rl)l p(>r j!Di·. Hestllia. CJ1ii1o. q1te /\'rJ i; fr<Jcamenl(' COJllpacto em 

l.,('l) 

Por oniro lado. deuotaJJdo por X_-L, a fmt(;;'w c;nact('rístic<:) de A,, rec:n]la qnc 

{XA,} é ll!Wl ~eq11t'JJCia. çm A'0. 

Port <n'lto. l.:'xiste \ E /\'o 1 al que 

I Hi I 
En1 segni(la.. collsidnemos: 

• Y!l: 1. 2 (0)------+ IR. 

1'0) ''R •• y: ~ ( .• ------+ Jl • 

Assim. temos qui< 

(i),, . .ç E (L 2 (!li)' 

(ii) .ç, ~ .ç. em (L 2 (!l))' 

dada por ,?,(u) = / (1 + 
0

',: ') u 

dada por -ç(u)::::: / u 

A primE'ira afirmaiJío é inwdii-lt<L A segunda scglH:>~se usando os fatos: 

11 1(0.) '-------+ L1 (n): !!-:,.,11:;: c. e. a desigualda-de de C'Anchy-Schworz. 

Vt".iamos: 

Então: 1 udo indica que podemos 2.plicar a sE'guinte propriedade: 

Se .r, -.r, em 11m espaço de Banach E, e 

f, _, f. ('01 f,(.r,) _, f(x). 

Logo, a partir d0 (:3.G) e (ii), 1J1ilizawlo (:{.í) segne-se: 

islo é. 

(lS) 



'I ( .:,+1.) I .1 il:-.-. como 1 + ~.- X_.\., ::::; O. (:L"-) pnmil<' condoi r qut'. X .:S O. Visto 
-~, 

qm· \ 2: O. entiw. nen•ssarianw11te Jx =O. 

Por 011í r o ]é! do. y( Y..t,) -----+ ç( X). ow::e sej;1. IA, I -----+ /X= O. contrario.ndo (:3.-:"J) ·. 

\'esta. última pnrte do capítnlo. qnewmos proYar qne o fllucional de Enlcr-

Lagrange tlssocinda à (P) satisf;,z h concli<Ji.o de ·'enlnce·· (L). 

O funcional em qnestiio é 

f1 : 11 1 ( 0.) ------+ flil, dMlo por: 

ft( 11) = ~/IV ul2 -/ F(.r. u l - / hu +f ju. 

onde F(:t. ,s) = j·'f(.t. r)dr: f(r .. >) = -.Jç + c(s+)'' + lr(.r.5) . 
. o 

Lema 1.1 Assumindo (f;l).(Hl0),(il-·J) e (h 0). Se:: E (ch1 .... ) e s :S -k. então. 

existem r~> O. c1 >O tois que 

Cl. !l! f,(s +:) - f,(s) ? c; À,:: - :3 !1:11' - c, - (; h2
)
112 11:11 

-'.1+1 

--w(lfl \ fiiH!i:!!" + !I:W+< I, 

onde a fnnf;ão w: JR+-----+ _U?_ é tal q11e lirn w(r) =O. 
r-o+ 

Prova. 

t;(s+:)-};(->)= 

~ J )v :)2 
- J F( .L .s + :) - J h (.s + .: ) + tj (, + :) + J F'(.r, s) + J h s - t J s = 

~ J )v:)' - J F(.r, s+ :) - j h:+ J F(o·, ,, ) 



i ,ogu .. por ( /~.1). 

(:l.9)' 

Ora. j((s + :.:;)+y+I = / _(s + .:::)P+I + const. ~ j J.:::iP+l + consL 
. Q~ 0\0 

Tamb0Jll, 

1

1

jw(.r.s+:)l =I~ lY(.r.s+.z)+ i .. \V(.r.s+:)l S I?J .Jn\n 

:S:col'lsL+const.J (.s+z)il~const.+const. f _j:::j'" 
·"+::>h .Jn\n 

Assim. obtemos as seguintes es1 im<d ivas 

I 
. , 1 - 2'-ir+Jl 

. ((s + :)+)''"' S const. + const.j(:lli.~.lí1 \ rlj ,. -, 

I! W(.r. s + :) I S const. + const.jj:((\ê,.lí1 \ i'íj '>', 

l J 
2:V (I \. > l \ . . \' 1 ' I ' om e :.. ~ = V ~ ·) .:;to pant ; ' ~ : .. ' s esinnat1va.s nos c<~sos ~ ' = _ , :... o )tem-se 

analoganwnte, e em forma mais simples). 

Re<'~gnq>;mdo as t>st.inw1in1s p<ncia-ís. vol1ando A. (:·~.9)'. segue-se que 

f,(s+:) -j;(s) 

r .I 



ond(-'. 

Logo. (:_U)_) estA pronH'in. 

Lema 1.2 

As~llmindo (f0 ). (I 1-"~ 1 ). (! F1 ). ( h0 ). resnlt a qne exis1 e c1 > O 1 a I qnt> 

(:~.9j1' SllfJ ft(8 + t') $ ft(S) + c2. 
r·E(<'J -· .< 3 ) 

onde. t = .~8 e s < -L 

Prova. Temos 

(:l.!ll) .f,(s +r·)~ };(s) = ~f )\hf ~f F( r. s +v)~ f lu·+ t /u + / F(.r.s). 

Por ontro l<ido. ntilizando a f1mçào auxiliar Q0 e a definkão de r._ resnlta 

1 :ut J () I . _L ·i~ (J I ·J ~f I"·''+"/··'+.,,. f ... ~ f11 + ·J+J' .0-~rt- ~o-~- Yti "_c -~.'~t n s c 

~if((s+vn'+J Js' = llrii:+2E f sr~2f[r(s+r)~r(s)]. 
Logo, rnedíaute (:3.3) 1 ohiemos 

0.12) 

'L,1mlx;m, como (j~ 1 (.c:). v = 2{s. {' )0- 2.3.f.sv = 2ç:_r~~·- 2.3_{~·('. ( :3.12) transforma­

se crn 



(:Ul) 

. 1\+c-,J) , I 
J,(s+u)-f,(-)S .,

11 
+') 11<·11;- iu-+ccmsL 

- • J - ~ . 

Lema 1.3 

Sob as nw~mas llipóti·ses dos ]em<ls Ll e 1.2. exis\("lll 

h\>0 e f 0 <0taisque 

I :l.lõ)' para 

Prova: Pdo lemn 1.1 

(:ll6) f,(s + z) 2: f,(s) + oll·=ll'- c,- 1/ /,')'1'11=11 

-<r(lrl \ i'íli 111=11" + llzll"+' ), 

e<ml a e c1, COllstautes positiYtlS. 

Dado fr >O e com c2. do (:l9f. seja R 1 > L t.al que-: 

, I 2 1/2 uH1 -c1 -(_ h) R1 >c2 +l+b . 

.\Icdi<'utte a proposição 1.6. podemos afirmar que existe f0 <O. tal que; 

' 1 
11=11 S R, =? w(lfl \OI)< 

2
Rj+' · t', 

Portanto. prnn f ::S f o P 11-:: li = !?1. a. part-ir de (:3.16 ), 0.17) e (:3.18 ), conscgni mos 

:lQ 



I.(. I·)' 1.1 I 1'1 ·/1 1 ) 1121' I , I·~ T -- 0:::::. I-~ +(/)I-(]-·(_ I 1]-

Ett1iio. 111iliznn(lll (;J.9)". po1h'llHlS couclnir qne 

fd-" + :j > :,;np .f~k + t') + 6. 
rE('1. ---<;) 

V.c E (<1+t· ... ). com 

Como b >O é arhiJdrio. temos qne (:).L))' é satisfeita. 

Len1a 1.4 .\;;sumindo <-lS Ilwsmas hipóte,;es do ]{'ma 1.:2 "' escollwndo 

~~~ = f-1+1 + -1o(cJ+t) (\l-T (:L2)}. temos: 

(:l.19 I 

Prova. 

'E(q, ·'!) 
11"'-''+•·11-+x 

f.,(-S + au~ + 't') = -x-. 

~JIV(5+au~+cW-/F'(.r.s+o-u.~+v)- jh(s+m[+·v) 

+t /(.c;+ rru~ + c). 

Empregando. entào. a função auxiliar Q0 , obti:'mos: 

fr(s +!Til~+ r)= ~Qo(s + a-u~ +c)-:_, /(s +(TU~+ c)2 + ~ }((8 + au~ + v)+f.l 
. 2 c. 2 

+4/((s+au~+r)-) 2 -- / F(.r.s+a·u~+r)-1 F(.T.s+wu~+o) 
2. . -'+crt1 '+<:;-h -k<s+n\l•+t·<k 

- .l+"u•+,·?:k FCr. 8 + a-u~ +r)- r!/ h li-- j h v+ l$lr!:l +ta/ 'IJ"' + t /v. 

l-tilizaTJdo (lh) ç (:-LU) (com au~ no lngar d(" s, <:.', .s +I' no lugar de ('). 
COllS<'g'llll1lOS 

1 11 li' :31 2 (t(s + ffU~ +r)< ~Ou(ffi/~) +-I 8 + 1· ~- ~ (.~+c) + · -r 2 ·• 2 



Agora. usando (:UO) e (:l.ll) ~<.>)1,Jte·~e 

J,(., + .-)- .f,(o) = ~(Q o( .s + d- Qu(.s))- ~ / •·2 - './-,,. + ~ /t(s + 1')+)'2 + 

+~ /((< +•T f - =}.fs2
- / F(.r.<'+t•)- / '"' +t /c+/ F(.t·,~J. 

Em seguida, empregando (.f0 ) e (WJ). chegamos à 

29 



f,(.s +c)- f:( .' ) = ~(qo( > +c)- Q0(.s))- ~ ./ u2
- i .f.«• +% ./((, + c)+)2 + 

+I f ((.s + r)-) 1
- ~f s

1
- f F(.r .s +r)- f In • +f f •·+ f F(.r.s). 

En t ~o . u1i l izando (:3.12) e o fato que 

llell: = f rvrj1 +~ fr· 1 :::; ( .. \+- · ).f,~ . obiemos: 

) 
1 
li I ' f a f ' · f " f ' f f,( .<+,. - .f,(.' ):::; 2 t ' 1: + t . .<t' - 2. u·- J S<'- 2 ,,. - < .sv + 

+~ f ((s +r )+)2 + ~ f ((s + cn2
- ~ .f.s2

- f F( .r.; +<')-f h v+ I f v+ f F(.r. s):::; 

( À1 + .: - 3) • f .: f 2 a f · • J f )2 J j 2 :::: ·), , :) 11<'11:- ,J "v - 1 v +-::j ((s+tY)·+~ ((s + tr - 7) s 
-( -'J T ' . - - - -

- jF(.r.s+•·) - jht•+lfr+ fF(.r .s). 

Em seguida. E'mpregando (f0 ) e (WJ). cht>garnos à 

Ir(s +r) - f,(s):::; (,\i(~ e:+~jJ) llrll: - p f sv- ~f t•
2 + % / ((s + t')+)2 + 

+ ~ f( (s + un2
- ~ f >

2
-. f F(.1:,.s + v) - f F(~ · ,s +v.) 

- - J. 'i + ~ 5.-~· .1-k< s + t~ <k 

- f F(~·. s +v)- f h. v+ f f v+ i fs 2 + const. :::; h •• ~k 2 

:::; (,\}(~ :~ :)IH I: - J f sv - ~ f v2 + % f ((.s+ t•)+) 2 + ~ f ((s + vt f - ~ f s2 

_}.. f (s + v)2 + const.- ~ f (s + 11)P+1 + const.. + const . f (s +v)"' 
2 J$+1'$-k p T 1 ./:t+v'?,J.· .f s+tJ~k 

-f IH• + t f ,. + ~ f ~ 2 + const. 

Le,·ando. <:>ni à o. em <:onsid<"raçiio que: 

.• i f - ') :f 1 , • • 7'; ( ( $ + r•) )" - ':) . ( .< + I') . :::; COilSI. 
- . - $+t·.$_-k 

29 



.f',("+ •·)- .f,(.•) = ~((!"( • I· 1•) <JuHl- ~ f "l - õ /·•· t ~ .f((.• I, 1·)+)2 + 

+~ / ((-< + t·n1
- ~f ,l-f F(.r·., + •·)- f ht• + 1 f I' t .f J.'( r .. •). 

Então. utilizando (.112} I' o f~tn C]ll<' 

111·1: =f\ .l _õ r-~$(\, +!lf· ~. oht~>mo>: 

f,r(' - t') -f.(') < ! I' • - (f •I' - :!. f ,.1 - J f •I'- ..::. f t•" -C f''' T -:! . 1 :! 

-~/\1 ·- cl - =-~/ t•+•n 2 -~ f->1
- f F(.~·_, ... ,)- flu·+l f·· - fn~.->)$ 

< ( ..\J *; - J) 11 .. 11: - 1 ./ ·''' - :. f ,,z + a f ((s + 1').,. ll + ~ f< (s + •·nl - ~f _,2 
- :1( À, +;) :1 2 '2 . 2 

-f F(.r . .s + t•)- f hv• +f f I'+ f F(.1·.s). 

Em seguida. emptcgant!u (!0 ) <' ( ll'a). chegamos à 

(..\ - '- J) f :f ' o f f,(»+ c) - f.(<) < 1 - Jlt·l 2
- J .st'- :. r · ..-- ((' + t•)+)1 * 

- :!(\ ..L l) • 2 :! 

-~f1C-•7t·n~-~f·" -J F(r.s-v)-j F(r.,-ru) 
- - -·~-' - t<~ - <4-

-1 F (x . .> - t·)- f ht• +I ft• +; fs 1 + const. $ 
~·~~k l 
(À!+ õ- J) 2 f l f ., a f + 2 .3 f 2 3 f z < llt·ll - 1 "' - - , .• + - ((s - t') ) + - ((.• + 11)-) - - » - 2( Àj + ~) . 2 2 . ' 2 2 

/fi I' 1 f. --;:; (.s + t·)2 + ron~l. -- (s + v)P+I + consl . t C'OII SI.. (s +v)'' 
- ,+ .. ·S- k p of 1 .,+,~~J..· •+~·~~· 

-f ht• tI f I' - i f ,l t IUII•I. 

].,.,·ando. então. em con•irlt·t ~ràn 1111P: . . 



Entáo. tendo presE'nte que (] 0 (rru~);:::::: cr 2 Q 0 ('u~), qnc 

q;J(m;") = crQ;J(u~). e que. C)! 1 (ux).(-~ +c) = O (pois u'" E Jf. H:'r (:L2))._ 
dwgamo5 à: 

Tendo em meni ç qne: 

• 11<-II::SI\+o)/c' 

•• ~/(t-~+cru~+rtl-'-~ r (8+crvw+v)P+ 1 + 
2 - p T ]_ Js+nu'+''?J 

+ wnst. r (-~ + (fiJ~ +c)"' s; cons1. 
Jfl+rru•+v~k 

3 f ' J l . )' ••• -7" ((s+()u~+d-)--7" (s+rru +v ::;const.. 
2 2 s+rrt~*+r:::;-1.-

" • 1 2" • "'+"-.31111' 21, I ft(-~ + ()1! + ~))::; 2() Oo(u ) + 2C\.í +o:) r,~+ 2 8 +. sv 

-,1/ -~-~· -()/lu/ -/h c+ tsiOI +ter I u~ +f I -o+ const. 

D('JJOt('mos por: 

A 1(a) = ~a 2 (j 0 (u")- cr/ hn~ +ta J u-

il2 



Ent;lo. podemos esnen•r: 

ruo I 
unde. a 2:: O e i' E (f 1 •.... f·J C1llHJ>lTll1 l!rru~ + c!l = p. 

\'oiemos qnP. como Cj 0 (u~) <O (n•r 0.2)). ent~o: 

lim .·h(O') = -Xl 
n--+x 

,\;+c-.! . . <o 
1(.\1 +cl 

:::::?- lim A2(1_1) = -x 
IHI·--+"' 

Sejam: Jfo = s11pA1(a): JI1 = sup A2(r). 
,-2:1J 1·E(t;.- .~_,) 

Entào, dado J/ <O. conside-remos: 

• ' ·Jt I l·)-- ao t ai que: 

;\gora, em 1Re;+1 '0~ (e1 ..... ci) ronsiderC'mos il. nornw: 

Escol1Jamos fJo = rru + ko. 

'Logo. se lllau~ + 1'111 =fi 2:: fln- entho: 

()li 

:n 



:\o prim('iro c;J:-:o. HSillllOS (:{.1!): 

.\Ias ('IH à o. 

Podemos. assim. 11sar U!.22) e obter 

Conclusão: se !IIO"ux +c i li= p 2 (Jo .. eníào 

.ft($ + O"l1~ +r)< .11. 

Como li I· 111 é equi\·alent.e it 1·1 · 11. em Re;+1 ~(fi ..... cJ. fica proYado (:3.20L 

e. em consequÊ·rKia. está demonstrado (:~.19). 

Lema L5 \"as nwsma.s hipóteses do lerna 1.4, tem-se qne. para t < O {grande em 

nlor absoluto) .f1 satisfaz a ·'condição de enlace" (L). com respeito h. u0 =] = .s. 

U1 ~ (e1 .... . e,). H,~ (e1+l·· . .). 

Prova. 

Pelo lema 1.:3, oistf'm p.2 >O e t 1 <O tais que 

(:3.1:1 I in f 
oE(<.J+J 

11= li"'f'] 

ft(s+.::)> sup .f~(-~+rL 

) '"''('l···""''J) 

p;na 

Por ontro lado. pelo lema L L podPmos adw-r p1 > :2p2 . ta] qne: 



(:l.F:) 

:'llj) 

""" 'E!·1- '.) 
lk .. '+,-11=",,) 

~np 

";::u 
'E('1" ·' J) 

1!"<>'+,·1!"'1'1 

ft(s + au~ +r) :S .''llp f 1 (-~ +r) 
'E(•-1 ----·'·;) 

j~(-'+au~+i·).S inf 
~E(• J+l 

i!dl"'l"" 

(,(.<-c) '. 
com I = 83 :S t 1. Por 0111 ro lado, 1'-~ = (.!+1 +;o( f'.J+l ). 

Portanto. ou~+ c= atJ+ 1 + <T-: 0(ci+ll +v E JR+t'J+l :~_:. H1, 

SejanJ. <~ntilo: 

Em particular 

fo=t"+l· 
t 

uu = -~ = -, 
3 

131 ~ (u E ffi+<u: H,: jjujj < pJ} 

B1 ~ {u E H,: jjujj < f2}. 

iJB1 ~ {u E 1R+: 0 
1 : f{, I lu li~ p,} U {u E H,: ifull S p, ). 

Logo. (L) !-_. sntisfei1 a para i. :S f 1 < O. 

Em r('surno. o funcicma.l .f~ satisfaz (P.S.), cumpre a. condição (L) e. por (/0), (IVo) 

e {1F1 ), 1:- de d<~sse C 1 , ('Olll: 



Eut;1o. nma <'ip]ic<H)iu din•1a do Teorerna 1.2. prodnz o Jlosso rcsul1ado priJJci­

pnl (Teorema 1.1}. 



Capítulo 2 

Problemas elípticos assintoticamente lineares em 
-oo e superlíneares em +oo. 

Introdução. 

O capítulo está di-vidido em duas se<;ôes. :\a. seção 1. estudamos n problema 

(i';,) Du _ 
{ 

--_'.v~ f(cr.u) + h(.r). r· E !l 

,-) = O • .r E iJíl. 
(IJ 

onde fl É' nm domínio limitado ern Jk"'(X 2::]) com fronteira i)Ç! Sll<lYE' e f sati::;fa;.-; 

Cfo) f: D X Di--+ D? é contÍmHL 

lf,J Jim [i(.r..,)- Js] ~ q(.r). com q E ('(fl) c• 
,,~~cv 

se .Y 2 2 

;V~ L 

(f:l) Existem s0 >O c f} E (0.1/2) tais qne 

onde F(r·.s) ~ j'f(r.c)dT . 
. o 

\h E n. 

Por Olltro lado. a funçào h : n -~ IR YE'rifica UJJ)a COlldição d<7 ortogollalidade 

/h= O. t->. !Ih i lu< J/. p<:!r<l certa com:t;mte .\/>O. 

Albn disso. c·1s;;nmiremos 

í) umn coudiçào local no zero 

{.fd Exisiem .::0 >O c n E (0 .. \ 1 ) tnis qne 

f(.r"') v <l v )\{"} ~:..'..:-'- _:::; ü, vx E-, v.-: E (-Eo.Eo 0 , 
s 

onde . ..-\1 é o primeiro an1ovalor posiiiYo de (-~:_fJl(D)). 



ÍÍ) :\o OIS(J S 2 2: 
. .f(.r·. s) -

lm1 sllp -·-·--.. ~~~ ~""'~-(.r). com ,. E ('(n). c 
y~+' 5(T 

(f,) 

ond(-' I)' E 1. -. - S(' .\ > :j e ( 
.\'+J) .. 
\ ~ ·) ·- rrE(l.+x)scS=L 

iii) {_'ma rundú)io solm• a primii i\·a da f: 

F(.r .. ,) 2' 11. V.r E O . V.~ E IR. 

O problen1a (Ph) é tr;-Jtado \·a.riacionah1wnte e nossos prÍlwipais resultados neste 

capítulo são: Teorema 2.2 parcl- o casoS 2 2 (vE'r p;:igirHt -ll)._ e Teorema 2.3 

p<na. o n1so .Y = 1 (wr prigina -E). Em ambos os C<tsos conclne~se que (P~;) pos;;ni 

pdo rnerJOs uma sol!H)io nA o 1 riYial. 

DeH·rnos assina lar qne Arcoya.- Villr•ga.s [1], consideram o problema ( Ph ). no caso 
. . . .f(.r.s) -

h = O, snpondo q = O, alem da condlfJlO: > O. V.r· E n. \18 f. O. 110 
' 

lnga.r da (f,). :\esse C<l.SO. eles proYam. por rn?'t.odos análogos nos <JlK usaremos. que 

(H.l) possui. pdo menos nma solnr).o não triYial. A.s.~im. e.<;,se resultado está contido 

110 nosso. Também qncremos indic=n que Arcoya- Villegas [1] foram moi iYndos pelo 

tr<1bcdho de D(' FiguE'in~do e Ruf [9]. onde eles f'Stndam o problema: 

{ 
-u"=.f(r.u)+l{r)=Àu+g(.r·.u)+h(.r). 
u'(O) = u'(l) = 11 

rE(O.I) 

l's<mdo o Teorema do Passo da },1ontn.nha. ditos autores proYam a exist.Ê'ncia. de 

• . , . . .fl.>·.s) ( "2) 
uma. soluçao de(*), se f s<tt1iifaz: (f0 ), (h), e "..!2:2~ 

8 
=,.\E O, 4 . Isso. 

por~m. para todo h E l 2 (0, 1). (::\o ca.p. :3. faremos no\'<! referência à(*)). 

X a se(;ão 2, apron-'Ít nmos n nwtodologia. ernprega.da. na seção 1. para estwLn 

prohlerno d~, Dírícblet: 

Àu + f(.r, u) + h(.r·) .. r E !l 
o. i!!l, 

onde: À~:<_.\< ,\q1 . com ,\ 1 < À2 :S ... Y<J]ores próprios d(> (-~:Hti(n)). 

ProYan,mos qne. soh condiçôes para f. <:lnálogas às ('ünsideratlas ll<l S<"()Jo 1 e 

a.r;orn, com h nmtinna. SBtisf<Jzendo lll11il H'];H:Ao de ortogorwlidnde c com 

llh!IL2 < .\/0 (certa consta.t1tc- posítiYa), o ptohl('ma em questão. poss11i. pelo menos. 

uma solu<;ã.o não trivial. 



Em ambas as s('(;(ws. a ft·rTanwJitn béisira é nma e~qwcie de p;eneraliZ<H;àn do 

Tl:-'OH'lllH do Pas.~o d~1 \.'!ontanh<1. a qnnl indicamo;-; a. éicp;nir 

Teorema 2.1 [SilY<t E. [1."1]]: 
Sej<J X= xl ~=:.x,. llll1 ('Sjlil(;o de Bnna<h.recll. C()l\1 cliru.Yl < +:x:. 

s~· I E C 1(X.JR) :.;at1sfaz (P.S.) f' 

(!1 ) l(u)<;lL lfuEX1 • 

(12 ) Existe p >O tal que I(u) 2: O. \fu E iJBp(O) n X 2 • 

(13 ) Exisl.em f E .\'2 \{O} e .:10 2_::: O tais qne: 

f(uj :S.-lo. 'iu = I'+ !f. com l" E X 1 •. i > O. 

Ent<lo: I possni pt'lo menos um ponto crítico em .. Y diferente de zero. 



Seção 1 

Problema de Neumann assintoticamente linear em -CG e su­
perlinear e1n +·x. 

Primeira parte: Caso "\" .2: :2. 

Consideraremos o problema: 

(P,] 
{ 

-~u 

i!u 
iJq 

f(.r. u) + h(.rl .r E ll 

O. r E il!L 

ou de as condi(;óes para f tém sido indicadas na in i roduçáo do Capítulo. 

I l I 

11 I 

An1('S de ç>sprcii1car as condiçôes para h, devemos fazer as st>guiutes obserYa(Ôes: 

o Chamando 

xl {hnções consi<mies}. 

X2 (uEH1(íl):/u=IJ}. 

•• A norma em H 1 (rl) é a. ;lsualjjvW = /1Vuj 2 + /u2
. 

Sabemos qUE\ em X 2 , (j1Vuj 2
) 1/ 2 define uma norrna equivalente à 11·11 1 ou seja. 

ex.istern c1 >O. c2 >O ta.is que 

c1 !lu!!'<:/ (vu( 2 <: c,((u(( 2 
• Vu E X,. 

• • • Corno H 1(n) <--+ L,.+_dn). sf•gue-se qne existe k0 >O tal que 

((ui(L,,. <: ko((u(( . Vu E H'(í!). 

o s n Le\·audo {''lll cont i1 (j(J). (/1 ), (h) e (f4 ), podf'·mos afírmar qne esi á h<'m 

deiillido o número real positiYo: 

a0 = k~+ 1 snp 
lsl2:eo 

F'(.r . .>) 
(.>['+' ' 



C()JiJ -C 11 > () d<HlU CBI (f,). 

Snporcmo~ Cllt iio 

(h 1 ) h:O---.o.!R. jh=O. e . .lh 2 <.1f~.com 

I lI (I )
c/c-1 

J I = ~-=-!._ ~ 
J/,-;-J (J" 

u, 
ondt' 

O l"tmricmill de Enkr-Lagrnuge corrçspondente ao prohlf'ma (P11 ) é dado por 

h 'H'(íl) ~ IR 

h(u) = 1./ j\'uj 2
- / F(.r.v)- ./ hu . 

. -\ p<lrl ir de (J~ ). (fl ). u;l)- segue-se qut~ h E C 1 (H 1 U!). IH). com 

1/,(u)l' = / Vu.Vc- /f(.r. u)l' ~ ./ h1·, Va.1.· E H'(íl). 

(Logo. os pontos níticos de h sRo soluçôes de (P,,)). 

Teorema 2.2. Asslllnilldo (.f(l). ·----·(f,,). (h1 ). h'lllo~ que (P~;) possui pelo menos 

uma .'lohv;ão niw hi\-iftl. 

Prova: o rcsnltndo seguir-sE'-iÍ como 11ma aplica.çáo direta do teorema 2.1. 

Para conferir ns exigências de dito teorema .. Yejamos os dois kma.s seguintes. 

Lema 2.1 (}0).(.1.).(}2) =;> h satisfaz (P.S.). 

Prova: trata-se do lema l.l de [1]. 

Lema 2.2 (f<.I---.U5).(hJ! =!> h satisfaz (f,).(I2).(!3). 

Verificação de {!1 ). 

:-.icja k E .Y1 • Entiío. nsando (h 1 ) e (f~), segne-st->: 

h(k) ~ -fF(r.k)- kjh ~- fF/r.k) :S O. 



Verificação de (1 2). 

Se.io 11 E .\"1 . 

).lediélll1C a ddini(;i1o dP a0 • í'. (Jl). ohkmos: 

.Por1an1o. n:>ando (2). <I dcsignaldacle de Cnnchy-SclnVBIL (h 1 ). e. o f<no que 

./l\'uj1 2: )q./11
2 r<'stdtn 

I l I h(u) 2' ~ (1- ~~) ))ui!'-uu))uW+' -.1/))u)). 

Logo. cl1amnndo !!ull = p e 60 = ~ 1 
( 1- ;: ) . o segnndo membro de (.1) é: 

I •) "'"'" 1 11 'oV - Uo(J · -- · p. 

Considerando a. f11nçào:::: ;o. +x)-+ lli. dada. por: 

o gráfico de:: f. como na tlguri'l: 

(
I )';~~' 

em qne p0 = -~ . e. :::((lo)= J!. 
aurr 

Voltando. f>lJ1ào. A (-1). f'. tomando llv!l·= po, temos: 

h(u)? Po(o(po)- H)= O. 



Verificação de ( {1 )_ 

Sejil ( E X1 . 11.10 limitildo snperiomwnte (till e exíste. pois Il 1(D.) nao csiá 

imerso em L,~(n). p<mi .Y ?._ 2). 

Denotemos pur: 

I •V t i2 
\ = ' I 
~ f ( 2 

Obsern'mos q1w. trocaurlo t_ por f f. com i> O 1wqueno. podemos a.ssumir. sem 

perder a P/"neralidcHle. qne: 

( 6 I 

(7) 

(sI 

(.1,- .11/ ,, < -XIíl!. 

Por ontro lado. usando (.!2). ol)temos: 

Exi;;tcm: 1-.:1 > O, h ?._ 8 0 . tais que: 

Sf'ja u = k +te, com k E X1 . i> O. 
Ctiliz.-élndo (h 1 ).(:J).(7). e. (8). conseguimos: 

Assim. chegamos à: 

V.r E n. 

('I) h { !· + h.) S I'( À.:J- .\) / cc
2 + k,t I jr I - k, i+'• > .• Y' + I e )

110 + 

H,lkllíll- ~líllk' + t.\1(/ e
2

)
111 + !;lfll. 



I 1 o I hlk+icl 

Iº caso: ,\~-_\<O. 

:\o1ando que. 0m (lO). os coeficientes de 12 e P :-;iio negati,w>. podemos aíhmar 

qne exi~k -11 E !R. dado por: 11 = rnáxillln do 29 memlmJ de (lO). qunmlo (k. f) 

ntia em _Ui x JFf+. 

o 2\1 nwmhro d{' {lO)). Assim. temo:;;: 

I li I 

zº caso: ,.\,, - .\ -?.: O. e. k + t :S ,, 1 

.-\ partír df' (10) ohkmos: 

com 3t E (O. +x). 

Como (6) implica que o cof'firienic de k2 é ncgntivo. concluimos. em forma. 

;maloga ao caso <ln1 t:'rior. qne: 

( !11 Existe .!, E IH h(k +I c) S: i, 

11 



S('jn 0 1 ={-r E n: r(.r) > l }. 

Logo. IS1ll >o. Tnlllhr~lll. ~{' -1' E nl·. entiio: 

(12) h(!+h)S 
1 ;(~1.-~llj,'+k,jkll!ll+l,tfici->lll.' 

-lJ( í + t J1f".Jnd + nr(f, 1 l 1/2 + k; In I = 

= 11~1.- .11('- llillí '
2
' + k,U + nf I' I+ k,)kl lrll- !,k /H+ 

+~(Â + 1) 2 (~\.- ~\)f 1
1

- Â(Â + 1)(~\,- À) f <1
- Â<(Â + 1) 1

/
8 .)fl,) + 

+IJI(/ ,'11/2 + k;inl 

f·(l·+t,)<-k'·'+·'· ·', '·.,1'·1+'··'+"-j'·j-'·.,1/2+'·'',01 " ' - .-:,fi h.J.·" '1<,.,. fi. "6'- fi, ~ 1<~:;-- fi.t -·. 

onde: k:J > O. *'· k8 > O. 

Portanto. 

Como: 
1 e > 2. kfi, >o. ('. :> > -)1. ronrlnirnos qne. 

(I :1 I exisie ;1 1 E III. t.nl fJl.H': 

V( LI) E 111 x 01+ 

Fi 



Segunda parte; Caso .\' = l. 

Seja i!~ (0. 1 ). 

S11porcm~)~ ilS con di<;óe~ ( fn). ( f1 ) . ( f1 ). (h). 
Tnmhé·m. precisart'mos de: 

(h r Existem: 2 0 >(L e. o E (0. À1 ). tnis qne: 

u ' . ,_,.E t0.1J. 

owlc: À1 é o primeiro mltoYnlor positi\·o de -u'1
• em H 1 (0.1). com condição de 

:\enllHJllll. !lO fronteira. rsando a condiçho (.f3r obtemos: 

I li J Vs E ( -2o . .::o), V• E [0.1]. 

Por outro lado. como H 1 (0. 1) está imerso em L-.:. (0). 

( 1c)) 

I 1 6 J 

Exis1 {' co> O 

I ( o ) Co . H 0 =- 1-- -c 1• 
-± .\1 Co 

com 

Hespeito à. fun(;iío h. admüiremos: 

h o (0. I) ~ lll . 
/

1 

h(.T)d.r = (). 
. o 

O prohlemo A considerax é: 

{ 
-u" ~ fi-Lu)+h(.T), 

v'( O) ~ v'(1) ~O. 

\fu E 11'10.1). 

dado em (l) . 

.r E (0.1) 

O f11nciouilL cnjos pontos críticos sho soluçôcs de (h, t. é: 

.fr, : !! 1(0.])----;. D?. dado por: 

1 11 j 1 /.' .h,(u) =-:- (u 1
}'

2
- F(.r,u)~ hu. 

1. () o . () 

lG 



H esnl t il <pw: -h E ( ' 1 
( !I 1 

( ()_ l ) , IH). com 

.Jf,(u).r= rU1
1'
1- [f(.r.u)r- (

1

hl'. ./o .o .lo \fu. ,. E H'(O. I) . 

Teorema 2.3. 

,\_ssnmindo Uo). (fl ). u2). (f;,). (h r. {h 1 r. iTHJ-S(' qne ( ph t posrmi. pelo menos. 

llllJit solnç<lo nào trivinl. sf' 

I 17) 

Prova. 

~2 

,\ > _" . 
-l 

f: só conferir quk' .h c;atisfaz todos os requisitos do teorema 2.1. 

:\ proYa do f<llo: (f0). (.fi). (f2 ) :;:;:} J~; satísfaz (P.S.). & a mesma do lema 11 

l f 1 ( (' ! l j. 

Assitll mesmo. a demon..-traçho Jp qnf' -h :;;atisbz (I1 ). decorre il partir de- (h1 f 
e (f,J dado k E X 1 • 

/
1 [,' f.' -h(k) =- F'(.r·,k)- hk = ·- F(.d) <:O . 

• 1.1 • o . () 

-h verifica (1.1 ). 

Efetiwmwnt e. 

Seja. u E X 2, tal que: 11 'I Eo '111 = -. 
:2co 

Entho, utilizando (10). segue~se que: llvll·:c ::S ~~~­

Portanto, medíank (1-1). conseguimos: F(.r. u) -::S %~~~-
Assim~ -

1 f.' ' 2 o f.' 2 /' ),,(v) 2:; (11) --:; 11 - hu 
--0 --0 ,() 

.-\plic;tndo. eutào. a nmdiçho (ht)~, e. usnlldo o fato qne 

dtE'p;amos h: 

-17 

/
' ( u')' 

. o 



f . i f' ' ' (! f' ' f' ' 1/' i ( . 1,(11);::::; (u )~- ~ u-- .\In( 1c) -.2::) 1 
-. () - . (l . I) -

n) f' '' - -· (u J· -- .1/ollull-
,\ 1 - O 

Logo. em üst a de ( 1), e. lCi. temos: 

Cow:lusilo: .J,(u) 2: O. 

Verificação de (h,). 

São podemos agir (OlHO no ca.:so S > '> onde. nsamos que H 1 (D) não está. 

imerso em Lcx.(S2). 

( 18) 

:2 " Seja t-0 E X 2 , dada por: 

rsando (17) resnlta: 

to( .r)=-- sen-.r. 
r: 2 . 

Seja b- E (0, lleoiLx-L 1al qne: 

1 1 ( ')2 . o Co 
rt 2 , '2 < À. 

.In to To 

Seja u. = k + h 0 ._ com I: E IR . t. >O. 

x E [0.1]. 

:\IedíaJite 11111 trnhalho análogo ao feito para a. ohtf•nçüo de (0), chegamos .à: 

;\otcmos qu<:' se /
1
(r--;J2 < À/1

c6. então, usando (19) st'g1le-se. irrH:diat.anwnte, 
. () . o 

que -h é limítad.o sup('riornwntf', em XI ::-JR+co. 

18 



Qn<Jlldo 

,. · · 1 2 h -i I' . I I I' I I .\O pnmcno c;-L-..:o. rcsu ta; f _::::; p . e. em \-Jsta f e .) . O)ternos; 

J I'· , 1 I< _piO'+ J,i 'il- fcil<;,l'l ,., , ,. ~ [".1- k) 11 lj ·')'!2 + 
h h T to _ ·)"'' fo.. T j 1 C - 11 (_O _b- li 

( 
1 

,2 ) ( [,' [,' ) (, , I, ) '·] I' ·! ·-J-ft ' I + - .. 2·~1k+ ·)J:2 (r-·or->.. ri) +k2 ~ . lfoi+J,·I . 
() _(! . I) - o c 'li 

Eut.i'io. aplicando (18). conclnimos qne -h est.á timit.ado snperiormentr. em 

xl JR+tu. 

:\o segundo caso. cha.rmmws Oj ={.r E [0.1]: t 0 (.r) > &}; 
Assim. Vx E Oj. 1em-se: k + tc0(.r) > ~- + tb > s1. 

Em seguida, uühzando (19) deduzimos que: 

-h(k + ffo) < -~k 2 /\ + t; (.[ (e~) 2 - ,\ .i1 f'i) + k; + 1.\fo(.f e6) 112 + 

+ h (r{ kol + !kl)- i·,(!+ 81)' 1'.1fl;l. 

Logo, le\·audo em conta. que lfl~l >O, a sítna(;ào f:. <~náloga à oblida em (12)': 

então, mcdimlte um argumento similar a.o feito na.quela. ocasião, n•sulta Jh (k + tc0 ) 

limít a do snperiornwnte no <aso (h). 

Estando consideradas todas as possibilidades. concluimos q11e -h satisfaz (1:3). 

Observação: 

I l,J. 

Pode ser proYado (Ver [1]). que. se O< À< r.
2

. ent.ii.o -h ni-ío satisfa;.: 
.j 

:J9 



Seção 2 

Problema de Dirichlet assintoticamente linear em -x e su­
perlinear em +x. 

Parte (i): C'ac;o .Y 2: :?. 

:\fosso propósito 6 estudar o problema: 

Àu + f(.t. u) + h(r), TEfl 

O. íJfl. 

onde: 

com )q < ,\ 2 S: ... Ya.lores próprios de (-0..HJ(fl)). com ilS cone:>poJJdentes anio~ 

funçôes: f 1 • t>2 • .. 

:\ssmnírernos: (j(1), (_h). (j~), (f,-,.), além de: 

(f,)' 

Ih)"' 
I f( ) C'(O) im .. T .. '>) = q(.r . com q E .-. 

s--·x, 

Existem: ~o> O. 0'0 E (0, Àk+l- À). tais qne, 

h : 11 -+ IR. é contínua: n:rificando: 

j hu =O, 

Precisaremos, tamhém. d<> 

(211) 
l l 

aO<-+-. 
2 s 

O fnnciomd de Enler-Lngr<-lllg·p cmTespondeuk à (Ph)~~ (': h : Hti(D.) -• /!?.. 

dôdo por: 



ColllO COliSC(j1l\~llCia d(' u;J). (f1 r,. (f1J scg\l('-S(> 1j11t' h E ('1(1111Un. IH) . 

.\ot('lllOS. também. qne os pontos críticos de h súo soln<Jws de ( P,, t". 

Teorema 2.4. 

S11pondo Uo). (f1 )~. (fl). (ht~. (.!~)- U:~l- (h 1 )~\ (20), Pxiode mna constante 

JJ· >O 1n] qnc. ·"'-' 

(21 I 

ent.i-io. (P;,t~ possui. pelo menos. uma solução n.'io tri1·íaL 

Prova: 

:\o,·nnwJ1te. a ÍE'nanwJÜ<I essencial é o teorema 2.1. 

Veremos rpH' h salisfa.z as suas exigé;1Kia.s. considerando qnatro lemas. a se_g:nir. 

Em nosso caso. X = HrjU1L com !lvW =I jVvj 2
. X1 = (f 1 , .... f L·). X 2 =X( 

Lema 2.3 

Prova: seja 11 E X1 . 

t' sando (h r)~~, c. a designalda'de ,·ariarionaJ j IV u j2 .:::; .\~; ./u2 • obtemos: 

h(u) < li l -~; '/ l( -~);'f·. 0 IV'ul - ·J\ IV'ul - F(.r,u) =:; 1-- IVul·- f(.r.u) 
- . _, k . - À~,: . 

< - jP(.r,u). 

Xssim. aplicando (ft,), condninws: h(u) :S O, 

Lema 2.4 

lfo).(f!l".(f,).(f,).if,3)'".(2l) => I;, satisfaz (12 ). 

Prova: 

Primcjro, no! em os que. analogamente como em ( :2 ). podemos considerar o uúmero 

real positivo: 

.11 



Seja u E X 1 . 

Elll vista da desip;mdd.adr• -..·arincional: /1Vvl 2 2_ ,\H1/u
2

• resnlta: 

Empregando cr,r~. a defiui<;ào de a.o. e (2J) (com JI~ a (:'Scolh('r). segue-se que: 

1. ( 1, 11' .\ 11 1·2 "o /I lc+t no I 2 Jl'iHI 
h 11 ) ?: :} I 1'11, - -i)-,- 'U I - -, c-+-l (1 ~ -') U - ·-r,-",~" 

- -AJ,··+J ~>' 0 · - · v llk+ 1 

Isto é. 

(I)' 

l ( n 0 +À) Chamando llvll = p, c·. ::; L~-·--· 
~ ÀHl 

= hõ, temos. usando U3r~. que hQ > O, 

e. o segundo membro de ( 1 t é: 

I ~ 2 "+1 J/~ 
'oP ~ oop - ~P-

V ilk+l 

Observamos, Pnt.üo, dl.lalogia completa. com c-n (Seção 1), onde Jf., está no lngar 
:W 

dE' rr . e. hn no lngar de bz. 
v -"k+l 
Apron~it.alHlo o feito naquela. oportunidade. ptHkmos afirmar: 

Para 1/u !I = Po = ~ iern-sc: ( 

,. ) l/•-' 

ooa 

( 
.\!" ) l,(u) 2' p0 o(po)- ~ , 

v "k+ 1 

con1 

Portanto, l-~scolhendo: 



h(u) 2' O , 

Lema 2.5 

lfoU/JJ',(f2),(h,)",(11) ~h satisfaz (Ic,), 

Prova. 

I 21 • 

(:3 )' 

Seja f Ex~. li à O linUtado :>Uj)eriormente. Ch;nnemos: 

Logo, .\X ;::: .\~-+1· 

Em particular À~ - /\ > O. 

Como o valor de .\* não muda. ao substituir c por f c podemos snpor: 

tal qne. b~ll·~~ll~.;;- s; /1Vuj 2
• Vu E X1 • 

Por 011tro léldo, seja /(.r.8) =_Às+ f(x,8). 
c; ,\s' , 

Log\1. f(.r,s)= 
2 

+l·(.r-8). 

com 6' > IJ 

Ent<lo. usando (.!2), segue-se qne: cxisü.·rn .. -;-0 2:: .~ 0 • e. O E (0, 1/'2). L1is qm~: 



11r 

u. > ~, w,. ,::::: n __ v .• ·- •')· v. '-. 

Vs > .s 1 . \/.r E f!. 

Sabendo que lim [](.r..:<)-/\.~]= q(.r). e. utilizando (/0 ). obít:'ruos: 
B-~-~x. 

Existem H2 >O. R1 >O. tais qne: 

Vs::; s1 • \l.r E fl. 

Seja .. então. 11 =v+ ft E .\:·1 ~::-- JR+e. 
Ern v_ísta de (hJ)*~, (2t. (-1 t, e. (':it. resulta: 

lr,(v +f f_-)=~./ j\71'!2 + 
1
; _j 1Vt! 2

- / i"(.r, u + lt)- f/ h c 5: 

I f I ' t' j ' A 1 ' 1 I ' li' I <;? vuj· + ,---.\. ,--:-- (u +te) + R2 v+ t<l + Rc,, •• 
2- 2 2 ,+f<:'S~J ,-+te:S:.;-1 

-~~~ (t·+fE) 2 -R1 j (·p+fe)I/ii'_tjht. 
-"' • t•+tt>Sl "+1•·>·'1 

Em segnída. ntiliza.ndo (21)._ a definição de fi~, e. a d<:>signald<1.de variacional 

/iVnl 2 :'S À~c/r 2 • segnt>-se: 

( 6)" 
h( H/e) <ô ~ (1- L) h'lluilz" + Lj-p.- A)Je2 + llrlíllllvll~,+ 

+ R,líll + H21 J lei - 11, ./,+,,>"> (c• + /1 )
1;& + 1.\/"(J e2

)
112 

Vejamos. <'ntào, o: 



1º caso. 

onde: 110 = mi.!]c(.r). 
,,·EU 

('omo O< I :S -~ 1 -t·0. ntílizaudo (6t consq~11Ímos: 

idc+if) S ~ (1- ;J6'11dl~+ h~ c,,)'(!,.-\)('+ ll,ifll + 

R1iDI i lei I·"'"'+ R2(s1 - t'o) ./lt! + (~ 1 - <'o)Jr(J t-
1

)
111

::; 

S ~ [(1- À~) é'+(\, -À)/c']lkll:. + 1(À. -ÀJ/c'+Rzsl/1<1+ 

+/I, fOI + ['1(.\. -À)/ <1 + R,lrll +R,/ lei +.\r(/ c• 2)
11']11<'1k + s 1 Jr( l ;2 )

1
1
2
. 

Ora. e.m y]:;tn d(' c~ r. o coeficieute de lh·ll~x:- é rwgatiYo. rcsnlt.mdo. erJtâo. que: 

!,(1' + it.) f.lirni1D.do snpf'ríornwnte. no caso em (jlJCstão. 

22 caso. c0 +I > s1 . 

Denotando nl = {x E o: f(x) > 1}, resultD: 

1011 > 11. D1 C {.r E i!: 1) +te> sr}. 

Dest aqnem()s dn<~s silnaçôes: 

i) 

.·tssirn S<"ndo. usa-:t<lo (Gt. obtr:·mos: 

LtTando em contil. que: Ô E (0.1/1). e. luol ~ llulk .. ~ const... n'.sulta que (l 

lüník, qnando f_....... +x·. elo Lº membro de (7~) <~: 



i i) 

Portauto. h(1· +f()(~ limitado :'Hperiomwnte. ua. ~i111a<;i'io consídcradil. 
·!]) !CI' 

11·11 ~ ·- - .,, .. j '. ,i( ~,. ___. , _ 
11 

r 2 • em Cl(j,L 
(A, ' ( 

R,IDI < 1(,\,- \)(jc') IHk 

h( I'+ Ir) S ~ [ (I - ;~) o' + (,I, - 1)/' ']llc li~ + ~ (,\, - ,\)j.2 + RJi!li + 

Fl,tfH- Hc(c·0 +1)1!e_I!Jd+tJr(j c2 )'/J. 

l\m seg·nida. usando os fn.tos: 

(1- ~}-+(1.-\)fc'<O 
.,:2 < (h.!l2 e 
'fl- 1 :hc· -· 

chegamos à: 

Faz<'udo r 0 +f = s. consegnirnos. então: 

.JG 



"'"k' 1; =H, !H,I . c. (·; = -~ [(1- _:1_) b' + 2P.- .\J I c'] 
- _,\k 

Cumo l>.S >O. e. em \·is1a de (:1t. n':-;nlta I<; >O. lemo:-; nma ~iiuBçiio <ornpk·-

tonwnk <nwloga com aquela dç ( l:!f (Sf'(;ão 1). e. porlen10s concluir que fn(v +I() 

é limitado SU'j-Wriormente. na :-;itn<1r;;\O ii). 

Logo. junraudo os resultados. ílca pro,·ado qne h wriíica (13 ). 

Lema 2.6 

Snpoudo u;l). UI r. ( f-2 ). U+ ). (h d--. (>. (20 ). tem-se: 

h sn1isfr1Z a condição ck Palais-Smale. (P.S.) 

Prova. T'~an•mos o lemn 1 rk [10]: 

Se y : n X JR satisÜIZ: 

(G 1 ) gécOll1ÍlllUI 

(Gz) Existem: À f. Àr e, O::; ü. < 1. tnis que, 

. q(x.s) 
lnn ~-- = O. com 

~-+-x. .f' 

]
. g(T • .s)- .\s 
;m ----=0 

s--cx. l.sl" 

\ r , ·) 
' T-<a< v-·) 

<a< +oo . se 

(G4 ) Existem: ()E (0.1/2). s 0 >O, tais cpw: 

{ 
1 v~·'} aO< min --_. · '> '

1
- , 

1 + (1 _,\ 

,v :> ;) 
}l = 1 

Vr E D. 



s;;1ti.sfaz <t coudif;<lo (P.S.}. 

Apliullldo dito 1<-·nw ;w nosso caso. temos: 

g(.L.s) ~ .\.s + f(.r .. s) + h(.r) 

Enii"io. (/;1 ) e (hd~-~ garcmtem ((,.'t). 

Por outro lado. se o< n < l. e. 11:Si11110S ulr e (hd~~. conseguimos: 

I
. y(.r .. s)-.\.s 

1 
. .f(.r_.s)+h(.r) 

nn = nn , =O. 
-'~~·x- 1~1'' ;--·_,.;. 1~-n 

i"· 1" i 

Por tanto. (G1 ) é satisfeita linE(IJ.l). 

Ern re]M)io à (C:;). percelw-se r1a proYa do kma 1 de [10]. que o importante é 

qne exista nma collstante c> O. ia! qne: 

( 8 )" 

l/1 (.r. s) I s:; c + c! -SI". li.s >o. 

\las. em nosso problema. isto"~~ garantido pelas condições (f0 ), (f4 ), e, (h 1 t~ 

.-\seguir. procur;mJOs: e~ E (0, 1/2L e, 5Õ >o, tais que: 

"h E n. 

Con1o 
\ ~1 

G(.T.-5) = .::..; + F(:r,-5) + h(:r)5. queremos qne: 

\ ' "' • ' • . • I( o< T + F(.r . .s) + h(.T)s :S () .\.s +e sj(..-..s) +o .5 r cr), 

:\Ia.s. nplicando (h) podemos afirmar qne: exist(' __ ,- 2 ~-5 0 • tal que: 

À-~2 ,\s2 . 
O< -.-+F( L .s) + h(.r·).s < - + 08/ (.r . .s) + h(.s).•. 2 - 2 . -



.\.~ l ' ~ ) ~ --- + IJ_, I I_,. __ ,) + h! ,. l-' <: H _\,- + O "fi r_ s) + o -'" 1 r). ·) . . . . 

1 ()r + t!_::_B')h(r) <:(O'_ e/Í'"') 
s $ 

' ' {(,;-, ,, ) 
(orno hm --- = +:x. bn~ta ton1;n· {}X E (fJ, 1/2). e. teremos (9r. para todo 

s--k>; '; 

8 :"Ufirit~nten\(~JJte gÍ~<Jnde. 

Logo. (G4) é \·erificad<l. 

Finalmentç:_ H•ja.mos q11e é possÍ\'d escolher fr de modo n satisfazer (G-'5). 

Em primeiro lllgar. ntilizondo (20). e. tomando o- >O. Sllficienternent.e perto de 

O. temos: 

1 l 
ao~ < - ..L ~-

2 ' .V 

Em segundo lugar_ Y<mtos <qnoYe.Ii o r que. na condiçào (G2 ). no nosso caso. senc 

qu<llquer o- E (0.1). 

Assim sendo. quando N ;::_ :3~ escolhemos o E (fL 1/5). de m<Jneira que: 

Ponanto. 

{ 
1 .v "- 2} 1 1 . ' - Ir mm --- _ 

1
. ---:- + -\. >a . . 1 +n· L' 1 __ ,. 

Q1lando S = 2. escolhemos n > O snfkienteruente pf:'qHcno. tal que: 

' l rrO <--< 
!+o 

1 1 5 1 
-+-<-<-­
:2 A'-6 l+o' 



Parte (ii). Ca:'.o .\' = l. 

Tr 2t il!'\'!llos o pro h lema: 

{ 

n -u 

u( O I 
,\u + f(.r, u) + h(.r). 
u(l]=O .. 

.r E (O. 1 I 

onde: .\k < .\ < .\k+l· para algum k ~ J. com .\1 < .\2 < ... <H11o,·alores de 

(- u". J-I(i (0. ll ). e. f 1 . ( 2 .... as conr•spondentes <111tohmçôes. 

\'ossas hipóteses serúo: 

(I;,J. 1/r 1·. (/]).((,)".(f,). (h, r·. Além de: 

(22) 

onde A~- c~ dado em ( :1 )~. 

(LJ ')1/1 
h~ < 

1'1 

onde. c0 >O é tal quE': !Jujj"'-::; c0 j]Nil-

(21) . ((Ls) . r ]I hmsnp _. -- = r(T). com r E eco.] . 
~-+·X> 8(f 

onde: 1 < u < +oo . e. a-B < l. 
Considernremo:-=;, .1 segmr, o: 

Teorema 2.5. Soh as hipóteses ífn). Ih)'. (/z). Ih r·. (f;]. (lr 1 1"'. (22). (2:3), (24). 

resnl1a que. (F\l: possui. pelo menos, 1una soluçi'io n;.lo trivial. 

Prova. 

\lais uma ,-ez, npelamos ao teoretna 2.1. 

O fnncioual a considnar {·: 

11:: Hr\(0.1)---+ IR. dado por: 
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T<tnl Lém. Hei (O. 1) = X1 ~~- X~. onde X 1 = ( ( 1 ••..• ( d. 
En1 !li"\ (0. l) est a1nos Sltpuw!o il norma <la(la por: 

CuJllo cons('(jllf•t;ci;-1 de (f1l) resnli-a qnc 17 c~· de chlsS(' (' 1. 

Por uutl\) lado. o fato qnc lí; satisfaz (P.S.) prova-se como no le1na 2.6. çom a 

diff'n'lH;<t qnc. uo lugar d(-" ({,',,). tt·mos rTB <L o q11al (· sufi<·ícnk. 

Assim mesmo. 1.~ \Trifica (/1). r•. a proYil;. como no lema 2.3. 

Conferindo a condição (12 ): 

Seja u E )(2 = Xf. t<d que lluii = p = Eo I · I d ) . onr f' êo e c a o em 
: .. .J:o 

{h r~. e, co ern 

i 23 ). 
·r , · 'I ~-o 

CHlOOi: ]jlli,~oo; ,-::::; )· 

Logo. (f 0 )~~ fon1ece: 

Portanto. 

Assim. ilpliumdo a desigualrlade de Scharwz. e. a desigualdade variacional: 

/

1

(u') 2 2_ ,\k-'-J /

1

u2
• obtemos: 

' ' ' 

I '()> 1 ,, ('J' .o o 1 ( 0 ~ ,\) ~-1 ([
1 h')11'-(J 1 (u')')'i' 

lu -- ~ U ~ -
' - 1 ),k+I ·O v'1N1 

Ent<i-o. 11tiliza.udo (2:3), rt'S11lta: 

Conclusão: \lu E X2 n i!B,(U). 
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Verificação de ( f:Jl. 

Esculhamos f co:: (J,+J E X 1 \ {0}. 

definidn por: (c)') = J:ls<'!l{Â' + 1 );-;-.r_ .!'E [O. 1]. 
Dell01ilJJdo .f(J' .. «} = ,\.~+ f(J· .. ~). 1ernos: 

.\plicaJl(]o (j;1).(f1 )"". ('. (}'-,;). oh1t'mos qm': 

Existern: .~ 1 2:: ·~u· /J E (fJ, 1/1). Rj >O. R?,> O. R;> fi. 1aís qne: 

• --; ,\,:-;
1 

> X 1/Ô 
1"'(-r.s)~ :2 ..-1? 1 .~ >0 . 

- .\.~2 
F(.t.8) 2: T- R;l,l- R; • • 

r1ilizando estas de.-;igualdades. con;;.eguimos. para u =c+ I c E X 1 ffl+c. que: 

~ (1- _.\) {ir')'+ 
1
: (A,+,- A)+ R;t [H+ R;+ 

2 ,\A. · O - · O 

Charnemos r 0 = miw.-, e consideremos dois casos: 
[0,1] 

( ·) ,_ 



J:i 
l'•l + -.-f < -"1. ' l -· 

Assim. a partir de (2:)). scgm·-se que: 

1,;(1· +li) :5 ~ (1 -- ~~) f' (u') 2 + -'iPk+l- .\) ·- 2'r'·oPk+,- À)+ - .\, ./o 

+~·~Pk+l- À)+ R;ik!lx.- Ff]·l·ohj·ljt·j + R;s1 Vi t jcj +R; 
o Jo 

r; . \1" ' 0 . \]" -V~Il)· o T V-"81. u 

Em segnida. aplirnndo (:2:2). e usnndo qne 1'o::::; jjcjj"'-. consegnimos: 

1,: ('1· + te) ::=; ~ [ ( t - ~J s~ ~ 2( >.1.-+1 - ;, J ]11rW". + sf(), ~c-c-1 -- >-) + H; + 

+R;s, J:i r' I c I + hs, .11,; + r 21, (,\1+1)- ,\) + R;+ R;J:i r' H+ J:i·lf;]llvil%-.ln L Jo 

Oro. (21) => (1- __,\__) 1· + :l(Àr+J - .\) <O. >., 
Em particular. o coeficienh~ de IH I;, é negativo. 

Port<iB1o, lf,(t' +te) f·liii1itado Sllperionnf'n1c. 

Chonwmos Dj~ ={_r E [0.1]: e( .r)> -1}-
Ent.ão: jnj~j >O . (-'. se .1' E Dí~ 

J:i 
s<'gne-s<"qne: l'(.r)+tr(_;·)2:_o0 +1e(.r)>ru+ :2 f>sr. 



(2G) 

i I 

+ [(~ + tJJ;) . 

. \goro. iernos dois -;nbcasos a cou:-idf'r<Jr 

I • "1R2 
lq·ll < -----, 
'''""--\ \ .. I.·+J-" 

I
_ I___. 211; 

Em particular, to .:::: . 
. .\J.:+1-) 

Então. aplicando (2(i). con.'-'cg11imos: 

qna11do t ........;- +x. 

Logo, 1 1 ~(r +h) é limit.fldo snpcriormenk. 

ii) 

(d 



Como, por (22)_ resolto (1- L) o·+ ,\1+1 - ,\<O. conseguimos. a pari ir do 

último nwmhro ob1 ido acima. que: 

Somando e subtraindo Ü'nnos <1proprindos. visando a apari()í.o da expressão 

v0. 
<'o+ __:::_I. obtemo,':\: 

2 



( 'I I Jj,l . . I . l . Jamnnt o 8 = c0 +- . a est1matn·a o _dl( <l escn'Y{>S<': ., 

l [(' ,\ ) . l ' 2 lh(c +fé)::.:; 1 1-- .\~. (\~ + ,\,.+1 - À ~'Õ + -~ P-k+l- .\)- l'os(.\k+l- ,\) + 

-ro(s -roliÀHt- ,\)+R;(.~- l'o)V} t Ir I- R~si/Õ_!f!~~~ +R:,+ (s- 'l'oh/Z.H,; 
.lu 

Hea_grupando. <"ll1Ao. alguus terows. resulta: 

I7(v+tt)S: 1 [(1- L) h~~:{(,\k+ 1 -,\)] F~-t-s 2 (Àk·tl-.\) -2ros(.\,.+1-,\)+ 

+R;sh t lei- H;uoh f' H- H;.s'iii.ln;·l + sh:11ó- uohJ1ó +R; :S .fo .fo 

< 7/ I) ' 1.1.,, ' IJ ~2 ' // ~ + r. I 'i'' I~ u <;l/O _L P"' _- 3 () T fl,-1 0 T h;_;• T (1'· t.. 7 ·0;·-- li-t;~ ' l~>· 

onde: kf~ = -1 [ (1- "~~)li~+ :3(,\k+l- .\)] , <?, k~ = Rj'.)OJ~I >O. 

Como (22) ::::? 1:; > O, temos ohtido uma situaçào intcimmente análoga. com 

aquela de (1:2)' (Seção 1). 

Portanto, I;,(v +h) é- limitado SllJWrÍormente. t.;unhPrn, na presente oca.siâo. 



Capítulo 3 

Condição de Cerami. 

Introdução. 

:\a DH'lodologin ntilizada nos capítnlos anteriores per<ehemos a importúncii'l de 

certa "compnridnde" do fnnciow::d de Enkr Lagrange a.s,'-'ociado ao problema. qne 

qneriaruos :'olncíonaL Estamos blando dn condiçüo dt_• P<-Jlais-Smale (P.S.). 

Esta. 6 generalizarLL e as:-;im. obtemos a ·'condi cão de Cerami"·, ma.is uma ferra~ 
,, .> 

nw11ta para E'XJHCSSRr a ··comp<Kidad<,'' da.s sequências que conn·rgem à mn ponto 

"candidato"' a ser ponto crítico do funcional em questão. 

Este teru'Íro capítulo possni duas partes. 

~a primf'ira. pro,·amos qw' se X é- nm espa.!;o de Banach e a fnnç:i.o ..p: .Y -----+ IR 
e de classe C 1

. limiti-ldil inferiormente e satisfaz a condição de Cerami (em todo 

nÍYel). eJJlclo; é coerciY<~. 

Li Shujie [1:3]. pronm o recmhado analogo p11ra a condiçào de Pa.lais-Srnale. 

Para 1nnto. lltilizou o teorema de d(~forma.çi'ío, \·ia o rnétodo ··fluxo-gradiente·'. Xós 

n:"ii-remos o princípio \·ariac-ioncd ·de Ekeland na maneira r:omo é aplicado no artigo 

The Palais-Sma]e conditiou n'rsw; co<:>rcivit_·(', por David Costa f' Elves A. Silva. [7]. 

Ontro nssnnto que considernmos nesta. parte do capitulo é uma proposiçãn re­

lativa às sNp1(~ncins minimizantes de funcionais C 1, linütados inferionneJJte, satis­

fazendo a condição de Cnami. (Certamente, é nma. prova. diferenk do lema 1.6 de 

[H]. onde João \hr1os B. prova. que t,a.is sequém·ias possuem uma sub-sequência 

convergente. general-izando a proposic~0.o 2 dt' Brezis-:\irE>nherg [:3]). 

X a segnndc1 parte do capítulo. temos uma n:rsiio do Teorema. do P.'lsso da. :\Ion­

tanha., com a coJJdic;ão de Cerami no lug<H da condiçào (P.S.) e aproveitamos para. 

apliu-í.-ln. 110 estudo da cqna<;iío: 

{ 

-u~~ 

u' (O) 
>-.v+y(.r.-u)+h(.r), 
u'(l) ~O, 

()( 

,, E (0,1) 



' 
~.-

onde O .S ,\ < h E !. 2((L l): e n não lin('aridode g snlisfaz alg:nmas nmdiçó('S 
! 

diferentes daqnelns considcr<Hlas. 110 problema an<Í]ogo. em [9]. por D.C. Figueiredo-

H. Hnf. Por t"X('Jl1plo. !Io caso,\=()_ ditos <Jn1.on'K ~-o locam a ("OIHli<;áo: 

g(.r.s) >O, V(x .. ') E (11.1) x U! : lim g(x.s) =O. Euquanto qne rJÓs supomos 
~~---.:: 

lim q(.r,-~) = -x. ~;em impor condi()o sohre o sir1al de fJ. 
s---.--c-

Assim. UJlla sitnar;c\o com y(.r .. ~) = { ~j-:::-;. 
[9]. 1n<:ts. n~o no Hos.-;o ca . .;;o. 

Seção 1 

Condição de Cerami versus Coercividade. 

Seja X um espaço de Baua.ch. 

esta ria descartada em 

• -;:-:X---+ IR(> COf'ITÍ'm Sf' .;íul _____, +x. quando llvll--+ +cc. 

Isto é equiYalPn1 e A 
Vd E !R. o conjmlto y 1 ={.r E)(: y(u)::; d} é limit<'H-lo. 

•• ema fnn<~ão -.; : X --r IR. Fréchet-diferenci<h·el, satisfa.z a condiçáo rle. 

Ctromi, no nível c E R~ se toda seqn&ncia {v,} C X t.al que 

{ 
y(u,,)----+ c 

11·/(a.,)flx·(l + ifu,fll ~O. qnn.ndo n ----+ +oc, 

poBsni umn snb-sequt'ncin convergeule. 

Csarernos a notaçào: y :-;atisfaz (C,)c· 

:\osso propósito t; provar (}\lE' se y E ('1 (X, IR) é limitada inferiormente, f:, 

sati"faz (Clc· TicE JR.eniiio y é coprci\·éi. 

Para tanto. utilizan'mos o Prinn'pio \'ariucion.al de Ehlmul. 

Sejo. J:f um espacio rnétrin) compkto, y: .H- IR n {+::x::.}, y :f:-+().'), scml­

COI11 inua inferionm•nt.e. lirn\1 ada inferiornWill e. 



('hillll<-tndu o= ittf.-.7. :-:!-'J.illlt: 
.11 ' . 

~>O. li E JL 1nis qne. ç(ll) ~ 11 +- -~-­

Enlilü V,\ > O existe u\ E Jl. \Trific-nldo 

(i) ;(oi)<; ç(Ti) 

(ii) rl(u\.li) ~ .\ 

(iii) ç(u\) < ,:(u) + '.:-d(u. u\). 
,\ 

Proposição 3.1 

S('jarn: -r: E C 1{X. IR). c E IR. tais que 

(1) ;ti é limitado. para d <c. 

(1) .;l é ilimit<Jdo. para d >c. 

Então e:xisV:' { u,} C _1( tal q<w 

• ç(vn)------7C 

• • !!i/(un)llx·(1 + []unli) -..r O. qunndo n-----+ +oo 
• • • j[unl]-----+ +:c. 

Prova: 

Em \·í:-:1<1 de (1). tetn-sc qne: 

Pnra cada n ~ 2. exi.'it.e Rn ;:::: n. tal qw': 

:.p(-~ C BR,(O). (bola aberta. de centro O. e raio Rn) 

Definimos 

(y restritaà JJ,.,) 

Sotemos que: 

I:; I 

Como (2) ::::} . .,.;/+* f> i!imitad(L podc>mos escolher Tr;; E X. sat.isfaz(·ndo: 

llv;;ll? 



1 2 -(-,, I < , .. .J._ ~ < ,. J... --...- 'rr _- ' _ n ' 
li 11 

., 11-· 'I ' I' I . . ' . \' . . I I F'k I I - \ u"' .--q> KilJJ( o. cntno. o pnnnpw ârwoonn. <e -·e i'lll(. com : = -- e , = ~ . 
li v I) 

cmJ:-wglllnJos: 

I lI 

I'> I 

Para cada n 2: 2. existe u, E .H,. wríficando 

. l 1 2 
(1) c-- <c < ~(u I < -'(u) <c+- <c, _L-_,_,.,,_,r; _ _ ,, 

11 ll I! 

. , 2iiu,r- oi] 
In) y(u,l<~(ul+ .;;;' " 

_ynl i1 11 fl 

1 ... 1 li -11 < IITC:'i! 111 Vn-Ur; _ r.:. 
v" 

:\ p<ntir de (-i) (i), s<•gue-se que y(u,) .------7 c. 

Também, usa11do 0) (iii). temos: 

Vu E_\!,_. u f. u, 

Em particnl«r llu,]]-* +x· e u" pertence ao intE-rior de jf,. 
Por ontro lado. utilizando (-:l){ii). obremos 

y(u,)- ;o( ui 2 

I. ·'I < "'11-'1' ]un-Ui yi'IVni 

( 

u r u,. 

Portilnto, 

Vn. 2: 1. 

:\ssim, aplicando (ri) e (-4)(iii). segue-se que: 
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Corolário 3.1 

Se y E C' 1 (.Y./H). ;;atisfaz (C,t e yd 1: limitado para todo d <r. então 

y· ·+·, (~ limít üdo. Jli:lricl i:ilgnm -;' > O. 

Prova: Efdi\·i'tnwn1e. ~e for y:'+A, ilimitado, Vt > O. aplicando a propo~JÇ<W :3.1. 

CUlKhliriamos qtw y n<io s<~tísfaz (('~)". couiriÍrio à nossa. l1ipótese. 

Observações: 

(I]' Em parli<nlar. dedn%-><' a pa.rtir do coroliirio :l.[. qne ç' é limitado. 

('lt Se..; E C 1(X.JR). S<'ltisfnz (C'~ L e y:' é hmit;.Hlo, en1<io. /+"é limitado. pr.ra 

algum ~; >O. 

(>l( Se y E C1 (X.JR) é limitada inferiormente. com a 

ent Ao: 

é limi1<1do. pMa nlgum; >O. 

(-.J)~ Considcnu1do a hmçiio y 0 : iR----+ 1!-?. dada. por ç 0 (.t) =f·'". ft"mos: 

yj é limitado. Vrl <O. 

Como ;;r· e ílímitado. Ví· >O. concluímos, usando o corolário ::u, que y 0 não 

satisfaz (C, )o 

Proposição 3.2 

Seja ·y E C 1(X.JR). limitad<~ ÍJJ{I'riormeJJte. 

St· y 11iln é ('OE'l"CiYa. enLào. y não Siltisfaz (C,_ Lo onde 

c0 = :-;-u p{ ri E lh1 
: ;:1. é limita do}. 

Observação: noü'rnos qne 110 rnso da :.p0 , em (4t. resnlta co= O. 

;] 



Prova da proposJçao 3.2 

Denot <tndo por C '""' { d E ff{ .,~d 0 limiLHlo}. tem-se que: C f o. pois Y (' 

limitada inkrionnt'Jll<' . .S.;·ia r·0 = ~1\ll C. 
' ' 

Como.,.~ não(; cot"·n·i\'<-1. (•ntáo c0 < +:.-x::. 

Tambtm. pela ddiniç~lo de c0 • resnlta: 

;<f i! ilimitado. pnra d > c0 . 

.-\ssirn. uma apliradin din-·i a da propos11~ao :~.1 permite conclnir qne ..p llél.O ~a­

í isfnz ( Ce ),.0 • 

Corolário 3. 2 

Se ..p E C 1 (X.JR) é limi1ada inferiormente e satisfaz (Ct)c, Vc E IR. entào: 

Proposição 3.3 

Seja y; E C 1(X. !H). liuJit;Hla illferiormente. C'l1amemos 

o = inf ..:. 
' ' 

Se ..p sntisfaz (C).\. e!lt?ío tocL1 ~<"qnência minimizant.e possui umn. subseqnéncin 

c:om:ergeu te. 

Prova. 

S<:'ja {.r"} C X. tal que: y(.r,)--+ a. 

Se l!.r"il--+ O. então. não ternos rnaü; n<J.dil a proYar. 

Assmnarnos. assim. SC'lll perda de gerwralidade, que existe b > n. tn.l que: 

ll,r,ll )> 6. 'In 2 L 
Para nrna. suhsequência (denotada ainda. por {.r.,})._ podemos supor que: 

H= l, 2, ... 

Aplicnudo o pnnnp1o variacionnl de Ekelnnd. com E 
l 
'. u-

(', 

h 

12 



Exis1e mw1 9'qlH'.ncin {H,} C _v:. 1a] qne: 

o n ~ ,,;(.1/J,) 'S y(.r,) :S n + J, 
n-

1 . 
•• y(y,)<..,:(u)+ 11 ,,,l,lu~Jr.Ji. 

0 11·~":, : 
Vu f ?In 

e~ o l!tr,- .r.,!! :S U-r~ll 
n 

Deduzimos. en1 h o. (j1H': 

Logo. 

ç(y,) ~ o . e. 

I f ,Ir l'l < j 
1,-r \.1/,,i x·- 1i ') 

lli,Tnl 

ll;'ly,Jiix·ll +li!!. III < !!;'ly,llix· + llç'(y,JIIx· ·IIY.- .r,ll + 

11 ' 11 11 11 _l __ J- 'l .llr,ll_,. l .)l.r.,,,'l <. +,;i•J,).x•t, < , n!l-rnil . n1!-rn!! n njj.rnll 
I 1 1 < - + ·-:; + - --+ O. quando n --+ +oc. 

n6 w n 

Assim. uma aplicação dirPta rla com1ição {C,. )c,. fornece: 

{y11 } possui nm<l snh"<,qnétlcia {!h 1,} COHYerg,~ute. 

A segniL \"Pjamos qne se !fn,--+ !Jo· em X. entâo . . :r,k--+ !/o- em X. 

C'orn dcit o. 

< 1
1 I' 

_,_r,_,,_d + /,ly,k - /Joll + ll.lfoll 
!Ir-

Logo. 

.11 . 'I< ))y,,- !!oi I+ lluoll 
.I.,kl- l-..1... 

' "k 

Finalme11te. en1 à o: 

< 



Exemplo 3.1 

Paro t-('nuinnr a se1)io 1. consíd<'n'nJos nm f'Xemplo tk nma fnnçilo qnP s;o1 isfaz 

((',)o- J'flils não wrificn (P.S.) 0• 

Sc.í<~ y : ]R_ 2 
----'> }[( definidi'l por: 

y(x.y) =.r (arctgy- I) 
Consideremos a st:qlH';ncia {(O.n)}">l· 

Temos: 

• 
• • 

,c(O. n I= o. 'in 
(),._;; - h 
-. -· (0. n) = ardgn--:­
rJ.r 2 

Logo. il/(0. n.)ii(JR2)• ----+O. qurtndo n ----+ +x . 

. -\ssím. { (0. n)} ,~ 1 é uma Sf•qu(•ncía de Palais-Snwle. no uíwl O. 

Como dita seqn&ucia não possui subs{'qnê11cia convergente. entã.o, ...p não satisfaz 

(P.S.)o. 

Seja. a.p;ora. {(=n· IL'nHn?I· S(~qni;ncia em 012 . tal que: 

" y(.::-,,tc,)----+0 

• • !i·/(.:-,.,.ll.'.n)lj(ff?2)•·(1 + J::;. + 11'~}----+ O, 

quando n ----+ +x. 

Vamos proYiH que{(,::,, n•")}"~ 1 é límitada. (isto fonH'n·ría qne: :.p satisfaz (C,J0). 

Em segnida, obtemos: 

(i)"' ::n (orcfgw'l<- ~) ----+O 

(i i)' / ;~ _l_ ll-'2 (orcftJW - 2::.) ~O 
\ '' r '' . " 2 

(i i i)' 



Se ti\"<Tmus !.:"[ ___, +x. e111 iio. IJ<-:<-111do {1 )". resn]1 ;1ria: u·,, -~ +x. 
Por ont ro lado. .J::T~·;~ 2: 1r, 

Logo. 

I ' ' ( ") 1. --~_L 11'~ urcf!Jii' -- < 
v -n ' "n . '' 1 u• (o rcf (/H' -- 2:'.) ~-+ ~· 1 

ll '._ •fi 2 

.-\ssim. i::n I :=:;; COllS! .. 

Só resta annlisar o cnso: i.::n I S: c. c. { w.-,} ilimit::Hln inferiormente. 

Snponhamos. ent.iio. qtw {'U',} vossm nrnii suhseqll[·ncin. (ainda denoulda. por 

{w,}) tal qnc: U'n-+ -X·. 

Entiio. Rplicnndo (i)"'. resulL-1: ::, -+O. 

Portanto. utilizando (iit. chega-se à: 

-lf.',1 (arcfqu.'n - -=) --)O. o (JIW] é um ah~nrdo. j)OJS. . :2 • 

lirn - 'U.' 17 (orctgu: 0 ·- ;) = -x. 
1!',--:-v 2 
Condnsào: [:"j S: consi ... .._,_ lrr"[ ~ const" como queríamos prO\·ar. 

Seção 2 

Teorema do Passo da Montanha, com condição de Cerami 
no lugar de (P.S.) 

Teorema 3.1. 

E. 

Seja E nm espaço de Hilbert, n~aL 

Con:;ideremos I E C 1(E. 01). e. S um sl!bconjunto fech<Hlo .. de E, desconectando 

Suponhamos que :r0 e -r1 estão f'JH diferentes componentes conexas de E\ S. 
Assumamos. t cnnbf'rn. qll(' 1 é lirnit ndo inferiormente em S, e: 

inJ f 2::: b >o= max{ f(.r 0 ).l(.r 1 )}. ,, 

Denotemos por: r~ {f E C(ÍO, l], E): f(O) ~ r 0 , f(J) ~ J,J, 



Elli ;lo: 

c= inf max 1( ((i)}> -x .. 
/Ef"IE[D.l] . 

e. se I snrisfaz (C,), .. iercmos que c é vrtlor críiico de!. 

Prova: \'(T Apf'JHlice. 

Exemplo 3.2 

Sej;J F: lR2 
_____, !R. d<-lda. por: 

') J ') F(.r. y) = .r- - (.r -- 1) y-. 

São facilmente n•rifidYeis os seguintes fatos: 

~ F é de classe (' 1 

• • (0. O) é o único ponto crltico de F. 
• • • Existem: uma. yjziJJhança aberta. C. de O= {0. 0): 

uo tf_F: <n > max{F(Õ). F(vo)}. 

tais que: 

max{F(Õ). F(u 0 )} < c0 <; F(u). 'tv E ôU. 

(Basta. tomar U = Bp(O) .. com p peqneno. e. u0 qnal<pwr ponto fora deU. verificando 

F(u 0 ) <; 0). 

Ent.ào. ao considerar a família A. de todas iiS trajdóriils COJ.J1Ínuas unindo O com 

'Uo, i <:"mos que: 

c= inf ma.x F(u) ~ c0 >O. 
AEA "EA 

Ern vista de qne c> O. resulí a q11e c niio é valor nÍ1 i co de F. ('o mo o Teorema 

do Pa:'>so d<1 :VIoni.ilnha."falllH .. ,, conclnímos que (C,. )c uilo é :-;;-di;·Jeit <L 

Vejamos isío de maneira mnis conrrci<~. 

f(-) 



E . .;culh<~mos S' = {(x.y) E U1:2 : .r= 1}. 

Tt~mos qne :-:é fedndo (' dcsconf'ct a JR2 . 

Tonwmos uo '-"" {:2.:2). 

:\plinmdo o korem.:1 da alfAndega temos qnf': coda ckmt'JJtn de A inkrsect;l /:-:. 

<''. como FI_~- = 1. n~snlt a CJllf'; 

c= iufmaxf(u)>J. 
AEA uE.-1 - -

Vamos pro,·ar qu(' <' = L 

Pél-ra 1<-Juto. definimos: 

-J .r 
ru = {(.r.y) E JR· '!I= (.r-l)'li'•" > 1). 

'femos que: (2 .. 2) E ro, e. J]ro = 0. 

Vamos considerar 1un elt>nwnto de A, como indic<J.do na fignra :}.L. (~·será 

escolhido apropriadamente). 

(<.,<.l 

o (~,cl 

Figura 3.1. 

" 



Vemos qnc. cw longo desse cami11ho. <-1COJJ1!'((': 

i} De Õ ilié (LO). o Yalor Jn;:iximo de F f. 1. 

ii) De (LO) até (l,n. F \'<Jle. s~·mpr(-'. 1. 

possui nm m~ximo 1orn1 ern .r 

sendo o Yalor desse máximo= 

_ ( _1_ vl + 6k')' 
- 1 + :lk2 + :Jk2 

resulta qm'. no trnjdo de (l. k) até (1 +:~.f,) 

de F' está entn: J e rn. 

(1 + Jf+GI2í'' 
2/l,A 

= lll. 

Em resmno. ao longo do deme11to rh~ A. indifado n<l fjg_·llri'l :1.1. tem-se qne: o 

Yalor máximo de F é maior ou igual à 1. e. menor on ig·1ud A rn. 

:\Ias, notemos que, quando 1.: -+ +cXJ. tem~st' qne m -+ 1. 

Logo, dado 6 > O. existf' Ao E A (txl elemento Ao ó como na figura :).l. com!..· 

suf-icientemente grande) ta.! (.jllf': 

mnx F'(u) < 1 + ~­
u_EAo 

c= infmaxF(u)=J. 
AEA -uEA. 

Em seguida, W'Jamos que F não sa-tisfaz (Ce) 1 . Basta considerar a. sequenna. 

{(T,..,.y,)},21 . com: 



mas. {(.rn,y,.,)},-,:;:-1 m\o possui suhwquénci~1 CC>Il\'E'rp;cHt('. 

( I ) 

:\esta última parte (-'stndaremos o ::-:eguinte prol>ll"ma de :\emn;.mJJ: 

{ 
~u. 11 =):o+ y(.r.u) + h(.r). 
u'(O) =ti( I)= O. 

,. E (0. I) 

onck: 

(2) g: [tLl] x fR_, IH é contínnn. e. h E L1 (0.1). 

Enquauto qne. o comporl<:UlWHtO de g E'tn --cc. n·m dndo por: 

( :3) Existe n E (0.1) 1 a.l qne: 

u11iformemeYJ1e em :r. 

O funcional a considE'rar é: 

f: H~ JR. dado por: 

1 /''' "" À [,' ., l' [,' f(u)=::; \llr~::; u-·- G(-cu)~ h·u, 
--O _.o o .o 

ondl;-': H= H 1(0, 1) é o usual esp;;1ço de Sobolev, com a norma: 

2 1' ' ' l' ' I lu li = (u )' + u·. 
o o 

Den:'mos assinalar que precisa.remos prontr que 1 é limitado inferiormente em 

certa Ya.riednd('. f', pa.ra. isso necessit an':mos que seja: 

( I) 

(") 

' ~.­()<À<-- 4 

Em rcla-<Jio ~- G(.r.s) = ~-sg(.r.1)dT. suporemos: 

·" 
Existem: H E (0, 1/2). k E [0.1/2- H). so > 0. tnis que 
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((i I Existem : au >O. Jl E (o+ 1,2). b0 E Di. tnís qnc: 

(7) Se O< À< ~
2

• exio;tf'm: c0 E ( -x. ~), (', {ar,} C !R. 

Lús que On--+ +·x. e.j
1

G(:r.o,) 2:: -c0 o;,. 
. o 

'tln s11fki0ntemente grande. 

I 8) 

I 9 I 

Se ,\=O. existem: c1 E (j lhl.+cc). C'. {h,.,} C IR. 

lím _q(T~ .:;) =:_co, uniformemente em :t. 
~--= 

Claramente, I E C 1(H. IR). com: 

l ) 1.1 i) ~c·l I'(u).v = r/v 1
- ,\ v v- g(.r, u)r- lw, 

. o o . o . o 

Assim. 1odo ponto crítico de I é solução de (1 ) . 

.\osso int11ito é provar os seguintes teorf'ma.s: 

\fu,uEll . 

Teorema 3.2. 

As::mmindo (2). ~------· (7), t(·'m-se que (1) possui uma solução. 

Teorema 3.3. 

Supondo (2}. __________ (6), (8), c. (9), n'snlta. <pw: 
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(l) possui nn1a soltH)i.o. 

A prm·a dt, di1os teon'mas S('rá nm<t 2plicaf)io dirf'1él do 1f'OlTrnil :1.1. 

:\ssim. DO qll~"' rc.~t.<l. de C<lpÍtnlo w'n,rnos (jlW1 ro kmas. Yisa.ndo pn"E'lKht'l" os 

requisitos do temema :LL 

Lema 3.1. 

(2). (:l). (5). e. (li) =? I s;rtisfaz (C •. ) •. V c E IR. 

Agora. seja S ~ jo E 11: o(.r) <O. V.r E [0.1]}. 

Sua frontf'ira. i],V = {u E}]: u::; O.<,. u(.r) =O para algum .1' E [0.1]}, pode 

ser c<tradE>riznda como a. seguir. 

Seja E 1 ={uEH: ;·
1

u=0} . 
. o 

Dcnot ando por TI. n funçiio constante igunl à 1 em (0. l ). definimos: 

f1 :L\ ---+ i).V, por 

onde: v( u) = supu. 
(lU) 

Rcsult<t qlle. j 1 possuí inversa: a função f 2 : iJ,V --+ E 1 • dada por: 

hl=l ~ =- j\. 
o 

Como consequência. disso, f 1 é um homeomorfismo. e. !JN é uma C 0-variedade 

(modelada. globalmente em E 1 ), que separa H em dna.s componentes. 

Lema 3.2. 

0) e (4) =? Ila.v é limitado inferiorment.e. 

Lema 3.3. 

(i) (2), e (:3). no caso),> O =} /(r;(~]))---+ -oo, quando p.......,. +x· 
(ii) (:2), e (9), no c<:LSO), =O __;,. !(p{~TI))---+ -oc. quailflo p---+ +oo. 

~I 



Lema 8.4. 

(i) (7). no cnso ,\>O =} l(on([)) -7 -·oo, quamlo 11--+ +oo 

(ií) (.S), no Ci\SO À= O =} l(bn(ll))----+ -oo, qnando n ----+ +oo 

Prova do lema 3.1. 

Sejam: c E iR, <-'", { u,} C H, tais qne: 

(lO) f(un)----+ C e 
' ' 

Quen•mos provar qne { u,_J possui mna. subseqnhtcia convergente. Para. t.aut.o, / 

suficiPHü~ demonst-rar que {un} f.lirnitadi-i (Ver observi'!ção. 110 Apf:ndire). 

Suponhamos, cnLào, por cout.radi<;iio, qu(' { u,} possui urna. fmhlW(pthwia. deno­

t;vb ;ünda. por {u,}, tal q11e: 

I lu, li-~ +oo. quando n ----+ +(X) 

Sent pr-~rda. tk gnwra.lid;oule, Sllpomos llu-,JI i-n._ Vn. 

Seji\ 

I ,op,o, 

11 11 

c· ·= rr;;;,Tr 
llz,,ll ''I. 

Exist.e .-::0 E /1, tal qnt': :::n ·····- .-:: 0 , (-'Jll 11. 

( *) C'otll 11 <·sLÍ. ÍlllNSO comp;-u:t<Ullt'HÜ' í'Ol C[(L 1] Ü'm-se: ::,., ----+ 20. unifonncmente. 

En1 pa.rt.ícnbr. ~-, ----t :::0 , I'HI /,~(0, 1 ). 

Vnt'mos qnc :::n =O, í' isto tiOS d;11·il ntna contr<-tdi(.;ii.o. 

Primeiro, provemos qur· .::0 :S (L 

Denotemos por o+= {.r E (0, l): Zo(.r:) > 0}. 

Suponhamos n-r i- 0. 

Enl.i\o, existe [o. b] C ~~+, com b > a. 

S<'ja ,\/ = ini"[,J,] .::o > O. 

Elll vísta de(*), exist.e n 0 (qnc sá dqw11d(' de;\/) tal cpw: 

'-'•) "-



[a.b] C {r E (O. I)' o,.(.r) > 0}. 

Logo. 

(I 1 ) I ., 
11' = • qunmlo n -+ +:x-

( 1 2) 

. ,,,,>fl 

Por ontro IMlo. 

I ~~~ i·lr] l --:;f'(u 0 ).u,+l(u,)=-::; hv,+ ::;g(.r.u,.,)u,-G(:r.u,) 
~ -.I) li -

Então. oplinmdo (6). S('gll('-SE' qne: 

-~I'(u).u, + f(u,) > 

+ 

-V'(v").v" + f(v,) -- > 

+ 

_l ''h11 hof 1 2 )O ri --)... _ . u,>O + 
f ;,,uo /- ~~-

"">o Vn . u,>O u, 
J;,,<o[}y(:r, 11,)u,- G(x. v")] 

r r• 
Ju. 10 >0 Un 

Em vista de ( 1 O) e ( 11 ). o primeiro membro de ( 1:2) tende pa.ra zero. quando 

n -;- +cx:l 
Também. usando ( 11 ). temos cpw: 

qnando n--+ +:x.·. 



Ent;mto qne: 

.1-t M hu,<j 
.(.,>ou;; 

< 

< 

E.'tud<:·mos o último termo de (11). 

I I' 'I I 1- I 2 (I i I ,-n i < 
(J,·,>o :::!,') ilu"W- 1 

t"tiliznndo (:l) e (:-\). segne-sP qne: dado ::: > O. e:x.i.~te c,. > O. t<d qlw: 

I ll) V; s; O. 

Logo. 

Enülo, nsando (l:J). resultn (p<1ra n 2: n0 ): 

< 

Portanto. como I'> n· +L obtemos. que: 

De man('·ira que. tomando lirnit1~, em (1:2), n·st1lt.a: 

contradizendo (6). 

Conclusào: n+ = ó . e, porta.nto, .::0 ::; O. 

Agora. chdllWDlOS de n- ={:r E (0.1): .::u(.r) < 0}. Supon1Jarnos que n- f. 6. 

S(•ja ro E C""[O. 1], com snporle compacto co11tido <_,tn n-. 

S1 



I 11 I 

_-\plicmdo (lO). 1\'JllOS qtw: !Jr(unJIIn· --------i O. 

Logo. 

com: ~ n ----------) o+. qnnJJdo 11 ----------) +.x. 

Em :-:ep;11ida. obteruos: 

(Fi) 

Por ou i ro lado, como ::" - .:::0 • segne-se que: 

Também. em \"ÍSt<l de iju,lj---------) +x. tcm-.se 

\
• {'_q(.Lun)i'o 
·amos \·cr que: /n · ! ! ----------)O. cpwndo n -----;- +:x; . 

. o : I u " ~ I 
Aplicando ( * ). podemos afínuar que: 

Vn suficientemente grnnde. se .r E supp1·0, então, u,(:r) <O. 

Logo, dado :r E snppr0 , usando (1:3). obtemos: 

0 
< lq(.r. oJr))uo(.>.·)! 

- !lu"li 

suficieni enwn1 e grande. 

Assim. para. :r E suppr0 • temos: 

. !J(.r·,u"(Y))'·'o(cr) 
hm =O. 

"-+·" llu 11 lo 11 

Assim mesmo. para. .r E S11PPI'r.h e. n suficieiilenwní.e gra11de: 

lg(.r. u"(.r)Jrol 
! [n, 11 

V-n 



E n t li o. o Teorenli·t dc1 ( '011 Yergéncia Dumí u <Ido nos fon wu·: 

[

1 g(.r.u)t'o 
-,,-,-,----+o. 

. {) i ! 11 t i í 
qu;uH!o 11 ---+ +:x:. 

( l (i) llc0 E C"[O, 1]. com 

snpp·no c n-. 
Ora. c;e ,\ > O. t'Jitiio (16) o;ignifíca qm' .:0 é 11n1a <:ll1tof11nção do problema: 

-:::"=.\::.em qualquer interndo J c n-. :\Ias. i . ..;to implica qne À~ ;r2. contrário 

o ( J I, 
Enqnanto que. se· À= O. resnlta. em Yist11 d0 (16). que: 

liu0 E C'[O, 1]. 

Logo. :o= consL <O. em todo f1 = (0.1). 

Em pilr1icnl<lr: n- = (0. 1 ). 

Escolhendo Po =].em (1-±). çonsf'qnimos: 

com suppro c n-. 

, l' . r" I 1- Jo g(,-.u,)- Jo h S c.,[[lil[, 

Port anta. 

(17) "!J..~\- .. kl g(.r.un) = -.kl h 

Por outro lado. a partir de (9), obtemos qne: da.do .\f~< O. existe S'w· <O, tal 

que: 

Como u,,(.r)---+ -x, pnra :r: E n-. segue-se qne: g(.r. u,(.r)) < jf~. 
Vn snficif'nternent.e grn.nde. e, .r E n- = (0.1). 

Assim. ternos qne: t!J(,L u"(.t)) < Jf~. Vn suficientt;'mente grande. 
J" 



Como J/~ <O 0 orl1i1r;-Írio. cunclnÍil10S qnf': 

lí91 /
1 

p(.r. u,) = --x:. 
r<--:"" Jn 

nn contradiçào com ( 1 í). 

Logo. den" ser n­
urna contradiçii.o final. 

o.<'. portontu: :-0 :=O. A partir des1c fato. \'i'lmos obter 

Por mn lado. corno [, 1 f' ·'! I -) __ , (-)-=l!' 
-,I -, • ' 

.. rl ' o ;

1 

.:::~ -t {
1

::::(~ =O. segue-se 
o .lo 

qne: 

( ]-.:' 
\ " ) quaudo n ---+ +x. 

Por oni.ro lndo. rm Yista (le (lO). temos: 

Existe cQ > O. tôl qn(": 

Portanto. 

("~ > 

Assim, utilizil.ndo (Ei), obtt>mos: 

cõ > ( ~-o) r1

[(u',,) 2
- ku;]- /c r u;, + r [Og(cr.u,)u,- G(.T,n,JJ + 

- Jo ./,,>-•o .fo-:;u,-:;s{) 

+f [Og(.r,u,)u,-C:(r,v,)]+(B-1) t,,,,. 
h.0 k 

Logo. aplicando (:2). nmseguimos: 

(19) (~-e) _[(u;,) 1 ::;Cu+.\(} -o).{ u;,+k./,.,>so ~~~ + 

+ / [(,'(.!',v,)- Og(.r. v,)u,J +(l-I!) [1m, . 
. ,,,<0 o 

Bí 



(211) I/ [(;(.r.u,)-lly(.r.u,)u,JI S 
I· ""<O 

-c-1 iu,.l''+l+c~/ lur~l+ 
n+l-,,<O .u,<O 

..L(}"' I I v i'c>+l ..L Oe I lu I 
' ~ i '' ' o 1 ,, • 

- u, <O - ü,<fl 

Le\·ando em ronto (20). <'m (19). e diYidindo por iiu,W. dwgnmos à: 

Em seguida. tomando limites.<~. <1))lícando (-J), obtemos: 

f'm contradição corn {18). 

('onclusiio: {vn} é limitodo. e. assim. o ]f'Jl)i'l :3.1~ está pron1do. 

Prova do lema 3.2. 

Ver proposição 1.:-~, e, lema 1.:2. de [9]. 

Prova do lema 3.3. 
,\ ·l /' (i) Temo" I(p( -TI))= -;;p2 - j G(x. -r>)+ p h. 
- o . (\ 

011 Sf'J{l.. 
J(p(-ll)) 

Mh 
:\'Ias. -·-- --+ O. quando p--+ +x. 

p 

.\ 

2 
{,i(;(>.-p) 'J~h 

·) ,--. 
p· p 

, . 1,: G(.r, -p) 
\f'.Jamos qne: _ ---+O. qnando p---+ +x. 

p2 
Com efeito. a partir de (H). obtemos: 



I f~ G(I. -p)l ::: p''+I c. 
O qual fomecc: ' ·> < -----:,-· + --=-. 

fi~ - f\ + 1 (r (I 

l.hJ (/(.r. -p)l 
Logo. lim --~~' = O. 

t'-+x (ll 

Ellt~o, tomando .limites em(**). scgue-:-;0 que: 

Assim. 

( ii J 
!sto é. 

.. l(p(-lll) .I 
Jrm ., = --:-. 

p-+c<: p~ 2 

I(p(-n)) ' ( .\) 
J(p(-ll)) = p' .p ~ -:z .(+x) = -cxc. 

J(p(-fi)) = -j
1

G(.r.-p)+pj
1

h. 
() o 

í 21) J(p(~_llll = _J,iC(L-p) +~~h. 

(22) 

p p .o 

Por outro Indo, em \·istn de (9), tem-se que: 

Dado f..:> 1 + ;·
1 
h. E'Xiste Sk. <O, tal qn(': 

'I 

Logo, se -p < .Sk etJtào: 

Substituindo, E'ntiio, em (21 ). :;wgue-se qnt>: pBra p > --~b é: 

.f("'p"-(-_n=-)'-'1 - Jd lló'' y(.t.T)dr]dcr k(.•! + p) [ 1

1 - < - + I. 
p p p dJ 

Logo .. t.omatJdo limites em (22). obtemos: 
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I(p(-a)J j' llmsnp :S-k+ h<-l. 
r-+~ p .u 

Portanto. l(p(-Jt))---+ -x. qnalldo p---+ +x. 

Prova do Lema 3.4. 

(i) Em YÍsta de (í). segue-se q1w: 

pilra 11 snficientcnwnte grande . 

J(u,(ll)) . MG(.r.a,) Jih_. À, ./0
1 h 

· ---"'----'-co---. 
•J - •) I 

a; 0 11 - o n 

-.- I(o,(ll)) " .\ 
Portanto. ll111n-+--x> 2 S:: --:)+Co< O. 

o, -
.·\ssím. /(an(ll.))---+ -x. qnando n---+ +oo. 

(Ji) Aplicando (k). oht(·mos. paro n suficientemente grande: 

\r as. o último membro é uC'gat i\·o. pois: 

- r' h 5o 1- r' hl s r' 1"1 <c, . .lo .lo ./o 

Logo. I(b,(Jl))---+ -ex:-, qnando n --+ +x. 

Exemplos. 

(]) S, (. ·) _ { s 2 ~.s 2: O, Yerifica.m-sf': 
,c g.r .. ~- ;--: . O 

-v -8, -~ :S 
(2). (l). ('>). (6), (7), (8). (9). 

., S·· ( .. _ { -,fi.s C:: O. f-) .. cg.>.s)- O. s5:0 
sho sotisfcita5' (2). ('J). (0), (6). (7). 
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Apêndice 

Observação . .\n pro\·a do lema :1.1. n"'<lmos o fato qne, para demonstrar (pw nma 

seqnéncin. s;JtÜd"il.Z<'ndo (lO). possui nma sohseq1H-:;ncin coJn-ergcn1e, hil.s1a Yt>r qne 

dita seqnéncia é limitad<J. Efeti;-nnwnte. a pari ir de ( JO) segtw~se (jllE': 

ill'(u, )!IH• ~O. quando n-+ +x. 

Logo, temos: 

(2:)) I/ u:, c' - .\ / u ,c - / y( .r. 11") c - /h cl :S E, I kl!. 

onde: ê,---+ o+. 
Escolhendo. em (:t3), 1) =v,- u0 . 

(omle: u., - u0 • E'm H), obtemos 

(:?A) 1Ju;,C<-u~)-,\fv,(u,-u 0 )- jg(r.u,)(1L,-u0)-/h(u,-u0) < 

~ E,!ju,- voll-

Por outro lado: 

u,- Uo ::::::;.. / h(u,- uo)---+ O, e. 

Também, como H= !P (O. 1) est<i. irnerso compactamente em L 2 (0, 1), temos: 

I ., I ., . o;, ---+ . U(i· 

Logo, ). jv,.,(un- u0 ) ---+O. quando n ---+ +x. 

Ent.iio. se proYannos que j.q(.r. u,)(u,- 11 0)---+ O. podi~J'lJos condnir. ntiliziindo 

(:2·1 ), qtw: 

(2'í) quando n ........, +x. 
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Oril. corno { u 11 } é limíL-Hla em. C[O, 1], resulta que, aplicando a umtinuidadc da 

.11- ,._a dvsignaldcH.le dP SdJnnYZ. obtemos: 

Est al;elecida ( :(~). Yejarno~ que: 

C'om efeito. 

Portanto. 

quando n --r + x. 

T7 sando este 1.Íltirno resnhado. junto com (25). seglHo.-se que: 

(26) ./ ('u: .. )1 
- /( u:J) 2 

= ./ u:,( ~~~ - u;l) + ./ u;l( u:, - u;1) --r O. 

Ou seja.. !lu,J! --r !luoil· 
}f as, sabemos. que em nrn espaço de Hilbert: 

Lema 3.5. 

Sejam: E nm espaço dt~ I-Iilhert, reaL e, I E C 1 (E, IR) s:o1isfazeudo (C~ L· 
Então: se r: nao é valor rríti<o de f. dado f> O. ('Xistem: 

E E (lU') . e. q E C([O,l] X E; E). l"is que. 

(•id q(l. u) = u. Vu E r-'. VI E [IJ.J] 

(ql) 'I( LI'+') c;!'-'. 

Prova. Afirmamos qne. dado R > L t>xish;;m: 
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f> O. k1 > O. (f> O. tais (jll(': 

(27) l!l'(uJII > k1 se u E /- 1(ic-?, c+ê])nHn(O) 

(28) III'(<dil-l!uil 2 (f :-;e "/1 E l- 1 ([c- z. c+ i)) n (E\ HR(O)). 

EfE'tiYilllWIHP. em primeiro lug<H. existem: 

7'i >O . .:1 >O. t;:1is qne: 

III'iuJII-IIull2> "-

pois. caso contr~rio. cooseg11imos {vn} C E. com: 

u,Er' ([c-!:__c+!:.])n(E\BR(O)J_ e. 
n n 

Portanto. 

" I li 'I li 
1 

i/ (un). ·I H,_ < -. 
n 

l(u,)-,.c. e. 

jj!'(u,)jl(l + j)u,jj) 5 IJI'(u,JJI.R + jj!'(u,JIIIIu,j) 5 
•) 

::; III'(u,JII-IIu,JI + III'I,,,J!I-ilu.,ll < "-_ 
11 

Entà.o .. aplicando a condíçií.o (C e )c., junt.o com o fato 1 E C1 (E. JR), conclui mos 

que, c é um valor crítico de I, contradizendo nossa hipótese. 

Em s<:>gnndo lugar. existem: 

k1 > O, E> O, tais qnt·: 

\fu E r'([c-{,c+f])nBR(OJ, 

pois. não sendo assim, encontraríamos {v,} C E. tnl que: 

v,_ E r' ([c-!:._ c+!:.]). 
n ., 

jjP.,jj 5 R. Jjl'(l'nJII 5 !:_ 
n 

Logo. 

1(1.',)--<c ,<'. 

Jj!'(c,))j(l + )jv,jj) <: jj!'(r,)jj(l +R) 5
1

+ R~ O. 
u 



E. 110\"iilllt'lltf', éipclimdo il (( ', )_.<'.ao L-do r E (' 1 ( E. !H). dwp,illllOS h COlldns;w 

(](-• (!11(' (' (', \llll \"illor tTÍlÍco (Jc r. C()Jlll"él!'iando uo;.;sa hij)()tc·.~e. 

Tmwllldo. <'Jililo. Z = Jl1in{.:1.E}. segnon-sc (:ti) e (:2S) . 

. \h;m disé'o. como (:27) e (:2~) cmtlinnam vnlendo se <'scolhemJos nn1 ::: me11or. 

pOd(-'tTJOS <lS.'ilUJJ)r: 

(1'!) i< min{:C. 1/S}. 

Por sÍll<ll. 1aJIJbém temos: 

St•jam. ,·1gora. 

E E (O. F) . t'. _q: /-:-'--+ [0, 1]. Lipschítz-ron1im1a. com: 

y=oO 

g = .l 
em 

em 

. 
A= _r-~' U (..,.~~ 

13 =r+' n I, .... 

onde. nsamos il notDÇi\0 r--~ = {.(:E E: /(.r);:_ c- o::}. 
( 'ollSÍ(k~n:mos IF : E -v E'. dado pOT: 

{ 

l!(n) 
, -g(u). . ,. 

ll lnl = · IIHnlll: 
O. para u fl- E, 

paTa u E E = { u E E : I' ( u) f' O} 

owk. V é um rompo psendo~gradientf' pnra. /. t'm E. 

Tem-se que IV é mn campo Yelorial, localmente Lipschitz-corJtimw, t.al que: 

II!F(n)ll S Jl; +.lf,IHI. Vn E E. 

onde. J/1 (' J11 s;:io constantes positÍ\"ilS. 

Proposío o probk'mél: 

{ 

rlrJ , 
-=li ('J(I)) 
di 
,1(0) ="E F'. 



1('Jllo:-: (j\H': ]JC!l'd (ttdél 11 E};,'. <':Xi:-:k\1111<1 (únir<~) ~(!]\l(;ao 11( .11). ddi11Ídi:l ('lll [O.+x.). 

Pur Olltro létdo. S(' il E r-"'. il partir da C01iS1 l"lll~"<lo de I!. df•dq;;:imos: 

IJ(f.u)=u. VI {pi!i.". 11esse c<t.-;o. _q(ui = 0) 

.\ssim. \"erífica-se (1/"J ). 

:'\okn1os t <nnhénL (pw /( -r1( I. 11 )) <~' não-crescente, em [0. +x ). Vu E E. 

Ora. dado u E ·v. ~eja s >O. tal qn(': 

( :Jo 1 

(:li 1 

!J(I. u) E Y. Vt E [0. s] 

Em \"ist i:l de r St'l" um carnpo pseudo-gradieni"P. obtemos: 

Então. intep;rando segHe-s<~ qn:e: 

).la.s. 

Port allt o. 
{ 

c-E < i(j(.>.ull s; c+E 
-c-E < -J(,/(O.ull s; -c+E 

' :\plicando (.)0) c (:~1 ). wsnlta.: ~ 2:: ~-
Eut;\o. levnndo ('Ili colliil (2q). d<-•n' ser: -~ < 1. 

Logo. q(l. u) f/.)'. e. cntiio. tJ(l. u) E r-': 

\ft E [0. s]. 



Prova do teorema 3.1. 

SoklllO~ qne f(iO. 1]) n ·"'i- o. 

Port;mto. para (iHlil f E r. tem-se: 

llf E 1". 

Logo. c?. b. 

11lilX J(f(/)) 2 h. 
tE[O.!j 

Snpondo que c ll~O é ndor crítico de 1, podemos usar. então. o lema:~.!)~. com 
h-o 

·) 

.\s~im. obtemos cpw: 

Exi~1em: :-E (o. 11 ~ 11
). 17 E C([O, l] x E; E). tais que. 

(321 

(B) 

rJ(f.u) = '11. 

Se1Hlo .fo E L tal qu<": 

(14) IY\"' J(f,(t)) s; c+t. 
!E]O.l] 

defnimos: }:,(1) ~ •;(Lf;,(t)). 

Re~n]iil qw': .f(l E r. 
Com eff'ito. 

Como !Cro):::; a< c- Z. tem-se: 

lfl E [0.1] 

f~,(ll) ~ q(l.f(,(O)) ~ q(lJo) = .ro. 

Assim mesmo. em \"Ístét de qne l(.r1 ) :::; a< c- Z. segue-se que: 

.f(,(l) = q(l.J,,(l)) ~ >)(L.c·,) =c·,. 

:\Jits. (:34) e (:B). implicam que: 

Jlf,(t)) ~ /(q(L/~(1)) S c- c. 

Logo. 
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