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Sumario

No presente trabalho estudamos variacionalmente algnns problemas elipticos se-

milineares, cont condicao de Newmann on de Divichlet.

No Capitulo 1. a equacdo em questao € da formar —Aw = f{o.u)+ 2{z)— i em
{2 com condicao de Neumann na {ronteira. 902,

Levando em conta que O ¢ um dominio limitado em Y com fronteira snave
e que a [ & superlinear em -+oc. assinfoticamente linear em —oo, com crescimento
polinomial suberitico, provamos que para ¢ < 0. suficientemente grande em valor

absoluto, o problema possni pelo menos duas solucdes para tode A tal que / ho={.

No capitulo 2. demonstramos a existéncia de pelo menos uma solugao nao trivial
para o problema:

—~Awn = fleouw)+hir), re0
condicao de Neumann ou de Dirichlet. em 942,

onde f além de ter urn comportamento semelhante ac da §f do capitulo 1, satisfaz
uma condigao local no zero e sua primitiva Fz,s) é nio negativa. Entretanto, A,
satisfazendo uma relagio de ortogonalidade, deve também estar em determinada

bola de L.{02).

Finalmente, no capitule 3 apresentamos uma versdo do Teorema do Passo da
Montanha com a condicao de Cerami no Ingar da condigdo de Palais-Smale ¢ a

aplicamos ao estudo de nma equacao de Sturm-Liouville.



Capitulo 1

Um problema eliptico semi-linear, com condigao
de Neumann.

Introducao.

Seja Q1 um dominio Bmitado em BY (N > 1) com fronteira JQ snave.
Denotaremos por 00 = Ay < Ay < --- < A, < -+ - o5 avdovalores de (—A; HH{O).

onde H'(0)) ¢ o usual espaco de Sobolev com norma dada por:

ull* = / 1T u)? + / T

{Integrais / séo consideradas sobre todo ().
Neste primeiro capitulo consideramos o problema:
=Au = fle )+ h{z)— 1 refl
(P du .
(7 e zz {) r € 44,
ol
onde, ¢ & nm parametro real; i € L 2 {4}, com /h =0e f: QxR — IR ¢ continua

e satisfaz:

lim Ha s )m~3¢~.:~<3_, Im

i b 5 s e TG 5

flesy 3

com A; <3 < A,
Nosso trabalho sobre () foi metivado por A. Micheletti - A. Pistoia [19] as

quais trataram o problema de Dirichlet andlogo & ()

—Au = flr.u)+h{x) — 1o,
u =0 aeL

(£p)

onde » > 0 4 uma funcao propria associada com o primeiro valor préprio de

(— Q). e [he =0,



Devemnos assinalar gue Rul-Srikanth {23] estudaram {Fp) no caso fla,w) =
Au -+ {e™), onde Ay < A < Moy, e p > 1 ¢ restrito na forma usual considerada
mals adiante. Ditos autores demonstraram gne {(Pp). no caso Citado, possui pelo
menos duas sohigoes para ¢ < 0. suficientemente grande em valor absolnto. Uina
solucao é encontrada diretamente. a segunda é obtida por vma aplicacae do Teorema
Generalizado do Passo da Montanha de Rabinowitz. De Figueiredo em [10] obtem

um resultado similar para wma classe maor de vdo hnearidades.  As condicdes

regueridas em [10] para aplicar o Teorema Generalizado do Passo da Montanha sio:
{(fy Fe?, fi{r.s) 2 —p. onde i< A= Ap.

e todas as hipéteses necessarias para obter a condicio de Palals-Smale. Em [19],
A. Micheletti - A, Pistota consideram outra classe de nao linearidades {as quaijs
nao satisfazermn (f)7) para as quais o resultado é vihido seb a hipdtese mals fraca
Fe (il x RR).

Ditas antoras usarn mm argumento varacional higeiramente diferente, para obter
diretamente a existéncia de dois valores criticos diferentes pera o funcional de Fuler-
Lagrange associado com (Fp). O Teorema que assegura a existéncia de ditos valores
eriticos exige que o funcional seja de classe CF, satisfaga a condigio de Palais-Smale,
e uma certa condicdo de “enlace” (“linking”. na lingna lnglesa). Este tratamento
variacional sera o empregado por nds ao estudar o problema (P}, 56 que utilizaremos
uma condicao de ‘enlace” mais simples e que se adapia melhor & geometria do
funcional de Euler-Lagrange associado com ().

Também guerernos assinalar que. no processo de desveadar a geometria do fun-
cional citado, apelaremos a um nimere m definido da seguinte maneira:

Fixado 7 > 1. e denotando por €. €4, ... as auto funcdes de {—A; H1{Q)}, asso-
ciadas aos autovalores 0 = Xy < Ay < .. .. supondo / e =1 para i = 1.2 ..., seja
Hyo espaco g gerado por {er..... ¢} . '

Definimos m = inf {f{,z A /(( i+ Y e € Hy } Veremos (proposicio
LAY que b < < 1. '



Por outro lado., em nosso problema (). a [ vem dada por:

{ fis) fla sy = ds7 o ols™ W + Wir s,
onde c>0el < p< o, S N23 1l <p<toese N=1.2 Enquanto que W
safisfaz ) )

(W) W0 x |- IR écontinua

(17} Existe & > 0 tal que

. Ol . e
i) s < who=y Wi s) = ";{},_H: : com (7 € ({0}, 7> 1.
1) 3 > e o= i/ Wz T}JTJ < Cla) + Cy{r)s*, com
1/ 8 i

(€ L4(02), (s € L, {0, 1< p<p-+1.

Nasso resultado principal do capitulo vem dado ne

Teorema 1.1. Assumindo as hipoteses { fo), {Wh). (W), com

m . : ' ; .

- g A <3 <A, e /h = {}, temos que (P} possul pelo
m+1 7 m4+1 ' T : o ;
menos duas solugdes, para t < 0 suficientemente grande em valor absoluto.

Dividimos o capitulo em trés secoes, Na primeira, consideramos o teorema que
nos dara a existéncia de dois valores criticos para o funcional de Euler-Lagrange
associado com {P). Na segunda é demonstrada a condigdo de Palals-Smale para
dito funcional. Na dltima secio provamos gne o funcional em questiio satisfaz a

condigao de “enlace”™ dada na secao primeira.



Secao 1

Teorema do Passo da Montanha Generalizado de Rabing-
witz.

Dados: H um espaco de Hilbert. veal: v € H. denotamos:
Rre={tv .t &[0, +oc)}.
{onsideremos H. um espaco de Hilbert real soma direta topolégica de Hy e Hy.
Sejam: up € H. e, uma funcio g « £ — [R. Diremos que g satisfaz a “condicae
de enlece™ (L), com respeito & ug. Hy. Hy. se:
Existern e € Ho \ {0}, 1. po. tals que:
Mo 2pe > 0

(L) sup g < Inf g

gy ] B; ] T{'Tng

By = {ue H % BYey: il < pr}.
By = {u e Ha: fluj] < pa}.

Fazendo um desenho, com ug = {, para maior simplicadade, temos:



Teorema 1.2

Seja H como indicade acima, com dim H, < +oc.

¢ H — R de classe C*, satisfazendo a condicio de Palais-Smale (P.8) e a

—

condicdo (L), Entdo, existem dois valores criticos (7 e () de g tais que:

mt g << sup g< mf g <y < sup g.

ug+ B2 v+ By ey + 8 ug By
Primeira parte: Existéncia de (7,

Sem perder generalidade, supomos uy = 0. Também, nsaremos a notacio:
I T ) i
g = {r € H:glx) <bh}

Argnmentando por contradicdo. suponhamos gue fodo valor entre ¢ = jnfg e

b= supy ¢ valor regular da ¢, Entao. pelo lema da deformacio. existe
B



. ! . - . .
g j01] % ¢" — ¢" tal que, para £ > 0 (suficientemente pequeno de maneira que
a8y C ¢*F) temos:

(1)
(2)
(4}

wOuw) =u. Yu € g
gty =u ., ¥Vt E[0 1], Vue g™
Hluleg' . Yue g

Como By C¢* e OB;Ny*° = ¢, resulia, usando (3}, que:

pl1, BN éB, = 6.

Sejamu: P Hy s Hy, — Hy « G2 Hy & Hy — Hyoas projegbes candunicas.

Consideremnos 1 [0, 11 x By — Hy & Req, dada por:

Atoa) = Qylton)) + (WPt ] — pa)

Heoll

Em particular,

(0, 0) = Qu) + (I1Pu]] = po) o
li€ol|

Logo, se u = uy 4+ A——r € By, entao:

isto é. (i, -)

A seguir,

By H; & Feg, ¢ uma translacdo pelo vetor —py—rr.

||fﬂ||

(0, u) = uy + (X — pg)—

(&3}

[|¢ol |

vejamos que tem sentido usar a teoria do gran de Brouwer ¢ falar de

He(0,). B.0) e d(p(0.) By pyr

Com efeito. em caso de existir u) € JB; tal que



S0 uyy =0 on SO ) =y
[feol]
teriamos
€0 « £0
&= fiy ou wy = gy
|[eol] Heol
Portanto, o7 € 0B, ol € 20 R,

Temos chegado. assim, ac absurdo:

Agora, afirmamos que:

d(2(0, ). By 0) = d((0, 5, prr—r)-
- [leol]
. ¢ -
Isso decorre do fator 0 e O[E estan na mesma componente conexa de
i fo

Jrdim H+1 \ ;;({_},_ )((}Bt ]
Por outro lado= usando a hipdtese py > 2py. é imediato que:

{1 — £3p(0.-] + #1 define uma homotopia admissivel, com respeito ao ponto

hi|z{3|| e“*nheg( 3 e I = identidade em B,
Portanto, d(2(0,-), By, par—) = d(I, By, py— o
IE ol |l rill
Logo, d(@(0,-), B;.0) =

De outra parte, () de‘hne mma homotopia admissivel, respeito ao ponto 0,

entre (0. -} e ©(1,-). pois, caso contririo, existiviam £y € [0, 1] e vy € 0By tais que:

6“0

=1}
||Euii '

QUlto.un)) + QHP (o un)) || - p2)
do qual resulta: y{fn. vy) € 0By,
Mas, como dB; C ¢"7%, usando {2) obtemos: y{tp.ur) = ;.
Conchisdo: uy € 3By NOR,y (absurdo).
Portanto, d{p{l.-), B.0) = (f( {0 -). B 0y =1

-1



o parfionlar, existe w € B, tal que:
(L) = 0,

donde n{l.u) € 9B,.
Assim. {1, By N8By # ¢, em contradicao com (#).

Logo, entre g e b, existe pelo menos. nin valor critico da 4.
Segunda parte: Exvisténcia de (7).

Novamente, procurando wna contradicio, assmmamos gue todo valor entre ¢ =

mi g e d = supg, ¢é valor regular de ¢.
A,
Pelo lema da deformacio, existe :[0. 1] x ¢% — g% tal que, para & > { {suficien-

temente pequenio) telnes

(1) {0 =, Vue g

(i) ltuy =, Yu € gt Vie (0]
{111} nl.u) € "=, VYueE g

Coma 8By ¢ e By Mg = ¢, obtemos, usando (iil), que
(%) M1, OBy N By = ¢.

Sejam, como antes, P H1 & Hy — Hy e () 5 Hy — Hy, as projecdes
canduicas,

Chamando 5, a esfera em Iy & Rey de centro 0 e raio py, consideremos

2 S, — OB, definida por:
ty S /\ >0 _
(”I%—A[lan ty + A L se A > 0.

|tf£=||

Seija B a bola em Hy & [Rey de centro po- e raio §, suficientemente pequenc.

an[[



para termos 3 C By.

= v
¥

®

o

Definitnos o [0.1] x 9By — Hy & fleg pov
Ee
o(t) = QU ) + Pl 2

Notermos quet

(o 5] paggey # 1)

pols em caso de existir vy € aH, tal gne:

£ . . !
= )
[eof] [Jeol}

resultaria  n{f.vy) € 88, Em particular, g(n(f. vy )} > supg = d.
3B,

Ot ur)) + 1Pt )]



Mas, pela definicio de 5. temos y(t. 1) € ¢7; Logo, oblivemos wma contradicio.

Considerando. entdo, a projecio radial;

My Reg \ {p2 #JT“ b 0B,
o]

podetnos defipir:
(1}(1!) = F[;‘j.')(fg )ﬁ‘r’“ . "‘HPJ e ()B
Usando a teoria do grau para aplicacdes enire variedades {ver [16]), temos que:

U’(@{Q ) Sm f .P(}) % .

onde Py = (py = &)
) ircoll
Basta observar que @70 -Y{Fy}) = { A} com P, = —p }»{{~9~|—| e. além disso,
uma base do espaco tangente & 5, . no ponto P, é enviada. n'lé‘dzante a aphivagéo
mduzida por (0. -). em uma base do espa¢o tangente a 052, no ponto Fy. Isto é, £
é valor regular para (0. ).

Vejamos ¢ne’

(% % 5ok dO(1.-).5,, . Fo) # 0.

Para tanto, provaremos que

®(.):10,1] x S,, — OB

& nma homotopia admissivel, entre {0, ) e ${1,-) com respeito ao ponto Fy.

56 precisamos estabelecer a continnidade de ®. Noternos gue:

ool 3{u)) — J_Ef,’_w, A
![‘r’(f ‘r"{. )) 10»”6_0;;” |

= Ot 30 — PO E s = pag l ~
] I:f“” Hf-'UH['

= AQUalt. FENIE + | 1Pyt Fu))| = ol > 0.

10



pobs, supondo ignaldade & zevo, obtemos ima contradicao., Justaniente como na prova

o {4 % ),
Entao, msando a compacidade de S, temos que existe rg > 0 tal gue

Hel1. 3 {u)) — p2 “:Et Ho >0, YielD 1], Yee b, .
ANV

Isto acarreta a continuidade da @{-.-}, cujo nnico “perigo” seria a proximidade

c ~ €0 . .
arbitraria de valores da - - Joy & py7—. De maneira que (* * *x} esta provado.
€0l '

Por tamto, existe n € 5, tal que:

Al S{ul)i= Py o istoé,

slos{ud) = \l—(i—lﬁ para algum A€ [0, pa).
' ol

Logo. QL)) =0 e [Pyl d@Dil =A< pe.

Agsim,

(1. Fu)) € By,

o qual fornece y(1.9B) N By & . contrério a (#%).

Entao. entre ¢ ¢ d existe pele menos um valor critico de g.
Secao 2

A condicao de Palais-Smale.

O problema (F) pode ser escrito como

—Au=gl(e. u)+ h(x), ze

(P} Gu oy
gy 0. z€di,

com glr.s) = flo.s) — f= Fam 2 el sTY 2 Wir sy —~7. e h satisfazendo:

(ha) B & La() . /h:ii}‘



Entao, usando (1)) segne-se
(2.0} i [gle.s) — ds) = —1

Também, a partiv de (W) e (1) podemos mostrar que: existem sg > 0 e
g (0,172}, verificando

(2.1} < Glr,s) <fsglr.s) . VYo, Vs> s,

onde Glr.s) = / ale, 7idr,
FiY
Com efeito. para s > 0, resulta g(r.s) = os” + Wir, 5) — 1.

Portanto,

Glr,s) = ( - P —!~/ W{x, ridr — ts,
P+ 1 s

Querenios que:

. ¢ s ;
() & —eesPtl L / Wir ridr — fa < Bes?™ L 8511 (r. ) — B4,
o

T i

para s 2 sp >0 ¢ 8¢ (0,1/2). aencontrar.
A primetra desigualdade e conseguida, para s suficienternente grande, pois o

S domina.

termo
Pl
A segunda designaldade equivale a:

. (@_ 1 )} [ Wlar)dr W (as) | 100~ 1)

“‘ sotl 5P T e

p+1 '

11
Portanto, nosso intuito estd garantido se tomarmos ¢ € ( e sufi-
o2

cientemente grande, Assim, (2.1} é satisfeita.
Veremos agora, gue, a partiv de (2.0) e (2.1}, podemos obter a condigdo de
Palaig-Smale para o funcional de Euler-Lagrange assoclado a (F), isto é, para

1 HYE) — IR definido por
folu) = }; /gv'u!g — /(:}'(';r.,u) — /hu.

1z



Seta {i, ) sequéneia em HHQY tal gue:

{42} !é / év:f,:ig — / (il uy,) - / f;.-uﬁlf < &

. | - r
(2.3} ]/V-e_f_.”_.v-t.t— /g(;{‘, Uyl - /}w’ <Pl L Ve e D).

com € > D). S { A

Para conclnir que {u,} possii uma subsequéncia convergente, ¢ suficiente pro-
varmos que {u, ] é limitada.

Suponhamos. por absurde, que para uma subsergnéncia {ainda denotada por
{1, 1) tense

Im ] = 4oc.

77— b 2
Suponda, sem perda da generalidade. que ||u, ]l > 1, ¥, defininos

tf

<

Z, =

]|

Assim, exisie uma subsequéncia {ainda denotada por {Z,}) tal que

Loy — Lo _ (convergeéncia fraca em H*(())
Zo = Ty em La(0}
Zolx) = Zolz) . qt.p em £
L2l < gle) . oqipoem Q. g€ Ly(Q)
2.3)

Dividindo por {u,l| obtemos

. PRI 1 S
/VZ.”W?} - /fl(l : )"f.‘- - [ht! K e,
' el " Tl "1

Passando ao limite, segue-se

(2.5) | T /f—w’("“""‘j")p: / CZTe | Vee HU(Q).

e H“”” |

Nosso proximo passo é provar:

(2.6) o <0 Q.1 e Q.

13



Chamemos Q% = {r & O Zy(0) > 0}, e denotemos por (07 a medida de

Leliesgue de (27,

Escolhendo v = 2, em (2.5). resulta

- . gl u, 12, o
(2.7} 3HT¥! / _LM___’L)_*_ = / IV Zs]? <+
. C e . gl i, } 2o '
Vamos tentar achar uma limitacao inferior para — ri| .com xr € O,
_ it
Alirmamos giue existe Ay > 0 tal que
(2.8} gl s) 2 Js ~ K. Vs e .

Efetivamente, pela superlinearidade de g em +oc, e sua confimudade existe

7y > 0 tal que
glosy > 35—y, Vs> 0
Por ontro lado, por (2.0) e a continnidade da g. existe 'y > 0 verificando
glr, s} > Js — . Vs < 0.

Tomando, entdo, Ay = max{(). C}. temos {2.8}.
Em particular, nsando {2.8) e {2.4), resulta, para » € 07,

gla,u ) Zola)  (Bu, — Ky)Zp{x)

Tera]

> (—dglr) ~ K11 Zel2).

it
Vitey,

Tambéin. ntilizando a superlinearidade da ¢ em oo, junto com o fato que para
7€ 0F temos lim u,{r) = 400, segue-se que:
R e ]
Cglnn)Z) gl ) Zale) Zole)
hm —Qj’——— = hm : = 400, Ve et
Ej e i3, i I“‘"-i ] !i.“"“"':‘r‘".}'-.-‘ oy, (f} :

Logo, se [(O] > 0, aplicando o Lema de Faton chegamos a

, gl 1, } 2y
Him / T o,
adee Jor i

14



ent oposicio & (2.7). Portanto, (2.6} esta provado.

Na proxima etapa, vejamos que

(2.8) /%m&

Multiplicando (2.3} por > tornando logo © = u,, e subtraindo de {2.2}, obtemaos

< C o .

{\.L)S)N ‘/ [E{Li__{.;_,}i _ C?(,T, '”-:},J:l o .,; /}E’.U”
I Z .

Dividindo esta desigualdade por [Ju, i, usando (2.4) e, passando ao limite, chega-

e A

. gl }'”n (
. . £ nenn Aru
(2.9) mn/-2 ) jhg
: n— |u%”

Fixemos um ¢ > sp. Vawmos ver que existemn O > 0 e 3 > 0 tals gue

(sl 4+ C5 , Vs € (~oc. 8] . Vo el

;’-»'if"‘;'ﬁ') >~ Gz, s)

(2.10)

Por uma parte, para s < 0,

gla st s+ Wi, sy —t 1 e, 8) = 5+ Wi idT — 1,

Portanto, usando (W) e {ﬂ ). segue-se

Ll s)s b e e o " o] o
byl s)s Vo sW e, ) SR ts i ,
; i “_(.’I(J-_—?‘)!_'(_ - ‘_,‘) ”’"‘"‘"‘U ‘” (,Igi){fr "',]'"“}"]I S(jgs[n]-{z
Chamando (:3 = Max M — ((x, )], obtemos (2,107, com (7 = max{Ch, (3},
Sl 4
TN



Empregando (2.10). chegamos &

|, alrese ey - () o
| 5 i Ilr( nJ[ H(,, |2, ] 4 2l 3 < CHOP L lz,»:l
| Uy Lot ] _ ||”f || “”HH .I|'“'r'a-”
Portanto.
slmvalin iy g
(2.11) 0< lim um‘/ i Arva)) CrInpe,
e T TP i;(.’hH

Por outro lade. levando em conta que ™ > sg e, usando (2.1). segue-se

g Juy e Y
. Fe T (L, Uy 1 gl u, Jiy,
j."r — [ 2 3 - ( : f) 2 ('.“' b {?}) / L“ f—? 2
A g ““-”‘Il 2 Hapn st |!Uﬁ]|

!
2 (1 _ 6) % = / E.}’ s;lb Ly ) -
2 CETP-F 3 ||U~n||

. gl ) gla,u,) gleu,)
Entao, como / T e e temos:
: st L

i 44
ity i 1t

o 1 glz.u, 1 . / gla )
2.12 Z o ~—@1s Boee———L
\212) Iz (2 ) f |[un <2 ﬁ) C uager ual

Escolhendo A™ > _ max  |g{r.s) — Fs, a partir de {2.12) resulta
Q}({'"-'x.-(.s‘] .

I~
A

)

— 3,

1 . falxe,) (1 ) . . (1 ) ria
R RO B I ey e 3 N o= L5 — 0} T
- (?. }> ’ / P, 4 2 8 1y <57 Zn 2 d ey

Agora. tomaremos himites notando os dois fatos seguintes:

oo W en . gla, u,
1) Se em (2.3) fazemos v = 1, resulta: lim ff_m.__.,_) = ()
i 532 ||”ﬁ|[

}]) — (i) o ﬁ) "3 < .xZ.ri’. —_ (h ~ g) ) ff/f{ + (_ 9) / :}'n.Zﬂ :/:—
1 . ,
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(Log)e [l (L) yf (1 gy sl
2 i]“,; ] 2 S L s* L 7. 2 Fun<s* 't

s |



Assim,

. 1 .
(2129 hmmff > — (3 — 9) s 3 /Zg},

AR END

Voltando. entdo, 2 (2.9) e | usando (2.11) e (2.12), conseguimos

_c_;f\'r‘.u.,,]u,l _ ("(T y }

. S ERT i A o
/ g = hm [, + / e = (] {Q}U“— (— — 9) 573 /Z{)
TN ,EHHH ) 2 : .

r—

-~

Clomo 5* > s > 0 & arbifrdrio. conchnmos que /.Z{) > 1. o gual. junto com
{2.6), {oriece 2y = 0, q.t.p. em £

Em particular, usando (2.4) segue-se

(2.12)" [22 =0 e [lz4=0

Nossa peniltima etapa congistird em provar:

vy . | " (j(i}f', U‘ﬂ.)Zﬂ )
2.1 =T ]
(2.13) TET_‘/ o]

Em primeiro Iugar, pela escolha de A7, e (2.12})" segue-se

! TRV PGS IET B FTN
N AT A / (57t Al
Uy % S5 HU””

H 1
[Sunges ]

ol szl fizies [7-0
||U H n £ 50 a5 |fun”

Fm segundo lugar, utilizando (2.8)" obtemos

- %/ h"u.ﬂ-(.

Jult |




Portanto., usando (2.10}. cousegnimos,

£ L
<C —I—”""HH;;“”‘ ;)_J/h”:ﬂ] : -' /]“”!_}—(“

Assim, empregando {2.1), segne-se:

< (-w o 6]) / gl ugju, < | {EL{“WW—: ) — G, u, j}
ity 2 S0 oy 22 5

Za 11 _
<4 Ei”n[ 2 E/}mh + 5 /[u”f + 710,
L1

Em segnida. dividinde por lw, %, e tamando limites, vem

(2.13) lim / gl Ze g
. Tpes N g 80 Hu“-H

Entao, a partir de (2.14) e (2.15), obtemos {2.13).

Finalmente. escothendo v = 7, e dividinde por [[u,l]. (2.3} nos fornece:

/JVJ,J gl w )2y [hi, .

T el 1~ [eeall

f //,;, glr )2, [hZ,| e

T laall |~ Ml

o1 S€ja

(2.16)

Ora. por (2.12Y". {213} e (2.4) temos que o primeiro membro de (2.16) tende

para 1, qnando n — 40,
Logo, temos obtide wm absurdo e, fica provado que f; satisfaz {P.5.).



‘Secao 3
A geometria do funcional /

Propesicao 1.3. Fixado ; > 1.
Seja m = inf { /'u? + /(_{t’-j’—:‘l +ey e e Pf&}

Entao 0 < m < 1.
Demonstragao: escolhendo ¢ = 0, resulta m < /(fff;rl}:’:.

Por outro lado, como ¢4, troca de sinal, tem-se / (€704)7 > 0. Assim,
/(fﬁﬁ,l = /fz.f+-j_ - [((‘.‘f;ﬂ =1~ /{e..-jrl )* < 1. Portanto, m < 1.

suponhamos, agora. por absurdo. que m = .

Seja {v,} nma sequéncia em Hy tal que

() / v+ / ({0 + vt ) — 0.

Em particular / vl — 0, e. sem perda de generalidade, ¢, — 0, q.t.p. em Q.

s

Logo, {{eje1 +v.)7)? — {ef,)% qtp. em Q.

El

Usando, entao, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos

que:

]((ffzj+1 + )T = f(c;,l)? > 0,

s111 contradicdo com ().

Seja m como na proposicao 1.3,
moo,
{Aje1 — &), e escolhamos o € 1 tal que

Consideremos ) < ¢ < :
-+ i
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- Aipg o~ f
(3.1) 2 o <m
' o - B
. ;\ P 5 4 C‘ 1 - i .
Emr particndar. o > —2 L (m~11p > Ay
o i i 4
Assim, levando em conta gue Y + Ay <0 < Ay, obiemos
ar 1 w51 )
(3.1Y o>34 A=A 4+ Aigi e < i
' o ’ D
Consideremios Qp - H'{(Q)) — B dada po
/I\uu}“ : /u - 0 /(u";’)z — /(u

Qn( w)

Proposigao 1.4
Se v & {eg..... c-r-_.j-}__ entdo olv +e,04) < 0
/thI T/|\_r il / S/E:fH'

Demonstracao
Cc,}U {‘ “““ £, ..l...}

o [l ey P = 3 [itv + esa))
Entdo, somando e diminuindo o termo 3]((1; + e;09)T) e levando em conta
2

Ay 4—»/ : +f+(;3—0-)_/((@ +oei41)7)

e /Vf,,ﬂl =Aiz1 € /e = 1, obtemos
f:){; # _}"FH—T /i‘\m{ 1 Loz

""53/(’%-’ + e
Como /IV"{?F <A /'{?2 L CONSEgNImMos entao
=) [or (3= @) [(te + el

z -+ (’\.i T

(3'}-)” O{i{ +f",j+1} = \_!+T - 3
20



saso Ay 4 og - 3 < -y

Assim sendo, a partir de (3.1} resulta
ng(-‘n + f’.:H,_]) S /\I.}',.;AI —- ;?’ + £ *§“ {;3 b {T) [/ "E.-‘z 4 /((1‘_3 + {-.‘J{%,;)-;_)z] ﬁ

. —
< Appr = At e+H{F —ajm = (o — ) Pwii}—_d—%; — mJ < 4}

por (3.1}

Caso A +e—3> 70w

Nesta ocasiao, usandoe (3.1 obtemos

Gl e} S Ny —d+a4+ (A s~ ) U + / (od o) '2] it

Ajgr = B2
S A = At (e dhn = (F = Ay - g | ) <
por {311,
Consideremos O = Hy bl onde [y = (e, Hy = {0

Delimimaos

M= {H e J

7Oy Qiuye = 0, Yee 1)
Proposiciaoe 1.5
Dado wy € Hy existe um (Mico) wy € Hy tal que uy + 0y € M.
Ohservagio: Fica, assim. extabelecida wina correspondéncia v @ Iy — Hy tal que
A;.r[__){ ”2;1 "i" “..} E ﬁf,

Pan partieniar, ¢ nsando a proposicas Lo, Lemos

[‘;3} "‘}-‘g}( £ ) + LA & ‘j o (,}()( '}'U( LA ) "E’“ LAFFR } << £}

I



Prova da proposigao 1.5.
Em primeiro lugar, notemos que
{1, vy = / VuNoe + z / ue define um produto terno em HHQ) e dé origem

a wma norma. i - L, equivalente com a norma nsmal de HHOY ou seja exisiem

3

dy > 0. dy > 0 tais gque
Bl < full? < dyljull,

onde |[|ul}? = /|'§"u§ —‘—fz.r

Agora, £y pode ser expressado na forma

Wofu) = (. vy — o /{_“ﬂﬂ —J /(“-‘_32'

Logo,

(3.2Y (— ¥ {uyo = =2{u.v)g + 20-/;{:.*:: -~ 2_,,:3/11“1!._ Ve g H'(Q)

Sejam:
o T (HY M) — HYQ), aaplicacio dada pelo teorema de vepresentacio de

Riesz. isto é,
T(p) = v, tal que ¢(u) = {u,v)o. Yu € HY(Q).

ee Py Hy o Hy — Hy. aprojecdo canduica.

Fixando uy € H,. consideremos a aplicagdo
}3_1 o :’:” 8] ( Qg} ( Nz Ij_{ — _[[1
Provaremos que, se wy. 1y € H,, entdo

(3.3) {[ProT o{~QuY(-+uz)l(tg) — [FroT o (=) (- + w)){T). 1y — F)e >
> 8wy — ]2,




para certo 6 > 0. Pava tanto, usaremos que, se

. 1 L, 1 .-,, z
Plug) = 50 (™) -+ ;_.-:‘J’{'u“)' ¢ ~(u) = au’ — Ju”,

entdo, Y. € HH). tem-se

_ iy o , . N - - nax{ao. _;'_3 .
(3.3 M(umf})' < T} — T} — (@)~ 7) < ili_‘i;‘ - }(_'u i

Esevevendo as designaldades anteriores com u e i trocados de lugar, somando e
levando em conta gue no nosso caso 7 < o, conseguimos
. o . . - 2 N g
{3.4) Alu— ) < [y(u) — (D) (u — @) < alu — ), Yu.de HYO)

Agora, partindo do primeire membro de (3.3) ¢ usando que P, € antoadpunta,

obtemos

(PHT(—Q0) (v + 12))) = PUT{—Qo) (dy +u2))) uy — Gy ) =
= {T{{—QoY{uy + wa)) = T Qo) (U + uz))y 1 = t)e

Ora, usando a definicio de T e (3.2)", este iltimo produto interno ¢ igual a

(3.4Y {~ Qe {1y + w) (g — ) = (—Qo) Ty + uz) {un — dy) =

= —Huy +wg, vy~ Uy e+ 20 /(u] g bt (g — i)~ 27 [y 4wy (g — i)

+2{8y + ug. 1y — Uyjp — 2{}-]('17.1 g )Ty — ;) + '2_,3/(51 +oug )" {uy — Ty ),

Utilizando as definicoes de v e {1+ [.. o segundo membro de (3.4} ¢ ignal &
{3.5) ' — ey ~ EE;Hf + 2 /['}-(_‘Ul 4ty ) — {ty A g )y — )

Entao, empregando (3,47 e o fato que

]2 < (X, + ) /}.;?-1 V€ Hy,



resnila

~ 2y — iy |[F 4 2 /f;( by} = Al A w)](y — ) >

2 —=2uy — |2+ 24 /f.m. ~ )2 =2y — T+ .
3(:{”‘\—5) o
= m@ﬁHul — i i]]:

-, . 23— A —g)
Logo, estd provado {3.3) com 6 = —*iu—j:—ﬂ
A A

Como, além de (3.3), temos que P o1 o E oV (- + 'i!.z) é contmua. p{)d(—:rxlos
aplicar o Teorema de Minty [12]. para concluir que Py o T o (—Qo) [+ + w2} ¢ um
homeomorfisme.

Em particular. dado ) € H;. existe um (finico) uy € Hy tal que

PTH{~Qp) (uy + ug))) = 0, 15to &,
T{{(~Qu)(uy + ua}} € Hs, ou seja,
(= Qo) (v + u2)r =0, Ve € Hy.

Logo, {Go) (uy + ug)v = 0, Vo & H,. Portanto, vy +uy € M.

Sejam: = € {€j11,...) e s < —k, onde & vem dado por (MW7)
Definimos 0 = {xeQ:s +x{z) < —k}
Proposigao 1.6. Tem-se

Q] = 0, uniformemente para ||z}] < e

hmsup|)

b o Y

Prova.
S6 precisames ver o gue acontece, quando s — —oc, com a medida do
{7 € Q54 z{x) > ~k}, levando em conta que |{zl] < ¢
Argumeniando por ahsurdo, chtemos sequéncias {s,} e {z,]}. tals que
R —— !I,:.,,ii < c¢.e chamando
Ap = {z €0 s, + 5 (x) + k> 0}, temos

(3.5 FAL = > 0.



Seja KWy = fechol em L.{Q), das fungdes [ Q — R, ndo negativas, limitadas
{na norma de L2001 por /|0 Resulta, entdo. que Ny é fracamente compacto em
La(€h).

Por ontre lado. denotando por X4, a funcio caracteristica de A, resulta gne

{X.a,} ¢ uma sequéneia, em Ky,

Portanto, existe X' € Ay tal que

(3.6) Xa — X em Ly(0).

Em seguida. consideremos:
B - . Ty b k
s o, L) — R, dada por Dalu) = |

oo i LH0) — R dada por ﬂ@:/u

Assim, temos que:

() o v € (Lol

(1) 90 — o em (Ly(0))"

A primeira afirmacio é imediata. A segunda segne-se nsando os fatos:
HY DY — Ly(Q) 1 iz

Vejamos:

< ¢, e, a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

SN Hzal | ~onst.
< k| el . IR 1|.|ul < Cons oo,
I‘Sﬁi.] |f;n| ll—‘;ni

/’ (k4 z,)u

s

lpn{e) — 2w} =

Entdo, tude indica gue podemos aplicar a seguinte propriedade:

Se 1, — x, em um espaco de Banach £ e

(3.7} fu =+ F. em KE°, _ entao falan) — flz)

Logo, a partit de (3.6) e (i), wtilizando (3.7} segue-se:

(X4, ) — (X, isto é.



. I . . , . ,
Mas, como (i + = tr XA, 0. (3.8) permite concluir que /}4‘ < 0. Visto
“.\'n ) -

gue X > 8, entdo. necessariamente / Y =0
Poroutro lado. (X4, )} — #{X). ouse seja, |A,| — / X = 0, contranando (3.3}
Nesta nltima parte do caprinlo, queremos provar gue o funcional de Euler-
Lagrange assoctada a {P) satisfaz 4 condi¢do de “enlace™ {L).

(O funcional em guestio é

f H’( 3 —s R, dado por:

/|\_zr§2 /! {r.u) [fm + ?.’./-z.r.._

onde F{ux, s) = [ fle,mydry flae.s) = =37 + ofsT) + W(a. ).

Lema 1.1 Assumindo o [ fal (W), (W) e (ho). Se z € {ej4....) ¢ s £ —k, entéo,

existem ¢ > 0, ¢ > 0 tais que

¢ Air 2. 1/2
(3.9) Fls+2) = fls) 2 655> PSP — e = ([ B2
—wlj\ S + 11217,

onde a fungdo w: R —+ IR é tal que hmw(r) = 0.

r—{

Prova.

ff {s+ )~ fils

/iv~;- /F H)—/h .y )+?/ s s *_/p(mﬁg)+‘[;;.3_t_/3z
- E/tv-ﬁ - [ F(z’\_s—{*.;) - / hz + ‘/.F(arﬁs}



Logo, por { f3),

il
3t

Loy . i 1 - 12 3 Vo oay—et b b TR e T oot -
feds + 2] = fils) - 4‘1-"--| m;/uwu) P (s + )ty ”—'_/n-(:u.sm

|
““aﬁ

I

+

b |
am““

+
‘\‘\

i/

(54279 = [ WG =)= sz el

—1-1

IR
“:““'
/‘i
i

ok
ki‘:r»

+ f%/‘**f” (x.8) 2
e =2 [ o oo poi - [Weas s - il

Y EFLAYS ,¢A 71 ._:_ . . |
3:9) 2 G e [ T = [ W st 2= bl 11 const

=il - const,

(A%

Ora, /((s + ozttt = / s+ 2t 4 const. < / |z 4 const,
Jond o\

Tamhém,

/:U Wia, s+ 2} + Jonz Wir, s + :)J <

i f Wie, s+ z )s =\

< const. + const. /
. s+zmk

{5+ z)* < const. + const“/ NEle
¥

Assim, obtemos as seguintes estimativas

p+1

. : e 20 {pt1)
/((s + 2} < const. + const.[[2] |31\ 8FF

1

0\ A5,

st :)l < const. + const.|[=][%,

e IN . e : .
onde 27 = ) (Isto para N 2 3. As estimativas nos casos N = 1,2, obtém-se

analogamente, e em forma mais simples).
Reagrupando as estimativas parciais, voltando a (3.9). ségue-se que

El

<2

; - A 1‘“_3
fils +2) = fils) = L=l
i [RY ) (5] 2AJ+I ] H

(9 (Il + 1P,

ig — const. — [1A]|r
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onde.

. Z —‘1 i} 2
w{r) = const.r™ ¥ 4 constr &
Logo. (3.9) estd provado.
Lema 1.2
Assumindo {fo). (W03, (1), (he). resulta que existe ¢y > 0 tal que
(3.9 ' sup  fls + o) < fils) + ey

’E(” 3)

onde, t = sf e 5< -k

Prova. Temos

(3.10) fi{s + 1)~ fils) = 3} / Vol? — / Flx,s+v) — / ho +t / o+ / Fles).
Por ontre lado, utilizando a funcao auxiliar (g e a definigdo de T, resulta |
(311} Qols +v) — f|§";i + & / + 22 /sv%o;/((sﬁ«u)ﬂ-)g
~3 / (s 0)" )2+ 3 / & = [Joli? 4 2¢ ] v —2 / (s 4+ ¢) - r'(,s)].

Logo, mediante (3:3) obtemos

(312)  Quls+e) = Qols) < [t 425 [so— 3 [ - /

Também, como {26(6)-'&-‘ = 2{s, v}p—2 J’/w = e /w =2 3/%0 3.12) transforma-

€ e

(3.13) Quls +0) — Quls) < |lo|)* ~ 3 /n"‘z + Qyls)w

IR
v o]



CONSeEIIINGS]

(3.14) s+ o) — fi{s) € 222 " l |[F 3’[%{ - /fu'~i~1 /U—I—(a)mt

}( Xr Tz
Assim. se L = s, entao {3.14) reduz-ze 2

(A, + =

315 Here) = Ao <

||f§§ o /ha <+ const.

Como o coeficiente de {o]i? é negativo, obtemos, em seguida, {3.9)7.

Lema 1.3
sob as mesnias hipdteses dos lemas 1.1 e 1.2, existem

Ry>0 e fo< 0 tais que

{3.15Y mf fls+z)>  sup  fils+ v para 33 =t <ty

zgfe _:-_1:...) . .
=1y vE(ere))

Prova: Pelo lema 1.1

(3.16) Fls +2) 2 fls) + ollalP = o = ([ Ry
—(\ QDI + (1=,

Comm o & ¢, constantes positivas.
Dado 6 > 0 e com cy. do {3.9)7, seja By > 1, tal que
(317) aﬂf—q—([ﬁﬁﬂm:>@+l+&
Mediante a proposicao 1.6. podemos afirmar que existe {5 < 0, tal que:

i

{3.18) 1<ty e ih”gﬁliiMM\ﬁn(agﬁ.

Portanto, para i < tge lizll = Ry, a partiv de (3.16), (3.17) e (3.18}, consegnimos

30



fils + 202 fils)+al] — o)~ [ RO R — 1> fils) 4o+ 6

Entaa, ntilizando {3.937, pademos conchuir que

fls+ > sup fils+w)+ & Ve € (g1 0 ) COm ||=]] = Ry,

GE (e, ey )
Clomo & > 0 é arbitrério. temos que {3.15)" é satisfeita.
Lema 1.4 Assumindo as mesmas hipdteses do Jema 1.2 ¢ escolhendo

0= e veleir ) (Ver (3.2)) temos:

E

{3.19) lm s+ ou” +v) = —oc.

rE(r-.;T....».\..”
[FEETE S | B NS

Prova.

, . 1 T |
Flatou +1) = 5 / [N{s+ou +e)f* — / Floe, s+ ou” 4+ v) — / hls + ou”™ + v}
+1 /(a +ou” + ol
Empregando. entdo, a fungdo auxiliar @y, obtemos:

[£4

/ft‘* + au” + )’ + % j((é} +out + vty

o ] fh

1 ,
Fls o au™ + vy = 5@_()(&" $+ou” L) -

e /((é-‘ +out+ )7y - / Fla,s+ou + ¢}~ / Flz.s +ou” + v}
2. Jatour <k Y DAL T R RTL NI 4

— / Fle s+ ou” + )~ o /h 3§ - /;’u} 4+t Hie fut / 2.
2 gyt b k . . . . . )

Utihizando (W75} e (3.13) (com ouv™ no Ingar de s, e. s + v no lugar de o),
CONSOLUIMOS
Flst+ou” 4+ ) < E()u(m‘- s ‘Z"Hq +vlj - 3 (s+ v} +

31



Agora. usando (3.10) e (3.11) segue-se
] = .'_'.. X L]
f[h‘—i—l'}_ f, & =—f{.}n{$+i"!"‘{¢'ﬂ{ ] _,_ [“ _‘,:/_qu.-. -l-% [“5+rl}+:l-+

-|- / FulT _..[ /f{ra—l—t ff”‘:—?'ft-‘-l-fF{-T.ﬁ,'l-

Entao, utilizando (3.12) e o fato que

||vll2 = /|"F1‘|‘ -I-:‘[ < (4 -r;]ft"._ abtemos:

_./f‘;:; s4 ) [.ﬁt—i—ff ]F{ia}

Em seguida, empregando (fp) e (1¥,). chegamos a

e L'}Lf_“j & i, B P
fils+u)— fils) < 30 ) el = ,Efs'u fﬁ . Ej{(b—l—a‘ﬁ]z_i_

3 frorp-S e  Pesto-[  Fasto

3
—f Flz,s+v) —fhr;-i—tfu—l—'—fsz—l—mnst,ﬂ
atuzk

{'jl' +: v | 'ﬂ 1 =

< G- g foo= [+ 5 [ oy 4§ [(suyr -5
3

- (5 + ©)* + const, g {3—|—v]”+1—i—mnst—i—mnst,f (s+v)*
2 U=k p= l Uk sk

—fﬂnl+ff? —-——/H 4+ const.

Levando. entdo. em consideragao que:

€l C .
3 ]f'[s + vt — (s 4 v)"*! 4 const, f (8+v)* < const.
p 1 Jerizi stuzk
1= [ ({5 + v) i _.f (s -|—'e'}? < const.
2 Jsteg-k
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Agora. usando (3.10) e (3.11) segne-se
fils ) = () = S{Quls + )~ Qofs)) = = w2 == w04 2 [((s40)

+- /{[ 5+ ) ]——[-1 --ff*[i -Ii]—]ﬂ'ri+a‘jt+ff*r-.}

Entao. utilizando (3.12) e o fato que

[Julls = flvﬂ" +€[r’£ = (At 2) [t‘j. obiemos:

fls+v)— fils) < lI'|r‘|i2 + =z [SL' - L—f [t‘l -3 [31.‘ -- E;ft-‘z —;‘f.sr‘—iﬂ
Je / s+v)t 1-_5_/{““1 ——[q —[F:a+e]—fa‘u+r[c+ffze-]<
)' e || |2 —5[*1—-]= +§f{(é+t=]+}i+§f{f3+i‘] 12 —Ef*‘l

3k, )

_I[f _;--_c-,--|-r]—_/F:-v—{—?'fz‘-f-jF[I._ﬁ.

Em seguida. empregando ( fy) e (W), chegamos a

fils +0) frm_”“" I Ry e (G

J""

4= /{5+1 :’—-éfﬁ—/ﬂ{ J“F{r 3+t}_/;<3+;<1ﬂr3 v)

- Flr.s+v ffn.-{—ffv-[— fs + const. <

apu2k

Ju.—i-.:— |r||} j[“ EI[UZ_E_E-/HS-;-t /(s—i—v _jf

—'—-[ I:e.'—l--*-v]2 -+ const. — —/ (54 )T 4 const. -I-mmi (5 v)*
2 g = vk

—- s+u>k
- /..;Hf‘-!-ff-!-‘—::; /52—4-:?011.‘51.

Levando. entao. em consideraciao que:

I-‘LI ]

Iﬂr

L E f‘[[q + 1)) = 2 (54 p)P*l 4 f‘ﬂl'lﬂt.] (5 4+ )" < const.
JU-.—I sk N
LB '_;"[H“'T'f} ] __/‘_._:{J, —|-r} < const,
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/('{',5: +au + r.-‘-_}_)g

B

. £y . . WY
/(3 +oan” 4 r.‘)") 4 31 /((3 + ou” + 'f.'_}+_]” -+

a4 F , « . )
- {84 ou™ + v} + const. - - / (s 4+ ou™ + eyt 4
2 shrutgra—k »+ 1. stourFulk

const. / (s + o+ 1) —0 /fw"' - /h.-:? + 15182 + o /-‘:f + 1 [‘r?.
Sydbmuttezk - ' - :

| e

1., ..
T30l ) s+ 0) ~

Entdo, tendo presente que Qulou™) = o?Qplu™), que
Qilou™) = cQiu). e que. Qilu™lis + o) = 0 (pois v~ € M, ver (3.2)},

chegamos a:

filstou™ + ) < 502()& )+ ;; of]2 + 5 /3” + /3-:_'. -3 /(S + -n_}*g
e a2 & SRR B oy SRR
—5 [le+ou o)+ 5 ({stou” + )77+ 5 s+ ou” + v} )}
A _ . I _
- / (& + gu™ + ¢} + const, — — {84 cu™ + W 4
2 . 3»-{-«(7-[;‘—-:—1_:5—11- P 1. sEmutdu2n

const. / {g4agu” &+ -0 /;’m" - /h.-‘f,' 4 fel + fo / w1 / .
Sstoutdezk . . -

Tendo em mente gue:
o [[]2 < (A +2) /1:2 .

.a % /((‘-} __§.~ au’ +_ a)‘* )-3: n & (.S —|— (,T'II-N + v)'ﬁ’—%—-l +

P -1 shaur ek

+ const. {84 ou” + 2} < const
Hatour ek
3

3 . . . E ” e
ses — — /((S dout L)Y - f (s + ou” + v} < const.,
2 ) 2 shgutdus—k

obtermnos
. . | B T AN
flls T ov +o) £ EUEQU('EL') + meEE +3 /32 + / 5 |

—~3 / s — @ /f‘:.u" —_ f}a.-z,f + 15| + to /-u."‘ - f /v <+ const.

Denotemos por:
. I, - -
Aylo) = :_';{Tz(gm(?ij — /hu" + z‘rr/u.
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\ JJ ) 3 . "
o) = Gl e~ oo fhoet fo
Ay = % /s“ + 1] + const.
Entio. podemas escrever:
Fls+ou + o) < 431(a) + Au{v) + Aa

A segwir, vejamos gue dado A < 0. existe po > 0 tal que para p > py, temese

(3.20) Fils + ou™ + ¢y < .

onde, 0 2 0 e v € {eg.....¢;) cumprem |lou” + ¢l] = p.

Notemos que. como (g{u™) < 0 {ver (3.2}), entao;

lim Ao} = —oc

o —tiw

_3<U:¢~ lim Ax{v) = —x

Também, -
+e) frffo e

\ts
20X,
Sejam: My =supAy(o); My = sup  Axfe)
F2i) : ’ @ ey )
Entio, dado 3 < 0, consideremaos:
(321} o tal quer alle; |l 2 o0 = Ao} + A, + A < M

(3.22) &y tal que: ol = kg - a{—}||~5-9-~irl—t!— = Ayle)+ My 4+ Ay < M.
sif}-l—IH

Agora, em ey & (e1.... . ¢;) consideremos a norma:

il + 1o

fAe o + ol = 1A

Escolhamos  pg = op + ke
Logo. se  [Hou™ + vl = p 2 pg. entéo:

Loy (I;+1 + vl = ko

a | |f.'.'l.}'+'} H 2 o il
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No primelro caso, usamos {3.21):

Jle+ouw” +o) < o)+ o)+ A3 < Ay(o) + M+ Ay < i

No segundo caso, resta considerar a situacao:

w 2 }"U't &, G’I](;f‘}'_i_! I% < Tg.

Mas entdo.

T £ ; L gfégqa'@(é:”:’?' }H"
el 2 llovolesm) + ol = llowlem )l 2 kg — = e : ||1
HE

Podemos, assim, usar (3.22) e obter

Slstoum+e) < Ao+ Aole) + Ay < Mo+ Agle) + Ay < M.

Conclusao: se lilou™ 4 ol|| = p = po. entao

fils+ou" +v) < M.

Como JI] -}l é equivalente & || - |}, em Rejpn D {61, .. .. ¢;). fica provado (3.20),

e, em consequéncia, esta demonstrado (3.19).

Lema 1.5 Nas mesmas hipoteses do lema 1.4, tem-se que. para t < 0 {grande em
g 3 .. . : N I3
valor absoluto) f, satisfaz a “condicdo de enlace™ (L), com respeito & ug = 3 =5

[j; = ((3],__. .. (J> - f"jg p (f.‘.l?'.é_]_?‘ , )

Prova, _
Pelo lema 1.3, existem pp > 0 e #; < § tals que

{3.23) mb fls+ 2> sup fils 4wl para | =57 <.
| i )

Por entro lado, pelo lema 1.4, podemos achar gy > 2p5. tal ques
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{3.24) sup f{s o F o)< sup o fils + o)
?'E{e:%(.):e N . '£='€(!Z'1(---J.‘j>

lj=a® 4 eli=

Entdo, por {3.23) e (1.24). temos que

{3.25) sup fls+ou” 0} < inf flsaz)
w2 ’ SRS IR
el el
liau® tu|lms oy

com # = s3 < £, Por outre lado, o" = ¢;401 + volej11).
Portanto. cu™ + v = ey + O”}"{}(ﬁ‘-,f—§~1} + v e -Hﬂfjﬂ i Hy.
Sejam. entio:

£y == f:.;?__{_.i..

[

By = & =

...

By ={u€ RYey= Hy jul| < p1}
By, = {u € Hy: Jlu]| < pa}. |

Em particular
OBy = {u € Rregm Hyo|lull = ;o Udu € Hy o flull < ;)
Entdo, levando em conta (3.23) e {3.23), podemos conchin:
sup < inf .
‘l{.:lf.:-EBJ f:! 2.(.;;,-;-;_-}}32 ‘ff

Logo, (L) é satisfeita para < #; < 0.

Em resumo, o funcional f; satisfaz (P.8.), enmpre a condicao (L) e, por { fo). {14}
e (W), é de classe 1, com:

filu)w = / T Vo — [ fla, ue — / ha 4+ 1 [ 1,
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Entdao. nma aplicacio direta do Teorema 1.2, produz o nosso resultado princi-

pal (Teorema 1.1}
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Capitulo 2

Problemas elipticos assintoticamente lineares em
—o0 e superlineares em +0o0.

Introducao.

nT

O capitulo esta dividido em duas secdes. Na secdo 1. estudamos o problema

~Aup = fle.u) +h{x), v €

(_}':‘-r.) i}“ﬁ =, & ()Q
oy

onde ¢ é um dominio limitado em RY(N > 1) com fronteira 9 suave e f satisfaz

{fo) FiOx R~ R é continua.
(1) lim [f{r.s}) — As] = g(x). com g & C(Q)e

Hoe e

A>0 se N22
A>% se N =1

{12} Existem so > 0 e 6 € (0.1/2) tais que
0 < Fr,s) L 0sf(r,s). Ve £ 0, ¥s > sy,

onde Flr,s)= /:f{’r 7)dr.

Por outro lado, a iimg.ﬁ.::} bt Qs IR verifica uma condicdo de ortogonalidade
/ ho= 0, e, Hhllps < M. para certa congtante 41 > (.
T Além disso. ASSTHTITEINOs

i} uma condicio lecal no zero

(fs) Existern g > 80 e o € (0, 44) tais que

M = ¢, Yo £ .Q.? s G.{‘“E()-_.En) \ {U}

onde, Ay é o primeiro antovalor positive de (—A: H1H{Q)).
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1) No caso N > 2

(fi j liu-] :-:‘;_-l.l-) _j_‘m(«:.t:w,f—) o ':'(.!.‘)-7 COy o {_ ( (“3:)_ I
s &7 3
N | o
onde o & (1 T“m;) se N23 e oe(l,+oo)se N =2

n1) Uma condicdo sobre a prumitiva da f:
{fs) Fle.s) > (. e e Vs € IR.

O problema (£ € tratado vanacionalmente e nossos principais resultados neste
capitulo sdo: Teorema 2.2 para ¢ caso N 2= 2 (ver pagina 41}, ¢ Teorema 2.3
para o caso N = 1 (ver pagina 47). Em ambos os casos conclue-se que (£} possul
pelo menos uma solucao ndo trivial,

[1], {OIIHI(}f“idIIl o problema ( Py}, no caso
Sl s)

h =0, supondo g = 0, aléem da condicao: > 4. ¥y e 0, Vs 5 0, no

Devemos assinalar que Arcoyva-Villegas

tugar da ( f;). Nesse caso. eles provam, por mﬂodos analogos aos (ue usaremos, qie
{ Fo) possul, pelo menos uma solngdo ndo trivial. Assim, esse resultado esta contido
no nosso. Também queremos indicar que Arcoya-Villegas [1] foram motivados pelo

trabalho de De Figueiredo e Ruf [9]. onde eles estudam o problema:

() —u = e o)+ h(x) = du+glau) +F0{x). 2 e (1)
o N = (1) =10

Usando o Teorema do Passo da Montanha, ditos autores provam a exis '6 1c1a dle

_ {2, 5 e
uma solugdo de (=), se [ satisfaz: (fo). (f2), & _1“191 ﬁ—-mi = AE T iss0.
porém. para todo he L,(0,1). (No cap. 3, faremos nova referéncia a ()

Na secho 2, aproveltamos a metodologia empregada na segio 1, para esh,ldar

problema de Dirichlet:
—Au = Adu fle,u)+ b{x), 28
u o= 0, 0,

onde: Ay < A< Ay, com Ay <Ay €. valores praprios de {(— A HIHO).

Provaremos que, sob condigdes para [, andlogas as consideradas na secdo 1 e
agora, com h continua, satisfazendo nma relagio de ortogonahdade e com
Hhilp, < My {certa constante positiva), o problema em questao, possui, pelo menos,

uma solucio nao trivial,



Em ambas as secdes. a ferramenta basica ¢ uma especie de generalizacao do

Teorema do Passo da Montanha. a qual indicamos a segmv
Teorema 2.1 [Silva . [251:

Se I € CHNUR) satisfaz (P.S) e
() Flu) <0, Yu & Xy,
(1) Existe p > (0 tal que I{u) > 0. Yu € 08,010 Xy,
({4} Existem ¢ £ X3\ {0} e Jy = 0 tals gue:

uy < 3y . Yy = 4 fe, com v € Xy, >0

Entéo: 7 possui pelo menos um ponto eritico em X diferente de zero.
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Secao 1

Problema de Neumann assintoticamente linear em —nc e su-
perlinear em +oc.

Primeira parte: (laso NV > 2.
Consideraremos o problema:
~Au = flauy+hiz). v €8

(Fr) Fu

Ay

onde as condicdes para [ tém sido indicadas na introdugdo do Capitido.

= 0, »¢&dil

Antes de especificar as condicdes para b, devemos fazer as seguintes observagdes:
e Chamando
Xy = {funcdes constantes}.

Xy = {ue HYQ): /-u = {},

temos  HUO) = X; & X,

se A norma em H'(Q} é a usual [Jul]* = /|V’u]? + /':.:.3.
Sabemos que, em X, { / [Vu[*)1/? define uma norma equivalente a || - I, ou seja,

existem ¢; > 0, ¢; > 0 tals que

{1} eyl ull® < /|V-u]2 < eolfullt . Vue X

eee Como HHQ) w L.y (1), segue-se que existe by > 0 tal gue

) el Shollall Ve B
o s eo Levando em conta {fo). (fi).( f_;) e { f3), podemos afiemar que estd bem
definido o niimero real positivo:
Flx, 5)

g = kg-}—i sup T“
o2z 18]
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com &y > 0 dado em { f3).
Suporemos entao

{hy) B0 — R /h =0, e /;3_2 < ME com

. afw—1
. a—1 (h ¢ o
(3} M= “ﬁ?a—i (f) . onde Dy = fj (1 e z) .

O fancional de Euler-Lagrange correspondente ao problema (P} ¢ dado por

Lo HY{(SY — B
1 3 -
I =5 /m]u /.z«(,}f,u_) - /hu‘

A partir de (f). (/1) {fo). segue-se que [ € CHHY Q). R), com
Iuye = /V-:.:.Vf.? — /f{',rgu.)-t' — /?z.z_.r, Vuor e HY{O).

{Logo, o pontos criticos de I, sdo solucdes de {£)).

Teorema 2.2. Assumindo { fo). . (f5). (7). temos que {F),) possul pelo menos

uma sohiciao nao trivial.

Prova: o resultado seguir-se-d4 como uma aplicacdo direta do teorema 2.1.

Para conferir as exigéncias de dito teorema. vejamos os dois lemas seguintes.
Lema 2.1 (fo).(/1).(fa) = [ satistaz (P.5.).
Prova: trata-se do lema 1.1 de [1].
Lema 22 (foti—— {f5). 1 fal = [} satisfaz (.71)_,(_12)_‘_(1’3').

Verificagao de {[7).
‘De;a ke X{. Entao, usando {hy) e { ) gre-se

=~ [Fle.ky —A/h_ /f



Verificagao de (/).
Seja n g Xy,

Mediante a definicao de oy, e, { f3). obtemos:

| I i o -
1> —;/ AT 5 I/'u“} — 621 /] +I /feu

Portanmto. usandae {2}, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (4;). e, o fato gue

/|‘C-’u.|2 > A /“.3 resita

: : « e RIS
(-I) .[}i_('ffj Z -—} (1 — N ) ||=H||2 — (‘.SUH'{LH' g jlf”ti”
- <]
o \ )
Logo, chamande lull = p e by = —1 (1 - ;—) o segundo membro de {4) é:
1

bm’-?g ™ ﬂ’ﬂf}m’ﬂ — Mp.
Clonsiderando a funcdo 2 : [0, +oc) — B, dada por:

zp) = byp — agp”.

o grafico de = ¢ como na figura:

:I)[;

: o1
et que p{, = (mm) ce. xlpp) = M.

[diten
\oltando entdo, a i) e. tomamo ]l'zdj = pg, temos:

Intu) 2 polz(pe) — M} = 0.

Logo, Li{u) > 0. Yue dB,,{(0)N X,



Verificagao de (/4.
Seja ¢ € X,y nao hmttade superiormente {tal e existel pois H'{Q) nao esta
mmersa e Lo {Q) para N 2 23,

Denotemos por:

Observemos gue, trocando € por e, com { > 0 pequeno. podemos assumir, sem

perder a generalidade, que:

0.

(6) (A= A) /f <A
Por outro lado. usando { f;). obtemos:

Existeni: by > 0, sy > 50, tads gquer

(7) Flr, s} > %52 Tk st Vs > 5. Vo el
Além disso, (fo) e (1) = Existem: by > 0.5 > 0, tals que,

. . T . - —

(8) Fla)z S- =kl = k. VsSw,  Veell

...\

Seja uw =k +fe, comke Xy, £ 0.
Utilizando (A1), (5), (7}, e, (8}, conseguimos:

).
zgs(',r-.fqtzf-):% f[m - [f(J K+fr)~i/hc-

A .
= /f — / SRt le) — / f{;??._!ﬁ+'f.€)"f/h,€ <
2 —L‘f<sj ' Fhle>sg . :
W . A
< B _/e-?-;_z-.-gjf et te] + k7)Q1— 2 /(;Hff} —fq/ ( 4+ 16)17 & HI{/ 2/
2. ,i,-+ff_>551 2. ooty
Assim. chegamos a

(9) Dk st JgL[r,Hf/t[mA]L (b + 1) 4

£,

halb] 0] = SO0 + a1 [ )1
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Em particular.

A =) ) , Ao
(10) Ik +1e) < .,_Smw.s,._mm\_)_ / e+ ki / o] o+ Atk 10— %|QH€2

M /(_._231;2 £ 110

12 caso: A, — A < 0.

Notando gque. em (10}, os coeficientes de 72 e k? sao negativos, podemos afirmay
que existe A € M, dado por: 3; = maximo do 22 membro de (103, quando (4. f)
varia em IR x K7,

Na verdade, este 4y > 3 (Para bk =0 el =

. resulta positivo

o 29 membro de (10)). Assim. temos:

{11 ik +te) < 4, com F; € (0, +x],

29 caso: A —A>0 e B+t <sy
A partir de (10} obtemos:

L~ Eﬂw()\x — X) / e ko lk] [ 4 kalsy — ﬁ:)/le[ -

2
FRIOL+ (s = B)M( [ )17 =

Tk +16) <

b | e

Q1R +

y I : 9
— [~ N) /f.r ~ AR + holkl 19 + halsr — ) [ el = k(2 = M) /e" n

.5'2 /\x —_ )! 5 : 2 : = )
+“-"1"(“-;'ml fﬁ:' + {8y =~ i‘}ﬁ.:‘f{/ﬁ')m + £7192.

Como (6) imphica que o coeficiente de &% ¢ negativo, concluimos, em forma

analoga ao caso anterior, gque:

(iﬁ) Existe o€ R Lk +ie) < Ay

32 casor M.~ A 20, e, A+1> 8.



(}'{_.‘ja ()1 = {_, — () . { ) . E}

Logo. |©5] > 0. Também, se » € Oy, entao:
rdelr)y > b+t > 5,
Entdo. empregando (9) tem-se:
(12} Ik 41e) < %{\ =) [ bl 101+ b :‘/[c|~~ s
gk 4+ 10 4 mf(/ 1L 0] = |
= [(A, — A) [ e — AlQ)] jé}—) + f)./ e} + ko ik] 10 — ;{’3;{7.[ el +
Sk DM — ) /<-:.-~ TS W / e — bylh + 010 +
+z-;\f‘([(-, 24 0 |
Logo. fazendo k + 1 = 5, obtemos:
Ik 4 te) < —hah® 4 kys® + kysth| + kes + kelkl — kes™7 4 1710,

onde: by >0, . ke > 0.

Portanto,
Ry A+ ;,,_,s LAkt kst
Lk + te) [\/—]u ] o TS bgs® + kgs
fom + ;i‘_f)‘.‘i-' 2 oy
—kss' B0 < (———mw)— Fohys® 4 hgs — hesP 4TI =

= %*.9,5"2 + kyps A+ Ky — ;‘ASS}.[a

. i
Como: P > 2, kg >0, e, 3> s, concluimos que,
{13} existe o {: . tal que: Folh +te) < 35

Chamando  Jy = max{#. . J}, obtemos, usando {11}, {12}, e, (13}, que:
Lk +te) < Ja Yk 1) € IR x BT,



Portanto, [, satisfaz (/).

Segunda parte: Caso .V = .
Seja @ = (0,1}
Suporemos as condicdes { fu) {(f). () (f5)

Tambeém, precisaremos de;

{(Fa)" Existern: 25 >0, e. o & {0.)). tais que:
T x. \7/.1. & 1(} ”. \f‘r £ {""‘co. :_(;) \ {G}

onde: Ay € o primeiro autovalor positivo de —u”, em H'{0.1), com condi¢io de

Newnann, na fronteira. Usando a condigao (f5)7 obtemos:

(14) Flo.s) S 55 Yse(—z.c0) Ve 0.1

Por ontro lado, como H7(0.1) estd imerso em L. Q).

(15) Existe co >0 0 el < eollull. Yo € H'(0,1).

No lugar de {3). consideraremos:

(16) My= - (1 2 ) ey, com ¢ > dado em (1},

Respeito a fungio o, admitivemos:
13
(h) A (0.1)— R . /1;( Sdr =0, | BHa)de < ALE
40

O problema a considerar é

{ —u" = fla,u)+h(z), oz €{0.1)

(P ) w0} = w1}y =4.

O funcional. enjos pontos criticos séo solucdes de (P}, &

Jy o H ([} 1y — IR, dado por:

._f;?_('u.}::;/ / Fla,u) | h-u..
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Resulta que: J, € CHHEYO L)L R com

] ] 1 H i )
Jilube = / u'v! — / flrude — | he Yu.r € HH0.1).
40 iy S0 '

Teorema 2.3.
Assumindo { fo). ([ (L0061 (7 ()7, temiese que (5] possul, pelo menos,

Wina zolugac nao trivial, se

gl
b

Prova,

E 56 conferir que J;, satistaz todos os requisitos do teorema 2.1.

A prova do fator (fu). (fi).(fy) = J, satislaz (P.5.). é a mesma do lema 1.1
de [1L

Assim mesmo. a demonstracio de que Jy satisfaz (7). decorre a partir de (A}
e {f:): dado £k & X,

3
—/ A M — Fle k) < 0.
0 Jo
J vertfica (1),
Efetivamente,

Seja v € Xg, tal que: ||ufl = f;m
i)

{5y

i

AT
I e
e

Entdo, utilizando {13}, segue-se que: Hhujle <

Portanto, mediante (14), consegnimos: Flx. u) s

. .
Jilu) 2o 5 [ (i) — ‘_/ — r’w

i 1
Aplicando, entdo, a condicdo (hy)7, e, usando o fate que / (v} = A / u?,
' S0 AV

Assim,

chegamos &
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. it y s
w2~ [ wp-2
' 2.0 2

: L
= Mol [ e
S0

€ i " .
(I - w-) / (')~ M| |uedh.

e §

A

Logo, em vista de (1), e, 16, temos:
1 ¥ R 17/ cr .
Jiluy > 5 (]. - :\T) el — Mgliull = Hu [E (1 - "{;) crflul| ~ _-UU] =

o 1 ( o ) ST ]
i L A M| =0,
2 ) [; A 1 o °

e " . » . <n
Conclusdior Jp(u) = 0, Yu & Xy, com luj| = o
L0y

Verificacdo de {[3).

Nio podemos agit como no caso N > 2, onde. usamos que H'(Q) nao esia
imerso em L. (§2).

. 2 7
Seja eg € Xy, dada por: eg(r) = — ~sen_x, v € [0.1]
Usando (17) resulta: . B

gl(ﬁza‘}g = 5 <A

Seja 6 € (0, ]]eoll ). tal que:

DR
(18) .110 (260) <
Jo €8 + 62
Sejau=4k+teg combke R, t>0

Mediante mmn trabalho andloge ao feito para a obtencio de (9), chegamos a:

2 i . i i,
(19) Julk 4 teg) < *%k%\ + % ( / (€5)" — A <—r~é) + tMof / ) +
P AN v 0

1 ) : ,
A-Fy (f- / leal + FH) ~— / {4 1&@)”.‘9 + kI
Fiy Jhdden oy

1 1
Notemos gue se / (eh)? < A / ¢Z. entao, usando (19) segue-se, imediatamente,
Joo ! '

gue .J; € limitado superiormente, em Xy & Rt¢y.



-1

1
Quando j {ef ) > ,\/ 5. consideramos duas sitnagoes:
o Joo ’

{a) k+68 <5 . (b) k+ & > 5.

(sy — k)?
IE

No primeiro caso, resulta: 12 < ceoem vista de (19), obtemos:

Sy 12 W 1y 12 &y o— f . .
Z0%

Lo,oH Yo e B Bl A 7.
+ (_g‘?"‘[}i -+ E‘(‘é‘_}“) ([} ({:0} — A[u f"(}) “+ z-.g ( 4 ﬁ] gf;'fJ[ + |!{|) .

Entao, aphcando (18}, concluimos que .J;, esta limitado superiormente, em
_Xrl :E; I&E)J'“ E:‘.{'}.

No segundo caso, chamamos Q0 = {x € [0,1] : elz) > &}

Assim, Vo € OF, temi-ser k4 tegla) > b 426 > 5.

Em seguida, utilizando (19) deduzimos que:

. . 1? oo LI a1/
Dlk+te) € —skA+ S (/ (€))? ~ A /; fﬂ) kMl [ €)1+
2 2 \Ja Jt :

+ ks (t | el + mi) — by (k4 800051,

Logo, levando em conta que

;| > 0, a situnacdo é andloga a obtida em (12}
entdo, mediante um argumento similar ao feito naquela ocasiao, resulta J, (k + fep)
limitado supertormente no caso {h}.

Estando consideradas todas as possibilidades, conchiimos gue J, satisfaz (f3).

]

Observagio: Pode ser provado (Ver [1}}, que. se 0 < A < :I entio Jy nao satisfaz
(Is).
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Secao 2

Problema de Dirichlet assintoticarnente linear em —oc e su-
perlinear em 4.

Parte (1): Caso N > 2.

Nosso proposito ¢ estudar o problema:

(P,) Au At _f{_zgu)—kf}u)_ re
1w o= a0,
onde:

A <A< Ay . paraalgum k> L

com Ay < Ay < ... valoves proprios de (=2, HLQ)) com as correspondentes auto-
funcées: €4, €9,.... "
Assumivernos:  { fo), (f2) (fa), (J5), além de:
G Jim fles) = gle). com g € CQA
{fz)™ ‘ E)gstem: g0 > 0, og € (0, Appr — M), tals que,

. 1. .
j?(*‘I S’) S 50?{}‘52 H Vs & (_5{):5[5)
{hy ) b 1~ IR, é coniinua, verificando:
] b =1, Yu € {e1, ..., €r).

Precisaremos, também, de

g _ 1 1

O funcional de Euler-Lagrange correspondente & (Pyy= e I, « HI(O) — R,

Lfu) = wij / [V |? — %fug — [ Flr,u) - / b,

dade por:

50



Camo consequéncia de (fo), (f1)7 ¢ (fy) segue-se que [, € CHHIQY. IR).

Notemos. também, que os pontos criticos de [y, sao solucoes de (P )

Teorema 2.4.
Supondo { fol. (A () (F) (Fa) (s (A )™, (20), existe wma constante
M > 0 14l que. se

(21) / B <

entac, {747 possul. pelo menos, uma solucdo nao trivial.

Prova:
Novamente. a ferramenta essencial é o teorema 2.1.
Veremos gque [y satisfaz as snas exigéncias, considerando quatro lemas. a segnir,

Em nosso caso, X = HQ), com ||u||3 (Ve Xy ={eg, ey, Xy = X5
Lema 2.3 (f5) e, (hy )™ = I, satisfaz (1{).

Prova: seja v € X;.
Usando (A1), e, a desigualdade variacional / [Vau|* < A / u?, obtemaos:

/\k ]|"R7u[.Z - / Plr,u) = % (1 — ..__) /|vul / Flx, u)

I{w) <

W]
\‘__‘_‘%
s
|
]
S

IA
i
*d

2

5

5

L

Assim, aplicando (f3}, concluimos: J{w) <0, Yu € Xy,
Lema 2.4

Cfad U Ufde Ufa) L), (21) = I, satisfaz (1)

Prova:
Primeiro, notemos que, analogamente como em {2}, podemos considerar o namero

real positivo:



, Fla, s)
g = L“g'“ SUp )
jslzeq |5]7F

Seja u € Xy,
Em vista da designaldade variacional: / IVul? 2 Apys / u?, resulta:

I{u} > é[{i‘![E'g }\L*} / u|| /I {2, u} / hu.

Empregando { f3)7", a definicio de ay, e (21) {com M~ a escolher), segue-se que:

“o /]? |n+i . (I_{) /“'2 - l‘r"“”“!“[
n—I—I ) HA‘HH}.

In{u) > i fu][* —

Isto e,

1y L) > l(i ot )ll P = ol — e {ful
PISTR I I I wit” — apfjul||”7 — @i]-
’ 2 Akt | ¥ VAL

Chamando Hull = p, e, = (l,~— fo+ ) = by, temos, usando { f3)7, que 65 >

1
C2

e, o segundo membro de (1)7 &

. - M~
!}{;,02 — tagp” m 1,0
+

Ohservamos, entao, analogia completa com {4) (Secdo 1), onde M, esta no lugar
M= '
de ——, €, by no Ingar de &,
l{‘-r] - TR . :
Aproveitando o {eito naquela oportunidade, podemos afirmanr:

g\ Mo
Dora fhyll o g oo | U _ .
Para [lull = py = { tem-se:

ol

A
-{h(u) Z 0 (3([){:!} - \/T) 1 Lom :(. ) = UJ'O ff-(hocr'
hE+1

Portanto, escolhendo:



— ; afa—1
- B o1 b
M7= \/;‘*‘-H-:(ﬂa) =/ x\k+1‘( J.;’n—i)' (f) :

i

CONSEEUINION:

Tetu) > 0 Vi€ Xo NaR, (0).
Lema 2.5
(o) (S0 (f2)- (Bg )™, (21} = Iy satisfaz ([3).

Prova.
Seja ¢ € Xy, nao limitado superiormente. Chamemos:

{._')')“ \ = ,!I‘C{(:I2
. = [e2
Logo, Ao 2 Ay
Em particular A, — A > (L
Como o valor de A, nio muda ao substituir € por fe, podemos supor:

{(3)" _ 2 A~ )\)f{:‘.z < 8T (% e 1) . com 0 >0

tal que,  &{lp]ld, < /EV'UP_,_ Ve € X,

Por outro lado, sejd f (a8} = As + flx,8). "
. - As? .
Log@g 1“_‘("}:_‘ L,} =z ——;“‘" -+ j‘(rﬁh)

Entdo, usande {f;), segue-se que: existem, $p > sg. e, 0 € {#,1/2). tals que:
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0 < Fle.s) < 0s [l Vs > %y Vo€ 0,

Porfanto, podemos achar: Ry > 0, e, s > &y, lals gue:

. - A > _
(4)" Flo.s) 2 56+ RysY? = 0. Vs > 55, Yo e Q.
Sabendo que Izm [f'( — As] = g{x), e, utilizando { fo). obtemos:

Existem Ry > 0. 5’3 > } tais ques

™
e
3%
%
|
EIJ
]
s
<
y
AN
i
<i.
o~
m
—

Seja, entdo, u = v+ te € Xy % Rle.
Em vista de (A}, (2)7. (417, e. (5)", resulta:

Li(v + f€) /m:ll 7/|V¢1’ [Fle.o+te) -f/hf<

.. <) t-‘ ) 1‘ - .
< / Vol + A, f ¢? = f (v+1te)? + R, ] o+ tel + Rl
2 ?. ,2 ?_f—;'—'h._-gsl 3 )
A 2 18
~2 (e I{I/ (0 + te)/? - t/he.
2. I P T I )

Em seguida, ntilizando (21), a definicio de &, e, a designaldade variacional

/]WF < Ay /,{__,25 seEe-ge!

.f;;_f!»}-f'(*‘) < 32- ( ) i H “2 I fj )\ — ,\ [( RIO! ”-p||w+
4 Rai A+ Ryt f|r§ Ry [opres {0+ 16) 1/6 +H{ ([ehyi/?

(6)"

Vejamos, entao, o



-EQ Caso. ty e { :‘E Hy.

onde:r g = mipn{x).

wEll
Clomo ) < 1 < sy — vy, utibizando {6} conseguimos:

Ifetie) < 5 (1 - ;‘)3’ el + = “:m—f“) (Ao~ ,-\)'[e'-’* 4 R0

Hoo 4+ R2(81 ~ vp) [|f| + {51 — o) MY [ r-;a"""’)I’}'2 <

ol

||
K “\) P - [ }m %f«,\—}\)/' R [

10 = a0 =3 [ Ralal+ R [[lel 4 25 [ ) llell + 50307 f 27

é negativo, resnltando, entdo, gue:

+

] i

i

410
,_i_

£

l/\

1
=3

,..{...

Ora. em vista de (3)7, o coeficiente de ||o][%,

L{v -+ te) é limitado superiormente, no caso em questio

2% caso. g+t > 5.

Denotando O = {2 € O :ela) > 1}, resulta

|04 = 0. e, W Cl{reQivtite> sl

Destaguemos diras sitnacoes;
. 2R,]0
1) ||?,.'-||_,x3 < '] I 5
(A, —A)fe
Assim sendo, usando {6)7, obtemos:
. f- 2 2RIO? (
i 1 — 2 a1 RO
(7" R ATy =R
Rt el = Balvg + 0500 4 1007(J 22,

. |t'o[ = |[{||,r < const... ésulta que o

T)é
REOP Ra[Q 1y [ e]
Y Y

Levando em conta que: § € (0.1/2), ¢
hmite, guando # — +oc, do 2% menthro de {

1;3( )ff 2

Iim ¢ + .
frmmae /-2 z.lf‘*?{_}\g - A) fe?
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i)

iy 1/5 , AF e 1/ o .
=1 Lf}*j + 1) 0]+ “‘““‘"f%‘;f_““l“)"’”} = (o l{~ )] = —oc

Portanto, {p{e 4 fe) é Hmitado superformente, na situagio considerada,
2R :
Hell o > i ou $¢ja,

(b — A} fe?

Rif0] < (A = N[l

Utilizando esta 1iltima designaldade. e, (6)7, tem-se:

Ii{e+te) < -1; {(I m%) 5+ (A = A) / ] Hell2, J.——} —~ A} /c-;zw:»_f?;sEQH

JE{

Rt / le| — Ri(wo + 11704 +m*(/ez)lf’?
Em seguida, nsando os fatos: of < [l . e,

A .
—3 ) &+ (A — ) /efz < B, chegamos a:
k B

(v +1te) < —H(l - —i—) & (A — ) ]f-J w2 +

—Lfmgf]|l Ry mwl”mum[z)m

11/, AN L _ N vg + 1) | . U, 5
== [(1— 'X“) 5 —i—()\,‘m)\)./e'] ?.;§+(“—2--(,\,_.m,\)_/e - Efw(x,km,\)‘/e

(A, = }) / ¢ 1 RyiQf 4+

lw; i

3‘.

gy + 1)(Ae — ,\)_/e? LAl - ,\)/ef + RoJO + Rylvo + 1) / le]
—Rgivc,/m ~ Ryfvg + 1310, | + z-.-}.f“('/ez')m.

- Fazendo vg + 1 = s, consegnimos, entao:

2

AN L : 2, st
(1 — A_A) 8 - (/\, - )\) r/f'_”’] -t_!é -+ _3()\,““. )\) / (_—';3_+

L2 _ - _
+ 2000, = 3 / €2 — pgs(A. — \) / % Rl + Ros / ] — Rato f le]

2

s (s - pf_-])_:-w(/ﬁ-.?)f/'-.
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Assin,

De 4 1e) < —k5ud 4+ Eog] + his? 4+ ko 4 ko fogls 4+ RalQ| — dgst?

Kl - i) § 420 — A} [ e?
iy

resulta A7 > 0. temos uma situacao comple-

onde: A= Ryhi. e, k=

Tv[""“

X

Comao kf > 0, e. em vista de (3)
tamente analoga com aquela de (12)° (Segdo 1), e. podemos concluir que [p{v + f¢)
¢ limitado superiormente, na sitnacao i),

Logo. juntando os resultados, fica provado que [j, verifica {/3).

Lema 2.6
sSupondo (fo). (f1)7 (f2). (fo). (b)), e, (20). tem-se:

1, satisfez a zcmdiqao de Palais-Smale. (P.S.)

Prova. Usaremos o lema 1 de [10]:
Se g : 0 x IR satisfaz:

{+1) g € continua
(€751 Existemt: A 5 Ay, e, 0 < o, < 1, tals que,
; F.8] — /‘\%
Iim ‘g*(}m——}—w**— =
Jra——— |S|Lx
| N 42
- ) x5 _ N>
{{73) _.11531 —(f—(m:—?l = {), com l<a< “\ — 2 > =3
e s I <o<+o0 cse N == 2

((5,) Existern: 6 € (0,1/2), 54> 0, tais gue:

0 < Glo,s) < O0sglr,s) Vs > sy, Yz € f
) p . { 1 Nz
{{rs Lo < mim L+ o oW }..

."_‘;.{
-]



entao, o funcional @ @ Q) — R. dado por:

Plu) = »j; /iv-ni? — ] il u),

satisfaz a condicao (P.8.}

Aplicando dito lerna ao nosso caso, temos:

gla. sy = As 4+ flo.s)+ h{x)

Entdo. {(fo) e ()™ garantem (7).

Por outro lado, se § < o < 1, e, usamos {f1}" e (h1)77, consegnimos:

gla, 5] — As . Flrosy A+ h(a)

lim =———— = hm ———t = L
PP gs|;.‘r PREIRN E[n
Por tanto. {(dy) é satisfeita Yo € (0.1}

Em relacdo 3 (G4}, percebe-se na prova do lema 1 de {10], que o importante é

que exista nma constante ¢ > 4, tal que:

[, 5} < o+ clsf”. Ys > {.
Mas, em nosso problema isto é garantido pelas condicdes {fo).(fs), e. (Ay)™

A seguir, procuramos: 87 € (0. 1/2), e, s5 > 0, tais que:

0 < Glae,s) < sgla, 2), Vs > &5, vr e Q.

As?

Como Gla,s) = -5+ Fla,s)+ h{x)s. queremos que:
: Ast : - :
(87 0« 5t Flo,s)+ h{a)s SOAS + 0 sf(w5) + 07sh{a), . Vs> sy

Mas. aplicando { f3) pedemos afirmar gue: existe 53 = s, tal gue:

As? As? .
{} < 5 + Fle, s} 4+ h{r)s < T‘) + Osf{x, s} + h{s)s, Vi > 8.
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Entdo, para couseguirmos (877 seria bom termos:

2

As
-—+f’) Jlr sy~ hlels <8 At + 0 sfla, )+ 0 sh{r),

1t é.

O S8,

Y (r.s
(9)" A (5 - 9*) P LISy Pl

Clorno h’}}] G 29) = +oc, basta tomar 87 € (6,172}, e teremos (9)”
S 5

& suficy rentemente ar ande.

Logo. ((G4) é verificada.

. para todo

Finalmente, vejamos que é possivel escolher 8% de modo a satisfazer ()
Em primeiro lugar, utilizando (20). e, tomando §

> f. suficientemente perto de
H. temos;

L1

Ty

gl <

i\.-l"""

Em segundo Ingar, vamos aproveitar gue, na condicao {52}, no nosse caso, serve
qualquer o € (0. 1).

ja—

Assim sendo, quando V > 3, escolhemos o € (8. 1/5)

de maneira que:
- Portanto,

[SVAR ]

e

1 N+2y 1] -
mm{j*n BEY; }_§+T>g

Quando N = 2, escolhemos & > 0 suficientemente pequeno, tal gue:

" < : <}

L+ e
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Conchumos, entiao, que [y satisfaz (P.S.).

Parte (1i). Caso NV = 1.
rataremos o problema:

(P, —u" = Au+ f{eou)+ R r e (0.1}
e w{) = w{l} =10, )

oncdes Ap <0 A <0 Apgr. para algum b > 1, com Ay < Ay €10

{—u”  H3{0.1)). e. e1. €y ... as correspondentes antofnngdes,
Nossas hipoteses serio:

b U U (7™ (). ()™ Além de:
&=\ s 3)\,\ )‘*Iw{--l

22 S < A,
(22) &+ 3, '
onde 6" ¢ dado em (3)7.
1 12 ' — v )Y =

2 (/ ﬁ) My = A (1 - =/ =,
(23) Ju } = v L"l( Argr } deo
onde, ¢y > 0 é tal quer {Julle < allu]l. Yu & Hy(0.1).
5. o Jlr.s) il ) ol
{24} limsup St = p(2), com r € C{]0, ).

R e A

onde: 1 <o < +oo e, off <1

Consideraremos, a seguir, o:

autovalores de

Teorema 2.5. Sob as hipoteses {fo) (i)™ (fah. {fa) (s ) (B )7 {22}, (23), (24),

resulta que, { Py )2 possui, pelo menos, uma solu¢do nao trivial,

Prova.
Mais wma vez, apelamos ao teorema 2.1,
O funcional a considerar é:
Iy Hi0.1) — IR dado por:
1

A

| U, L
Ti(w) = - ] ('~ [ Fleow) -5 / SER
[§] a

JO Z . Ny

s

)



Também, 0. 1) = X7 &5 X onde X = {eg, ... o).

Em HH0.1) estamos supondo a norma dada por:

-1
it = [ )
JE

Clomo consequéncia de ( [y} resulta que I7 ¢ de classe OV
Por outro lado, o fato que I7 satisfaz (P.S.) prova-se como no lema 2.6, com a
diferenca gque. vo lugar de (G5), temos af < 1, o qual é suficiente.

Assim mesmo, {7 verifica (1], e, a prova € como no lema 2.3,

Conferindo a condigio (/)

- - - \ A In . _—
Seja u € Ny = X7 tal que ull = p = S onde gy @ dado em (f3)7", e, ¢p em
260
(23},
- : <l
Temos: {lull,, < =
J B 2
e - R [ 40
Logo, (fu17 fornece:r F{ao.u) < ”‘;;"i:’-l,
Portanto, )

I i 1 - on L A 1 o 1
Dty ('Y - — | v — = / w — | hu
A £ 2 2o ;

-y A i

Assim, aplicando a designaldade de Scharwz, e, a desigunaldade variacional:

1 1
/ S LI YO /_u.z,_ olbtemos:

0

- 1 oo+ A\ 110 (A7) VR fotuy e
SR I _ (u)?
Iilu) 2 3 (1 ees )/0 (u')" — A

Entao, utilizando {23}, resulta:

. 1 Gy —'r—. A MG sy ag -+ AV &g ' A
Sy e 12 (1= S8R ] - i | = S0 oS0V S0 e )
[}J.(U_) — ””“ [2 (1 ()U“le ) ||“|| “}Ak*«}_ 2(:0 ’\Q‘:%—T_ ey #Ak—}l |

T

Coneluséo: ) >  Wuc X, 1 8B,(0).

Logo. I} satisfaz {1,).

bl



Verificagio de (/).

Escolhamos ¢ = ¢354 € X, \ {0},

definida por: ¢fo) = \/’3«:::*'1'1(:?\‘ + liwa. re 0.1
Denotando f: (r.s) = As < f{r.s) temos:
. As?

Flr.s)= "= 4 F(r.s).

Aplicando (fy). (fi)" e. ( f3). obtemeos qufr
Existern: sq 2 s5, 6 € (4,1/20 B > 0. R; > 0, R; > 0. tais que:

= LA 5
o Fr.s)> el R 0, Vs > 5
. a2
ve [r.s)z e Bils| = R Vs <y
Uiilizando estas designaldades, conseguimos. para v = v+ 1le € L Jite, que:
. o . L " t
{e+te) = ~_~/ (v/ +te')* — / Fle.v4te) — / he +te) =
2 o o i
1 st ) oA . 1 53
= —/ (W) 4+ — / (e'V — | Fla,otte)—1 / he <
2ty 2 Jo Ja Jo
1 1 2 {2 A . ) - . ) ]/E
<3 / (') Ay — = / (v 4 te)* + }{2] le + tef ~ R / {v+1e)
2 A} A 2 trbde gy I ST eefe g T g
At : LR
—— / ('I_.‘-—i—ft’:}z+i'(/ f;ﬂ_.z)lf}%«R;.
2 Dubtess A0

. \op
Assim, desenvolvendo 3 / {v + te)?, e, nsando designaldade variacional:

0
, s
{ {2)* < \g‘/ v?, oblemaos:
F o 0

. ! A .
(25) Lile+te) < 3 (I_W wi:) /r; (0")? + (/\AH — A} f? f ]ff + 15

iu

-1 "
+f@/m+m@—$/ w+th
S Sutie s

{hamemos vy = r{m’ 1]1?_:., e consideremos dois casos:
6.1



g
193 ty + g?‘ < S

Sy .
Logo, 5 < sy — o)

Assim. a partir de {23), segne-se que:

\ 1 AN ]
e+t = 5 (1 - ) /} (67 + (51— vo ) (Apgr = A+ R0 [ +
-1
Ry + Ri(s — ooV [} le] + V3(s; = o) g
AR

Entao, com o desenvolvimento de (37 — vg)?, chegamos a:

d A oL, . .
JI-:(I_" ”'?‘ ?"E.‘) g ‘5 (l e Y‘) /{; ('DI)" —:— :‘5{(/\;&._{_1 — «3\) e 2.51'{.‘0{_z\k+1 et )\) ‘"+"

i

2 v N . ; - .1 ) ._-_ Al *
+op{Aper = A} + Ryljell e — .H;-{ro\/':jj le| + Ry \/2/ ol B
0 Jo
- \/}_EU “‘{{? + \/:‘*] 1:_[;;

Em seguida. aplicando (22). e usando que 1y < ||pfl. consegnimos:
I/ AN L . g
If{v+te) < 5 L= = ] 67+ 20050 — M el + silheer = A) 4+ Ry

A £
. 1
+ RV [
So{F

1
o]+ V25 M + 283 (Agry — ) + By + B33 [Crel+ \/?uo] .

I

QOra, (22) = (1 — /\—) 8+ 3y ~ A < 0L
i

Em particular, o coeficiente de {{vl]2 é negativo.
Portanto, If{v + fe) é hmitado superiormente.
V2

S1VA ; o
.L‘") gy *")——f > 8.

, 5
Chamemos Q7" = {x € [0.1] : g{a) > X/;:}

Entao: >0, e, se ze]”
2
segne-se quer o{r) +fe{r) > vy +lelr) > vy 4+ Tt > Ey.

63



A partiv de (23} obtemaos:

24 o Y fj _ LopT 1|. V2 0 oy
{26) Ife4te) < 50y =AY+ RY o]+ A f 5{ | — Ry {eo+ —~—f BLEo
2 S ;

R

Agora. temos dois subcasos a considerar

, 2H
i) el € =——tr
Aprr — A
i’f'
i particulas |io| <
‘u

'f‘} \/— 1/8
v +1te) < ‘”)"“ (N1 — A) = Aol + RS #/ fel— H‘( -+ w;mf) 7] +
e b AR 1
+R;+ 1My T_)“(./\#:H — A ‘i‘. ::%MZ + Rt /0 lef + 3
(AN
— K] bog + Ti‘f Nitiag N Ay

Portanto,

ﬁ@+m<ﬁﬂhﬂ;k¢ AR Ry le]
7. — 2_{.1/3—2 i.}_jr?()”:_ﬂ - A) -{"lfﬁ —1
~\ 1/6 : 18
o \/E “f" f_l)x . \//E Y
o 3 BLA— ) a — oo 1 - F7 - O = wame
h(i+2) 1057+ s+ o {a@(ﬁu(g) 057 = —oc,

quando  — 400,

- Logo, IX{v + fe) é limitado superiormente.
.. L 2R
i lelbe > 2
- ) /\ - S FEE
Portanto, R} < (At 5 Ml
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substituindo, entao, no termo R 3] feb, de (25), e, usando {3)7] segne-se gue:

I A _
}(1“:‘{“)?‘”1” “““““ {}\,lna.l“\}—i—h) |] Iix 1{:;—{—

o VAN
+ R / lel— R Loy -+ "“;*F‘ SO+ AT <
ST

] ) Megr =N,
5% - —) JII {1 “%“E"{'\k%»l_f\)’f*‘{kl_z—!!“H&;—!‘ﬁéi/ﬂ e}

5\ 1F : _
—R; (m + .,_,V’;_:f) SO+ Ry A = 1; K}. - xi) &+ Ay — /\} leh
2 Z Age

) 5\ 18
e Lo ) . 2 .
+5(Ags — A) + R 4 el + R; -+ 1M; — R; (-z‘-{] + w?f) 105,

Comao. por (22}, resulta (1 -1 & + Ay~ A < 0, conseguimos, a partir 4o
Fa 'L

altimoe membro obtido acima. gue:
o S L AN , 1 oy [ .
Ii{e+fe) < S - 8 4+ Apy — M v+ ;;-(_)\,;,_H — A} + Rit / lef+ RS +
e S

W
—  1/6
\/Z ) E(—}""‘]

+ tM; — RS ('i.‘ﬂ + Tf

Somando ¢ subtraindo termos apropriados, visando a aparigdo da expressio
2

v -+ w;:! obtemos:
2
1 A ., V2 ,
IHv+1le} < 3 {(1 I ) 8 A Appr — } vy + (-r.?o + “}“1‘) {Arg1 — A) —up{Apsr — A)
= l{\ L .

1/8
\,/_ !’(;( }\L.{ 1T /‘\ -+ Fl}:f / %(I + ff? | f 1[;; —_ }? (E{) 1) |01 E =y

- 4 -
1 Ay . 2 20N
o -; [(1 — “i;") (S*' "I-" )\k»—hl - /‘\} Y-"{i -—%— ('g.‘r_-] “}” \/T“f) (:\A..;_} - )\} — ('i?u "+" —\{):"f) (Ak-{ﬂ — }\) —!—

(i)

‘“l\
T



onde: &l =

‘,._

- 1
”'}'f N v{ i’( \} )k) ‘"‘L‘ . T‘:; ‘jl‘- f,’t :f{; — \/2“‘[‘_1( .—‘J\;‘-_:._"i e \} ".L' _!‘{3? / [E‘|
S0

— 1/
o 2 oyt AN s
““h)] (i’-‘{} ‘}" “'ﬁf) Ile i = :‘; i:(l - """") (}} | }\;r} - \i| IU "'I-“
. 5 %

+ (*‘0 + o5t (v = A = g (’t‘-a + """";"f) (Argr — A) = 5-Trp{heqq = A) 4+

— 1
! 3
«E—H;i'/ le| + Ry + A — R (-:rﬁ L wgi) g5,
o 2

A

Chamando 5 = 25 + _._}_:f a estimativa obtida escreve-se:

. 1 A
J.Ih_(_t-’ - ifﬁ) < —) {'( - \ ) &" + \{,_1_1 — )\} EU (/\ng — \ — gk ()\A.;.l - »\)

Iy

i ~ -
—vofs = toAper = )+ Rils = e)V2 [ el = Rist 1071+ i+ (s = w2V

Reagrupande, entio, alguns termos, resnlta:

-) p k
13 o~
VRs/2 / le| — Ryoov/2 / le] — Ry 00+ VAN — voV2ALL 4 RS <
46

< kel 4 Elvg + kls® + kls + Elvgls — £ 51'(9 + Rz,

1 A , ;
j‘;(l‘ “+‘ fﬁ) g — I:(l . \ ) {( X}\“L'l - \\}] {?[3 ”"I" ‘\2(/\1\«%‘1 - }\} - 2'{.-‘03()\&_-_;’_1 - )\) —|—

o

AN
[(1— : )é“+3(f\k+1mf\)} cen b= Ry > 0.
Ak

-3
Como (22} = ki > 0, temos obtido uma situacio inteiramente analoga com

aquela de {12) (Secdo 1).

Portanto, /7 (v + f¢) é limitado snperiormente, também, na presente ocasizo.
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Capitulo 3
Condicao de Cerami,
Introducao.

Na metodologia wilizada nos capitulos anteriores percebemos a importancia de
certa “compacidade” do funcional de Euler Lagrange associado ao problema que
gueriamos solucionar. Estamos falando da condicao de Palais-Smale (P.5.).

Eista ¢ generalizada, e assim. obtemos a “condicdo de Cerami”, mals uma ferra-
menta para expressar a “compacidade” das sequéncias que convergem a um ponto
“candidato” a ser ponto crffico do funcional em questio.

Este terceiro capitulo possmi duas partes.

Na primeira. provamos gue s¢ X & um espaco de Banach e a funcio o XN — R
¢ de classe (', limitada inferiormente e satisfaz a condicio de Cerami (em todo
. nivell, entio = é coerciva,

Li Shujie [15]. provou o resultado analogo para a condigdo de Palais-Smale.
Para tanto. utilizou o teorema de deformacao, via o método “fluxo-gradiente”. Nos
usarenos o principio variacional-de Ekeland na maneira como ¢ aplicado no artigo
The Palais-Smale coadition versus coercivity™, por David Costa e Elves A. Silva [7].

Outro assunto que consideramos nesta parte do capitulo é uma proposicao re-
lativa As sequéncias minimizantes de funcionais O, limitados inferiormente, satis-
fazendo a condicdo de Cerami. {Certamente, é uma prova diferente do lema 1.6 de
[13]. onde Jodo Marcos B. prova que tals sequéncias possuem uma sub-sequéncia
convergente, generalizando a proposicao 2 de Brezis-Nivenherg [3]).

Na segunda parte do capitulo, temos uma versido do Teorema do Passo da Mon-
tanha, com a condigio de Cerami no lugar da condigio (P.3.} e aproveitamos para

aplicé-la no estudo da equagao:

i wm Au 4 gl u) + e, xe{0,1)
w' (0} = (
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3

onde § <A < }T he L0 1) e anao lincaridade g satisfaz algnmas condigoes
diferentes daquelas consideradas. no problema an alogo, em {9]. por D.G. Figueiredo-
B. Ruf. Por exemplo. ne caso A = (). ditos autores colocam a condigio:

gle sy >0, Yir sy e (0.1 x R - ﬂ.iin‘_i\:y(r,5) = (J. Enquanto que nés supomos

hm g(x, s} = —~o0, sem impor condicao sobre o sinal de g,
s . ’ -
i

. . . s =k .
Assim, uma situacao com gle, s) = \/— 0 estaria descartada em
: T .

TANAY

{QL ITEAS, a0 DO OSSO Caso.
Secao 1
Condicao de Cerami versus Coercividade.

Seta X um espaco de Banach.

¢ o X — R é coerciva se plu) — +oo, quando |Ju]] — +oc.

Isto é equivalente a .
Yd € IR, o conjimto 7 = {r € X0 s{u) < 4} é limitado.

ee  Uma fungao ¢ @ X = JR. Fréchet-diferencidvel, satisfaz a condigdo de

Cerami, no nivel ¢ € R, se toda sequéncia {u, } C X tal gque

lu,) — ¢
(o' (e 3] ae {1+ flu, |1 — 0, guando n — 4o,
possul wma sub-sequéncia convergente,
Usaremos a notagio: o satisfaz (),
Nosso propdsite ¢ provar que se ¢ € (X, H) é limitada inferiormente, e,
watisfaz ((),.. Yc& IR entdo o é coerciva. ' '
Para tanto, utllizaremos o Principio Variacionol de Ekelarnd.
Seja M um espacio métrico completo, v 1 M — RN {+oc}, ¢ # +oo, semi-

continua inferiormente, limitada inferiormente.
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Chamando o = 1&5}1‘9 sejatn

>0 me M, tas que. Ty < a + e

Entio YA > 0 existe vy € M. verificando

() e < ()

() d{uy. ) < A )

(111} =) < e} + %rf{u.'n_\)_ Viee M. w#un.

Proposicao 3.1
Setam: o € CHXUIRY, ¢ € IR, tais que

{1) 21 é limitado. para d < ¢
{2 &7 & ilimitado. para d > c.

Entao existe {u,} C X tal que
o ol — ¢
oo Ho(u x {1+ {[ual]) = 0. quando n — 4o

saw |[t,]] = +oc.

Frova;
Em vista de (1), tem-se que:,
Para cada n > 2, existe B, > n. tal que:
P C Br, (0). {bola aberta de centro 0, e ralo R,)

Definimos

M, = X\ Bg (0}

0, = ¢, {7 rvestrita a M)
Notemos que:
{3 : C, = J}I}f B, > c— -

Como (2} = % & ilimitado, podemos escolher 7, € X satisfazendo:

_ _ B, 41
Amy<er~ e @z
: 1t - "V"}':



Loga. @7 & A, e, usando (3}, obtemos

i

< o

Aphicando. entao, o principio Varacional de Ekeland, com e = - e A = \/— :
3] 1T

CONSEZNITTION:
Para cada n > 2, existe u, € M,. verificando

y ) o 1 2
(i) et S ey < plun) S AT St :w;
' HHhag,, ol ' \
iy wi—i Yu € w oy,

(i) |[w, — U

A partir de {1) (1), segue-se que w{u,) — ¢
Também, usando {1} (11}, temos:

all 1

L “-H”E|(1—‘W)>R +1Zn+1

a2 fill = 11 = w2 5] - = 3
1, pertence ao interior de Af,.

Em particalar |ju,|| — 4020 e

Por outro lado, utilizande {4){i1} , obremos

iyt 9
elun) — olu) = Vu€ My, u s u,

< .
e —ull

Portanto,
- ry < 2 My > D
7 sl Wy e < e n 2 2

Assim, aplicando (5) e (4)(in1), segue-se que:

(1l < DGl + 0 1 5
' 2 2
jh||<r? (_u'rr) aﬂit - \/?} |Un 7 o ;

s {1+ fhea ) — 0, quando n — 4o,

Logo, || (u,)



Corolario 3.1
Se o € CHX. R, satisfaz (). e »? é imitado para todo d < ¢, entao

e

S 6 himitado, para algum + > (.

Prova: Efetivamente. se for %7 ilimitado, Yy > 0. aplicando a proposicio 3.1,

conchiriamos que o ndo satisfaz (O, contrdrio & nossa hipdtese,

Observacoes:

{117 Em particular, deduz-se a partir do corolario 3.1, que 27 é hmitado.

{2y Se w & CHN IR, satisfaz ((), e ¢ ¢ limitado, entdo. %7 & limitado, para

alguin + > 0
{317 Se v € CHX.R) é limitada inferiormente, com a = il%f-i,?. e, satisfaz (W },.
entao:

250 ¢ Himitado, para algum v > 0.

{4)* Considerando a funcho g 1 ;R — R, dada por po{z) = €7, temos:
2h ¢ limitado, Wd < 0.
Como 7 é limitado, ¥y > 0, concluimos, usando o coroldrio 3.1, que g nao

satisfaz (C. o

Proposigao 3.2
Seia o € CHX, R)Y. limitada inferiormente.

Se 2 nao é coerciva, entin. @ nao satisfaz (), onde

co =supld e R : % ¢ limitado}.

Observacao: notemos que no caso da g, em {417, resulta ¢ = 0.



Prova da proposi¢io 3.2
Denotando por (7 = {d € R+ 27 élimitado}. tem-se que: ( # 4, pois o ¢
hmitada inferiormente. Seja ey = sup (.
Como 2 nao é coereiva. entdo g << +2¢.
Também. pela definicac de ¢, resulta:
27 é tlimitado. para d > o,
Assim, wmna aplicacio direta da proposicio 3.1 permite conclnir gque  nao sa-

tisfaz {C )., -

Corslario 3.2
Se p € CHN.JR) é limitada inferiormente e satistaz {(,)., Ve & R, entio:

£ 6 correiva,

Proposigas 3.3
Seja o £ (YN, R}, himitada inferiormente. Chamemos

o = nf .
nly

Se  satisfaz (C )., entdo toda sequéncia minumizante possul uma subsequéncia

converger te.

Prova.

Seja {z,} C X, ral quer o(x,) — a.

Se [, It — 0, entao. ndo temos mais nada a provar.

Asstmmamos, assim, sem perda de generalidade, que existe § > 0, tal que
ol 2 6 ¥ 2 1. _ _

Para uma subsequéncia {denotada ainda por {z,}}). podemos supor que:

1 .
ol ) <a+— , an=12,..,
_»,-( 4 ) — n2 E
: o . ) 1 |
Aplicando o principio variacional de Ekeland. com ¢ = —, e, A = ;
' 0 - ]

segue-5¢ gues

-.._—_'!
e



Existe nma sequéneia {y,]1 C Y. 1al que:

y . I
° 0= ".r:'{.?;"n) S ‘r':('.r;i_) <._ a -k —
n?
.5 whp ) < plu) + ——— e =yl Yu # y,
e i &
i
. o]
eeoo lly, — :iE < LLMML

I

Logo,

[ Cyalixe- (0 Haall) < Nl + 112 () - IIvn ~ T} +

1 B i 1EMAL

| || HII

P e | < . . +
Hie el M nlle il r.lﬂ"z'nii n f?||£n|
.1 1
< Py — — 0. guando n - +oc.
nt o on .

Assim. uma aplicacao direta da condicao {_C(,'){,., fornece:

{y,} possui wma subsequéndia {y,, } convergente.

A seguir, velamos que se ¥, — g, em X, entdo, r,, — f;u em X

Com efeito.

w0 Hawe = yng 4+ Hynn — woll + Hwell <

| 1
1L

<. + e — woll + Hyoll
Logo,
Hita, = yoll + Hyoll
| Ha | < i )
1 — =
. tige
Finalmente, entao;
T IR T R Y ey — - ||Iw|[
HJ- wg yf.l[f E “*L??k ﬁ_fﬂgli ‘{” ;jyﬁ.;{_ ir)“f]H <,.": Iy
%Jl.?/m - 3_’,!’{)|| T ififﬂi% . .
< + ey — yolf = 0,

Fhp - 1

i3

Hffﬂ ?J0|| <

guando & — +00.



Exemplo 3.1
Yara terminar a secdo 1, consideremos wm exemplo de uma funcio gue satisfaz
({7 dy. mias nao verifica (P.S. ).

Seja @ IRY — IR, definida por:

o}
R

glry)=ux (:ﬁz-rctgy -3

Consideremos a sequéncia {{0,.n)} .51

Temos:
o (o) =10 W
(75'90.‘“_.”1. F %’:(}J“g
ce _(}"1“{ .fl}-—-f”(.g”.""“’:é' i?y( cn) =10,
Logo, 12/(0. n)ll goy — 0. quando n — +oc.

Assim. {{0. n)},51¢ wna sequéncia de Palais-Smale, no nivel 0.
(Como dita sequéncia ndo possui subsequéncia convergente, entdo,  nio satisfaz
(PS)o

Seja, agora, {{zn, wa)tap1, sequéncia em IR tal gues

@ P(sﬁ.a .f"{'!'f'f-} - U

oo ' {za o limey (14

quando n — +oc.
Vamios provar que {{z., 10,) }n>1 6 limitada (isto forneceria que:  satisfaz (C o).

Em seguida, obtemos:

(1)"‘ Iy (a.'r'ci‘gff_gﬂ — :;-) —
(i1)" V 2%+ wk (r:'r'c'fg'mn — %) — 0
(i1} WErES whg ;;-; —y



Se tvermos 1o, ] — oo, entdo. nsando (717, vesnllaria: w, — 400,

Por outro lado. A 2o,
- Il [F R o

Logo,

; (u.-;‘d‘g Wy, %) hTLR (r}.?‘(.’i‘_g':.uﬁ_ - L)“) - =1

em contradicio com (1)
Assim. lz,,| < const..
St resta analisar o casor 1z, | <eoe, {w, | ilimitada inferiormente.

Suponhamos, entdo, que {w,} possui nma subsequéncia, {ainda denotada por

8

{1, 1) tal quer w, — —oc.
Entido. aplicando (1), resulta: =, — 0.
Portanto, utihzande {ii)". chega-se &:

® * +
1y (a-rcff;_;rw.ﬂ — 7) — 0. 0 gual é um absurdo, pos,

.

N

hm  — o, (a retyie, -
L e
Conclugsdo: {z,] < const.. (e, [, | < const.., como guerfamos provar.

Secao 2

Teorema do Passo da Montanha, com condigao de Cerami
no lugar de (P.8.)

Teorema 3.1.
Seja £ nim espaco de Hilbert, real.
Consideremos [ € CY{E, IR). e. § um subconjunto fechado, de E, desconectando

Suponhamos que x5 e 1y estio em diferentes componentes conexas de £\ 5.
Asswimamos, tambem. que [ é limitado inferiormente em 5, e
inf 1 > b > o =max{/{xy), I{xy}}.
5 |
Denotemos por: I' = {f € C{{0,1]. £}« f{0) = xo. F{1) = 21},

¥



Fritdo:

o Ry ) > e

e, se [ satislaz (€))., Teremos que ¢ é valor eritico de 1.
Prova: ver Apéndice,

Exemplo 3.2
Seja F 1 IR* — JR. dada por

Flre.y) = a% — (x — 17*4".

hao facilmente verificdvels os seguintes fatos:
o [ édeclasse C1
se (0,0} ¢ o inico ponto critico de F.

o s s Ixistem: uma vizinhanca aberta, 7, de (1 = (0, 0):
o &1 o > nlzl.X{F(_a}, Flup)},
tals gue:
max{F(0). Flug)} < ey < Fu). Vu € 9l

(Basta tomar U = B,{0), com p pequeno, e. ug qualquer ponto fora de U, verificando
F(“m) < 0).

Entdo, ao considerar a familia A, de todas as trajetdrias continnas unindo § com
up, temos que:

e= inf max Flu) 2 o5 > 0.
Ag 4 1_464

Fm vista de que ¢ > 0, resulta que ¢ nao ¢ valor critico de F. Como o Teorema
do Passo da Montanhafalha™, concluimos que ('), nao é satislelta,

Vejamos isto de maneira mais concreta,
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Escolhamos 8= {(2.y) € W? 2 =1},

Temos que S é {echado e desconecta 2.

Tomemos wuy = {2, 2).

Aplicando o teorema da alfandega temos que: cada elemento de A intersecta S,
e, como Fl, = 1. resulta que;

¢ = inf max Flu) > 1.
AEA wgd

Vamos provar que ¢ = 1.

Fara tanto. definimos:

To={{z.Ve Ry = .t > 1L

A
(2 — 1)3,’2 :

femos que: {2,2) € Ty, e. £, =0
Vamos considerar um elemento de A, como indicado na figura 3.1. {§ serd
escolhido apropriadamente).

Yy <

=15 12—
« (%-A)
oA
> >
o (4,0} *

Figura 3.1.



Vemos que. ao longo desse caminho, acontece:
1} De O até {1,0). o valor maximao de F é 1
1) De (1.0} ate (1, k), F vale. sempre, 1

m} Levando em conta que a funcdo ()

=a? —{xr = 1PR% rel.4oc), k>0
: ‘o ! V1 -+ 62
possut wm maximo local ey =1 4+ ?}? + e .
serdo o valor desse maxima= o o
L VIFEETY (L4 V567

=,
BTk

14:
+ k) ((Tmin S

- )_ o valor maximo
Em resumeo, ao longo do elemento de A, Indicado na figura 3.1. tenrse que: o
valor maximeo de F é malor ou igual & 1. e. menor ou ignal & m.

resulta que. no trajeto de (1.4) até {1
de Foesta entre 1 e m.

Mas, notemos que, quando k — 400, tem-se que m — 1.

Logo, dado 8 > 0, existe Ay € A (tal elemento Ay € como na figura 3.1, com k%
suficientemente grande} tal que:

max Flu) < 144
uf Ay
Portanto,
¢ = inf max F{u) = 1.
AcA ugd

Em segnida, vejamos que F nio satisfaz (O )
{2 a ) rp1. com

Basta cousiderar a seguéncia

2
=14 — =
1
Imediatamente prova-se que:

Flan, ya) — 15 {1+ /o2 4+ g2 I (2, g Hia2y — 0,



mas, {(,rf.,“;;;,.i}}.,.,;ﬂ a0 possui subsequéncia convergente,

Nesta nltima parte estudaremos o seguinte problema de Neumanun:

(1) { —u" = Au 4 glr.ul + el r € (0.1}

w(0) = w{1) = 0,

once:

{2 g: {01 xR R é contimua, e, A € Ly{0, 1),

Enquanto gue. o comportamento de g em —oe, vem dado por:

gla.s)

(3) Existe o €(0.1) tal gne: lim

B TN (-—‘-‘ i
unjformemente em .,

O funcional a considerar é:

I H— R, dado por:

AU Y . S S L k
fluy = - / {u'} — = / %’ --"f Glr.ou)— / hat,
A 2 Jo 0 Jo

onde: H = H (0,1} ¢ o usual espago de Sobolev, com a norma:

= [ Ny - / e

Devemos assinalar que precisaremos provar que [ é limitado inferiormente em

certa variedade, e, para isso necessitaremos que sejas

(4) | | 0§A<%
Em relagio a -G, s) ~ / ) gl 7)dr, suporemos:
S
(5} Existern:  #€(0,1/2), ke [0.1/2 —#), s> 0. tais que



Gl s) < fsglo.s) + ks, Vs 20, Vreloll

(6) Existem: g >0, p € (a4 1,2) by € . tals que:

1
:;{J(J?._S).ﬁ — (. 8) > ags” — by, Vs >0, Vre{0.1L

2
\ e . A . .
(7} Se <A< T existern ¢ € (—:x:._ 3) e 4o} C R,
. i A PN -
tais que a, — =00, e, / Glz,a,) > —epal, Vn suficientemente grande,
SO .
(]) Se  A=0, existem: ¢ € (/ [h},+<:>c) . e (b} C R,

1
tais que b, — oo, e, | Gl b} > ¢ih,, ¥n suficientemente graude.

_ o X
Finalmente, se A = ), agsumiremos:

(9) lim glz, 5} = ~oc, uniformemente em .

e e

Claramente, ] € CYHH, R), com:

1 1 1 1
IMuyr = / u'v’ — ,\/ un — / glzr, uye — / hv, Yu, v € H.
: o Jo Jo

)

Assim, todo ponto critice de I é solugio de (1),

Nosso intuito é provar os seguintes teoremas:

Teorema 3.2.
~Assumindo (2}, . (7). tem-ge que (1) possui uma solugéo.

Teorema 3.3.
Supondo {2}, (6], {8), e, {9), resulta que:

S0



(1} possui nma schicio.
A prova de ditos teoremas serd uma aplicacio direta do teorema 3.1
Assim, no que resta de capitulo veremos guatro lemas. visando preencher os

requisitos do teorema 3.1,

Lema 3.1.
(2), {3). (B), e (6) = [ sausfaz (C,)., ¥Yc€ A,

Agora, seja N={ue H:uls)<0, Vzel0, 1]}

Sua fronteiva, dN = {u € H :u <0, e, ulx) = 0 para algum 2 € [0, 1]}, pode
ser caracterizada como a seguir.

Seja Fy = {uec H: /Iu = 0},

Denotande por 1, a fizgqé.o constante igual & 1 em (0. 1), definimos:
Ff By — 3N, i.‘;c:‘r

Flu) =u —olu)l,

onde: g{u} = supu.
(0.1) o
Resulta que, fi possui inversa: a funcdo f, : 9V ~ £y, dada por:

ey == [ =

Como consegquéncia disso, f; é um homeomorfismo, e, N é uma Cvariedade

{modelada globalmente em E), que separa H em duas componentes.

Lema 3.2.
(3) e (4) = I,, ¢ limitado inferiormente.

Lema 3.8.

{1) (‘2_)?.6 (3). no caso A >0 = J{p(=1)) ~ —~oo, quando p —+ 4o

{i1} (2).e(8), nocaso A =0 = I{p(—1)} = —oc, guando p — +oo.



Lema 3.4,

{1} (7). nocaso A >0 = e, (1)) - —o00, qgnando n «+ 4o
{11} (8), no caso A =0 = J{5,(1}) — —oc, quando n — +00

Prova do lema 3.1.
Sejam: ¢ € IR, e, {u,} € H, tais que:

. . , .
{(10) I,y —~e¢ e, HE (e i (L + [fual])) — 0.
Queremos provar que {u,} possui uma subsequéncia convergente. Para tanto, é
suficiente demonstrar que {u,} é hmitada (Ver observacio, no Apéndice).
Supenhamos, entdo, por contradicio, que {u, } possui uma subsequéncia, deno-

tada ainda por {u,}, tal que:

[fell — +ox, quando n — 400
Sem perda de generalidade, supomos Jw, || # O, V.
. o
Seja oz, = o,
_ He ||
Logo, |jz.]] = L, Vn, e, assim:
Existe 2y & H,tal quer 2, — 2y, em I,
{#} Com H esta trerse compactamente em (0, 1] tem-se: 2, — 54, uniformenmente,

Fan particular, =, — =, em La(0, 1),

Veremos gue zp = 0, e isto nos dara wma contradigao.
Primewro, provemos que 2 < 0,

Denctemos por O = {x € (0, 1) : za{x) > 0},
Suponhamos 1% % o,

Entao, existe [a, b) C Q7 com b > «a.

Reja M o= i, 5 20 > O

Fam vista de (#), existe ng (gue 36 depeude de M) tal ¢qne:

M
w2y = o (a) BR Vi & {uﬁ &]



Portanto.

(0.1} 2,(2) > 0Y. Wi 2o

\/. & > / ;ﬂ
>0 T E’E,h} 7

la. B} C {r

Assing. ¥n > g, temos:

Mas. / T / = M - a) > 0
4 B} RN

Logo,
(11} / u = (/ :jj) T e e =X quando n — +0c
Gy il EEPRat
Por outro lado.
L
—~;;f{-1.z.ﬂ).un + My, )= —= / hu, +/ b Yy, = G, g )

Entao, aplicando {6), segue-se que:

1 ' .
2 I / JLH!"“ ‘“+“ {'Jg_]/ ?..E.'if — !IJU / _I 4
_) A 1111){3 " un}[]

1 _
mafr(’u).?.{ﬁ_ + Hu,}
+ [ [%g{_:r.: Y, — O, un}]

Jungzn 12

Logo
vy A itn) iR bl
- : el bl e
f-u-,-,>0'”"ﬁ fu >0t n ,fu,,m:n th
3 !run<ﬂl§§(r: ug i, — Gl u, ]
‘ ok -
fm;)[l Wn

Em vista de {10) e {11), o primeiro membro de (12) tende para zero, quando

Pk XD
Tambeém, usandao {11}, temos gue:
by Jowpl
J e }
e 20 7 {1 T O

jun/{} ””

giando

— {0,

x3



Entanto que:

2 S Y U R 9 11 1R N
fu;,){} Jfff] N (JI S wl "r) ||Ur? (l.n>{3 “’”) ]”nH’”_! B
L3 Ih] | LI ih Izl

oz il (gt (#20)

Estudemos o dltimo termo de (12).

Utilizando (2 e (3). segne-gse que: dado ¢ > 0, exisie e, > 0, tal que:

(13) lg(r. s} < 215" + e, . Vs <

Gles)| S — s Felsl vs<o0,
Entae, usando (13). resulta {(para n 2 ng):

ir i Y TRV
i'f“-n.SU [éy(? Uy )“"ﬁ - (_'{7 s Uy )ju’ <

: gt

fu,,>r) tn

+1 ET S, el e . e !

[Unq} L7 I -l B by, | + + = [ <o |t + € funco T |

ffl s [

Portanto, como g > o + 1. obtemos, gue:

: [u,,({}[ Q(T Hﬁ)u _(’( Ty 'fr)] .
lim == {)

i
e ke .,
L fu.,, s tn

l~.'a|r>s

IA

De maneira que, tomando limites, em {1 )) resulta:

{ 2 a4y,

contradizendo {6}
Conclusao: Q% = ¢ , e, portanto, =z < 0.
Agora, chamemos de 97 = {2 € (0.1} : z5(x) < 0}, Suponhamos que 7 £ 4.

Seja vg € 0.1}, com suporte compacto contido em Q7

84



Aplicando (10). temos que: (v, )] — 0.

Logo,

(Il) [/ Ty \/ Yptyy = / (} un (&3} ""'"/ ’I”{i, f:bnnftlzi
4]

cony: £, — 07, quando n — 400,

=

!

Em seguida. obiemaos:

. -1 |
(13) / QTR /[ S — / t9latalte _ Jo hvo| o zallenll
' u dn Ja | Huyll ¢ e, 1]

Por outro lado, como z, — =g, segue-se que:

! [ 'l LI K !
/ “aty / ot ¢ / Tyt —*/ Inln.
0 5 0 0

Também. et vista de Ju, 1] — +oc, tem-se

1 N e
/ }”9..,_>0 e urf“i?“ —>G
0

] e ]

L]

! g(r t, g
Jo Hae,, |
Aplicaudo {*}, 1.)0(:&5’.1'1105 afirmar que:

Vn suficientemente grande, se z € suppug. entdo, u,(z} <.
Logo, dade @ € suppry, usando (13}, obtemos:

v eolel] () + eleol)]
H'“ # N iJT-""ra.H . :

Vamos ver que: — 0. quando n — +20.

f

suficientemente grande,

Assim, para @ € suppryg, temos:

him g(r tnlr))volz) = (.

e N TPA]

Assim mesmo, para x € suppuy, €, n suficientemente grande:

g () hol  (ghi, )™ - oo)|eg]

— < const..|ug|
funi]

[l
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Entao. o Teorema da Convergéncia Dominada nos fornece:

gl oube
N Py [j
/ m(??“““r)_ — 0, quando 7 — 4+
o g

Portanto. tomando limites, em {13}, segue-ze gue:

{16) / Zotp — A / gty = 0, Yo € C™[0,1]. com
0

supprg C 07

Ora, se & > 0. entdo {16) significa ¢que zy5 é uma antofuncio do problema:
—z" = Az, em qualquer intervalo J C Q7. Mas, isto implica que A > =2, contrdrio
a {4y,

Enquanto aque. se A = 0, resnlta. em vista de {16}, que:

1
/ zhty = 0, Yup € 790, 1], com  suppre C O7
Jo

Logo. zp = const.. < {). em todo € = (0.1).
Em particndar: 97 = (0,1},

Escolhendo vy = 1, em (14). conseguimos:

il /I1 ‘ru,r) f:h'ﬁf-ﬂ”ﬂ%

Portanto,

; 3
(17} lim / glr,u)=— | h

e () Nis)
Por outro lado, a partir de {9), obtemos gue: dado M~ < 0, existe Sy < 0, tal

ques
s Sy = gle.s) < M7

Como u, {2} — —oc, para x € 7, segue-se que: glo, u,(z)) < M~
Vn suficientemente grande, e, 2 € 07 = {,1).

1
Assim, temos gue; / gl u{n)) < M-, ¥n suficientemente grande,
1] .

36



Como M~ < 0 é arbitrario, concluimos que:

1
lim / gl u, ) = ~oc,
i ’

LR N i
em contradicao com (17).
Logo, deve ser (17 = ¢, e, portanto: zp = 0. A partir deste falo, vamos obter

uma contradicdo final,

i 1 1 1
¥ A2 .2 22 ) oot ce
Por um lado, como / i sl =1 e, f 25 / z¢ = 0, segue-se
n 0 g Jo
que:
s 1 L3 ;
(1%} / (=03 — 1, guando n — +oc.
Jo

Por outro lado, em vista de (10}, temos:

Existe ¢f > 0, tal gue:

e > Hu, ) - B 1, )0,

Portanto,

s 1 1
n = (}; — (?) /o [{a], }2 — il + ‘/0 Bglr,uu, — Gle,u,)] +

I

Assim, utilizando (3), obtemos:

1 S . i _
Gz (5-0) [lr-ndi-nf i+ Og (. Yt = Gl )] +
: 4] Ly g (< un Cag

1
-+ / Wgle, uy g — Gl w,)] + (0 — 1) / hu,,.
Frog <} A0

Logo. aplicando (2}, conseguimos:

_ y L 1 1 o
(19 (i - 9) / {ul ) <&+ A (:" - G) / t, -+ & / u_f,_ +
2 40 2 Jo Frig > sp

- . al

1
+ K [Glrow,) — Bglo ] + {1~ 6) ]0 has,,.

5T



Também, usando {13}, segue-se que:

{20) }/ (Glrou,) —fgl{r. u, )n,{.}[ < - i |7 e / [t | +
[T ] s + 1 Jug, < o D)

+f= / b, 1777 4 fe, / Ly, |
Ay, 0 FATIR ]
Levando em ronta (20}, em {19}, e dividindo por {{u, (1. chegamos a
; 2
- £ LY S S 1
(— -6 JRCAE (— - f)) e
= L a2 0

£ (“;:"1" + 9) RN

~a | Illu_l‘iHQ : '+'
[N

_;;, cell+0) [, <o [0 | " {1~ &} [(,i b,

|tee, |12 ' e if?
Em seguida. tomando limites. ¢, aplicando (5)

obtemaos:

1 2
lim ':uh/ (1) < < 1,
fi— 0} — {;

rofed

em contradicio com (18),
Conclusiao: {u,} € limitado. e. assim. o lema 3,17 estd provado

Prova do lema 3.2.

Ver proposicao 1.3, e, lema 1.

2. de [9].
Prova do lema 3.3.
S S oy
. . 1
{xx]) ol 5€]4. i(_fi%;]l_)) _ i‘ Iy Gz, —p) + Io :’}..‘
A0 2

_ p* Iz
fo - '

Mas, — 0, ¢quando p — +oc.
7
- ! (f T, —f

Vejamos ques Jo Gl =p)

5 — 0, quande p — 42c.
- . . + !l:} - ..
{'om efeito, a partic de {13), obtemos:

A, )] < - : Pt Loep

o - 1

NS



VAN

Efu! G, —P}! s ol e

2
il ¢
i

If” Al —ph

~—~—~-—-‘ =

O qual fornece:

Logo, him
’ fromm !] 2

Entdo, tomando Hmites em (%), segue-se que:

Iip(~1}) A
fumn - = -
pmtie P 2

Assim,
Hip{—1 2 !
Hp(—1)) (_ﬂ(pz Ly (_5) e
1 1
{i1) Hp(~1)) = __/0(:(1 el
Teto (55
. Il { |
(21) _{{_;3“(_5})“ = ’{; ’ ‘; }f

Por outro lado, em vista de {9), tem-se gue:

3
Dado & > 14 | h, existe s, < 0, tal que:
B!

s < o= gla,s) <~k

Logo, se —p < 54 entdo:
. ~-p _ 5k
Gla,~p) = [ “gleryar = [ wrmw/ gla,7)dr =
= [Materyar = [ gte i > [T glr i + s+ o)
A1) - y

Substituindo, entio, em (21}, segue-se gue: para p > —sq, é:

a0 -1 g P - o .
) (p(=1)) _ = [t gl midrlde  Msitp) |,
: ; I ,ﬁ 44

olhitermos:

Logo, tomando limites em {22},
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him sup ~— j{{( < — &+ / h <

iRl e
Portanto, Hp{—1}] — —oc, gquando p — +oo.
Prova do Lema 3.4.

{1} Em vista de (7}, segue-se gue:

para n suficientemente grande.

Ha () A fyGlea) foh o & hh
r—— - ——= + oy — =
az 2 a? a, 2 oy
— (1)) A
Portanto, 1111'1.,?_“+m——(%—)—'j— < =5 4y < O
i ;

i

i

Assim, fa, (1)) — —ow, quando n — +oc,

(it} Aplicando {8), obtemos, para n suficientemente grande:

b

i

}(br(ﬁ}) o= fO G I‘ bh / h < ‘"f'g *”/ h.
Pt

Mas, o dltimo membro é negativo, pols:

1 1 1
e | < : -
hmI 4 h‘".{} [h] <

Jo
Logo. (8, (

1)) — —oo, quando n - 406,

Exemplos.

(1 ) Se g(; S)

I

Wa20,  vertficamese: (2), (3). (5). (6], (7). (3). (9).
5, 8 <0

(2) Se gl s) = {;\/':gz 0.  sdo satisfeitas: (2), (3). (5). (6). (7).

G0



Apéndice

Observagao. Na prova do lema 3.1, usamos o fato que, para demonstrar que nma
sequéncia, satisfazendo (10}, possui uma subsequéneia convergente, basta ver gue

dita sequéncia é limitada. Efetivamente. a partir de {10} segue-se gue
G e — 0. quando 7 — +20.
Logo, temos:

(23) ;[u o — X/u,]v— /g(r Uy, [fu,‘ < 2|l Yo € H,

onde: £, — 07,
Escolhendo. em (23}, v = u, — up,

{onde: w, — ug, em H), 31(*11‘!0‘3

r / {1l = ulh) — A / W, {thy, — tg) ~ / gla, uy e, — g} -~ / B, — m})g <

< el — ugl).

Por outro lado:

U, — g = / B{t, — ug) — 0, e. A /?.;,.,,,ug — )\fu.g.

Também, como H = H0,1) esta imerso compactamente em L,(0, 1), temos:

/u ¥ [uﬁ

Logo, A/uﬂ wy, — tg) — U, qu_a.ndo n — +oc,

" Entao, se pm\'a,mlo% e /q g Mty = g} = 0, ]mdmnm concluir, milizande

{24}, gue:

/ T TS i gquando n — 4.

e,
bl
T

=

a1



Ora, como {u, } € mitada em 0, 1], resulta que, aplicando a continuidade da

g. ¢, a desigualdade de Scharwz, obtemos:

< /ig(;rxu..n)] [1t, — un] < const. i, — ugl|r, — 0.

i
!. / gla,w, W, — ug)

Estabelecida {23}, vejamos que; / (ul }* — / (uf ).

Com efeito.

L £42
Uy = Uy = j“{'}”"n — /(”m} .

Portanto.
/u{,(u; — ) =+ 0, quando 7 ~+ 40,

Usando este 1iltimo resultado, junto com {25), segue-se que:

(26) / (! }? / (u)? = / (ol — )+ / ub{u! — ) — 0.

Ou seja.  ifunl| = [|ugll.
Mas, sabemos, que em wm espago de Hilbert:

Uy — Uy N
Huntl — luol] } = Ug 3 Ug

Lema 3.5.
Sejant: £ um espaco de Hilbert, real, e, J € CY{F, R) satisfazendo ().
Entdo: se ¢ nao ¢ valor critico de 7, dado & > 0, exastenn:
€ {0,E) e, gy e {0, 1] x B E), tais que,

{m) gt u) =u, - Yu& '8, Vi e [0, 1]

{a) {1 Jetey e " '

Prova. Afirmames gue, dado R > 1, existerm:
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w00k =00 7 > 0. tais quer

(27} WGl > &y se u€ INle— 8 ¢+ &)1 Br(0)
{28) B |lel| > & se wc I Wle— 2 ¢+ N N(EN Bgi0))

Eletivamenie, e primeiro lugar, existemy

7>, 3 > 0, tais que:

||| |[ulf = & Yo & I7H[e—en e+ a0 (E\ Brl0)).

pois, caso contrario. conseguwimos {u,} C £, com:

1 ) .
w, € J7 ([( o }-?cw{- -—D N{EN Br(0)). e,

) 7
] i H
Gl llal) <

Portanto.

I(“‘rt) RS €. "

HF(U??.)IEG + ) < HF(?J’--”.)H«R*E" [If(”r)ll [l il <
3
S )| ]+ (g Y]] < i

1

Entao, aplicando a condigio {C,),, junto com o fato I € CYHE. IR), concluimos
que, ¢ ¢ wn valor critice de 1, contradizendo nossa hipdtese.

Em segundo lugar, existem:

ky >0, £>0, tais gue:

()|} > Ky, Yu € I H[e— &, ¢+ 8) 1 Br(0),

pois, ndo sendo assim, encontrariamos {v,} C £, tal que:

wer qf lew 3-D Aenll < R (en) g L3

7 n 7

Logo,

e, ¢ , e,
. . . 1+ R
(e + el < BT (e )11+ R) <

— {3,

n
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E. novamente, apelando & (( ). e ao fato [ € CHE.IRY. chegamos & conclusao
LIFS : [

de que ¢ é um valor orftico de 1. contrariando nossa hipdtese.

Tomando. entao, &= min{sy. &}, seguenvse (27) e (28}
Além disso, como (27 e (28) continnam valendo se escolbermos wm £ menor.

podemos assumin
£ < min{z.1/8}.

(29)
Por sinal. também temos:

P
Z1.

Vuele—E o+

()] > 0.

Sejam. agora.
g F - {0,1], Lipschitz-continua, com:

se{0.8) ,e.
gy=10 em A= Sy louz
eI B=I%"nl._.

g=1

onde, nsamos a notacio I, = {a € E: [{z) 2 ¢— =}
Considerernos W 1 E — £, dado por:

para u & B ={ue £ I'(u)#0}

wiwy = { R
0, para vd& L,

onde, V é um campo psendo-gradiente para [, em £,
Tem-se que W é um campo vetorial, localmente Lipschitz-continuo, tal que:

WG| < My + Myllul]l, Ve g £,
onde, My e My sdo constantes positivas.

Proposto o problema:

dn .
o Walt

G = ot
() =uwe ki,
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femos ques para cada i € . existe mma (imica) solucao g{-.u). definida em [0, +00).

Por ontro lado, se v € 177, a partiv da constrnciao de 117 deduzimos:
p{tow) =, Wt (pois. nesse caso.  g(u) =)

Assim, vertfica-se (4 ).
Notemos também, que [{n{i. 1)) é nao-crescente, em [0, +oc ). Yu & F.

Logo. para obtermos {(5;}, basta considerarmos ¥ = I°7* N [._., e. mostrarmos
que:

pl.yye I Yu e Y

Ora. dado u € Y. seja s > 0, tal ques

n{t.u) €Y, Vi e [0, 5]

Em vista de V' ser um campo pseudo-gradiente. obtemos:

d . Vin(f,u)) 1 )
—Ip{t ul) = —F{nlt. u))orm e <~ V£ {0, ).
{ﬁ_f(ff( u}) Fin{t.u)) Vi =71 0, sl
Entao, integrando segue-se que:
(30) Hints,u)) — Hn(0,u) < “E
\ c—e < I{np{s.u)) Scte
Mas, { —e—g < =T{0.u)) € —c+t =
Portanto,
(31} — 2= < I{n(s,u)) — Hnp{0ou)) < 22

CAplicando (30} e (31}, resulta; £ > 5
Eutao. levando em conta {29}, deve Qer:_ s < 1.

Hlay & Y, e entao, g{lu) e I'7°

Logo,



Prova do tesrema 3.1.
Notemos que [{{0 1NN £ 0. Vel

Portanto. para cada f € 1, tem-se:

max H{f{#)) = b

1ef0.1]
Logo. ¢ 2 b
Supondo que ¢ nao é valor critico de [, podemos usar. entdo. o lema 3.57, com
b—a
= --w:;—---
Assim. obtemos gue;

. Cbh—u - - '
Existem: ¢ € ([}‘ ? . N) - e CU0L 1] x £: EY)L tals gue.
{32} n{t, u) = u, Yu € JoOF, € [0.1]

{33} . p(1, Iy 1F '
Sendo fy € T tal que:

(34) max I fo(t)) S ¢+ <.
) 1ei0,1}

definimos: oty = (1, fal)).

Resulta que: fo & T
Clom efeito.
Comeo fHap) < a < ¢— 2. tem-se:

ﬁi(“) = 1’?(1?.}‘6({)_)) = {1, 20} = 1y
Assim mesmo, em vista de gue J{m) < o < ¢ — 2, segue-se gue:
Fol1) = 91, fol1)) = n(1sra) = 7.
Mas. (34) e (33), implicam que:
Iy = Tl folt) S e—e. Wi e D]
Logo, |

max I folt)) < ¢ — =.
te(0,1}

contrartando a definicao de ¢,
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