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INTRODUÇÃO 

J.debastiüo e Silva em (1) e em outros trabalhos definiu 

um conceito de aplic'.içÕes holomor.fas entre espaços localmente 

convexos , que posteriormente foi denominado de aplicações Silva 

- holomorf.:::ts • Para E e F espaços loc::ümente convexos complexos 

e separados , denotamos por j{; 8 (E;F) o espaço dos aplicações 

.f:E ---7 F , Silva-holomorfas • Temos que, -.r pertencente a 

<f{;0 (E;F) é holomorfa se , e somente se , :f for 
/ cont1nua. Neste 

trab0-lho obtivemos r~sultados sobre a aderência de #}; 8 (E;C) ®F 

em ( â{;8 (E;F), C:) , p:-~ra as topologias nnaturais 11 1: , neste es 

paço, relac~on.,:tndo-o com a propried.'1de de rrproximaç-S:o (P. A.), pa 

ra ( ~ 8 (E;C), 't) e para E • As topologias localmente convexas 

ttna turais n "C. em ~ 8 (E ;F.) são introduzidas e estudadas no capi­

tulo 1 .. Para alguns subespDços ele ~ 8 (E;F) , como os das apli 

caçoes Silva-holomorfas de tipos nucle~r e compacto , introduzi-

/ ' das no cap1tulo 2 , tambem foram obtidos resultados nesse senti-

do. 

Dizemos que um subconjunto K de E é compacto estrito se 

existe um subconjunto B limitado, absolutamente convexo e fecha 

do de E tal que K estcl contido e é compacto no espaço EB gere_do 
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por B e normstdo pelo funcion ;_l de ~~'linkmvski pB • Um espnço E tem 

a proprieds.de de 8-aproxims.çõo (P.S.A.,) se , dt:.do um subconjunto 

compacto estrito K de E , existe um subconjunto B limitado, absQ 

lut:1mente convexo e fechado de E t.::ü que K está contido em EB e 

e" compncto em EB e de,do E > O existe uma aplicação linear 

T:E----"> E limitc.d1 sobre os limitados de E , to.l gue T(E) tem 

dimensiio finit.o , sotisf:ozendo pB('r(x) - x) < c , paro todo xcK. 

Para a topologi':'- Coe , da convergência uniforme sobre os compQ:_ 

ctos estritos de E , em ~ 8 (E;F) e pe..ra E quase-completo -, sao 

eq,:tivalentes: 

(1) E tem a P.S.A •• 

(2) ~ 8 (E) ®F é G 
08

- denso em !&8 (E;F) , para todo F. 

(;:;) ( ~ 8 (E), (;: 
06

) tem a P.A •• 

A hipÓtese de E ser -quase-co_mpleto sr! é necessá'ria para (3) __...,.(1) . 
• i&8 CE;F) é K-B por-Seja F norm~do • Uma seminorma p em 

ta da por algum subconjunto compacto estrito K de E e algum sub 

conjunto limitado
1
absolutamente convexo e fechado B de E,tal que 

K está' contido em EB e é 'compacto em EB se , dado é > O , exis­

te c(E) ) O tal que 

p(f) ~ c(EJ sup{Jt(x)JJ ; x€K+CB J ' 
tode f € <f& 8 CE;F). A topologia ?: em wse 

' e gerada 

pela farn{lia das seminormas definidas acima.Para o estudo da ade 

' . . rêncir1 de ;re,S (E) ® F em CSf, 8 (E;F), Z: ) foi 
"'se 

necessar1o a 1n 

tradução do conceito de aplicações Silva-holomorfas b-compactas: 
/ 

Dizemos que f:E--~F e b-compacta se , para cada subconjunto li-

mit~ldo , absolutamente convexo e fech.s.do B de E , f JE 
B 

' e com -
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pEwta 1 ou seja. , se psre todo x E' EB , existe ume. vizinhcnça VB 

' e precompacto em F • Denotamos por 

~SK(E;li') o espaço das aplicações Sílvn-holomor.fas b-compacta.s 

de E em .F ~ No capitulo 5 ob·tivemos a fÓrmula 

( cí'fb (E) 1: )C F~ ( f&" (E·~') 1: ) 
S ' wse uK , ' wse ' 

l? de Banach , du.. qus.l concluÍmos que ( J&,,(E), 'C ) tem a o w se 

P. A,. se, e somente se , p.s~rc todo F de BJ..nach , 

Z -denso em ~~K(E;F). wse ..... 

ie, 8 (E) §9 F é 

Em espaços de Bano.ch , pnr2 as topologias T
0 

(topologia 

comp:tcto-o.berta) e 'Lw ( topologia de Nachbin) , resultados nes 

sG direçS:o foro.m obtidos por Aron e Schottenloher (1) e Aron (1) .. 

Ainda mnis , para F e G de Ban:J.ch ; obtivemos tcmbém re-

sult.s.dos sobre 

plet~'lmento de 

o produto tensorül.l ifb8 (E;F) ® G e sobre o com­

~S (E; F) ® G , nos c.qpÚulos 4 e 5 • 
€. 
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RESUI'lO 

Sejam E e F e:.:::paços localmente convexos complexos sepo. -

U um subconjunto aberto não vo.zío de E e ""J0cCU;F) o es­
" 

paço das aplicações Gilva-holomorfus de U em F. A ader~ncia do 

produto tensorbl á'(,8 CU) ®F em C if68 CU;F),?:) foi estudada , 

para diferentes topologias 1: ·e obtivemos resultados sobre a 

propriedede de e.proximaç5o para C JC,oCU), "r) e para E • Para o 
u 

produto tensorie l completado C~ CU ;P), <:: ) ~ G C ( ;J'I;,8 (U;P ~ G), G')! 

para F e G de Banach , também foram obtidos resultados. 
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' CAPI1'ULO 1 

_,\J:lLJCiiÇÜES SILVA-HCJLOHOHFAS ENTHE ESPAÇOS LOCA.LHENT:i:~' 

CONVEXOS Cüt1PLEXOS. 

Em todo este trabalho E e F denot-3m espsços localmente -

convexos complexos separ·:idos . e U um subconjunto aberto não v:::.­

zio de E. (3 .,"' denot:J. o. coleç5o de todos os subconjuntos de E 
10 

que são limitados, fechados e absolut;J._rnente convexos. Se B e. filE' 

EB indica o subesp:lÇO de E gerado por B , normado pelo funcion:ü 

de Minko·,,,ski , PB , Uetermin_üdo por B • Denotamos por SNC(E) o 

conjunto de,s seminormas contÍnuas sobre E • 

a) Aplic<JçÕes Eul tilineares e PolinÔmios Silva-limi ta.dos. 

Sej : __ m E
1

, •• , En espaços localmente convexos complexos se-

X E 
n 

consider:1mos a topologia localmente 

convexs. produto das topologí21s de E1 , ~ •• , En • 

1.1 DEF~NIÇÃO .:fo a (El, •• ,En ;F) indica o espa.ço vetorial ds.s a­

plicaçÕes n-lineares de E1x ••• xEn em F e cfobCE1 , ... ,En;F): o 

subesp~ço vetorial de 40a(E1 , .• ,En;F) das aPlicações n-lineares 

de E1x .... xEn em F que são limitadas sobre os subconjuntos limit.:, 

dos de E1 x ••• xEn. éf.? (E1 P. ,En;F) indica o subesp'l.ÇO vetoriiJ.l de 
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bbCE1 , •• ,En;1i') d_::;s c:_plic::tçÕes n-líne.:1res de E
1

x .• ~x.En em F 

que s:::>o cont{nuJ.s. Um,-::_ :;..plicc-~ç:o n-line:c~r T de E
1

x •• • xEn em P é 

Sil va-limi tad\:t ( S-limi tJ..d.:d se, e somente se 
1 

T € -iob (E
1

, •• , En; I~). 

1.2 om:s.t:HVAÇÃO Se Bi E {)3E_ , i~l, •• ,n , f.> € SNC(F) e T E 
l 

kbCE1 ,_ .. ,En;li') , indic,1mos por 

R ( '!' (x1 , .. , x ) ) ~ li T ~B B r, 1.... n 1'"'' n'l~ 

p2r::1 todo x. E EB , i=l, •. ,n. 
l . 

l 

Em kb (E1 , •. ,En ;F) consideremos c, topologi:1 locc~lmente convexa 

gernda pelc.s seminormas 11 • li B B B , onde B. E C:JE , 
l' • · ' n' \- 1 i 

i=l, •• ,n e \)ESNC(F): iDbCE1 , •• ,En;F) indicé:lr:i' sempre o esp~ço 

i9bCE1 , .• ,En;F) munido, da topologia definids acima. Quando B1= 

= ••• =Bn=B , então 11 • h
1

, .. ,Bn•l' será denotado por i · IIB,('> · 

bb (nE;F) é o espaço vet.orial das o.plicações n-lineares S-limi­

tadas de En = Ex ..• xE (n vêzes) em F .. cbb
8

(nE;F) indica o sub­

espeço vetori-::tl de kb (nE;F) das aplicações n-lineo:\res simétri­

cns e S-limit·:1de.s de Ef em F • Jb 
8

(nE;J?) indica o subespaço ve 

torial de k bs(nE;F) das apliceções n-lineo..res simétricas e con 

t{nuas de E0 em F. Para n=O definimos JD b( 0 E;F)= .fob
8

(
0 E;F)= F 

como esp~ço localmente convexo. 

PROPOSIÇÃO ' e completo. 
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1.11 Ppo·.·o•·r··:ro .~ "- o, Y--~ ' e Ur::J. subespr;>,ço vetori 

r:l t-:Ypol /. ic:o fechado 

L5 simetriznçii:o T de T é uma s 
aplicaçilo n-J.inesr de En em F , definida por 

l 

n! 
T(x<Y(l), ••• ,x(f(n)) , 

onde S indicL:. o crupe simétrico de ordem n • 
n 

L6 PROPOSIÇÃO A nplic•,ção simetrizsç'lo T<:~(nE;F) ,_ _ _, T € 
s 

kbs(nE;F) é um':l projeç8.o cont{nuél sobre ia bs(nE;F) • Além dis 

so , T = T
8 

, se, e somem te se, T ~ J'obs(nE;F). 

1.? DEFINIÇÃO Sej·:·;.m T € tba(nE;F), xb e E e n€N. Se n=l,2 1 •• 

escPevemos Txn psra indic.::.r T(x, .•. ,x) com x repetido n vêzes. 

Psro. n=O t defi~·;imos .. -Tx0 
= T • Uma aplicação P;E--"'JF é um poli­

nÔoio n-homot;êneo se existe T € h (nE;F) tal que P(x)=Txn , 
a 

par:'>- todo x € E. Par:1 indicar que T corresponde a P usamos a not~ 

çlo P = T. (?a(nE;F) indica o espaço vetorial dos polinÔmios 

n-homogêneos de E em F .. GJb(nE;F) indica o subespaço vetori3.l de 

C? (nE;li') dos polinÔmios n-homocêneos de E em F que são limita-
a 

dos sobre os subconjuntos limitados de E e (? (nE;F) indica o 

subespaço vetorL".l de (? b (nE;B') dos polinÔmios n-homogêneos de 

E em F que são cont{nuos. Um polinÔmio n-homoc,êneo P de E em F é 

Silvs.-limi tsdo (S-limi ta do) se, e somente se J P 12 (? b (nE ;F). Em 

GJ b (nE;F) c :msiderernos a topologia localment.e convexa definida 

peles seminormas: 

sup l r(P(x)) X€ B 1 , 
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(?>CPCx)J ~ 

psrs todo x G EB 

Indicr.remos por 'L 
8 

a topologi~, em (? b (nE;F) definida :pel:;s 

seoinorm_~s jj • UB,~ , onde B € (3E e ~E. SNC(F). Denot:.tremos 

( n (nE·"c) (; ) = {)-l (nE·F) 
\)~ b '..<. ' s b ' s • 

1.8 PlWPOSIÇIO A aplicaçc:Io T € bbs(nE;F)--> T € rb(nE;F) é 
. f. l 'b . Uffi lSOffiO~. 12'ffi0 '! [':e I'l.CO 

n (n" "') Al' .. ~ b 1~;~ 8 ~ em a1sso 

1.9 OBSEHVAÇÃO 

(Nachbin (l)). 

e topolÓgico entre 

n~_ 

nl 

bbs(nE;F) e 

(1) 

é G melhor constante universal em (1) • 

1.10 PROPOSIÇÃO Para todo F completo e n=O,l, ••• , ~ b(nE;F)
8 

é completo. 

1.11 DEFIHIÇ:iO Um-~~ aplicação P de E em F é um polinÔmio Silva­

limitado se existem n=O,l 1 .•• , Pk E (?b(kE;F) (k=O,l,.~,n) tais 

que P = P
0 

+ ••• + Pn • Denotamos por GJ b(E;F) o espaço vetori 

al de todos os polinômios Silva-limitados de E em F. 

1.12 PROPOSIÇJlO Se P € (.lb (E;F) , P f O , existe um2 ú'nica re 

presento.ção de P na f'orma P = P 
0 

+ ..... + Pn , onde n=O,l, ••• , Pk 

€ rb(kE;F) (k"O,l, •. ,n) e Pn f O. 
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b) .Aplicações Silvr:.c-holomorfas. 

1.13 DEl1'INIÇÃO Uma série formal de potências de E em F em tôr 

no de 3 € E é uma série n::>. variável x € E da forma 

• 

onde A 6 bb (nE;F) (n"O,l,,,,) n s , ou da forma 

' 

onde Pn = Ân€ {?b(nE;F) (n=O,l, •.. ) ~ An e Pn são chamados coe­

ficientes d.s série dada. 

1~14 LEf!JA Se a série de potências 
00 

L "Pn (x -l) em tôrno de 
n=O 

/ 

E e tal que pare toda (3 6 SNC(F) e todo BEGE , existe 

P B > O tal que 

lirn 
In-)00 

(3 ( t. P (x -l) 
n=O n 

) = o ' 

para todo x <:: >, +PBB , então (3 (Pn(t)) = O , para n=O,l, .. e 

tE E, 

1.15 DEFINIÇÃO Seja U um subconjunto aberto nao vazio de E.U­

ma aplicação f:U~F é Silva-holomorfn (S-holomor.fa) em Use 

para todo~ ç U existem Pm e rb(mE;F) (m=O,l, ... ) tais que pa­

ra toda ~E SNC(F) e todo B E (3E , existe um P B >O satisfazen­

do 3 + P BB C U , tal que 

f(x) = t_ Pn (x -3) , 
n=O 



' ' . d e un1c2 para to o 

e ;, 
m 

f(x) 

' . A sequencla 

3 6: E t pelo LEi"lii.. l.ll~ • Denotamos P por 
m 

por " se A =P , para m~O,l, •..• ~ m m 
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indica a série de Taylor de f em 3 • ~ 8 (U;:E') denota o espaço 

vetor:i.~ü de todas as aplicc.ções S-holomorfas de U em P .. 

1.16 llJCFINIÇiW Uma e.plicaç~o f:U--;> }' é holomorfa em U se P!:. 

rs. todo ; ~ U , existem Pm E {? (mE;F) (m=O,l, ••. ) tais que para 

cad,-; ~ 6 SNC(.H') , existe um a.berto V de U contendo ~ para o 

qual 

f(x) ~ 

uniformemente em relaç~o a ~ para XG V. !fb (U;F) indica a espe.ço 

vetorial de todas as aplicações holomorfas de U em F. Referências 

básicas pare tais aplicações encontram-se em Nacbbin (2) e 

Noverraz (1) • Observamos que uma nplicação f~ f? 8 (U;F) 

/ morfa se, e somente se, f for cont1nua. 

(3) e 

' e holQ 

1.17 OBSERVAÇ.W ~ 8 (U;F) ~ cf& (U;J!') pera todo subconjunto aber 

to nEio vazío U de um espaço metrizável) ou SilvaJE e para todo 

F localmente convexo. Mais geralmente Sb 6 CU;F) = <l'ecu;F) se U 

for um subconjunto aberto não vazio de um espaço E holomorf'ica -

mente bornolÓsico.(Matos (1)). 
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1.18 PROPOSIÇÃO Umo aplicação f: U-:;,F é S-holornorfa se, e so -

mente se , f J U n En é holomorfa em U () EB , para todo B € G E • 

1.19 GOROLlRIO tf\(nE;l<') lu C ~ 8 (U;J!"), para tudo n=O,l, •• 

1. 20 COROLÁHIO I'arr1 f E <ffi8 (U;F) , ) e U , x € U e P >l tal que 

(l -À)3 +Àx EU, póra todo À E: C,/)./< P, então 

f(x) = 
2ÍÍi 

l f f((l -À)J +À x) 

À- l 

i>.!= p 

dÀ • 

1.21 COROLÁHIO (fÓrmula intec;rDl de Cauchy) Sejam f € ~ 8 (U;F), 
; € U, x€E e P>O tal que 3 +À x EU, para tod.o .\ € C, j).J ~ P. 

Então 

J:. ~nfCl) (x) l 

L 
fU+Àx) 

dÀ ) = ). n+l n! 21/ i 

n=O,l, ..... para 

1.22 COROL.~HIO (desip;uoldade de Cauchy) Se f€ ;f{; 8 (U;F) , 

(3 (:; SNC(F) , B E Q,E' 3 € U e p B) O tal que ~ + p BB CU , 

então 

11
2 ~nf(l) 11 ~ 
n! B,(> 

para n=O,l, .... 

l 
pn 

B 

1.23 LENA tlejam f e ~ 8 (U;F),) Eu, xe U e P > l , tal que 

(1 -À)~ +). x € U , po.ra todo À € C , j À/~ P. Então 

f(x) -



onde l 'k 
pk c --ÍÍ fC3) • 

kl 
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LE11A Se P EVb(kb;JP), então ÕmP E t?bck-mE; kbs(mE;F)) e 

E f?bck-mE; Vb(mE;F)), para mcO,l, •• ,k. 

A 

, onde <l = P 

A E ~bs(kE;}'), Desde que paa todo B€ GE e ~ 6 SNC(F) , 

~(A(xl' .. ,xk)) S [[A[IB,(õ pll(x1 ) ••• pB(xk), 

c 

~ [[A[IB,~ PJlO)k-rn pB(xl) ••• pB(xm) 

para todo i € ~ e xl' ... , xm E EB • 

Logo J ,\3k-m €bb·(mE;F) e s . 

[[A lk-m[IB,(' ~ [[A[[B,(' pB(l)k-m ' 

' 

para todo 3 € EB. Portanto , segue o LEHA. Q.E.D. 

' 

1.25 PROPOSIÇÃO Se f Ecfe,s(U;F), então bmfG ~S(U; ;fgbs(mE;F)) , 

~ mf <;: á'e,s(U j G\cmE;F)), para mcO,l, .... Se 
00 

f(x) c L Pk(x - :!) , 
kcO 

é a série de 111aylor de f em ~E U , então as séries de Taylor de 

í) mf e ~rnf em 3 são 

"" íi mf (x) c L íimPk+rn(x - 3) ' kcO 
ro 

A L S mpk+m (x - 3) 'ii mf (x) c • 
kcÜ 



-9-, 

Prov~"~: 

N 
L P, (x -.l) , pc;ra XE U e H e !i. Desde que f € §e:, c CU;~") , en-
k=O K u 

tão per" 3 € U, B € C:\ E e fO E SNC(F) , existe p B 1 O satisfazendo 

3 + P BB C U t'll que 

sup ~ (f ( t)) < C < = . 
tE 3 + p BB ' 

Sejam e> o, P >o, e +P<1 e u = 1/(e + P)) 1, fixos, tais que 

para todo X € '3 + 6 f BB e y € f BB , temos X +À y €' 

3 + (e + p ) p BB c } + p BB c u , para todo ,\ € c, I,\ I ,; p . 
• 

Port.onto , do COHOLARIO l. 21 , 

1 Am - õ r,.
1
(x) (y) 

I ' m. 

Pelo LENA 1. 23 , temos 

~ ( 
l 2íl p 
21l' • pm+I 

= f -m lf-N (lf- 1)-l C. 

Port:mto 

11 
_:I:_ S mrH (x) 11 (, 
m! B,('> f''B 

c 
pm 

pa.ra todo X € 3 + 6 f BB. 

1 2'iT<Ic 
• 

21í 
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~m 

1> P 'x ') k+rn" -:> se 

e 

do x G: ~ +e P B.B, ternos que 

1. 26 DEFINrç;;o Uma aplicação f:U~ F é fracamente Silva-holQ 

morfa se , p;;-J.ra todo 'f e F
1

, ducü topolÓgico de F , a função 

' e Silva-holomorfa. 

1.27 PROPOSIÇÃO Seja F com a propried::.:de que para todo subcon-

' . junto comp:-?.Cto K de :B~ , a envol toria absolutamente convexa fech~ 

da de K 
' 

nl ( K), ' t E t- f U " ' f t S' 1 _ e compac a. n o.o : -~"'" e _ racamen e 1 va-

holomorfa se, e somente se , -f é Silva-holomorfa. 

Prove: Se f é fracamente Silva-holomorfn , segue dn PROPOSIÇÃO 

1.18 que f!uoEB ; fracamente bolomorfa , pe.ra todo BE: GE.C.Q. 

unEB ' aberto normado EB F s:::ttis.faz condi mo e um no espaço e a -
çao enunciada acima., segue por Nachbin (4) 

f lurmB ' que e holomor 

fa. Logo, da PROPOSIÇÃO 1.18 , f é S-holomorfa. Reciprocamente, 

se f é S-holomorfa e <P E. F
1

, então t o f é S-holomorfa~ Q~E .. D. 

c) Topologbs em 'Ge 8 CU;F), 

1.28 DEFINIÇKO Um 

conjunto K de E tal 

subconj~nto compacto 

que existe um B € GE 

' estrito de E e um sub-

' para o qual K est 13. con 



tido e e,~ comp;J.cto em EB • Se E for normé:tdo ou li'réchet (ou fo j ) 

entflo 'lS p:1rtes compD.ctas estritD,s de E coincidem com as partes 

comp.:w t3.s. 

Den,Jtnmos por '"'é oe a topologi:-t locD .. 1mente convexa em --rfg
8

(U;F) 

da convergênci-:.t uniforme sobre os subconjuntos compactos ~ . est..rl-

tos de U , ou sej 3. , a topolot;:Ll geradu pela fam{lic: de seminor­

mas p em 'ifg3 (U ;E') da forma: 

p(f) = sup (') (f(x)) 
XEK ' 

parQ todn f E &;8 (U;lf), KC U compacto estrito e (? E: SNC(F). 

1.29 PROPOSIÇ1"LO Sejam U um subconjunto aberto n.io vazio de E e 

F completo. Então 'C' ) é completo. oe . 

Prove: Sej'cm (foi. )dnum'' rede de Cauchy em ( <f0 8 (U;F), 'C' oe) e 

('5 G SNC(F) • Então se B E (Í3 E' (f o.. I U () l1J ) ol< I é uma rede de Cau 

chy em ('S{b(U()EB);F),?:: ) (L é a topologia da convergência o o 

uniforme sobre os compactos de U()EB) • 

Desde que ( ~ (un E-,-.;F), (; ) é completo, para li' completo, exis-n o 

te fB€ ~(U()EB;F),tal q.ue C:LJ.Jui\EB )<LEI converge para fB 

uniformemente em relação a (' 
1 

em todo 

Definindo f: U->F por f Ju () EB = fB 

K C UC\EB, compacto. 

, para cada B t 63E , te-

mos que (f~ )~€ 1 converge para f na topologia e f E <f&8 (U;F) o e 

pela PROPOSIÇÃO 1.18. Q.E.D. 

Para as prÓximas definições , vamos considerar F normado. 

l. 30 DEFINIÇÃO Sejam K um subconjunto compacto estrito de U J 
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B E (ÍjE , tcl que KC U (\EB ' e e comp,::tcto em E B • Uma serninorms p em 
' ~S(U;F) e K-B portada se para cada E > o , com K + cBCU , e xis 

te c(e) > O tü que 

p(f) ,:; c(G) sup { ijf(tJII.; tE K+\OB ] , 

para toda f E J?g8 (U;F). A topologi:'t localmente conveXLl 

'i&6 (U;B) é g;erad:;. pelo. farn{lia de t<:ds semínormas. 

C: em wse 

1.31 PROPOSIÇÃO Sejam K um subconjunto compacto estrito de U , 

B!;; GE ' tJ.l que KC unEB e é compacto em EB e p Utn<:>- seminormc. em 

~c(U;:H') .São equivalentes: 
u 

a) p é K-B portsda, 

b) pelra cada e/ o , existe c(é) / o , tal 

p(f) ::; c(E:) L f, n sup fJJ.l:. Snf(tlJJ 
n=O l nl B 

para toda f E ~(U;F), ( ijPIIs = sup1i!P(t)l! ; te B 

que 

tEK} 
} ) . 

Se U é um aberto equilibrado , ê:wse é gerada por todas 

as seminormas p tais que , para algum K CU compacto estrito e B 

€ GE , tal que K CU(\.EB e é compacto em EB , p satisfaz 

para cada é, -,O , existe c (€) ) O , tal que 

p(f) S c(é) ko 11 ~,Snf(O) 11 K+tB ' 
para toda i' ç:: i{;8 (U;F) .. 

1.32 PROPOSIÇAO Se U é um subconjunto aberto equilibrado de E e 

f E ;íe8 (U;F) , entiio a série de Taylor de f em O converge para f 

em ( ;fi; 8 (U;F), 'twse). 

1. ~-3 PROPOSIÇÃO Se U é um subconjunto aberto equilibrado de E 

a topoloe;ia G'wse em §fb 6 (U;F) é geradc;. por todas as seminormns 



da forw~1 : 

' 
C' o 
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' , KC U e um compa-

c to e;:~tT·i to equilibrado e B € {)3 E , é tel que KC un EB e é' compa-

cto em EB ~ ( C
0

_,. indica o con,junto das sequências de nÚ:meros 
cO 

reais positivos ( d. n)n=O tais que lirn J. ~ O) • 
n n->ro 

As provas das FROFOSIÇOES 1.31 , 1.32 e 1.33 sao 
/ 

analog:_-_, s 

' as d"s PROPOSIÇÃO 1,2 , LENA 1.4 e PROPOSIÇÃO 1.5, respectiva 

mente de Bianchini, Zo.ine , Pagues (1) sobre n topolot;ia 't 
ws 

em ~(U;F) , onde l'ws indica a topologia gerada pela fam{lia 

de semin:Jrmas p em cfébcu;F) , tais que para.algum KCU compacto 

e BCE limit:1do e equilibrado , p satisfaz: 

para cada E:> O , com K +EB CU , existe c (C.)> O tal que 

p(f) ~ c(E) 

para toda f € ;j'g(u;F), 

1.34 PROPOSIÇ~O Se U é um subconjunto aberto equilibrado de E 

então a topologia t wse em ~ 8 (U;F) é gerada pela fam{lia de 

seminormas p satisfazendo: 

para cada KCU compG,cto estrito equilibrado 1 B E (3E tal que 

K C U(\EB e é compacto em EB e (J.n):=O E c;, 

p(f) ~ sup 
n 

11 ~! gnf(O) 11 K 

para toda fE 8e, 8 (U;J!'), 

+J. B n 

Prov0.: t claro que uma seminorma do tipo acima é 1:' - contÍnua .. wse 



Reciproc<·'_mente , seja q uma serninorma 'twse-contínuq em l&8 (U;F) 

q(f) ~ I B ) 
+«-n 

p2ra tod·:l sao como acima. 

Sej.:-\ r> l tr,l que rK C U • Pela homogeneid.::'.de dos polinÔmios te 

mos que 

11 
~~nf(OJ// 
nl rK + rJ B 

n 

r - 1 
sup li 2.. ~nf(O) ~ 
n ~ n! ~ rK 

que demonstra a PROPOSIÇÃO. Q.E.D. 

1.35 OBSERVAÇÃO P-s..ra um subconjunto aberto equilibrado U de E 

' ' prova-se de forma ~naloga a PhOPOSIÇAO anterior que a topolo -

gia 't w s em <fb (U;F) é gerada pela fam{lia de seminormas p 

da forma 

p(f) ~ sup 
n 

para toda f € ~(U;F) , onde 

BC E é limitado equilibrado e 

+ol B 
n 

' K C U e compacto 

(..i.n>:~o" co+ • 

equilibrado, 

Aqui ...!:. dnf (O) 
n! 

, . , 
denota o n-es~mo coeficiente da serie de Taylor de f em O. 

1.36 PROPOSIÇÃO Para F completo e U um subconjunto aberto 

eqcülibrado de E , ( H, 8 (U;F),?: ) é completo, 
wse 

Prov•" : Seja (f, ) uma rede de Cauchy em ( ífe, 8 (U;F), <:: ) • 
(l(.. JG.! wse 
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E:nt~o , p~ra co da n G N , ( _!_, ~ nf , (O)) é uma rede de Cauchy 
n. C(. J.ç: L 

no espaço completo ( r? b (nE;F)) 
8 
(PlCOPOSIÇ.~O 1.10). Suponhamos 

que ( ~ nf' (O)) converge p2 rG. P em f? (nE · _11--.) p2,ra cada 
J. J.r;;:J.. n b ' s ' 

n=O,l, ~ •••• Gej,J_m KC U compo.cto estrito eq-u_j __ librado , B G: G3~-. 

"' 
tal que KCUI\EB ' e e com:rx:J.Cto em EB C~ • Da.do 

c 

E >O } existe (', 
0 

E: I , tal que pera G 1 , (.l, 
2 

>,- 1?>
0

, 

) 

Então ' psrr~ todo wEN e (31' 82), (\ ' 

[: 111 Snf (O) - _3:. f; n:r (O) ~ 
n=O ; 1. f.>l n! ~2 K+.L B n 

Passando ao limite para B 
1 

G I obtemos: 

(l<) ~o\\ ~I Pn ~! ~nf(32 
para todo m e (:> 2 & @ 

0
• 

(O) 11 
K +J B n 

z - E. 

t. E 
' 

Desde que (f ..1. ) , é t:J.mbém uma rede de Cauchy no espD.ço comple-
01-G:l • 

to ( if&8 (U;F), 'i:'
08

)(PR0l'0SIÇÃO 1.29) , existe f E ~ 8 (U;F) , tal 

que (fJ.. ~El converge pars. f na topolozia (:' oe • Em p3rticulsr 

para cada t € U , (f J.. ( t) )..t.t :I. converge para 

(fel )J.E<l c:mvercind~ para f na topologia 

que 

f(t) 

f(t). 

c: 
w se 

para cada tE U , pois disso e de ( "*) , temos: 

Para obter 

, b:'tsta mostrar 



p(f - fa ) " ,_2 ,;, E , 

I)ara tE U , existe d. 
0 

€ I tal que , p.ora todo J ~ J. 
0 

, 

llrJ(t)- f(tJII <c, como também, existe /<lf:N t:ll que 

11 f,((t)-
H 

L: 
n~o 

< E . 
I~orro, p ·r1: t € U e J /; J.

0 
, 

jjr(t) - ~: 0 ~~~nfd. (O)(tJ\\ < 2 t. 
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Port .mto como em ( -l(), segue, parJ. d. fixo, maior que r:J... 
0 

e um 

certo .0 
0 

, que , 

1\ f(t) - k ~! Pn(t)jj ~ llf(t)- fo ~~~nf.t (O)(tljj + 

3 c • Q.E.D. 

A topologüt ?:' n <' N em -§& 8 (U;F) é definida pela nse ' 
fam{lia de seminormas 

p(f) = sup ~~ ~! ~jf(x)(y) 11 ;x€ K , y€ B J 

pJ.ra f E: ~ 8 (U;~~) , onde j :$n, KCU é compacto estrito e BE63E 

é tal que KC U 11 EB e é compacto em EB • 

Em ~(IT;F) a topologia 't' é definida analogamente em Barrg ns 
so (l). 

A topologia ?.:'
008

e em ~ 8 (U;F) é definida. pelas seminormas 't nse­

- contí'nuas , n E N • A seguinte inclusão é v~lida em "f.éb 8 CU;F): 
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'(o e s (; < 'te , ~ r: ~ ?:: nse ..... n+l)se ooSe wse 

(; .induz em (? b (nE; B') a topologia (:s • A topologí,s: 'L oose oos 

em ~(U;F) é de.finid::l !.lD,J.logamente em B:-J.rroso (1). 

l-..?:7 PROPOí3IÇ:Í.O Par3. F completo e U um subconjunto aberto de E, 

CJfbs(U;F), ?:nse), n€N e ( tfe3 (U;F), Lcose) s:Ão completos. 

espaço ( ~~(U;E), (;' ),nE 
D nse N, n 7 1 .. Pro v'~: 

Para e 't'00 se o mesmo QI'gumento ~ . 
-1.. une J.ona.. 

iiejo (fel. )dEluma rede de C"uchy em ( ;ít8 (U;:B'), <: nse) .Desde que 

( Jt8 cu;E), (; ) é completo (PRm•osrç,'lo 1.29) , existe f E o e 

~ 8 (U;F) , tal que (f,( ),(€ I converge pc>r:J. f na topologia 'L oe• 

Para KC U compe.cto estrito e DE 8E tal que KC U()ED e é compacto 

em EB , temos , pc:1.ra cada x €" K, y € B , j ~ n e P > O tal que 

x + À y E: U , pera I X I ~ P , 

11 Sjf(x)(y)ll 
J. 

pela fÓrmula integral de Cauchy • (COROL;\RIO 1.21). 

Desde que 1 x + X y ,j,\j~ P}é um compGcto estrito em U, temos 

Gomo 

J:..
1
sjfCxJCyJ// , o. 

J. 

(f, ), é urna rede de Cauchy em (;fe, 8 (U;F), 'l: nse) , então 
..... €-.L 

sup 1\lJ·I.ÇjfJ. (x)(y) -
j~n 

x<::K 
yEB 

Passando ao limite na expressao acima para ol. € I , segue de (i) 
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que 

su:p li 
2:. í;jf (x)(y) - ~! ~jí'(x)(y) /1 o . 

j.>n . ' (l J . 
X€ K 
yEB Q.E. D •. 

1.38 OBSERVAÇÃO Em ;]'f, (U; J") 
' pG.r3. F completo e E um k-espaço 

(confere Kelley (l)) , temos os secuintes resultados 

(#G(U;F),() e (~(U;li'),'L.....,.,) sG..o completos~ Para. U um subcon o ......,g 

junto aberto equilibrado de E , ( ~ (U;ll'), "t'w 
8

) é completo. 
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' CAPITULO 2 

ÇOES SILVA -HOLOf·lülLLi\.LS ~ 

a_) ApliC'lÇÕes r'iultilíne3.T'eS e Polinômios Silva-lirnitB.dos de 1Ii-

2.1 DEl"INIÇc~O Para 'f<: E: onde E'denot:t o espaço ;k b(E;V) e 

b € F, denotamos a aplicação __ lineHr S-limitada xeE ~ fCx). b E: li' 

por ~. b E- Jbb (e;; F) • Nais geralmente , para f i E E~, i =1, •• ,n , 

n f" ti*, e b e: F denotg,mos a aplicação n-linear 3-lími ta da 

E .fo
0

(nE;F) • O subesp3ÇO vetorial de ibb(nE;F) gerado pelos 

elementos d-:t forma 'f
1
x ... xf

11
.b, fiE E*, i=l, •• ,n e beF é 

denotado por ~bf(nE;F). Definimos o subespaço ~bc( 11 E;F) de 

~ 0 ( 11 E;F) como a aderência de Jobf(nE;F) em Jjb(nE;F) .. A topo­

logia de ~bc(nE;F) será sempre a topologia induzida por 

iob(11E;F) • Logo p::tra ]' completo,kbc(nE;F) é cornpleto.Utilizare 

mos também as seguintes notações : i.vbfs(nE;i!') = cf,bf(nE;F) (\ 

d:,bs(nE;F) e <fobcs("E;F) = bbc(nE;F)();i\,bs(nE;}'). PRra n=O, 
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todos estes espaços suo tom~dos iguais a F. 

2.2 ent~o 

z ~ cnv. ") bcs . .__.,~ • 

2.4 

LEI·1A Ge T€~f(nE;J?) , 

PHOPOGIÇÃO j;~~-:cn~;F) 

DE.l?INIÇ,':;_O 1~€ .,e,b (nE;H) é chamadél uma aplicação n-line:n' Sil 

V.':l-limitt'~dn de tipo compacto se, e somcmt;e se, A G ~c(nE;B) • 

A e.tbs(n.E;F') é chsnmd3. n-lineJr., DilV,':J.-limitc:'!..dn. simétrica de ti 

po con;pa_cto se, e somente se, A E ~cs (nE;F). 

2 c D' F;'l•."Il"1TÇ.:7Q }J.~lr'" ..O r ~·.*, b E !<', d t •• l' A • b A • :J .J...I ,_,_ • , "" l «:. _,_ - e no smo.., o po lnomlO n- .. omog~ 

neo Silvo-limitado de:.1do por X€ E ~~(x)n.b e li' por fn.b E 

nb(nE',·1''') .O ' t . l d (') (n ... F) d l l b- · suvesps.ço ve orlo.. ·e \.f,l n; 1 ger;J. o pe os e emen 
) -

t d• ~ ú>n b .n E"' b ~" ' d ot·d í) (n,. '') os ·.:::< L;Jrm:1 1 • , .,- .w , ..:. -" e en "~ o por \fbf ~,.c • 

Definimos o subesp:1.ço vetorial (?bc (nE;F) de (?b (nE;F) como sen­

do a aderência de (?_bf(nE;F) em (->b(nE;J!')
8 

• A topologia de 

GJbc(nE;li') será sempre a top-olor;i:.l induzida por ~(nE;J!') 8 • Logo 

pcu·a F completo, (?b (nE;F) é completo. c . 

2 c .o PROPOSIÇÃO A aplicação n:;. tur:;.l 

G?bcn~;F) induz um isomorfismo algébrico e topolÓgico entre 

;b (nE·F) e r? (nE·<') 
Pcs ' bc ' • 

2.? DEFINiç.:o Um polinÔmio n-homogêneo Silva-limitado P de E 

em F é de tipo compacto se, e somente se , P €: G"Jbc (nE;F). 

2.8 DEFINIÇÃO Uma aplicação P de E em F é um polinÔmio Silva 

limitado de tipo compacto se existem n=O,l, •• , e Pk G ~c(kE;F), 

k=O,l, •• ,n , tais gue P = P
0 

+ ••• + Pn. Denotamos por G;c(E;F) 

o espaço dos polinÔmios S-lirnitados de tipo comp3cto. 
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2~9 PEOPOSIÇJ:O (n+l)-linear) (nE N.J\)
1 

oln:C'Í\, .. ,fn,b) E: (E*)n x :;• t---_,'1\x ... x'fn.bfkb(nE;F) 

' / / e eontlnu;J qu,-:-:\ndo se coloca a topologi:::. ~produto no seu donnnio,. 

Provo.: A continuidJ.de de «.n segue de 

que acontece parn todo f i~ E*, Bi 6 G3E , i=l, •. ,n , b € F e ~ E 

'"'C('I) Q E' D onl.~~~ 

2.10 OBSBHVAÇ:iO Dry J?H01;)0SIÇlí.O cmterior , tenws que existe u;~:a 

• l" - l" / "V d dt uníc(i ap J..cn.ç:Jo lDB-:'-r contlnuJ. A-n o pro u o tensorial projeti 

vo E~t® ••• ® El(0 .F em k.
0

(nE;B) , tal aue oL 
'Ir tr'ií - n 

=!é o'f n n ' 
onde 'i' denota a aplic0.çãa (n+l )- linear de • • Ex ••• xExF 

n 

X é injetiv~ e n - " E® • • 
1r 

) = 

' 2.11 DEFIIUÇÃO Um:·_, seminorma nuclear em ~.f(nE;F) e delinida 

por: 

T = 

IITjj., B B "' = inf 
U n, l'""' n't" . 

m L '1'
1

. x ... x'f' .. b. 
j =l J llJ J 

pura todo T ~ ,j\,bf(nE;F), Bi € f?E , i=l, •• ,n e (;3 € SNC(F). 

Se B1 = • • = Bn = B , denotamos IIT IIN, Bl, .. , Bn, fl = 11 T ~N, B, ~ • 

A topolo[,'ia localmente convexa em J:Obf (nE;F) de.finida pel-"_ls se -

mínorrn'1s nucles.res é chamada topologia nuclee_r. 

2.12 PROPOSIÇÃO Seja n 6 N* • Para TE'. 4,f(nE;F) , Bi E GJE , 

i""l,,.~,n e r., c;;:. SNC(F) , temos 



2
,, 

- c-

J) -.~ 
' \ . • 12 J:<.; J.J 

temos 

rrrfl 11 n •••• H' '11 B p (b ') . R J nl nJ n I' J 

I. topologia locnlmente convexo. deiiniclR em 

serninormcts nuclee.res torna este es_p2ço homeomoE_ 

ii~ IV'\ IV. ');'~,..,.,.. lf' . ( •) • f o H ...__, 'O' • ,. • \:!".>' J..' 'O' -'- de to.l mane1ra que se q.., E SnC E e da -
'11 'tr 1!' .... 

de por U ·JIB. , Bi.,(2E 
l 

, i=l,. ~ ,n e ~E. SNC(l!') , então 

li xn (AJIIN B B A = 
'l'" .. 'n'\ .... 

e 

d T i'A (n" -·) '" E"' . 1 paratoo E~f r.,;l! ,l.íE ,l"", •• ,nebEF. 

2.14 DEFINIÇ.\0 Para cada B o 8,;, (3 E: SNC(F) , m=l, ••• , 

definida urna serninorma nucle~<r em G"Jbf(mE;F) , dsda por 

• esta 

n m 
P=Lf .. o., 

j=l J J 

'('j,E; bj€ F, j=l, •• ,n f , 
A topolot;io. nuclear em rbf (mE;F) é definido. ·por esss.s seminormas# 

Para m=O , coloca-se li • 11 N, B, ~ = (3 , para quaisquer B € G'E e 

~ E dNC(E'), 
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2.15 :.PHOT'OSIÇ.~O Be PE(~ü,(mE;Ii') , B E QE, {3 ESNC(F) , me: H, 

então 

jjP~B,~ S J!PiN,B,~ · 

2.16 PHOT>OSIC,;.ÃO P.:..r;: todo TE: cfQ (nE ·F) n E '' ~ Df S , ' ~ ' 
n 

.( n 
~-

para todo B E()jE e (3 E: GHC(F), 

Prov·::t: Por clefiniç:lo 

n! ' 

temos 

, para todo T E:. ~fs (nE ;F). Sem pe.f. 

de; de gener;üidé.ide , podemos supor 
m . 

T = L:f
1

.x •.• x f .. b. G J'obf (nE;F), <.{' .. E El< , bJ. E F, 
. -1 J llJ J s lJ J-

i:ol, .. ,n; j=l, .. ,m, ~fij/!B f O. Temos, .ent5o 

m 
T = k~'f 1 jh ... jjfn}B · 't'lj x ... x 't'nj ,bj , onde 

't ·. = f· ./jjf· .Jj B , para todo í e j. 
~J lJ lJ 

' . -Pela formulo de polar1zaçao, temos: 

A 1 
T =-

<( l 
~ n 

2 • n~ 

t. nn 
' I n. 

Então 

2n. n~ 

jjTfiN B B , Q.E,D, 
' 'I 



2.1? 

o 
J..D ' 

1"' ,_,, 

2 .lB _DL!?IIiiÇ;'::O 

se~j : n 

c; c 
} 

ra no.oQ to-

" ". --
'l 

IJ • ]! B. E- ,:__;r;G(l~l'i), p·-::c:~ i=-1, •• ,n~ Inclic·· r.1cs 
], 

A 

por 01 F0 •• ~ 
" "" 

topoloc; loc.·ü;;JCIJ.te convcx:::t definid_::;_ 

--o· "--c"·-- ·s ·c,-·-··-,·r'"'''' nc•cle--,.,·--- 1::.,.,r·,": -~,.-.o colcJc.·-·.·,_ .·,e ••. ·tcc·lJ·.•cJlo··· iJ I' t,Ul,b J.~ ;:_o-,;_,_,-·;.! __ ,;,~~ ~-.c:._,_c;;;:_,, L -~ ~'- --~-- ~ , _. -

C']:-
() . -- ~ topoloci~ de F 

2.1 ~) ~ topoloci0 nuclear 

esp3ÇO homeom~rfo a 

II m 11 . . " l' 'B ~-, -.• , '],. ~ ,J.;, t\-' 
. 11 -

(-Hn P~ (n'l'·[c') 
U"-' bN .t. '· 

e temos ·-dncla 

sendo ~· "X (I) n _.,_ ' onde~ 
~ 

A denote:. a cL>.sse de eq_uiv:.:üênci.·-- d_e -

finid:; po.r .l e ,'_"~ som.inorvkl nn tur;;l deE.ini-
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p (D,;•,lT~) 1"\lill·d-0 d" tO~Q]()"l·., dD bH ~..,) " CÁ .F - 0 c, 
' nuclour e comple-

to e 

2.20 

111·11 <. bJ.. ' . B1 , •• ,B 1 p.. .._._ h,B
1

, •• ,1, ,@ 
n n 

, B. E 
l 

Assim J1bN(nE;.F) C t,bc (nE;F) conti:o_ua;nente. 

, i=l, •• ,ne 

A prov::. segue imedüüc:.1..mente ds. PI-tO?OSIÇ.ÃO 2.12. 

2~21 D.El!'INIÇÃO Sej~" n € N ~ Denot:;mos por GJbN(nE;F) a im::;_gem 

de k
0

N(n2;Ii') pela .?plicaçtlo T T de iobcn~-~~;B') em GJb(nE;iP). 

Um polinÔrnio n-homogêneo S-limito.do P de E em F é chamJ.do de ti­

po nuclear se, e somente se , P € b'JbN(nE;F). 

Clsr-ee1ente l?bN(nE;F) C G;c(nE;~'). 

2.22 DEFINIÇ.I'i.O • r -e a propr~a 

' topolot;i8. de F se no= O. Se n ~ 1 a topologia nuclear e a topologia 

localmente C<~mvexa q!le torna cfvbNs (n.B;;F) homeomorfo a 

GJbN(nE;JJ'). Corno kbfs(n~;F) é denso em kbNs(nE;F) , temos que 

(? b.f(nE;:F) é denso em rbN(nE;F). Alérn disso l?bN(nE;F) é compl_2. 

to. Port,nto (? bN(nE;F) é um complet:;mento de (}bf(nE;F) muni­

do com 2. topologi-~ nucle9.r. 

Se B € -G3E e (3 E SNC(F), 11 • ]IN,B,~ pode ser estendida continua-

mente a ~bN(nE;F) • T3l extensão será denot0da também por 

li ~ H N B a • A coleção dessas seminormas define a topologia nu­
' Jl'n 

cle:1r em (j-bN(nE;F). 
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entiío 

· d I'l .. "O'_.,:)oo•·rçro ?,16. A prova segue .c " ~- ._ 

P I ' n (n., .,) I' :;lra · f: ()-bN J:,;~ , n tS '"~ , B E @E e (3 € SNC(F), 

temos 

Assim 

JJpJJB,~ f 

rbN(nE;1?) continus.mente. 

2.25 DE.Li'INIÇJí.O Uma o.plicE3.Ç3:o P de E em .F é um polinÔmio 8-li:ni 

tcdo de tipo nuclear se existem n""O,l,.. ,_ e Pk E ~N(kE;Ji') , 

k=O,l,~.,n, tais que P = P
0 

+ ••• + Pn. Denott~mos por rbN(JI;;F) 

o esp3ço de t3.ís polinÔmios. 

2. 26 PHOPOSIÇ1:0 Sejam B1 e B2 E QE tais que cB1 C B2 , pars sl 

gum c 1 O , entEo p~ra toclo n E li e \0 é SNC(F) , 

para tod.o Pn E (?bN(nE;F). 

Prova: Se Pn e ~f(nE;F), então 

cn IIP ~~- B a " cn inf f 'i"'-11 f. -11: A(b.) 
n 'I' l' \-' l f;.'l lJ 1 \"' J 

~ ij E E: bj e F, i=l, .. ,n j=l,..,m 1 = 

"inf f J"ª- jjc 'f .. llnB A(b.); P "fll:<f ... b. j;;J. ~J 1 \> J n R ~J J 

bj'"F, i=lp.,n; jd..,~.,m 1 = 

p " n 

m 
'} 'f . .. b. 0 ~J J 



b. E F 
J 

=inf Dl'fiJII cB ~(bJ.) f 
m n 

J=l l 

i=l, .. ,n ; j"·ol, •. ,m } .{,. 

( ínf { t 1/'f' . !; ~(b.) 
' J =l lJ 2 J 

} 

OBS&WAÇÃO 

p = 
n 

m 
P = L:: f ... t. 

n j=l lJ J 

11 pn IIH B P. • 
' 2' r 

> 'f .. E lJ 

f T'~ 
; ij € ~ ' 

• p E , n ~ .(nE·F) e bN , J 

IIPn~ N B p, 
' 2' \-

b) Aplic.-;çÕes 3-holor:Jorfa.s de 11ipos Nuclear e Coruv::;_cto .. 

2.28 DEFINIÇÃO j(bc_, 7,,(E;.F) indica o subespaço vetorial de 
... n~ 

!1G,~(E;:B') d·~:s aplicações S-holomorfas de E em F tais que: 
o 

· 1 "n, D n (l) pe1ra cBda n=O, l,,.,, Iil ~ f (O) E: \l-bN( E; F) ; 

-2?-

(2) pnra cade_ subconjunto comp~;_cto estrito egui:l.ibr::<.do 

K de E , B e:~ tal gue KCEB e é compncto em En e ~E SNC(F), 

existe E /O , tal que 

t='p.snrcoJII <. co· 
n=O n! N,K+ ~ B,~ 

Um elemento f t iG8N(E ;F) é chamado uma aplicação S-holomorfa de 

tipo nucle-::;_r de E em F. Em cf& 8N(E;l!') definimos a topologia TNe 

gerada pela fam!lia de seminormas p que satisfe,zem: 
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p-lr:_\ crcd::; su.bconjunto comp:_,cto estrito equilibr:1do K de 

E 
' 

' que K CEB e e compe.cto em EB , (3 € SNC(F) e é /0 

exi,st;e c(€) 7 O tnl que 

p(f) ~ c(€) 

2.29 PROFOSIÇJLO SejE~ f = 

dições sao equiv.~lentes: 

(l) f € J'&8 N(E;F). 

' 

l 'n W _ ~ f(O) E li\Ds(E;F) 
nl 

e 

(2) p:1ra cad'J. subconjunto comp::<cto _estrito equilibrado K 

de E, B € GE , t __ ~l que KCEB e é comp:;cto em EB,. (d..n):=O E c; 
e ~E BNC(E'), temos 

00 -

L ll_!:_~nf(O) 11 ( oo · 
n=O~n 1 ~N,K+JnB,(3 

(3) p,:;_r3. c:1d:1 subconjunto compc:.cto estrito equilibrr,do K 

de E , B € GE, tal que KÇEB e é compacto em EB , (d.. n);=O t co+ 

e ~E. SlW(F) , temos 

lim 'ôn~co) 111 • 111/n 
n-">oo -;~ .L N,K+ t:lnB,() 

= o . 

Provo. (1) ->(2) , Sejo.m f, K , B como no enunci:.1 

do de (2). Da DEFINIÇÃO 2.28(2) , existe C >0, tal que 

~~~l 'n 11 L_ -$;f(O) <.oo 
n=O n' N,K+E. B,(3 

seja n
0 

um inteiro positivo tal que J.. ( E, para n);. n • EntJ:o, n ..... , o 

temos 
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11.2 ~nf(O)ij 
~ n! I Y:~,K+ d..nB,(-3 

, 11 _:1:_ gnf(O) 11 
nl N,K+ E. B,(3 

Port,;nto 

z 00 . 

Desde que 
11 -1 

~ 11 ~~ Snf(O) /I N,K1 <l_nB•f> 1.. = , temos (1)--> (2). 

( ~' (') ,. ··mK B c;-)> .; ~ ueJa , como no enunci:_'d.o. Sej:.l 

(B )00 ' • d ' um~,_ seo.uencl:1 e DUilieros res.is positivos t~is que 
n n"O 

1/n 
d= sup ~ n < oo • Então dK é um comp.owto estrito eq\.lilibr::tdo 

1/n "" 
e ((3n Jn)n"O ç C

0
•. Por (2), temos 

Lill ~nr(o'JJ <co. 
n=ê'Jln1 ; N,dK+f.>;/n .),nB'~ 

Da OBSERV,lÇÃO 2,. 2'7 , po..ra cado_ n , temos 

Logo 

e 

lim sup 

ll-i>"' 

1 . 
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Tomando Bn - cn 
' temos 

lim sup ( 
~ };_ ~nf(O) 11 )1/n 

ll-><» n! N,K+ d...nB'~ 

1 

c 

Então 

1im ( /11 ~nf(0)/1 )1/n " O e (2) --~(3). 
n -)"40 n ~ N K+ J B f) 

·· ' n '1 

(3) ---7 (1). Suponhamos por absurdo que f~ 'f&81/E;F); ent,:io exü> 

tem um comp cto estrito equilibr;)_do KCE , B E 63E t::1l que 

K C EB e é comp'J.C to em E11 e {?> € SNC (B') J t2_is que para todo E ) O 

temos 
"' 

L_ jj_:~:_ ~nf(o)JI " oo 
ll"O n! N,K+ E B,~ 

Tomando E. = l , temos 

lim sup JJ _l:_ ~nf (O) IJ l/n lt 1 . 
n_,.oo --n~ .N,K+B~~ 

Seja n1 tnl que 

111 'nl , 111/n1 1 - b f(O) 7r -
n1! H,K+B,~ 2 

Por induçõ.o tomemos nk 7 nk-1 tal que 

~ 1 ~n, 111/n, 1 - b Kf(O) ,( 7t 
niJ N,K+l/k B,~ 2 

Definindo 

obtemos 

lim sup Jl_l.~nf(O)II 1 /n 
ll-')oo n! ll N, K+ J. nB,~ 

1 
}-

2 

Isto contro.diz (3).Q.E,D. 
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2.30 1-'1-i:O}-"OSIÇ::o Se ft:: ;f.gGN(B;P) , então :1 série de Taylor de f 

em O conver:;e parn, f em ( cftb 8N(E;.E'),TNe). 

PR8l osrç.t:o ' e gerada por to-

das e_s seminorm .. s da form:t 

t IIJ:. snr(O) 11 ) 
n=O n! N, K+ ,.,LnB' (3 

(1) p(f) " 

parD. toCb f € ~SN(E;.F) , onde KCE é compc:~cto estrito equilibrJ.­

do,13€{3E é t.~ü que KCEB e é cornp:.:\cto em EB, (J.n):,o E. C
0
-r 

e ~ e SIIC(l~'). 

~9Vrl: :Pele~ PRül'OSIÇÃO 2~~;9 ~ p(f) é finito por:0. tod:1 f € Jt?0N(E;l>'), 

Então é um~ semüwrr.'.3. em cf&8N(E;Ji') • Plost.r·o.remos &e;ora que p é 

~ 1 Ne cont{nua • Dado é )Ü , sejo. n
0 

um inteiro positivo tal que 

cl. ~ E pc;ra todo n:;. n 
n ' o 

L i.!:. ~nrcoJj -
n"n ~ n 1 N,Kr.,l B,"-o n I" 

para toda f €" J?ec,1.,(E;F). 
"" 

• Como na PROPOSIÇÃO 2 .. 29, temos: 

t n=n o 

Para n"O, 1, •..• , n -1 , existe b 7 O tal que ); (K+ J. B) C K+ E B • o n 

Assim de. J?ROPOSIÇÃO 2.26 , para toda f G: ;#gSN(E;F) e n""O,l, •• , 

~ .!:_ ~nf(O) 11 . 
1\ n! N,K+CB,~ 

Portanto 

[ ( ) 
11

_.!:. ~nf(O)~ · 
nl ~N,K+EB,~ 

Ent:lo pé cont{nua em ( ifo 8N(E;F),TNe) .. Agora seja p1 uma seminor 

ma contínua em ( i&3N(E ;F), TNe). Hostr.~1rernos que p1 é domin::;;d.J. 
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por um:1 seminormn da form:.t (1). Da DE_Li'INIÇ~'to 2.28 , parn_ ro.l -

gum comp:cto estrito equilibr:1do KCE 
' 

B E b:JE tal que K c Ell 

' "c (" € SNC(F) sntís.f:__rz E e e co c:. c to em "ll e ' pl : p:-,ra cada >0 

p1 (f) ,;, c(é) , pnra toda 

f € ~bN(E;B')~ 

Entco Inro; pn E ebN(nE;]") ' pl (Pn) ~ c(E) IIPnlln,IC+ E. B ,~ • Par,c 

cadn n €. t·l e E '7 O , seja Kn (C) o menor nÚmero posí ti v o ou nulo 

trü que 

P1 (Pn) ~ Kn (E) liPnjJN,K+ E B,r ' 
para todo P

11 
E ~bN(nE;F). Desde que !Cn(€) ~ c(6) para todo n , 

temos lim sup K
11

(E)l/n ~ 1 • Seja n 1 um inteiro positivo tal 
n-?oo-

que (IC
11
(l))l/n ,;, 2 para todo n 1 n1 

e por indução tomemos 

nk) nk-1 e 

K (1/k)l/n < 2 
n -

(.• .. veJa 

= 
f l para 

L 1/k para 

Então ( I )('>')- E t+ e 
"n n=O o 

K ( .L )1/n < 2 
n n ' 

, para n q n1 . Logo 

existe C> O tcil que 

ÇÃO 2.30 temos 

<o 

P1 cn {. Z:::: P1 < 
n=O 

Kn( J.n) < C.2n , para todo n • Da PROPOSI-

"' L: 
n=O 
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"' 

"' 
c L 2n 

~ 2.snrcoJJ , 
n=O n! N,K+ J. B, ~ n 

ou seja 
00 

11 ~! ~nf(O) ~ pl(f) ~ c L_ 
n"'O N,2K+ 2 elnB, ~ 

à tooolo~i2 T em " ~. Ne 
' e gerada pela 

fam{li::~ de scmínorrn~~s p do tipo 

p(f) sup 11_2:. ~nf(O)II 
n n' N,K+dnB,(3 

, 

para J!p ( ) ' todq fEO'lDsN E;If' f onde KCE e um compacto 

B ~ G3E é t2l que KCEB e é compacto em 

e ~E SNC(l<'), 

estrito equili­

"' EB ' (J. n)n=O brado 

E c• 
o 

A prova é ' . ano.loga a da PROPOSIÇÃO J.. 31. 

Desde que a topologia TNe em i?fb SN(E;l<') induz em 

n cnD 'O) t 1 • 1 d .. t \)-bN .r:,; 1! :1 opo O[;J.a nu c e:J..r pe.ra c a n n t t.'l , e mos: 

2.33 PROPOSIÇÃO Para 1' completo, ( cl!e, 8N(E;l'),TN
8

) é completo. 

Prova: Seja (f <I. ).._<I uma rede de Cauchy em ( cf0 8 N(E;l'),TNe). 

Então, para n=O,l, ••. , (.l,~nf,(O)) é uma rede de Cauchy no es-
n. ""- J.€:I. 

paço completo rbN(nE;F). Suponhamos que ~n=\c (O) ---> Pn em 

{? bN(nE;}') , J. e I , para n=O,l, ••••• Seja K CE compacto estri 

to equilibretdo , B e flE tal que KCEB e é compacto em 

(~n):= 0 ec;e ~ €SNC(F). Dado E;O, existe (:l.e! ,tal 

(\ (\ 7,. ('>. ) 

-f )(O)~ 
~'• N K+ oi B ll 

' n ' ~-

E . 

E B ' 
que para 



Ent5o pe~r:i qu::.;:lquer m inteiro positivo e @,J r,;j_ 'f f3c ) 

Pa..ss-\ndo ao limite pnr::l ~~ o<. I , temos 

(1<) 
,; 11 

l _p 
n! n 

pa.rn tvdo m e 0-t Q ~eo . 

Em :>::.:rticuLTr 

Logo, d2 PHO:POSIÇÃO 2. 29, 
co 

f = L. __:~:_ p 
n=O n! n 

( * ) também nos dá que 

m 

,;: E I 
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~ E . 

L. 111c p 
n""O ~ n~ n 

f E. , para todo m 

e ~ .. ~ \".. 

Ent?to, 

para todo ~. ,1 [). , Q. E. D. 

2 .. 311- DEFINIÇÃO. Seja U um subconjunto aberto UilO vazio de E • 

~Sc(U;F) denota o subespaço vetorial de ~ 8 (U;F) das aplica-

ções S-holomorfas f: U-rF tais que para cada x eU e n <dl , 
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' sera ch~:;.m:~d.o 

de aplicoç:io 8-holomorfa de tipo comp~Jcto. 

2~35 LENA (i) Se ~l'E kbc( 11E;F) e xi E E, i=l, •• ,k, l$k~n, 

cnt~1o ' p cn-k,',l?) 
~t.x 1 ••• Xk E J.Db . ..:.<, , definida por 

(ii) Se P E f?b ( 11E;.l?) é t:;i.l que P = Â c ~ 
para A,; &J (nE·F) 

bcs ' 
,en-

- A n (n-k" n) E tao .x 1 .~.x, E ()-1 .t.;l! , x. E , 
K OC 1 

i~ l, •• , k, 1 ~ k :$ n ' 

Provq: (i) buponharnos inicialmente que .A € -t,bf(11E;F) , ou seja 

t 
j=l 

e j=-1, •• ,m. 

; '-1' . . 
lJ 

l"ara x. ~E, i:ool, •• ,k, 
l 

i=l, •• ,n 

1 -&. k ~ n , temos 

X • • • 

Par•.l A G .bbc(nE;.F) o resultado segue da densidade de ;/;,b:f(nE;F) 

em :fv bc (nE;F). 

(ii) sef:,'ue por argumentos anâ'logos à (i). Q.E.D. 
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2~ :<;6 :Pl-?Ol'OSIÇÃO -- ' '~ l U .... beJ:?,Ll .t1 comp i_?to c um subconjunto aberto n::.o 

vnzio de~ E. Entõ:o ( ~cc (U;.F), C: ) é cor:mleto. Se U for equili 
uC oose _._ 

brndo ,então ( ~0 (U;F), t ) é completo, uc wse 

Fron: Sejil (f, ), ,umo rede de Cauchy em ( ~S (U;H), 't ) C """- ... ~.,. . c wse 

(#88 (U;.B'),'t'wse). Pela PEO?OSIÇ}i:O 1~36 , existe f E ~ 8 (U;F), t.:-_ü 

que((f_, )_,..,.:r. converge p<.:ra f no. topoloc;ia. 't de ~~~(U;Ji') e 
v.. ""-"' wse o 

( 1 ~nf (O)) converge 
ll1 "" J n: 

cede. n""O,l, .. ~ Desde que 

do em rb(n.E;F) , 

p]ra ~! snf(O) em (2b(n.E;F)
8 

, pnrt·-: 

l.,snr, (O) "' r?b (nE;F) , que é fech"' n. ~ c 

s temos que pnr::: cada n=G, 1, ~. , 

f.)bc(nF·,?) , R t o•~ r d x cU \)....- __ _ 1 es Fl. mo .... v .... ::~ que P'lr."J. c:.i !Ct ,... , 

"' 
f(x) L. 

n~o 

2:. ~nf(O)x 
n! ' 

temos dn. PROPOSIÇÃO 1. 25 que 

]:_~if(x) ~ L 2:. õ~xn-i 
i! n 7/ i n! 

no sentido de rb(iE;F) • Do LEr·1A anterior (ii), temos que 

1 ~. (2. s 
-, cn~(O).xn-l e b (lc,:·,") . d ~ U . L o _ _ .. - -~..· , po.ra t:o o x "=' e n ~ 1. • ogo, 
n. c 

i1 ~if(x) e f?bc (iE;F). 

€ 

A prova dq PIWPOSIÇAO pt::rcl a topolo':""Í3. 't seº'ue da PROPOSI-o oose o 

ÇÃO 1.37 e da fÓrmulo. integral de Cauchy. Q.E.D .. 
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c) Outros Subesp:·:~ços Vetorir:ds do Bs:v1ço das J .. plicações S h o lo 

morfas~ 

2.37 DEl~'INIÇÃO Sej:J_ U um subeonjunto :J.berto não v:-:~zio de E e 

~c- (U;F) denot.J. o subesp~lÇO vetprial de "Jt3.,(U;F) cls.s on 

·:tplicJ.çÕes 8-holomorf~\s f: U--d~' , 

j :(, n , -in ~jf(x) E: rbC(jE;l') ( 

ts.is que _r;ara co.d.::t x t: U e 

~ (J"'·'<) ~ n~r' J. O \J-bC ....,,.~: = .... .J:'·Cl. "1. = 8 

n (j'') ""'I" d , . n (j,. "") = D~b 1~ VY 1 , a er·cncl:J. em ~ ... b 1',}1! 8 , pora j:,_l). 

Observ.'J.mos que .g..gso(U;.:B') = ~ 3 (U;F). Denotamos por 

;\'{,SC(U;B') " { f€geS(U;F) , tnis que para X€ U e j € H 

bJ bC(jE;]') 1 • 
Par:1. o caso de funções hoi:Lomorf:.:ts , denotamos por ~ (U;F) o su 

n -

besps.ço vetorü~l de - -!fj (U;li') das aplicações holomorfas f:U-~F 

tais que poro co da x € U e j, n , 1
1 djf(x)" (?0 (jE;]') • 

J· 

(()
0

(jE;F) = F pera j~O e 

rência em f'?CJE;}')
8

) .. 

;\'{,0cu;F) = {r € J&cu;F) , 

.ln djf(x) € rC(jE;F) ( • 
J, J 

(? 
0

(jE;F) ~ (?(jE) ®F , j 1-1 , :tde-

tais que para cc-1da x € U e j € [ii , 

2.38 LEMA Se A € k bs(nE) ® J? , aderência em Jobs(nE;.F) , 

n-i x € E , i~ n , A.x definid2 por 

= A(x, •... ,x,x 1 ,.~,x.) n-l l 

' 
pertence a 'iObs(iE) ®F • 



A(x, •. ,x,x 1 ,.~,x.) ~. l n-1 
m 

[ 'f.Cx, ... ,x,x1 , .• ,x.).b.- ( 
j =1 J "'n-i ..:-- 1 J 

p:::trn ( x 1 ~ .. , x . ) 
1. 

Port:mto 

•. 70 "R"~·,ocrç·o ( __ ~.,_.. l:' vl 0 '"i 

e ~"'l.' 1· ''J'"·' u• Cl dn F 'i l~ J. ,, . .,__,_ ~ ' .J 

,o n-i "" b D d 'f n-í 1j.x "" j . es e que j'x G 

Se F é completo e U é um subconjunto aberto 

, ent5o ( ~ 80 (U;ll'), t wse) é completo. 
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Prov·•: Sej• (f,) uma rede de CCJuchy em ( <1&,. 0 (U;F), <: ) C 
""" J€1 o wse 

( j'.g 8 (U;F), ê:wse)~ l)ela PROPOSIÇÃO 1.36 , existe f c:: ~ 8 (U;lf) , 

tal que (f 1 ) converge parrr f na topoloe;ia 1: • Como lli3.. 
Ol- J...:. I. w se 

PROPOSIÇÃO 2.36 , ;, ~nf(O)" (\0 (nE;F), para cada nEI'l , resto 

mostrer que prrrrc ceda X€ U e i <:l'l , .!, ~if(x) E rbC(iE;F) • 
l. 

Desde que para c?,da x 6 U , 

f(x) = t , 
n=O 

temos do PROPOSIÇÃO 1.25 que 

"' ~ ..=!:. ~if(x) = L _!: Snf(O).xn-i , 
. I n=O n! l.. 

G\ciE;F)
8

, Do LEHA anterior, .l1 'i;nf(O).xn-i E 
--------.. n. 

, Logo, ;,~nf(O).xn-i€ b-\(iE) ®F = rbC(iE;F). 

no sentido de 



Disso result-;, que 

3 "' - ')-

2~4-0 PROl:'OSIÇlí.O Par~l n<:: N , J:l' com_;:Jleto e U um subconjunto ~1LeE 

to não vazio de i~ ( <fe (U·'~') 'l: ) e ( J)f! (U·n) '>' ) -
' Sn '- ' nse <t\9 SC ''' ' " "'se 'mo 

completos. 

Pro~: B·-:.sta fazer p<:ra n ~ 1 • Esta. prova .t;;egue da PHOPOSIÇ:\.0 1 .. 

"'7 ' ' ' 1 ' t 1 d C ' ' E D -" e C'..l 1 ormu o. ln "Cc_;ra e aucny ~ \x• · ~ • 

2. '1·1 OBS.SHVAÇ:O:O ' / U::;ando a OBSERVAÇÃO 1. 38 e posslvel provar , 

O ' '1 , · d Fl''O"CC'IÇO''"'' 2 "9 2 40 c m argumenxos an·_, oco.s aos .:::.s , 1.~ u n,::, • ::; e • que, p~l-

ra E um k-esp.:::ço e F completo, ( ~n(U;li'), ?:::n
8

) e 

cifBcCU;l-1'), "C ) S-~0 completos, parD. UCE aberto néio vazio e que 
<»S 

cj?gc(U;lí'), c: uJS) é completo, :P3I'êl UCE aberto equilibrado. 

2.42 DE1'INIÇÃO ~Sb(E;H) =1 f€ ;\'& 8 (E;F) , tais que pnro. todo 

subconj;_mto limitn.do B de E , f(B) é limitado em F}. 

Em Jt; Sb (E;.F) definimos n to_pologít:J. "t 
8 

da convergência unifor­

me sobre os limitados de E. 

E'm ~Sb(E;F) s5o válidos os seguintes resultados: 

a) se :f € ~Sb (E;J?) , então a série de Cl.1aylor de f em O converr;e 

pccra f em (J'i; 8 b(E;P), 'l: 8 ); 

b) c#&Sb(E;F), L s) é completo, pora F completo. 

2 .. 43 DEFINIÇÃO Seja U um subconjunto aberto não vazio de E. 

' Um~ Gplicaçr1o f :U ---;rF e compacta se pe.ra cada x E. U, existe VJ 

vizinh:1nça de x em U , tal que :f(V) é precompacto em F. Denota­

mos por ~ K(U;F) o espaço das aplicações holomor.fas compactas 

de U em F. 
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Se P: E___,. f' é um polinÔmio n-homoz;êneo comp.::1.cto e B é um subcon-

junto limiL;;d.o de E , entS:o P(B) é precompccto em F. P.:1ra E nor-

' mnà.o , um polinÔmio n-homogêneo P de E em F e compqcto se, e so-

mente se , pnro. c~~dn. subconjunto limi tndo B de E , P(B) é pre 

compe.cto em F. Denotnrnos por GJ K(nE;F) o esp3.ÇO dos polinÔmios 
h / 

n-horaocenoos contlnuos e comp::lctos de E em l!.'. 

2.l.Ji+ D:CJ!'INIÇZ:O Geja U um subconjunto aberto n0_o v~x.zio de E. 

Uma s.plic~::.çfio f:U~ It' é b-comp:.wtG. se pJ.rE1 cada B ~,;,; (JE , 
é comp:wta. Denot:1D.O.S por ~SK(U;F) o espnço do..s apli 

cações B-holor:JOrfas e b-comp~ctas de U em li\ 

Um polinÔmio n-homogêneo P de E em F é b-compa.cto se, e somente 

se~ pnrn cad,_; B 1!:. {Ç3 E , P(B) é precompt3.Cto em F • Denot,·1mos por 

(? bK(n.E;.F) o espccço. dos polin"Zmios n-homogêneos S-limitados o b­

c.ornpactos de E em F • 

N ' J c l . d d d (")K(n''·,F) e o cnpl tu .o :;; veremos ç . . gum:Js proprJ..e u es e \)"' ..u 

n cn .. "") 
1.)- bK z, p:r • 
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GilPÍTULO 3 

f. -oPRO.DUTO E PROI'HIED .. :LDES DE APROXINAÇ:i:O 

3.1 DE.F'Il0IÇ"'l0 D:ldo.s E e 1~ esptTÇOs localmente convexos sepe·Ta -

dos~ denotrunos por 1!'~ , o dual de :B' munido da topologi:J_ da con­

vergêncir.~ uniforme sobre os subconjuntos comp~ctos absolut::;_men -

te convexos de F e por Jo (F) ;E) o espaço d:.Js é\.pli -
é c 

cações linee.res con~Ínuas de F~ em E , com a topoloc;in da con­

veru;bncü; uniforme sobre os subconjuntos equicont:inuos de F! A 

k (:E'
1 

;E) é gerada pela fEo.mÍlia de serninorm3s 
é c 

~ E. J. dei.'inid:'ls por: 

(3 é d. (T) = sup { 1 ( T(u), v>l u G F', \u\,;\-> , v é E', \vl~.q, 

T € b (F1 ;E) , p, € SNC(F) e J € SNC(E). Ternos que E é F ::;F é, E. c c \" 

~5.2 DEFINIÇ~O Um esp3.ço locnlmente convexo sepJ.redo E , tem a 

propriedode de aproximação (P.A.) se para toda J. € SNC(E),todo 

t ) O e todo subconjunto compacto ebsolutamente convexo K de E, 

existe T " E'® E", tal que d. (T(x) - x) <. E , para todo x € K • 

3.3 DEFINIÇÃO Um espe.ço localmente convexo separado E , tem 

a propried:::~de de S-aproximação (P.S. A.) se dado K subconjunto 



comp:,_cto estrito de E , existe B ' e e compa-

C to em F e dedo t '-O, ·exl· ote ""13' ,_, / ~ 
:11 t E'An.. E 1 VY ta que 

, p&I\3. todo x € K .. 

E) ,,~ 

"" ~ e as partes compa-

ctas estrit,Js de E coincidem com as pnrtes compnctas , ent.So E 

tem ':l. l'. A •• Lot:Ço se E for norm~~do ou Fréchét , ou Jo f , com 

a P.S~A* ent,)o E tem a P.A. ~ Se E for um limite indutivo es -

trito de uma sea·:.;.ência (E )
00 

0 ~ n n= de espaços de Bnm1ch com a P~ "l• 

ent~o E tem a P~S.A* . 

O exemplo do Enflo (Eni'lo (1)) é de um espaço de B:::m."Jch que n;;o 

A se;;~dnte PROPOSIÇÃO reune :11guns resultados que ser2o 

utiliZ:.J.dOS; 

3.5 PHOJ!OSIÇÃO 

a) Se E e :I!' são espaços localmente convexos separados , entD:o 

E (81 F (produto tensorial de E por F munido da topologia E ) é 
E 

um subespaço vetorial topolÓc;ico de E E. F • (8chwartz (1)). 

b) Um espaço localmente convexo sep:::-crado E tem :3. P.A. se, e so -

' mente se, para todo F locslmente convexo separado, E® F e den-

soem EEF. (Schwartz (1)). 

c) Sejc; E qu.'.lse-completo. Então E tem a P.A. se, e somente se, 

par<1 todó F de Banach, E ® F é denso em E é F • (Prolla (1)). 

d) Se E e F locnlmente convexos separados 

EEF tem a P.A. (Schwartz(1)). 

' tem a P.A. , então 

e) Se E e F são metrizáveis (completos), então E é F é metriz.:~vel 



(completo) , fmt.êio E EF é metriz{vel (completo) (Schwurtz (1)), 

f) Se .8 e ]' uão loe:-_tlmente convexos separados completos e um ve-

rific::; então E ® ]' é idêntico n E E F 
é 

(E ®e; 11' denotc1 o complet:-nnento de E ®€. F ) • 

• (Sch·wartz (l)). 
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CAPÍTULO 4 

Neste C<;.pÍ tulo v~1mos estud::.r a c.derêncü::._ do produto ten­

sori~ü ~ 8 (U) ®F em ( ~g(U;.E'), {:
00

) e obter algumas rel:]ÇÕes 

C)ru r3 proprl.edc1de de 0-:lproxirn:'"'Ç<'"io pr:!T'J. E e com a propried-s.de de 

aproxi;w'ç~io p:~rs ( -Sf;;3 (U) 1 "t
00

) • Em esps.ços de Banach , Aron e 

Schottenloher (l) e ;\:r·on (l) , obtiveram result3.dos nesse senti 

do pc;ra o espaço ( ~(U), 't 
0

) • No final do c::1pÍtulo ser,J:o obti 

dos 'J.lguns resultados p.:-~ru ( f.& 8 (U;F), 1: 
00

) @E G , po.ra F e G de 

Bansch. 

4.1 TEOREI,1A Se E tem a P.S.A. e Ué um subconjunto aberto equi 

librado de E então -se, 80 (U) ®F é '1:0e-denso em ~ 8 CU;F),p·1ra 
todo F localmente convexo. 

Prova: Sejs KCU um compt.1cto estrito. Da hipÓtese de '' b ter .a 

P.S.A. • existe B E GE , tal KCUnEB ' que e e compacto em EB' 

de modo que
1
para todo é )Ü • existe T € E'® E satísfazendo 

pB(T(x) - x) < c , para todo x e: K, 
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Bejam f E ·Jt 8 (U;l11 ) , € >O d<1do e ~ € SHC(F) • f-'1ostr:lremoc irli 

cictlmente que existe um 'b '7 O , \) S dis~ ( K, (
1
, ( U (lEB))(on-

...,B -'B 

de c 
, x G K , ent~'Io ~ (f(x)-f(y)) < E 

x€K 
' 

existe bX ) o, b {, dist ( K, c (U ()EB)) tal 
X 

EB .e;B 

que f; (f(x)-f(y)) < E 12 
' 

p:;:ra Pn(x-y) <~x • Desde que 

n 
KC U('\EB e é comp'lcto em EB , K C u 

i=l 
B(x.,S ) 

l x. para alcum 
l 

conjunto 1x 1 ,~.,xn}contido em K .. (B(n,r) =lxEEB, pB(x-:.t)<r, 

qu:;lndo a 6 EB e r > O J ) . 
Definimos Ú (x)"" sup 1 bxi - p 13(x-xi) ;i=l,.,. ,n } , para x e K • 

Ent:?o lf :K --~11 é corot{nun e '6 :>O. Seja b =inflO (x) ; x E K}. 

Entôo pClrs x E: K e y G B(x, I)) , existe algum i com B(x, í) ) C 

B(x., S ) , tü que 
]_ xi 

('>CrCxJ-rCyJJ ~ ~CrCxJ-dxiJl + r C±'Cxil-rCyll < E • 
Gomo E tem a P .. S.A., , existe T € E

1
\~;:, E , tal que pB(T(x)-x) <. '?>; 

pe.ra x e: K. Pele parte acima, isto o.c:~rreta que 

\-' (f(~'(x))-f(x)) 1.._ E, p:1ra xeK. Seja {g1 , .. ,gn} uma brlse pa­

ra T(E) e suponhamos que 

T(x) = f
1

th(x)gi, onde x<OE e l<l>i}i~l C E*. 

Seja U
0 

-= U f\EB f\ T(E) • Como f é S-holomorff', f pode ser consi 

dero.da como um~l aplicação holomorfa do aberto equilibrado de di 



-rnens~,;.o finitc1 U 
o 

f(z) " f( 

n 

L 
i"l 

z.o;.)o 
l ~~ J._ ' 
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onde A • ' a convergenc1.a e uniforrae nos com-

p::;ctos de U 0 ~ Como 1J:(K)CUf\E13 e é comprocto em U
0

, existe PJt.n 

tal que 

(?> (f(z) - L 
IPI~M 

L<j>. (x)g. G ~'(K), 
i=l l l 

f.> (f(x) - f(T(x))) +r (f(T(x)) - _.P (x)f ) ( 
.... p ' 2 E . 

Como ~" (E) ® F , a prova se completo.. Q. E. D. 
úC 

classe maior de abertos. 

4, 2 DEFINIÇ,10 ' Seja U C E um Dberto na o vazio. Dizemos que U e 

S-Runge em E se (?b(E) é denso em ( Sf:, 8 (U), 't
06

). Ué finibmen 

te S-RunEe era E se par~ todo E
0 

, subespaço de E 

finita, U ()E
0 

é S-Hunge em E0 • 

4.3 OBSERV.AÇJO No c:s.so de E ser Banach , esta definição coin­

cide com a de Aron-Scbottenloher (l) , para abertos de Runge e 

finit:3.mente Runge. Se UCE é um aberto equilibrado , então U é 

finit:~mente S-Rune;e e S-Runge. Equivalências para esta definição 

encontram-se em Zaine,N.C. ( tese de doutorado - o aparecer). 

4.'+ TEOREl'iA Se E tem d P.S.-'1-. e UCE é um aberto niio vazio fi 
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n1tar:;ente 13-Hi.mf~e , ent~lo se.c(U) ®F é 
0 

't
0

e-d.enco e.m +!? (U · rr) - <liDs '" , 
p0.rn t~>C1o F localmente convexo. 

4~5 PHOPOSIÇÃO .. )ej,l .i? com a propriedade que parn todo subcon-

- . .• l' / . . 1 t junto comp:-~cto l\.. tie .f.i, a envo t:O.rla o.uDo utrunen ~e convexa f'ech.CJ.-

ds. de K , T' (K), é compocto em li'* Ge UCE é um aberto nilo V'·'.zio, 

ent·lo ( Jt:,,(U), L ) E l•' é iso;norfo 9.lf~ebricr:.mente e topoloe:;icJ. o oe 

mente c ( <fe,,,(U;H), 1: ) , (como também CGJb(nE), 1: ) é F' é 
>..) oe oe 

isomorfo c~lcebric~unente e topologico.mente a ( t:2b(ni:::,~.F), L ),r>:t 
oe -

r'.l n~{i .) 

Prov:;: Esta :PIWFOSIÇÃO é um CC;SO p:-\rticul.:.1r do r.rEOREf-1A 5.20 do 

capitulo .5. L.:i mostrsremos que ::1 aplic·;çclo 

T: ( S-fl,, (U·,~'), '"t ) -~> ( ~,(U), 'l: ) E F , definido por 0n nse o nse 

T(f) 

f € 

~ ~·r , onde Tf(,P) (x) = (~ o f)(x), para <P < F', x" U e 

~ --· (U;B') , é lineBr , injetora e ura isomorfismo topoló'gico 
bn 

sobre 2 im':<gem , par0. li' B<1nach e n € N • Verificaremos que para 

n=O b':1 .. st::1 que F s::;tisfaçj a condição enunciB.da acima. Além dis-

T • . ~ 

so, p::T:J. n=O, e sobreJetora • .r.. o que vamos mostro.r agora,. 

Temos que 1' : deí'inida por 

T(f)(<j>)(x) ~Ct o f)(x) , pe1ra x€U, <j><F'e fE ~ 5 (U;F) • Seja 

A E k (E~, ( iff.8 (U), 't
0

e) ). Para x € U , definimos a aplicnção 

linear f(x) :F' __...,c por f(x)(~) " A(t)Cx), para t•F'. Para c.ada 

x e U, f (x) é contí'nuu em e portanto pertence a F. (Rober-

tson-Ro bertson (l)). Além disso, p::>,ra todo <\> 6: F~ cf. o f = A(~) 



Giç;o 1...27 , .f é B-holo:-:wrf::l em U.Fín:-rlmente 
1 

como T(.f)=A,secue 

que 

i'. 6 GOB.OIJU:UOS DA PROE~OSIÇÃO Lf.. 5 

P''T'-l um subconjunto af.::e:,to n:~o v::.:-.;~io U de E, temos: 

a) De i? ' e completo e H ou ( Jlj,,(U), 'r ) tem o oe 
(~,,(U), L ) G ]? 

p oe e ~ ( -JI'o 8 Cu;~'), l:
08

) • Em pnrticul:-:r se E 

tem dimens:1o finita e F .for completo , ent,·~o 

( 1e, (U), 'to ( '[{;, (U;F), (;'
0 

). 

b) 0e F tem a J?.A~ e a propried~·de cnunci::tdo. na PHOl'OSIÇÃO 4 .. 5, 

ent~o 1f:, 8 (U) @ !!" é 

c) ( K. 8 Cu), 1:
08

) tem e 

soem ( <fe.8 (U;]'), 1: ) o e 

P • . il. se, e somente se , den 

todo F de B:;.nrtch. 

A rrov:::. de 2,) ser;ue d'J. rHOI·OSIÇJí.O 4. 5 e I'HOJ?OSIÇÃO 3. 5 (f). 

A prova de b) segue de, I'.KO:E'ObiÇJ\.0 4. 5 e PHO:eosrç;:o 3. 5 (b) e a 

prova de c) segue da Pl10:i:')OSIÇ.:i:O Lt~5 , I)ROJ:"OSIÇAO 3.5(c) e da 

PHOl'OSIÇÃO 1,29. 

Provr:. d-o TEOREhA 1-J-.L~ : Sejam f € 'Seo 5 (U;l:i'), KC U um comp:xcto es-

trit-o e ~ 'i bNC(F). Da hipÓtese de E ter a P.B.A. , existe D € 

tPE tal que KCU(\EB e é compacto em EB , de modo que pe.ra todo 

• E, '7 O, existe T €. E® E satisfazendo pB(T(x)-x)( é , pera to-

do x é K. Como no T.óOiiENA 4-.2 , existe b) O, 

( K, ( ( Uf'\E1J)) tal que se pB(T(x)-x) z&', então 
EB 



finita , segue do COROir-:UtiO L!-. 6 3.) que 

c!~CU 0 ;Fl , c
0

) é 

ccf&cu J, t: J a;, f. , 
inomorl'o ::1lc;ebric~:mente e topoloc;ic.::.'.mente D 

o o é 

r2 fju , existe 
o 

onde 

- fl (y)).( 'ê., 

Exir;tem 

desde que U
0 

é 8-I·h:mc;e em 

A 

1? ' lt tdl'P ,_ e o comp e nmen o e 1 • ort2nTO p3-

, tnl que 

y E. T(K) 

~ 

e zj € P,j=l, ~. ,m. 

' e 

com 

Jl 'fj - fj jj T(K) • ~ (zj) < C/2n , j~l, .• ,m. 

Sej'' r 2 = L f.@ z. E. J'i?,"(T(E)) ®F, entiioA(r1 (y)-r2 (y))â 
. -1 J J o \-J-

para y € ~:(E). ~J:.loni-~ndo hcf2 o Tlu e <fé;8 (U) ®li' , temos , pa.rr; 

todo X€ K, (':> (f(x) - h(x)) ~ ~(f(x) - fju
0 

(T(x))J + 

+f-' Crio (T(x))- f 1 (T(x))) + ~(f 1 (T(x))- r2 (T(x))) <. 3E.Q.ll.D. 
o 

lf .• 7 OBSE:rtV.,í.Ç;:o N'a realídn .. de mostro.mos que f 2 E ~ Cl1(E)) ® F , 

ou sej"À , h = f 2 o T co:. <?b(E) ®F • Lor;o, isto signi.fica, em p:;r 

tj.cr1lar, qu.e se E tem a lJ.S.~l.. e Ué um subconjunto :·1berto fini-

tar.·!ente G-Runc;e de E , ent5o U é S-Runge. 

L+.B TEOREN1 Sejam E qw_;_se-completo e U um subconjunto 3berto 

nao vazio de E • Se ( (f(b8 (U), 1:
0

e) tem a P.A. , então E tem a 

E" 
c e = (E* , ~oe) tem suplementar topo-



l c(,.l· co ~rn 
.~v~:;, "' , . t " 1" / .• ; lS -o lffiP J.C:J.r.:J. nue E 

•· 'j_ ce 
. ' com a J-upotese de E ser quase-completo, obteremos que 

E tem a P. S. A.~ 

a € U , a c1 plicnçJo 

= ~ 1 f(a) , p:;r.J. f<ó cf!I,8 (U) , é uma projeç~o con-

'· • D2 = D '' t . J_j c.tnro que a a • .r·ara mos rar a contl-

nuid:-Hle 1 sej'J K um subcon,)unto colilp--lcto estrito de E • Logo, 

existe 13 € gT• ' tn_l que K CEB e é compvcto em EB .. Seja s) o, 
Jó 

tnl que -~1 + b K C U (!EB • DJ. desigmüdude de Ca.uchy(COHOL,ÚUO 

1. 22) ' 

1 

s 
, para tock,. 

Hostruremos :-Jgoré:-i que E tem e. P.S.A •• Corno E~ tem a P .. A. , p8ra 
c e 

todo :X: c E'* comn:}cto e ce ., 

E 1 compacto estrito e para 

absolutrrmente convexo, p;:;~ra todo K C 

todo E. > O, existe g" (E;e )
1 

@ E~ C 

(E')' (lJ> E" = E ® E' 
c 

' pois E e 

llgCf) -fiiK <.c, pnra todo 
m 

L: 'f . ® x. 
" l l l :L= 

quctse-completo, te.l que 

f E X: , Como g" (E:e>' 

Desde que pr:ra cnd':J.. i=l, ~. ,m, .n .. · E• •"-~ ~ ' t / T r '"" e c on lnu::t , 
l ce 

I'\' . ('1' Jl ( 
l -

c. p. (f) ' 
l l 

psra f € E*, onde pí (f) = , para al -

gum Li compacto es·tri to de E. Sejam Bi € (8E tais que 

• ~ "l C Ke' t e sao comp:_tctos em J:'.,B. , para cadn ~= , •• ,m. orno compac o 
l 

estrito em E, existe B € QE tal que KCEB e é compacto em EB • 
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m 
\J L. UK ) • Lo;;o, l'i'l. (f)i~ d'fiiL , onde c é uml 
. 1 l lo 

const.·~nte: Puro D E Q .. , trü que B CD e B
2
. C D , pcrs. i=l, •. ,m ,L 

"' ' e um comv:cto .:tbr:;~l1utC"·.mente convexo no espuço de Banech ED. 

Pelo teorema de Ib.hn - B;:crL:.ch existem, pn.r:::. c::::tda i=l, •• ,m , 
~ 

f i : (.E_n)'----;:. C ext;ensões line'JrQS de 'f i , ttl~S que 

Jfi (f)j ,f li f 111 , ;• .r:• 'f' G (ED)'. Portnnto 1 cadn. 'f i <S (ED)'
0

• 

Seja 'f , E"' ---.;(ED/ definid:.c por 't' ('r)o T IE o TD , po-
ce c 'n 

t' é line'lr e cont{nua * Logo, 'f (X) = X: D é comp,;.t-

' cto absolut.c\mente convexo em (:ED)c e então equicontínuo. Pode-

mos , ent:l:o escrever X D ;;c;; V0 
, com V vizínk:nÇ::J. do zero em ED, 

obsolut-smente convexc,1 e fechnda.( V= Í v€ED, pD(v) S b}, p· .. ra 

algum ~ > O). Logo X ~ o V
00 

o V • Como tomos K C ED , 

sup lg(i')(t) -'\'(t)j 
tGK 

'X]); ou seja 

~':f'K 1 [ 1 f;<'~'nlx;(tJ - fD(t)l < é , f n"- XD 

Logo, 
m 

) I sup I f D( L f x(t) - t < é para 'fD € yO 
t~K i-=1 l l 

m -
então l/S . ( L f.x.(t) - t ) ç_V 

' ou seja J 
. l l l l= 

• 

' 
e 

sup 
t€ K 

pD(g(t) - t) :S c S, Desde que g € E"® E e S indepen-

de de E , segue que E tem a P.S.J .. Q.E.D. 
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~""'Ç'Q J..L..t. ;_;\. 

morf-·1 (P~,LS .. JL) se , (b(lo K C E compocto estrito , existe B ~ 

63 "' tr:.l que K C j~.,-J. e é coril_po.cto em EB e dndo E )-0, existe Cf' E 
.6 - l D 

<i'f,8 U:) ® :,; td que pB(g(x) - x) < E , p:ir:: todo x E K. 

:É clnro gue se E tem a P.S.~. P.A~S~H •• 

' ' rec:1proca e ' . 
neces~nrJ,O que E se;j;, qunse-completo, ou rn:1is 

p-:::tr::-ec um s~tconjunto abe::cto finitamente S-Hunce • 

lf-.10 TEOI?..EHA üejc_m E qu::tse-cornpleto e U um subconjunto uber 

to finit.')r:lente L-:1-Runce de .t:. Sii.o equivrüent;es: 

'b) }JRI'-':J. todo l~ loce.lmente convexo, --sg 3 (U) @ 1? 

em ~s(U;lf). 

c) ( <lt 8 CU), ?:'
0
e) tem o. P.A •• 

d) E tem~ P.S.A.~ 

' e 'toe -denso 

Ob 
~ ,,./ "" ,I, ;:.ervcçc.w : rt 1npotese de E ser quase-completo so e necessarla 

para c)-> d). 

' ' Pr·ove.: b) --~ c) e o COEOLi>.HIO '+.6 c) que vc.le para todo subcon-

junto aberto U de E. c)-=;. d) é o Ti:!:OHENA 4.8 • d)-, a) é evideg 

te. Rest,'\ mostrar o)---7-b). Esta prova é idênt:icn à do TEOREr.-L~ 

' ~·~ . d 1· • TE E•, 'C , SU,).S '-'l vUlll O a ap lCGÇt:lO ' ....., .1.:. por uma 

/ 

4.11 COROLARIO Gejg_ E quase-completo. Ent3:o E tem a P.S.1l. se, 

e somente se , para todo ne N, ( G"Jb(nE), to
8

) tem a F. A •• 

Provg_: Se E tem a P.S.A. , segue do TEORE~1A 4.10 que para todo 

subc)n_;unto aberto finits,mente S-Hunge U de E, ( ~ 8 (U), ?::
08

) 
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tmn c;_ :f\J.~ * Como IX_::rc:; er~U·::. n€ r; ' ((Ç)b(nl~), toe) tem suplement:::r 

topolCÍgico em ( ~ 8 (u), 't
00

) , temos q:2e ( Çlb(ns), (;
00

) tem ~' 

E··* p ' , tem a • 1-1.~ Isto <.:carrs c e 
ta que E tem _, P. s. A •• ( como n:: provF do TEOHEt•JA L~.8). Q.E.D. 

' : Deste CüllOI,,·u:uo podemos oinda obter que p-~r-·). 

do E, ent~~o ( ~ 8 (U), L
08

) tem;;.. P.A. se, e somente se, pt:ro. c2 

n <: N, ( ()b (nE), "C ) tom •.1 P. A, , Contudo da PlWl'OSIÇÃO 5,12 
o e 

r do C'i.pltulo 5 , v;:ur;os obter: P2.ru E qu~l_lguer e U subconjunto ~.'bCf. 

to equHibr .. do de E~ ( ~ 8 (U), '?.:
08

) tem a P.;t. 

, ( 9bcns), c ) tom s P.A •• o e 

se, e somente se, 

Ver<emos c:q::;ora 8l1:;uns resu1t:J.dos Dobro a aderênci::.t de 

G de B::n:.lch, em ( ffo 8 CU;B' ® G), c ). 
'(, oe 

Notemos inic.L'.lmente gue isto faz sentido pois 'Se,8 (U;l") ® G 

~ 8 (U;P ® G) pel" aplicação 
é 

f® g (x) = f(x) ® g, pccra f € <Ít6 (U;F) , g€ G e XE U. Da mesma 

for-mn 1 podemos c:msiderar ()b(nE;:B') ® G como um subespaço de 

(?b(nE;F ® G) , p<~ra n"'O,l, •••• 
~ 

4.13 LE~L\ Paro f<; ~,(U;E (Íl> G) 
" t 

e K um subconjunto compacto es-

trí to de U, ternos gue 

L= { f(xJCtJ , x a, <P <F: 11111n 1 • e relntivar:J.ente 

comp:1cto em G. 

Prova: • • • b suficiente mostrar que toda sequenc~a da forma 

(f(xm) (~m) ):""l tem uma subsequ'@ncía convergente em G, para xm 

G K, <\> m <; P', li tmll~ 1 , m;l, .... 



Dc.:;dc qao ,f e ~ 8 (U;J:i'@ G) e F E G é couplot;o, ent:S:o f pod.e ser 

. € l' - ' , conE-lder;:d.-·l como u:n:l o.p .lc~·\ç?.O de U em F é G = ~(F c; G) ~ Como 

f(K) é comp·_;_cto em F E..G, h·~; x
0

E. K t'.Ü ]• f .i-. H1 11 ~ 11 } que par:; >= , o; •• , , ~ 1 

e k:-~1,~:., • ~. existe Xn1 tal que 
·' 

i'(xn1 )(4) - i'(x JC4J/ 
·' o 

< l/k • 

Como G 
• 

BQ , ha t 0 E E t•ü que per.o cad:l j =1, 

2,. ~ ~ existe tP nk. E B t•_,l que 
J 

/ f(xo)(<j>nk,) • f(x 0 )(f0 ) I ( 1/j • Agor•1 é fácil ver C[ue 
0 

CrCxn•1, .JC9n .. )r converge V1r•1 f(x )(• ). Q.E.D. 
•J '•j j =l . o 'o 

l..f.~ ll~ '11EORCHA 

a) Se G tem tl P.A~ e U ' e um subconjunto ,J.berto nao vazio de E, 

ent•i"o ( ~ 0 (U;B), Z ) ® G 
u oe t 

é isomorfo algebrie;_unente e topolo-

tçJ.cn.mente n ( ~c.(U;i? ®, G) , 't )~ ( que é equiv3.lent:e 
v c. oe 

c~ 8 (U;H), "C )é u;:; C Sf6 8.(u;F ® G), 
oe ç 

c ). 
o e 

' Cl 

b) Se E tem a P.S.A~ eU é um subconjunto .::;.berto equilibrado de 

JE, entíio ( át 8 (U;.E'), L. ) ® G é isomorfo algebricamente e 
oe t. 

topoloc;íc.oomente a C ,ru, 8 (U;l<' ® G), C: ) • 
0 oe 

Prov:1.: a) Desd_e que ( Sfo 8 CU;F &/ G), C: ) é completo,poís B' 0, G 
E. oe u 

é completo (PllOPOSIÇlO 1.29) , 

~ 3 (U;F) ® G é 'toe -denso em 

devemos mostrar somente que 

e que 

(á'{? 8 (U;F@G), L ) 
t, oe 

induz :1 topologi.3 no produto tensori-

al ;f6\8 (U;F) ® G. 

Dejam f € ~ 8 (U;F ®t, G) , K um subconjunto compnct:o estrito de 

U e E.) O. Como F e G s.9:o completos e G tem a P .. A.. , 
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F E. G = 

f coso um:_c aplic.Jçi1o de U em 

3.5(f)) , L:J.ssim .Podemos consid.c:r:~:r. 

;:12
6 

(F~; G). Do LEr··lA anterior, 

L = l f(x)(~) , x ~ K , ~ <1''~ ll<jolln} ' e rel.:J.tivo.mente 

comv·cto em G. Dejz:.;. ~:G G)@G, t::ll que ~~r(z)- z!lt....C, p:-,_rs. zEJ~. 

ig1 , •• ,c;k} uen. l'F:.se p·::rc' T(G)& Po.rr-: i""l, .. ~,k, seja 

u --"'>""}! ' r- ' • d 
J..1 Ge . .l.Dl',.'1 rlor 

k 

'r(f(x)('t))" L ci (x)('l')gi , onde'\' E B'. Pccra cud~ 
Í"•l 

U ()~ tF fi') x € , c i x e con lnw; em ~c e loe;o por Hobertson-Robertson(l), 

() F '1 1 ,, u -,-,-, ~ c i x pertence u ~ '~ em GJ.sso , c i: ----? 1..1 e fr:Jc8.mente 8-holo-

c '' 1 I''R('J'·~'"IÇ-0 1 2'7 ' '" 1 " õ .. ~ l-e :;. ~H LVú ' '~ e ' c' e >->-ho. OJnül'J_O.. 
lJ l 

x <c]( , sup JJ 'c o f(x) - f(xljj ~ ~ 
X€K J:i'®G 

lô 

.Fina.lnen te , para 

sup {i't'C~'(f(x)({'))) - f(x)(f) j ;xE K, <\><1";114'110 , 't'EG', II'YII>l}~ 

x~ K, fEF
1

1 ~>1 1 (_ C. sup 111 'r(r(x)(o/)) k- f(x)(f) 11 

L 
i=l 

€ tf&8 (U;F) ® G , temos a fun-Como 'r o f (x) " 

ç_ão procur:ld2 ~ 
Para cor.1pletar :1 prova de a) , vamos mostrar que , 

( S& 8 CU;Ii' ®é G) , L oe) induz a topologio. E. no produto tenso -

rial (;f& 6 (U;B), C: 08 ) ® G • Isto decorre do seguinte , que é 

devido eo teorenn de Hahn- .Be.nc,ch: seja K um subconjunto compu-

cto estrito de U e 

h(x) = t 
i=l 

f.(x)@g. 
~ l 

e .f€8 (U;F@ G) , 
& 



onde f. € ~cJU;I?) e gl. E G, 
}. D 

sup 11 h(x) 11 ~ " Bup 
x€K F~G xel( 

se1 c somente se, 
k 

ent5o 

sup filE fi (x) 'I' (gA
1
, , x 6 [ , '\'<G', ll'l'llo } 

i t h. ' s .;a mos ·r· T que rF~S _,. lpoteces dndes 

~ 1 ' 

~ l . 

;:arte de; :"\rov~_c dr! .l) , n·io se usou o .fr:.to ele G ter ::-~. }l.A •• 
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Sejn f €. lf-{; 0 (U;F ® G) , K urn subconjunto comp::wto eE3trito de U e 
t 

E jO~ Com px·ov:: id~ntice J. do 1l'EORBNA 1~~ 1, obtemos que 

a'f,S(U) ® (F Qil G) é ~ 

1.- -denso em 
o e ~ 8 (U;]' ® G) ~Logo, como 

e. 
<1'&3 (U) ® (ll ® G) " ( re 3 (u) ®F) 0 G C gf:, 3 (U;F) ® G C 

~ 3 (U;]' ®: G) , obtemos tar;1b.Dm que ~ 8 (U;F) ® G e" L -denso c . oe 

em ~"(U;F êJ G). Q.E.D. 
D Ç 

/ 

4.15 COHOL,.üGO Seje.m E com s.. P.S.A. , UCE aberto equilibr:·,do 

e F B'1l1,1Ch. Entiio ( ~ 3 (\J;}'), 

se, ( ;K, 3 (U;F), <:: 
08

) E. G ~ 

do G de B::o.n<::!.ch. 

~ 
08

) tem a P.A. se, e somente 

( J& cCU;F 0, G), <: ) , pore;. to-
D e 08 

Prov.·-,: Desde que nas hip6"teses dndas ~ 8 (U;F) ® G é L oe-den 

so em ~ S ( U; B' '\_ G) , p '_;ra todo G B:J.nach, ternos que se 

( <lf:, 8 (U;F), toe) é G ~ ( ~S(U;F ~ G) , 'l:: oe), então da 

PROPOSIÇÃO 3.5(c) , (S(f;S,(U;F), (; ) tem a P.A •• o e 
Reciprocamente é imediato devido '~ PROPOSIÇÃO 3.5(f) e o TEOllE -

NA nnterior. Q. E. D .. 



c M,s cu) , r: J • wse 

Neste cc;pÍtulo vomoc.; Gstud· _ _;_r ::.::. aderêncin. do produto teg 

~:ori~ü ~ 8 (U) ®F em s&8 (U;I.i') com topolog:i.ns rrLis fortes que 

_;ilguns re:~~ul to.clos :para os 

~nl'esp:::.ços de Jt8 CU;lf') det'inidos no cap{tulo 2 , ser\l'o obtidos. 

Par\ E holomorfic:;.mente inir:cltoneLcdo e k-esp<:~ço , ex;?,míno..ret:lOS 

a aderênci:J. do produto_tensori:õ'..l ~(U) ®F em Stb(u;F) , para 

as topoloc;i:J.s L , ws t e'l: • ns a:> s Pnro as topologias 
~ 

L em ws 

<fficu;F) e 'C em ~s(U;F) :toi necess.;rio um estudo ra:otis de 
wse 

tDlhado soCre ns aplicações holomorf':_ls compactas e 8-holornorf:-:s 

b-comp2ct:-J.S . Desses resulto. dos obteremos algumas relações com u 

P.A. pars E e paro. ( if&s(U) , "e ) e ( il'&sCU), "C ), como wse co se 

foi obtido por 

paços d-e Ban2ch 

Aron e Schottenloher (l) e Aron (l) , 

em ca{,cuJ, 1:) e c;Jl&cuJ, 't' ),((;é 
w "' <o 

p.c:.rn es-

Q topolo-

gia de Nnchbin,(Hachbin (1))). Veremos a seguir resultados sobre 

o completccrnento de (~,:;(UJ, C:) e;:>EF em (~ 8 (U;F),'t), por:J. 

as diferentes topolog·ias "C aqui utílizada.s • Finalmente será es 
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tudnd.o o -se,,,(U;F) ;;, G , p:.:ri .F 8 
>.) '""'t - G de lhncch. 

co_ções holo::1or s compr:ct;'.lS e B-holonorf:1s b-compt:lctes (D.EPihl-

. ., " "l ) - ' ' ,__:.l1-.:> e c~.<-t· ~ , que serso necess::J.rJ.as. 

e (2 (nE·F) 
bK ' 

b) S ' 'O - eJn Jl cu.da n ~ N , 

J?rov~\ n) V .. mos _1.:rov:n' som~_;nte o c:,so contÍnuo , pois o outro 

, 'l - , T) n.,.(n;._.., -,-;.•) e B n c -F, " B e en2. ot;o. WCJJ..m .r <:: b"~~ .. ~ _ E: ()JE • omo li e ::mech e tem 

a P.A ... ,_ dado E> O , existe T € li')® :t? tnl que ll~'(z)- z~(t, 

p<.:.ra todo z E P(J3) ~ Desde que :r o P € ('?( 11E) g) J:i' e 

~To P PI!B <.C~ se;:;ue que F € f?0 cn.c:;F). 

b) Note;aos inicüclmept-e que (-'~ (n.S) ® l<' C ~K(n.E' ;Ji') , p(J_rn cud:.: 

nE N , pois se BE: GE e P€ GJb(nE) ®F , ent::io P(B)C [P(El]. 

( (P(E)] denotn o subespaço ger.-:.:do por P(E), de dimensão Xinit:-1 

em 17'). Logo, P(B) é preco:np:1_cto em li'. 

Be,ia, :::~r:·-Jrs. P € 

se B E C:lE e E 1 O 

d A • n cn., -) , a e.ronc la em b.""b .ó; lj' 8 • Logo, 

é d:~'.do , existe Q E f>b (nE) ® E , tal que 

e.up I P(x) - Q(x) 11 < E/3 • 
X€B 

Desde 

que 

que Q(D) é 

Q(B) C U 
Í"l 

T'recom_p.;-:,cto em F , existe { x 1 , •• ,xn} C B , t:ll 

BÕ/
3 

(Q(xi)). ( Br(e) = l x € F , Jlx - "IJ<r]l. 

Portanto , pr.;:r.:: c2do. x € E, existe i , td que 11 P(x) - P(x. lll ~ 
. l 

f 11 P(x) - Q(x) JJ + ~Q(x) - Q(xi) 11 + ij Q(xi) - P(xi) 11 <:é. 
n 

Isto signific:1 que P(B) C U 
i=l 

Bé (P(xi)), ou seja , que P(B) é 
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precJm~Jcto em i. Q.E.D. 

Um e:::;p:rço E +ocn.lmen.te convexo ' e holor:10riica-

mente ÍYl_ t-;_:_;neL"do se , V--'--T:c todo U C. E e todo l~ , :::~ coleç:?:o :( 

X é limitc:da em todos os subcon-

quando E fo:r holor;;orfic:_;u!ente inl'r·Jtonel ,do e k-cspuço e .F Bc.\ 

• n-homoseneo P : E-> F 

é de.Cínid.·.-: por .P"'('f)(x) = 'f o :P(x) , f€ :i/1 
e xt E. Claramente y't 

5. 3 FHOI'OSIÇ.10 1) Sej ')ffi E holomorfic ... :mente ínfratonelt~do , :I!' 

eqcüvt".lentes: 

b) P< ,o, D(n'') ' t' :.r· -~{,) L e e~.;n -J_nua. 
c 8 

C) 3,0, n(n") , l': J! ~ l.)~ r.., e c o;npac tn. 
s s 

(Como F é Dcnach , .F)= (:B') ?: ) ll'1 indica F) com a topologia c ' o • s 

da norr:u e f?CnE) = ( 1?(0 E), 't )). 
s 8 

2) Sejom 1? Banach e PeCJb(n:ó;B'). São equivalentes: 

a)P:E-,.F é b-c:omp'cctn. 

b)Pi:&'~~(?b(nE) 8 é cont{nua~ 

c )P~ F~~ (i'b (n~~ )
8 

é 1)-COmpacta. 

Prove : 1) seminormH "t s 

Por <1,) , P1B) = L é compacto em F. Logo, 

p(P.-(f)) = p(f o F) = IJ f o PilE ~H' J\ L , p:or:o todo f e i! 
b)-->c) O conjunto {feF

1
, fifll~1 Jé equicont{nuo ern F

1 
e 1oc;o 



·~' ' . b) p > ( í ' 0 ., ' comprTcto em .i:!c ~ hSBlm , por , l ' E l! , 

P'J.cto e logo p:recompn.cto em CJcn:.s), . Porté:.nto 
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llfi> l} ) é com-

c)--;> a) .. <\plica-se 

r••,cl?crl;;) )' 
s s 

( f?CnE) )' , em ti\ o 
s 

~ 

p-' ' e comp:J.ct:: ~ 

) ) .. - ' ~ -'t<. 
H --'?C C:l..Ol};HlC'c:lÇ:JO liDB'lr p e Logo , 

GJ (nli'
1 

) é cor;:pact:::_ .. Contudo se 'f 6 s s 

P' '('f) E (F~)'s , De fato, P~'('f) :F~---> c 

o r'(T) A conti-

~ I 'f o cq (l'' ('r)), onde P'('l'JI s 
//P'('r)~ B q(r'(f)) " 

1 B \3 ··.,le'm·, o·.~r~c:o , P(T~) ' 1· ·t · D pnrc 0 gum E. E• . .....__,~ ~ e . lilll nao em ..0 .. 

. . d . l. • 
illD ~ IDGlS, ~ ap_ lC~ÇCO 

T', P"'C c f?cnz) )' J C I? s s (nF~) 8 (.1'~)
1

8 , definid.col por 

T'cP" ('f))" P" ('f) , pera ~ E. ( CJ(nE) / é- line~-J.r e cont{nua .. Is s 
to V"J.i sic;nificnr que a nplicuç.El:o 

T' ---=--· ' e compcctu.. 

' Como T) o P't~ = F"']{ , vem que e compa-

c ta. 

Vamos mostro.r, agora que a ::lplicaçFo ~':E~(f?(nE) )' , 
s s 

x r---> Tx , definida por T (P) ~ P(x) , para x E: E e P.f?e1E) 
X 

é contÍnu"' , se E .for holo:norfic::::.mentc ini'rJJ.tonel:J.do .. Notemos 

inicialmente que T é linear e 
X 

SNC( (?(nE) ) 
s 

mitado de E. Veju.mos agor::. que 

I Tx(P) I = I P(x)! ~ qx(P) , onde 

, pois 1, x 1 é um subconjunto li 

T ' ' e cont1nu::J .. ~ 

Seja q E SNC( ( (?(nE)
8

)'
8

), q(i') = sup if(P)/ , onde 0cr?cns) 
P€63 

C ( ;fe (E), L ) é lirnito.do. ws Como E é holomorficnmente infrato-

nelado e 12> é ~ 0 -limitado em ~(E) , temos que é equi -

s 
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V(x) , vizinh.onça de x 

e:m E tal que se tE V(x) , ~'~~li P(x) - P(tll} <!. n. Ou sej'l 

pn.ro. t ~ V(x) , 

q( 'rx- Tt) ~ suu S l'l'/P)- Tt(PJI} -
- P.ó:l L cup {IP(x)- P(t)il ( M. 

PéG3 J 

Dis::;o) obtemos que a nplic:~ç,::~o 

p.v-t" o T:E ---7 (P' ) ' 
s s é comp::.ct:J.. Desde que pc~ra xG E, 

(P"o TJ(xJ(f) ~ P'"(T(x))('f) ~ T(x)(P'(f)J~ Tx('\'o P)~fo P(x), 

pur:; f € F) e como todo elemento de I1' pode ser consider;:,do como 

um elemento de ]!•'' , tecw::::; que f o P(x) = P(x) G F, Port.~~nto 

(P~...: o T)(x) = I'(x) , p::;.rr:>. todo x € E e então P:E---->' F é comp,;;ct:l, 

2) Hesta somente r:lOstr;:;.r que c)-=> n ). 

' De:; mesnc .form'1 que em 1) , '-'Plicomos a)----7c) a o.plicaç<lo 

P;: e obter~JO:s que p·"'": ( GJ (nE) )' - Q (nF\) é b-compo.ct·c; .• b ss --'> b ss -

Como t _,_mbém , P"': ( f2 (nE) )
1 

(1.!') l é b-compucta, 
b s 8 s s 

Veremos '-'-'Gor:' que prrro .. ce,da B E- GE , a :owlicaçr'io 

'l'B:J-:B-----;, ((2b(nEJ 8 )~ definida por 'fB(x)(l') ~P(xJ, p~rn 

X €. EB e p E rb(nE) ' é contÍnua .• p,~ro_ isto v;~·mos verificar 

que 'f ]3 é um polinÔmio n-homoGêneo S-limitado • 

<D 9 n~ )' Seja r , EBx ... x EB ----> (<f.?b ( Ió) , tal que . -----n:- s s 

'fcx
1

, .. ,x )(AJ ~ ~\(x 1 , .. ,x), P''ra x.e EB, i~l, .. ,n e A e _ . n n 1 

fobs(nE). Desde que f (x1 , •• ,xn) é linear e satisfn.z: 

Jfcx
1

, •. ,xn)(A)J - jA(x1 , .. ,xnJI ~ IIA!c. p 0 Cx1 ) •.• p 0 (xn) 

onde C ~T\{x 1 , .. ,xnJl , segue que fCx1 , .. ,xn)€ (~bs(nE))'. 



Sej '1 I o ir;omorfismo topolÓc;ico c::1.nÔnico entre e 

::::·A(:x: 1 !~~~x 11 ), pu.r~l Â Erb(nE) e xiEEJj, i~l,, • .,n. 

Logo, '-f 1 & n-line:·ir e simé'tric~l~ Desde que ~ 
1 

(xJ= f 1 (x~x) 
n 

que f 
1 

(x, •• ,xJ(l') ~r(x) ~ 't' B(x)(P) , segue que 
A 

'i 1 (x) :::;; f r/xJ ' p:Jr::~ todo X € EB 4 Isto sicni.fica que 

, se H é liuii L:. do ecG. EB 
' 
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'f,(H) é lünitdo em 
·' 

( (? (nE) !' se for limitc,do sobre os li -
b s s 

mí tsdos de GJ. (nE·) 
b s , ou scjo. se sup li'

13
(x)0:')1 (ao, onde 

xeH 
p G '(b 

é limí tC>do. Nus , tomos que sup I 'f B (x) (P) I 
XE H 
Pe '&> 

-· sup !:F(x)! .(oo, pois ~ é limit.:"-dO sobre os limits.dos de E. 
X e !! 
PE 19 

Logo, 

. " EB e norr.ndo , e temos a 1. a 

""' Se D ~ I ( 'fB(B)) , entiío 

te .À > O , tcü que .x = À y 

= Àn 'fB(y) € ( (?b(nE)s)'s 
D 

continuid.·t.de de 'f B • 

DE G( D (nE) )' • 
I,Yb S S 

, com y € 

, ou seja 

Se XE E B 

• 

, exis 

(F' )' 
s s e com-



nind.~ 

(r' !' 
j s s , se~:;ue que r.ot-r o't'B:EB---'> 

.'"" (P" que pi'~T-'1 X € .L'B' - O 'l'B)(x) "P(x) 

~ ' 
~· e cornp ··c ta. 
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' e cornpact':. Ternos 

* Logo a oplic:lç3o 

De fí.ni.nô.o 't' B , _p'_u·a c:~d.a jJ € Q .. , , 
1ó 

/ 

obtem-se que 

5~4 TEORErLl • l) i.)ej". :e; holomorfic·:mentc infrato~1el~~d.o e k-esp· .. 

ço. Ent~o 0 cn_~.,;)s E- F' é üwmor.fo ::;le:;nbric::Lmente e topolqsiC.''IDcmtc 

0. (f? v-Cn:E ;F), 'te) , pG.r:-;. todo F de R.-tn~)ch. Consequentemonte, 
~'-- .;. 

E?cn:s) tem ~"- P~A. se, e l:clomente se , {?(nE) ®F é d.enso em s 

( {? rr( 11E; I?), 't ) , n:J.r~~ todo H de lhnach. 
n S ~ 

2) Jejn :S qu:llquer. i~'nt~o !?b(nE)
8 

C:. H é isomorfo ~.ügebric.:1mente 

e topologicJ.mente H cCJbT,.( 11.B;B)' L ) ' p!'\r-'3_ todo l!' de Bc:nnch. Con 
1\. s 

t Db(n-,,-;' .. )
8 

te~ .. ,·., 'P.I. oe. ' sequente~::en e u- ~ '-" _ -· --~ ~ , e somelY,__,e se, 

t?b( 11E) ®F é denso em C {?bX( 11E;F) , 1::'
3

) , p:,.ra todo F de B::rn:-;.ch. 

Prov;;1 : l) Pele~ PROPOSIÇÃO 5~3 1) 

n Çl cnc,'•P) fi .r ~ K .u, .. ? e. '0 (F' · G-'CU1ô) ) 
~€ c , s 

a ~plic:'>-ç<'Io Pr--> P-') , 1nra 

~ 0' (nE) 
8 

E F é bem definida 

e J.ínw;r~ t injetora, poi.s F) sepccrs pontos de .r• • .f: sobrejetor:~ 

pois se 'i' El?(nE) 8 c 1' ent~o 'P é ( c-'cnE) , "l:
0

) e F e logo pela 

PROPOSIÇ:':O 1.1 de ,-'~ron e f·Jchottenloher (l) , existe TE:(-'(nTi:;l'') 

tr~l que f = T ~ , pois E ' e um k-espr.:;..ço. Como ' ' e contlnua , se-

cue dc:~ PHOl)OSIÇÃO 5~ 3 l) que T é compnct::c. Desde que pelo teore­

ma de H·:;_hn-B·::tw:!.Ch, l!PijB ~E se, e somente se, 

sup i // P' ( 'l')// il , 'f € F' , 11 '\' 11' l} ~ é , para B E (:l E e F E 

{?K(nE;F) , e (lS seminormas sup pp• ('1')//il, 'fGF1 ll'l'IIU} deter 

mino.m ~J topologin: em tJ (nE)
6 

é F (DEFI.NIÇÃ.O 3.1) , temos que es-



A se;_;;undo. segue do f· to 

' que e completo e da Pl10l-'08I -

ç:to 3.5 (c). 

2) ' ,, 
,~ prov::t ue 2) se; ,ue como em l) us:.:ndo as PROPOSIÇOES ).h 

5. 5 OEBi~HV.:iÇ.IO Deste te orem;,_ sec;ue que qu ---ndo F for D::--mr'.ch com 

a I-'.A. e E for holomorficJ.mentc infr:;,tonelado e k-esp~·,ço , ent0o 

(?K(nE;E) = t? 0 cnE;J:')~ De fato, se F tem n P~A .. ent9:o GJcnJ:n
8 

® JJ' 

é dent·;o em r(nE) f. li' ( Pl10TOSIÇÃ0 3.5 (c)). De. definiçtl:o de 
s 

(2 (Ill? 'l"'i') ''O''"Ue O I'B 0 'l.1 -1-~"C!O c ...... , '·' ~) '-'~.;.I_,,_, • 

Vejomos :',_gorê: uma proposiçê:.o que mostra que umn up1ic:-~-

ç-:w holoruo:c_L, de E em comp-._;cta se, e somente se ' , e comp:!ct;: 

na ori(~:em. ( vulendo o mesmo pnrD. us cplicações S-holomorf.;.,s de 

_E em F e b·-comp:.:ct·;_s.) 

5.6 PROPOSIÇÃO Sej:_;_ J:!' normc;.do. 1) Se f € ~(E;l!'), BOlO equiva -

lentes: 

a) f € ggK(E;F). 

b) 1/ n< ti , 1/ X € E _;!,_ dnf'x) d2 (nE·F) 
' n! ' ... K ' ' onde 

l •n - d f(x) n' 
indiC.~1 O n-ésimo coeficiente de s~rie de 1ro.ylor de f em X • 

c)VnG N, ~dnf(O) E rKcnE;F) • 
n. 

d) existe V
0 

vizinhs.nç:J. do zero em E , tal que f(V
0

) é pre-

compacto em F~ 

2) Se f E 3i;8 (E;I•') , úío· eq_uiv::tlentes: 

a) ~ é b-comp~ctu-
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bJ V I" V ,, 1 2n,, ) E () (n"' ") , n€ '1, X E' .ó 1 n! o 1\.X \:i-'bl( Jc.;j~ * 

c) V n< fi, ;!snf(O) fi (JbK( 11E;J;'), 

d) pn.r:: c:~d:1 B € g.E , existe VB , vizinh::,_nç<l do zero em E
11 

, 

trü que f(VB) é precomp::wto em J!\ 

1).:~)-->b). F·_~_r-:J. xGE, existe por;)_) wna vizinhança de 

x em E , Vx = [ y e iô ; J. (y - x) ( l} , ,(E SI:C(E) , trü que f(Vx) 

é precomp::cto em E'. "'c;ora f ;,aní'(x)(a) ; J (a)< l} c rcrcvx)), 

p:o_rç;_ c~cda n , o que implic.<l b), pois :1 envoltÓric~ absolutaiJlE.mte 

' D convex.:c fecho,_d.-:J de um preccnnp~~cto e precoDJy:..cto. e futo, se 

, pt~.ra ulgum a , com J. c~J ( 1 ' bl que 

b$ 

tel 

~ 

I (f(V )) 
X J 

t " l t ~ TJ,.,} B·-· ~ h . oto 'f 1:') en 'lO pe O -eorema UG I1.~.1n- c.:ll<.C , GXlo c € Jé, 

que I 'Í' ( z li~ 1 e I f (h) I > l , p•.·r:J. todo 

= f o f(x+Án), ..\e C, temos 

I l c(n)(O) j <: 
llí o - sup f j5(:\ ) I ' ~ 1 , que e 

Com esta mesm:1 prova ' , obtem-se él)_,c) , Como b)-;e) e a) _,d), 

basta provar c)-~ .a) • 'Sej-:~ x E E. Como f 6 c%(E;F), exist~~ uma 

vJ.zinhenç2 V x de x em E , tal que 

"' 
f(y) o L. 

n=O 
_! dnf(O)(y) 
n' 

, uniformemente em Vx~ 

For c) p3_r,:1 c~1da 1'1 E H , existe uma vizimh'3..nça uH de X em E tal 
X 

que o conjunto 
H { Lo ~~nf(O)(y) 

Então se é j O é drcélo, existe N ~ H , t:ü que 

' e precomp:~1cto em F. 



Jjr(y)- c 
n=O 

_lJnc (O) (y) J[ < f!~ 
nl 

UH ; y € 
X } 
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' e p:eecomp~:-;cto em l!'. 

M 
I'é' :::.lt:~um conjunto lJ" () v 

X X == u ' 
teu:os que _p·:~r.~' c.:c~ .. d.-:-1 

[-.1 

11 L 2 d11f(O)(y) 
n=O n! 

y ':Y , existe y i t:ü que 
n 

J ]_ dnf(O)(yi)ll < f./3 
n=O ~ M 

se y EU , 11 r(y)- r(y lll,; llrCy)- L J..,anrco)(y) 11 
l n=O n. 1 

j\i 

+I!)­
n;o 

H 

L dnf(O)(y) 
n' 

+ 

see;ue que 

+ 

+li L: • Logo, f(U) é pré>comp:t-
n~o 

• • ~ < ' cto c~m li'. Isto SJ.gnll lCtl que f e comp!_tcta. 

2) A prov·~- de 2) sec;ue irnedi;,t:-J.mente d,1 de:finiç,7o de aplicações 

8-holomor.f.:._s b-comp·-a.ct-.:!.8 e do item unterior. Q*E.D .. 

5 .. ? OBSERV.\.ÇÃO l) Um'1 consequênciu da PROPOSIÇdO 5 .. 6 2) é que 

(§e('K(E;F), 7: ) , p3.ra 17 de B.s.n.:lch , é completo. De fato, pele o wse 

PROPOSIÇ,\0 1.36, tod<1 rede de C::uchy (f._ ).,L< I em 

(ái;,v(E:;Í'"), '( ) C (á'I;,(E;l'), (; ) converge pc,ra um elemento 
•J.t>- wse o wse 

f G ;f&8 (E;P). Desde que ( ~ ~nf, (O)) converge pcora -;;Jnl tnf(O) 
n. Q, or.Lê I 

em <?b(nE;l~) 5 , para 

vido ~ PROJ?OSIÇÃO 5 .. 4 

Logo, peln PllOPOSIÇàO 

cuda n e ( GJbK(nE;F) , ê: 
8

) é completo (d.f!. 

2) ), scc;uc que ;,snf(O) .: t?bK(nE;F). 

5.6 2) , f E ;f&SK(E;F). 

Ana.logo.r.1ente, ps,rêl E holomorficamente infratonelo.do e k-esp:Jço 

e F Ben:cch, (i'&K(E;JO, <::.., 8 ) é completo. 
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2) Com umo urov.:c an-<log:-: ~ c)_,.~_) d:1 F'roposiç/\o onterior, pode-se 

, F norm:~do e 

I ] e n e. ' ~ 

, ent<io f E ft98K(U;3?) ~:;e, e somente se , pora cadu X€ U 

~g.ni'(x) ~ G"JbK(nE;J?) • Logo, podemos afirmar que 
n' 

' . e completo, 

Anr.Jlog:~:.mente , pr-'r-:.1 UC.i~; , o.berto n~lo v0.zio , l~' norm::o.do e f ç; 

J'bcu;J?) , entCo f E i:tK(U;l~') oc , e somente se , pt:ra cad~1 xE U 

e nE.N, ;_1dnf(x) E (?K(nE;F) • Disso e da OBSERVAÇÃO 5 .. 5, 

temos que pr~r- .. :_ E lwlomorfíC-'imente infro_tonelndo e k-esp:;ço e 

F de 13 '.n:_cch com a J?tA. , ent;}o ~K(U;l~') "' ~ 0 (U;Ji')* 

p'lra Ji' de B:.\nnch , (_i&K(U;li'), ?:
008 

) é completo. 

V""HTIOB ':tr:or:! enuncisr e prov:-1r o resulta do princip:·ü IYtrrJ 

ap1icações holor;Jorfas com})':'Ctas e :crplicações S-holornorfas b-com-

5.8 TEOHEHA ::l) Beju E holomorficarnent:e infratonelado e k-

' e isomor-esp:,ço. EntJo par::t todo Ji' de })_,;.nach, C-a&K(E;l!') , 'tw
8

) 

fo s.lQ:ebricJ.mente e topologicamente o. ( ifb(E), Tw
5

) é F • Ainda 

mais , par~J. um subconjunto aberto nüo vazio U de H , 

( J&K(U;F), [;
008

) 

( if(;(u),"t:cos) E. F. 

' e isomorfo algebricamente e topologicamente a 

, para todo F de Banach. 

b) Seja E qualquer~ Entr.!:o ( .fP ( F) .,.. ) ' . Ol?cK E; , v e 1somorfo ole;ebri-
c wse 

camente e topologicamente o. ( ife,s(E), t wse) E. F , pClrn todo F 

de Br:J.n.'lch~ "\indn mais , parél um subconjunto aberto n:lo vazio U de 
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E ' ( ar; 17 (U;J.l'), (': ) Ó iso:norfo 2l[!;ebric:lmente e topolü~?'ic·J.-
"-'H oo se -- L> 

mente ( ::f& 8 (U), (:'
008

e) é F , para todo .P de Ban-:,ch. 

A prOV"l deste teoronu segue do prÓximo lema: 

5,. 9 LEI'-'TA 1) :P.-,;_r'.~ E holomorficr:.mente infr~Jtonelado e k-esp: __ , ço , 

l? de IL.n::ch e :f€ cf0(E;E) 

a) f e if&K(L;E'). 

. 
, sao equivslentes: 

f"-: ( "Sfo (F), "'
0

) ----'> ( *'0 (F) " ) ' ~ 00 •, , v ws , aefini 

da por f' (g) (x) ( f')( ) r.: .PO (:",·) n ' / """ g o . x , p:u·a g ..., ól.J ,.... e x Eu e cont:tnu:-~. 

c) f':l<'~--~>(i1&(E), ?:ws) . ' e eont:tnua. 

) " .,) (~p('·'' cy ) d f':~ - d\> ~J ' s ' ws 
• e compncta. 

e) todo N E . -
p:'TG. n e: e X € ' 

Li D.pllcnç.:J.o 

( .l..anrc ) )' • -rr) rc 11:o),, ' comps.ct,"1. ! -· X • L 
,. e n. s o 

2) Sej~nn E qurtlquer _e E' de lhn·Jch •. Pu.r:1 f E: ~ 8 (E;F), sao equi-

vnlentes: 

a) f • il\",3 K(;.;;v'), 

b) r•: (§&(S'), 't ) ( -g&,(E), c ) é cont{nuJ.. o o wse 

c) -r't ·1;'1 
::-.. ( S&.c~. (E), <: ) é contÍnu:J.~ '"'" • c ç' ..... wse 

d) f" :}?~ 

e) pn.r2. todo n € N e x G E, a !J.J.)licn.ç5o 

( .1_ Snf'(x))• ·J<'' CJb(nE) é b-compo.cta, 
n! - · s s 

Prov~ : 1) a~b • Seja puma sen<inormo. 'tw
8
-contÍnu?, em cf&(E), 

K-B port'J.d:.;. por -::ügum K CE compncto e B CE limitado. Logo, ds::do 

€.)0 , existe c(E.) ;>O, tnl que 

p(f) >, c (c) sup 11 f(xJ/1 
X E. K+E.B 

, pari.i toda f € i& (E). Por 



,.,) , v1r:t nlgum'l vi:<.inh::mçu V oc. U + K , de K, (onde U é vizinh-,n 

Ç3 do zero em ~), f(V) = L ~ compacto em F. Como B ~ limitado , 

exü:.:te P 13 f O t·Jl que P Bil CU • Port::nto , pur~'- etlcurw: constr>n 

te c(Pll) > o, 

.sup [I (g o :f) (x) 11 :f. 
X € K+Pl,B I 

" que mostr.:' ;;. continu:i.d.c::de de f • 

'( ) 
o 

de !'ini.dn por , 'f ('l') ' / e cont1nu:J.~ 

c)_,d). O conjunto B" [ 'fG F',llf/J-<;1} é compacto em F~. Por 

c) t f~(I3) é COGpacto e logo precomp:.~cto em cs-&o~), 'tl.VS). Isto 

· ·r· r• ' t · 1 · Slgrn: lCCó!. que e comp._;.c :1 n::t or1gcm , OGo,comp:·Jcva. 

d)-?e). Jh.r·:> c.oc•d"J. nEN e XE:2:, u aplicaç;"';'o 

P :CiMUc),t: )-~> (?(nE)
8

, definida por 
n ws 

p (g) = 
n 

l An 
-;;-r cl g(x) , n. 

g € Jbon, é ' linenr e contlnua .. Como ( l,dnf(x))- P o f' 
n. n 

e f'< é compacte_, seg-ue que 
l "!l ~ , 

( - 1 cl f(x)) e compacta, n. 

e l->"). 

5.3 1) ' 

Desde que ( ~ Ó.nf(x) t é comp:';_cta., see;ue da FHO.POSIÇÃO 
Il! 

que ~ dnf(x) é ~omp::;.cta , po.r<l todo n E N e X G E~ Logo, n. 

A prova de 2) é de 1) , US3.ndo as PHOPOSIÇCES 

5,3 2) e 5.6 2). Q.E.D. 

5~10 OBSEHVAÇÃO: Do LEI'LA anterior e dJ:l OBSi:,lNAÇÃO 5.7 2), te-

mos o seguinte resultado: 

1) Bejsm E holomorfics.mente infratonel2do e k-esp<--l.ÇO, U um 

subconjunto nberto nÃo vr.:J.zJ.o de E , F de Banach e f e cfg(u;.F). 



o equiv dentes; 

a) r € il'ILcu;HJ. 
h 

b) f': C S/b(1'), c J ~-,c <f&cuJ, r:: J o Ci) s 

) f < .,, (.PP" ''u') ,.,. ) • , c . :1* ----'> 6tt 1 í... e cont;J_nua .. c \. ' cos 

d) .r"" :li'~ --~~CJlS(u), 1.:
00

,:) é comp:::.ct::t. 

e) r:t todo n E [{ e x EU , :::.. apliCflç.;;-o 

' •n ' 1 () n ( .L' d f(xJ) :B' --->o C E) n. s s 
' e comp2ct.'J.. 

2) Sejum :S qu:üquer , U um subconjunto :::berto nao VDzio de E , F 

de I:kln'.:_ch e f G J~c(U;l 1 ')q ~o equivalentes: 
D 

b) r*: ( cÇ&(E'), 'C' o) -r( é'f,s(U), 'rwse) é 

C) f '·.l''' ( PP (U)"' ) ' ~' C il' ()t) S , \... GO SG 8 COllLlllUa., 

d) r• :I!'~ ,( if&8 CU), '1:"'
88

) é b-compactn. 

e) p,:;.r~'. todo n G N e x G U , 

( ;, Snf(x) t :F~ ---é> Vb (nlê)
8 

' e b-compacta • 

. 

/ 
cont1nua. 

.A prova e .b3.Ge:::cda no fato que 'L ~ oos- e C <. 't cose .... wse"" 

Pro_y-~-~-9-o ____ ~~~Ql~EJL~ 5.8 l). Pelo LEMA 5. 9 1) a :1plícnçê'o f r---;- f~, 

para f E (;f& (E· H) ?:: ) em (/%(E), '1: ) é F é bem definid2 e li 
K ' ' v.JS VJS 

ne9.r. É i.njetora pois .B') sep:n·,~ pontos de F. É sobrejetor:::; , pois 

seTe (SC,(;,;J,'Lw
8
)t.F 1 ent<:ÍO T e(~(E),1: 0 )E.F, e logo, dci 

PllOPOSiç,:o 1.1 de Aron e Schottenloher (1) , existe :f € J'& (E;]'), 

~ ' ? ) t,;ü que f "" T~ Desde que T e contlnU:l , segue do LEMA 5. 9 1 que 

f € S{;K(E;F). Resta mostr,:;r q11e este isomorfismo é topolÓgico. Se 

ja K um subc,)njunto compacto equilibrado de E , BCE limitado e 

ebsolut~Lmente c.:.lnvexo e (J_n)~=-O E cc1' • Segue pelo teorema. de 



ÍF An ( 'li sup Ir;::, d g O) 
n- ! K+r:L 13 

n 

' DE N , 

sup ~'11\ dn(g • 'f)(O)j 
)' n. K+.L B 

n 

} ~ E se, e somente se , 

n < N, f < J<'' , i'f ~> 1 } ~ E. 

-'?1-

Como o. ceredc por todns ns seminor 

m~:_B do tipo ' 

e desde qt1e n.s seminorm:ts 

sup f/jl, dn(c;' 'f) (0) /J" 
n- .n..+JnJ3 

n€ N ' 'f d'', llfiL; l } ' deter-

minJC1.m n t;;poloc,Ll em (~(i.:;), t ) E B 
LUS 

mo é topo lÓ;.;ico .. 

, segue que este 
. o. J.somor_L lS-

em (~(U),'t ) EF é bem dei'inicl;:,~ e linear~ :f; sobreJ'etor:t e inJ·_e 
OoS 

tor0. polos r:1esmos nrgumentos U:3:cdos p::•rr:t Ft topoloc;üt L ws• D:::t de 

finiçE:o d['_ C:
00 8 

, secue que este isomorfismo é topolÓgico. 

2) Do LENA 5. 9 2) n i3:}Jlicüç:lo f~l' f-I( , para f € 

C Jg
0

K(E;ll'), 't'wse) em ( tfD 8 (E),:t'w se) é F é bem delinid::1 , line-

-'"I' e injetor'-'-• :2: sobrejetora, IJois se T E ( ~ 8 .(E), 'C ) c F , 
w se 

entõ o T E ( -M, (E), ê: ) 6 i' e log;o da PilOFOSIÇ.~O 4, 5 , existe s oe 
f E .g& __ ,(E;F) , tol oue f"" "" :P. Desde que T é contínu3, segue do o " 
LENA 5.9 2) que f € cf{; 5 K(:E:;.F). Da PHO.POSIÇÃO 1.?4 segue uss.ndo o 

mesmo a.rc;umento do Ítem 1) que este isomorfismo é topolÓgico .. 

Da OBó.EliVAÇÃO 5.10 a nplicaçiio f o--> f~ , para f E 

( cffi.,.(U,·F), 'ê: ) em ( ie .. (U), 'l: ) f. F é bem definida, line"r 
D.t'l.. o:> s e u c:o se 

e injetora. É sobrejetorr:; devido ~1 PHOPOSIÇÃO I.J.. 5. D~J de.finiç . .J:o 

da '?::eo-se , segue que e.:=3te isomorfismo e topolÓgico. Q.E.D. 
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Veremos ·-'r;or-'? resu_l tLtdos sobr·c 2 S:derbnci-'1 do produto 

ten~:orL>l ~ (U) ® 2 em 
.PO( .• ., ) 
6G U; J! , par<J as topoloci:Js Lws e 

(;cos e ns relações com .·1 (J'e,(u), 'r ) e 
ws 

( ~(U), "ecos). ;~ir:nllt2no ,mente, veremos a ude-:'êncin do produto 

tenfJori•:l ;l'& 8 (lJ) ® F em rfG .(U·TI') 
b ' ' 

'(;' 
wse 

e Res:llt;dos nesse sentido 

' 5.11 GOüOL;~I{IO * l) .iej'.i }~de B::_~n;-~,ch~ :E:ntê:o E tem n P.A. se, e 

SOl!lente se, lYlr-·1. todo lí' holomorfic~mente iní'rc.tonelr:_do e k-esp:J-

ço ' ~(F) 
. _, ~ 

® .b e denso em ( <f&~(TI';E), 1;' ) • 
.~-~ ws 

Ent:}o E tem Cl P.A. se, e somente se, P'J.ra 

todo i? , 
. . 
e ncnso em ( -M,"l'(F;E), 't: ). u:.. w se 

3) 3f:-~i:'l E holomorficnmente infr:J.tonel·:do e k-esp'lÇO. Ent~~o 

(§~(E)" Lws) tem 2. -~·A• se, e somente se , p::ra todo 1<-, de B::::mu­

ch , -SfJ(L)@ I1' é denso em ( i&K(E;li'), ê:'w
8

). 

4.) Par::1 qu.üquer E , ( "S&c.,(E), L ) tem a P.A~ se, e somente [1 
. w wse 

se, denso em ( Sfb c.1,(E;F), L ) , pare todo F de u,. wse 

B:-;nach. 

5) Se,j:'rn E hdlomorficamente infratonelG.do e k-espnço; e U um sub-

c<mj•mto o.berto nüo vc:.zio de E. Ent,;;-o ( -Jtb (U), ê: ) tem a P.A. aos 

se, e somente se, p'J.r~-' todo F de Pemc;..ch , i'{;(u) 0 li' é denso em 

( ~K(U;JT), 'toos). 

6) Sej,J.m E qu.:üquer e U um subconjunto aberto n.:_o vazio de E. 

Enti).o ( S&c ( U), "C ) tem a P. A. se, e somente se, prJ.r3. todo F 
u wse 

de Bcmccch , -ge, 8 (U) ®F é denso em ( ;f(b 8 K(U;l<'), 1::oose). 

Prova: 1) Seja E com a P.A. Então pore. todo G localmente convexo 
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denso em EE:G, (PHOl'OSiç;;o 3.5 b)). 

G" C!fbCF),'t: ) 
UJS 

temos 

(Si!, v), tw
8

) e> E é derwo em ( -§{9 (F), i:' )C, E ws 

I'.'-'L tr)do li' holomorfic:_:_mente íni:r;tonel:.:do e 

, ( J& (P), ?: ) ® E é denso ws em ( ;i&K(P;E), ?: ) 
UJS 

, en-

isto todo 1í' de rt-·n"C'' Con·"uc'o ''''r"' '" c-o Ti' - _, ,,. ,u. (., .l ~- , ___ , ~ .... " -

de rue h 

ele N:::chbin). Logo c1.o TEO~{GI,~A 1--!-.1 de Aron e Schottenlober (l) , 

~) ' ~ A prova e como em l) ' us:_::.ndo o f o;_ to que pn_rrt .t: e l!' de licm;;ch 

(~.(li-E)"!: ) "(Sf.,(F;E), '(,). u 1 1 wse '-"-' 

) tem a P. ~i. . Logo, pr:r1 toúo F 

(FttOPUSIÇÃO 

sulícíênein ele 

3) +A r-e c {proc~;_ seg~1e irnedit;;tumente do TEOJU..•;NA 5. 8 e do fn.to que 

' e completo. 

' 4-), 5) e 6) segt1em an~~-log~J..mente-u 3) , us-?.ndo o TEORENA 5.8 e os 

fatos gue (<!t(u),'C
008

), ( í'& 8 (E), ê'wse) e ( ife, 8 (U),1:'
0080

) seCo 

l t (on·· "'"Ç'"O l 7 8 com:r c os. _,;iJ,;.,xu.ti ,.~ .:; , PROPOSIÇci:O L% e PROPOSIÇÃO l. 37, 

respectiv.'.,mente.). Q. E. D. 

Aind:J. sobre a P •• t. , temos a seguinte proposiçilo , que 

tnmbém é válida pn.ra UCE aberto equilibru.do., 

5.12 PROPOSIÇÃO a) ( <ffi (il), l'w 8 ) tem a F. A. se, e somente se 

para todo n€ H, (?(ni.::)
5 

tem :l P.A •• 

b) ( 'Sfb 8 (E), t'wse) tem .3. P.A. se, e somente se , parr:t todo n€ l,J, 
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d) (cfG 8 (.S),1:'
0038

) tem n P.A. se, e somente se, p::;,ra todo nEN, 

(? (11E) tem n. l"~A~. 
b s 

ProT.: I'n··· cr.•d:" n 6 1,, seJ·"m P · ( /KJ (E) 'l: ) \?cn,,.) -- n · ' ws --» .,.., s ' 

P (f) = -b ;Jnr(o) ; P , C JG (c:),?: l---~l?cnE) , P (f) = n n. n oo s s n 

= -~ dnf(O) ; P : ( f&,(Jê), 1: . ) (?b(nE) ,P (f)~ l,~nf(O); n· n u u.n-Je s n n. 

e Pn:( f{, 8 (t:),'C
0030

)-___., (2b(nil)
8

, Pn(f)- ;;,snf(O). 

_Gm c:.dJ. C::<BO, Pn é line2r e cont{nuil • Pn O pn = Pn ,Pn( <fb(:t:)) -· 

~ !?cnz) e P ( §fL.(}:)) = !?bcn.c:). Assim {?(nE) tem snplement•cr n o s 

t'J}.)OlÓc;ico em ( ~(E),ê:'ws) e em ("J&(ln,'ê'U) 8 )$(como t:.:.mbém 

(?b(1E)
8 

tem SJ7~lemcnt·;:r to:;:wlÓc;ico em ( -J& 8 (1D), Gwse) e em 

( Sf6 8 (.r:), ?::'co
88

)). Deo:_:ses f::~tos, temos :,1s suficiêncir3_s de c-:::td~J. um 

d ' n''CTIO" IÇ ·o OB CSSOS QQ __c h _,_t (:} ;_~ ~ 

a) Suponh~;_mos que (? (nE)
8 

tem a P.,:i. , pclr!.?, cada n E. N. Seja X C 

C~ (E), L w 8 ) comp,;:1cto absolutamente convexo , f., >O e p um:::;, se­

minorm3. "C -cont{nu:'- em cffb (E)~ V é: mos mo.strJ.r inicialmente que ws 

existe N € H tal qu.e 

p( f- ~ 
n=O 

l:. dnf(O)) <. E. , pe.ra toda f € X:. 
n' 

/ 

Como X e comp3cto, logo, precompccto , existe Y = 1 f 1 , •• , f j} em 

'X tol que para f € X: e é 1 O , existe fi E_ Y tal que 

p(f - fi) ( é /3. Ou sejd, 
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00 

L I!J:..dn(f- f.)(O) 11 t_ é/3 
n=O n1 l ij K+J,B 

GO! ··_,eto eq'i.iliLr do , BC E lí1:litaclo equilibr:cdo e ( J... )C>.? E ct 
n n"'O o· 

( OGIÇ_"i:Q 1~2 ele J3ianchirü, Z;::_ine, Pngues (1)). 

€ Y, existe Hi E N (i=l,~~,j) , te_l que 

_!:. d11f. (O)) t_ é /3 • 
I 1. n. 

Se H "" max 
l ~i~ j 

H. , ent,:2o 
l 

+ 

De 

'l' 
n 

p( 

e que 

E y ' 

_!:. dnf(ü)) {, 
n! 

p(f- f.) + p(f. -
l l 

-f.)(O)) t_ 
l E . 

teril ,s. P.A., para c:::.,_da n ==0,1,,.,~1, 

r? (11E) tal que s 

existe 

P ( T ( 1. anr(o) ) - .!, dnf(O)) < E /Ui+l) ' par:l todcl f E X ; 
n n! n~ 

<lqUi usaJnos o :fato que t w s induz a topologia 

' e compc;cto e absolutamente convexo que p ('X: J 
n 

DefiniLtos T 

T(f) -

T( êl'e,(E)) tem dimens:'to finita. 

p(T(f) -f)< p(T(f) -
' 

t= 
n=O 

• T é linear ' , contlnWl e 

'1' . f 'V' ~-~ em dlS so, para G """- , 

11 
+PC L 

n=O 
-f ) 
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_l:_ dnl'(O) 
n' 

) + p( - f ) < 2C. 

b) 1 '1 ' d /t ) · " T'Ro-oo·J·ç~o 1 i prova e anc og':l a o l em a , US-;J.no..o a .L x" .:J _ <i .33 e 

o f'-1to que ?: induz em wse t? b cn.s) ~l topologin 

c) 8:1~onh:Jmo.s que GJ( 11E) tem ,_;_ P~A. , pD.ra CJ.da n €H. SeJ·a 
B 

X C ( ;f{,("!,?:: ) coron•>cto c:bsolut:\mente co s '' 

SNG( <% (l:), '( ) • Desde que t: ( ?:: cos cos- ws 

convexo , €)0 e p E 

ern ~(E) , e:xü.;te 

H e· f~ (por a)) t:_ü que 

p(f - , para todél f E 'JC • 

Desd.e q_'.le cada n=O,l, ~. ,N, existe 

T 6 ( (;' 
n 

t>•.l que 

~ dnf(O)) ( E /(H+l) , pc.ro. toda. f E X: n. 

, usarnos o fG..to que ê: 
00 8 

induz em f?cnE) a topologiu (; 
s 

e que 

n-i.ndo 

:Pn ('X) é compacto nbsolutnsGnte convexo 

T : ( ;ff, (E), 'C ) > (~(E),(; ) 
cos cos 

em G>cnE)
8 

• Defi 

por 

f•l 

T(f) - L T ( _:!: dnf(O)) , temos que 
n=O n n! 

T € (~(E),'!:., 
8
l@ (;%(E), '1:

008
) • Logo, como em a) , 

n(T(f) - f)<. 2 t.' para tOdC! f em X ' temos que c-80 (E), c:,s) 

tem a Pe A ... 

d) A prov:::. d:.?, necessid·~de de d) segue o mesmo raciocÍnio de c) 

us··mdo os fatos que c <. "C 
():;> se"' w se e que 
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"C ) 
o e tem u P~A. se, e so-

mente se, :v: r:' c·o.ct~·l n E ['i , ( (? b (nJ.~), ?:; o e) tem ~,_ P * iL,. U[-;r' .. nd.o a 

mesm-, prova do {tem b) d3. :PROPOSIÇl~O 5.12 , desde que 

'"toe~ c;w se ' obtemos p.:;_r; E qu~:lquer/1U0 ccfesCi~), 1: oe) 

tem a P.A. p:JTU U CE ~~berto equilibr..:~do, 

C J'&sCu), 

( Çlb(nJ<;), 

L 
00

) tem a P.A. se, 

l: ) tem a P.A •• ). o e 

VeremoB q::;or:~ 
~ ' reDultados sobre a :J.derencla de i&Cu) ® B' 

em ( s.g (U;F), 't ns) , n € n , corno tambérn , sobre 0.. aderência de 

~ 8 (ü) ®F em C -g@, 3 (U;L')) (;nse), bem como outros resultados 

"C w se 
' • Nesse sentido t:nnbem obtere-

mos resultados p::,ra ns aplicações S-holonorfas de tipos nucler'r 

e comp .J.C to. 

Dizemos que um esp-::tço de B:;m:.::..ch F tem a propried~de de 

'~proximt'ç2o lirnitnda (1\A~L.) se existe l'l) O ~ tal que , para to 

' do K C F comp:Jcto e G /O , exi::;te uma p,plicaçõ:o T E }i' ® .li' de 

/1 T(z) - z /1 <.E, pe.ra todo z E K, 

5.14 TEOR8NA 1) Sej-:---' F de Bs.nftch com a }1 .A •• 

a) Se E é holorriorficJ,mente ínfr.J.tonelado e k-esp:J.ÇO , ent::io 

para todo n E N e UCE c-Jberto não v::;.zio, ~ (U) ® .B' é 

em !& (U;F). Ainda m"-lis, :fb (U) ® F é 7: -denso em n oos 

't -denso ns 
<fG 0 (U;F) = 
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b) we;jsm ..C~,· (~ualquer e U C li: um. nberto ns.o v:;;.zio Pntc.".· .. o p •r • to 
' ~ v ··~ ··-

do n G .PO (U) E e' õl:>.. ® . 
M 

't -denso em nse 

7: -denso em rose 

S{9Sn(U;F) .. Aind·J. 

Sb,,K(U;P), 
~' 

a) Se E é holomor:fiC-'J.mcnte infr:,,tonel:~do c k-t;spc'ÇO , enti:o p.lr~_, 

'·orlo 'l C 'l-? ,,'o,.-, 
U\-'- U ·'""-~" 

-o n-:·,o v:1zio, J'0cu) ®F é 't -denso em ws 

b) ,..., . '" l DCJ2ffi ~ qu. quer 

i 't -denso e;n wse 

e U CE aberto nrto v:.~zio, entSlo 

J'&SC(U;]') .. f(,SK(U;F). 

A prov;; deste teorema secue do prÓximo lem:1 

5.15 LEMA 1) Sej~ol_m E; holor:wrfic:J.mente in.frntonel::.do e k-esp.J.ÇO 

e ]' õ.e B.·_,w_cch C'.:m n .P.A~. Se f E ~n (U;li') , K CU é compacto e 

B C E é limi t~;.do ent:lo 

;xt K, y E B e j ~ n 1 é relu ti v:.::.mente 

comp':!.cto em F. 

2) E3ej;;_m E qur;lquer e ]' de B:;n;-o.ch. Be 

compr:.cto estrito e B e 6'3E é t2l que 

EB , entrio 

' e 

K C U() EB e é' compacto em 

L" l]:_~jf(x)(y) ; X~ K, y G B e j f n} ' e relativamente 
·J J. 

compr~_cto em F. 

Prov-:.: 1) É suficiente mostrar que tod'l sequêncio. da form:t 

( l',i·c "' "'idfxm)(y)) _1 J. n. m- tem uma subsequência convergente em F, 

onde x G K, y €. B m m m=l, ••. , e j ~ n ,. Desde que a aplicJ..ç5o 
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X f U r-----> ' / e contlnu::.:., exiDte umr•. sub-

l A ' 00 
-::1 d~ 1 f(x ) ) conver.;~,indo _p;_:ra j. -~ m m=l ~ -rede d_c C 

• Da hipÓtese .l djf(x ) € 
J ~ o 

( OB.G1~~HV AÇÃO 5. 5) • Loco , 

,, b ' A • cto em 11 e ~u:;sim podemos o ter uun suosequencl:J. de 

conversente e1n 1". 

2) A prove .• de 2) é :m:~loca ~ de l) , ue:mdo os .f:J.tos que .J. ··:pl2:-. 

c:ç2o X€ unEB~ l!~jf(x) € ('b(jE;F)
8 

é cont{nu:-: , para. TI E. 

G E e que (lbC(jE;J'") c rbK(jE;F) • (PROPOSIÇ.'CO 5.1). Q.E.D. 

BC E 

L = Í \ djf(x)(y) l. J. 
; X € K, y E B , j f n} é relativJ.mente com 

p."Jcto er:1 F. Beja T G 
) 

F @li' tal que 11 T(z) - z 11 t, E , para todo 

sup {J/ 1
, djf(x)(y) 

J. 

Como T o f € ~( U) ® F , 

, i=l, •• ,m • Entüo 

o f)(xJ/j 
B 

T( ~~ djf(x)(y)) 11 , x 6 K , Y" B , j ~ n}<.C. 
J. 

temos a função procurrrda 

) ' ' ) b A prov-:;._ e :-in?,loga usando o LEfv1A 5.15 2 • 

2) a) Sejam f f: ;ft;0 (U;:&') e p um(;. sei:Jinorma 1'w
8

-contí'nua em 

~(U;.r·) , K-B port1da, p:::rr.:. :J.lGum KCU comp-:1cto e BCE limitado .. 
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lim sup f sup, j
1
1Jc dnf(x)ll J l/n 

n lxeZ: n! B 
b • 

p(r;) S c(S) , pJ.ra toda 

g E ~(U ;l1'). tom: __ :do; a ' < ser:t.e converge .. Port-:nto 

cltdo éto , existe JEN t"~l que 

"' 
(":+l) c Oi) L , onde H ' e 

m=J 

Pel:, pn.rte l)a) podemos enc,;ntrar um:J, o:plicaç:J:o T E }I~'® 111 de nor. 

,.\ssim 

p(f- To f)~ c(Í) 

+ c (b) em 
0 sup 

xEK 

+ c(~) 

J 

11 l 'm .. ( ) sup U- d l x -
X E E m) 

o ncxlll 

[_ 
In"'-0 

,m 
0 sup 

xe.K 
11 _lc dm( f - T o f)(x) 11 

n1! B 

11 _h amr(x) 
ml 

- _lc dm(T o 
m' 

f) (x) J 
B 

sup JIJ2:_ d:nf (x) 11 + 
XGh.l m! B 

"'E;2. 
B 

+ 

Como To f E. ~(U) ®F , segue o TEOREHA. 

b) A us:mdo o defíníçEio de funç,:lo S-holomor_f:;. 



e o item l)b). Q.E.D~ 

~ )•' ) '- '-" 

' de n., - c h P •. A~L. e D .. n, com a 

e u o E ent:lo S& ( ,•) 
vi-' 0 

, E 

~--, ' ,, e 

-m-

vimos que 

s-::~tisf~,z ns condições enunci~',d.i.S 

"' -a'e;lqo c'-1 ,pp ('''.q\_ <l& ("'·-) (..ws -~ "" 6!.?c J.;_,j-"-/- K ":.,,J: • 

' p:-li'8. li' 

c h oom a r."'-· 
..PO ( ,,, ) O· ;·,. e'. ' d\9 _,__, ~ nenso em (~(E),?:: )f.,]'~ w•· '·' • 

ROiu\RIO 5.11 l)). r t;;oro. um .. teorem::: que mostr,1 g:u_e aincL: 

no cs.so U ~, E q u. 'lqaer e F ~10rlw:do , 

1) 

2) 

3) 

4) ;?GSb (;ê) ® F 

cinéem (~ 3 b(E;F), 

..PP c-· ''J" .f'P c·· ') d12c'b _t,;.;: 1.1 <H..?"G .. :..;li 
D 0 

't , ) ~ ( Dl!.:Ji'IHIÇ;;_O 2 .LJ.2). 
f:.-, 

5) 
'l' Ne 

é C: -dcm­ws 

<f& c (E; F). 
o C 

A 

, onde a t~deren 

2. 28). 

1),2) e ' 3) valem tDmbem p3.ru U C E ~--lberto equilibr-e~ do. 

ProV"": l) Vnmos ;::wstrsr q• .. le -Efb (E) tg) F é f: ,-denso em <f&C(}::;l~'); 
-- UJ..:> 

o resul todo pt-1TS. a 't 
00 

s sec;ue diret:;;.mente disso. SejSLm f € 

~C(E;F) , p,; SllC( if&(.G;~'),?: ) e é;O , Pelo LEMA 1.4 de Bi ws 
anchini, Z~:ine, Paques (1) , a série de Taylor de f em O conver-



p( f -

Desde que 'tws induz a topolo-:;L:, 't s em 

n""'O~l, .• ,fi , exü,te F E: GJ (nE) ® ]' t;:ü que 
n 

p(P 
n 

é. /20'1+1) , Logo , p(f -

2) ,\ prov.n de 2) ser.::ue como em l) , lH:;a.nd.o n rHOI:OBIÇ~O 1.32 e o 

L~to que '(;' c• induz em ~b(nJi;;B') Zl topologi:" L 
w ._,e s 

3) Sej:un f G Jb3 c(E;.B') e p e: SNC( ~ Sc(E;li')}(:'uJse) ~ Como em 2)1 

d:;,do E 1 O , existe I'1 € H t<.'.l que 

p(f -

Desde que (; t.v se induz 01 topoloLÇÜL 't 
8 

em . r b (nE;F) e 

1 ~ 11 f(O) e GJbc(nE;Ji') , p-Jre co.da n"'"O,l,~ .. ,f·\ existe Pn E 
n! 

G\rCnE;F) tal que p(Pn- ~~ gnf(O)) < 
H 

Como n~ Pn E G\rCE;F) C <I'Gsc (E) ®E' 

segue 3). 

e/2Ul+l). 

Ll) Se f E "f&8b(E;ll') n ~,sc(E;F) , secue da DEHI:lliÇ.:\.0 2 . .1+2 }J.) que 

a sé'rie de T.:~ylor de f em O , converge pnr:.". f em 

( ;f& 8b(E;F), (;
8

) • Logo , se p € SNC( ~Sb(E;F), "C 
8

), existe 

M E N , tal que 
11 

p(f - [ 
no O 

l:. Snf(O)) < E /2 • 
n' 

Desde que ~!~ 0 f(0) € (?bC(nE;F), para cade n=O,l, .. ,M, existe 
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p € 
n 

H 

que p(Pn- ~ ~nf(O)) < C. /2(!-l+l) • Como 

f'1 

L pn"' G\CE:)®F cit;Sb(E)\S)B'' 
ll"Ü 

p(f - L 
n--o 

P ) < E 
n e 

temos f+) .. 

5) Gej.:1m f " .J)j} ('". ") c. 6\!LI' ~~-',, , 
bli 

p E' c··c(.PD (1<' l') 1' ) ~ 0l\J 6\9 e.-~ 1 , .._.; -~ , N e v > O • Da 
u ~ e 

ylor de f em O converge para .f 

nn topoloLLl rp .-.,"'""l.rrl , . ..,."'r'' ''l''U"l 
~Ne ' '·'"·" .!:"··-' ~ ~~ v " ME: 

p( .f -
!·1 

L: ]:_sn.r(o))t.t/2. 
ll"Ü n' 

D' T 'd t l. l eso.e qne Ne :tn .. uz ,"J opo ogJ.,n nu c e ar em 

CD,da no~O,l, •. ,N 
' 

exinte, p 
n e (?bf(n:S;~') 

;, ~nf(O)) 
H 

p(Pn - < E /2(!·1+1) Corno L • 
ll"Ü 

N 

' bl que 

Pn E () ('c·ii') 
bf b'""'' 

-s<s;:;N(E) ® H e p(f - L p )< E 
n=O n ' 

segue 5). Q.E.D. 

c 

A v~rtir dvs resultnd.os dos TEOH_Ef\LlS 5.14 e 5~17 , V~).mos 

a cora o'bte:e o complei;''Lmento de ( ~ 8 (U), t ) ®E .B, em 

( ~ 8 (U;F), 1' ) , p0.ra as diferentes topologíRs ê:' ussdns nes-

' l c 'd . b' l t t d te c·:p2tu o. Lm segul "?. veremos 1:;etm 'em o comp e ·r:~men o .e 

/ 
ch. O caso contlnuo ' ' d ser:1 estuu2 o no final~ 

5.18 TEOREI'{c\. Sejam E qualquer e fi' de B:::mach. 

a) P?.ra todo UC E aberto não y,;;,_zio , ~BC(U;F) pode ser imerso 

em Ío(F',(if; 8 (U)~'t ))e entco em Jv(F' ,(#G,.(U),"c )) • c wse c .o oose 

b) Par:, todo U C E vberto equilibrado, 

e t:xpolo::·i"'\ E. no produto tensorial 

( <f0,, 0 (U;I•'), 1: ) induz 
.o w se 

cil% 8 Cu),1: )®F. wse 



Consequentoreente 5 do 5.17 2) 1 temos que se U C ' E e um 

c.berto equ.ilitrndo e 1!' ' e ele ent:':o 

' ' . n prova de~:;te teoremn .. e necessar1o o sec;uinte: 

E f&;:;c ( U ; li') , F 

oue ]( C U 1mB 

de Bem ,cb , K CU coep ccto 

es"-rito e B E 

exi.r-te E. ) O, 

~ ' 
' e e comp~~:cto em EB ~ Ent~~o 

1 que o conjunto 

2._Snf(x)(y), xEK, y<B e nE N} 
n' 

comv:octo ern r . 

K e B COL.'JO no enuncL;_clo ~ Da desi(ludd.:•.de de Cauchy 

existe c >O } t:o<l que 

limnsup {- sup 
Xf K 

Se E "" l/2c , então E .t:l sup 
X€ K 

c 

, quando 

UIDQ ' . sequencl:J._ em 
; 

L~Be um numero infinito de 

1 'n -i) f(x)(y) 
n' 

par~:: --lcum n , ent2o pelo LEI..-l:i 5ol5 2) , existe um ponto limite. 

Por 0--ttro lado , se existe alguma subsequência (zk.) 
J 

tal que pc;r-J. cadn j , 

k. 
E J , X E K, y E B J , 

ent:lo por ( .t-) , zk .~ O , qu.1.ndo n --i" r:.o • Isto prova o LE!1iL 
J 



-B5-

a) d(!j'J_ T: ~BC(U;JJ')----i.> ;ÍD (li'~, ( if,8 (U), "t'w
30

)) , dofinicLL por 

T(flC+lCx) "' r'CtlCx) o 4Cf(x)) ' p•crn f" ~scCU;F) ''i G F) e 

xG U • Cl rnmente 1'(f)(") E if& .. ,(U) mu•o cnda f e ,i, • 'f i:j ·- 't' 

h'est~;;, mostr2r 

c d'1 f E S&-:0 CU;.P) , ~:e(f) é c.nt{nua. Seja p unk~ f,eminorm:}, K-D 
v 

port-~--d--c em tffo:.;~(U), (p 1-..:1. olc·um KC U comp:Jct:o estrito e BEG-:1,~ 
~ L 

t::>l que E. C U(\ EB e e compo.cto em Er) , ent.,lo cl"'.do E) O , exiGte 

c(E)) O tul que 

p(g) f c(é) cn c sup 
11 

l 'TI 11 _:_ ,; g(x) I , pnT::J. to-
XE K n! B 

dn g E if&,,(U), 
0 

Sej f E -&b BC (U ;li') • Fry.r,::~ 0-ltsum r 7 O , 

lim sup 
n 

11 ~rrcxJ /I ~In] < r • 
' 

Pelo J.;E[1;-, 5.19 , se E :: -l/4r , então o conjunto 

l 'n _ o -r(x) (y) 
n.l . ' 

r 1~ e relntivamente compacto em .1!. Logo C f' (L) ) 0 é uma vüínhnnça do 

zero em F> • Conseq_uente:nPnte , se ~ € 
c 

00 

p( 4> o f) ~ c (E) ~ 
l sup 
2n x~K 

:f c (E) L. l o 2 
no O 2n 

Cí' CE)) 0 
, 

Jl ~ (2c)n ~~ ~nf(x) Jl 
B 

c(E) , que prova a). 

tensoriel b) Ilesde que a topologia E. sobre o produto 

(cf& 8 Cu), t'wse) ® 1!" é n toc>oloc;ícc induzida por Ct0cCu),'l: )é P 
""' w se 



l . -que a DJ:i lcaçn o 
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definid.:: no 

' c um it;omorfismo 

oc:e E:e KC U é c-Jmr<-l_cto estrito equi1ibr·~cdo 

sup 
n 

f:mp 
n 

su:p 
XG K+<l B 

n 

sup 
X E K+J B 

n 

em EB e ( d. )"" 
0 

€ c• n n= o 

se :f € ~GC(U;F) , 

'

li ...J:. í;11
('r(f)(4)J(ü)(x) 11 

n! 

• Isto sec;ue 

, ent.ê.o 

l . 

Desde Ql.J.e E:l tvpolo;:_;ia L wse em f& 0 c(U;l'l') é d.r-tds. pela f3.milL:. de 

sen:ir:wrrnas da form2 sup iJUp 11 ...J:. S11
f(O)(x) 11 (PR01'0SIÇKO 

n x € K+.LnB n1 

l._3LJ) , ten::os o resu1tBdo. 

Conr;e-q:tenter:·~ente do 'l1EO.Hi::l''Li 5.17 2) e do f a. to que 

( 1-&~-c(U;F),--'t' ) é completo , p:.'.ra F de Bonach e UCE aberto 
v, wse 

ecrül ibr:1do (PHO:t"OSIÇÃ.O 2. 39), temos que 

( ~ ... 0 (U;B'), 'i: ) ~ ( ;f&8,(U), 'l: ) @ ]' • Q.E.D. 
w wse wse é 

5. 20 COROL{HIO Para U C E aberto equilibrado , C â&8 (U), "C w se) 

tem a P.A. se, e SOQente se , 

parGL todo F de Banach. 

. / -P~ 
Prova: Desde que na hlpotese de.d'.:~ , ~ S (U) ® F é ?:: wse-denso em 

1{b JC (U; F) , pn.rn todo B de Banach , temos que se 
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( ~ .... 0 (U;F),'l: ) , 
o wse 

ÉJ :Lmedia to 1 devido ~:o ~P.EOlt.EHA 5.18 e à PHOi>OSIÇ:'LC 

a) paro 

;Í,;;(2' , ( 
c 

pode .ser imerso em 

t' ) induz a topolocL1 E nse 
'1 / .!~ em disso , 

no 

no produto tensorL .. l 

(~.(U),'l: )c;>F. 
o ..:use 

Consequentementc , p::trcJ H de B~1n2ch com a P. A. , 

p·:.ro todo DE fJ , e 

(;f& "'(U;F), (; ) c ( ~"C(U;Ji'), 't )::; ( Jt
8

(U),'t: ) ;;); 1' 
oh co se .;:; <»se <.:o se ~E 

ProV'1 • ::<) Pnro. cnd:;;_ n € l'I , definimos a nplicação 

T: <f&, (U;B') ___ ,,f, (F1
, ( if&c(U), 'C )) , 

011 c o nse 

c f'CtJ (x) c tCr(x)) , pe1ra f E tfe8n(U;F), 

Clar3mente 'r(f)(iJ <O i\'&B(U) , p ..• ra cada f e 

por T(fJCtJ (x) c 

l 
Fex6U. 

• T é injetora. 

Resta mostr;_:r que para c·:..da f G <fg Sn (U;F) , T(f) é cont{nua. 

Seja p G SHC( <f& 8 (u), ?;'nse) , dnda por 



r:nra 

q r e 

p(g) - sap 112 ~jc;(x)[l 
y ·j I B X E ~ J. 

C E <f-(b (U) 
0 

KC Uf1Ero e 

" 

j ~ n 

, onde 
/ 

KC IJ e compacto 
/ 

e cor:;p:~cto 

estrito 

E/i 5~ 15 2) , o conjunto 

l
• 1 A i 

L" - ~"f(x)(y) 
. I 
J· 

; xtK, yeB, j~nJ 

) 

do zero em li'c • 

compRe to era JJ' • J.Joc;o (r (L) ) 0 é um-J. 

Con.sequcnte;~tente se <\> E (1, (L)) 0 
, 

p(T(f) (<j>)) c p(<j;o f) " sup. 11 J:. ~j ( 4 o f)(x) 11 
X E K J! B 

Isto prov:-1 q:_w 

sup 
X € K 
j-:; n 

I'(f) é 

j ~ n 

IJ f C ~~ ~jf(x)) /JB s l . 

/ 
contlnua~ 

-nn-

/ 
e tcü 

Pelo LE-

ent2o 

b)Como no 'J;~-;OH.l'.:EA e.nterior } b:::.st.:J. verific::~r que a aplice.ç·:::o 

T:( i(;, (U;i'), (; ) -~ 
on nse' ke (F~ , ( <f(, 3 ( U) , 't nse )) ele f inid'' ern 

to;JolÓc;ico sobre a im:,,_gem • Isto vem do ' e u.El isomorfismo 

f:J.to que se K CU é um comT'::tcto estrito e B {; 63E é tal que 

K C Uf\EB e é compacto em EB e :f e~, (U;l!") 1 entê\o pelo teore un 

ma. de H:~.h:n-B :n.:~ch , 

j ~ n , sup 
X€ K 

) 

, se J e sou~ente se , para ~f F, 

~ l • 

ConE'eq'JentP::Jente , pr:ra F de Banach com a P~A. , segue do T:C'ORE­

MA 5.14l)b) e do fato que (<il!, 5n(U;P), 'l:nse) é cornpleto,(PRO-



lJOBIÇ:';.O ;~ .lJ-0), 

C i& .. (U,·FJ', (; ) 
bn nse ' 

'"' -c/-

... -'lincb. r::::~is, d.c:::;de o·,w ( -J~"'C(U;F), 't ) é completo (rnOPOSIÇÃO • o ():)88 

C iG,.(U), 1:: ) ® l" ;:; ( ifbccCU;~"), 'C ) • Q.E.D. 
0 0088 e w rose 

' ')2 joL 1) No c::so de il""O , o.) e b) valem pnr;-;c F com çr_ 

propried:·,de que pr:r:1 K c_F' comp:.~cto, f' (K) é comp;·.cto em F.l~sta_ 

( <f0, .. ,CU;l'),?: ) ::::; d{,?,CU), ?::_
88

) & ]' • 
)..)L~ oo se ~ ....,., 

5o23 TE011SgA Bejnm E qur:.lqucr e li' de Bt:moch reflexivo.,EntJ:o~ 

o.) ~SN(E;H) pode ser imerso em io (I~'~~ (<f& 8N(E),TN
8

)) , onde 

F~ indicJ F) com a topologiJ. de Hackey L (F), F). 

b)( ~SN(E;lT),TNe) induz a topoloe;ia E no produto tensorial 

( if&.".,(E), •r1• J ~ B' 
o11 ~e 

Gonsequentemente , 

C ;f&SN(E;E),TNe) ;:; ( ~SN(E),TNe) ~F • 

Prova: a) ióe,ín T: ~SN(E; F) Jo (F~, ( i&8 N(E), TNe)) definida 

por T(f)(cj>)(x) "f'(<f)(x) "f (f(x)) , para f € 'S&3 N(E;F) , 4 o B'' 

ex oE. Cbrnmente T(f)(.j>) E .f&8 N(E), para todn f e t . Resta 

mostrar que para cr;.dD.. f E '3&8N(E;F) , T(f) é contÍnua. Sejc,~- p 

um:q seminorma cont{nua em ( S&8 N(E), ~:eNe), então dado E.> O , exis 
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te c(E) ) O , tnl que 

p(r;) ~ c(c) nf;O 11 n
1

1gn&(O) 11 c , p:;.ra todo. e; E 
-- . N,K+c.B 

M;, .. "(ll), 
üH 

onde K CE é cornp_Jcto estrito equilibr.:;do 

/ 
e comp:-:o.cto em EB • (DEJ?IHIÇÃO 2~2t3) • 

• Dc1 DEFnaç:o 2.28 2), existe S>o, t::l que 

p(f'CtJJ - p(<j> o f);; c(G) 

Desde qu_e 1? 

-~,} 

zero em l' 't 

::; c(~) 

6 reflexivo , { <{> € ]'
1

, JJ 4 h 1] é Ulin 

, e s prov-s. se complet~\. 

b) De.cde que " topolor;ü;, E sobre (;f& s•·J(E), T,. ) ® F é u topo lo 
~ ,_·ie 

c;i::: induzid.~; por be (F~, ( <f6 0 H(E), TN
8

)), b.~-:sta mostrar que 

a 'Jclic:•.ç~o T:( ,j'f,SN(E;F),TNe)-> i,é(F~ ,( ;lt SN(E) ,TN
0

)) , de 

f " . d 't ) ~ . ". < l ' . 1 , I J.rn a no 1 .em '.l_ e um lsonor~ lBmo copo oglco so .n~e :1 lm::..;.gem. s 

us2ndo a PRO:?OSIÇ~iO 2. 32 • 

Con.sequentemente do TEOREfviA 5.17 (5) e do .fato que 

/ 

e completo, (PROPOSIÇÃO 2.33), temos que 
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5~211- TEOREHA Sej:::.m E ql't:.~lquer e F do B.·,nnch. 

a) P::tr8. todo U C E ~ nberto nJ:o vazio, ~Se (U; F) pode ser imerso 

em ;k, (F1 ·,(.f{!,. (U), L)) , onde C = "1:: ou 0 rone • c ~= wse .. 

b) P!Jr:: todo U C E, aberto equilíbreldo , ( JG Se (U;F), 't) incluz 

a topologb E, no produto tensori::tl ( .#(;,Se (U), C: ) ® F , onde 

w se 
~ 

ou (.. ~ 
coso 

Consequentemente , p:J.r:.;t U C Ji: abert;o e(p.i.lil:rn.do , 

( -J!tQ (U), "'i: ) @F 
.vC wse E. e 

( -i'P (U· "') '); ) 60sc )1' ' ccse 

P nov· .. ) ll'""'.r--'\ r."o• •. ,·tr,~r pnr·~ '~. ·copolO"l. c; 'Y 1: '' · __:.; __ ~ : ,,·, ··' ,, L< c " 'C'. ~ __,. u ~;:>' <OI. " = " o e J a wse 

T: <f(.,, (U;") -> io(F
1

; ( Sf::. .. (U), 1;" )) , definidu por 
'-'C c ..::.c wse . 

T(f)(f)(x) =f'(~) (x) = <\>(f(x)), pr~ f e 8(:,Sc(U;F), fe8'1 e 

x e U. Clc.rnmente T(.f) (f) e !&80 (U), para todn f e <\' , T é in-

jetor<:!.. .. A continuid2.cle de 111 (.f) secue como no TEOHEHA 5.18 a). 

b) 1:._ nrova de b) t"J.mbém é analogrs. ;l de 1)) do TEO.II.Eri:~ 5.18. 

Consequentemente , p:-tra U C E aberto equilibrado, segue do TEOHE 

f1), 5.17 (3) e dos f~1tos que (i{;Sc(U;F),t'wse) e 

(#.c (U;F),?: ) seio completos ,(PRCJI'OSIÇ,~O 2.36), que oc co se 

~ (~Sc(U),?:wse)~F e 

( -re,8 (U),?: ) @F 
c c;o.se é .Q.E.D. 

/ 

5 .. 25 COHOLARIO Seja U C E aberto eqtülíbrado.Entõ.o 

( ~Sc(U), twse) tem a P .. A. se , e somente se, para todo F de 

Banach , 
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dad:,l , jt,, (U) 1$! F é 'C' (~ ) 
oc wse Lc:ose 

-denso O r,,·,. ~ti ~ 1 U·P) '''r' -- <1\0 bc' ~ .. ' J:;'·' '- todo F de Bsn:-\ch , ternos que se 

( -$&" (U),?: )EI' ~ 
DC wse 

(<f(,. (U·F) 'C ) 
Se ' ' wse 

((;f{;,, (U) ?: ) (',]' 
oc; ' oo se ~ ( ~Sc(U;J?), (:'oose)) 

ent5o ( tfG •. (U),'i:: ) ((i{;,, (U),'l': )) tem a P.A •• 
OC uJS8 üC OOSG 

5.26 TEOl\..c:NA ~Jejc1m E qu .. lquer e F de Banach reflexivo. Ent:1o 

( §{',Sb(E;F), 'i;'s) ~ ktCJ'~ ,( ~Sb(E), 'i:: s))' 

onde .F~ indic' 13') com :-1 topolor::::ia de H::ckey 't' (F) ,F). 

_T'_T_.·o_v_2: 6ej1-' T: lf& 81_/E;lí')---? tCF~ ,( "S08 b(E), '?: 8 )) , definida 

oor T(flCtJCx) = r• (<j>)(x) = t (f(x)) , p.era f E 8&8b(ll;E'), tE F' 

ex E E. Ol•1remente T(f)(<\>) E: JG8b(ll) , para tod1·1 f e <\> • T é 

injetor:3 .. Rer~t-:~ mostro.r que pr~ra co.da f € á?& 8b(.E;lr) , 1.V(f) é con­

tinua e que T é sobrejetora. Seja. p E S.NG( ~~b(E), 't
6
), d~Jda 

por 

p(g) = sup llg(x)IJ 
XE.B 

B C E é limitado, 

, para tod:1 g E i/i,Sb (E), onde 

8e f E ~Sb(E;E') e <\'E F
1

, IIH~ l , entüo 

p(T(f)(<j>)) = p(t o f)= sup 1/ tCf(x))/1~ sup llf(xJII <é=· 
xeB xeB 
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Desd~ que i_l' é reflexivo , t tE-F1, 11~ J!~ lJé umu_ vizinlrmça elo ;;,era 

em Ft' , ;:oec;ue ~: c'-mtinuid.:-:de de ~l:(f). 

Ae_.:o:c·--, r;ejd. A t bCü'~ ,( Sf; 8b(E), 1:
8

)). :e~,_r:J. xf: U, cle.finimos a 

cc.olic •çto Jine:r f(x) em B' por f(x)(<j>) ~ A(<j>) (x) • f(x) • 
G Cün-

J.or:o pelo ~reo.rom::·. de Eaclr.ey, f(x) E 1?. Além disso 

c·JI!JO f é J'r--,c 'mente 8-holomorfa , ent:Zo f é S-holomorf:1 (HWI·O-

SIÇ.:[O 1.2'(). Desde que .;(<\>)E iffo 80 (E), soc;ue que f(E) é l:lmitu­

do em F, p:;ra C':,da BCE limit:;__do. Logo, f e. á%-0 b(E;F). JJ'inal-

mente , corw T(f) -= A , segue que 
. . r.r e sobreJetora. 

F:~ra c _.mplet::Lr Q provu_ do teDr·>: .:J. , resta mostrar que 

teriormente , ' e um 

----;> kéV~ ,C-s& 8b(E), 't
0

)) definida n­

isomorfismo topolÓE;ico • Isto see;ue diret ... Lwn 

te Co teore;;t=-:. de Hn.hn-D :n::-.ch, pois se i' € Jt. 8b(li:;J?) e BCE é li­

mitt:ido1 ent:}o sup ~ .f(x) li~ 1 , se J e somente se , p:: . .:.r-J. todo !f E. 1J'
1 

XEB 

No c-:so de funções holomorL;.s , temos o seguinte: 

5~ 2? TEOREHA ~ Sej :::.m E holomorf'icn.me:nte infratoneln.do e k-espa­

ço, li' de K.1n'J.Ch e U C E um aberto n:lo vo.zio .. Enttlo 

e) para n=O, l, •• , 

oi:,(F',(~(U),"C) 
c ns 

~ (U;F) pode ser imerso em 
n 

b) P"cra n=O,l, ••• J cá'&n(U;F), "Cns) induz a topologia E no 

produto tensorinl ( -s& (U), 't ) ® F • 
ns 

Consequentemente , par:->. F de Banach com a P~A. 
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' ' ' Ob·'>t-~·~-,r"'·"•)P"' · _,,.,,_Lo,-~-~· e anr lo c; e. :1 do TEOR.EicJ). 5. 21 , 

(1), Um teorcr:n ' : __ n:::--Jogo ,_w 

. ' . pois serJ.a neccssarlo 

e I? de B.~n:::zch com J. J\JL .. , obtendo 

( {J& 0 (U;l'),'t .) =( ~ 1 ,(U;.F), 'r ) 
w.S \._ ws ~ (~(U),t ) é l', ws 

ps.r:: UC L~: ':'.berto eguilibr;~do 1 que é um resul tudo já obtido no 

T:COR.GNA 5. 8 '3.) § O mesmo -'~_cont;ece com 0 topolot:ia ?:: ~ 
ros 

Veremos ::.gor~i resultJ.dos sobre ( Sf, 8 (U;F), 1::) ®é G , p:ctra 

onde 't: indíc::t. <.cs dife 

rentes topologi~s } )._~r·- "t ~-
• ·-- CL 

1:: 
o e , re-

sult·)_dos nesse sentido j·& foram old::idos no cap{tulo 4. J:Í vimos 

' t:.Jmbem ~ 

so em 

E t l Jj. no cD.pl -u o que está c;".nÔnicdmente imer 

~S(U; l' Gl G), 
~ 

.Po n (U·l'@ G) 
, derwto..mos por &0 s ' E 

, o subespaço 

de -Je,s(U{l:i' 0 G) d'.JS aplicações S-holomorfe.s f:U. F~ G , 
. E . lA" n G 

tais que ps.ra cc,d.•. xG U e j ~ n , ;n>Jf(x) € ~· b(JE;F) ® G , 

;sderênci':l em r (jE·F $. G) • Desde oue F b }\Y€.8 "-

A 

®G 
{. 

' e completo , 

temos q_u._e 
.PP h 

que ( ~ '--" o 

( cf0 0 ( U; ]' @ G), 'L ) é completo. Isto vai sc::;.rretar 
o c. oe 

~ 

(U;F @~ G)' 't nce) ' e completo , p.:-:..r:J. n=O, 1, ••. , oo 

.~" j)jJOO ")'>"' Como t::tmoem , ( 60 8 (U;F ®c G , t- ) e completo, para U CE aberto 
'-' wse 

equilibrado. 

5.28 'I1EORENA Sejam E qualquer , U C E aberto nao vazio , F e G 

de Ban::Lch. 



' 

C-sfbcCU;E'),'t l®G 
0 nDe é 

b) ;''cr' C'cd" n <:c N , 

À 

<Ji!G 
E 

A 

"' G) 't ' 

C <fe,,,C(U;li'), c ) \Ô!!, G ~ C <l't~. 0 (U;l"@ G), c ), o oose- €. .u e eose 

2) 13e G tem :2 1\A,I,., ent::~o if, p(U;:U') ® G é L - denso em ...., wse 

-95-

~~(U;J? ~ G) (C) 
D Í, 

C:: - denL-w em tf0 80 (U;J? ~. G) • 
w se (... 

3) p·;r::::. G qu~lquer e U C E '.l-berto equilibrcdo , entô'o 

e 

( -f'P ,
0

(U,·F ;8; G), c ) '::! ( if{?,,
0

CU,·B'), 't ) {;?, G , 
G\? u vC. w se 0 w se '0'6 

eP n A , 

lh)Desde que ( (JuQCU;B'Ql) G), 't ) e completo, paro. ca ,__, é nse 

da n=O,l, •.. ,oo, 

em i\'0~(U;TI'@éG) 

bdsta mostr3.r que ~ 8 (U;J:i') ® G é 
n 

e que ( ·81;, 8 (U;F (i G), 
E 

'<:: ns e ) ind.uz 

E. no produ to tensori:Jl ~ 8 (U;F) ® G • 

- denso nse 

a topoloc;L;, 

~n A D 
Sej'·_,_m f E. d1...?,~(U;F ® G) , KCU comp::tcto estrito , B E ti-:J't:' ~ tal 

D é ~ 

que K C U nEB e e" comp:-'cto em EB , E.70 e m um inteiro ~ n • 

Corno F e G s5o completos e G tem a P.A. , 

(PROI;OSIÇlW 3.5 f)). Dessa forma , f pode ser pensada como uma 

r:;_plic-:>,ç.io de U em fa (F
1 

;G). Por argumentos nnálocos ao do LEMA 
é c 

5.15 (2) e uwndo o L: to que t <\> €F: 11<\>lln l é compacto em F~ , 

temos q-~e o c ... mjunto 
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/ 1 . . t t G . . T c' A G t=l (.)ue e re ::-c:LV·"men e comp.~c: -o OI!1 ~ ;,.:lGJ-'.l E: ~..&~ ~ , 

" i=-cl, •• ,k, Gej:-" c i: U -~F , definido., por 

f-
1'(f(x) ('I')) = L 

i=1 

d-'?_ X E: U ( .. ) ' ' , c. x e contll1u.-~ 
l 

·1' a· Fo 1~ em lSSO 

, ent-::lo p:).rn 't' (c.(x)) = 
l 

~ f i o T(f(x)(I.J"'))~ Isto signific.? 

bolomor.r,-c e logo , .8-holo;;:orf:J. • Eín:·_ümente , pare::. x E K, y E B e 

f - f)(x)(y)ll = sup lll 
'f><· H) -il 

V• 

Como T o f(x) 

ç5o procurada. 

k ll'l'ln 

)-c. (x) ® 
.-1 l 
l" 

'" 1'(& 0f(x)(y)('t')) 

Para. com})letar ;:~ provn de ;:.,) v:;_mos mostrar que 

aplic2:_ 

( 'áb ~ ( U ;li' @ G), (:;' ) induz a topoloQ;ia E. no produto tenDori~ü e, nse 
..& /. - , 
6\Dc•(U;F) ® G ~ Isto se,:;ue da proxlm::~., observ.:-JÇ(\0 que e devida :;o 

ü 

teorem~J. de H1.hn-B::-:mach : .seja KCU compacto estrito, BE: 8E t:-,1 

que KC unEB e é c,:;mpacto em EB , j ~ n e 

k ~o ~ ~ 
h(x) = L f. (x) ® g. € ""'"(U;F ® G) , f. E OC>0 (U;B') , 

í=l J.. l ,u € J.. D 

g. € G , x EU , i=-lp. ,k. Entrio 
l 

sup '11 ~ ~jh(x) 11 ~sup 
xEK J! xEK 

sup 11 t _l:_ ~j f. (x) (y) ® g ·li " {_ 1 
y€ B i=1 j! l l F@ G · 

e 



se, e somente se , 

sup 
v XE ú. 

YE J3 
<j> E G' 

li<)>!> 1 

ll .t l:;;_l 
2. ~Zir. (x)(y) q, (g. Jjj 
jl l l 

:{ l 

" •. ' t. . v1 prov:: co1n,nm como c:1so p:J.r J.cu.l:::r \l provct do 

. -, us.:\-Se .:1 Liesm·_:c cproxlm:J.ç:~o 

pera mostrar que 

-9?-

t: - d_(;nso em "Se,311 (U;1i' ®c G) • Devemos somen 
nsc .._, 

·"" f~ P-';, .... (U,·::? te mostr:tr que ~v "' ál?, 
''"1 

@ G), ent:"io c. f: -g&~ (U;F)~ Como 
é l bn 

f € cfgt, (U;:t!' ® G), ent:::i:o p':',rn 
vn e 

l 'J' J1 \; f(x) E: X€ U , 

(?. ( Jc) ® (P ® G) , 
o e 

m 
e )Ü ' existe h 
y

8 
€ G , t~;1l cr;e 

11 ~!~jf(x) 

Dosde 

e 

oderêncL~ em GJb(jE;li' ~ G)
8 

• J~oe;o, 

P.s ® (x
8 

® y
8

) , P
8

E: (\(jE) , x 8 E: 

l "J' - b c.(x) 
·I l J· 

dndo 

]' ' 

m 
L (Ps ® xs) <\'i 0 T(ys)/1 ~ llt í// I/ Til E 1 
s=l E 

segue que 2 Sjc.(x) € rbcj.c:) ® (B' ® G) ' ederêncícc em 
j! l r. 

() . " 
\J b(JE;l<' ®E G)s • 

2) .\n,:;locamente ,;, provn. do TEO.ti~I''íl\. 5.14 2)b) , obtemos que 
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{ff, (U;F)@ G 
·~ 

' e "' - der•co c•r··· i 000
(U·!•' fi; G) nrr"• \..w[;e ~~ -·· Gs ,_% ·-L ... · o 

<f&~,~(U;.L;;::;. G) 
~.:Ai '</c Hp.roxinu.ç:o) e como em l)b) :~:os-

tr•-se Ql1e c. e. 
' l 

p(f -

F 

t_ _1_ ~ 11 1'(0))(. E /2 • 
n~"O n! 

Desde que 1., ~nf(O) (; r?. (nE;F) ® G 
n. o 

. ~ ' 
~ccae:cencl~~ em 

p;;_crJ._ c c. do n E tT e 'C induz em 
wse 

a torolo\._:i:-: 't 
5 

, sec;ue queJ p__·r-.:. C8.d::.~. n::::O,l, •• ,r-1 , existe Q
11 

E: 

G\CnB;E') ® G , t"l que p( ~~~nf(O) - Q
11

)< t/2(E +1) • 

~ 
n=O 

lJ .) z E 
n 

Como 

~vOi:;f') ® G , secue que Jt,.,(U;F) ® G é C: -denso em u u w se 

induz .q topologL1 E. no produto 

e(ie,';,(U;F@G),'t )é 
E u.JSC 

c~c~leto, segue que 

( f(,;(U;í!' ~ G), 'twse) ';:::, ( il'(;s(U;F), 'twse) ~ G • 

Agor:1, sej-J. f E. ~, 0 (D;E' ® G) e p um:; seminorma contínu:1 em 
"' E 

(se,, 0 (U;FíÍDG),C: ). Logo, dado t>O, existe 11€1'1 ,tal que 
u € wse 

N ,.._ 
p(f - L .1. \i'nf(O)) < é /2 • 

n=O n~ 

Desde que ~ ~nf(O) G (?b(nE) ® (~' \2) G) , ade:·gncia em n. 



torolo 

@ G) 
E s 

(; s ' 

G:J b( 11 J~) ® V 0 G) tcl que p( ;! ~ 11 1'(0) 

Loc;o, p( f' - { Qn) <:_ € 
n==O '· 

~ Como 

induz em 

- Q
11

) !_ E /2(H +l) 

N 
L ~E rbcEJ ru 
D""Ü 

o(((b(") <0) D') ® G cS~,,0(E;;') ®c' sec;ue 
'"'v 

que 

"r - <ler:~;o e;n · #&c 0 CU;JT Ô G) 
wse u -s 

' holo;.·:orf,?.B c nece c·c<r·i o ~)>C) .. k - coloc:\r 

-PPnc-u -;;, G) ' J'19 )J.i 0- COl~O O Sl.lc)8S}H.ÇO 
é 

, P-~r<' n""O,l, •• ~,co, def:i.ni.mos 

vc-tori-,1 de cf& (U;l~' ® G) dr's fun­
é: 

~ 

ções hol,)mori':::.s f:D---7 1.1' ® G 
é 

, t.J.l,S que p~u-:.1 c;.'dc.o. x G U e j ~ n, 

l •j "éi]d f(x) J. d 
~ ' c .. ercncl~"-c 

( -PPncu···Ao) ,._, )' ···Jt 6\!J ,_r_• ® , L e CO;üJ:)_e o, 
é ns 

5-29 

l) Se 

. ' G de Ban;}.ch e E metru~:.::.vel 

F e UC T<'e' l t e .u um 2 )8I' o nS:o v::;zio, 

Ent:lo 

( .ffi(U·TI') (; ) @ G 
' ' ns e ( ;#0 11 (U;F ~ G), 0 ) , 

é ns 

• Como 
/ 

tmnbem , para cadn n.€ fi , 

2) Se G tem e P~"LL. e F tem c. P •. \. , entito -pu.ra UCE jberto na.o 
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vr~zio, ?: - denso 
UJS 

em ~ro (U ;1? 
A 

® G) e 
ê 

'Y 
t.. - denso em 

WB 

j)pOO A 

(61D(U;F@G),?: J 
E. u.J& 

e 

( efíb 0 (U;!I), (; ) 0 G r:J 
LI) s E. 

( S0 0 (U;li'êi G), '(: ) • 
ê ws 

deste o.nterior. Devemos 

c:üocrJ.r 2 e G c~;m co:. l\ .-l,. e E: r:wtríz{vel em l) p-:;,r:) que o conjunto 

I . l . " G h' 1', -
1 use.do na ;,':covr~ se~)"'· re J.v::cmcnce comp:~cto ern *"'~ _ J_po"Ccse ue 

F: "e ·· "' +r,·" .'!vel - ... , ,I 1"8 ., ·""''·t se obter u ~plicaç~o c1 ho-

lomorf:-:c~ 
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