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INTRODUGIO

J.ebastifdo e Silva em (1) e em outros trabalhos definiu
um conceito de aplicsacbes holomorfas entre espagos localmente
convexos , que posteriormente fol denominado de aplicagles Silva
~ holomorfas . Pa?a E e P espagos localmente convexos complexos

e separados , denotamos por (E;F) o espaco dzs aplicacgdes

g
f:8 w—s P, Bilva-holomorfas . Temos gque, f pertencente a
é@S(E;F) é holomorfa se , e somente se , T for continua. Neste
trabalho obitivemos resultados sobre a aderdncia de é@‘S(E;C){Q 7
em { ééS(E;F),?i) , pira a8 bopologias "naturais” ,E_M, neste es
pago, relacionando-a coﬁ_a propriedade de aproximagio (P.4.), pa
ra { &@S(E;G),'f) e para E . As topologias localmente convexas
"naturais” C em i%%S(E;f) s3o introduzidas e estudaedas no capi-
tulc 1 . Para alguns subespagos de. E%BS(E;F) , como og das apli
cagoes Silva-holomorfas de tipos nuclear e compacto , introduzie-
das no capftulo 2, tembenm foram obtidos resultados nesse senti-
do.

Dizemos que um subconjunto K de E & compacto estrito se
existe um subconjunte B limitado, absolutamente convexo e fecha

do de E tal que K estsd contido e & compacto no espago EB gerado
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por B e normado pelo funcion:l de Minkowski Py o Um espago E tem

a propriedsde de S-aproximsgfo (P.8.4.) se , dado um subconjunto

b

-

compacto estrito K de E , existe um subconJunto B limitado, abso
lutzmente convexo e fechado de ¥ tal que X ests contido em EB e
g compacto em Ep e dado € > O existe uma aplicagfo linear
TE—2»E limitada sobre os limitados de £ , tal gque T(E) tenm
dimensfo finita , satisfazendo py(T(x) - x) < £ , para todo xeK.
Para & topologia rtoe , d3 convergéncia uniforme sobre os compa,
ctos estritos de £ , en %.S(E;F) e pera B quase-completo , sdo
equivalentes:

(1) E tem 3 P.S.A. . _

(2) %S(E) @Fé T oo~ denso en %S(E;F) , para todo F ,

() (Kog®), ¥ ) tema Pihy .«
A hipdtese de E ser quase~completo g0 € necessdria para (3)—s(1).

Beja F normado . Unma ‘seminorma p em %S(E;F) e EX~B por-
tada por algum subconjunto compacto estrito X de E.é algum sub
conjunto limitado)absolu‘camente convexo e fechado B de E,tal que
K ests contido em Eg e ¢ ‘compacto em by se , dado €S 0, exis~
te ¢c{€) > O tal que
p(£) ¢ (k) sup{ﬂf(x)ﬂ ; x € K+EB } ,

para toda f € ZJ'P@S(E;F). A topologia ’Zwse em %S(E;F) e gerada
pela familis das seminormas definidas acima.Para o estudo da ade
rénciaz de %S(E) @ F em (%S(E;F),fwse) foi necessdric a in
troducao do conceito de aplicagfes Silva-holomorfas b-~compactas:
Dizemos que f:E —pl & b-compscta se , para c¢ada subconjunte 1i-

N

mitado , absolutamente convexo e fechado B de © , .flE ¢ com ~
B



pacta , ou seja , se pars todo X € EB s existe ume vizinhangs VB

de x em By , tal que f (V) & precompacte em F , Denotamos por
R EB B

%SK(E;F) o espago das =plicacses Silva-holomorfas b~compactss
de E em F . No capitulo 5 obbtivemos a fdrmula

($og(2), T Ve (b mm, T ),
parz F de Banach , da gual concluimos que (%S(E)?Z\u we) tem a
P.A, se, e somente se , pura todo F de Banach , %S(E} & F &
{the" denso em %SK(EiF)‘

Em espacos de Banach , para as topologias ?:o ( topologia
compacto-aberia )\e nifw( topologia de Nachbin) , resultados neg
sz diregfo foram obtidos por Aron e Schottenloher (1) e Aron (1).

Ainds mais , para F e & de Banach , obtivemos também re-

sultados sobre o produte tensorial BQEOS(E;F) @G e sobre o com-

pletamento de ?fpeoS(E;F) @éG -y ROS cap:ftulas 4 e 5,
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RESUMO

Bejam E e F ezpagos localmente convexos complexos sepa -
rados , U um subconjunto aberto nao vazio de £ e ]ﬁ%S(U;F) 0 es-
paco das aplicag¢oes Silva-holomorfas de U em F, A aderéncia do
produto tensorial ﬁgs(U)(@ Foem ( §éS(U;F), T ) foi estudzda
pars diferentes topologlas T e obtivemos resultados sobre a
propriedsde de aproximagaoc para (EﬂgS(U),’t) e para E ., Para o
produte tensorisl completado __(%(U;F); (D! @} G ( %S(U;F %G),?{))

para F e G de Banach , tambem foram obtidos resultados.
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CAPITULO 1

APLICACOES SILVA-HOLOMORFAS ENTRE ESPACOS LOCALMENTE

CONVEXOS COMPLEXOS,

convexos complexos separados e U um subconjunto aberto ndo va-
zio de B, Ggﬁjdenota a colecio de todos 0s subconjuntos de E

que sfo limitados, fechados e absolutamente convexos, Se B g &%m
EB indica o subespage de E gerado por B , normado pelo funcionznl
de Minkowski , Py ,"ﬁetermingﬁo por B ., Denotamos por SHC(E) o

] = I
conjunto daes seminormas continuas sobre E .

a) Aplicagses Multilineares e Polindmios Silva-limitados.

Sejm El""En espacos localmente convexos complexos se-
parados, Em Elx vee X En congideramos a topologia localmente

convexs produbo das fopologias de El sevey En .

1.1 DEFINIGAO éb a(El"”En;F) indica o espago vetorial das a-
plicagoes n-lineares de Elx...xEn em F e ﬁob(El,..,En;F). o
subespago vetorisl de iﬂa(El,..,Eﬁ;F) das aplicagbes n-lineares
de Elx..,xEn em F que sao limitadas sobre os subconjuntos limito
dos de Eix..,xEnf éb (El,,.,En;F) indica o subespago vebtorial de



i
- # . i R e :
gue s20 continuzs., Uma aplicegio n-linear T de Elx...xhﬁ em F ¢

ig By eael 3F) dos splicactes n-linsares de E.x...xE m F
b( 1 [ ns ) G A, b X,Il em TP

Silva-limitada (8~-limitada) se, e somoente se,Te ibb(El,..,En;F).
1.2 OBSERVACKO Se B, € @M , i=l,..,n , B ESNC(F) e T €
1
ibb(ﬁl,..,En;F) , indicamos por
m ’ =y - 3 ‘= -
HiHBl""Bn’ﬁ sup i&B(T(xl,..,xn)),xieiBi, i l,..ﬂl}
t rdeil verificar que
‘%(T(xl,..,xn)) < HTﬂhl,.. B, P p? (xl)...pg (x J o,
parz todo X. & By oy i=l,..,n.
l .
Em jg (bl,.. ,m) COﬂ%lderemos a topologia localmente convexa
gerada pelsns s§m1normus . “Bl”"B o onde BiE‘GBEi ,

i=l,.,,n e ﬁéES NC(PY, i; (E11..,F 1 F) indicard sempre o espaco

ibb(El""En;F) munido da topologla definida acima. Quando Blz

=... =B =B , entdo [« uBl,..,B B sera denotado por Ha ”B,@'

ibb(nE;F) & o espago vetorial das aplicagtes n-lineares S-limi-
tadas de E° = Ex...xE (n vézes) em F, ib (n“ ;F) indica o sub-
gspago vetorial de iob(nE;F) das aplicagoes n-lineares simétri-
cag ¢ S-limitadas de E” em F . igs(nE;F) indics o subespago ve
torial de j%.bs(nE~F) das aplicagles n-lineares simétricas e con
tinuss de E¥ em F. Para n=0 definimos ég (a 3B )= ib (OE;F)= P

como espago localmente convexo.

1,3 PROPOSIGAO Para todo F completo,jg.b(El,..,En;F) e completo,
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1.4 ?RG,LOSIQEO Para todo F 3 i{) (1’},»—, ﬁ) e um Qubec‘pﬁgo Ve LJQ.LJ-

s

2o, . ot m
2l ftopologilco Fechado de ibb HL;L).

1.5 DEPINIGIO - Se thibb(nE;F) , & simetrizaczo T, de T & una
aplicagfo n-linesr de E" em F , definida por

[§ l T
Ty(tgseenx ) = = ) HEg(ay ¥ (n))

i
n! G‘eSn

2 . . . 4 a
onde Sn indica o grupo simetrico de ordem n .

1.6 PROPOSICEO A aplicscio simetrizscio Tci&%(n“ F) ey T €

11

n-. - = .
i;bsi £;F) & uma projecio continua sobre ib bs ("E;F) . Além dis

so , T =1 , se, e somente se, T¢ ébbs(nﬁ;F).

1.7 DEFINIGIO Bejom T e do, ("E;F) , xce E e nell, Se n=1,2,..
escrevemos Tx' para indicar T(x,...,x) com % repetido n vézes.
Pars n=0 , defiﬂimOS“TKQ_f T . Uma aplicagio P:BE—3P & um poli-

nomic n-homogéneo se existe ﬁ?eé@ (P57) tal que P(x)=Tx" ,

parz tode x € E. Para indicar que T cof%esnonde a P usamos a nota
ciop P = 7o, G3a(nE;F) indica o espago vetorial dos polindmios
n-homogeénecs de E em P, 63 (nE;F) indica 0 subespago vetorial de
G) (nb*“) dos polindmios n- homogéneos de B em F que sio limita-
dos sobre os subconjuntos limitados de E e 63 ("E;F) indica o
subespago vetorizl de GD (nE;F) dos polindmios n-homogéneos de

E em F gue sdo continuos. Um pollnom10 n—-homo q§¢eo Pde Eem F e
Silva-limitado (8-1limitado) se,e somente sejf’egjb(nE;F). Em
be(nE;F) cﬂnside?emos a topeologia localmente convexa définida

pelas seminormas:

[‘PEB,[% =  sup {(%(PCX)) ;_xeﬁ} ’
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para thQ.Bé;G%E, @5@ SKHC(F) ¢ P e G) ("F;P). Observamos que

@ (P(x)) & HPHE,@ .(pB(x))n .

para todo x & Eg .

Indicaremos por ?,s a topologils enm Gjb(nE;F) definida pelas

seninormss || . "B B onde EGEGBE & ﬁie SHC(#). Denotaremos
(R, (mm, %) = B Owm,

n R ,
1.8 PROPOBICIO A aplicagﬁo Te tfsbs(nE;F) > T € Pb(nE;F} e
am isomorfismo =lesbrico e topoldsico entre gﬁbs(ﬁE;F) g

T, = o
GJ meEy ., 2k
b( ; )S Além disso

“"*%“B,{a < "ITHB,@ £ —If ‘T”BP (1)

nl

parz todo Be By , Be SNC(F) e Tedo, ("B;F),
n

1.9 OBSERVAQIO _ET 'é ‘o melhor constante universal em (1)

n!
(Nachbin (1)).
1.10 PROPOSICIO Para té&o F completo e n=0,1,... , G)b(nE;F)S
e coupleto,
1.11 DEFINIQKO\ Ums aplicacio P de E em F € um polinfmio Silve-
limitado se existem n=0,1,..., F& € Gjb(kE;f) (k=0,1,..,n) tais
que P =P + ... + Pn . Denotamos por Gab(E;F) o espagq_vetgri

o
z1 de todos os pelinfmios Silva-limitados de E em F,

1.12 FROPOSICEO 8e Ije‘éqb(E;F) , P # 0, existe uma dnica re
presentagio de Pna forma P = P+ .., + P, 5 onde n=0,1,..., P

€ (D.b(kE;F) (k=0,1,..,n) e B § O,



b) Aplicacdes Silva-holomorfas

1.13 DEFINIGRO Umz série formal de poténcias de E em F  enm t6r

no de 3 € E & uma série na varidvel x € & da forms

oo
n[;@ Az =DR

onde 4 € iobs(nE5F) {(n=0,1,...) , ou da jz‘orme;

-

n[;@ P (x~3)

onde Fn = Kﬁe @b(ﬂ}ﬁ;ﬁ‘) (n=0,1,...) . An e Pn 5320 chamados coe-

ficientes ds zérie dada,

. oo
1.14 IEMA Se a série de poténcias ) ‘Pn(x ~-3) em torno de
n=0

3¢ E e tal gue para toda (:5 € BRC(F) e todo Be B , exizte
P > 0 tal que |

tm B Px-D)-0

M-—»eo n=0 _
para todo x € 3 +PBB , entdo (3 (Pﬁ(t)) = 0 , para n=0,1,.. &
t € E,

1.15 DEPINICAO Bejs U um subconjunto aberto nsc vazio de E.U-
ma aplicacgdo £:U P ¢ Silva-holomorfa (S—hoiomorfa) emn U se
para todo 3 ¢ U existem P € @b(mE;F) (B=0,1,,...) tais que pa-
ra toda @6 SNC(F) e todo B € G‘))E , existe um pB‘;' O satisfazen~
do 3+ PBB CU, tal que

£ = ) B (x =),

n=0
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uniformemente em relagdo a B em 3 +§>BB . A sequéncia ( P o

€ Unice pars todo Jg E + pelo LEMA 1.14 . Denotanos Pm por

2870(3) e a por E.Smf(§) , e & =P , para m=0,1,.....

m n m! m
A notagao
e,
£x) = ) AEPe(3)(x -1),
n=0 m!

indica & série de Taylor de £ em 3 é%)S(U;F) denota © espago

vetorial de todas as aplicacdes B-holomorfas de U em F.

1.16 DEFINICIC Uma aeplicacfo £:U-——sF & holomorfa em U se pa
rs todo 3€ U, existem EEIG éD(mE;F) (m=0,1,...) tais que para
cads EBS SNC(F) , existe um aberto V de U contendo 3 para o

Qual

£G) = L B (x -1,

m=0
uniformemente em relagao a @ para XEEV.5%7(U;F) indica o espaco
vetorial de todas as aplicagdes holomorfas de U em F, Referéncias
bdsicss para tais aplicacdes encontram-se em Nachbip 2)e (B) e

Noverraz (1) . Observamos que ums aplicacdo f ¢ %S(U;E‘) ¢ holo

‘f
morfa se, & somente se, T for continua,

1.17 ORSERVAGAO ?ﬁgS(U;F) = é%P(U;F) para todo subconjunte aber
to nio vazio U de um espago metrizévelJ ou Silva,E e para tode

F localmente convexo., Mais ger&lﬁente iﬁgs(U;F) = gﬁ(U;F) se U
for um subconjunto sberto ndo vazio de um espag¢goe E holomorfica -

mente bornoldgico.{(Matos (1)),
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1,18 PRUPOBICAO Ums aplicagio f:U——F & S-holomorfa se, e so -

1.19 COROLARIO @5(“’1’3;3‘) v C %S(U;F) , bara tode n=0,1,,.

Fa
1.20 COROLARIO Para £edb4(UsF) , 3e U, xeUe P>l tal que
(1 -3 +Ax e U, pare todo 2 € €, [Al<¢ P, entio |

1 £ -A)3 + A x) i
2Wi -1
A= P

1.21 COROLARIO (fdrmula integral de Cauchy) Sejam f‘€'§%}S(U;F),

f{x) =

3¢ U, xek e P>0 tal que 3 +A x eU , para todo A € €, fAlg €.
~ Entio )

_E.lgnfm(x) . fﬂiﬁ“ a,

para n=0,1l,...c..

1.22 COROLARIO (desigusldade de Cauchy) Se fe $bg(UsF) ,
(3 € BNC(F) , BE G?)E’ 3 el e PB';G tal que 3 + PBBCU .

entao

ll “j;‘zgnfm”}s@é “f%_ x o3¢ P BIG (60
! , -ie vy

sehal

para n=0,1,4.4

1.23 LEMA Sejam £ ¢ J05(U;F), € U, xeUe P»1 , tal que
(1 A3 +hxelU , para todo M € €, [Al¢ P, Entio

&)

R S W SR R AT ( NS O PO 'S
£6) - ) Felx -9 ehf G,

M= P




onde P, = .}wgkf(g) .
B

Len 1mma Be P @ (M55), entio §7Pe 6 (FE; o (PEiE)) e
s ¢ G') (k-—m G) ("E;F)), para m=0,1,..,k.

Prova: Temos que § P(3) = mi( ) 4 3ER , onde 4 =P |
I

Ac %bs‘:kE;F)’ Desde que para todo Be @E e (5 € SHC(F) ,
Bl o) ¢ Bally o pypCey)es gl
PETR Xy 40Xy & EB s Temos gue

B My, ,x)) = B (ALY, sadaxyy %)) &

S lady g pg(0"™ pplep).eipylay)

para todo ie EB & XysererX, € EB .

Logo -, 4 gh-m o if)b”s(miﬂ;F) e

“ A3 k-m " )k-«m

b

(5 |1A‘”B,(’> PB(§
para todo 3 € Egp. Portanto , segue o LEMA, Q.E.D.
1.25 PROPOSICEO Se f.E%S{U;F’), entdo §%r¢ $og(u; do_(Pmim))
gmi‘ c %S(U; @b(mE;F)), pera p=0,1,... . Se
o0
£(x) = 21;_0 P (x -3),
6 a série de Taylor de f em ey , entdo as séries de Taylor de

S Pr e gmf em 3 sdo

5mf(x) = \k=0 smPk&-m(x -3)
SPr(x) = 1 §p  (x -3) .

5 k+m

w
i
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Prova:  Sejm P = 25%r(3ye & Fmimy e o) = £(x) -
o k ki b M

i
é -Pk(y; -3} , para xeU e Mefi. Desde que f ¢ %b(U,F) s B -
k=0

tho para 3€ U, Be G%E e {3 € BNC(P) , existe PB> 0 satisfazendo
3+ PBB C U tal que

8 (£(t)) ¢ C <0 ,
tu§§+PBB(5

Sejam ©>0, P>0, @ +P¢l e ("= 1/{e+P)Y> 1, fixos, tais que
para todo x € 3 + © PBB e yE€ PBB , temos x +Ay €
3(0+P)PBC 3+PBC U, para todo AeC, A< P.

B B =

Portanto ., do COROLARIO 1.21 ,

L3y = = ESIC I T 2PN
m 21 A
- AP
Pelo LEMA 1.2% , temos e
r(x +Ay) = L f((l-ﬂﬁ*g}iiwb(x +3 y) ap
A

pois para I}LISG\, (1 -)-»)% +)U-(:c +Ay)e 3 +PBB. Logo,

1 21 P 1 2wlc
2}1\{ Pm"{*‘l erﬂv G-I\‘i*i-*l(ﬁ* _ l)

B LG ¢
m

e oo Meel 1)L cl

Portanto

“ igmr}i(x)!la,@ P

¢ £ o+ oo

in

para todo x¢€ 3 +© PBB.



-1 0,

P 5 A .
Lozo, como § "ry(x) =58"r(x) - }}j{:smpku -1 = 8% (x) -
=1

M1 '
a1y v o - —
L, 5 E§+m{x -3) se Mrnm, 6mPk+m € Gi;khg be(mh;F)) » pelo

LEMA 1.20 ¢ !I 2§ (x) II
m! ! | B,

> O, quando M- 00 , pars to-

do x€ %-+6%QBE, temos que o 0f ¢ &%5(U5 Ging;F}) e
[oe] o~
gmf(x) = Z:: ) Pk+m<x -9, @D,
k=0 '
1.26 DEFINIGRO  Uma splicagfo fiU~s F & fracamente Silva~holgo
morfa se , parz todo ¢ € F’, duzl topolégico de F , a fungio

¢<3 hil g Silva-holonmorfa.

1.27 PROPOSICIO Beja F com a éroprieda&e;que para todo subcon-
Junto compacto K de F | a envoltdria absolutamente convexa fecha
da de K, T (), é compacta.Entéo f:U—p F ¢ fracamente Silva-
holomorfa se, & somente seh,af e Silva~holomorfa.

Prove: Se f & fracamente Bilva-holomorfa , segue da PROPOSIQXD

1.18 que flUf\E ¢ fracamente holomorfa s, para todo BE gaE.Gg
B

mo UFXEB € um aberto no egpago normado EB e F gatisfaz a condi -

¢i0 enunciada acima, segue por Nachbin (4) que flUﬁE ¢ holomor
B

fa, Logo, da PROPOSICAO 1,18 , f e S-holomorfa, Reciprocamente,

se £ & S-holomorfa ¢ de F , entdo q) o £ & S-holomorfa. Q.E,D,

o) Topologias em ‘ﬁest;F).

1.28 DEFINIQKC Um subconjunto compacto estrito de E & um sub-

conjunto K de E tal gue existe um Be€ G%E para o qual K estd con
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tido e ¢ compacto em By . Se E for normado ou Frechet (ou OO
entfo 28 partes compactas estritss de E coincidem com as partes
compactas, |

Denotamos por r\Coe a topologiz localmente convexa em '%S(U;F)

fad M N . .
da convergencia uniforme sobre os subconjuntos compactos estri-

. . . Sy s :
tos de U , ou sejs , o bopologia gerads pela familiz de seminor-

mag p en f@S(U;F} da formsa:

p(f) = sup @(f(x)) s
xe kK

pars toda f€ i?gs(U;E?)‘ KCU compacto estrito e (‘3 € BHNC{F).

1,209 PROPOSIGIO BSejam U um subconjunto aberto nao vazio de E e
F completo. Entdo (f@S(U;F), (t,oe) & completo.

Prova: Sed=m (fd )&quma rede de Cauchy em (%.S(U;b), C oe) &

(3 € SNC(F) , Entso se B € @E’ (fdvIUﬂEB )J.GI ¢ uma rede de Cau

chy em (¥ (UN Ep)iF), T ) (T € a topologia da convergéncia
uniforme sobre os compactos de UﬂEB) .
Desde que (%(Uﬂ EB;F), ’5&) & completo, para F completo, exis-

oLlUf”\ Ey )&&_ p converge para fp

te fp€ Fo(UNEL;P), tal que (f
uniformemente em relagdo a ,em todo KC UQGE, , compacto,

Definindo [:U0—sF por flUﬂEB = fB s para cada B € @E s Le-

mos que (f& ' converge para f na topologia U oe € T€ %S(U;F)

Jalel
pela PROPOSICAO 1,18, Q,.E,D.

L o . g .
Pars as proximas definigoes , vamos considerar F normado.

1.20 DEFINICAO Bejam K um subconjunto compzacto estritc de U
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B e @;M , b2l que KC UﬂEB e & compacto em EB . Uma seminorma p em
%S(U;F) é K-B portada se para cada £ O, com K + EBCU , exis

te ¢(&) > O %al gue
p(£) € (&) sup {l]f(t)ll'; t € K+EB } ,

pars toda L€ %SCU;F). A Topoleogin localmente convexa ?;’w gs OO

%S(U’;F) e gerada pels familia de tais seminormas.
1.21 PROPOSICAC Sejam K um subconjunto c.ompaeto estrito de U ,
Be Bﬁ , tal que KC UﬂEB e & compacto em EB Ie P uma seminorms em
%S(U;F) .Bao equivalentes:

a) p & K~-B porteda,

b) para cada £70 , existe c(€) » O, tal que
“plf) & e(E) f g sup{” mglgni‘(t)“ ; tex}
n=0 B

i
n:
para toda e dbg(U;F). ( [Py = sup {I2Ce)l 5 ve B }-) )

S¢ U e um aberto egquilibrado , T & gerada por todas

s S¢
ag seminormas p tais que , para algum KCU compacto éstrito e B
€ = tal que KCU(’\EB e & compacto em EB , p satisfaz
para cada £ 50 , existe c(€)5 0 , tal que
p(£) ¢ c(E) i “i’énf(o)l
n=0 n!

para toda f € %S(U;F),

¥

E+2B

1.%2 PROPOSICAC Se U & um subconjunto aberto equilibrado de E e

fe¢ %S(U;F) , entfio a série de Taylor de f em O converge para T

emn (%S(U;F),”&' Y.

w 8&
1.2% PROPOSIGAC Se U ¢ um subconjunto aberto eguilibrado de E

a topologia 'E’WS en B%S(U;F) & gerad:z por todas as seminormas

=]



~13-

da forma:.
o

- L an,
p(£) = g; “rﬂgfm)‘m%ﬁ

naprs todn fg E?@S(U;F) , onde (J_ﬂ)zmo € CF , KCUé um compa-

. . . -
cto estrito egquilibrado e Be@-p , & tal que KCUN EB e e compa-
- . Y R A . 4
cto enm EB  { Co*' indica o conjunto das sequeéncias de numerocs

o0 .
reais nositivos (o ) =0 tais que lim o . = 0) .
i non= n-see

As provas des PROPOBIGOES 1.%1 , 1.32 e 1.3% sao an.-:{log:,-‘:_s
as das PROFOSICAO 1,2 , LEMA 1,4 e PROPOSIGZO 1.5, respectiva -

mente de Bianchini, Zaine , Paques (1) sobre = topologia ’Cws

en %(U;F) , onde ?fws. indica a topologiz gerada pela familia
de meminormag p em %(U;F) , bais "ciue para.algum KECU compacto
e BCE limitado e equilibrado , p satisfaz:

parzs cadsa E“} O, com . K+EgBCU , existe c(&)y 0 tal que

p(£) € c(E) sup {u'fmn . teX +EB }

para toda f € $B(U;F).
1.34 PROPOSICEO Se U é um subconjunto aberto equilibrado de E

entdo a topologia T em %S(U;F) & gerada pela familia de

wse
seminormas p satisfazendo:
para cada KCUU compacto estrito equilibrado, B e @E tal que

o 3

” - e +
K C UﬁEB e € compacto em Fy e (o{n)nzo € C

(£) = " 1 80p0)
P o e ”K +d B ‘

para toda feg %S(U;i’"),

Prova: B claro que uma seminorma do tipo acima e Twse - continua.



o L

bt ) 3 r - 7 : s
Reciprocnamente , seja g uma sSeminorma fquse continua em @éS(U,F)
dada por

- LA

- ¢ &b U E) de X, Be (4 )m s30 como acima
pATE to@a e S( ;F) , onde X, n/n=0 1 .

J

K +cl_nB

CSeja r»1 tsl que K C U . Pela homogeneidsde dos polinOmios tg

mos gque

a(f) ¢ i =S “imé“nfw)”

n=0 7

que demonstra a PROPOSICAO. Q.E.D

1,25 OBSERVAGAO Para un uubconaunto aberto eguilibrado U de E
prove-se de forma sndloga DKOPOSIQEO anterior que a topolo -

zis tws em %('&’;F)

e

Ly - : s
gerada pela familia de seminormas p

(B

da forma

p(f) f sup Ii«£ anf(O)”

i
n n' K +&ﬂB

para teda T €‘ﬁ§(U'F , onde KCTU e compacto equilibrado,

BCE é limitado equilibrado e (o )n o € C;' » Aqui —%iénf(O)

denota o n-esimo coeficiente da série de Taylor de £ em O.
1.%6 PROPOSICAO  Para ¥ completo e U um subconjunte aberto

equilibrado de B , ( %QS(U;F)”§»59) & completo,

Prova Sej.a <‘f¢ )ﬁiezuma rede de Cauchy em (E%S(U’;F), ?:wse) .



1.5
Entdo , pura coda nell C%\%ni‘& (O))‘i“L é uma rede de Cauchy

no espaco completo ( 63b(nE};E?})S(PRO}?OSI(}KO 1.10). Suponhamos

& T
* G
que (% f&( ))bze}l
n=0,1,...., Sejam KCU compacto estrito eqguilibrado , B ¢ (3

converge para P_ em @b(nlﬁ;}i‘)s , para cada
tal gue X C UHEB e ¢ compucto em ¥ e (ol )n 0 € C”" . Dedo

£ %0, existe Pboe::f, tal gue pera 83_, (%27,(%0,

?\

1 an, ’
ﬂs o = fo )(0)
n : (J’;i_ ‘32

Ny
o

p<f@}_ - {32 ) = Z

n=0 K+d‘mB
Entfo , para todo meti e B, 8,56
m n
5 P.: g, (0) - igﬁf@ (o)“ £ €.
n=0i n 1 n' 2 K+J B
Passando ao limite para ﬁl’ ¢ I , obtemos:
4 &
r—— 2

) L
¥ n=0i nt %

1L anl -

| K +d B
para todo m e {3 5 7 (‘30.

Desde que (f,& )délé também uma rede de Cauchy no espsgo comple-
to ( $b5(U3P), ¥, _)(PROPOSIQRO 1.29) , existe fe #bg(UsF) , tal

que (£, ) . converge para f na topologia ?:oe . BEm particular

del
para cada te U , (fi <t)}£e  converge para £(%t), Para obter
(£, )

que

converginde para I na topologia [ bagta mostrar

del wge *

£
= 1 |
£(t) = n};@ ~ P (%)

pars cads té U, pois disso e de (%) , temos:



] Gy

(f -~ 55 ) = L _ 1 ¢nm,

K+inB

Rpara @ I ?((%G .
Para t€ U , existe 01{} € 1 tal gue , para teodo o >/=>lo

3
"f&(ﬁ) - f(t}H < E , como também , existe Mc W tal que
M
l £ (t) - L é¢n "
i ne g@ =57 (0)(5)] < &

Iogo, pira tel e ;{Z,e{(} ,

HOR HZD =57, O] < 2t

Portainto come em (%), segue, para d fixo, maior que o{.O e um

certo (’3 o » due ,

£{t) - I}i EI;. an“ < Hfiti - )% _%i'gnf& (0) (%)

= l n=0 nl

-+

f% ( 23" ggj(%j'--n 1 5 (t))’l € . QE.D
m»s_f& - T Rl £ 3 . Q.E.D.

n=0 n!

A topologiz ?nse- , nell en %S(U;F) e definids pela

familis de séminormas
p(f) = sup {Ii% §9r(x)(y) “ ;x€K , v¢€ B}
3!
para f € %S(U;F) , onde j¢n , KCU & compacto estrito e BS@E

& tal que KCUﬁEB e € compacto em Eg .
B B’P{)(H;F) a topologia T ns ¢ definida analogamente em Barro
so (1},

A topologia T

em %S(U;F) & definida pelas sepinormas 'tnse#

- . : R %,
-~ continuas , n € N . A seguinte inclusdo e valida em UHDE



m————

]

N o < " . e
-Q:oe nse Cn+l)seé “wse & twse'

13

Ptoesse induz em Qb(nE;F) a topologia Ts « A topologia ?fmﬁ

e %(U;F) & definida anslogamente em Barroso (1).

.27 PROPOSIGAQ Para F completo e U um subconJunto aberto de E,

(#g(usp), ¥ __ ), netie ( §@S(U;F),'Ka)se) sfo completos.

Prova: Basta = are B, T
oV retn fazer para o espaQO_( %S(U’ﬂ)’ L nse)’né H, ny 1.

Para = T se © mesmo argumente funciona.

Sejs (fo{ )&Qluméa rede de Cesuchy em (%S(U§F)§ ?:ns ) «Desde que

e
(iﬁiS(U;ED, ’Eoe) & completo (PROPOBIGAO 1.29) , existe £ ¢

%SCU;F) , tal gue (f& ) converge para f na topologis L .

de X oe

Para KCU compacto estrito e B¢ 63E tal que KC UﬁEB e ¢ compacto
em Ep , temos , para cada x € K, yeB , jén e €50 tal que
x +Ay € U, para Xl < P-),____

L83, Gty - _3;.1‘§3f<x>;y>;]|

1 (fg = ) dy) oy ”
3! 3

e
ot Ad+d
i P

pela férmula integral de Cauchy .(COROLARIO 1.21).

Desde que i ¥+ 2y Mg f’}é un compacto estrito em U , temos

@ 23 e - i@e)] — o
gl it
Como (f ?)‘161 e uma rede de Cauchy em (%S(U;F), Ptnse) , entio
sup |—l*§jf°i(3c)(y} - 28 G)]— o
jén || 5t FIR
xe X
yeB

Pagsando zo limite na expressao acima para o e L , segue de (i)



e ] e
gue

x

t| L8 ) - i%iif(x)(y)]m__w-
gt P 3!

M mm,g

n
%
B

e

Q.E, D,
1.38 OBSERVACZO Em #6 (U;F) , para F completo e E um k-espago
(eonfere Kellev (1)) , temos os =eruintes resultados
(%(U;F),Zjo) e (%(U;F),Pﬁws} sfo completos ., Parz U um subcon

jurto aberto eguilibrado de E (ﬁg(U:F),ru}s) ¢ completo.
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CAPIZULO 2

ALGUNS SUBESFAQCE VETORIAIS DO ESPACC DaS  APLICA

GOES BILVA -HOLOMOREAS |

5) Aplicacdes Multilineares e Polindmios Silva-limitzdos de Ti-

pos Nuclear e Compacto.

2.1 DEPFINICIO Para Ye¢ Ef onde E*denofa 0 @8pAGO i’)b(E;G) e

beF, denotsmos = aplicacdo. linear S-limiteda xeEr—T(x).b ¢ ¥
por P, eﬁ?b(ﬁi;l?‘) . Mais geralmente , para ‘?ie E® i =1,..,n ,
ne BY, e bel denotamos a aplicsgfo n-linear S-limitada |

(xl,,...,x Je ii}ﬂ..____.___}‘? (x40 "? (x J.b ¢ F por ‘Fl x...x‘?ﬁ b

& ;Ep (nE,ﬂ . O subespago vetorial de EEO ( 2;F) gerado pelos
elementos ds forma "?lx..,.x "Pn,b , ‘?ie E¥, i=l,..,ne beP &
denotado por rfobf(“ﬁ:;ﬁ‘). Definimos o subespago ﬁbC(nE;F) de
i}b(nE;F) como 2 aderénciz de iobf(nE;F) em &b(nE;F) . A topo-
logia de i')bc(nE;F) serd sempre o topologia induzida por
c'fbb(nE;F) . Logo para F c;ompleto,c%bc(n}:;.ﬂ‘) é completo.Utilizars
mos também as seguintes notagdes : EKO (n“‘"ﬁ‘) = io (nE;E‘) N

bfs

iobs(nE;F) e &bc (PE;F) = 3?9 E‘)ﬂéﬁo (nE. F . Para n=0,



e nm

todos estes sspagos sio btomados iguasis a B,

~ ALY e i . oy ~ Il*'“\ ot
2.2  LEMA e Ts:iqrf( E3F) , entao Tsclf%fs B 5,

z TRV T Y .ﬁg 11-!? - = ae‘:) nﬁ" 3 B
2,7 PROPOSICIO brg B3 ) post E3E).

2.4 DEFINICIO \ﬁegi CQE;F) e chamada uma aplicacgio n-linear Sil

va-limitads de tipo compacto se, e somente se, zxc.ébb (nu§ ) .

&ebigbs h;E) ¢ chamada n-linear, Silva-limitads simétrica de ti
. : . D

pe compacto se, e somente se, A eiﬁ%c (TE3F).

o TR BT N T ) - \P ¥ ) — — " . ] /_‘v + . A
2.5 DEFINICIO Pars £ &, be #, denotamos o polinomioc n-homoge
neo Silvae~limitado dado por xe & pmen® (2 )P b ¢ I' por ‘Pn.b €
GDanE;F) .0 subespacgo vetorial de 62JEE;F) gersdo pelos elemen

n o SINCEN
tos dz forma Y7.b s Yer* pel & denotado por ( ByE) .
. . ng @ s,
Definimos o subespago vetorial Gj (.b ) de (*E:F) como sen-
GD sy G) n 2 el * .
do =z aderéncia de “EiFY) en ( BiF)_ . A topologia de

GD?Q

para F campleta,Gj

(RE;F) seréd sempre a topologlq induzida por Gb(nh b) . Logo

(nﬂ,ﬁ) ¢ completo,

2.6 PROPOSIGEC A aplicagio natural Teég (ﬁ” F};“__ww$,T €

I . . . ’ . s,
Gab(nﬁ;ﬂ) induz um isomorfismo algebrico & topologieo entre

n';\"ﬁ n'f:“'i_‘-"‘l
&)bcs( L,.E.‘:] = 63}30( L}ﬂ)

2.7 DEFINICAO Um polindmio n-homogéneo Silva-limitado P de E
em P ¢ de tipo compacto se, e somente se , P g G%G(RE;F).

2,8 DEFINICIO Uma aplicacio P de E em F € um polindmio Silva -
limitado de tipo compacte se existem n=0,1,.., e E’ € GD (k sF),

k=0,1,..,0n , tais que P = toaee + P Denotames por'G%m(b;F)

P
o

0 espago éos'polingmios S~limitados de tipo compacto.’



2.9 FROPOBIQIC A aplicagio (n+l)-linear (neN®),

c&ng(‘?l,,. . ,o) c (B x 7 ;——m—-—wy"?lx .o x‘f’n,be?&b(nﬁgﬁ‘)

E V4 . T
e continua guando se coloca a topologia produto no sseu dominio,

Prova: 4 continuidade de oL segue de

R A =HlﬂBl s R

gue acontece pars toao“? c . *, Bie 63E s, i=l,..,n , DEF e ﬁ e
gSmeﬂ). Q,J{L.Bg |

2,10 COBBERVAGIO : Da PROPOSIGAO anterior , temos que existe una
inica aplicagfo linenr continua )1n do produto temsorial preojetl

O }3%@%’... @wEi‘@?F emn igb(ﬁE;F) y bal que ol'n = xn © kiJIl K

onde \?n denota =z aplicagso (n+1)~_linear‘de E'x ... x E¥x F
em EQ ... Q@ E@PF . X 5 injetiva e X (E@..@E@ ) =
L4 T B {4 w
bl L

2.11 DEFIRICID Ums seninorma nuclesr em i;bf(nE;F) e definida

por:

i
ﬂTui‘hBl-,.«-an,fo = it { jzmlu\?lj“fsl “’"\pnj "Bn B(,)

i y ' |
T = ; \?13 X see :{\Pﬁj‘bj §\Pij€E 2 bJQF 3 lxl?“,ﬂ;aﬂlgc,mj

para todo T € &b (PE;F), Bie @ , i=l,..,n e B € SNO(F),

= = s = m .
Se By= .. = B, = B, denotamo Ilr.z*llN Bz’”* 5,6 MHN,B,B
A topologis localmente convexa enm ibbf( F) definida pelas se -

minormas nucleares € chamada topologia nuclear.

2.12 PROPOSICAC BSeja ne N* ., Para Teﬁ%f(nE;F) s Bie @E R

i=l,..,n e 3 € BNC(F) , temos



g 1

\ <
_;—;,l,,,,Bn,@ = H"m,ﬁl,..,}zn?ﬁ

i}
o - E 3.'11__--._ inl
PI’C?V& : }—3 Y'J -~ \Pl‘j X 0 n \?nj‘bj e ﬁ%}f( J...‘.!jlk) q “?

b;je Py i=l,..,n 3 3~—l,,.,m , Lemos

120 .5 p ti[wla, SRTEN ko P IO

Disso sepue z PHOPOBIQEO. QLE.D

2.1% OBSERVAGAC A topelogia localmente convexa definids enm

a&)bi‘(n F) pelas seminormas nuclesres torna este espngo nomeomor
‘rﬂx‘ ‘ﬁ‘}t L 7
foa E@...0 E@F de tal maneira que se q; € SNC(E™) & da ~
i s v

da por | . "B' , Boe By, i=1,..,n e Besnc(r) , entdo

]“”m,Bl, LBLe T I, (‘U“N,Bl,..,an,@ -
= (g, ® -.. 8 q, &),
e .
L T 5 = 9 (P g, (f ) -

5-'1 $ﬁj d
paré.todo Te iﬂbf(nE;F) , "?-e ou , i=1,..,11 ¢ DEF ,

Z.%4 DEFINICAC Para cada Be GE B e SHC(F) , m=ly..., esta

" > - m?x‘ . .
definida uma seminorma nuclesr em @bf( E;F) , dzds por

EP“N,B‘@ = inf {;H“FJI]B @(bé) : P_g ;};1 *PJ.. b,

* .
"?JGE, bjé E, 3-‘-3.,.«,11 .

A topologia nuclear enm oF (ME;F) & definida por essas seminormas,
Para m=0 , coloca-se ﬂ ”N’B’G = (3, para guaisquer B ¢ QE e
B € sno(w),



-

2,15 PROTOSICIO Se Pef ("8;7) , Be (34, esnc(@) , n e #,
entao
2.16 FROPOSIGIC Para todo T€£bfp(mE;F) , nell¥ temos
n

Tl u T

[I I-ESB,B & L |f1? B @ ----l~ “ HI@,B,@ 3
para todo B e@ﬁ 2 ﬁ & BHC(E),
Frova: Tor definicgio

, para todoe T e.£%fs(nE;F). Sem per

Lol
”T”N,B,@ ¢ TfIN?B,@
dz de gemeralidade , podemos supor
n
_ Np L% .
T o= Z;%@ljx,.¢x Pnj‘bj F s (TE3¥F), LPije E”, b, € F,
i5lyea,ft 3 J5l,e . 00 ”?"”B 4 0. Temos, “entdo

m
P o i Cxe..x Y b, ona
g;&” 13“3 I_nJ B 13 * x nj 3 onae

‘fij - ¥ij/“?iﬁ|3 , para todo i e J.

o’ - ’ £
Pela formuls de polarizacgao, Lemos:

2%[}\9 Jaee Moida gﬁlal..*en(ggi t,
IlffHg 5.5 & _1 Zm:ﬂ?l R b o 2; " B;ﬁi Yoy B0y
1 guflégg L Y_’; (L0 TR S % EYCOS

£i=t1

- » .
Entdo = | THN‘B,@ & = HT[[H‘!-B,(3 . Q.E.D,
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No gue gsgus vanosg considerar Pooonpleto.

rmaclear s¢, € somanito e,

LA L S

@ % ¥ £ T (:} —J:J @ _I-_i‘)
k¢ ¥

T

i

F2 T
("E38). Pars n=0 Lo~

(P E) & definids da

3By im=l,..,n e BE

SHC(E), Bejn q, = |E . ilﬁ € SHC(ERY, para d=l,..,n. Indiconcs

Ll P M
D =¥ ) 3 g bi ]
por 4y % 5o G B (% A de gy e w U (‘;yﬁ
e AR i .
5 B ... @GP, Para Te &}DH( Ey#) , indicanos por
1

[

qﬁlﬁiﬁ(ﬂ); T Z“Xhia)}-

localmente convexa delinids

.
o
iy
f..,.--4‘*"'\
)
f
-

”ﬁuﬁ?alﬁ,,,gn,g

4 - a £
A topologis nuclesr g &

nor todse ug seminormns nucleares. Pars n=0 coloca-se a topolo-

. . . - e o mmy N
gin nuclear igusl o topologis de B e poe-se [Ty na= (3(;--.;)
; : K,B,p

( 1‘1'!:‘\_

2,15 UBSERVACAC 4 topolosis nuclear em ‘:ﬂ)bN E3F) tornn esse

s X 0y iy ) %‘ 5y T ~ . -
e5paco homeomorio a B® ... @ E@F / Ker X e temos ninda
) / 7 7

it
- ot s

]5’1‘||N5131§..“,13n,@ = 4@ ... @, @ B,

ﬂ

. . ¢ X o~ " . . ~ .
onde, sende T :'X'n(ié&), A denota a classe de equivalencins de -

Yipida por A e Qy @ ..o q, @@ &« sominorma natursl defini-



oy

‘ . g iy
. : " e N syt e ma e ¥ i
da  no esgoago guociente pels seminorma 999 .- 0 q,® I
Temoz ainda gque ibtr "i3F) munido dn topologia nuclear & comple-

Lo, by
to e ébbf( E;F) & denso nesse espago.

2,20 EPROPOSIGA0 Se T €do (Pe;F), neti™, B, e &, , i-1,..,n @

W)

B e sno(r) , entio

l!"! M .
'J'“}Z%l,..,ﬁn,fg S e ]fv Bl,”,"‘n,@

Agsim i;b%(nE;F) - Jébé(nE;F) continuamente,

A prove segue imediatamente da PROPOSICAO 2,12.

2.2) DEFINIGAO BSeja nel , Denotsmos por bﬁ(nw;ﬁ) a imsgem
de é&bﬂ(nﬁ;ﬁ) pels aplicagfo Pr—oT  de égb( EiF) em 63 (n“ )
Um polindmio n-homogéneo S-limitudo P de E em F e chamado de ti-
po nuclear se, € somente se , Pg giﬂ(ﬁE;F).

Clarsmente GDbN( mFy C 63 (nﬁ;

2,22 DEFINIGEO A topologia nuclear em (?;N s r) & a prépria
topologia de F se n=0. Se nyl a topologia nuclear & a topologia
leocalmente convexa que torna ibbN (PE;F) homeomorfo =
_beﬁ(nh,ﬁ). Como igbf biNs
GBbf(nE;F) ¢ denso em GLN\H“ :F). Além disso 63 N(RE F) ¢ comple

{ L,F) & denso en ib (nF-F) , btemos que
to. Portasnto GDbN(nE;F) & un completamento de 63 (ﬁL 7)) muni-
do com o topologisx nuclear.
Se B;zﬁ}E e B e SEC(F)," . "N B,® pode ser estendida continuge
3

mente a bN(nE;F) . Tal extensfo sers denotada tanbém por

Il Ty s B 4 colegdo dessas seminormas define a topologis nu-

]

clear em 6%NCBE§F)-



o 2 E

2,27 PROPOSICIO Se nefi™ TeiL s CESE) Bez&% e B < sNC(#),
entao
Pl g ¢ Vil sy ¢ 2 o
H,B,p S 6,58 5 7 Tlusp

4 prova segue da PROPOSICAD 2.16.

2,20 FROPOSICAO Para P & (7 ("Hi8), neli , Be G?é e 3 € snc(wE),

tenos

iel, Bp & HP,N}gﬁ

Assim 63 Py & 6> (HQ,T) continuamente.

b
2,25 DEFINIGAO Ums splicacio P de E em F & um polinﬁmio S-limi
tado de tipo nuclesr se existem n=0,1,.. , e P € ( sE)

k=0,1,..,n, tais que P = P+ ... + P Denotamas por hN{n;F)

o egspago de tais pelindmios.

2.26 FROFOSIGEO Sejam By e B,

gun ¢ >0 , entfo pars tode nell e B €3NC(F)

€ GQE tais que ¢B,C B, , para al

o” “Pn”E,Bl,@ < HPnﬂN,Be,@ !

para todo P ¢ ~ N(DE;FL

Erova: Se P € é%f(nE;F), entio

D gp D . |9 ‘n (b.) 3 P = n P
o Iy, 5),p - o anr § 1l pop 5 7 L %,

e ;Ef_bj €T, i=1,...,n 3 j=l,..,m } -

i
o I

> - — - - 'K

= ind {.g;; ke qiauﬂl By s By = gj;qij'bj ;P e Es

bjg.F, i=l,..,n 3 J=k,..,m z =



e
. i = ¥
“ing {H?ijg|cglgatb3) ;P - 3";?13.% ; fi. e B

b€l , i=l,..,n 3 J=l,..,m } £

i “P AL Xm: "P \? *®
{ inf {ZZ_L Y (b)) 5 PBy= 13°P5 31456 %
- Jnl” lagge()) A £ S ,
bjg.ﬁ y I=l,..yn 3 J=l,..,I } = ii? nu BE’@
Disso segue a PROPOSICAO. Q.IL.D.

N

’\‘\

27 OBSERVACAO  Se BT B,, entdo parz cada ne ¥,
» Il—;,ﬁ _
H}%ﬂialﬁﬁg QUEQHE’BQQ@ g Ppe pp(TEF), e se ¢By= B,

pars zlgum ¢35 O,

- \ N,
B @ a Ill "l@ B (5 ? Pne G{)iﬁ( EQF)¢

b) dplicacles S-holomorfss de Tipos Nuclear e Compscto.

2,28 DEPINICK ﬁggﬁ(E;F) indicea o subespaco vetorial de
j%S(E;F} dzs aplicagoes S-~holomorfas de E em F tais gue:

(1) para cadz n=0,1,..., —%1%nf(0)€ Gim(nE;F)

{(2) para cada subconjunto compsmcto estrifo equilibrado
K de & | Beaﬁg tal que KCZ“B e & compzcto em Ep e B e SNC(F),

existe £ 50 , tal que

I

n=0 K+ € B,3
Unm elemento f ¢ ﬁ@sm(z ;F) € chamado uma aplicagdo S-holomorfa de
tipo nuclear de E em F, Em ﬂgSN(E F) definimos a topologia Prie

£Fo. . .
gerada pela familiz de seminormas p que satisfazenm:



DB

pars cada subconjunto compacto estrito equilibrado K de
B, Beld; tnl que KCBy e é compacto em By , 3 € SNC(F) e €50

existe c(€)> 0 tal que

p(f) & o(E) Z'i’éﬂfm)ﬂ
n=0} nt

M, K+ €3,

para toda f E%&%CE;F%

&

2,29 FROFOSIGEO Seja £ = ) }_Isnf(c})g (258 e
i } n=40 :

o . ~ .
..J:.I Shr(0) e @bN(EE;F) , para n=0,1,...., Entdo as seguintes con-
n!

digles szo equivalentes:
o E'T‘“ M
(1) 1e Fyy(u:m)
{2) para cada subconjunto compncto estrito eguilibrado K

. o ’ . O
dge B, Beg GE » tul que K(CEy e e compacto em Ep , (‘J‘n)nmo € Cg"

- Hiﬁﬂf(o}" __— s

i};f',K+°1nB,(%

perz cadsa subconjunto compacto estrito equilibrado K
¥ » Lo - - oo +

de &, Be @4{3} tal que KCﬂ‘B e e conmpacto em EB ’ (aln)nzoe Cc.

e @e SNC(F) , temos
. 1/n
lim If‘; Snf_‘(O)H - 0.
n—>® | nt N,K+ od_B,3
Prova., (1)~—»(2) ., Sejsm £, X, B, ¢ (cin);“mo comoe no enuncia

do de (2)., Da DEFINICIO 2.28({(2) , existe & >0, tazl que

N

. v 2]
fn
i co . Desde que (o{n)nzo e ¢,

1 2an
e r{0 n
n{g_ ) N,K+8i843¢

' seja_na um inteiro positivo tal gue ‘in £ £, para ny ne Entio,

temos



g*lf((})“ | para ny n .

g 1 nz}
nt §,E+ 6 B,B

Portsnte

rf;
=
+
2
-y
bt
5

> (2).

H 1 Anl(Oj ” L oo B temos (1)

2yez (2) . Bejam K, B e ("Ln)ar?-vo como no enuncisdo. Sejsn

o ) . ‘s .
(Bn)n:(} umit segudncia de ndneros reais positivos Tais qus
1/31 . L lagl - - - . B
d= sun@ < ¢co « Lntao dX e um compacto estrite eguilibrado
l/n .
e (6 O < C“f. Por (2), temos

£ @ .

QE!gnf(O} N,&K%L@i/n AL BB

Da UBSBERVAQRO 2,27 , para cada n ,temos

i’\m (O n‘P O l l
Bn n}g t )“ N, K+ d B [5 I! ( >I]N$@njn K““G’n/n“{nB’ﬁ
< liﬁnf@)“ . 1/n
Y N, dK+6n oL nB=G
Logo w
S i £ oo
N ){H,mn}saﬁ
e _
13 (8 I}_"Hf(o) u o o1,
njfim Sup n l ngs N,K+ d_B,8 ) -



Tomando ?53 = ¢™ , temos

1im  sup ( I‘Qi.ﬁnf(O)!! )1/n s L.
fp - n' Ky K+ ‘}unBsﬁ ~ ¢
mtao
lim Hj—_gﬁf(m” W06 (2) _y(3).
ne—re nt : N,K+c4n3,ﬁ e (2) >(2)

(2) sy (1), Suponhsmos por absurde gue féVﬁ%%ﬁE;F); entao exig

t

tem um comp.cto estrite eguilibrado KC& , B e 633 tal gque

KCZEB e & compacto em By e B e SNC(F), teis gue para todo E SO

temos
N,K»i-EB,B ‘

Tomando” E = 1 , temos

lim sup ” - Snfio)”l/n 7 1.

I —2roo o nt N, E+8 @
Seja-nl al que

1/n
—-—~S f(o)z 1 P
nlt I R+B,f,\ 2

Por inducio tomemos nk‘y Dy 3 tal que

lJ .1. gnl{i‘(O “1/1 ?/_3:_
}.\I K-rl/k B,@ 2

Definindo
N _ 1 para11énl
oy ,
1/k para 0y 140 L0y
obtemos
lim sup “ 1 §nf(0) 1/n > x e (< f”_Oe C:.
Dy N,£{+°[nB,@ 2 e

Isto contradiz (5).Q.L.D-



=31

2,30 PROFOBICIC Se fe %&SECE;F) , entdo a série de Taylor de f

em O converge parz { em (%SN(E;F)*TN.@}‘

2.%1 PRUFOSICAC A topologia Ty B ggSN(E;F) e gerada por to-

Ve

Gog 28 seminorm.is da forma

(1) p(f) = Z: ..i’énf(o)l | )
: n=0§ n Ny Kol B, (3

pzra tods f@gﬁuw(ﬁ‘;ﬁ‘) , ocnde KCE & compacto estrito equilibri-
do,Be @E e tal que KC EB e € compacto em By oy (Q.Ln);;o € {:U'*'

e (3 e suc(d),

Prova: Pela FROPOSIGAO 2,29 , p(f) & finito para toda feg ﬁgmiiﬂ;ﬂ‘)_

s

Entio e uma seminorma em éz@bﬂ E3F) . Mosbraremos agora que p e

e . . . . . .
TN@ continua . Dado £v0 , sejs n, um inteiro positive tal que

o 0 & £ para todo nyn, . Como na PROFOSICQLO 2.29, temos:
E L8] ) | E:_‘éﬂf(oyg | :
= i ! N,E+d B,p A n! N,K+€B,{3

para toda f ¢ E?@SN(E;F),
Para 1’1:0,1,....,1:10~1 , existe S“? O tal que 9 (K+°inB) C K+EEB .

Assim ds PROPOSICAEO 2,26 , para toda f ¢ %SN{E;E) e n=0,1,..,

cera =L,
ﬁ 1 enrco) '! ) ¢ 87" “ .l”s*“fw) “ :
n! N,E+d _B,B n! N,K+ € B,
Portanto
£ . o
Y “ ,};”g“nf(O)F " ¢Csup 878 ) ) H iSI?‘f(D)[I .
n=0 || n! l’N, K+ aLnB,(S ign, n=0 | n! N, E+EB,8

Entio p e continua em (%SNEE;F),TNG). Agora seja Py uma seminor

ma continua em ( %SN(E;F),TNG). Mostraremos que py & @ominada



B

por uma seminorma ds forwms (1). Da DEFINIGAEO 2,28 , para =1 ~
gum compacto estrito eguilibrado KECE , B e @}3 tal que K CBB
e & compacto em Ey o (> € BNC(F) , p, satisfaz : para cads €50

existe ¢(E) 0 t2l que

py(£) ¢ (&) “ m-‘éll‘c'(@ ll K€ 3, B , para toda

T :: "y EY CPRER P n e 2 . oy s
Entio pars P € e o B ) Py (B) ¢e(®) IRy g g - Pan
cada nell e E*;O , Seja I{n(E) o menor numero positivo ou nulo

tel que
para todo P_ € 6 ("E;¥). Desde que K (€)¢c(€) para todo n ,

bN

temos 1im sup Kn(E)l/n ¢ 1 . Seja n; um inteiro positivo tal
oo '

Que (E{n(l))l/n £ 2 para todo nypn,; & por inducso bomemos

Ilk ‘) n}{'—l &

Kn(l/}:)l/n ¢ 2 para nynp.

Sejs

J _ 1 para n{n,
A 0 = . i E -
1/k para Hk(" ndmny 4

Entéo (411)[:;0 € C;" & I{n( J.n)l/n ¢ 2 , para nyn; . Logo

existe C»0 tsl que K ( elﬁ){C.?.n , para todo n . Da PROPOSI-

GEC 2.70 tenmos
o

- |
(£ ¢ L8700 K_( o u}_”n 0 |
Py ) £ nZO P n¥5 (027 & anO n( 1’1) ngs £ )ﬂ N,K+dnt(3



[x1]
¢ ¢ ) ot h }_ﬁﬁf(@l ,
n! N, K+ B,(

ou seja

-
p () € ¢ ) ii“}“ ‘é’“f(o)ﬂ
=0 n! N, 2K+ QJnl%,ﬁ

para toda f & %Si';"(*@;}?)“ @.B,D,
2.32 PROFOSIGEO 4 topologia Ty em %SNKE;F) ¢ gerada pela

P s - . -
femilia de seminormazs p do Tipo

E;i%n.f(oj

p(r) = sup\ n! “N,K%zns,@

n

rl

parn tods fE%SN(E;F) , onde KCE e um compacto estrito eguili-
- : - - . oo
brado , B & 63&. e tal que KC;:,B e ¢ compacto em Bp (d 33&)1}“:0
€ CY e PesNo(r),
o .
A prova é andloga a da PROPOSICEO 1.31.

Desde que a topologia Ty, em %SN(E;F) induz em

b
2.3% PROPOSICIO Para F completo, (%SN(E;F)_,TNB) e completo,

G) N BE;F) a topologia nuclear pare cada nell , temos:

Prova: Seja (f, )oLeI uma rede de Cauchy em (%SN(E;F),TNG).

Entdao , para n=0,1,..., (-;jﬁni‘ (0)) & uma rede de Cauchy no es-
n- of dex
N @ Ty, o ) &n
pago completo VW o("E;F). Suponhamos que % £ (0) —5 P en

Gij(nE;F) , o &€ L, para an,l,“... Seja KCE compacto estri
to equilibrado , Be @E tal qgue KCE}B e & compacto em En
(J.n)‘;;oe C;e (5 € SNCEF), Dado £%0, existe @° ¢ I ,tal que para

B, By % 0o,
) 1;’: S, -5, )(0)

=0 | n! &\ N,E+d B,



Inteo pars gualguer m inteiro positivo e @l, G.g 7 6::: )

I 0) - _._Bn 0 < E
rgoﬂn;“m” &()”de BB

Passando ao limite para §, ¢ I , temos

N,E+d B,

m
(*) ) | ie - e (o) “ | <€

n=0 il n! nt ™ N, ¥+ oLnB,(b
para todo m e @, 3 @, .
Em porticulay

M
( ”w%nf (O)n +E<_m.
“1\3 s Krd _B,8 0=0 i nt ]

Togo, 4s PROPOSIGEO 2,20,
oo
- l e T .
SIS RN

( % ) tambem nos da que

i
Ilﬁ; E - 1ne (0) ¢ £ 4 para todo m
n=0 |} n! nl P N, K+d B,g =
€ ()’a?f@
Entsio,
(] l A
p(fwf):[oiP - 28R (o) ¢ €
ta p=0| n! ©® nt % ke d_B,p

para todp (5_1 7 By H.E.D.

En

2,%4 DEFINIGAO, BSeja U um subconjunto aberto nao vazio de E .
%SC(U;F) denota ¢ subespaco vebtoriazl de '%S(U;F) das aplica-

goes S-~holomorfas f:U—3F tais que para cada xeUe nell ,

;



N

é% _f(x) e bec(ﬁE;F) . Un elemento T ¢ ﬂZSC(U;?) sers chamsdo
de aplicagho S-holomorfs de tipe compacto.

2&35 LET~E;L (i) Se 'QLIE &bc 111”*) & Xl & E inl’.‘,k, lsks_‘n N
entio A, cHqaaaKy € ﬁ{)b(n"kﬂ;ﬁ‘) , definida por

(ﬁx‘xl,.,.Xk)(xiﬁlg.,,}:n) = A(x ,.,,xl{,}:k+l,.. Xn)

para todo (Fy,y,..2% ) € K pertence a £O (n”}‘h 3 ED

- 2

(ii) Se P €0bc< E;F) & tal que P = & para A e io ("ER) Len-

bes

- n-Ko o .

t{io f“iox;}"ne;:}:k € 'bC( b;.{‘) § XiG E 5 l:l,‘*’k’ 15 k $ n .

Prova: (i) Suponhamos inicialmente que 4 ¢ iObf(nE;F) s, ou seja
m

y - Yox oox v, s L. e BX pier, i=1,.

e j=1,..,m« Para X, € B, i=1,..,k , 1€k ¢n , temos

#

o X )(Xkﬂ.’”’x y o= ‘ﬁ’“(xl’“_’}{k’xk+l""xn)

(A.x,.
il -
- E; TOIRPRWIC ORI U C HEPIRRI FPLC IR

- ¢ E \?13(:{1)...%’ TCHUL SR DN ST D ICHRNE

o 5 B S T8 o
pc;}"ffi tO(lG ka+1 L IR ,Z{n) e .ﬁ: » LQ

m
ﬁ.xl...xk = gl ‘?13<X1)"' “ij(xk). ?k+lj K v X\Fn;j'bj
E' n-k“ﬂ‘
Lo (7Ersm). |
Para 4 € bec(nE;F) o resultsdo segue da densidade de fobf(nE;F)

Ty,
em £9b<;( B3F).

. . ) £ s .
(1ii) segue por argumentos andlogos a {(i). Q.E.D.



Ty

2.726  PROPOSICAO ﬁejamlﬁ completo e U um subconjunto aberto nso
vezio de E. Entdo (%SGCU;F),?‘IWSE) e completo, 8e U for equili
brado ,entioc (%SC{U;F),Z’WS@) & completo,

Prova: BSeja (fd. )&elum rede de i_faﬁchy em (%SC(U;F),'ZU’S@) C
(F (0;5),%

gue( (£, )dezlconverge pera f na topologiz T R Eﬂ;S(U;F) e

wao). Pela PROPOSIGIO 1,36 , existe fe 0y(U3F), tal
1l%n 7m0 . ATY .

(?ﬂg Ty kO}Zlgmlcanverge para ~%}Sn4(0) en C%;?%qﬁﬁs , pars

cada n=0,1,... Desde gue %15nf& {0} ¢ Gabc(nE;F) , que & fechz

: ~
do em Gjb{nE;F) , temos gque parz cada n=0,1,.. , '%tgnf{O} &

&

n'*“. T 7 \ = %
bec( £:7¥) ., Resta mostrar gue para cada xeU , 1eli ,

%jglf(x) ¢ Gim(lE;F). Desde que para cadn x€ U ,

fx) = ) LEsco)x
n=0 nl

temos da PROPOSICIC 1.25 que
A —
23l = ) L Bro).xmt
it ny i n!
no sentido de be(lE;F) . Do LEMA anterior (ii), temos que

$
%—, 25 (0).x e pbc(l}i;}:?) , para todo xeU e ny i . Logo,

Lttt e 8, Cmm,

A prova da PROPOSIGEC parsz a topologia ”c’ms o Segue da PROPOSI-

CEO 1.37 e da formula integral de Cauchy. Q.E.D.



¢) Outros Subkespzgos Vetorisis do Espungo das Aplicacles S8-holo-

morias.

Enl

2,%7 DEFINICEO &eja U um subconjunto aberto nao vazio de E e

nefl, %SHCU;E&‘) denota o subespaco vetorial de %S(U;F) das

splicagdes S-holomorfas fiU—-eF , tais que para cada xeU e

j4n , = 5Ur(x) ¢ @bC{JE;F) ( @bCCJE;F) = F pars j=0 e

—

L

o]

@bC(JE;Iﬂ‘j = G‘?D(JEJ & F , aderénciz em @b(J}}};F)S, para Jy 1).
Observanos que 'c%;SO{U;E‘) = %S(U;F). Denotamos por

ﬁ.x
%SGCU;E) = {fé%}s(l}';f{?) , tais que para xelU e je W %ESJ:E(X) €

7 o CEm b

Paya o caso de funcoes holomorfas , denotamos por %n(U;F) o su
bespage vetorisl de %(U;E_) das aplica¢bes holomorfas £:U—F
tais que para ceda xeUe Jén, %‘—;ﬁgf(x)e @G(JE;F) .
(@C(JE;E) = F paras j=0 e QC(JE;F) = UB)eF, jyl , ade-
réncia em @(JE;F)S).

%C(U;F) m{fé%(ﬁ;iﬁ“) , tais que para cada X{EU e je il ,

»;}“:;&jf(x) € PC(JE;F } )

2,38 LEMA Se A € Jbbs(n}z) & P, aderéncia em ofobs(nis;,}?) \

xeE , idn , A.x"*™F  gerinids por

n-i
A.x (xl,..,xi) = A(X"é‘i’x’xl""xi)

para Cxl,..,xi) € E* | pertence a &)bs(lE) @QF .



-2
Prova :rf_IB:'f\sta mogtrar o LEMA pars 4 € f@bs(nﬁ) ®F . beja
Non - . .
R ;;L k?,j @ba, s ‘P;j Ty 'ﬁobs( 5), ‘Djf;'_v » d=1,..,m. Logo,
(&.Xﬁ“l)ﬁxl, . "Xi) = AQx,. *,};,xl,.,,xi) =
=i
i m )
= 2 Y e - % . = - a n-—l . !
. 5;:. EPICINTTIE IS Ip I S ng P @ 00 en ;)
i
para (xl, . ,Xi) € ELo4
FPortanto 4‘1¢xn“l = Z ‘?j'xn”l ® b{} . Desde que \-Fjsxn“-l c‘,-'_—'

j=1 |
ioy e onei fon oo
i‘)bs( B), temos que A.x € iobS( EY®F . L,8,D,
C.29  PROPCSICIO Se F e completo e U & um subconjunto aberto

eguilibrado de E , entio ( Efp@Sc(U;F), T wse) e completo.

Prova: FEeja Cfoi }&elum'sa rede de Czuchy em €%SC(U;F)’ T wse) -
(%S(U;F . twse)" Pela PROPOSIGAO 1,36 , existe fe E?@S(U;F) y
tal que (f, )&QI converge para £ na bopologia T et COmMO na

PROPOSBICAC 2,26 , = 371(0) e £, o(PE;¥), para cada nel , resta
) | . . l .ui 63 i_?. -
nostrar gue pars cada xe U e 4 ell | = s rx) € bO( BTy .
Desde que para cada x&€U |
) o
£{x) = Z L gm0z

n=0 n

temos da FROFPOSIGIO 1,25 que

ho = /‘\\ .
L8ipy = ) LgBreo).mto
il n=0 n!

no sentido de @b(lE;E)s‘ Do LEMA snterior, -%1-‘ Snf(O).xn"i &
A . - * .
&bﬁclﬁ) ® P . Logo, %Esnf(o),xn"“e @b(l}f:) @F = @bc<1}3;m.




w® G

c(ll_ﬂ;};?), {QaE»Dt

Piggo results gue —%Sj‘f(x) € pb

2,40 PROFOSIGAO Para nell , P completo e U um subconjunto aber
. s - + i 5 T .
to nio vazio de E , (% Ls,, 7)), rtnse) e ( %SG(U,?),'K

completos.

wool SE0

Prova: Basta fezer para ny 1 . Esta prova segue da PROPOSICIO 1.

s h o 4 " "
27 e da formula integral de Cauchy. Q.E.D

2.41 OBBERVACIO Usando a OBSERVACAO 1.38 é po‘%Q1vel provar ,
com argumentos ano lo o8 aos dag PROPOSICUES 2,39 e 2.40 gque, pa-
ra E um k-espzc¢o e I completo, (%n(U;F)’ tns) e
(ﬁo(‘(};}i‘),'ﬁ&s) s%o completos, para UCE aberto ndo vazio e que

(ﬁQ(U;F), "(‘:‘ws) e conpleto, para UCE aberto equilibrado.

2,42 DEFINIGZO %\_Sb(ﬁ;i‘i") x{ fe BQ@S(E;F) , tais que para todo
subconjunte limitado B de B , £(B) & limitado em }3‘}*

Em %Sb(ﬁigﬁ‘) definimos a topologia ¢ 5 da. convergéncia unifor-
me sobre os limitados de E,

Em §@$b(1§;@) s50 vAlidos o5 seguintes resultados:

a) se f€ %Sb(”ﬁ;}?) , entdo a serie de Taylor de f em O converge
para f em (C%Sb(EiF), T s _

b) (ﬁé%(ﬁ;;m, 'E,‘S) ¢ completo, para F completo,

2.4% DEFIRIGEIO Bejs U um subconjunto aberto ndo vazio de E.
Umn splicagio £ :U —3F & compacta se para cada x € U, existe V,
vizinhanga de % ém U, tal que £(V) & precompacto em F. Denota-
mos poxr %K(U;F) o espzgo das aplicacBes holomorfas compactas

de U em H,



e

« i
En

Se P T oA f s honosn : : en
ce Py~ F o uyn polinocmio n-~homogeneo compacto ¢ B & um subocon-
Junto limitado de § , entio P(B) & precompscto em F, Para E nor-
B T y A ™ A | 7 A
pado , um polinomio n-homogeneo P de B em ¥ e compacto ge, e 80-
mente se , para csda subconjunto limitado B de E , P(B) & pre
. . TR The e @ N, S

compacto em ¥, denotamos por K( :F) o espago dos polinomios

v ra .
n-homogeneos continuos e compactos de & em F,

2.44 DEFINIGLO Seja U um subconjunto sberto nio vazio de LK.
Uma aplicaglo £:U— F e b-compscta se para cada Be ng .

fiU(lEB e compacta, Denotames por §&%3{(U5F) o espago das apli

cagdes S-holomorfas e b-~compactas de U em F,

Um polin®mio n-homogénep P de E em F & b-compucto Se, e somente

se, parz cada Be 69 B P(B) é precémpacto em F , Denotamos por

GDbK(nE;F) o eSpagohdos_polingmios n—hcmagéneos S-limitados & b-—
compactos de E em F “

No capitula 5 veremos algumas propriedades de G)K(HE;F) e

¢

E3F).

n
bK(
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CAPITULO %

L

£ -PRODUTO E PROFPRIEDADES DE  APROXIMAGIO

3,1 DEFINICAC Dados E e F espagos localmente convexos separa -

™

dog, denotamos por F; y 0 dual de I nunido da topologils da cone
vergencia uniforme sobre 05 su’ééonjxm‘tos compactos absolutamen -
te com}exos de F e por EEr = cfog (F; 1E) o espacgo das apli -
cagoes lineares conbinuzs de W; em B , com a topelogia da con~
veprgéneia uniforme sobrelﬁéhSubconjuntos equicontinuos de Y

topologlia en i9§<32 s E) & gerada pela familia de seminormss
R € o definidss por:

G ed(®) = aup {I{T(u),:w’; we B, L¢3 ven, Ivléo[},
D o€ ‘&%(Et ;8) , B € SHC(F) e o € BNO(E)., Temos que EEFzFE L.
%,2 DEFINIGAO Um espago localmente convexo separado E ,tem a
propriedade de aproximagido {P.4.) se para toda o € SNC(E),tedo
£ ¥y O e todo subconjunto compacte absclutamente convexo K de E,

existe T e E'@ B, tal que o (P(x) -~ x) ¢ €& , para todo x €K .

2,3 DEFINIGAC Um espago localmente convexo separado E , ten

a propriedade de S-aproximagao (P.S.i.) se dado K subconjunto



s

compacto estrito de B, existe B € 63E’ tal que K(:EB g e COmpa -
. ' o S
cto em 1"'}3 . € dado (2 v 0, existe T el @ E tal que

pB(’i‘(X) - %) <& & , para todo x€ K.

2.4 OBSERVAGKO BSe E %em a P.B.4, , E = E" e as partes compa-
ctas estritas de I colncidem com as partes compactas , entio E
tem 2 P,A.. Logo se E for normado , ou Fréchét , ou jg f , com
s P.B.A. entso B tem a P.A, . Se E for unm limite indutivo es -
trito de ums seguincia (En):;O de espagos de Banach com a P,a,
entio £ tem a P.S.A. .
0 exermplo do Enflo (Enflo (1)) e de um espaco de Banach gue nfo
tem = P.S.A.. _

A geguinte PRCPOSICIO reune'alguns;resultados que serso
utilizados:
3,5 PROPOSICIO
a) Se B e F szo espngos localmente convexos separados , entio
Elg%ﬁ‘ (produto tensorial de E por F munido da topologia £ ) &
um subespaco vetorial topoldgico de E EF . {(Hchwartz (1)).
b) Un espage localmentbe convexo separado E ftem a P,A. se, & 8o -
mente se, para todo F loczlmente convexo separade, E @ F & den-
éo em BEEF , (Schwartz (1}).
c) Seja E guase~completo., Entao E tem a ?.A. se, & somente se,
paras todoé F de Banach, E® F & denso em EEF , (Prolla (1)).
d) Se E e F localmente convexos separados _tém a P,A, , entao
EEF tem a P.A,'(Schwartz(l)).

e) 8e E e F sSo metrizsveis (completos), entdo EEF é metrizivel



l} B

(completo) , entio EEP & metrizdvel (completo) (Schwartz (1)),

) S8e B e P sio localmente convexos separados completos e um ve-

Aow

- ,.,, o LA r N . — " o
rifica & P.i. , entéo E @%ﬁ ¢ identico a EE€F , (Schwartz(1l)).

(% é%@ denotn o completamento de b @%E‘ e



LW

CAPITULO 4

PRODUTO TENSORIAL DE  FUNQOES SILVA-HOLOMORFAS B A&

PROPRISDADE  DE  APROXIMACIO  PARA (%S( Wy ol

Neste capitulo vamos estudsr s aderfncisz do produto ten-
gorinl gg)o(U) @ F en (%Q(U;E‘), To ) e obter algumass relactes
com 5 propriedade de DwipIOle“’QdO para B e com a propriedade de

aproximacio pars ( §@ (d}, T .. ) . Em espacgos de Banach s Aroa e

oe
Schottenloher (1) e aron (1) , obtiveram resultados nesse senti
do para o espago (%(U), "(jc) . No final do capitulo serdo obti

dos slpuns resultados para (%S(U;F), T oo @EG , para F e G de

Banzch,

4,1 TEOREMA e E tem z P.S.4. e U é um subconjunto aberto equi
librado de & entdo %SC(U) @F & Toe—denso e %S(U;F),pﬁra
todo ¥ localmente convexo.

Al

4 . ' .f - .
Prova: Sejs KCU um compacto estrito. Da hipotese de E ter a

F,8.A, , existe B ¢ B tal gue KCU{"\EB e e compacto em Eg)

E ?
de modo que ,para todo £ 50, existe T ¢ E?® E satisfazendo

?ggm()() - x) £ & , para todo x €K,
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Sejam T g"c’gfong;F ,» € » 0 dsdo e B e SHC(F) , Mostraremos ind

cizlmente que existe um 230, $ < dist ( K, C { U(‘}EB))(OHM
B 7
ge L - (UNEy) indics o complementur de UNER em Eg), tal que
Ey
se pB(:g: -y) LS , xe K , entfo (3 (r(z)~r(y)) « £ .
¢ continus (FROPOBIQIC 1.18) , entio para cada

Como Iy
[JHLB

¥ €k , existe &_5 0, ®_ L aist (% ( (UNE)) tal
ik 0¥
k& B

que P EI-£(y)) < £/2 , para pp (%~ <S.x . Desde gue

n
KC-UﬁEB e @ campffic;ta em EB , X C j%:']_ B(}ci, 8Xi }  para algum

conjunto {Kl’ - ’Xn} contido em-. K. _(B(a,r)b = {:{ €y, pB(x’"aj LTy
gusndo a ¢ EB = 1":;0} e

Definimos & (x)= sup {Sxi - pplx~x;)ii=l,..,n } , para xeX .
Entfo ¥ ;K -—3R & continua e ¥ >0, Seja o minfib’(z) ) X é‘;K} .
Entio para x€K e yg B(x,% ) , existe zlgum i com B(x,% ) C
B(x;, Sxi) , tal que
BrG-(y)) ¢ Ble(x-o(x)) + B (Elx)-7(3)) < E .

Como £ tem a P.B.4, , existe T e E"@ E , tal que pB(’I}(X)«—‘}c){,S)
para x € K. Pela parte mcima, isto acarreia gque

(5 (£(T(x))~f{x)) ¢ & , para € X, Seja {gl,..,gn} uma base pa-

ra T(E) e suponhaumos que
_ n K
T{x} = 2;1 c}:i(x)gi , onde x€E e {d)l] =1 C ET

seja U, = UNEZOT(E) . Como £ é S-holomorfa, f pode ser consi

derads como uma aplicagdo holomorfa do aberte eguilibradeo de 4l



.

menszo finita Uo em F, Poptanto

a o0
g} = £( é:l 2:8;) = Z:; 2Pr

i=1 o p
pei?

o T o . 4 .
onde (zl,.ﬁ,zﬂ)e &, fﬁ}eﬁ‘e a convergencia e uniforme nos com-

protos 4o er Como T(K)CZU{\EE e & compzcto em Ua’ existe HMef

tal que
f%(f(z)‘w Z:: P ) ¢ € , pare todos os pontos
iprgi - F
7= Zﬁ}@i(x)gi ¢ T(X). Logo se x¢€ K, @(f(x) - i ,R¢p(x)fp) é
1=l 1ol ¢ M

B (ex) = £(2G)) + (22D - IZZ; PO ¢ 2E
pi{H

Como E:; @p.f e £@¢ () @ * , a prova se completa. Q,E.D,
ipl¢H b we

Veremos agora ums generalizac¢ioc do TECREHA 4.1 para ums

clagse moior de abertos.

4,2 DEFINICS0 Seja UCE um sberto ndo vazio. Dizemos que U &
S-Runge em E se Gi(ﬁ) e denso en (E%;S(U), 'toe). U é finitamen
te Swgunge em E se para todo EO , subespago de E de dimensao
finita, UNE, e S-Runge em E .

4,% OBBERVAQGIO No csso de E ser Banach , esta definigso coin-
cide com a de Aron-Schottenloher (1) , para abertos de Runze e
finitamente Runge. Se UCE & um aberto equilibrado , entdo U e
finitzmente S-Runge e S-Runge. Equivaléncias para esta definicio

encontram-se em Zaine,M.C., { tese de doutorado - a aparecer).

4,4 TEOREMA Se E tem a P.S.4., e UCE & um aberto nio vazio fi



el e

nitamente. B-Runge , entdo g@S(U)(@ F e 'Cmewdenso em ﬁ%sgu;gjg

para todo ¥ localmente convexo.
Para a prova deste WUOREMA necessitamos da seguinte:

T R T AT " '? o ] T » r . "

4.5 PROPOBIGAL Seja F com & propriedade gue para todo subecon-
. e om ar . ' .
Junto compreto K de I, a envoltdria absolubamente convexa Techaw
- W M ¥ - N . . -y o g - . "
ds de ¥ , 1 (¥X), € compacto em F. 8e UCE & um sberto nio vazio,

-~ = s
nta 5 (U ¥
entio ( §6(1), T,

ernto o meERs PRTLAD Iy L
mente a ( §@ﬁ(u,ijy‘toe) . { como também (G%J:ID, toe) £ F &

JEF e disomorfo algebricamente e topologica -

isomorfo slgebricamente e ftopologicamente a (é?b(nE;F), t;e),p&

ra nell )
Prova: Esta PROPOSIQIO & um caso prrbicular do TEOREMA 5,20 do

capitulo 5. L& mostraremos que z aplicacio

T: ( %ﬁn(U;F}, T

ﬂsé)-““ffﬁ ( é%S(U)"tnse) E F , definids por

P(r) = T, , onde T.(¢) (x)_; (& 0 £)(x), para de F, xelU e

¢ ﬁ%w

- . . . . A . A
o (U3 s, £ linear injetora ¢ um isomorfismo topologico
a5 4} ? &

k]

sobre & imagem , para ¥ Bansch e nel ., Verificaremos que para
n=0 basta que F satisfacsd s condigdo enuncizda acima. Aléem dise
so, pura n=0, T e sobrejetora. £ o que vanoes mostrar agoerd.s

Temos gque T : ﬁéﬁ(U;Bﬁ —ﬂ~”-*?iB(F;,{iﬁES(U),'Koe)) é definida por
T(£)($) () =($ o £)(x) , para xe;U’;peF)e fe é@%(U;F) . Beja

Le ib(ﬁi,( f@S(U),'toe) Jo Para x €U , definimos a aplicagdo
linear f(x):F —€ por r(x3(§) = &(§I{x, para.¢€F‘, Para cada
xe U, £(x) é continua em Eg e portanto ©Pertence a F, {Rober-

tson~Fobertson (1)), Além disso, para todo $ € F, $of = A(d)



e B} o

G £ ; ‘ £ . oF, 3 - e e
pertence o %S‘*Uj g logo f e fraczmente D-holomorfa . Pela RO
BICR0 1.27 , £ ¢ S-holonorfs em U,Finslmente , como TL)=4, segue
gue T e sobrejeturs, Q,.E.D,

% sy e :
2,6 COROLARIOS DA PROFOSIGIO 4.5
 Pera um subconjunto sberto nio vazio U de E, temos:

a) se ¥ & completo e ¥ ou (%S(U), ’\Coe) tem o P.A., , entdo
. o~ g - :

(%S(Ujg toe:) @83 o ( %S(U;ﬁ), '\Coe) . 2 particulsr gce E
tem dimensro finita e F for completo , entio
(% ), T 8r % (H W, T,
by Be I tem s P.A. e a propriedade enunciada na PROPOSICIO 4,5,
entfo .%S(U) oF e Taemdensa em {@S(U_;Fj.
c) (%S(U), ?:oe} tem 2 P.i. se, e somente se , %B(U) @ F ¢ den
so em  { %S(U;F), T:Oe) pare todo F de Banach,

A prove de o) segue da PROFOSICAO 4.5 e PROPOSICIO 3.5(f).
A oprova de D) segue de PROFCGSICAC 4.5 e PROFOSICAO %2.5(b) e =
prova de ¢} segue da FROUPOSIGARO 4.5 , PROFOSIGAO %.5{c) e da
PROFOBICIO 1.29,

Prove do TEOREMA 4,4 @ Bejam f ¢ %S(U;F), ECU um compactoe es-

trito e @ € SNC(P). Do hipdtese de E ter a P.8.A. , existe B €
@E tal que KCUNEZ e é compacto em Ey , de modo que para todo
£ 50, existe T ¢ E‘@ E satisfzzendo p.B[T{x)mx)< ¢ , para to-
do x €K, Como no TEOREMA 4.2 , existe $%0,

& ¢ dist ( ¥, C ( UNEL)) tal que se pB(T(x)-x)(g, entéo
g £y



(P{T(xi)~ (x4, porn x€ K, Beda UO = Uﬁ}ﬁf OT(E) . Como

PLE) tem dimensfo finita . Segue do CORCLARIO 4.6 a) que

(éfg;iu ) to) & isomorfo algebricamente e htopologicomente n
o A, ..
(ﬁ;( @:&, onde F e o completamento de ¥, Portaznte pa-

E 'f:; .
8 i[UO , existe £, € Ep‘é(ﬂo) G F , tal que

(% ( fig (y) - 1, (}"))4{(‘: ara ve T™K) . Seja

1

Bxistem EZJ & }?“'jml,“,m, com H‘p” (%) - (E(z. -«Ej)é E/m

desde que U, é 8-Runge en T(E) , existen ‘P & f@g(*’i’(ﬁ)) com
iE tPj - *{’J“ (k) - {"B(zj)< E/en , §=1,..,m.
seje 1, = 1 ¥ 075 € Hog(2®) @8, entio By ()-1,())<E
J:::

para y € T{¥K). Tom:indo hef, © T]U € EP@S(U) @ ¥ , temos , pars

todo x ¢ X, @ (£(x) =~ nGx)) & Bz - f[U (T(x) )+
’ [#]

+ ﬁ(.flU.o (2(x)) = £,(2)) + B (T0))- £,(T(x)) < 3 £,Q.E.D

4,7 OBSERVACRO Fe realidsde mostramos que £, € Q{)(T(E)) HF
o seds , h = fg o T ¢ @b(}}]) @I . Logo, isto significa, em par
ticular, que se £ tem a P.S5.4, e U & um subconjunto aberto fini-
tamente S-Runge de E , entdo U & S-Runge.

£4,8 TEOREMA BSejam I guuse-conpleto e U um subconjunto aberto
nio vazio e E , Be ( %S(UJ, toe) tem & P.A. , entiao E tem a

Pcaa;lt

¥ ¥
Prova: Vamos mostrar que Eig = (& '?f ) tem suplementur topo-

f, = Z“P @z , onde \P:}G %{Uo} e Z’j € ;{E?‘,,jtl“.,m.
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: e # o SR
fb) 3 isto implicara que B, o bem a P.A, En

;. A %
logico em { g(U}, rﬁ'o
. . - \
seguida , com a hipotese de I gser quase-~completo, obberemos gue
B tem a P.B.4A,,

, C e - NP - o
Farn aelU , a splicacio Da: (%S(U), ﬁ»(}e)________> f’ce , defi-

H

e

1 5 + . L
'r(a) , para fe¢ %S(U) , & uma projecio cone-
' . i .2
tinus sobre B . I claro gue D
LT £ ce G LE I a

nuidade , sejas K um subconjunto compacto eastrito de E . Logo,

ieln Mo

nida pox B (L)
Da e Pars mostrar o conti-
existe Be @ , tal que KCEp e & compacto em E, . Seja 850,
tal que 1 +2 K C UGEB . Da desigunldade de Cauchy(COROLﬁfHIO
1.22) ,

sSUp

%%(a)qx)! & X sup
e kK

$ xX€K

f{a+ Sx)[ ., para toda

e ‘;%S(U). Logo, D, & continua.

Mostraremos agora gue E tem 2 P,5.4.. Como E;; tem a P.A, , paxra
todo XL E;e compacto ehébsclutamente convexo, para todo KC
E , compacto estrito e para todo € » O, existe ge(E:e)‘; ® ¥ -
(}L’;)‘@ ¥ - E@E" , pois E & quase-completo, tel que

k| .
e - “F“K ¢ €, pare todo T e X . Como ge (El) ©® E*,

e
) \
e K ¥ -
o= gl“?i@xi . “Pie(noe) » X5 € ET, ds1,..,m.
Desde que para cada i=l,..,m, \Pi:E;MC e continua ’
H}i(‘“f'){ < ci_‘pi("?) , para Y& E¥, onde pi(“?) = lf‘?HL , para al -

3

gum Li compacto ?S“'ﬁI‘ltO de B, Sejam Bi € QE tais gue LiC EBi

~ ey - -
¢ sao compuctos em By, para cada i=l,..,m. Como K e compacto

i
estrito em E, existe Be @ﬁ tal que KCEB e & compacto em EJB .

g) q_\
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Seja L = ~P( U:LL JX J . Logo, PP, (‘?)]écﬂ‘lﬂuL , onde ¢ & umy
i _

-

constante, Pars D e Q tal gqgue BCD e BiCD s pere i=l,..,m 4L
& um compacto absolutamente convexo no espago de Banzch EI}'

FPelo teorems de Hahn - Banach existenm, parz cada i=1,.,,m ,

Pl

+ - . .
\‘?i :(ED) —~% § extensoes lineares de \?i s Lmis que
et

Vi) T 3 - : i 3

[‘f?l{L{})l £ ]H’)IL s DuID Ye (if.aD) . Yortanto,cads f ; € (zf,D)c
e . ?3‘&. — mPd ot Ao ) = - = 23 en
seja Ele é(bD) definide por Y {(T)= T il"JD Ty 4 p=

..... e . »
ra T € £% Y & linear e continua . Logo, ¥ (X) = Xy e compa-

cto absoclutzmente convexo en Cfle) e entdo equicontinuc. Pode-

mos , entao escrever I = VO , com V vyizinhings do zeroc em ED*
abeolubamente convexa e fechada,{( V = {VELD, pD(v) S} para
algum & » 0), Logo X % = V9 =V ., Como temos KCE,y

sup | & () (6) w“?_.(t)] - sap, [{r(‘? ) -7 ()¢, se‘!DDE
€k & K

Ly ov seja
: i

sup ; ‘?iv?]})xi(t? S SN (I S
Logo, |
m ) |
sile‘f ( Ls ‘?ixi(t) -t )!‘: £ , para ‘PD e V¢ | e
entio  1/€ . ( _él Tox,(6) -t ) eV, ou sega,

sup pplg(t) ~ ) £ £§ . Desde que g ¢ E'@ E e & indepen-
te K

de de £ , segue gue E tem a P,S.4. R.8,D,



4,0 QLFLLEGEO & tem o propried:zde de zproximacic Bilve-holo-
morfs  (FP.4.8.H.) se , dado K CE conpscto estrito , existe Be
GBE tzl gue KCEy e ¢ compacto em By e dade € >0, existe g €
%S(E’l} O £ tal que pB(g(x} - x)<¢ £, parn todo x €K,

£ claro gue se B tem o P.S.4, , entao E tem a PLALS.H,.
Paras a reciproca & necessirio que B seja gquase~completo, ou mais
precisgmante temos o seguinte TEOREMA  gue reune o8 gnterivres

para um  subconjunto aberto finitamente S-Hunge .

4,10 JeOREMA  oejsm E  guase-completo e U um  subconjunto absx
to finitonmente S~Runge de £, Szo equivalentbes:

a) B tem a PLAS,H..,

e Y. e _ “ *éi@ 5 ¢ 'E

) Para tode ¥ locelmente convexo, (U OF e oo 380S0

2} gg}ﬁ(g;ﬂ) .
g&m f T - tem 5 P.A..
c) (dLg(U), € ) tem a _.

-

d) E tem s P.S,A..

~ . . i /1
Observegao @ 4 hipétese de E ser quase-completo s6 é necessaria

para c)—> d).
- - ".,_ e
Prova: b) — ¢) & o COROLARIOD 4.6 ¢) gue vale para todo subcon-

-

junto abverto U de E, ¢)—>d) & o THOREMA 4.8 ., d)—> a) e eviden

=

te, Resta mostrar a)—»b), stz prova e id&ntics a do TEOREMA

45
el

. X ~ x ; -
4,4 , substituinde a aplicageo T € E® E por uma gg‘g‘g (E) @ B

da definicao de P.4,8,H., Q. E.D,

4,11 GdROLQRIO Beja E quase-completo. Entdo E tem a P.S.4, se,
e somente se , para todo nell , ( Gab(nE)"tbe) tem a Pod..
Prova: Se E tem a P.S.A. , segue do TEOCREMA 4,10 gue para todo

gubconiunto sberto finitsmente S~Runge U de E, ( ﬂ%s(nj, t;g)



by Ay

tem 2 F,A, ., Como parz cuda neli (63 (P£), T ) tem suplementar
N 2 o . I % . T _ n‘i’(' g
topoldgico em { S(L), rﬁce) , temos que ( Q%( 5, 'Zoe) tem a
F.4, . Reciprocamente, em particulsr E;e tem 2 P.A, Isto ncarrg

ta gue B tem u P.S.A..{ como nz prove do TEOREMA 4,8). Q.E,D,

-~
4,12 OBBERVAGAO : Deste CUOROLARIC podemos ainda obter que para
I guase~completo e U um subconjunto sberto finitamente S-Runge

de B, antzo ( @@S(U}$ rtoe) tem 2 P.A, se, e somente ge, psra ci

ds neH, (Qb(n:zzm T_,) tem 2 P.A, . Contudo da PROPOSIGRO 5,12
do capitule 5 , vamos obbter: Fara & gualguer e U subconjunto aberp

para cada ne B ( @b(nﬁ), TOEI) tem a P.A.,

Veremos agora alguns resulbados sobre a aderbnein de

%S(U;?J ® G, pera ¥ e G de Bonsch, em (%S(U5E @%G), “C’O R

o
Notemos inicizlmente gue isto fzz sentido pois gQSCU;F) B G
r ~ . . % RO . e
estz canbnicanente imerso em S(U;F @ﬁG) pels aplicacio
FT@g (x) = £{x)@g , pava £ gﬁﬁs(U;F) , 2eG e xe¢U., Da mesna
) 5 T
forma , podemos considerar Gjb{ E;F) ® G como um subespago de

A

@b(nE;F ®€G) 3 p:iI‘a 1’1=O,1,....
. .Y . .

4,1% LEMA Pors fe f@sﬂgi?@%ﬂﬁ e K um subconjunto compacto es-
trito de U, temos gque

I = { £(x)($) , x €K, $ ¢ F: t[_d?]]:él } & relativanente
compacto em G,
Prova: B suficiente mostrar gue toda sequéncia da forma
(£x,)($,0), _, tem uma subsequéncia convergente em G, para x,

€ K, § ¢ ™, B M6t o m=2y.us.



By

- N ; -
Desde gue fe%S(U;J?‘ @E G) e FEG & completo, entio £ pode ser
considarsds como umn aplicscio de U em FEG = cfg (F3 -(}) Como
T(K) & compscto em F £ G, ha x, € K tal que pars I?u— {¢ € b I‘%’ ” £ 3.}
e k=l,2, ... existe Xy, btal que

up | 20, 0(8) - 0@ ¢ 1k .

3 VY FHENE: .
Como £z ,(_o} e compucto em G , ha $o €8 trl gue para cada js1,
ste ¢ Ny, € B t4l que
!f{Xo)@ﬂz{ ) - f(XO)(tf:o)[ < 1/3 . hgorn é fdeil ver que
v-,)(¢ﬁ‘.w ))09 CONvVerse Daps : £
‘.,J '"._’\_,j J'w_.l Loy }_)...Jf‘..\ f(}co)(¢0_}: Qe}:gna
4,14 TEOREMA

a) Be G tem » P.iA. e U € um subconjunto aberto nio vazio de £,

~ cr ~ P : .
entio ( Beé (L};.&?‘), 'Ef ) @E e isomorfo almebricamente e topolo-
glcament (% (137 Er s 'tc)e)' { que & equivalente It

] r~ - T Eas " .
(%S(U,ﬁ), Oe)as,‘,(%g(c,x%@), ).
b) 8¢ E tem 2 P.5.4. e U € um subconjunto zberto egquilibrado de

E, entiio (3bg(U;0), T
topologicaments a ( be (U F @ G, "COG)

s » . . .
)& G e  isomorfo algebricamente e

o
45
o0

Prova: =) Desde gque (%B(U* @ G), ’E ) & completo,pois F §&G

& completo (PROPOBICAO 1.29) , devemos mostrar somente que
%E.(U;Zﬁ‘} &G e T oo ~dens0 em %S(U 3B @EG) e que

(%S(U B @ G, 'Eoe) induz o topologiz £  no produto tensori-
al ¥ o(0:F) @ G.

Sejam T € ‘%S(U F u) K um subconjunbto compacto estrito de

Ue £50, Como F e G sac completos e G tem s PLA. F%G =



FEG = cfoa (E—}S;u) (PROFOSICIO 3,5(F)) , assim podemos considerap

f como ums aplicogao de U en iaﬁ (FE;G). Do LEMA anterior,
_ . . ) , L
L = { £E®) , xek , de¥) oK1 } e relativamente

e T it Iv - e
gompucto em G. Seje P e GOG , tal que | T(z)~ zllet, para ze 1.
Seja { S ERER QSI{} ums base pars T(6). Pars i=1,..,k, seja

R
cy ot U vy I definida  por
k

T () (Y) = }_:_l ci(x)(‘*’)gi , onde ¥ € ¥, Pura cada
:L:::

£ ra ¥ - :
z e U, ci(x) e continus em ¥_ e logo por Robertson-Robertson(l),
A s oo k) - v n -
c.CX) pertence a I'. alem disso |, cs U B e fracamente B-holo-

morfa, pois se Y € F, entio \V(c (%)) = €? o T(r{x)(Y)), onde

i
¢i€ ¢’ 5 t)?i(gj) = gij . Feln PROFO IQHO 1.27 , Cy & S-holomorfa,
Finalmente , para xeX , sup IEE‘ o £{x) - f(x)” - <

. xe K F ®EG

sup {[‘i’(i‘(f(x)(e@)) - _f(}{)(#)! ;xe K, @e}“ﬂqﬁ;u(l , ‘%’G_G‘ \ ﬂ\lr’]]gl}g
sup {u e ($) - £x)($) | 3 ze K, $eF g2 }

Goma T o £f(x) = >: c}.:(x) @ e, € %S(U;F) ® G, temos a fun-
i=1

¢a0 procurada.
Para complebar a prova de a) , vamos mosbrar que .

(%S(U.;F ®€. G) , ?’Joe) induz a bopologia & no produto tenso -
risl (%S(U;F), T oe) ® G . Isto decorre do seguinte , que e
devido zo teoremz de Hahn~ Bansch: seja K um subconjunito compa~

cto estrito de U e

hix) = El fi(}:) @ gi € %S(UéF %G)

1=

b



L

onde fj € §%££U;F) e g€ G, i=l,..,k , entio

X
sup nG) = BUp 7. (x) . 1
% € K | 119@56’ ok “11 i @53_]]F®G\~ ,
&
ge, e SGWﬁutp ge,

7

sup {H}: S (y)\y(g }" , xek , Yed, Ivlen } S

. TS . . {
Prova de b) . Basta mostrir que nas hipdteses dedas
= - - P -
ﬁ@ (U;0) & ;Eo ~3enso en g@ﬁ(U;ﬁ’@%Gj , pois na segunda

parte do nrove de a} , nio se usou o fato de G ter z P.A..
Beje fe;ﬁgﬁiU;E‘é;G) K um subconjunto compacto estrito de U e
£v0. Com prova 1denulal a do TEOREMA 4.1, obtemos que
g (v) @ (7o o)
H () 0 o

p

ﬁ@ (U;F @g G) , obtemos taz_z‘lbém gue %S(U;?) &G e oe~d61130

B~

v : : . . O
Lo'&ud,&mso en %S(U;E ®EG) .Logo, como

it

(. memecCcH umoe C

£ %S(U;ﬁ @EG)' QcE\uD

£,15 CORCOLARIO bejzm & com a P.S5.4A, , UCH aberto equilibrado
e F Bansch. BEntio (%S(U;F), T Oe) tem o P.A. se, e somente
se, (%S(U;F), TVl 6w (

e 8¢y, T _ ), pars to-

g {)E-}

do G de Banasch.

FProva:  Desde gue nas himéteaes dndas ﬁ%S(U;FJ 8 G e nge-deg
80 enm é@: (U @%GJ srm tode G Banach, temos que se
(ﬁ@sw;}?), Tl 86w (5@ (U3F @ 6) , T o) entdo aa
PROFOSIGHO 3.5(c) , (b4 (usm), T bo) tem a PLA..

Reciprocemente & imedisto devido z PROPOSICIO 3.5(f) e o TEORE -

MA anterior. Q,E,D.



CAPTIULO 5

PRCDUTO  TENwORTAL  DE FUNGOES SILVAHOLOMORPAS &
) .

A PROPRIEDADE DE  APROXIMAGTO PaRA ﬁ@S(U)

wigse

i, . .
Neste capitulo vamos estudur 2 aderfncin do  produto ten
n % U z ™ ?@ wr, ;-z-. - o ¢
corial S( ) ® em S(d"’{) coum Lopologiss muis fortes que
PR I y . S N
a '\C,)e , definides no capirtulo 1 . Alguns revultados para os
i,
- e - ) § ' - L .
sutespagos de %S(H;ﬁ) definidos no capitulo 2 , serac obtidos.

Para B holomorficamente infratonelado e k-espago , examinarsnos

s aderénciz do produto tensorial %(U) o F en %(U s DAara

- . M
as topologing Tws , zns e’E >g Pars as topologias st emn
@@(U;F} e T emn %‘(U ) foi necessirio um estudo mais de

wge
telhado sobre as aplicacdes holomorfss compacktas e S-holomorfas

b-compactas . Desses resulitados obteremos algumss relagtes com &
P.A;, para B e pars _(%S({D ’Af’wse) e <%S(U>’T’mse>’ COme
foi obtide por Aron e Schottenloher (1) e Aron (1) , pars es-
pagos de Banach em (&b (W, T, e (%(U), 't’m ).(?,’wé a topolo-
gia de Namchbin, (Nachbin (1))). Veremos a seguir resulbtados sobre
.o completamento de (% (U), ) @ P oem (%S(U‘"‘?‘),?‘f) y para

-
ag diferentes topologias T agul utlllzaaas . Finalmente serd es



tudado o %S(U,n) @ G, para F e G de Bansch,

. /. ' :
Inicisremos o capltulo com propriesdedss bdsicas das apll
caches holomorfas comprotas e S-holomorfas b-compactos (DEPINI-
By g —r e ~ s
GUES 2,43 e 2,44), que serio necessarvias.

.....

5,1 PROFCSICAC a) Seja ¥ Banach com & P.i.. Entio parsz cada
neti , O.Cmm COLCEn o 0, Cnn C 095 (Pes)

v} Beja PP normado . EZnteo pors cads ned® QC(HE;F)CP (H;J,J‘ .

. - ' . )
Prova =) Viomes provar somente o0 crso  continue , pois o cutro

“y

& g_nélga{}. dejam P € @K(nﬂ‘;j&‘) e Be @ . Como # ¢ Banach e tem
e [7(z) ~ z|¢ €,
E)@ ¥ e

ﬁfi" o P - P" <, segue que Pe 63(11}:2 11,

gk
g P.A, , dado &> 0 , existe Tg'};‘}@) ¥ tal

=

para todo z € P(B). Desde gue T o P € W (

b Notemos iniciolmente que Gb( Yy o p G% (Pm;7) , para cads
nell , pois se Be @E e Pe (:‘)b(n}:) ® 7, entio P(BIC [P(E)} .
( [P(Eﬁ’)] denotn o subespaco merado por P(E), de dimensao finita
em F). Logo, P(B) e precompicto em F,

Seja, agora Q(p E)@TF , aderncia em @ (D‘E;F)S . Logo,
se BE@E 8 E;O e dzdo , existe Qe @(n B F , tal que

sup_ | P(x) - QUeiflc €/3 .
XxegB

Deade gue Q(B) e precompacto em F o, existe {&z ,..,xn}(: B, tal

que Q(B) C U Bgrm (QGx ). (B.(a) = {AEI‘ . flx - :—?.]]CI’})-

o1
Portanto , psrs cada xX€ B, existe i , tal que “ Plx) -~ P(Xi)“ <
é.u P{x) - Q(X)n + I]Q(x) - QCX) H + u ‘Q’.(Xl) - P(xi) “4 E.

Isto significa que P(B) C U B

4 £ (P(Xi)), ou seja , que P(B) &
i=



precompacto em &, QLR D

i v - hSel . it o~
5.2 OBBERVAQIO Um espsgo B localmente convexo € holomoriica-
mente infrotonelazdo se , pars todo UCE e todo F , & colegio X
C %Lu,.:i; & eqQuicontlnun 56 ¢ limitzda em Todes 08 suboone-
duntos coupactos de U, {Nachbin (5)). Mzis adisnte veramos que
quando £ for holomorficamente infratenel:do e k-espogco ¢ F Ba -

1 T i It @ L T
el com s Poa. o, entao @C( TG E = % &y ).

B

. . . . . N Y "
Para um polinimio z}.wﬁomoggeneo P i EBEe—p ', P:F,____&,GU(%)J

r . . - — ___.;f iy . —_
e deflinids por ,tj%(“f’) {x) = P o P(x) . ‘?6 e x€ £, Claramente P¥

linear,

o "

5.% PROFOSICLAO 1) Sejsm B holomorfics mente infratonelado , 7

Benaeh ¢ P e 6 Rgs ), B0 equivalentes:

- r
a) P:bp—sF & compactu.

X _"\ _a s
b) ?.LC ‘>GJ continua,
*’ ") Tivs
e) P ‘-—PQ( J,J) & colnpkctﬁ.
b] . - Y .
(Coms F & Banach , }? = (F . ¥ dindica T’ com a topologis

da normu e 63(33.,- (Gj(n 50, t o))

2) Sejam P Banach e rep (“E;7). Bfo equivalentes:
a)P:E s & bmomp cha,
b)P:B‘;___,G)b(RES)S é continua.

i ) Il-;-;: 4 A, - .
c )P E‘S e @b( _)S e b-compacta.

i P”B uma seminorma T -

Prova : 1) a)=-sb) Beja B "?*@’E e n(P)
Ccontinun em @(nE). For =) , P(B) = I & compacto em F. Logo,
p(FF(¥P)) = p(¥o P) = | ?o HIB SH‘?”L , pura todo Pe

bl-——c) O conjunto {‘PEF RY S }é equicontinuo enm 7o logo



O

) ¥ & » - . )
compacto em F . 4Assim , por b) , p* ({ ¥ oe I, H?ﬁgl} Y& come

. - s Ti,
pacto e logo precompacto em 63( E). » Portanto P & compacts.
Fiv ]

i

¢)—p a3}, Adplica-se a)——sc) a.aplicacfio linear P*, Lozo ,
P*":(Gainﬁ)sfswwﬁwma- GD(HF;)S & compacta. Contude se Y «
(Q(n}ﬂ)s)’ , entdo P*XY) e (F1)_ . De rato, PR, s €
& dnds por PRI = o PY(Y) & linenr e continuz. A conti-
nuidade segue de | B¥(L) (0] = [Mo P(NI¢ ca(®(N)), onde

a € 550(6?(“3)8) ¢ deda por q(PY(Y)) = HP*(W}HR = ”%ﬂ%ag)

para algum BGEC%Ee Além disso , P(B) e limitado em P,

Aind= mzis, 2 aplicacdo

T Pg“(((?(ﬁﬂ)sfgj - gjinF;}S‘_mmWﬁ (E;); , definida por
4 - - 7 - R -
TP (Py)= P (4) , pera P e (GDCma)o) & linear e continua, Is
to val significar que a aplicacio

o U :—p-ﬁ%( . Tiay T.’ RN ’
(§2¢ L)S)S — s 6 Folg —% (FS)S e compacta,

¥ ¥ ¥ x — 1 " -

Como T o P*"= P** | vem que P ":( GknﬁJS)S > (F;)s & compa-
cta.

i . S . P PR iy 5 (63 N ¥

ames mostrar, agora que a aplicaczo g op—— { u)s)s .
x ——>T_, definida por TX(P) = P(x) , para xe B e Eg@%nﬁ)
e continut , se'E for holomorficamente infratonelsdo. Notenmos
inicizlmente que T_ ¢ linear e | TX(P)| = IP(X}[Q_QX(P) , onde
q, (P) = | P(x)] e SNG(E?(nE)S) , pois {x} & um subconjunto 1i

. - Ll F's
mitado de E., Vejumos agors que T e continua,.

seje g ¢ SRR, o) = sup RO, onae Blim,
€
C FEm,r, 0

Wi

1]

limitado. Como B e holomorficamente infratow

é
T ~limitado em () , temos que (3 & equi -

5
L
e

nelsdo e 63



],

4 T . .
continuo. Logo, paraz cada x ek , existe V(x) , vizinhsnca de x

em £, tal gue se t ¢ V() , ﬂaj {IP(&) - f(t)@ LM . Ou seja

poras t € V(x)

af TX - Tt> = Sugs‘{]TX{P) - Tt(P)I} ﬁuas{lpgg) - P(t)% i

Pe

m

e, # & o . -~
Portasnte T e continua. Disso,oblbemos gue & aplicagao

o

" e | A il "
¥ o T:E ey (EQ) & compacta, Desde que para xe B,
Fan)

(B**o D)) (P = P*(2(x))(f) = 2GR ()= T (To P)=Yo Px),

pars ¢ e como todo elemento de T pede ser considerado como

M

, temos gue T o P(x) = P(x) ¢ F. Portanto

bord

um elemento de

(P** o T)(x) = P(x) , para todo xeE e entdo P:E—s F & compacti.

2) a)-sb)-sc) & anilogo B 1). Rests somente mostrar que ¢ e o)
. i} . P
Dz mesme forma gue em 1) , aplicamos a)-—we) a aplicacio
- - h 4 -
P* ¢ obtemos gue P{t:(fgbﬂnb)sjqwmwwa (Pb(nFs)s & b~compacta.

e

Como também , P"%: (E?b(nﬁjmfoﬂﬁﬁmM_e (F;fs & Tb-compactha.

Versmos agora gus para cada B e(BE , & aplicagdo
%‘ h ey (Gj ("E ) ) definida por “YB(X)(P} =P(x} , pera
¥ £ LB e Pg &2( E) , é continua., Pera isto vemos verificar

que %)B é um polindmio n~homogéneo S-limitado .

\
Seja P By ... ¥ By~ B, ("E)), , tal que
\{}(X—'l,aasxn)(‘-ﬁ.) = .fx(Xl,.c,Xn) 5 pflri Xie EB b} i'—"«l,.;,l’l 13 A =
iébs(nE). Desde que f txl,..,xn) & linesr e satisfaz:
Jf(xi,.

onde C 211({X1,-,,Xn}> , Segue que ‘f(xi,..,xnje (isbs(nE)f.

,,xn)(A)I l (x ye ey Xy )I "A . ?G{Xl)...pc(xh) \



B2

V4 - . . s .
Hotemos btambem que ‘P ¢ n-linesry & simetrica,.
ot 3 r > o . Ay KQ AP
Bejs I o isomorfismo topologice candnico entre bs( E) e

N e L~
@b(f E) .+ Definimoz, entio

S % By e nEy Y _

130y K e % Eq > (@b( E)S)S , por

\?l(x:i?‘tg}{ll)(ﬁ) = \?(Xlsnssx_{l)(:[‘t (—23) = \P(Xl,‘.,}{n)(ﬁi) -
mﬁ(:{l“,gxﬂ) . pars A e-()gb(n}i) e X, € EB \ :,i”,?ﬂ .

Logo, “Pl & n-linear ¢ simétrica. Desde que "? (X} ~P (.4{ 2:><:)

& tul que \‘P}_(}{.jaa.}}{)(}?) =P{x) = YB(}{)(P) , Segue gue
A

"‘?l(x} = ‘f)ﬁ(x) , para todo :,{EEB . Isto significa que YB
Ga(ﬂfﬂ}g; (@b{nﬁ?)st). Ainda meis , se H é limitzdo ew Ep

\%’13(,}:2{) & limitado enm (6:) (n";’}) ) ¢ for limitado sobre os 1li -

nitados de Gjb(ﬁfﬁ)é s ou seja se cmp |'“i" (z)(P)] ¢ oo , onde

Pe"ﬁ)
Y C @h(nE) e 4 limitado. Mus , temos gue sup ]‘*{’B(x)(r»)] "
xe H
Pe't

= sup |P(x)lce , pois % & limitedo sobre os limitados de E.
Xe

Pe b
togo, ¥pe O, (R 8 00 = @ Cuy (R 20 L pois

oy - I . .
Ey & normade , & temos 21 a continuidade de LVB

gB D T (Y.(B)) tio De (3 3
e = entao € ey ¢ 0« B8 X€ B exis
B ’ (LB, B

te A0, tal que x = Ay, com y € B. Logo, ‘VB(X) =
= AT Yy e (@b(niﬂ)s)&s , v ou seda YyEy C (@b(nfﬂ)sfs -

. 3 >
Desde cue por hindtese , P“(@b(ﬁﬂ?) ) —_— (P & com—
578 5’8



5%

¥
Es]

pacta , segue gus P¥Y o ‘%’B:EBW-:» (F;)

¢ compacts. Temos

R e wh i i -y - ~
miridh gue para X o€ JL‘.:B, (f O ‘{JB) (};") = 3 X) v LQ@O k21 E.?pllc:l@:‘a(}
PiBg - I e compucta.

P . - - rd
Defininde Y= ‘?B s para cada B e @, s obtém-se que

£

P* oY = P B s & Dcompachi. 9.5.0.

.4 TECREML ., 1) Beja U holomorficamente infratonelsdo e kegspi
! - o 5 7 - . ~ . - .

ao. tntao @( s:‘.a}s‘c",ﬁ e imonmorio slgebricamente e topolegicumente

‘E}.‘{'"‘ . N >
5 (pK{' 2:F), "Cﬁ) , para todo F de Bansch. Consequentemente,

GJ Ty
u}s

((P;{{ﬂ}.’ii;fé‘}, T ;J» papa todo ¥ de Banach,

n"{w\\ - - a
em 2 P,A. se, e somente se , @( B} @ F & denso en

ot

s . ~ Tl ¢ . o
2) Seja B qualquer, Intio @b(ﬁ&)s €l 2 disomorfo algebricamente
. : Thyr o . .
e topologicamente a (Q;K( B3F), T ) , para todo F de Bunach. Con
S n
sequentenents pb(nli‘)s tem & P.A, se, e somente se,

@b(nﬁl) @ T e denso en ( QbE,-(nE;F) . '?‘.'S) , para todo F de Banach.

Prova : 1) Pela PROFOSICAO 5.% 1) a splicagfio P PT, para
Fe OK(RES;F) emn &E (:@; ; 6’(%)53 = @(HE)SE F & bem definida

e linesr. E injetora, pois ik separa pontos de P . B sobrejetora
pois ge W GQ(HE)SEF , entio ¥ & (@{IIE y )8 F e logo pela
PROPOSIGIO 1.1 de 4ron e Schottenloher (1) , existe ‘Te@(n}:;f@)
tel que T = 1%, pois E & um k-espago. Como ¥ & continua , se-
gue dz FPROPOSICEZO $,% 1) que T & compacta. Desde gue pelo teore-
ma de Hehn-Banach, P[]y <€ se, e somente se, |

sup {ﬂl—“’"(‘i’}ﬂB , Ve P l[‘i'*"él}gﬁ , para Be QE e P g
@K(RE;F}_ , @ ag seminormas sup {HP* (‘i‘)”B ,Ye “%‘jis}_} deter

minam 5 topologin em G) n}E)SE F (DEFINIGXO 3.1) , temos Que es~



w5

i _.f = ok g = Fat
te isoworfismo & bopoloegico. A sepundn sfirmagro, sepgue do futo

i L R - " n?ﬂ £ N . r
gue s b for um k-espugo entao GD( m)s g completo e da PROVOBI -

G":O 3‘5 (C)t
2) A provn de 2) serue comno em 1) usando as PROPOSIGUES 5,4

s
5.% 2) , COROLARIO 1.10 e FROPOSICIO 3.5 (c). Q.E,D

5.5 OBSERVACLIO Deste Feore®d gegue que guondo F for Banach com
a F.A, 8 F for holomorficzmente infratonelado e k-espago , entao
63K(mE;E) G)(ﬁ“ . De fato, se ¥ tem a P,A. entso GB(HE)S @ I
& denso em ?(ﬂ 1) € F ( PROPOBIGAO 3.5 (c)). Do definigio de

G)(ﬁﬁiﬂ segue o resulitado.

Vejsnos sgorz uma proposicio que mostra que uma aplica-
¢fo holomorfs de B em ¥ e compacta se, e somente se , e compachs
ns orisem. ( valeﬁdo 0 mesmo para 28 splicagbes S~holomorizs de
Een F e b-compactns.) |
5.6  PROPCBICAD Seja I normado. 1) Se fe;ﬁgﬁﬂgF), s20 equiva -
lentes:

a) £ € 36, (E3T).

b) Yonel ,VxeE, = P00 e (3(P5;7) , onde 2 d%r(x)
indica o n-ésimo coeficiente da série de Taylor de £ em x .

)¥nell, Sd%(0) e QK(I}E;F)

4) existe V_ vizinhsnga do zero em E , tal que f(VO) & pre-
co@p&cto en I, |
2) Be f(ségS(E;F} , sio equivalentes

a) £ e b-compacta.



~
b)Y nell, VxeB, 48l e © ((PE ).

it bl
v 1¢n Do, 1
C) Vne E"i.} "ﬁ';% f{LQJ & @bK( E;E)a
a) pors cﬁdg_EieQ%:g existe Vi , vizinhengs do zero enm By

tal que £(Vy) ¢ precompacto em I,

Provs ¢+ 1).a)—~»b) . Pora x¢ B, existe por z) uma vizinhanga de
xem B, Vo= {ye]ﬁi s d (7 - %) 1} , € BHC(E) , tal que £(V,)
F N A " 5

e precompacto em ¥. Agora {:%gni(x)(a) s d (a)< l} C | (f(VK)),
pars. cada n , o gque implicsz b), pois 4 envoltdris absolutamente

- - |
convex: fechadas de um precompacto e precompacto,. De fato, se

existe bﬁ—%ianf(x)(a) , pora alpum a , com o (2)4 1 , tzl que

hé Tﬁ(f(vx)) }'@ﬁtﬁo pelo teorema de Hohn~Banach , existe“?e?l
tel que I@Czﬂé 1 e 1t o)y 1 , pera todo z e ka(vx))‘ Logo,
se (A ) = Yo f(x+ksz)5kg{3, tenos

[Pl = | 2] ¢ sup {16015 I

#

i }5 1, que é

ume conbredicro.
Com ests mesma prova , obtém-se d)-—sc) ., Como blc) e a)—d),
basta provar e¢)— &) . Sejs x ¢ E. Como fesg%(E;F), existe uma

vizinhangs Vx de x em B , tal que

oo
£(y) = Z:: _il&nf(o){y) , uniformemente em V_.
n:o .

. . . M .
Por c¢) para cada MeN , existe uma vizimhanga Ux de x em ¥ tal

que ¢ conjunto

M .
isn ] Mot , . 7.
{ =d £(O)(y) 5y e U }. & precompacto em
_ g;;

Entfo se £50 & dado, existe Me Hl , tal que



o E e

31{&.“;‘&‘(@) {z) “ ¢ £/% , pura todo vyeV. e
n} *

1 j:_q. £ . II - R
L =4 L0 () ;Y € U & precompscto em F,
n=0 n!

Portanto , w»are algum conjunto finito {ylg..,yk}c U ﬁsf = U,

’f,i;mos gue paras cada ;}TGU , existe 75 tal que

IIZ e dﬂ“((}\(m) - }m Sl d i(O)(y )H < &/3 . Dai, sepue que

M
se yeU , | £(y) - £y, )§|< iz(y) - Z "I-J;—léni‘((})(y) _
& - A ADeray (s » : A1 sn. B
+ L é@ n! a +(O)<J> n;(jl’ila 'L(OD(‘Y:L}R +
IS

+ [ .%énf(o)(yi) - f(yi) |l £ & . Logo, £{(U) & precompa~

fica que T é compacta.

M)

c¢to em &, lsto sign

2} A prove de 2) sepue imedistomente da definigio de aplicagles

Seholomorfas b-compachtas e do {tem anterior. Q.E.D.

5,7 OBSERVACZO 1) Ums consequéncia da PROPOSICAO 5.6 2) e que

(%c h(ﬁf i‘(

SROP 4 . 5 toda red FER :

PROPOSICAO 1.36, toda rede de Cauchy (fe& )d_eI em

(éﬁgK(ESF)f?wse) C (%S(E;}?),twse) converge para um elemento
—— . . 1 2n; i 1 an

f ¢ %S(J&,ﬂ). Desde que (Hf{! 5L, (O})Qeloonverge para -5)5 £(0)

wﬁe) ., para P de B-.;iflc‘.«ﬁh , € completo. De fato, pels

en @b(nE;F)S , para cada n e (GDBK(HE;F) , '?_’S) e completo (de
vido & PROPOSICEO 5.4 2) ), segue que = 57r(0) @bK(ng;F),
Logo, pelan PROFOSIGRO 5.6 2) , f € B0, (E;F).

Anslogamente, para E holomorficamente infratonelado e kwaBpaco

e F Bannch, C%K(E;F),twsj e rcomp}.eto.
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- 4 o hd :
2) Com uma prova analoga a ¢ )—s3a ) da Froposicio anterior, pode-se

pbter o seguinte: pars UCE sberbo nfo vozio , F normado e f ¢

£€3CU;§3‘) , entio [ € E% ;¥) se, e somente se , para cada xe U
e nell ) e @bg(niﬁ;?) . Logo, podemos afirmar que

{

n!
(Z% <<U,s whe) ¢ complato, pera B de Banach e UCE um aberto

nio vezio.Como tembdm , para F de Banach , com a PoA,, EIP@:.‘,K(U;F):
K3
&, (u;T).
Anologamente , para UCHE , aberto nio vazio , ¥ normade e £ ¢

BE&(U;}?) , entio f e ’gngCU;F) s¢ , e somente se , pars cada xe U

-

e nefl | %{' atr(x) e QL( B3¥) . Disso o da OBBERVAQIO 5.5

tenos que para b holomorficamente infratonelado e k- —S5DPAGO &

s

¥ de Bonasch com a P.A. , entdo };?éf(U;F) = a’gC(U;F)f Como tombém,

o #
para ¥ de Bansch , (_&IK( ) ... ) & completo,
Vamos agors enuncisy e provar o resulbtade principal para

aplicagdes holomorfas compsctas e mplicag¢des S-holomorfas b-com-

5,8 TEOREMA a2) Seja E holomorficamenbte infratonelado e.k-
espoco. Intio para todo F de Lunach, (%K(E;F ,TWS) & isomor-
fo slgebricamente e topologicamente a (%(E),TU}S) EF ., Ainda
mais , paras um subconjunto aberto nio vazio U de ¥ ,
(%K(U;F), '?jms) & isomorfo algebricamente e topolomicamente a
(%(U)ﬂ;’ms)ﬁ F_, para todo F de Banach,.

) Seja E qualquer. Entio ( %SK(E3F): T ose) ¢ isomorfo algebri-

camente e topologicamente a ( %S(E), T YEF , pars tode F

wEe
de Banach, Ainda mais , para um subconjunto abertoc nio vazioc U de



e L e

DR ¢ gféﬁ{(ﬁ;i}‘), "{,m ) ¢ isomorfo algebricamente e topologica-

4y
mente a { ﬁsﬁﬂ), T, qe)& ¥, para todo P de Bansch.

5 o,
A provs deste teooremua segue do proximo lema:

5,9 ILEHA 1) Pera B holomorficemente infratonelado e k-espsco s
F de Bensch e fe o (E;F) , 840 equivalentes:

a) © e 6, (5;7).

b) 2 aplicacio I*: (%(5’), Ty) —> (F(®), Tyt » defing

dn por £¥g)(x) = (g o £)(x) , para g € 36(¥) e xe U & continus.

c) f“:fii‘c s (AR, ¥ v’ & continua.

a) fl‘:“ﬁ“s ($(Ey, T Tyl e compacta.

e) pers todo nell e x e B, a splicagio
( W‘f( NP IET — (;)(nlﬂ‘)s & compacha.

2) Sejam B qualquer e F de Bonsch.. Para f ¢ %5(.3551% s@o egqul -
valentes: |

a) f¢ %SK(E;F)’

b) f*:(%('ﬁ‘), 'KO) . (E%S(E), "Cwse) & continus,

c) f*':i'"; SR——— ¢ f@g(fﬂ), ?:wse) & continua.

a) £ 5 (S (), ¥ D

e} psra todo nell e xe E, a aplicagro

b~conpacta .

[

n |'“l

{ %ﬁgnfﬂx))* :I ey @ & b-compocti.

FProva : 1) a—»b . Seja p uma seminorms 'twsuconti'nua am ‘c?@)(}'ﬁ),
K-E portsdz por algum XCE compacto e BCE limitado. Logo, dado

€30 , existe c(€) >0, tal que

p(£) & (L) sup I £ , para toda f € %(E). For
x e K+E8 : .



el

2) , pora algums viziphanga V = U + X, de X, (onde U & vizinh-n

¢a do zero em Z), £(V) = L ¢ compacto em I, Como B & limitado ,
pxls te.fDB v O tal que f}BBi:U . Portonto , para algum= consten
ta 0(9}5) b Og

(¥ (g)) & o(FPy) sup

x € K+,

L (g o £)(x)] ¢ of PB) el

‘I‘
no
nars todn g € g@(x,, que mostra o continuidsde de © .

s ( (1), T,

4 # . - . or o
b)w%ﬁc) & ohbvio s esce Jdue i 57-:_5';]_3_(;;1(;3;_3 W :.t;_f’(3

e : v s p
definida vor , Y{I) = T, para T € P e continua.

I

c)~m>d) . O conjunto B { Ye F),qug l} & compachto em F; . Por

¢}, £¥(B) & compactc e logo precompzcto em (gg(E), Tlus} . Isto

s . [
ignifica gue £* & compactz na origem , logo,compacta,

d)—ve). FYors crda nell & xe® , a aplicagisc
: ( é’%(}a)ﬁ’t’w ) > @(n;éa‘;)s , definida por P (g) = %—[ﬁng(x)
par: g € f@{ﬂ), é linear e continua . Como ( §d e(x)) = P oo £*

AT .
e £ & compacta, segue que ( ld f(x)) e compacta.

¢ Jsi ). Desde que (_%?énf(xj)gé compacts, segue da PROPOSIGAO

5.% 1) , gue -%1dnf(x) e compacta , para todo ne N e x ¢ E. Logo,

da PROPOSIGIO 5.6 1), segue que f e §6,.(1;¥),
A prova de 2) é anfilopa & de 1) , usando as PROPOBIGUES
5.3 2) e 5.6 2)., Q.E.D.
5,10 OBESERVAGAC : Do LEMA anterior e da OBSLRVAGAO 5.7 2) , te-
mos o segulnte resultade:
1} 8ejsm E holomorficamente infratonelado e k-espago, U um

subconjunto aberto nfo vazio de E , F de Banach e [ e 3@(U;F



Ton

5o eguivilentes:
a) feBO%K(U;}?).
b) £7:( gf?{ft?), 'Efg)
¢) fsﬁff"‘i M(%&U) T S} ¢ continua.
> ($B(U), ¥ ) & compucta,

e mf:»

— %(U),tms) é continua,

d) _E_ ﬁ
e} para tode neéll e xeU , = aplicagio

( “I‘!& £ () f“ m"’@(nm & compacta.

2) Bejam £ gualguer , U um subconjunto -:;b.erto nigo vazioc de B , P
de Banzch e f & §ﬁ (U393, Bio equiValenﬁeéz
a) £ e %w‘(U?:}.
?)f*(i%()?‘:’; S 86 4(U), T,
a) £%: . > ( “%S(U)g’fwse) & continuam,
a3 i‘*:i"‘; 3 Bgf?ps(if}, zwse} & b-—c:ompaci:za.

e) pars tode nefre xeU , 2 aplicagio

( LgneGo ) ow

- r'd
) & continua.

> @b(ni‘l)s e b-compacta,

s

A a ¢ baseada at T .
L prova € baseada no fato que T _ ¢ T o e T .o & 't’wge

Prova do TEOREMA 5,8 1), Pelo IEMA 5.9 1) a aplicagfo fi—op £7
para £ s(ﬁK(E;F),'ENS} em ($B(%), U, ) EF & bem definida e 1i
near, £ injetora pois »’ separs pontos de F. E sobrejetors , pois
se T € (%(Eﬁ),?ﬁws) £F , entio T e (¥b(E), ’60) §F , e logo, da

PROPOSICEO 1.1 de Aron e Schottenloher (1) , existe f e ﬂeg(E;F),

tal que £* = T, Desde gue T ¢  continua , segue do LEMA 5.9 1) que
£ Q%K(Es‘}?)‘ Resta mostrar que este isomorfismo & topoldgico. Se
Jja K um subconjunto compacto equilibrade de E , BCE limitzdo e

sbsolutamente convexo e (o )n o € Cg ., Segue pelo teorema de



-]

Hehn-Bonzch , gue para g§§§gﬁiﬂ;ﬁ s entao

swpi%& ﬁng(Q)q s ne K } { B se, e somente se

! | K+d B

sup gﬁ}_.&“(g“?)(@)g . neli, $er, E*PHSI} < E.
n! K+JnB

. B, , . .
Come 2 topologis ?ﬁu em é@F{';F) e pereda por todss as seminor

(

' . 1 2
mes do Hipo supﬂtg_dﬂggo)”

; vod B 3 ned } , Para g &
Ilv f\.“‘i“ -rl

g%K(E;F} (OREERVACAC 1.75) e desde gue ns seminormas

_sup§1ii}§n(g*‘?}(6) ; nE ﬁ',“?eﬂiﬂ?ﬂgl } , deter-
HE

I?+& B
Y
minam 2 ftopolegia enm (ggiﬁ)§tujc)51? , Segue gue este isomorfis-—
F
mo & topoldaico.
D2 QRSERVAGEO 5.10 a aplicagfio L3 L%, pare fg (§@{(U;F);§mﬁ)

em (gg(ﬁ}gﬁ

- et s . £4 . R
) EF € bem definide e linear. © sobrejetora e inje

to 5
tora pelos mesmos srpumentos usados ppra a topologia tlnga Da de
- - - - - > - Ll .
fini¢io da T , Segue gue este isomorfismo e Topologico.

o 5
2) Do LEMA 5.9 2) » eplicagio Frpf® | para f &
(Fo_, (2, Tooo) em (o (8),%  _ VEF & vem derinida , line-
JEP

entfo T e { b (1), '?:Oe) £ F e logo da PROPOSICIO 4,5 , existe
hod

= Tt et o T oan eI R R S Nk e UL B

ar e injetors. £ sobrejetora, pols se T € ( g%b(f)*‘ﬁuuse

f e g@S(E;F , tal que £%* = T, Desde gque T e continua, segue do

LEMA 5.9 2) que f € Moo, (8;F). Dz PROFOSICAO 1,74 segue ussndo o
. o~ ’ .

mesmo argumento do item 1) que este isomorfismo e topologico.

Da OBSERVAQXO 5.10 & aplicagio f——f" , para £ ¢

( iggﬂiU;Eﬂ,’qmsa) em { ﬁgS(UJ, T%ose)E‘F ¢ bem definida, linear

e injetora. £ sobrejetors devido 3 PROPOSICAO 4.5, Da definigso

. + -,
da ‘tG}S@ , sezue que este isomorfismo e topologico. R.E,.D.
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Veremos agora resultados sobre a2 sderencia do produto

tensorisl ﬁ%(U} P en é@(U;?) , para as topologime T e

wg

o rr el g o o 3 ) ':.' ) | T;‘ " L8 Ty
ws ¢ a8 relagbes com 2 P.i. para B e para (%(U;,(ﬁw Y e

[0

( ﬁ%(ﬁ“,ﬁf wg ) Eimulteine.mente, veremos a sderfncia do produto

ensorial ﬁga(U) @& I enm &gq(U ;%) , pora as topologims ¥

wae
a © . Hesultsdos nesse sentido s2o obitidos do TEQOREMA 5,8

co 28
5,11 COROLARIO , 1) Sejs ¥ de Benach. Bntdoc £ tem n P.A., se, e
somente se, para todo F holomorficamente infratonelsdo e k-espa-
co gg(F) @ E e denso em ( §@~(ﬂ;n: u_}S)‘,,

2) Seja ¥ de Bansch. Entio E tem a2 P.A. se, e somente se, para

todo # , &%S(EJ @ E & denso em ( ﬁ%p? ey, avse)‘

Z3) Beds E holomorficasmente infratonelasdo e k~e S5puch. Entro

( ﬁ%(ﬁﬁ¢(t S) tem = P.A. se, e somente se , poara todo F de Bano-
. gi%(i;) ® F é denso em (% ;(1"3;15‘), ws)‘

4) Para qualqguer B ( é@c(”) wag/) tem @ P.A. se, e somente =

&%S(E) @ F & denso em ( &%Sg(ﬁ;r),f

Banach,

o

ars htod +
wae) 0 pars todo T de
5) Segjsm B holomorficamente infratonelado e k-espsgo,e U um sub-
conjunto aberto ndo vszio de E. Entdo (é%’(U)s?anS) tem a P,A.

g g ba k) P ﬁ@ . 1 > -
sey & somenbe se, para todo ¥ de Banach (U) @ F & denso em
(6, (030),7T ).

&) Bejam B gquslquer e U um subconjunto aberto nio vazio de E,

oS

Entao ('§@S(U),?inse) tem & P.A. se, e somente se, para todo F
de Banszch , %S(U) © 7 ¢ denso em (%SK(U;F),Z’ Y.

W 5e

Prova: 1) Seja E com a P,A, Entdo para todo G localmente convexo



B30 4 R 3 T et - T
seperado, £ @ G e denso em EEG, {PROPOSICAC %.5 b)). Tomando
= 6%{1“‘% ) , pure £ como no enunciszdo, tenos

(ﬁo(i_%‘).;ﬁws} @_Ej & denso em (‘g{‘) @)’Z‘ws) EE = ( fé“(v E) s)‘

Heciprocomente, se nera fodo F holomorficumente infrotonelsdo e

kegspico (gé {FJ, ‘Z’ ) o B e denso em ( %K(F;E)’

wg) s €I~

thio 18to  tewmbém vale pars tods P de Bencch. Contudo poras e F
de Banoch (t{“ﬂ (1*‘,::.}1 (.US) (%K(J s5), T, )( Wé s topologia
de Nechbin). Logo do TEOREMA 4,1 de Aron e Schotbenloher (1)
sepue o resultado.

2) A prova & como em 1) , ussndo o Teto gue parz K e F de Banoch

Cobgsm), v, ) = (B @EiE), T,

WIEg
37 Suponhsmos que (E%(EEZ), "C’wﬁ_ ) tem a P,a, . Logo, pora todo F
de E.nwch, ¥ (B) @ F & denso en (o (8),T _)gPF (PROPUSIGLO
e

2,5 ¢)), aque & isomorfo o (E%-F(m,f‘) T welr Jef = suficiénecia de

wa

I . . P | e%T -
“3.4 reciprocz  gepune imedistasmente do TECGHEMA 5.8 e do fato que

nas condigdes dadas (% (E?),?fws) & completo.

4), 5) e &) seguen anslogamente & 3) , usando o TEOREMA 5.8 e os
fatos q_ue-(%(ﬁ),'ﬁmq), ( %S(E), Coge) © ( -‘%S(U)’?"ms@) 870
completos, (OBBERVACIQ 1,38, PROFOBICAO 1.%76 e PROPCSICAO 1.37,
regpectivamente. ). Q. E. D,

Ainda sobre a P.d. , temos a seguinte proposigio , gue
tambeém e valida para UCE aberto equilibrado.
5.12 PROPOSIQEC a) (¥ (8),% ) tem a P.A. se, e somente se

para todo ne W, . @(nb) tem u P.d..

) (%S(E}, wwe) tem o P.i. se, € somente se , para Todo ne N,
[



..

\} 1!_/1"-‘".t L E :

g b(' By tem a P,d,,

¢) (FO(E),T__) tem » P.A. se, e somente se , para todo nef
@(%) tew o P.A,.

q) (2‘?‘@0(’ 1,7, se) tem o P.A. se, e somente se , para todo n et

g A T e Ty
G:)}.\ ( A ) s CEW B e,
Tt wlt

Provo: Paprs cads ne B, sejanm P (2l (), 7T

P f21
LLF 2

o) £ — l :ﬂ el O ;o ey ~
P (5) = 548%5(0) 5 B %g,ﬁ)?tms)www& L}S , P_(£)

- % &0 (0) 5 (b (), T, ) M@b(%)s VP (2)= 4 5%0(0);

NIQNEHN S pum— CC.T> SRS ¢ IR 1 LT

Pp () -
= GD 2 e 13’ (%ﬁ (#)) = (‘? (%5, Assim (}?(nﬁj)s tem suplementar
topoldsico em (ﬁ@(:ﬁ T s) e en (ﬁ%(ﬁﬁ,?ﬁ;s)‘(cwmc tamben

— - . s
fm ocads caso, Foe 1.1.1'19-’33“' e continua . Pﬂ 0 Pn, =

@ B et rn ] - 112 3 TR /e’:-" 1 = y N ™

b( L)S tem suplementar topoldgico em (‘%g8<“)’?ause) e em

{ %S(}i‘?), Ymc'e))ﬂ Dezses fatos, temos as suficifnciss de cads um
g f)

=

dos casos da PRCPOSICIO,

. . G‘) Il'r; ” N 2 . . - T 4 ‘:C C

a) Suponhamos que ("E), tem a P.4, , para cada nell, Beja

(8‘?@(;%3),?5 ) compacto absolutamente convexo , £ >0 e p ums se-
w 3

. - §% = C e
minorna zwﬂwcontlnu&z en (£). Vemos mostrar iniciaslmente que
[
existe Mell +tal que

1 A
p( £ - t 2 aPr (o)) < £ , para toda £ ¢ X .

n=0 n!
Como X ¢ compacto, loga, precompacto , existe Y = {fl""fj} em
A tul que para reXe €y 0, existe £; € Y tal que
pl{f - fi)( EZE.IOu seja,
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) o8
p(f ~ £, = }:

compreto equilitrede , B € F limitado equilibrado e (ci.ﬁ);a_oe .,

| &% - 2000 ¢ £/5 , pars ECE

(PROFOBICIC 1.2 de Bianchini, Zsine, Paques (1)),

Pora czds 7, € Y , existe F& e W {i=1,..,3) , tel que

i
B
- 1l zn : 5 : . »
E’-"“:fi - 2 dPr (0 ¢ €73 0 Se M = max M, , entdo
_ n=0  nl * 1¢i¢3 1
para Lods f, € Y,
I )
p(f. - 7 L 8% (0N < E/3 . Logo, pars csda fe X,
* n=0 ot *
] N
1 an n i%n
(r - s d (o) & plf -~ £.) + p(f; ~ ZIE Zanr. (O
p ;; - ) 4 b i)+ plfy 5 . (0))

Loms
i

v p( L 3%~ £.5(0) . ‘
T nzzf; 1t + )< E

Desde gue @Cnfﬂ)g tem a Pod, , para czda n =0,1,,.,M , existe

roe ! 6 P Ve G)(HLEI)S tal que

p( @n(~%3é”f(o> ) - %Ténf(o)) < £ /(1+1) , para toda T e L ;

. T . ha
angul usamos o fato que 'Zws induz a topologia ?:s e G)( B) e

que I’n('l?) & compacto e absolutamente convexo em cada Ga(nﬁ)s,

Definimos T :( &b (2), Tn) ——y ( %(E),'ﬁ’ws) por

M e
T{r) = T ( idnf((})) . T & linear , continua e
g I I}.I .

o #o(E)) tem dimensfo finita., Além disso, para f ¢ X,
A, M

p(P(£) ~ £) ¢ p(0(£) - 2 =ad%(0)) + p( §_ £a%(0) -r)
n=0 n! n=0 n!



D
L M

€ ): p(T (= §Re(0y)- L E&Rr(0) )+ p( 2_,_ _1_ d"r(0) -~ £ )¢ 2€.
- n=0 n! ni n=0 n!

b) 4 prova e andloga & do item a ), usando a PROPOSICAO 1.3% e
o fato gue T induz em @ (nE) s topologin T , para cads
wge b 8

ne b, |

c) SBuponhamog que (“E)_ tem a P,A, , pora cada n ell, Seja
L C(#H), T_ o) compacto obsolutamente convexo , €30 e p €
SNC( é%( J. Desde gqus ?’ms & 'Ew em %(E) , eXiste

CJOS 5

M e (por a)) tal que
b

p{f - [O md B0 ¢ £ , para todz £e X .
n=

n’
- Il a3 oo 3
Desde que @ ( L) tem & FP,4. , paraz cadan=0,1,.., M1, existe

Tn € (G) (uM] ,) o @( tsl gue
p( T ( 58%(0)) - H&%)) < E/(1) , para tods £ e L

: . N .
sgui , usamos o fato que ?f o s induz em G)( L) a topologia 'Zs

e que I’n('XI) & compacto sbsolutamente zonvexo em Gj(n“ . Derfi
mindo T i ($6(8),¥ ) (Ho®),%_ ) vor
M
T{f) = Z ( dn“((})) , bemos que
n=0

T e€ ":% (E)s’tmsi & (%(E),?"ms) . Logo, como em a) ,

p{T{f) ~ £) & 2%, para toda £ em X , temos que (& (E},'\Cmsl
tem o Pe A&»
d) 4 prova de necessidade de 4) segue o mesmo raciocinioc de ¢)

tos que T 4T v induz em 6 (P&
usando :\as.fa.to»a que T_ . $C .. egque € induz em b( ),
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a Lopologmin T . spara cadua ne ll . Q,8.D,

\

ERVACAD No OBSERVACEO 4,12 édo g,.-:r)li nlo 4, obtivemos

7

513

,.4

para & quase-comnleto , que (%S(E), (Eoe) tem o P.i, Se¢, © S0-
mente ce, pars cada neli , ( @b(n'ﬁ})g ?‘-',oe) tem a4 P.Ad.. Uszando a

+ - Ty 5 ok e -
mesma prova do item b) da PROPOSICIO 5,12 , desde que

T4 y obtemos pars B gunlquer,que (E’}Q@S(Eﬂ}, T

ag U Bg O

tem a P.A. se, e somente se, para coda ne B, ( Qb(n}'ﬁ), ’Coe)
tem & P.A. ( como tambdm , para UCE wverto equilibrade,

£

(%gw?, ¥ ,.) tem a F.A, se, e somente se, para cads néell ,
( @ (Ii ..... toe) tem i :Ejoj o:)«

Veremos agors resultados sobre a aderéncia de %(”"‘ @ F

em (#6(U;F), T _ ), ne t, como tawbem , sobre = aderéncia de

ns
%SEU) ® F en (%S-(U;E‘)_,_ ﬂcnse)’ bem como ocutros resulitados
pare as topologizs T e T . Nesse sentido também obtere-
* > @wSe wse

moS5 resultados para as splicagoes S-holonmorfas de tipos nuclenr

e conmpueto,

Dizemos gue um espago de Banach ¥ tem & propriedsde de
sproximacio limitada (P, 4.5, ) se existe My O, tal que ara to
o & s 1

- R " _"'I
do K C F compzcto ¢ €30 , existe uma aplicagio Te F @ F de

norms & M, tal que ﬂ ™z) - z ﬂ <tE, para todo =z e XK.

4

5,14 TEOREMA 1) Bejs ¥ de Banach com a P.A..

a) Se E € holomorficamente infratonelado e k-gspago , entlo
para todo nell e UCE aberto ndo vaezio, W eré (ﬁnswﬁenso
em é’@n(u;}_«"‘), iinda mais, H(U) @ F é T _ .-denso em %G(U;F) =



bl Segjem & gualquer e U C E um aberto nio vazio , entio para %o

do ng # %M(U) O T e T ... -tenso em %,1 (U s P, Ainda

¥ P - i T I - o1
mals, ﬁﬁﬁggﬂ g fe ¢ . -denso em ‘&ESC(U,B) = &%gK(U,E

2) Beda F de Dansch com a PoA L.,
) Se E e holomorficamente infratonelsdo e k~espaco ,entio PATe
todeo U C B shoerto ndo vazio, @@(U) @7 e 'Ekusmd@ﬂse em

& 0wy = B (usm).
b) Sejem E qualguer ¢ UCE aberto nfo vazio, entio é@}S(U) & F

s ] £ 1 - =0 - f{‘),. S
& T po-denso en g, (U5T) (U5,
Y
A prova deste teorema segue do proximo  lems

5,15 LEMA 1) Sejam B halomoriicaménte infratonelsdo e k-espugo
e ¥ de Donnsch com a.P.A,¢_Se e éﬁh(U;P , EC U & compacto e
BCE & limitsdo entio

1 o= % 2 éjf(x)(y). ixe K, ye Be j 5n,} & relativamente

+

3
compacto em .
”

2) Bejam B qualquer e F de %naah. Be f ¢ éggn(U;F) , KCU =&

compncto estrite 2 B e GBE tal que K UT\EB e é'compacto em

Ey entao

I = { L8Ir)ly) 5 x¢K, ye Be jg‘n} é relativamente
jt

compacto em F.

+ . A u
Provi: 1) £ suficiente mostrar que toda sequenciz da forma

1 a4 A . .
C—;idJi(Xm)(ym)) gll tem umz subsequencia convergente em F,

onde x € K, yo€ B, m=l,..., e J¢n . Desde gque a aplicagio



A

. 145 63 P - P .
% & 1 e 3ﬁq3f(x) € (JQ;E)G e continua, existe uma sub-
i : o

o Ky P o a4 1 294
rede de { ﬁjjd‘-_i(&m)) el convergindo pora 3}(1‘—}1 (XO) em

@CJM’ o+ Da hipotese %-«!&Jf(xo) € GDC(JE;F) = G)K £35)

o - l iy s ™ * .
(OBEEKVAGAC 5.5) . Togo , qudai (XO}(L‘-) e relativamente compa~

by < s Em 9 n 3
eto em ¥ e aszim podemos obter uma subsequencia de

145 oo ,
P ti i 3 " "y T %
{ 3 4 WL(xm)(;,m))mml convergente em F.
- ” £ A - - .
2) A prove  de Z) e cnéloga a de 1) , usando os Fatos gue a apli

cogfo  we UN Eg—> mifﬂg‘jf(}c) ¢ & (JE;}?)S ¢ continuz , para B €

@ }3 & qi’}-e GD C( __;,,_!_i C. @Y,("} ‘v (I’?CiJOuTQ O 5 3.) Q.Lt JJ.

Proys do TEOREMA 5,14 1)a) Bejam f € B%Sﬁ(U;ﬁ‘) , RCU compacto,

BCE limitsdo e £Y0 gunlquer. Pelo LEMA 5,15 1)

L o= {.3%&35(;;)(3) s xe K, yeB , jén}é relativamente com

pocty enm F. Seja T € F3® Fotal gue [ T(z) zll < £, para todo

z¢€ L. Suponhamos gque
m
Ply) = El q?i(}f)fi i ¢ i € 7, fi e P, i=l,..,m ., Entao
}-m

aup | 28200 - Lo Dol s xex, ien]-
J’ dJe

sup {l«j& Sy - (2 EeeOGY| , xex, yeB, jsn}<ﬁ,
31 W

Como T o f E%(U) @ F , temos a fungso procurada ,

b) 4 provs 6 sniloga usande o LEMA 5,15 2).

2) a) Sejam T € ?%C(U;E’) e p ums seminorma '?.'ws-coni;fnua em
%(U;}E') , K~B portada, pora algum KCU compacto e BCE limitado.



Da desicunldade de Csuchy , existe by» O, tal gue
n X € K B <

Como p & E-B portuda , dado % = L/2b » 0, existe c(§)%0 %1

que

[ ]
ple) ¢ o®) ) §%oup | Ed%G)] , para toda
M=t xeK " @} B

£ T8 ey - . s .2 . :
g € %U};i‘)a Pors o tomado, s serie acims converge . Portznto

dado £¥0 , existe J€ W tal que

(B+1) ef) fi BUp " L dmi‘(x)“ 1‘5( E/n , onde M &

m=dJ x e X m!
o que ocorre na definicio de PoA.L..
Pels parte 1)a) podemos encontrar ums xip}.j_c-m@)a T ek @ i de nor

ma & M tal que

o(8) ; 57 sup | = dcGo0) - 23T o £)G0 B{E/E.

xe Il m! m!
Assim .
3
p(f - T o £34 c(b) Z: ™ sup lmd( aTof)(:{)H +
m=0 x €& K B

+ ¢(§) Z: ™ sup “—wjﬁ" amr(x) - “3:-‘2‘1}“(@ o f)(:}’;)ﬂB £

m=d xe K mt m?

(e8]
CEve® 1o e f|Ziecol, v Iel Lol }
ad m } B

x& kR
£E/2 + c(8) Z §E(H+1)  sup ﬂ L amf(}t) " L €.
m=d ze K % ml B

Como T o £ € ¥(U) @ F , segne o TEOREMA,

b} A prova & an:ﬁlogg;ﬁ y usando a def inigio de funczo S-holomorfia



i
& 0 N{‘i}{f?m l)b)‘ Q‘E‘D’

5.16  OBEPRVAGRO im 2)a) do TEOREMA 5.14 , vimos que gusndo P

AN

Ty

¢ de Bunsch com a Po4.L, , B satisfuz ss condicdes enuncindss
e U =5, entdo F0(8) @7 & T g denso em o o(E;F)= %K(E;}?),
Contudo esge resuliado Jf foi obtido do TEOHENA 5,8 w) , para T
de Donsch com a Foi, o De fato, pora # de Dansch com a PLA,

ey o 7 6 denso en %au) [OWPORE (%v LW ) (Co-

uJS

&
ROLARIOC 5,11 1}). Veremos, cgora unm, teorema que mostra que aindsz

g ™ o bl - - a
no cazse U = £, B gusloguer e F nommndo 'é% (E) @ F e twp-—a.en«-
]

so en b (E;7),

L

5,017 TROHENA  Psrs ¥ gunlguer e X

normidoe tenmos:

1y e g . o)y e - ?@c(:;ms

tw%&} YWSG

2y B or

It
&=
o
-
L
RS
b
b
o
3
P
s
v
L

wa@ rrwS@

3) oy (m T

1l
&N
s
o
=)
o
=
b
i
&N
ol
utii
b
~rt

ﬁ‘@ob(;ﬂ_ﬂ‘)ﬂ%nb(“,ﬁ s, onde a {:dergg;'
cia & om  (#b g, (B;F) ) (DEPINICIO 2.42).

T

gy
T
w
&
N
&
S
@
ko

Ne
[ ; = R WY ko
1),2) e %) valenm tambem para U C B aberto equilibrado.

Prove: 1) Vamos mostrar que %C.L:) @F & Z' gz—denso em %C(*:’?
¢ resultade para a 'Cms segue diretamente disso. Sejam f €
'JP@)C(E;F) . p e suc(¥o(E;m), T ) e €90 . Pelo LEMA 1.4 ds Bi

anchini, Zsine, Pagques (1) , a série de Taylor de f em O conver-



B

ge pare I na topologd: T g 388 im pera alpum Meil |,

oy
i
p(r - ) &%) cEse.
n=0 n!
dagde gque Z&ug induz a topologis ’Kq em 63(n s F) , para cads
n=0,1,..,M , existbe Fnea GD(ﬁE) & ¥ tal gue M
. 1 4an, B o . =
p(P -~ =ad"0(0))¢ & /2(B+1) . Logo , p(f - g@ PY<t,
2) A prove de 2) serue como em 1) , usando a2 PROPOSICIO 1.32 e o
fato que ’Ehqu indugz emn 63 ("E:7) 2 top@lo """" T »
2} Bejem g §éSC(E;F) & P € 5mc(éﬁﬁs BiF), Z;Jse) . Como em 2)
dado €30 , existe M ¢ H tul que
H
p(f -~ ) =8%(0) )¢ E/2 .
' n=0 n!
] X 8} 1 fi - (o ) n'_g‘- ]
Desde que T . induz a topologis Yig em Gjb( E3F) e

Eﬁ%nf(ﬂ) & Gabc(nE;F) s pare cada n=0,1,..,HM, existe P €
n!

2, (PB;8) a1 que (P, - £ 570(0)) ¢ E/2(is1).
M - _ M
Como }:_‘ Pn & bf(L;F)C 'dP{oSC(b) O P e p(f - Z Pn)/\s R
n=0 n=0
sepue 3J,
4) B f ¢ gggb(E;F) 0 é@SC(E;F) , Sepue da DEFINICAO 2.42 a) que
a série de Poylor de £ em O , converge pars f em
(aeﬁ%(zf:;ﬁ}, T.) . Logo , se p € BNG( %Sb(lﬁ;?), T ), existe
Me ® , tal que

M
ple - ) Lgfe(on¢ €s2.

n=0 ﬁ!

Desde que —%1§nf(0) € G}bc(nE;F) , para cada an,l,,.,M, exiate



o e

Pn € GD (n 5 @ F otal que p(.’i’?n - 5%% s8r(0)) « £ /2(M+1) . Como
M M
£ - Py E e 03 B ji§ i)
ﬁ( I'J_;'O n) e £ Pﬂ c Pb( JeF C%Sb(ﬁ) e &,

temos 4}, _

i L T T £ oo T . .
5) Bejam f e %%}(M,ﬁ) s D€ uz\,{}(g‘eo SN(I:,,LI), ’i‘Ne) e &0 . Ia
PROFOSICAO 2.30 , =2 série de Toylor de f em O converge para f

na topologia EZ"’L! , assim para algum Mg B |

M
p( £ -

n=0 nl

i =

§fr(o)yetyse,

-

Degde que TEZ'@ induz a topologia nuclear em @bNCHE;F)

cada n=0,1,..,M , existe P € (;) Yy, b8l que

p(P, - +8%0(0)) < €/2011) . Como Igo p e (5 C
M '
%SE(E} e plf - 2:0 F y<£ B , segue 5)., Q.E.U
’ n=

A partir dos resultados dos TEOREMAS 5,14 e b 17, voenos
agpora obter o completamento de (%S(U) T ) @ Foem
{ ?%S(U;:J), T ) , psra as diferentes topologiss ¥ usadas nes-
te capitulo. Em seguids veremos tambem o completamento de
(ﬁ%S(U;F),'Z}@EG emn ('geo (U; '®G) T ), psra F e G d2 Bana-
ch, O caso continuo serd estudado no final,
5,18 TECREMA Bejam E qualquer e P de Banach.
a) Para todo UCE aberte ndo vazio , %SC(U;F) pode ser imerso
? o - o 5
en £o(F,, (H(0), T,  Ne entTo en do (F, , (1,7 .0
b} Parz todo U E aberte equilibrado, (%SC(U;F), sze) induz -

a topoloriz £ no produto tensorinl (%S(U), Ewsej @F .



iy

Consequentemente , do TEOREMA 5.17 2) , temos que se UC B & un

eberto equilibrade e ¥ & Qe Bansch , entfo
. A 3 L
C%}d(g)"?wsej @ta % ( %SC(UiJ‘)‘! ’twse)‘

. # T .
Purz o provae deste teoremn e neceésgario o segulnte:

5.19 LEMA . Belem £ g %ﬁC(U;F> , ¥ de Banuch 4 KECU compicto
peirito & B € (3;; tal gue K C UﬁEB e & compacto em LIB . Intso

exicte € % O, t21 gue o conjunto

I o= {5“— ,,}_:_lﬁnf(}()(y) ; xeHK , yeBence E\E}
n'

# . .
¢ relativamente compacto em F .

Prova : Sejsm K e B como no enunciado. Da desipusldade de Cauchy

existe ¢ >0 , tal gue

}l/h, < o .

lim sup -Suﬁ' ”#}yénf(x) _
n %e K nt B

Se £ = 1/2c , entio E™ sup

.E,gnf(x}“ (%) 0 , guando
: xe K '

ey
b} B

L . o £ . o
Mmoo o DE]E (zk)k uma, Sequéncla em L.og un numero infinito de

7y € {Eﬁ, .,Jz.tgnf(x)(yJ ; xeK , yeB]
ot

pars slgum n , entZo pelo LEMA 5.15 2) , existe um ponto limite,
Por outro lado , se existe alsumzs subsequéneia (Zk )

d
tal gue pars cada J

k- l ﬁ-k» ]
2, €1 &9 Z8ds(x)(y) 5 xeK, ye B},
3 k!

entfo por () , Zy —+ 0 5 qusndo n—sw ., Isto prova o LEMA
d



-85~

Prova o TRECOHEMY 5,18

a) Bejas T ﬁ’;{sc(mm"‘”“m"* i{)(i‘iﬁ , ( BQ@(.‘_('{E)Q'U

wse)) , definida por

T(e)(3)(x) = £(b)(x) = $(2(x)) , para fedo (U;F) , dele
x¢ U . Clopamente T(£)(¢) € BE@S(U) pare cada £ e @ .

T e injetors nois 33“} separz pontos de F . Hests mostrar que pare
cida T g ggpﬁC(U;Fj , T(f) e ¢ cntinuaa, Beja p ums seminorma K-RB

portada en §@3(U), {p.ra sigun KCU compacto estrito e }3?:@&

tal que K C U(’\E-,_ e & compacto em 1’33) , entao dzdo E0O , existe

c(E1% 0 tal que .
IO@
plg) ¢ clE) EO e™ sup “ié‘ngtxﬁ | , paTa to-
ne xe K n! B

an & € Gbg (U,
Sejr I e %,(}(U ), Pars algum v 0

Leneco |7 ¢

n.

lim sup sUp I
n xe K

Pelo LEMA 5,19 , se & = 1/4r , entdo o conjunto
(26)* LG, nell, xek, ye |
I N

+ . - £ [o T . .. . -
e relativamente compacto em F. Logo (1 (L))" e uma vizinhancga do

zero em F)c . Consequentemente , se ¢ 3 (T (T))°
05

o(h o £ ¢olE) é:@ 1 sup. Ii@(z&) -—i-ﬁnf(}{)ﬂg

P
Lc(®) )1

= 2 ¢(E) , que prova a).
n={ _

F\J[I"-‘
i

b) Desde que a topologla £ sobre o produto tensorial

(%S(U), tg}g@j@ P & a toopologia induzidsa por (%S(U-),?ﬁw YE F

se



~E5

o) : . -
& (7 o { f@t._.,(z;),‘zm@))g basta mostrar gue a aplicagso

9. ‘t?go o057 w«”*e} e (%Q\(U), (\chze)s ¥, definida no
{tem =) £ um isomorfismo tovoldzico sobre a imogem . Isto sepue

do fato que se KECU e compacto estrito equilibradeo ,Be @ﬁ &

s X -
0l oues KCUQE, 6 somnacto em By e { d g ¢ h
tol gue KCH y © e conpacto em Ep e { n)ﬂno > » entzo

rale teorems de Hshn-Dsnach , se £ g %SC(U ;& s
sup sup ‘ “ L §1¢(0) (Xj“ 41
n  xe¢ Km&n}i n!

se & somente se , pora todo § € F L, idj¢1

/
sup  sup h o “n(i(i‘;(f%))(o)(}*) H ¢ 1.
T n X&E{finB

wige

Desde que & topolopia T _  em 82@530({};1*‘) ¢ dada pels familin de

gewinormas da forma sup sup Il = “(O)(x) H {(PROPOSICEO
n  xek rel B n.

1.%4) | temos o resulitado.

Conseguentemente do TECREMa 5,17 2) e do fato que |

(%ﬁc(Uﬁ).’I%wse) g cozmpleto , para P de Bsnach e UCE aberto

eguilibrado(FPROFOSIGEO 2,39 ), temos que

(50030, T o) (H(0,7, ) 87 a5,

- ot
5,20 CORQLARIO Para UCE zherto equilibrado |, (%S(U)’ste>

tem 5 P, 4, se, e somente se ,

(o (T, IEF m (g (T ),

5154

para todo F de Banach,

¢ ’,
Prova: Desde que na hipotese dada %S(U) ®@F e ’wase..densg em

%;EC(U;F) , barn todo F de Banach , temos gue se



B

(o (0,7, 6T m (B (mm,T ),
entio ( ?@ ), ) tem s F.A..

Reciprocamente & imediato , devido ac TEOREMA 5,18 e a PROPOSICID
E’&B f)# Q‘E,B

- =

5,21 THECHEMA Bejam £ qualguer , I de Binsch e UC E um aberta
nio vezio. Entfo

a3) parz n=0,1,...., &gqﬁ(U;F) pode ser imerso em
217

L@, (Hywm, v )

nse
b) pars n=0,1,...,( & . (U;%), T ) induz = topologia & no
B nse
produtso tensorisl ( ﬁgﬁ(UJ, punoej © F . 41én disso s
{ ﬁéﬁC(U;F>*?%nse> induz a topologia € no produto tensorisl
’ I
(o (D, T _ der.
Consequentemente , pira I de Fﬂnﬂch com 2 FoA,

=f

R (g1, )8

2T o= (B0, T )ET

(&, (0;7),%

nse

pira tode ne W, e

ey _ e n T o
by (138, ¥ ) = (oo (U1, O (B (e,  IBF

2]

Prova , 2) Para cads nel , definimos a aplicacdo

7 o, (U3F) —— do (7, (8b5(0), T___)), por T(£)(§) G

nse
X Y % - r ?

= £ (¢) (x) = @(f(x)) , para f ¢ SHCD;F), felexel,

Claremente T(r)(¢) € g%S(U) , pira cada f e ¢ , T e injetora.

Restna mostrar gue pars czda f € ﬂgSH(U;F) , T(£) é continua.

Seja p € BuC(Fog(W, T _ ), deda por

nse



« G

. e A . ”‘“\1
plg) = sup - Jg(A;I
' xe K
jen
T q r H - 1 3 - 4
pAYE £ g’é{-\_(d) , onde KC U e compacto estrito e BG@F g tal
- ) = s - % - ey
que KC L}’ﬁLm e e conpacto em Ey . Sejun fe Bﬁ(U;:ﬂ). ¥elo LE-

Mi 5,15 2) , o conjunto
. -1 AHL . ,
L = im‘g}‘*‘;(}t)(y) s xe€eX , ye B, Jén}
¢ reletivemente compacto em ¥ . Loge (V(I)® & uma viszinhonga
,\'] ) i " s -
do zero em T . Consequentemente se $ e (VH(I))° |, entio

%ﬁﬁéofang -

p(T(£)(4)) = pldo £) = sup {

xe X 3!
Jen
= sup Hf#( ifaf(}:)) H < 1.
%€ K il 4B
J&n

’ e
Isto prova gue T{f) e continusz.

b)Como no TIEOREMA an;\.:erior . basta verificar que a aplicsgio
T:(.’\'ﬁ%ce (U;8), 7: )m--? cfog , ( %U(U) {Zn e)) definidn em
8) um  im omoril SO ‘to ,oloblco sobre a imsgem . Isto vem do
fato que se KCU & um compacto estrito e Be @E e tal que
KCUNE, e ¢ compacto emﬁ E, e fe %ﬁﬂ(U;E‘) , entic pele teore
m de Hahn-Bonsch . ‘

sup u ié‘jf(xjﬂ ¢ 1 . se,e somente se , para ¢< i
xe K4 ji B

: 2L g ) (x 1.
g1 e 5¢n , isz ujig (2(2)($2(x) HB ¢

Consequentemente , para F de Banach com a P.A., , segue do ToORD-

MA 5,14 1)b) e do fato que (%SHCU;F), Tnse) é completo, (FRO-



w2

POBIGIO 7.,40),
($og, (05, T ) n (EhW,

)3 ¥

nse nse’ % ?

para todo ne fl,

Aindz mals, desde gue {’ﬁéwC(U}F),’t wo) € completo (PROFPOBICH
s oS

2.40), sesue do TEOREMA 5.14 1)b) que pera F de RBansch com a P.d,

(500,00 BT = (Fog(ui?), T, ) « QE.D.

w He
5.22 OBSERVAGED 1) No caso de n=0 , a) e b) valem para F com o
propriedade que pora KUOF compacto, T(x) é compacto em F.Blsta
prove complets a prova da FROPOSICAIO 4.5,
j& foi obtido no TROREMA

2) 0 resultado pars & topologia T
* - - vo 86

5.8 b) , para F de Bansch , nz forma

(o (), ) o (Bogm,r  de T,
5,23 TECREMA Sejom E guslguer e I de Banach reflexivo.Entdo:
:ﬁ)ggSN(E;F) pode ser imerso en ib (F% . (§@Eﬁ4EQ,TNe)) , onde
F% indics F com a topologis de Mackey X (F), .
b)( é@SN(E;F),Tﬁe) induz a topologia & no produto tensorial
( Spu(E), 050 © P .
Consequentemente ,
T T ot I &

(o0, my) = (Bogy(m), 1) Q.
- . — 3 - ..
Prova: a) Seja T é@SN(E;ﬁ)*ﬂ—"“*¢ ib(E%,( @@SN(b),TNe)) definida
por T(E)(§)(x) = £¥($)(x) = $(£(x)) , pora £ e o (H;7) , ¢ e F
e x €E, Claramente T(£)($) € é%SN(E), para todz f e ¢ . Resta
mostrar que para cada £ e g&SN(E;F) , T{(f) & continua. Sej= p

umn seminorma continus em ( ﬂ%SN(E),TNe), entdo dado £3»0 , exis



G0~

te (B} vy 0, tal que

y para toda g €

o0
plg) <€) ) [I-%»gngw}u

n=0 # nt N,K+€R
%SH(ED’ onde KCE & compuacto estrito eguilibrasdo e B e @.}T

TITH

& tul que K C .LB & e’comp:&ac%:o en EB  (DEFINIGCAO 2.2R),
P S v e e . X ,
Beja fe ﬁSEQ.C.JfJ;.z") . Do DEFINICIC 2.28 2) , existe 5% 0, tal que

(=]

i 1 N 0 o . . o}
>_“ Img £(03 il oo o Pars este § e $e ¥
n=0 § nl KN, K88 <

H(% ﬂ S; -1 3 0}.*1"{3‘?0

i
() = p(po )< e®) L L ¢ (BRecon |
n=0 (Il n! N,K+8B
$o(s) ) ]ignﬁo)][ < o
n=0 I n! §,K+68
Desde gue ¥ & TGLlelVO , {¢ c B ]|c§> ﬂg_l} & una {rizinhzmga do

ZETO en LE*‘,;: , & a prova se completa.

b) Desde que 2 topolopia & sobre (%SE’J(E)’T}E@) ® F e a topolo

giz induzids por io (*’z; ; (%SN(E)’ To?)s brsta mostrar que
. ~ 3 )

a snlicacio T:(_%SN(L’F)’L > fg (F a(@@ oﬁ(E) ’TNQ))

- . ¢ 4 . -~ ] .
finida no item 2} ¢ um isomprfismo uO]C)OlO zico sgobre a imagem, Ig

to segue pelo teorems de Hahn-Banzch , como no TEOREMA 5.18 b)
uszndo a FRCPOSIGAC 2,32 ,

Consequentemente do TEOREMA 5,17 (5) e do fato gque
(§@ SN(E;F)stqe) ¢ completo, (FROPOSICIO 2.33), temos que

T T 3 > N
(80 (i), T ) (§o g (B), D) g7 . QD
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5,04  TEOREMA Bejem ¥ guslguer e # de Bunach.
} Papa todo U C E , aberto ndo vazio, % (U ) pode ser imerso

%(1?25(%3(:(17)a't)> , onde U ":‘Cwse ou Ntwsse *
b} Pars tode U C E, aberbte equilibrado , (;?@SC(U;F'), T) induz

3

? .
s topologia & no produte tensorial (J&SG(U)’ T )Y®F , onde

"E :'t: H ‘E:’
wse °% Ywae °

Consequentemente , para U C ¥ aberto eguilibrado ,

($oq, (1,7 0 w (o (0,7 DB F o

WS &
ke Fon Eal
(Fog, (U5, T ) n (Hhg (0,7 ) BT .
Prov ) Basta mostrar para a topologia € :?i)se . Seja
=) P L L.
LR E%) (U,‘E) 5 ;ﬂ;(ﬁ‘c;(%SC(U) <, )) . definida por -

L(f)(@)(x) = () (x) =&(£Gx)) , pora ¢ e Hog (U3F) , dePe
x € U, Cloramente T(£)($) « %SQQU), para toda £ e ¢ ., T & in-
jetors. 4 continuidade de TCi‘) segue como no TEOREMA 5.18 a),

b) A prova de b) também é analoga a de b) do TECREMa 5,18,
Consequentemente , pars UCE aberto equilibrado, segue do TEQORE

ML 5,17 (%) e dos fatos que (%SC(U;F),’E‘wse) e

(ﬁo (U F), T o) 880 completos » (PROPOSICIO 2, BO) » Que

(Fog (U1, T, ) = (Hg,(0,T, 08 o

LA

(Hose(TE) ¥ o) (Fog (0),% ) G F - Q.20
5,25 COROLARIO Beja UCE aberto equilibrado.Bntio
(?{QSCCU), (Ewse) tem a P.A. se , €& somente se, para todo F de

Bansch ,

(865, (U5F), T, ) & (Fog (1),Y_JEF .



e

et g

{éﬁ;m (U)??f ) tem z PuA. se, e somente se , para todo F de
e oo 5 _

Danzch,

(305, (UF), T o (o, (0,T_ .0 € T
Frove . Deode cue na hipéﬁese dada ‘ﬁéﬁ (U) @ F & %1u%c(?f oe)
~3eNBo em g%i#y ), para todo F de Bansch , bemos que se
T o . < Tf
(b, (0,7, DET m (g (55),%, )
§(§@Sc(g)gtmsejgir o3 ﬁéSC(Guﬂh Copaad)

entfo ( dog, (1), T, 0 ((¥bg (U),¥ . )) tem a P.A..

Reciprocsmente & imediato devido =zo TEOREMA 5,24 e a PROPO3ICIO

LaRSTS

2,5 £, Q. E. D
5.26 TEORENMA Sejam & qualquer e F de Banach reflexivo. Entao
(g (355), ) w da(m) ,(Fg (80,70,
onde W? indica T com a topologism de Mackey T (P ,TF).
5 fg(F% 2 { ﬁ&Sb(E),’ZS)) , definids

nor T(£) (@) (x) = 0% (§)(x) M*r(f(:v)) , para f € %Sb(ﬁ;"ﬁ'), b e ¥’
e x € B, Claramente T(£)(d) é‘f@ £) , para toda £f e . T é

Prova: bejs 1: §5m}kb r)

injetore. Hesta mostrar gue para cadsa fezéng(E;F) , T(f) & con~-
tinua e que T & sobrejetora., Seja p e SNC( f@éb(E), stj, dada
por

plgl) = sup “g(x)] , para toda g € g@Sb(E), onde
X € B

B CE & limitado. |
se £edfle, (BsF) e e ' ,$lel , entio

p(P(£)($)) = pl¢ o 1) = sup | ¢ (G ¢ sup, feG | < oo



o~ — . 3 . e \

Desde gue F e veflexivo , % #elfeihﬁﬂél,@ uma vizinbsnga do zeroc
3 . L

3 ET , Sezue 2 continuidnde de T(F).

geja 4 € i}@” » g@Sb(E),YfS». Para xelU , definimos a

Agorn,

v ~ n . ¥ - - s ’
aplicagfo linear £{x) em F' por £{x){$) = Ald) (x) . F{x) ¢ con-

. 5 ; o o

tinus en ﬂt-@ logo pelo Teorems de Mackey, f{x) e F. 4lém disso
como £ & fraczmente S-holomorfa , entfo f & S-holomorfa (PROPO

ke e LY 4 E,?{) g " " ; - . 4 2 e
SICID 1,27). Desds gue A{d) € oSb(a), segue que T(B) ¢ limita-
do em F , pora cada BCE limitado. Logo, f§g§@$b(ﬁ;ﬁ). Finsl -~
mente , como T(f) = 4 , segue que T & sobrejetora,
Pare completar a prova do teorors , resta mosirar gue _

AT '-‘".11 T .
iy (’@éo (B37), T )-~#HMM_9 £1(QE ,(éﬁsgb(E),'ta)} definida ~n-
& [

+ u < L -

teriormente , & um isomorfismo topologicoe . Isto segue diretamen

te do bteoremsz de Hshn-Binzch, polisg se f<2£&5 EsF) e BCE ¢ 1i~

mitado, entao sup. [r(x)fe 1, se,e somente se , para todo ¢€£Bﬁ
x € B - .
loled , sup 172G ¢1 . QE.D.
x¢ B

No cuzso de fungoes holomorfas , temos o seguinte:

.27 TECREMA . Sejaﬁ E holomorficamente infratonelado e k-egpa-
¢o, ¥ de Bansch ¢ UCE um aberto nio vazio. Entdo :
g} para n=0,1,.., §@n(U;F) pode ser imersc em
3

(m , (F ), ¥, )
b) para n=0,1,..., (Eﬁén(U§F>e T ,o) induz a topologia £ no
\pro&uto tensorial ( #6(U), ?:ns) & T .
Cmnseqaen%emente., ars B de Banasch com a P.A,

(‘f’@n{U;F), T, i %R(U), T g é\éF ,para n=0,1,...

ns



. - " I + 'y b . ——— -
Obmervacoas: A prove deste teoremn e anslope 2 do TEORENMA 5,21 .

e s e e I T
usando o LEMA 5.1%5 (1). Um teorema znilogo ao TEOREMA 5.18 DT
fun¢Ses nolomorfns nio a2z sentldo aqui, pois seriz necessdrio

; - £, T . - v
enlogny nag hinoteses I holomorficamente infratonelads e k-espuco

¢ ' de Bunsch com a P A, 4, obtendo

(oo, ) =8 (U, T, ) » (#H(),T Der,

s = v ) * = B . . -
pars UC# aberto equilidbrado , gue &€ um resultado ji obtido no

TEOREMA 5.8 a), O mesmo sconbece com a hopolozia © o
)

Veremos agora resultados sobre ( %S(U;F), ) @6{} s Dare
- ’ T P . - .
Fe Gde Banach , em ( %S{U;E‘ ®E G), T), onde T indica as dife
. . L . I T "y e il
ventes topologiss usadas neste capitulo , Pors = oo ° Te-
‘ .. P " s ) . . .
gsultades negse sentido Je foram obbidos no capitule 4. Jda  vimos
também , no capitulo 4 gue %%S(U;F) @ G esth condnicamente iwmep
) . ’
80 em ﬁoS(Usﬂ%G).

n .
Para n=0,1,...,00 , denotamos por %S (U5

oy

ge %S({}jl? @;é G) dsze aplicagbes S-holomorfasg

o

taig que para cadas xe U e Jn -%‘qgaf(x)

10 CNCERY P &G ;
sderdneia em (YE;F @ G)S . Desde que F @ e completo ,
£
Ay
temos que ( #bg(UsF

G
1 o €
gue (E% (U3 Gy, T ) & completo , pera n=0,1,.0.50 .

Sl
o

Y, T e) & completo, Isto vai scarretar

” o ~ .
Como tombem , ( & (U;F @ G), 'Zw <o) €& completo, para UCE aberto
gquilibrado,.
5,28 TEOREMA Sejam B qualguer , UC E aberto ndo vazio ,Fe G

de Banach.



-

1)8e G tem a P.A. , entlo

a)pirs codno ne0,3, ..., @O

Bl

n ~ ~
(Fogusm), T 0 g (FHgurgo, v

b) pars cada n € 6,

).

nge

( f@SH(U;F), ,\C:Ilse) %G ~ %SQ(U;F %& ©, T )

nse
e entip
pr A 7. T A v
(Fooe(Us),% ) §o (Fo (U8 86,7000
2) Be G tem = P.4,L,, entzo %S(U;F) QG e Tw so~ denso en

ot

Wy o A ) v £ o] o o
%ﬂ“{)’ﬂ @E‘\;) =) E,Eg} SC(U}i) @ G e (JUJSGW GENEO em %SC(U)G % G),

%) pars G qualquer e UC B sberto eguilibrado ,entdo

(%S(Uﬁ? @%a),?:‘ ) w0 (Hgu39), T se” é\?ea

wse

( %SG(UQF é G)a T

s Eas
i~ «
& wse) o (. %gc(UnI)a (’wse) @é(} *
. n e ’ .
Prove : 1)=2)Desde que ( (?‘@)S(J;.%j @EG), %nse) e completo, pars ca
da n=0,1,,..,00, bastn mostrar gue %S('U;F) @Ge T nee~ 4enso
I N op O - A
%S(U;Ef @éG) e que { @@S(Ugﬁ ®E, Gy, 7T

) induz a topologia

=

& nee

£ no pfoduto tensorial %S(U;F) @G .

n
Bejmm £ € %S(U;F @E G) , KCU compacto estrito , Be @E.’ tal
gue KC.UHEE e & compscto em Ep s Ey0 e m um inteiro ¢n .

Como F e G sSo completos e G tem a P.A, , F @EG = FEG = %(F;;G)
{(PROFOSICED 3.5 f£)), Dessa forma , £ pode ser pensada Ccomo uma
aplicacao de U enm f.o&(F;;G). Por arsumenbtos andlogos zo do LEMA
5,15 (2) e usando o fato que {¢ €7, ”MS:L} e compacto em I*’; ,

temos que o conjunto



A

k3

by ﬂ{-}l $rGo(yi(d) 3 xeK,ye B, de @, [dler ,,5 ¢ m}

- .. o )
e relativemente compacto em G, Seja T ¢ G & G tal que

EE Tz} - 3z “&E s nara z €5, flegu iblﬁ,gkz ura base para T{G).

Pars i=l,..,k, seja cy P ey ﬂ , definida por

k.
Tlrlx)¥)) = ZIL ci(x)(‘%")gi , onde Ye #. Para ca-
:L.:::

da €U , C‘i(}:) & continus em ;‘{f‘é e logo ¢ {(x) € ¥. 21ém disso
) o . ] .
se (%i e G, c%viigj) = S,_ , entio pura Y e ¥, VY (c.(x)) =
‘?i o (e (xi(Y)). Isto significa cue ¢ty ¥ & fracamente S

holomorfrn e logo , S-holomorfa . Finzlmente , pars xe¢ K, yeB e

Jen

iz; (r ot - f}(}{)(y)!l* sup 1 2395 Gy (M) - §9r Gy e
J

Ye ) gt I
1 i1
Como T o F(x) = ) e \}r) ® By € %S(U;F) ® G , temos a aplica
i=1

¢cio procurada.

Para completar a provsa de a) vaomos mostrar gue

(%E(U;E @Eﬂja ?:nse) indur a8 ’Co;gpologgia E no produto ten sorisnl
%S(U;E‘) @ G, Isto sezue da proximz observacio que ¢ devida 2o
teorema de Hahn-Bunach : seja KCU compacto estrito, Beg @)b Tl

que KCUNE, ¢ € compacto em By , jén e

k
h(x) .Zl £;(x) @ gy € %5(355’@5@3 » I;€ g (U32)
B

1

g; € G, xelU , i=1,..,k. Entdo

i
2 Mst (x)(y) @ 8y
1‘“1 J

TFAN
foud

)

Sup ‘wg,‘jh(x)" =sup . Sup
€K ye B




ij‘?m

g8, © zomente se

i N
sup ' E %"i‘_- ()3 ¢ () £ 1
xe K || izy g1° % *
ye B
de b

Jole 2

N ™ / . .
Chgervacao o £sta prova contem come caso particulsr a prova do

=

TR A 4 L e Y
BORERA ik, 14 = Fe

L) Heste cuso , uss-86 o meSmg aproximacio
k
T o fl{x) = c.(x) s sra mostrar que
4 3 3 .8
Go=1 -
T . : e i .
-g'(gsn(U;i') @G e Coce™ denso em %Sl (U3 @ G) . Devemos somen

1 [
ﬁ 1T Ay i e
te mostrar que se € dﬁﬁﬂ(bgﬁ 8 G), entio cie’
- A o~ , : N
fe %SQ(U;E ) G), entdo pars j&n, xel , «—Jr-!‘ga,' (x) €

Ay

g
@b(jjﬁ‘) & (F ggé G) :zcie;f;{%ncﬁi:«: ein @b('jfigl? @% (})S . logo, dado

m i
€50, existe P.® (xs @ ys) » Poe @b(‘jE) , X € F ,

=

m

v.&e€ G, tul gue

il
- " m
" L%r) - S0P
it g=1

- e 120, (o) =
Desde que c;(x) = ({bi o T(r(x)J, E«!gsci(i) = .

i1

r

=]

® (o, ® yg) ﬂ 5 ¢ £ , onde Be @)LE‘

LA d.,
5 © Q(ESJL(K))

4

. "
. éf’i o 3‘(%} Sﬂ_f(x)) - E;”l(PS ®x8)<§>i o ’E(ys)” £ ”dP:LH Hl‘" £ ;
. - B

segue gue H}ﬂlfg‘aciix) & ()’Jb(a_tﬁ) @ (F @ﬁG} . ﬁdel‘éﬁCi&l em
gt
s 4 o
@ba%,b @EG)S .

2) innlogamente 2 prova do TEOEENMA 5.14 2)b) , obtemos gque



T, TR ol ’ 'ggm Ty —
%ﬁ(h;_ﬁ‘)- G e '\Cwﬁgw denso en ﬁ(U;ﬁ‘ @%G) . Pars o

[
é}@ {r—‘ AN d1er Tmer rn vmes e o P S .
gollss 'E G o, us mos 5 omesns uproxz_m;z@cao)e COme em l)b) MO S —
tro-se Que . ; € L s1)

. o S
%) bGejum UC E sherto equilibrade |, fg %3(?1;3‘ (f% G) e p &

_— ol Ik S Fiae - ~ . - x
DE(}{;%&{‘\U;E}QX,\%QWS&)» Logo , dado £ O , existe Me ¥ , tal
Qe

N T

p(f - L A0 €2

n=0 nl

Desde que %‘, Sl (0) ¢ 63 (Ilwg,;s) @G , aderénciz en

6) (Megp %C) , pora codas nefl e T induz em G') (MEF S &)

Fa
wl B e b é%
Q,

a topologia T o » Begue gue, pura cads n=0,1l,..,8 , existe €

o

Qb(nﬁi‘,;'ﬁ‘) &G, ta2l cue p( %— ﬂ‘"“(O) - Q )48,&(5; +1) .

R . B
Toge p( £ - t {;jﬁ..) 4L & . Como . Q€ Qb(f'ﬁﬁ') ® 6 C

n=0 R n=0

%w(}i};;@} @ G, sepue que %S(U;E‘} @ Geée T - denso em
ki

w 58
Fruzg o .

Desde gue (}% (U;r E. G, t‘wse) induz = topologia & no produto

’ o0 e O I
tenzorial ( %S(U‘;FJ, wse) &G e (‘%’S(U;“ﬂ @EG)-; tu} ) e

se

conmieto, Segue gue

o oy y - . Py
(Fog (s § 0,7, ) » (B, T, 080 .
Agora, seja f e g@oc(U;E‘ @&G) e p uma seminorma continua em
(%;Q(Ug @) Gy, T “e}' Logo, dado £50 , existe Me € ,tal gue
I A
pl{f ~ Y _ —-lg“f(o:zx E/2 .

. n:.O T

Desde que —g—“l-;%mi‘(()) € @b(n}'ﬂ) @ (F®GE) , aderénecia em



5 0 PAra enda nnoe %mse induz enm G) (n'iia';" G)

toposlogiz T , sepue que pars cada n=0,1,..,H , existe {;} €

P00 @ (7o ¢ tal que p(L5P20) - Q) ¢ €/20n 41) .

Logo, p( £ - t SHD IV . Como Qe & (B) o (P @ 6=
’ = g?o W€ Ppt) BT

~(@bxd &) @G C,£§ (7)) @ Gy segue que é’@, ol @G @
- fenso em .%SC U;Fé%@)

L e
Desde aue (%iviﬁ(”ﬂ;iﬂ @ Gflg?f ) induz 2 tepclogia & no produ-
to tensorial é’-@rmu +) G e (B{Zék LU AEG)"twse) & completo
PROPOSIGRO 2,203, segue o resultado, Q.E,.D,

Para o cuso de fungdes holomorfas € necess: drioc colocar
maites b ;*miew*u. Inicislimente , para n=0,1,...,0 , defininocs
LR A .
{?@ QR Q @ G) cowo o Cssthe spaco veborinl de E?g(UH & G} dzes fun-

&
~ By . .
goes hc:alomor;&as Filems F O G, tale que para cada € U e j< n,
£

%?1 §‘jf(}{) & G)(‘j'i:?;f:?‘) o G , cderéncisz em G(JE;F é{z G)_ -

. ’ 2 \
Temos que para B metrizsvel e I e G de Fanach , gque
“p u T p " -
(% M(y;p ®ﬁ GJ, rtng) e completo, pars czda n .
5.20 TEOREMA Sejem F e G de Banach e E metrizivel . EntSo

A . ’ ~ .
1) 88 P e G tem 2 PA, e UCE e um aberto nao vazio,

)

ns

7 i ‘m.‘h‘
(E(usm), v _ ) o ( #1(U;s B, T
para cadn n=0,1,..., . Como tambén , bara cada ne ft,
" '-.El £ ) " 1 P
(36 (03, T, ) &e w (86, (TG &, T,

B) Be G tem & P;ﬂ..L. e P tem a2 P.A. . el’l’bgo para UCE zbherto nso



-1 00

vezio, 0o (UsF) ® G & ?:wgm denso em 40 (U;F C% &)
%GQU;F} @ G & "{‘;’wﬁw denso en %C(U;F é% GJ.
%) Pars ¥ e G gquaisquer ¢ U C ¥ 2berto equilibrado
(é’@w;%‘),”ﬁw}%@ N (36 (Usr B ) 6),T,)
&
Foouim, T, )86 n (B § o), v, .
A provs desbte teorena 5 do TECHEMA anterior. Devemos
golocar ¥ e G com & PoA, e B metriz:vel em 1) para que o conjunto
L usado na prova sejs relsbivamente compacto em G.d hipdtese de

sSar

Lonorfa,

- . + M -
metrizavel sinda e usada pur

4 se obter a aplicacso ¢; how
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