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Introdução 

Consideremos S(JFrl) o espaço de Schwartz sobre o grupo (abeliano) /R11
• 

Sabemos que a transformada de Fourier é definida naturalmente sobre este espaço mediante a 

formula 

onde a aplicação :r f-----4 eü·t; é considPrada uma representação unitaria de mr. sobre r. Para 

mn gTnpo localmente compacto G é possivel dar mna defini1,:ào analoga para a transformada dP 

Fourier de funç:ões sobre o g,rupo em termos das suas reprcsentaç:õcs unitarias (ver [8]). Daqui, 

condnirnos qne existe uma forte relação entre a analise dc Fouri<>r (ou hannonica) e a teoria de 

represPntações de g,Tupos. 

Baseado em [3], fatos e formulas básicas no estudo da analise harmonica sobre ff?11 tais 

como o espaço de -Schwartz e o teorema de Plancherel serão analizados neste trabalho sob o 

ponto de- vista da representação de um gmpo muito especial: o grupo de HIO'isenberg (que será 

denotado H"), um g,Tupo de Lie nilpot.ente :2-step (ou quaDe abeliano) que representa o conjunto 

diO' simetrias natural de analise em espaços de fase e em IlliO'C:anica quantica. Mas o assunto prin

cipal aqui será ver que sua estrutura está intimamente conectada com a teoria de operadores 

pseudo-diferenciais sobre IR!' refif'tida na estimativa (0, O) de Calderón e Vaillancourt. 

Ko capítulo 1 primeiramente{> descrito o grupo de Heisenbug, logo são dadaf

f' estudadas as propriE'dadE's das representações do gn1po c da sua a]g·ebra de Lie (denotadas 

por p) a<;sim como se caractE'riza o espaço S(JR.n) em termos dessas representações. 

Sobre S(JR") são definidos os operadores 

.M, :f,____.... .r:;/ (multiplicação por coordenadas) e 

ôf 
·f~
. 8:ri 

(diferenciaccào parcial) 



que são os operadores clifert>ncias parciais básicos no sentido que a a]g-ebra q1w gPrarn P a algebra 

de todos os operadores diferenciais parciais com coeficientf's polinomiais. Por outro lado, estos 

operadores também fornecem a base para a mecanica quantica ja qne eles satisfazem as relações 

de comutaçào canonica 

onde [A, B] = AB- BA é o comutador e Óij P a delta de KroneckC'r. 

Ainda no capítulo 1 veremos que estas operadores são imagens através da 

representação da algebra de Lie de H" e no capítulo 2 qut> eles sào os únicos operadores que 

satisfazem as relações de comutação canonica. Este importante resultado P estabelf'cido pf'lo 

teorema de Stor1e-von I\'eumann que como será mostrado é equivalente ao teorema de Planchercl. 

~o capítulo 3 f. visto que t.odo operador c:ontinuo sobre S(IRn) (('em par

ticular os operadores pseudo-diferenciais) podl.'"m ser considerados como elementos q1w provém, 

via p, de uma distribuição sobre H 1
' e em seg;nida diseutimos o símbolo: mn entt' que facilita 

o estudo da-, propriedades analíticas dos operadores. Associado ao grupo Hn existe um espa<,:o 

vetorial (qne também é um grupo abeliano) munido de nma estrutura simplética natural (in

duzida pela estrutura da algebra deLie de Ir). Em termos desta estrutura é definido o símbolo 

isotrópico de uma distribuição sobre Hn e estudamos suas propriedades básic.:as que incluem 

um calculo simbólico. Logo de discutir o símbolo isotrópico, vemos como ele está relacionado 

com o símbolo usual (ou standard) na teoria dt> operadore::; pseudo-diferenciais. 

No quarto e último capítulo, usando um argumento puramente alg,ebrico, !:'(' 

deduz a estimativa (0. O) de Calderón-Vaillaneourt em termos do símbolo isotrópico. 

n 



Capítulo 1 

O Grupo de Heisenberg 

:\e-st <' capítulo introdnziremos a d.<>finiç&o '' propriedades básicas do grupo de 

Heisenberg. da s1w álgebra de Lie f' a estrutura das representações do grupo e da álgebra de 

Heisenberg em espaços de funções. 

1.1 Descrição do grupo de Heisenberg 

Seja X um espaç;o vetorial real de dimen~ão finita n e X* o seu dual. Seja 

também T Ç r o grupo multiplicati\'O de numeras complexos com valor absoluto l e e : IR.----

Ta aplicação exponencial dada por f(f) = e2"'it_ 

Definição 1.1.1 O conj'u.nto Jrl = X x X* x T m:u:n.ido da opemçào 

H"xH" 

f; chmnado o Grupo de Heiseuberg. 

Proposição 1.1 .2 O cm1junlo H" com. a opemça.o definida acima é um gr-upn de Lic nao 

ohchano. 

Demonstração: Da definiç:ào 1.1.1 f> fácil verificar q1w H" é um grupo: associati\·idadf'. 

exist.encia de elemento identidade (0. O, 1) e existencia de inverso multiplicativo para cada ele-
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menta de H"; dado (:r,Ç, z) em H" então (-x, -,;, z- 1e(Ç(:r))) E H" é seu inverso. 

Ao mesmo tempo que H" é um grupo, H 11 é uma variedade diferenciável com a estrutura 

de variNade produto (pois X, x~ e T são variedades diferencia\·eis) e 

dimH" = dimX + dim_:r + dirn T = 2n + 1 

Vejamos que a aplicação 'iJI : (a,b) ~------> ab- 1 de H" X H 11 em H" é diferenciável.Agora, W 

(aplicação entre variedades) será diferenciável se ..p~ 'I' 0 T-1 ( aplic.ação entre espaços euclideanos) 

é diferenciá'\'el onde ..p e T são cartas de H 11 
t' H" X H'' respec:ti\·amente d('finidas por: 

ç: Hn ~-------'> [,' Ç JR1"T 1. U aberto 

(.r.Ç,z) ~ (x,Ç,arg(z)) 

((x. ~- z ). (:r'. (. z1
)) ~------> ( .p(:r. Ç. z ), y(:r'. Ç'. z1

)) = ((:r.~- arg( z) ). (:1'1• Ç'. arg(z'))) 

Como esta aplic:aç:ão é diferenciável, conclui-se que H 11 é 1rm grupo de Lie. Por último, seJa 

então ob1ern-se que 

( , I( 1 çl 1) ( 1 çl ')( , 1 w( I c-' 'I E H" :r . ..,. 2 :r." . 2 = .r . .., . z :r . ..,. z . v .r . ., . z . 

'( ') _ <'( ·) 'ri 1 ,- v >.<çt E v• .., .r - ., :r • .. r c -'1.- v., .'1. . 

2 



~as a igualdade acima só é verificada se x = O e Ç = O. Portanto, 

Centro de H"= {(O,O,z): z E T} ç H" 

e HTI f não abeliano com centro igual a T.= 

1.2 Representações do grupo de Heisenberg 

Seja S(X) o espaço de Schwartz d<:> X: o esp&.ço das funções (sobre X) C""' e 

rapidamente decrescentes a valores complexos. S(X) é um espaço de Frechet com a topologia 

definida pelas seminormas 

llfll(o,0) = sup lx"D0 f(x)l-
:rf'X 

onde o e 3 são multiíndice~ de inteiros não n<'g.<ttivos. J' = (:z 1 .•••. :rT,) nnm sistt>ma df' coorde--

nadas conveniente E' 

Ver [2] para mais informação sobre S(X). 

Definamos sobre S(X) os seguintes operadores: 

Translaç.ão em posiç.ão: (p(:r')f)(:z·) = f(.T- r). :r' E X. 

Translação em frequencia: (p(~)f)(x) = c(~(:r) )f(x ), ~ E X*. 

~lultiplicaç.âo por fase: (p(z)f)(x) = zf(I). z E T. 

Observação: 

p(x')(S(X)) ç S(X) . p(/')(S(X)) Ç S(X) e p(z)(S(X)I c:; S(X). 

Definição 1.2.1 Sejam G u.m grupo localmente compacto r \ · mn espaço ·uetoria.l lopolog~Co 

loca.lmrnte convc:.ro, Hwusdorff e completo. Uma representação do grupo G sobre V é u.m ho-
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mo morfismo 

a: G ,___._.. GL(V) 

de G no grupo de operadores lineares contimws c im1ersiveL~ sobre V com a. seguinte condição 

de continuidade: 

'rfv E V, a. a.pllca.ção g ~ a(g)(v), de G em \r é continua. 

A represcnta.çã.o u é cha.ma.do. unitaria se. V é u.m e..qpn.ço de Hilberl e O$ opem.dor·es u(g) 

sã.o ·u.nitar-io$. para todo g E G. 

A <:ombinação dos três operadores definidos acima implicam a seguintE' 

Proposição L2.2 A aplicnçiio 

define uma. representação de H 11 sobre S(X). 

Demonstração: A forma explícita da aplicaç.ão p é 

(p(x'J,. z)f) (x) ~ zc(~(.x- x'))f(x- x') 

Desta fórmula se deduz que p(h)- 1 = p(h- 1). 'íf h E Hn e assim p leva H 11 em GL(S(X)). Alem 

disto. tem-se também que 

p(hh') = p(h )p(h' ). h. h' E H" e p((O. O. l)) = ids(.<) 

St" f E S(X). Yejamos que a aplicaçào h.'---!- p(h)f. de H'· em S(X) P continua. Comn 

pé um homomorfismo de grupos, bastará \Trihcar a contirmichtde na identidade de H.,.·. Seja 

h m.una viziulw.r1.;,:a de (0. O, 1) e primeiramente consideremos f em crx (X) (o conjunto das 

funções co: com suporte compacto), então 

li r( h )f - p(O. O. 1 )filo,, ~;~-~ !v" (p(h )f - fi (x) i ~;~~ i (r( h )D" f - D" f) ("I I , _(07, 
11 

O. 
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Como C~(X) é denso em S(X), temos o desejado. 

Seja U(X) o espaço de Hilbert das funções sobre X a valores complexos e quadrado

mtegráveis eom resp('ito à medida de Lebesp,1.1e. Lembrando quf' S(X) é- um subespaço df'nscJ 

de L2 (X) temos a 

Proposição 1.2.3 A representação p se estende a uma representação unitario. de H 11 sobre 

L2 (X). 

Demonstração: Sendo S(X) um subespaço d(' L2(X), S(X) herda o produto interno dt> 

L 2(X). Agora, para todo h E H 11
• p(h) é- uma isonlf'tria com respt>ito a este prod11to interno 

como ~f' deduz do seguinte eákulo: 

S~jd h= (x'.~.z) E HT', logo 

~ (p(h)f,p(h)f); ~ j l(p(h)fl(x)l 2 dx 
X 

I, lf(x- x')l' dx ~I, !f(YII' dy, y ~ x- x·' 

Como p(h)p(h- 1) ~ p(hh- 1) = p((O,O,l)) = idL'(X) (pela den,idade de S(X) em L2 (X)), 

p(h) é um operador unitario sobre L2 (X); i.é, p(h)* = p(ht 1• (Aqui, p(h)* denota o operador 

adjunto de p(h)). Pela proposição 1.2.2 a aplicação h~--+ p(h) de H 11 em U(L2 (X)) (o grupo 

dos operadores unitarios sobre L2 (X)) é continua.= 

Pon.anto, p f> a restrição a S'(X) de uma repwsenta<)i.o unitaria. que será dmotada taml*m 

por p. de H 11 sobre L 2 (X). Em outras palavra~. todo elemento de H'1 pode ser visto como um 

uperador unitario sobrP J)(X). 

Definição 1.2.4 Seja a v.ma. repnosenta.çiio 'tm:itaria de nm grupo de L'ie G 80/!Te um. e8pa_r;o de 

Hi.II!CTf S. Di:::.-sc qu.c a é irredutível se S não tem S"Ubo;pa.ços pmpn.os mvarianl.es so/1 a(g). 

pam t.odo g E C. 

Proposição L2.5 A repn:.~enl.a.çã.o p f nn:dvtivd. 
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Demonstração. Provaremos a irredudbilidade de p por contradição. Assim. suponha que 

existe um subespaço proprio, distinto do nulo. de L2(X) que seja p(h)-invariante, 'Vh E Hn. 

S~?ja v tal subespaço, então v~ (o complemento ortogonal de \T) é também p(h)-invariante, 

pois se 11 E V-, tf'mos que 

(p(h)(,),v), ~ (u,p(h- 1 )(v))2 ~O, vc E V. 

Portanto, 

L2(X) =V 6:1 F- e p = P1 6) P2 corn (') = P 1·. P2 = P 
1
._ · 

Sejam f1 E V e h E V- vetores nnitarios, entào (pt(h)fl, /2) =O. 'ílh E H" ou equiYalenternente 

obtendo-se que 

j ze(Ç(:r- r'))ft(r- r')h(x)dr =O. se h= (x',Ç. z), 

X 

j c(~(x))h(x- x')h(x)dx ~O. 'ix' E X. 'i[, E X'. 
X 

Em particular j x f1 (x-x')h(:l::)e(-Ç(r))dr =O. onde o lado esquerdo da igualdade é a trans

formada de Fourier para !J(x- x1)f2(x). Entào f 1(x- x'}h(x) =O em quase todo ponto x e 

para todo T' E X. Assim, / 1 =:::O em quase todo ponto se h(:r) f O o que é uma contradição e 

está provada a irreducibilidade de P·= 

V€'jamos algumas noçôes gerais sobre representações de grupos de Lie. Se C P um grupo 

de Lie, alguma.; vezes P conveniente e.'nudar representaç.êJC's df' O atravé;:; do espaço Cr""' (G) 

de hmçóes C:>: com suporte compacto sobre G. Como G P um grupo df' Lie. G é localmente 

compacto: logo. existe sobre G' uma medida de Borel dg hwariante sob translaç:ão à esquerda 

chamada medida de Haar à e.sqnnda. E:-;ta medida P úníca a menos de lillla constante mul-

tiplicativa positi\·a. (Ver [lSJ ). 

Csando a lei de g,rupo em O pod('·-s<> criar uma estrutnrCI de ál~ebra sobre C';" (G).Dados 
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[J, h E C~'(G), definimos a convoluçâo de h E' h pela regra 

h •J,(g') =f j,(g)J,(g- 1g')dg. 

G 

Observações: 

(a) A operação* está bem definida pois a aplieação g ~-----> f 1 (g)f2(g- 1 g') de G em D é integravel. 

(Ver [5]: cap.XII sobre integração em espaços localmente oompactos). 

(b) !J * fz E C~(G) e o espaço Crx (G) com a operação* forma uma álgebra. 

Sabemos que a transformada dt> Fourier A: S(X) >--------> S(X•) é definida por 

f(!]= /f(T)t(-((T))h f E S(X). 

X 

·.)nde as funções :J; ~------:> e(-~(x)) fornecem uma repre-sentação unilaria irredutível de X sobre r. 
Seja a uma representação unitaria irredutíve-l de G sobre o espaço de Hilbert complexo 8, então 

em analog,ia com a transformada de Fourier, para uma função f E c;:-c·(G) pode-se definir uma 

transformação da seguinte forma: 

a(!)= f f(g)a(g)dg, a(g) opemdorunitario ~g E C. 

G 

Lema L2"6 O opem.dor a(f) dcfirrido sobre 5 é limitado. 

Demoustração: Seja r E S. então 

lla(f)(v)lls ,S f c lf(glllla(g)(l')ils dg Jc I f(g) lllrllsdg 

llt•l;c ·f G I f(g) I dg 

com fc i.f(g) I dg S oo poi' f E C'(- (Gk 

Definição 1.2.7 A aphcaçâo f>--------> o (f) é choma.da a forma integrada de a. 
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Proposição 1.2.8 A forma integm.dn deu é um homomorfismo de álgebras: de C7'(G), com 

seu produto convolução, na álgebm. dos opemdores limit.ados sobre S a qual denotamos por 

B(S). 

Demonstração: Sejam /J. h E'c;:c·(G) e v E 5. Dlltâu 

u(f1 * f2)(v) = f G(!I * h)(g')u(g')(v)dg' 

f G f G !J(g)f2(g· 1g')u(g')(v)dgdg' 

= fcfch(g)f2(g- 1g')a(g')(·v)dg'dg (pelo teorema de Fubini). 

Pondo g- 1g' =h temos dh = d(g- 1g') = dg' ja QUE' dg é inYariantP à esquerda.Logo, 

rr(!J •h)(v) = f f [J(g)J,(h)a(gh)(v)dhdg=f f [J(g)h(h)u(g)(u(h)(v))dhdg 
G G G G 

f c h (g) f G rr(g) (h( h )u(h) (v)) dhdg (pois u(g) é lineac) 

A última expressão '*' deve ao fato de a integral comutar com aplicações lineares continuas. 

Finalmente 

Por conseg,uinte. a(h *h) = a(JI )a(h) e a é mn homomorfismo.= 

1.3 Representações da álgebra de Heisenberg 

A cada gmpo de Lie G está associado sua álgebra de Lie 8' que é o espac,:o do~ 

campos vetoriais im·ariantes à esquerda sobre G. O espaço 'S é identifieado a T, G, o espaço 



tangente de G em e (o elemento identidade de G ). Veremos que uma representação unharia 

de G induz uma representação {J' da sua álgebra de Lie ~. 

Sendo G uma variedade diferenciável, a qualquer campo Yf'torial sobre G podemos associar 

suas curvas integrais: se x E 8', a.s curvas integ,Tais pasando por e E G são definidas pelo grupo 

a 1-parametro 

t.........,.exptx, tE !R 

que P um homomorfismo diferenciáw·l de grupos, onde exp é a aplic:ação exponencial de ':.5 em 

G. a .. ponte" que une um grupo de Lie com sua álg-ebra de LiE·. Logo. t.........,. u(expt:r). tE IR 

É' um grupo a 1-parametro de operadon'~ unitarios S(Jbrt' s· que tem associado um gerador 

infinitesimal {J'(;r) : um operador sobreS, em geral não limitado. definido por: 

d 
ff(r)(v) = lim r I (~(exptx)(v) -v)=- (a(exptr)(v)) 1<~0 

t-+0 dt 

sobre o domínio: 

V(a(r)) = {v E S ' lirn t-I (~(exp tr )(v) - c·) 
h O 

Vejamos duas propriedades importantes do operador S. 

existe sobre 8} Ç S. 

Lema 1.3.1 O operador {J'(x) é a.nti-a.dfnnto e den~~amenJe definido. 

Demonstraçáo: Sejam u.v E 'D(a-(x)), então 

(a(x)(v.),v)s 

lim1-o r 1 (v. [a(exp( -ir)) - ids]( t')) 
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Logo, a(xt =-O'( :r) e u(:r) é anti-adjunto. Para ver que 'D(a(x)) é denso em S, seja v E Se 

consideremos os vetores Ve = E-
1 J: u(exptx)(v)dt para f-:/:- O, para os quais obtemos 

A expressão do lado direito tend{' a E -l (O'( exp E :r) (v) - v) quando h ---;. O. Assim v f E 'D( O'( x) ), 

V c f O e Ve- v em S quando r:---;. 0.= 

Definição L3.2 [,-m ~Jei.o1· 1' E S é chamado diferenciável para a se a a.plicaçã.o 9 f---+ 

a(g)(t·). de C: em Sé difen;nn.á·t'el. 

O wnjunto de vetores ctiferendaveis para a é um subespaço de S. que será denotado por 

sx: isto é 

5'cx. ={v E S: 9 f---+ a(9)(v) é diferenciável. 't/9 E G} Ç S 

Lema 1.3.3 o subespaço sx· é denso em S. Alem d1.SSO, s'X est-á contido nos dom.i:nios do8 

O'(x) para. r E :S e é invariante sob os O'(x ). 

Demonstração: Seja f E C'~'(G). Então a(f)(v) é diferenciáveL 'rtv E S. De fato, 

o-(go)(o-(f)(v)) ~ a(go)(jGJ(g)o-(g)(v)dg) ~ fcJ(g)a(!}og)(v)dg~ fcJ(g0
1h)o-(h)(v)dh, 

onde h = 909· Como f E C'?'(G), esta integral pode ser diferenciada em go sob a integral e 

a(f)(r) é diferenciável. 

Tomemos uma sequencia de funções (f.,) em C?' (G) tal que: (i) Se O é qualquer vizinhança 

de e E G, então supp(.fn) Ç !J. para todo n snfiti(·nt.emf'me grande. onde supp(fr,) indica o 

suporte de f'FI e (ii) ;· f.,.,(g)dg =L Vn. Assim, se t" E S temos 
. G 

lla(!,)(r)- rils ~ 11/ o J,(g)o-(g)(v)dg- v f o J,(g)dg/1 

< JG lf,(g)! i!a(g)(c')- vil dg 

< sUPy.:oO ila(g)(r)- v!! lo l.f,.(g): dg _.O. se g _,. t. 
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Portanto, tr(f.,)(v) ----lo v com a(f.,}(v) E 5cx. e 5-x é denso em 5. Agora, seJam v E 5"" e 

x E C.:S. Vendo a sequencia de aplic'.ações diferenciaveis 

i 1-------Jo expi:r ...--. cr(exptx)(11) 

temos que a aplicação t ~-----' a( exp {x )(v) é diferenciáveL Em particular. existe !!__ (cr( exp tx )(v)) ir~o 
di 

e v E D(a(x)) com o que S".C Ç V(a(x)). Por último, seja u E S-,c. Do diagrama 

G X IR 1-------Jo G 1-------' s 

(g,t) ,_____. gexptx ~---------> o-(gexpt.r)(u) 

se deduz que a aplie:açâo 1/-'(g, t) = a(gexptx)(v) é diferenciáw•l junto com suas derivadas par-
Bv• aw 

ciai, ât (g, t) ~ a(g exp tx) ( a(x )(u)) , Logo, paca t ~ O, a aplicação ât (g, O) ~ a(g) ( a(x )(")) 

é diferenciável e u(x)(u) E soe. Portanto, cr(x)(Scc-) Ç soc· e o lema está provado. c 

S""' é chamado o espaço dos vetores diferenciáveis para cr. Pode-se dar-lhe uma estru-

tura de espaço de Frechet. (Ver [14]). 

Como cr(x) leva srx em S";<:_, a(:r) é um endomorfismo de scr: e tendo em c.onta qne End(Soc) 

é uma álgebra de Lie temos a 

Proposição L3A _4 apli-coçà-ax f---lo tr(:r) de J em End(S""') êum homomorfismo de álgebra,~. 

a([x·.y]o) ~ [a(x), a(y)]End(.P) ~ a(x)a(y)- a(y)a(x):.r, y E" 

ondr [ . ] denota. a. opcra.çà.o colchete dt· Lie. 

Para a demonstração vamos pre<:issar de uma representação muito importante do grupo G: 
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a representacã.o adjunta sobre a álgebra de Lie :S. 

Definição 1.3.5 A representação adjunta Ad de C sobre suo álgebra. de Lie S é definido 

como segue: Para g E G. Ad(g) é a. diferencial do automorfismo o 9 : G 1-------> C, o:g(g') = gg1 g- 1• 

011 seja. 

Ad(g) '~ Ad, ~ d(a,, ), ' T,G ~ T,C: 2! G. . . 

A representação adjunta de G induz uma representação da sua álgebra de Li e 3 em End(3). 

Definição 1.3"6 A representa.çào adJunto ad de '3 é a dJjerrncia.l de Ad. Isto é 

As.stm. ad(.r) := ad:r (:r E 8') t; uma fmnBjormoçâo linear sobre S.Sc demvn8fm q·ul· 

adx(Y) ~ [x,y] (l'er proposiçâ.o 3.47 de [13]}. 

Demot:L'itração (proposição 1.3.4): O conjunto dos operadores anti-adjuntos sobre S é 

o espaço tangente na identidade sobreS do conj1.mto dos operadores unit.arios sobre S. Isto nos 

sugere o uso da representação adjunta Ad dE" G'. Agora a([r. y: )(v) = :t ( a(exp t [.L y] )(v)) lt==O 

mas exp(t[x, y]) ~ exp(tadx(Y)) ~ exp(tAd0 (y)). Assim. 

a([x,y])(v) ~ ! (a(exptAd,(y))(c-)) lt~o 

d 
dt (a(o9 (expty))(.-)) [t~o 

d 
dt (a(g(expty).q 1

)(1 I) [,~ 0 
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Por outro lado, 

[<r( X)' <T(y) I ( 1') (<r(x)<r(y)- <r(y)<r(x))(v) 

d 
-d (<r(exp!T)<r(y)u(exp(-tx))(v)) [,~ 0 I 

Pela expansão de Taylor de Ad,.xptJ" lemos Ad.,xpt.y(y) = y + t[:r. yj + O(t2 ). t ___.O. Então 

~ {<r([x,y]) + u(O(t))}(v) 

Como :r E SS 1--4 O'(:r: )(v) E 5 é continua, então lim1__,0 .,.( O(t) )('v) = O obtendo-se [l1(r), a(y )](v) = 

u([x, y])( v ).c 

S' é uma álgebra que em geral não é associativa mas a partir dela pode-se construir uma 

que seja as.<>ociativa de modo que toda representação a de SS se estende naturabnente a uma 

representação desta álgebra. Essa álgf'bra é a álgebra universal envelopante de S' que é deno-

tada por U(J). 

J é um espaço vetorial real. Sejam T(~) = ffi:r~o s:Jk a álgebra te-nsorial de ~l donde 

sk = S' 0 ... ® S' é o k-produto tensorial deSSe I(S') o ideal em T(S') gerado pelos elementos 

da fonna r® y- y C9 :r- [r. y]; :r:, y E 'J. Logo podemos definir o quociente T(SS)/I(fS). Este 

quociente é U('J) que é uma álgebra associatiw1 com unidade sobre IR. St' 11': T(-3') ,_______.. U(S) 

é o homomorfismo natural t' pondo 4> = W h temos 

<!>([x, y]) ~ <!>(x)<!>(y)- <!>(y)<!>(x) 

O par (U(8),4>) é chamado álgebra universal euvelopante de 'J.Tem-se que '25 ~ U('J) e a 

representação a de S' sobre soc· se estende de maneira natural a uma representação de U(S) 
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de tal forma que a imagen de U(':J) por essa representação coincide eom a álgebra associativa 

gerada pela imagem da representação de !J. Assim obtemos um homomorfismo 

de álgebras associativas. Este homomorfismo, denotado lambem por a, é chamado a forma 

diferenciada da representação u de G. 

Voltando ao grupo dP Heisenberg temos qt.w a sua álg-ebra dF Lie, que denotaremos por P.,, 

é dada por 

Ag'Onl precisamos ver como está definido o colchete de Lie sobre C., e a aplicação exponencial 

1 
exp((y,ry.r)) ~ (y,ry,e(r+ 2ry(y))) E Ir' 

Demonstração: A tripla (y1 .1]1.td E T(o.o,I)Hn é a imagem de (0,0.1) através de um 

campo vetorial (sobre Hn) invariante- à esquerda. SE>ja X este campo, logo 

x(h) ~ dL,(x(e)). h= (.r,,;, z). e~(0,0.1) 

onde L h é a translação à esquerda sobre Hn .A representação matricial de dLh que é uma 

aplicação linear é dada por 

I matriz identidade n x n. 
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Portanto, 

Calculemos agora o fluxo \]I' gerado por X· Isto é, a curva integral 11'' : I R ,__...... Hn 

passando por (0. O. I) tal que '1'(0) ~ (o. o, I) c '1''(0) ~ x((O. o. I)) ~ (YI. ~I· Tj ). Este fluxo 
d 

den:• satisfaZ<'r a equação diferencial x(ll''(s)) = -d \}Jl.(s) que tem como sol11ção 
s 

Analog,ament.e para (y2 . 1]2• 72) o fluxo é \lO(t) com -:r campo vetorial invariante à esquerda tal 

que (Y2· "f}'l.. 72) = 1(c). Logo, 

ad(xh 

~ 

exp((y, ry, 7)) 

com o que a proposição fica demonstrada.= 

d(Ad)(xh 

a , a I '~''( l 
&s ls=O à/ t==ú s 

'1''(1) 

(y.~.e(T+h(y))) 

Observação: A aplicação exp: f, ,__...... Hr' é sobrejetin:. 

Achada a operação colchete de Li<> para t..,. vejamos que H 11 é um gmpo nilpotente. 

Definição 1.3.8 Um grupo de Lir: G se diz qu.c é nilpotente se s·ua álgebrv de Lie 'S é nilpo

tenfc. 
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Definição 1.3.9 Uma álgebro de Lie S é nilpotente se, pam cada x E ~. a transformação 

linear adx sobreS, definida por adx(y) = [x, y] é nilpotente; i. é, se (adx)k =O paro algum k. 

Proposição 1.3.10 O grupo de Hci8enberg H., é nilpof-enle 2-step; ou seja. 

Demontraçáo: Segue da proposição 1.3.4.0 

A estmtura mnltiplicath·a de Hn pode ser expressada em termos da estrutura de f.., como 

álgebra de Lie. Isto é feito mediante a fórmula de Campbell-Hausdorff. 

Lema L3.11 Pa.m todo a:/; E l 1, t.emos: 

1 
expaexpú = exp(a + b) exp(2[a. bJ) 

Demonstração: Segue sem dificuldades a partir da definição do colchete para ln e da 

operação de grupo sobre Hn .:::; 

Seja lg: Hn f-----'> í., uma aplicação inversa de exp. Considerando X como subconjunto de 

Hn temos que x E X pode ser identificado com (x. O, 1) E Hn (ou seja, x está numa vizinhança 

de (O, O, 1) em F.) Assim, seja lgx = (x,O,O) E Cn o gerador do grupo a 1- parametro 

i~ exp(tlgx) ~ (tx, O, 1) E H" 

Similarmente para E; E X* seja lgt; = (O.Ç.O) E f,., o elemento gerador do gmpo a 1-parametro 

t. >----> cxp( f lg_ Ç) = (U. t..;. 1) E H'' 

Pondo lgX = {lg:r: x E X} e lgX* = {lgÇ: E; E X*} temos o seg1ünte 

Lema 1.3"12 A álgebra df: Lie fn decompõe-M em 

f 1, = lgX ffilgX• EBIR 
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Alem dt.<;5o, paro x E X e~ E X*. se 11erijicam aB fórmulm: 

(a) [!gÇ,lgx] = (O,O,Ç(x)), 

(b) exp(lgÇ +lgx) = (x,Ç,e(~Ç(x))) 

Demonstração: Consideremos os conjuntos lg X e lg, x· como subespaços dP ln. Agora. 

existe uma identificação entre X com lgX e x• com lgX• e ja que a aplicação exp: ln f------io Hr• 

é sobre tem-se a decomposição 

As formulas (a) e (b) sf'gnem fácilmf'nte da proposição 1.3.4.=-

Alem do mai.s tem-.se o 

Lema 1.3.13 Pam f E s:x· Ç L2(X) obtem-se os seg·u.infes formulas: 

(a) (p(lgx')f) (x) = Ô"'f(x), 

(b) (p(lgÇ)f) (x) = 2úÇ(x)f(x) 

Demonstração: Da forma diferenciada de p temos 

(a) (p(!gx')f) (x) = limhoi.- 1 [(p(exp(tlgx'))f) (x)- f(x)] 

lirn,_, 0 1- 1 [e(t.;(x))f(x)- f(x)! 

2;ciÇ(x)f(x)= 
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Observação: Notemos que p(ln) consiste precisamente dos operadores quP satisfazem as 

relações de comutação canonica que são a base da mecanica quântica. Isto significa que o 

grupo Hn fornece um método eficiente de criar um calculo hmcional para o processo classica

mente- conhecido como quantizaçào. !\este procPsso intPrpreta-Sf' funções de H-n em 1 R como 

observawis clássicos (generalizados) e os opETadon·s corrC'spondentes em U(L2(X)) como os 

observaveis quânticos associados. 

O próximo resultado depende de um par de teoremas especializados da teoria de repre-

sentaçôes. Como a proposição em si não é essencial para nosso trabalho, damos mna demon

straçHo incompleta citando referendas para os teoremas que nf'"Cessitamos. 

Proposição 1.3.14 (a) p(U(l-n)) é a álgebra de t.odos os opemdon:s d1jcn::.náovc1s com coefi-

r·1.enl.e.'i pnlinom"/.m.R .~nbn· X. 

(b) O espaço de Schwarfz S(X) é J'USfa.mcnte o espaço,;,·...-. dto vel.orcs difnr:ncw:ucis pa.m p. 

Demonstração: (a) l-n é um espaço vetorial dP dimensão 2n + 1 = dim s·n e fn = lgX EB 

lg X* EB 1 R. logo uma base para f .. n f: 

com {lgT1 .... ,lgxn},{lg6 .... ,lgÇn} e {1} bases de lgX, lg,X• e IR respectivamente. Pelo 

teorema Poincaré-Birkhoff-Witt (\·eja [12] ) tem-se que os e1ementos da forma 

cornos m, int('iros não negatiYOS forma mna base para U(Er, ).Deste modo. se Z E U(frr ). então 

z 
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com os a em IRe se f E S">' então m,l ... m,2n+l 

~ a, , (-l)mr-l- .. m"8m_'···8":':.·:P' ((loF.J)m-,,1) ... L.....m m •... mh,-l :r, ~- o., 

... p( (lg ç, )"''" )p(l )!](2) 

' ( )m'"(8"'' om"J)( ) ···O:,.n T X) ••• Uxn· X· 

A expressão acima define um operador diferencial com coeficiente>; polinomiais. 

(b) Pela forma explicita de p, se f E S(X) então é imediato que f E sx. Ver [lO] para a 

outra inclusão. 
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Capítulo 2 

Teorema de Stone-von Neumann 

Seja G um grupo localmente compacto, é seu dual unitario, isto é, o conjunto 

dto todas as representações unitarias irredutíveis de G. Fm problema importante em análise 

harmônica é identificar ê; (quando G é abeliano ou compacto. ê é conhecido). Para o grupo 

de Heisenberg, H" o teorema de Stone-von ::\'eumann (que está nos fundamentos da mecanica 

quántica) dará resposta a esta questão. 

2.1 A Restrição Polarizada. 

Consideremos f E C'J"'(H 11
). Definamos a translação à esquerda sobre C'{'(H11

) 

por 

para a qual temos o segttinte: 

Lema 2.Ll Du forma integmdr1 para p terno,~ a relaçào: 

p(L,f) ~ zp(f). z E T Ç H" 

Demonstraçi:io: 

p(L,f) = r L,f(h)p(h)dh ~ r j(z-'h)p(h)dh 
}H" ./H" 
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Pondo z- 1 h. =h' ternos dh' = dh. Logo 

p(L,f) ~ f f(h')p(zh')dh' 
H" 

'f f(h')p(h')dh 
H" 

Definimos para f E C~'(Hn) 

~f= { z- 1Lzfdz 
.Ir 

f f(h')zp(h')dh' 
H" 

zp(fk 

onde dz f. a medida de Lebesgue sobre T com massa total igual a l (i.é, fr dz = 1). É· claro 

que o f E C"((Hn). 

Llm resultado imediato é o seguinte 

Lema 2.1.2 Para a definiçiio dadn acima ver'i;{iram-se a.5 form:ulas: 

(a) pCf) ~ p(f). 

(b) L,(' f)~ z(' f). 

Demonstração: 

(a) PC f) ~ f H"(' f)(h)p(h)d/; IH" p(h) (f T ,-I Lzf(h)dz) dh 

~ JT ,-I (f H" p(h)L,j(h)dh) dz 

e pelo lema 2.1.1 obtem-se que 

p( fi~ p(f) ;· '" ~ p(f) 
T 
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(b)L,(' f)(h) 

A iglialdade (b) do lema 2.1.2 nos }eYb a definir o mnjunto 

que é um subespaço de C': (H"). :\"uJ.anà(J qm· c f E C~ (H" .r). ent~o temus o 

Lema 2.L3 A aplicação~: f~--------+ en é uma pmjeção de c-:·(H 11
) sobre C?-(H11 ,f); isto é. 

é um operador- li-near sobre C"((Hn) com ccn =C f). Alem diMiO. Irn(c:) = Ct'(Hn_('_) (' 

Ku·C) 5ão ·ideais (de convolnçâo) em C'{(H 11 ). 

Da definição de ~ e com o auxilio do teotema de Fubini obtem-se sem maiores problemas 

que cc~n ="f. se f E C.OC'(H11
). Mas. se f E cx·(H(',e) temos ~-f= frz- 1Lz.fdz = 

IT z- 1 zjdz =f e f E Jm(o) mm o que Cc""(H11 ,e) = JmCJ.Kão é difícil Yer que lm(~) e 

Kcr("') são ideais em CY'(H"). Portanto 

Observação: A formula (a) dolemh 2.1.2 implica que Kn·(~) Ç Jú.-r(p). Lo~ü, existe uma 

úrliea transformação linear ç de C;~ ( lfrl) / Kcr( ~) no espaç~J dos operadores limitado::; sobre 

U(X) tal que h"= p donde r. é a projeção canémica df' C;'" (H") sobre Cf(lF')/KcTC) 

Alem disso, Jm(.;) = lm(p) e pelo 2~ teorema do isomorfismo temos que 
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Isto significa que p se fatora através da projeção " , de modo que, em diante, para nosso estudo 

de p será suficiente considerar funções em C~·( Hn. e). 

T é um suhl:!,rupo fechado de JJI'. log(> existem cross-sections das T-class0s (à Psqnerda) 

em HT'. Ou seja. existem aplicações continuas li'' de Hr'/T ~X x X* f'm H" de modo que 

p,1fi(J') =X, para todo X em lf'l/T donde p é a projeção de H1l sobre H 11 jT. (Veja [9] sobre 

fibrados e cross-sections). Assim, para conhecer f em c;:·(W. e) somente necesitamos conhece

la sobrE' uma cross- section deTem H 11
• l;ma cross-s<.'ction com·eniente para alguns de :'")ossos 

propósitos é a que definimos a seg;nir 

Definição 2.1.4 o confu:nto [" = {(.7:.(.1): .TE X, .; Ex-};;; HT' {que é Q ima_qem da aphcaçào 

W' jT ~ HT'. (:r. Ç) f----> (:r. Ç. 1) ) é chamado a restrição polarizada . .E.."'sf.a resfnçào será v,~

a.da pa.m tmn4cr"Í.T funções em C~'(Hn. f) a fun~:ões sobr-e X x X*(f:E X$ X*). 

Lema 2.1.5 A. o.plicaçào 1· : c-:-·(Hn. e) ~ C"(- (X EB x·) definida por 

é u.m isomorfismo (de espaços vet or-iaú; f opológicos). 

Demonstração: Que- 1· e r-I sào continuas se-gue fácilmeme e assim r é um homeomorfismo.:: 

Por transporte de estrutura podemos definir um produto de convolução (transferido de 

c;:: (H''' E)) para funções em C(""(X $X*). 

Definição 2.L6 Paro. fi e h em. C;!- (X EB _y•) de.fi:n:imos 

Lema 2.1.7 A formu.la erpl{cito pam f1#h é 

f1#h(x',ç') = I h(:r,!Jh.(:/ ~r,( ~~)((~(:x:' ~J))d:x:d~ 
xsx· 



Demonstração: Como r- 1(h) E ccoc(Ir',e) temos 

f ,.- 1 (h )(x. Ç. 1 )T- 1 (h)( (x, Ç. 1)' 1 (x', Ç' .1 I ld.niÇdz 
. H" 

f r- 1 (h )(x, Ç, llr- 1 (h l(x' - x, Ç' - Ç, e(Ç(x - x'l) ldxdÇdz 
H' 

l '· h(J·. E,)[2(.r'- :r. E,'- E,)E(f.(T'- :r))drd.;.:~ 
. xex 

Observação: o prodlltO de convoluç.ão sobre c;:c-(H1
'' f) transferido a r é a COil\'Oluç.ào 

sobn"' X 67 X*. 

l~ma formula explícita que será muito importante no resto do capítulo é a da forma imegTada 

de p. 

Lema 2.1.8 Para f em C~'(Hn~e) c Ç> em S(X) temos 

onde Kp(f)(.r'. v I = (' 21r(fl l(x' - o. uI e -,l • S(X EIJ x· I ~ S(X EIJ X I é a tmn-'formoda 

de Foun.er parcial (na segv.nda va.ria·ocl ) q-at é de.fini.da. por· 
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Demonstração: Da forma integrada de p e lema 2.1.5 obtemos 

(p(fi<P) (x') = f f(x,f,, l)(p(x,,;, l)o)(x')d.r~dz 
H" 

f r(f)(x, f,)e(f,(x'- x))Q(.r'- x)dxdÇ 
xex· 

f (f . r(f)(x'- u.Ç)f(f,(u.))d,;) <?(u.)du. x'- x = u. 
X . X 

j. Kp(f)(x'.u.)o(u.)du, 
X 

Observação: p(f) ~um operador integral com kernel Kp(f) E S(X EB X). Logo, a ação de 

p(f) sobre S(X) é dada pelo kemel Kp(f) e temos urna correspondencia 1-1 entre o conjunto 

dos operadores integrais com kernel e S(X tB X). 

2.2 O teorema de Stone-von Neumann 

:\este paragrafo Yeremos que p (> a única reprt>sentação unitaria irredutível dt> 

H". 

Definiçáo 2.2.1 Seja C um grupo de Lte e sejam a 1 c rr2 dua~~ repr·csenfaçôcs de G sobn' \/1 r 

1 "2 (espaços de Hilbl'rl) rcspecfi1.'amente. Enfào a1 e rr2 fif d1zem unitariamente equivalentes 



A noção de equivalencia de representações é reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, pode-se 

decompor o conjunto de todas as representações de G em classes de equivalencia. Este conjunto 

é Ô, o dual (unitario) de G. Se G é abeliano, tem-se que ê é o conjunto dos caracteres sobre 

G. (Veja [6j). 

Definição 2.2.2 8f'ja G um gnrpo a.bclwno. Um carácter $Obre G' t: 'Um homommfismo con

tinuo À de G em T (nosso círculo unifario). 

Observação: Se G é locahnente compacto com centro Z e a é uma representaçào irredutível 

df' G sobre um espaço Yetorial 8, então para todo z E Z, o-(z) comuta com todos os cr(g ), g E G. 

Pelo lema df' Schur (wr [lO]) temo::; que 

cr(z) = À,-(z) · ids 

onde À,- é 1un carácter sobre o Cf'ntro Z. chamado carácter central de cr. 

Teorema 2"2.3 (Stone-von Neumann)" A repr-e8entnção p. a menos de equiva1encia uni-

1-a.·rio.. é a -único representação unifario irredutivel de Hn com caTáctcr central a identidade: 

) .. é 

p(z)f ~ Àp(z)f ~ zf, z E T 

A demonstração deste importante teorema será uma consecuencia de uma variante- do teo

rema de Stone von-:"\eumann (que abreviaremos por 5-v:-.J), o teorema forte de 5-v.:\. 

Seja 

S(H",E) ~{f E S'(H")' L, (f)~ zj, z E T) 

Como C;;><-·(H''. f) ç_ S(H~', f). então as formulas desenvolvidas para C';'(H", f') em seção 2.1 se 

estendem a S(H". f) poi::; C''(-'(H11
) é dPnso em S(Hn ).Ana1ogamentt' 

l 2 (H".f) ~{!E L2 (1I")' L,(f) ~ zj. z E T} 

Teorema 2.204 (Forte de S-vN). A apliençà.o 

p, S(ll".,) ~ End(S(X)) 
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f 

é um isom.orfkçmo do álgebra de cnnvol'u.çâo S(H". e) na. álgebra dos opcmdon;s int.egmi.'i sobn: 

S(X) com kernels em S(X EB X) Alem. disto. p se est~:.ndc a 11m isommfism.o isométrico 

p, L 2(H",e) ~ H.S(L2(X)) 

de L2(HTI.t) com a álgebra H.S(L2(X)) de todo$ os opemdore.~ Hillwrt-Schmi.dt sobre L2(X) 

com kerneLç em L2 (X EEJX). 

Observações: 

(a) H.5(L2(X)) ~ {fx K(.,-, y)ó(y)dy. 6 E L2(X) e h. E L 2(X Ell X)} 

(b) /L5(.L 2 (X)) é um ldeal fechado em B(L 2 (X)). a alg,ebra dos operadores limitados sobre 

L 2 (X). 

(c) Se .4 E H.S(L2 (X)) então A é um operador eompacto. (Veja [8] ). 

Demonstração: Pelo teorema de Plancherel, a transformada de Fourier A 21 
: S(X EB 

x•) f------> S(X ffi X) se estende a um isomorfismo mlitario de L2(X EB X*) em L 2(X EB X). Assim 

e pé um isometrif~.~ 

Ag,ora. vamos à demonstraçâo do teorema dt> S...v:\. Mas antes definirf'mos uma hmcão que 

fornece uma ligação entre o trabalho abstracto de representa(;:ões e espaços concretos de funçê>Ps. 



Definição 2.2.5 Novamente, seja. rr uma repr-csen.t.ação unitaria de um grupo de Lie C sobre 

um espaço de Hilberl S. Para. a.rbitra.rio8 u, "V E S, a função g............,. ( o-(g)u, v) (g E G) denotada. 

por IPu.t' é chamada. um elemento matricial da representação o-. 

Observação: Yu.c· E (''X (G). 

Demonstração (teorema 2.2.3): Seja {i outra representação unitaria irredutivel de H.,, 

então deve-se provar que p' é equivalente a p. Suponha o contrario: i.é que p1 não é equivalente 

a p. Pelo teorema 2.2..1. S(H11
, e) é levado pela represenlaçài., p no conj1mto dos ope-radores 

integrais com kernels em S(X EBX). Logo. se f E S(HTl. 1':). então f é um elemento matricial de 

p e portanto f é representado por zero pela representação p1
• o que é uma contradição. Assim. 

p é a única representação 1mitaria irrf'dutivel de H 11
; i.é 

Í! = { [p]}, onde [p] denota « dasse de equh·alencia de P·= 

Observação: O teorema de S-v!\ afirma então que os operadores p(lg:r) e p(lgÇ} (wja 

lema 1.3.6), de momento e posição, são, a menos de equivalencia unitaria, a única realização 

das relaç:ões de comutação canonica da mecanka quântica. 

Temos visto assim que o teorema de Plancherel implica o teorema de S-v?\. 

Alem da unicidade de p. teorema forte de S-YI'\ implica que pé uma representação quadrado-

mtegrave]. 

Definição 2.2.6 Dizemos que a é qv.a.dmdo--i.nfegmvel 8e lodo,<, os se11s elementos mafnna'/.,<; 

pertencem a L2(G). 

Corolário 2.2.7 A repn;sentaçâ.o p é qu.a.dmdo-int.egra.vel. 

Observação: Quadrado-integrabilidade é uma coisa natural para incluir na descriç<io de p 

pelo teorema de )...1oore-\Volf.(\'eja [7)). 

Re<:-iprocamente, mücidade mais qnadrado-im('"_g;rabilid«de de p implicam qut> p : L 2 (H''. f) f-

H .S'.(L 2(X)) é 1ID1a isometria. Dist.o e da formula Kp(f)(:r:. "11) = C 21T(j) )(.r-li., u), não é difícil 
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ver que · 21 (e daqui "e ~-I) é unitario. Isto significa que o grupo de Heisenberg também nos 

leva à prova do teorema de Plancherel. 

Em resumo. sobre L2 temos a sf'gtüntf:' equiya]encia: 

Teorema forte de SY::'\ {unicidade+ quadrado integrabilidade d(' p} 

Trorf'ma de Plancherel. 



Capítulo 3 

O Símbolo lsotrópico 

Cm dos temas mais importantes na teoria de equações diferenciais parciais foi dP

spm·oh'er um cákulo operacional explícito para tratar varias clas:;es gt:>rais dt> equaçàf.s lineares. 

Existe um tipo de cálculo baseado na teoria de operadores pseudo-diferenciais (abreviado OPD 

's). uma teoria que está desenvolvida em grande parte dentro da teoria de análise de Fourier 

abeliana: logo nào é surprendente que esta teoria possa ser f'Studada usand(, o grupo de Hei.sen

berg,. Agora. um dos aspectos mais importantes na teoria de OPD 's é a aplicaç.ào símbolo 

que se ajusta muito bem no ambito da teoria de grupos. !\este capítulo será mostrado que 

a aplicação símbolo e o cákulo simbólico, que serão definidos aqui para o grupo de Heisen

berg,. estão intimamente relacionados à aplicação símbolo e eálculo simbólioo usuais da teoria 

3.1 Operadores Pseudo-diferenciais 

Considf'l'emos um operador diferencial parcial linoo>ar de ordem m defilJidu sobr<' 

CJ espa<,:O euclidf'ano n-dimensional I K': 
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Ao operador P associamos-lhf' o polinomlo 

p(x, O= I; aa(x){", 
latSrn 

C·orr '- (' ' ) E 1nTI c<>- c<>, · I.,- <,1· .... <,n lf"l e"' - "-1 · 

Definição 3.1.1 O poli,nomio p(x, Ç) é cha.m.a.du o símbolo de P. 

Sabemos que (DxJr(~) = ~jf(~) e (xi f r(~)= -DE.Jf(~) onde ](E,) denota a transfor-

mada de Fourier de f(x). Portanto. quando Pé um operador com coeficieutPs constantes. S<"U 

símbolo é um polinomio em ~ : p(r. Ç) = '\"' aaçc.. com os n(j, constantes e não é difícil ver 
~ r:t :,m 

que (Pj) (Ç) = p(ÇJ[(Ç). Daqui, o operador diferencial é com·ertido numa operação algébrica: 

multiplicação pelo polinorillo p(Ç). Este é o maior motivo porque a transformada de Fourier 

é um instrumento efetivo para o estudo de equações difPrenciais parciais (abre-,·ic.do EDP's ) 

lineares eom coeficientes constantes. ~las para EDP's com coeficientes YariaYeis a situação não 

é tão simples. Por exemplo, consideremos o operador P dado por (Pf )(x) = n;J(:r) +x2 f(x). 

cujo símbolo tem coeficientes polinomiais em IR. Então, (Pfl' (Ç) = ç2i(t,) + Dff[(ç) em IR 

"' (Pf)I\(E,) tem a mesma forma que (Pf)(.r). Logo, nest<·· caso a situação não é simplificada 

usando a transformada de Fourier. Como (D'f:f)"(Ç) = (2ni) 0 ~o Í(Ç). então pela fórmula de 

inversão de Fourier temos 

Port.anto, usando o símbolo p(x,Ç). o operador (Pf)(x) pode ser escrito na forma 

(Pf)(x) = J. ,'bi(x,()p(x. ~)[({W 
IR" 

Definição 3.L2 Para ·u.ma função geral p(:r.~) {i..é. se p(x,Ç) nàu é um polinomio) dizcmo8 

q'ue P dado pela última crpressâ.o acima é um operador pseudo-diferencial wm súnbolo 

p(x.Ç). 

Exemplo: A tranformada de Hilbert 

~ 

(Hf)(x)=p.v. j f(xy-y)dy 

-~ 
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que pode ser escrita na forma 

oc' 

(Pf)(x) = j e"'"'(-rrügn(mf(~)d~ 
-oc 

é urn operador psPudo-difereuc;ial com símbolo p(.f) = --;rísgn(.f). (Ver [4] ). 

Consequentemente, o objetivo da troria dos OPD"s é converter a teoria de EDP"s lineares 

com cneficientes variaveis numa teoria algebrica dos símbolos correspondentes através da trans-

formada de Fourier. 

Agora veremos qut' existe urna relação entrt' operadores sobre S(X) (em particular OPD"s 

sobre S(X)) e distribuições sobre Hn. 

St:'jam S*(Hn .e) e s·(x X X) os t:'Spaços duais de S(H 1'.f) E' S(X X X) respectivamentt>. 

Então 

Lema 3.L3 O conjunto s•(Hn.e) é o espaço das distr-ibuiçàcs D sobre Hn tal que Lz(D) = 

zD. z E T e r(D) sâ.o distribuiç:àe8 tempemda_-:;. 

Demonstração: De fato, toda forma linear sobre S(Hn. e) é um fundonallinear cout.inuo 

sobre c;::·(Hn, e). Agora, a translação à esquerda definida para funçôe:s sobre Hn pode ser 

estendida para distribuições da seguinte forma: 

L,(D)(f) = D(L,(f))' DE S"(H'\e), f E C;"'(H"J) 

Seh=zETtemos 

L,(D)(f) = D(L,f) = D(zf) = zD(f) 

finalmente. a aplicação.,. : S(Hr;. () ,........... S'(X :><X •) t amhPm se estende B uma aplicac;Ao. dt' llOYO 

denotada r, de s•(H". c) E'Irl 8*(X X X*). Com isso. seDE S"(Hn' t) ent.âo r(D) E s•(x X X*) 

e r(D) é wna distribuiç-ão temperada.= 
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O teorema de Stone-von ~eurnann diz que S(Hr.,e) é levado pela representaçãao p na 

álgebra de todos os operadores continuas sobre S{X) com kernels em S(X X X). Isto implica 

o sl:'gninte rl:'sult.ado 

Letna 3.1.4 A reprc8cnfaçào p &: esl.cnde o vm i.wm.mfi.Bmo l-inw.T 

p: S'(H",e) ,___._. S'(X x X) 

D ~ K,(D) 

Demonstração: A transformada de Fourier sobre S(X) pode ser estendida ao espaço das 

distribuiçf>f's temperadas solxe X .Assim. 

K,(D)(f) ~ [ 21(r(D))](f) ~ r(D)(,(f)), f E S(X x X) 

onde ~2 1 é a transformada df' Fourier parcial introduzida no lema 2.1.8.Corno não é possível 

c..onvolu.lr dois elementos arbitrarias de s• (H11
, e), então devemos fazer alguma restrição. Seja 

AÇ S*(Hr.. e) qualquer subálgebra de convoluçào (por exemplo, distribWçôes de suporte com

pacto, L1(Hr..e) ). Assim, para D 1 e D2 em A temos 

p(D1 * D2) ~ p(D1) # p(D2 ) 

onde# seria o produto de com·olução sobrE" a subálgebra p(A) Ç S*(X x X).= 

Observações: 

(a) O teorema do Kt>rnel df' Schwartz (wja [ll] para f'Stt' e os outros aspec:t.o,.; de t<>oriH de 

distribuiç,-.ões tratados nesta part.e) identifica o espaço S•(X x X) com o espaç.o de todas 

as aplieaçôes continuas de S(X) em s•(X): i.é, 

S"(X x X) c; Hom(S(X). S'(X)) 
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Daqui, todo operador continuo sobre S(X), ou de S(X) em s•(X) pode ser visto como 

que provém, via p, de l.UDa distribuição sobre H 11 • Em particular, os operadores pseudo

diferenciais sobrP S(X). Portanto, podemofi considerar a álgebra df' todos os opf'radores 

limitados sobrf' S(X) como Sf'ndo uma certa álgebra de di!>tribuições sobre H 11
• 

3.2 A Restrição Isotrópica 

Existe uma outra cros~-section df' Tem H11 que vai ser a peça dwve para definir 

o símbolo de mn OPD no sentido d<-' Heisenberg, (ou seja, sub o ponto de vista das ctistrihnições 

sobre H 11
): o símbolo isotrópico. 

Definição 3 .. 201 A rross-section definida por 

exp(lgX EBlgX") ~ { (x,{,e(~~(x))) 'x E X. {E X"} Ç H" 

é cha.m.a.da a restrição isotrópica. 

Observação: Pondo W = lg X EEJlg x• temos que W é um espaço vetorial real, l.llD sube

spaço de ln e exp H· é a restrição isotrópica. 

C'..omo foi visto no capítulo L existem isomorfismos lineares X f------) lg X e x• o------+ lg x•. 

Logo, existe um isomorfismo linear 

que será usado para transferir fun.;:ões sobre X EBX* a fum,i>e::, sobre ll. ou viceversa. 
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Definição 3.2.2 Seja V um espaço vetorial. Uma forma simplética sobre V é uma forma 

bilinear cr: V x V 1------+ lR que é anti-simétrica (cr(11.,v) = -cr(v,u)) e não degenerada; i. é, se 

11(u, v)= O paro todo v E V. enüio u =O. 

A operação colcht'te de LiP em fn induz uma forma simplética ( , ) sobre H· da seg1.1inte 

maneira: 

((Igx, lgÇ), (lgx', lgÇ')) ~ [(lgx, lgÇ), (lgx',lgç')] ~ Ç(x')- ç'(x) 

Assim o par (tC ( . ) ) é um espaç:o vetorial simplético com dim H"= 2n. 

Observação: l~m espaço vetoria1simplético é um caso espPcial de uma \·ariedade simplétlca 

(ver [lfi] ) que é o objeto básico da mecanica classica. 

Agora, como no capítulo 2, será suficiente considerar funções em S(H". f) sobre exp H·. 

Lema 3.2.3 A apl-icação s: S(Jr',e) ~------+ S(ll") dada por 

'(f)(u·) ~ f(expw). f E S(H".,) 

define um isomorfismo. 

Demontração: Basta considerar Ci"'(H"). 

É po~>sivel comparar a aplicação r· do lema 2.2.5 e a aplicaç.âo do lema anterior. 

Lema 3.2..4 Para f em S(Hn_e) temo.~ 

1 
r(f)(.r.O ~ '{:/Ç(r)),{f)(lgx.lgÇ) 

Demonstração: De (b) do lema 1.:3.5, lema 2.2.5 e (b) do lema 2.1.2 obtem-se: 
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e( Wx) )s(!)(lg x, lgÇ) e(!Ç(x))f(exp(lgx + lgÇ)) 

= r(f)(x.Ç).c 

Novamente, como no capítulo anterior. podemos tnmspvnar a estrutura dt:' álgebra de 

conYolução sobre S(H", t:) a S(W). 

Definição 3.2.5 Para. h c h em S(H ·} definimos 

o produto de convolução sobre S(ll"). 

Será muito interessante dar mna formula explícita para esta convolução, mas antes uma 

obserYação importante. 

Letna 3.2.6 Todo elemento de Hn pode ser escrito como um par 

(exptc,z)=expw·(O.O,z), wEH'. zET. 

A lei de grupo em }/11 toma então a forma 



Demonstração: Seja h= (x, Ç. z') um element,o de H''. De (b) do lema 1.3.5 vemos que 

(x, Ç, e( ~Ç(x))) · (0. O .e( -~Ç(x))) · (0. O. z') 

(x,Ç,e(~Ç(x))) (O,O,z), z = z'e(-~Ç(x)) 

expw · (0.0. z).w = (lgx.lg·~) 

(expu·.z) 

Se w = (lg:r.Ig·Ç) e ui= (Ig:r'.lg~'). entào ll' + 1r' 

Ç(.r')- Ç\T). Logo 

( lg,(:r + r').lg·(ç + Ç')) e ('1r. w'j 

( exp( u- + ul), zz' e(~ (te, ·u"!)) = exp( tr + 1r') · (0. O. zz' e(! {'w, w1))) 

= (x.Ç.e(Wx))) · (O,O.z) · (I'.(.e(~((x'))) · (O,O,z') 

= ( exp tr. z) · ( exp ·w'. z')·= 

Isto é, a lei de grupo sobre H" fica exprpssada em termos da estrutura de n· c:omo espaçCJ 

vetorial sirnplético. 
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Lema 3.2.7 Para. h e h em S'(VF) temos 

J,tf,(w')= f fi(w)J,(w'-w)e(~(w.w'))du• lw 

onde dw é a medida dr Lebcsgur sobre H". 

Demonstração: 

hlf,(w') 

Pela formula df' Campbell-HausdorfL tem-se que 

(exp-u·) - 1 exp-u/ = exp( -w) exp 'U'
1 = exp( -n· + tr'} 

= exp( -w + w') · e(~(w', u•)) 

e como s- 1(12) E S(Jrl, e) obtemos 

exp( ~ [ -u·. w']} 
2 

h;J,(w') = j fi(w)h(w' -u•)e(-!((u-'.w))du· 
w 

f h(u.1-w)f2(w)e(i(u.l.w))du·.=
.w 

:\otemos que a OO!l\"oluçào obtida usando a reatrição isotrópica é lig,t"Íramf'ntc difnentf' 

daquelH usando a restrição polarizada. 

38 



3.3 O Símbolo lsotrópico 

O símbolo isotrópico que diE'icutiremos neste paragrafo é o símbolo associado à 

restrição isotrópica exp lr, e será definido via a transformada de Fourier simplética sobrC' W. 

Definição 3"3.1 Para f E S(H.) definimos a trruu;formada de Fourier simplética '"""' 

S(VV) ~ S(W) como 

Observações: 

(a) A normalizaç-ão de dw pf'lo fator 2-n diante da intPgral acima faz df' '"""' um operador 

unitario. 

(b) Como é definida mediante uma fom1a simpléti<..:a e não. como é usuaL por uma forma 

sinétrica, a aplicaç:ào ~ tem ord<·m 2 e não ordem 4: i.é.( f )~ =.f. 

A segujr, algtrmas propriedades importantes de ,..... . 

Lema 3.3.2 Se f, g E S(ln lemos qve 

(a) f= f: 2- 71
; i. é, a. transformado. de Foun:er'"""' é dada pela mnvoluçào à direita. com a. 

f - f f ·)-Tl unçao cons -an e _ . 

(b) (f ~ g)~ =f~ g 
(c) (T" ~f j T")(w) = f(-w). 

Demonstração: (a) De fato, da definição de ~ 

(b) l"sando (a) temos 

(f ; g)~ =(f : g) : T" =f : (g : T'' I= f: g 
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Por continuldade, ~pode ser estendida para S*(VV}. Assim 

Definição 3.3.3 Pam 11m.a disf1-ibmção tem.pemda D sobre 1~ ·. definimos 

D (f)~ D(!), DE S'(lV), f E S(W) 

Esta. e.1:t.cnsão. também denotada por·~. é o símbolo isotrópico de D. 

Observação: Como DE S'*(W). ent.ào s- 1(D) E S*(Hn.e-) e p(s- 1(D)) é nm operador. 

Veremo..s na seção (3.4) que o .símbolo de D (> esencialrnent<' o símbolo de p(.~- 1 (D)) corno op

f'fador pseudo-diferencial. 

Tendo os símbolos, queremos uma forma de combina-los. ou seja, um cálculo simbólico. Isto 

é, queremos saber o que é (D:E)r-.. em termos de De E para De E em S*(H.). O proposito do 

cálculo simbólico é descrever propried;o,.cies dos operadores em termos dos seus símbolos, uma 

das quais setá ,·ista no capítulo 4. 

Tomemos X= IR:' e demos coordenadas a n· = lg,IR!' EBlgJH"*. 

Lema 3.3A Sejam xj e Y; os elementos de ln = lg JR!I Ef!lg JRTI* ffi IR tal que 

exp(l::~~ 1 r;X;) ~ ((p1 •... , p"). (0 .... , 0), !) e 

exp(l::;,1 q1 Y;) ~ ( (q1, ,, q" ). (0 ..... 0), I) 

Ent.ão Xj E lgJR.r• e Yj E lgJRf'* r juntos os X_js com os Yjs formam ·amo bo.~e para ir. 

Observação: Pelo lema allterior. um elemento ·w de n· pode ser escrito como 

ll" = (p, q) = L:J!j.Yj +L q/}~ com p = (J!J ..... Pr•) c q = (()J ..... l]r, ). 
;=1 J=l 

Lenta 3"3.5 NcsHo.~ coordenados a. tmnsformado. de Fo·urier .--- se transforma em 

f (p'. q') ~ 2-" jf(p, q)e(~ t(pjq;- qjp;)) dpdq 
H" J=l 
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onde dp = dp1 ... dpn e similarmente paro. dq. 

Demonstração: Segue da definição da transformada de Fourier simpl~tica ~. =· 

Corolário 3.3.6 1 'erifica.m-se a/; fórm·u1o~>: 

(a) a,,. J~ (-ciq,fl~. 

'~ 

(h) a,. J~ -(mp,f)~. 

' ~ 

(c) "'PJ J~ -(8,J)~, 

(d) -ci~ J~ (8p,f)~ 

Sejam D <> E clistrilmiçôes de suporte compacto sobre H·. Como toda di::;trilmiçâo pode ser 

aproximada por uma sequencia de ftmÇÔf's continuas. consideremos D e E como fimções (de 

suporte compacto) e o rPstlltado final será válido então para distribuições. Seja o= (o 1 : •••. o 11 ) 

um mnhiíndic:e de inteiros não neg,atiYos ao qual associamos as quantidaclf's 

n 

I o I= L 0;. p'J_ = 1Jfl Dn 
· · PrJ • 

i--'-] 

Lema 3.3.7 SeJam D e E funções de s·u.port.e compacto sobre li". Então D e E sã.o holomorfa.~ 

(sobre n·IC· a complexifiw.ção de ~V). Alem disso. existe uma constante J\.1 ta.! que 

nnde K(-u•) é uma j~Jnção polinom.w/. Uma. est.ima.tiva similar ~Jale pam. E. 

Demonstração: Seja suppD = {w E lF :I u• ).::; 6 }. onde 

111' I= (I p 12 + i q 1 2 )~. Sendo Í] a transformada de F'cmrier de mna função com suportE' 

compacto. o teowrna dassic:o df' Paley-\i\'iener (veja [2] ) diz que D é holomorfa (sobre lr1c) e 

para todo _1\,T E JS existem constantes CN < oo tal que 
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e similarmente para E .Portanto, das formulas do corolario 3.3.7 e a estimativa para D temos 

Ag,ora. estamos prontos par1:1 expr('"ssar (D : E)~ em termos de De E. 

Proposição 3.3.8 Poro. D e E em c;~- (H") temo~; 

Demonstração: De (b) do lema 3.3.2 e da definição de : obtem-se 

~f D( )['8"il 3 E~('~)I-W-' 3 "] ( 1 (( )('~)))dd . w p. q ~ q - P p : '1 o:!J' p q e 2 p. q . p . '1 ·p q 
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onde a expressão entre colchetes é a expansão de Taylor para E ( p'- p, r/- q). Logo 

(D;E)~(p', q') 

L a;· a;: Ê (p'. q') 1- 1 
;,,·:,,- ' (/" Div qlv'q"e( ~ ( (p, q). (p'. q' )) ) dpdq) 

c., ti 

Finalmente, pelo corolario 3.3.i e lema 3.3.8 

(D:E)~(p'. q') Í: ~·a;: É (p'. q') ( -I~ 1 C> 31 ~ ,; ( 2naga;-.' D ( p'. q' )(r.-i)- ... --~' ( -1)- ;; ) 

n.!:J 

·)"" i"-·' (ir.' i!' D~ 'p' q')) ·1'.8,-Y; E~ (11.q')) - L ,_ .. - ""-'~3! 1· q \. · , 
c_, __ , 

Pela estimatiYa do lema 3.3.8 a soma acima converge absolutamente e desem·olvendo-a nos 

seus primeiros t-t>rmos vemos que 

-
.,, [-· ( ~ (p i. ~Tl aD ª-.E _ t!i_ <lil ] _ - D p,q)E .q)+r.L.i=I /'-J o a a + ... ·-

"P1 qJ P1 qJ 

Observações: 

(a) O S<'g;undo termo da expressão do lado direito d& ig_lictldade da propos1çao anterior 

é- o colchete de Poisson de D e E que é denotado por { D-E } e os termos restantes são 

possiw·lmC'nte os analogos de ordem superior desle colcbett:.-. 

(h) Como foi dito, este resultado vale para distribuiçüe~ Assim. se D e E são distribui<,:ôes 

de suporte oompacto sobre H", então 
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Vejamos a relação entre o símbolo isotrópico e o símbolo usual na teoria de OPD's. 

3.4 Relação com o símbolo usual 

\'imos rm seçi:lo ~~.1 qnf• operadores pseudo-diferPnciais sobre S(X) são definidos 

mediante símbolos. Se u(r. O é ttm símbolo, então o mrrcspondente opc>rador Pa é definido 

como 

(P,f)(x) ~L ~(xJ)Í(Ç)e(~(.r)) d~. f E S(X) 

Para fazer Pu um operador pseudo-diferencial são colocadas conclições sobre cr. Estas condições 

estão referidas ao tamanho da>' suas deriYadato f' tillJ conjmnu (dt' coHdir;úe:i) ampliameute e, .. 

tmiado tem sido 

ondE' O ::; J1 ::; v ::; I 
2 , .. 2 

mas pv < 1 e IÇ! =Li= I Ç1 para Ç =(.~I· ... ,Çn) nnm sistema de coor-

denadas conveniente. As classes originais de OPD's satisfaziam a expressão acima com 11 =O 

e 11· = 1. ;.;o quarto capítulo será visto um teorema de limitação para OPD's sobre U(X) com 

símbolos satisfazendo as conclições acima para fl. =v= O em =O. 

Pelas obsen·aç.ões feitas no final da seção 3.1 podemos escren'!r 

Pu= p(s- 1(D)), para alguma distribuiccâo D sobre lr 

e nesta sf'Çâo nos ocuparemos da rPlação entre D e cr. Para isso. consideremos nosso e;:;paço 

\'C'torial X da seção 1.1 e lembremos algumas noções básicas. 

Se K E s•(X EBX) (i.é. se K é um kernel de Schwartz). então K define uma aplicação 

Tx 'S(X) ~ S'(X) 

nela reora • o 

Tx(/)(g) ~ K(g ®f). f. g E S(XI 
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onde g 0 J(x,x1
) = g(x)f(x') é o produto (tensorial) de f e g. É claro que g 0 f E S(X ffi X) 

e assim TK está bem definida. Pelo teorema do kernel de Schwartz (veja [11] ), TK pode ser 

escrita mediante 

~eja A: S(X) ~----" S(X) uma aplica~,;ào continua. Como S'(X) pode ser mcrg·ulhadn em ,-.,·•(X ). 

então podemos considerar A como uma aplicação de S(X) em S*(X). Assim, associamos a A 

uma distribuição DA sobre X EB X. Portanto, pela.o: considerações vistas acima 

DA(g 0 f)~ A(f)(g) ~L A(f)(z)g(x) dx 

Para um ke-rnel dado K, calcularemos o símbolo de K (que será denotado por (T(K) ) no 

sentido usual de OPD"s. I\c~._s referiremos a ele como o .símbolo polarizado. que definircí. uma 

distribuição sobre X EB :r. 

Lema 3.4-1 Se K E S(X $X) e a(K) E S(X $X')- então 

a(K)(r- Ç) ~ e(-f(r))( 2K)(xo <)) 

Demonstração: Seja Pa : S(X) f-----lo S(X) um operador pseudo-difereneial eom símbolo 

o-(K). Associamos a Pa uma distribuição sohrf' X EBX; log;o 

1, K(ror')g(x)f(r') dxdx' ~ Pa(fl(g) ~ 1 Pa(f)(x)g(x) der 
XeX X 

Lembrando a definição de Pa. temos 

fxsX€){. a(.h') (.r. ~ld~ .r ))r ( -~(.1" 1 ) )f(:r' )g(:r) d.td.r' d[. 
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Daqui, K(x, x') =f a(K)(x, {)e(~(x- x1
)) li;. Pondo x' = x- u tem-se que K(x, x- u.) = 

x· 
j x· a(K)(x, ~)e(Ç( u)) ~ e invertendo a transformada dE" Fourier nos da 

- e(-Ç(x)) f K(x.x')e(Ç(x'))dx' ~ e(-Ç(x))( 2 K)(x.ÇJ.= 
X 

Corolário 3.4"2 A a.plica.çô.o 

a: S'(X ~JX) ~ S'(X Ef; X') 

define un i..~omorfismo linear·. 

Apliquemos o lema 3.4.1 aeo kf•rnel Kp(f) para f em 8(H 11
• (· ). Queremos comparar a(Kp(f)) 

com (s(f))~. Observemos que a(Kp(J)) é uma função sobre X EB X* e (s(f))~ uma função 

sobre n·. 

Proposição 3.4"3 Para f E S(H", e) temos a. rdaçâ.o 
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Demontração: lisando a identificação X $ x~ 1------l- H. temos 

- t:( -,;(x)) fxsx· -r(J)(.r- <t. ~~ )c((('u) + Ç{v)) dvd.Ç' 

/YffiX• r(f)(r'. (')e( -~'(x') )e(~' (x) - ~(x')) dr' d(' 

j . s(f)(p. q)f( -~q(p))f(((p. q). (lp. !g~))) dpdq 
\\' 

Observação: Invertendo a relaç:ào da proposição anterior. 

s(f)(p, q)c( -h(P)) ~ L ( ~(Kp( f ) )o lg- 1
) (!g .r. lg !;}t(~ ((!g x,lg Ç), (2p, 2q))) dp' dq' 

onde (p',q') = (lg.T,lgÇ). Logo, 

s(f)(p.q) ~ 2"e0q(p)) (~(Kp( f ))olg-1r (2p.2q) 

e assim obtemos a hmç:âo f tal que Kp(f) t<>m símbolo polarizado rr. 



Capítulo 4 

O Teorema de Calderón-Vaillancourt 

Os propósitos de um cálculo simbólico são. entre outros. descrever propriedadf>s 

de operadores em termos dos SC'US símbolos e neste capítulo W'IE'mos um exemplo desta classe de 

resultados: a estimativa (0. O) de CaldPrÓn f' Vaillam:ourt para operadores pseudo-diferenciai,.: 

4.1 Preliminares 

Kesta seção trataremos alg,lJns aspectos de natureza geral que serão úteis para 

o objetivo dest.e capítulo. 

Definição 4.1.1 Seja V um espaço de Hilberl com prod1lfo intemo (, ). Um operador A sobre 

F { chamado Hilbert-Schmidt se 

"4 1
' ' '14 I'' < 11· :i:~=L:,- tn~ cc 

" 

pam Q'UO.lquer bo.<>c ortonormal (c 11 ) dt' F. onde li 11 denoto a nonn.a. sobre V e 11 11 2 o norma 

sohn· 7t.S.(V). o espaço de todos os opcm.dores Hilberl-Schm.idt sobre \i~ 

Observação: A norma li 11 2 é induzida pelo produto intemo 

(A.Bh=L (.4c".Bc") ,, 
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que faz de 7í.S.(V) um espaço de Hilbert. 

Seja cr uma representação unitaria de um gmpo localmente compacto G sobre V. 

Lema 4.1.2 A aplir:açàn cr ® a• dada poT 

u ® a'(g)(T) = u(g)Ta(g)- 1
, g E G. TE H.S.(V) 

define uma representação unilor-io de C sobr-e H.S.(V). 

Demoustraçiio: É consequ{'ncia do fato dP rr ser uma rt>presentação unitaria.= 

Seja v um vetor unitario (fixo) sobre V e ponhamos T,_.u.(.r) = (x.u.)v. Verifica-se que T,_." E 

JJ.S.(\ '). 

Lema 4.1.3 A a.ph.co.çà.o o: v~---------' T,_.u é ·uma imer~~à.o i.~om.etnca de\' em 1t.S.(l/). 

Demonstração: Segue usando a definição da norma sobre 1{.S.(ll).= 

Lembrando que :Pu.u(g) = (u..a(g)u) é o elemento matricial de a respeito a u temos a 

Proposição 4.1.4 8e supp f F d1.sjunto com o conjunto onde .;:u,u se anulo .. então verificam-se 

{a} o (a(g)(c·)) = yu,u(g)- 1a@ a' (o(v))Tuu 

(b) o (u(f)) = a@ a'( i'~~f) ( o(v)) T,.,.. f E C;< (G) 

e a. estimohva 

onde 11 il indico o nmm.a de opero.drn-e.~ e 'f~.~ f t: a função {em C'((G)) dado por 
f(g) 

::;J(g) = ~(,~,'-'u"-( 9 '- 1 ,-, 1 , g E suppf, 

Detnonstração: lntt>grando amhos lados df' (a) obtemos 

o (1[ f(g)u(g) dg](v)) = (1[ f(g)yuu(g)- 1 (a ® u')(g) dg](o(v))) T,.,. 
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de onde resulta (b). A estimativa seg,ue de (b) e dos fatos de a ser isométrica e 11Tuull2 =L::. 

Observação: Seu é um vetor diferenciável (veja definição 1.3.3), a estimativa da proposição 

anterior perrnan{'cerá \'álida ~t' em lng:ar de f colocam~ uma distribuição de snportf' compacto: 

; .f' 

Logo: temos a norma de a(D) estimada em termos da norma de a 0 a*{if~.~D). 

Particularizemos as estimati\'as obtidas para G = H 11 e a = p. 

Sejam L e R as ações à esquerda e direita de H" sobre L 2 (Hn. e) que são dadas por 

Lema 4.1.5 A representação p® p* de Hn sobre H.S.(L2 (X)) pode ser realizado. como a. a.çâ.o 

L@ R. de W sobre L2(H 11
, e). que é definida por 

Demonstração: Resulta do teorema forte de Stone-von ~eumann (teorema 2.2.3).= 

Por sua vez. a ação L® R (que também é uma representação de }Jfi) pode ser transferida 

a urna ação L® R de H 11 sobre L 2(llT), com L e R as ações sobre L2{H ') dadas por 

Ln(s(J)) ~ s(LnfL f E 5(H",,) 

e similarmente para R. 

(I@ R)expu:f( w') = e( (u·, U'
1

) )f( 'll/ ), u·. U'
1 E n· 
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onde exp é a aplimçã.o exponenóal de n · Ç fn em H ... 

Demontração: Das definições de s e L 0 R 1 a formula de Campbell-Hausdorff e o fato que 

.~·- 1 (!) E L2 (H".t:) temos 

_,-I (f) ( exp( ~w)(exp w')( expu·)) ~ ,-I(!) (exp w' e( ~(w, ui))) 

Estendamos I® R a uma ação de S(H". t) sobre L2{W). 

Lema 4.1.7 Se f. g E S(ln. enlâ.o 

onde 9 é o fm.n~~Jonna.da de Fourier· simplélico de g (defi·m:çâo 3.3.1). 

Demonstração: Da forma integrada para mna representação e do lema 4.1.6 temo::; 

j. ,-I (g) ( exp 11·)(L ® R).xp ".ç 1(!)( exp 11") d( exp li') 
H" 

f(w') f e( (u. u') )g(w) du 
1\' 

f(ui)2" g (2w'). · 
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Observação: Da proposição 4.1.4 se deduz para o par (Hr', p) a seguinte estimativa 

Para finalizar esta sPçào, uma estimativa que nos levará ao resultado desejado. 

Proposição 4.1.8 Paro g E S(VF) temos 

onde 11 11-:x: é a norma do supremo u...•wal pam funções sobre n- eu é qualquer vetor v.nitariv 

no espaço de p. 

Demonstração: Seguf' combinando proposição 4.1.4 com o resultado do lema 4.1.6.;:-

Observação: !\"ovamente, a llitima estimativa é válida pura distribuições dt' suporte com

pacto sobre lr: i.é 

4.2 Limitação em L 2 e Compacidade 

Cm primeiro resultado sobre limitação e compacidade de operadores através de 

certas condições impostas aos seus respectivos símbolos é o que nos fornece o seguinte teorema. 

Teorema 402.1 (a) Paro qna.lqv.er distnbnir;ào de S'UJIOlÚ' compacto D sobre n-. eúMe ·uma 

cm1.~fant.e r:n ta.! que 

(b) Se D BC a.nv.la no oo. então p(s- 1(D) é um opem.do1· compacto. 

n 

Demonstração: (a) Tomando ·u(.r) = 2-1 E-r. :r 
2 

temos que '11 E L2 (X) e r~ tmitario. O 

correspondente elemento matricial para este 11 é dado por 

" - -·u·" 
'fu,u(h) = (u.,p(h)u) = (n,p((expw) · (O,O.z))u) = z(tt.p(exptc)u) = u 2 
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Assim, tornamos concreta a estimativa da proposição 4.1.8. Alem disso, 'f'u,u é diferenciável e 

não se anula em parte alguma. Logo, existe uma função diferenciável VK de suporte compacto 

tal que VKS(.Pu.u) = 1. Então 

Portanto 

ondp 11 11 1 é a norma em L1 .Finalmente, disto e da proposição 4.1.8 

c parte (o) fica provada 

(b) Sendo D de suporte compacto. então pode ser aproximada por hmçê.lf's diferenciaic; f 1 

de suporte compacto de forma que fi convirja uniforrnementf' a D sobre cnnjuntos cnmpactos c 

uniformemente sobre H c se ÍJ se anula no oo. De (a) vemos que p(s- 1 (fi)) tende para p( s- 1 (D)) 

na norma de operadores pai-; 

)..1a.o; os operadores p(.~- 1 (fi)) são operadores integ,Tais com funç:ôes de Sch\\'artz como seus ker

nels. logo sào compactos (ver capítulo 2) e assim p(s- 1 (D)) é também compacto.:c 

Teorema 4.2.1 abarca muitos operadores mas quiséssemos um tf'orema ma1s abrangente. 

Então, estendamos este resultado para clistribuições de snport0 não compacto. 

Se dt'finimos 

Luf(w') ~ /("''- U'). f E S(ll") 

que é a translação (abeliana) de f por ·u· teremos qne 

53 



Lema 4.2.2 Se f E S(W), então 

Demonstração: Como Lu.(!) E lr, então .~- 1 (L 4 ,(J)) E S(Hn.f); ass1m. pJC>lo teorema 

forte de S-vX temos 

.I 18- 1 (L,.d) (exp(lgi.lgÇ))i
2 
dJ·d~ =.I !Lu.f(u-'):2 

d-uJ. 1r' = (lg.T.lg,;} 

xex· w 

' 
2 2 11 -] 11' 1'1 ( -] )11' ~ IILwf(u· liiL'(II') ~ jjjjjL2(W) ~ S (f) L'(H".c) ~ P s (f) H.S.(L'(X)) 

Para uma distribuição D esta translação é naturalmente definida por 

Lw(D)(f) ~ D(Lw(f)),D E S'(ll').f E S(W) 

Pelo lema 4.2.2, uma maneira de ir mais alem de distribuiç.àes de suporte compacto seria 

coonsiderar distribuições D;. todas suportadas num mesmo oonjunto compacto K, translada-las 

por elementos 11-'; e formar combinações lineares-; Lé. tem-se contruido uma nova distribuição 

qne f> L aiLw,(Di)-

Lema 4.2.3 Pa.m distr-ibuiçàu; D, de saporte compacto firo K. verifiw-se que 

Demonstração: Pelo lema 4.2.2 e parte (a) do teorema 4.2.1 obtemos 
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DPtf>rminemos os símholos que correspondem aos operadores do tipo no lema 4.2.3. Para 

isso usemos as coordenadas 11' = (p. q) da seção 3.3. f' introduzcamos os opnadorcs 

" 
b.p= La~j' b.q=La~]· b.u_, = b.p + b.q 

j=l j=-1 

Lema 4,2 .. 4 Seja D E 8* (H") de modo que D seja uma funçào d"iferenctável. Tomemos urna 

função ~: em C'r"" (H·). Ent.ào f.emos as est"ima.tiva.ç 

max li ao a" vil 
0 + 3 <;2/. I, q p :X 

onde 11' = (1!. q) e o número C dl.'pfnde de c e k. mas não dt: 11". 

Demonstração: Como a transformada de Fourier leYa multiplicação em convolução, temos 

(~(v)D)~ (w') ~v~ (Lw(v))~ (ui)~ f V (u-'- u.) (Lw(v))- (u)e(~,(u-', u)) du 
lw -

= z-n D (tv' -11) v (u)f:(-:-(w,u))du. 1 - - 1 
11' 2 

Agora. integração por partes mostra que o lsdo direito da igualdade adrna é igual a 

DesenYoh·endo o termc1 (n2 - b.u)A· (-; (u.) Í] (U'1 -ul) teremos que sua norma L1 :e lirnitad& 

por uma e).:pressão do tipo C' rna..x 1 1la~&p, Dll e o lema está provado.::_ 
'O+ d.~2k ,._-

Observação: O lema acima diz que as normas ii\Lu.(r)DJ~jj"" decre<;em ma1s rapido qne 

qualque-r polinomio em w. 
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Como 11' é um espaço vetorial real, então tem uma ordem natural de lattiee. 

Definição 4.2.5 Sejam Z o anel dos rw.mcroB inteiros e V um espa.ço vetorial n'a.l de dimcnsã.o 

n. Se VJ .... ,"''r sào vetore!ilmearm.enfe inde1)endenles em V. o grapo abeliano 

Zv1 + ... + Zv, = L 

é chamado uma latticc em \'. Se T = n. então dúcmos q·11r' L é uma lo.Uice total em: V. 

Definição 4.2.6 .'iejo L mno la.ttice (total} em V_ O conjunto 

é chamado um paralelepípedo (ou dominio) fundamental de L. 

Vamos ag,ora a emmciar e demonstrar o objetivo deste capítulo. 

Teorema 4.2.7 (Calderón-Vaillancourt). Consideremos D em S*(H'). Se D e todas a . ., 

suas derivadas são limifa.das. enfào p(s- 1(D)) é um opemdor limit.ado sobre L 2 (X). Se adi

cionalmente. Í) se anula no co, então p(s- 1(D)) é compacto. 

Demonstração: A estrategia para demontrar o teorema será expressar D em termos dP 

distribuições de suporte compacto para logo usar teoremo. 4.:Z.l.Seja A r;;;; H' a lattice gerada 

pelos pontos (p. q) com Pj e qj inteiros para todo j: i.é 

Seja K um do:minio ftmdamental para A em H· Ou seja 

Os l + K. 1 E A cobrem todo o espaço 1--F e são disjuntos dois a dois. 
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Se VJC é a funcão característica de K. e J.t é uma função suave: positiva e de suporte compacto 

(sobre \V ) com integral total igual a 1 = 2n P, (O)~ então a função 

V=}J~'L'JC 

é também suave, positiva e de suportf' oompacto e a coleção 

{L1(v): l E A} 

forma mna partiç.ão da unidade. l:stn f.. O :S L1(v)(l') < 1 e L L1(11)(l') = 1, l' E A. Devido a 
/,O.\ 

esta último fato se deduz que 

D ~I: L1(v)D ~I; Ll(vL_,(D)) 
I I 

com Lt(li)D sendo distribuir;ões de suporte compacto. Pela parte (a) do teorema 4.2.1 e lema 

4.2.4, os operadores p (s- 1(L1(v)D)) são limitados (sobre L2 (X)}. Agora. pelo lema 4.2.3. a 

serie (de operadores limitados) 

I; P(s- 1 (LI(v)D)) 
I 

P absolutamente convergente. Logo. é convergente com limite igual a p(s- 1(D)) e por con-

seguinte p(s- 1(D)) é limitado sobre L 2 (X). 

S12 Í) se anula no oo, então (LI(v)D).-- também se anuJará no oo para todo l e assim 

p ( s- 1 (L1( v)D)) é compacto por (b) de teorema 4.2.1. Daqui. :sendo p(ç 1 (D)) tuna soma de 

operadores compactos (na topologia da norma) temos portanto que é compacto. Isto completa 

o teorema.:; 

Em outras palavras. este teorema quer dizer: um operador pseudct-diferencial sobre S(X) 

se estende a um operador limitado sobre L2 (X) se o símbolo e todas a..--; deriYadas do símbolo 

são limitadas. 
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Observação: Já que o centro T de Hn é levado por p a operadores escalares (p(z)f = 

zf), então p ® p• na realidade é uma representação do grupo abeliano Hn /T (~ l-F) cuja 

teoria de representação é mais simples que- a do Hn. Como representações de grupos abelianos 

sào completamPnt.C' analizave-is por IDC'io da transformada de Fourier e notando que o símbolo 

isotrópico é esendalrnent.e a transformada de Fourier, era previssivel que uma estimativa como a 

da proposição (4.1.4) implique um resultado como a estimativa (0, O) de Calderón e Vaillaneourt. 
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