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Introducao

Consideremos S{JR") o espago de Schwartz sobre o grupo (abeliano) R™.
Sabemos que a transformada de Fourier é definida naturalmente sobre este espago mediante a

formula

J@= [ r@ertar

T

onde a aplicagio xr — ¢ & considerada uma representagao unitaria de JR" sobre I". Para
um grupo localmente compactio G é possivel dar wma definigao analoga para a transformada de
Fourier de fungées sobre o grupo em termos das suas representagoes unitarias (ver [8]). Daqui,
conclnimos que existe uma forte relagio entre a analise de Fourler {ou harmonica) e a teoria de
representagoes de grupos.

Baseado em [3], fatos e formulas bésicas no estudo da analise harmonica sobre IR" tais
como o espaco de -Schwartz e o teorema de Plancherel serdo analizados neste trabalho sob o
ponto de vista da representacao de um grupo muito especial: o grupoe de Heisenberg (que serd
denotado H™), um grupo de Lie nilpotente 2-step (ou quase abeliano) que representa o conjunto
de simetrias natural de analise em espagos de fase e em mecanica quantica. Mas o assunto prin-
cipal aqui sera ver que sua estrutura estd intimamente conectada com a teoria de operadores

pseudo-diferenciais sobre JH" refletida na estimativa (0, 0) de Calderén e Vaillancourt.

No capitulo 1 primeiramente é descrito o grupo de Heisenberg, logo sao dadas
e estudadas as propriedades das representagbes do grupo ¢ da sua algebra de Lie (denotadas
DOT p) assim como se caracteriza o espago S(JR™) em termos dessas representagoes.

Sobre S{JR") sao definidos os operadores

M;: [ x;f  (mmltiplicaggo por coordenadas) e

: f of (diferenciaccao parcial)

a,
* 8.’.[.’ i



que sao os operadores diferencias parciais basicos no sentido que a algebra que geram € a algebra
de todos os operadores diferenciais parciais com coeficientes polinomiais. Por outro lado, estos
operadores também fornecem a base para a mecanica quantica ja gue eles satislazem as relagoes
de comtagao canonica

[81'“ ﬁf}] = 6{3'

onde [A, B] = AB — BA é o comutador e &;; é a delta de Kronecker.

Ainda no capitulo 1 veremos que estos operadores sao imagens através da
representacao da algebra de Lie de H™ e no capitulo 2 que eles sao 0s \inicos operadores que
satisfazem as relagoes de comutagao canonica. Este importante resultado é estabelecido pelo

teorema de Stone-von Nenmann que como serd mostrado é equivalente ao teorema de Plancherel.

No capitulo 3 é visto que todo operador continuo sobre S(IR™) (e em par-
ticular os operadores psendo-diferenciais) podem ser considerados como elementos que provém,
via p, de uma disiribuigao sobre H™ e em seguida discutimos o sitnbolo: wm ente que facilita
o estudo das propriedades analiticas dos operadores. Associado ao grupo H™ existe um espago
vetorial (gque também é um grupo abeliano} munido de nma estrutura simplética natural (in-
duzida pela estrutura da algebra deLie de H™). bm termos desta estrutura € definide o simbolo
isotrépico de uma distribuigao sobre H™ e estudamos suas propriedades basicas que incluem
um calculo simbélico. Logo de discutir o simbolo isotropico, vemos como ele estd relacionado

com o simbolo usual (ou standard) na teoria de operadores pseudo-diferenciais.

No quarto e 11ltimo capitulo, usando um argumento puramente algebyico, se

deduz a estimativa {0,0) de Calderén-Vaiilancourt em termos de simbolo isotrépico.



Capitulo 1

O Grupo de Heisenberg

Neste capitulo Introduziremos » definicao ¢ propriedades bdsicas do grupo de
Heisenberg, da sua dlgebra de Lie e a estrutura das representagdes do grupo e da élgebra de

Heisenberg em espacos de fungoes.

1.1 Descrigao do grupo de Heisenberg

Seja X um espago velorial real de dimensao finita n e X* 0 seu dual. Seja

também T C I’ o grupo multiplicativo de numeros complexos com valor absoluto 1 e ¢ : R ——

T a aplicacio exponencial dada por e(t) = 2™

Definigao 1.1.1 O conjunte H" = X x X* x T munido da operacdo
H" x H" — H"

{(1, &1 21)- (2. £2. 22)) ¥ (a1 + 1. &1 + &3 2120¢(&5(79))
¢ chamado o Grupo de Heisenberg.

Proposicac 1.1.2 O conjunte H" com a operagio definida actma € wm grupo de Lie nac

abeliono.

Demonstragao: Da definicio 1.1.1 & facil verificar que H™ é um grupo: associatividade.

existencia de elemento identidade (0,0, 1) e existencia de inverso multiplicativo para cada ele-



mento de H™; dado (z,£,2) em H" entao (—x, =&, 2 e(&(z))) € H™ é seu inverso.
Ao mesmo tempo que H™ é um grupo, H" € uma variedade diferenciavel com a estrutura

de variedade produio (pois X, X~ e T sao variedades diferenciaveis) e
dmH" =dimX +dm X" +dimT =2n+1

Vejamos que a aplicacdo ¥ : (a,b) > ab~! de H® x H™ em H™ é diferencidvel. Agora, ¥
(aplicagao entre variedades) sera diferencidvel se . W7~} (aplicagio entre espagos euclideanos)

¢ diferencidvel onde ¢ e 7 sao cartas de H" ¢ H" x H" respectivamente definidas por:

g H'— UV C R2ﬂ+l,{zr aberto

('T'-. £ Z) — (Ia‘gaarg(z))

7: H" x H* +— U x U C R x Rt

(7. 2). (2. €. 2N = (ol £ 2) (. €. 7)) = ((z. £ arg(2)). (2. arg (')

Logo, @ W,77 1 : U x U ¢ R x R+ — U7 C R?™ 1! ¢ definida mediante

pe¥or N(2,£,0). (/.8 0N =(z -2/, 6~ &0 -8 + (£ - &)

b

Como esta aplicagio é diferencidvel, conclui-se que H™ é um grupo de Lie. Por tltimo, seja

(., &, z) € H". Se

ent&o obtlem-se que
fa)vr' e X. v € X,

iy

o
=

-
I



Mas 2 jgualdade acima sé € verificada se z = 0 e £ = (. Portanto,
Centrode A" = {(0,0,2): z € T} C H"

e H” é nao abeliano com centro igual a T.-

1.2 Representagoes do grupo de Heisenberg

Seja S{X) o espago de Schwartz de X: o espaco das fungoes {sobre X) O™ e
rapidamente decrescentes a valores complexos. S{X) é um espa¢o de Frechet com a topologia

definida pelas seminormas

Al o3y = sup [z D? f(x).

onde a e 3 sao multiindices de inteiros nao negativos, x = (47...., o, ) mum sistema de coorde-

nadas conveniente e

g%
_=i

:IT{

i

% =2 zin D =D§ - Dinf com D{f=——Ff.

Ver [2]| para mais informagao sobre §{X).

Definamos sobre S(X) os seguintes operadores:

Translagdo em posigao: (p{xNf)(x) = flx — )0 € X.
Translacao em frequencia: (p(&) f){x) = c{&(x)) f(z), £ € X*.

Multiplicagao por fase: (p(2}f¥z) = zf(z). 2 € T.

Observagao:
pla)(S(X)) € S(X) . p(E)(S(X)) € S(X) e p(=)(S(X)) € S(X).

Definigao 1.2.1 Sejam G um grupe localmente compacto e V7 wm espace vetforial topologice

localmente convexo, Hausdorff e completo.Uma representacao do grupo G sebre V € um ho-



momorfismo

o:Gr— GL(V)

de G no grupo de operadores linenres continuos e inversiveis sobre V. com a seguinie condicdo

de continuidade:
Vv €V, a aplicagdo g+— o(g)(v), de G em V € continua.

A representogdo o é chamada unitaria se V € um espaco de Hilbert e 0s operadores a{g)

sGo unitarios. para todo g € G.
A combinacao dos trés operadores definidos acima implicam a seguinte

Proposigao 1.2.2 A aplicagio
p(x, & 2) 7+ plz)p(£)p(z)
define uma representagdo de H" sobre 5(X).
Demonstragao: A forma explicita da aplicagao p é
(pla'.£.2)1) (r) = 2el&(x — ")) flz - )

Desta férmula se deduz que p{(h)~! = p(h™!). ¥ h € H" e assim p leva H" em GL(S(X)). Alem

disto, tem-se também que
p(hR'Y = p(l)p(R'). k. B € H" e p({0.0.1)) = wdgx)

Se f € S(X), vejamos que a aplicagao h —— p(h)f, de H" em S(X) é contimia. Como
n € um homomorfismo de grupos, bastara verificar a continuidade na identidade de H™. Seja
h muma vizinhanga de (0,0, 1) e primeiramente consideremos f em 7 (X) (o conjunto das
fungoes (" com suporte compacto), entao

lo(h)f = p(0.0. 1)1, 5 =sup |D? (p(M)] — £} (=)] =sup {(p(h)D%f = D?f) ()] e

x|



Como CF(X) é denso em S(X), temos o desejado.

Seja L*(X) o espago de Hilbert das fungies sobre X a valores complexos e quadrado-
mtegravels com respeito & medida de Lebesgue. Lembrando que 5(X) é um subespaco denso

de L2(X) temos a

Proposicao 1.2.3 A representacao p se eslende a umo representacdo unitarie de H® sobre

LA(X).

Demonstragao: Sendo S{X) um subespace de L2(X), §(X) herda o produto interno de
L2(X). Agora, para todo h € H", p(h) é uma isomeiria com respeito a este produto interno
como se deduz do seguinte caloulo:

Seja h = {z'. £, 2) € H™, logo
o oy = (S pthSe = [ l(o(h) 1)) P

B [ |f(i"—ﬂ"-’)|2d$:/ fw)tdy, y=z-2
J X J X

- Hf”ii{xj

Como p(h)p(h™1) = p(hh™ ') = p((0,0,1)) = id;2xy (pela densidade de S(X) em L2(X)),
p(h) é um operador unitario sobre L2(X); 1.6, p(R)* = p(R) 1. (Aqui, p(h)* denota o operador
adjunto de p(h)). Pela proposigio 1.2.2 a aplicacao h — p(h} de H" em U(L*(X)) (o grupo

dos operadores unitarios sobre L?( X)) é continua.—

Portanto, p é a restricdo a S(X) de uma representagao unitaria, que serd denotada também
por p. de H™ sobre L?(X). Em outras palavras. todo elemento de H™ pode ser visto como um

operador unitario sobre L2(X).

Definicao 1.2.4 Seja o vma representagdo unitaria de win grupo de Lie G sobre um espago de
Hilbert 5. Diz-se que o € irredutivel se S nao tem subespacos proprios invariantes sob o{g).

para todo g € G.

Proposigao 1.2.5 A represeniagac p ¢ irvedutivel.



Demonstragao. Provaremos a irreducibilidade de p por contradigio. Assim, suponha que
existe um subespago proprio, distinto do nulo. de L2(X) que seja p(h)-invariante, Yh € H™.
Seja V tal subespago, entao V- (o complemento ortogonal de V ) é também p(h)-invariante,

pois se v € V-, temos que
(P() (e}, )2 = (w, plh ™ )(0))p = 0, we € V.

Portanto,

LHX)=V@V- e p=p&p com py=p,.ps=p o

Sejam f; € Ve fy € V'~ vetores unitarios, entao (p1(h)f1, fo) = 0. Vh € H" ou equivalentemente

[ el — N - @ =0, se h=(8.2)

X

obtendo-se que

/ (@) h(z —2) falr)dr =0, v2'e X. vEe X"
X

Em particular / filz — ') fa(x)e(—£{z))dr = 0, onde o lado esquerdo da igualdade é a trans-
X e ——

formada de Fourier para fi(x — z') fa(x). Entao fi(z — &'} fo(x) = 0 em quase todo ponto x e

para todo ' € X. Assim, f; = 0 em quase todo ponto se f3(x) # 0 o que é uma contradicao e

estd provada a irreducibilidade de p.-

Vejamos algumas nogoes gerais sobre representagoes de grupos de Lie. Se 7 é um grupo
de Lie, algumas vezes é conveniente estudar representaghes de G através do espago CX(G)
de fungoes (" com suporte compacto sobre . Como & é um grupo de Lie, G é localmente
compacto: logo, existe sobre &' uma medida de Borel dg invariante sob translagio a esquerda
chamada medida de Haar 4 esquerda. Esta medida é Uinica a menos de uma constante mul-

tiplicativa positiva. (Ver [15] ).

Usando a lei de grupo em G pode-se criar umna estrutura de dlgebra sobre 7 {G).Dados



N1, f2 € CX(G), definimos a convolugao de fi e fy pela regra

fixfalg') = /fl(g)h(gwlgf)dg-

G

Observagoes:

(a) A operagao * esté bem definida pois a aplicacao g +— fi(g)f2{g~'¢') de G em I é integravel.

{Ver [5], cap.XII sobre integragéo em espagos localmente compactos).
(b) f1* f2 € CX(G) e o espago (7°((G) com a operagao * forma uma dlgebra.

Sabemos que a transformada de Fourier * : §(X) —— S{X™*) é definida por
fg) = / flr)e(=e(z)dr. [ € S(X).
X

onde as fungdes x — e{—£(x)) fornecem uma representacgic unjtaria irredutivel de X sobre I
Seja ¢ uma representagao unitaria irredutivel de G sobre o espacgo de Hilbert complexo S, entao
em analogia com a transformada de Fourier, para uma fungao f € C(G) pode-se definir uma

transformagao da seguinte forma:

o(f) = ff(g)cr(g}dg, o(g) operador unitario Vg € G.
G

Lema 1.2.6 O operador a(f) definido sobre S é limitado.
Demonstragao: Seja v € 5, entao

lotN@s < [ 1@ le@isds = [ 1 7o) Hirlsds
= el [ 1501 dg

com [ | 1(g)|dg < 00 pois § € CX (G-
&

Definigao 1.2.7 4 aplicagdo f+— o(f) é chamada a forma integrada de o.

|



Proposigao 1.2.8 A forma integradae de 0 é um homomorfismo de dlgebras: de CZ(G), com
seu produto convolugio, na dlgebra dos operadores limitados sobre S a gual denotamos por

B(S).

Demonstragao: Sejam fi. fo € ((G) e v € 5. Entao

ofy * fa)(w) = / Ui x 2)(@)e(@)0)dg
= [ [ nlonte et ) g
(& G

= / / f1(9) folg g o(g Mv)dg'dg (pelo teorema de Fubini).
cJ ¢
—1.r

Pondo ¢~1g’ = h temos dh = d{g~1¢') = dg’ ja que dg é invariante & esquerda.Logo,

el = [ [ si@hteeednds= [ [ f@ate(olet)dndg
- / f19) / o(g) (o(R)a(A)(v)) dhdg (pois o(g) & linear)
& (5

- {100 ([ athetiwin) d

A dltima expressao se deve ao fato de a integral cormutar com aplicaghes lineares continuas.

Finalmente

o(f1 % fa)(v) = o f1) (/c, fz(h.)a(h}(-u}dh) = o(f1) (o(f2)()) = a(f1)-0(f2)(v)

Por conseguinte, o(f) * fa) = ¢{f1)o(f2) € ¢ é wn homomorfismo.-

1.3 Representagoes da algebra de Heisenberg

.

A cada grupo de Lie (G estd associado sua dlgebra de Lie & que € o espao dos

campos vetoriais invariantes a4 esquerda sobre (. O espago 3 € identificado a T, o espacgo



tangente de G em e (o elemento identidade de G ). Veremos que uma representagao unitaria

de G indnz uma representagio o da sua dlgebra de Lie .

Sende G uma variedade diferencidvel, a gualquer campo vetorial sobre G podemos associar
suas curvas Integrais: se r € &, as curvas integrais pasando por € € G sao definidas pelo grupo
a l-parametro

t— expilz, te R

que é um homomorfismo diferencidavel de grupos, onde exp € a aplicacao exponencial de & em
(7. a "ponte” que une um grupo de Lie com sua dlgebra de Lie. Logo. t — olexpir). i € R
¢ um grupo a l-parametro de operadores unjtarios sobre S gue tem associado um gerador

infinitesimal ¢{x) : um operador sobre S, em geral nao limitado, definido por:
o(e)(v) = lim ! (olexp tr)(e) — ) = = (olexp )(v)) =0
sobre o dominio:
Dio(z)) = {t‘ £5: }i_r}r{lit‘l (o{exp tx){v) — vj existe sobre S‘} cS.

Vejamos duas propriedades importantes do operador 5.
Lema 1.3.1 O operador 6(x) € anti-adjunto e densamente definido.

Demaonstragao: Sejam u,v € P{o(z)), entéo

(o(x)(u).v)s = YUmy—oi™! ({o(expizr) — wdsi(u).v)g
= Hmy_ot ! {u,|o(exptr)® — 1dg}(v))
= limy_ot ! {u. {o(exp(—ir)) — ids](v))

= (u.=lmp.ot ™ o(exptr) (v} — 1)) = (w. —o(x)(r))s.



Logo, o(r)* = —o(x) e o(r) é anti-adjunto. Para ver que D{o(z)) € denso em 5, sejav € S ¢

consideremos o0s vetores v, = £ / olexptx)(v)di para e # 0, para os quais obtemos
0

B (o (exp ha)(ve) — ve) = ¢ [h“l / " o {expta) ()i - 7 I " o(exp m)(v)d-f}

A expressao do lado direito tende a ¢ 71 (o (exp ex)(v) — v} quando # — 0. Assim v. € D(o{(x)),

Ve # 0 e v, — v em S quando £ — 0.

Definigao 1.3.2 Um vetor v € § ¢ chamado diferenciavel pare ¢ se a aplicagio g —

a(g)(v). de G em 8 ¢ diferencidvel.

O conjunto de vetores diferenciaveis para ¢ é um subes 0 de 5. que serd denotado por
‘5 * 1 isto é

S> = {v € 5:g+— o(g)(v) é diferencidvel. Vg€ G} CT 5

Lema 1.3.3 O subespaco S™ € denso em 5. Alem disso, 5™ estd contido nos domanios dos

o{z) para T € ¥ e € invariante sob os o{x).

Demonstragao: Seja f € CX{G). Entdo o{f)(v) é diferencidvel. Yv € 5. De fato,
o(go) (¢(f}v)) = o(go} (/G f(g)a(g)(v)dg) = ]G F(9)o{gog)(v)dg = ]Gf(galh)ﬂ(h)(v)dh,
onde h = gog. Como f € C*((G), esta integral pode ser diferenciada em gp sob a integral e
o{f}(v) é diferenciavel.

Tomemos ﬁma sequencia de fungdes (f,) em C(G) tal que: (i} Se Q € qualquer vizinhanga
de ¢ € G, entdo supp{f)} € €. para todo n suficientemente grande. onde supp(f,) indica o

suporte de fp, e (i) / fa{g)dg = 1. ¥n. Assim, se v € § temos
ra

ot s = | s@eaiena—v [ o]

1A

/ @)} @) (e} = v dg

IA

supyeallo(0)(e) — ol [ {fulo)idg = 0. se g —e.

10



Portanto, o{f)(v) — v com o{fn}(v) € 5 e 5= & denso em S. Agora, sejam v € §> e

z € Q. Vendo a sequencia de aplicagdes diferenciaveis

t ——exptr +— olexpiz)(v)

. - - - = - . d
temos que a aplicagio f — og(exp ir)(v) é diferencidvel. Em particular, existe ” (olexpiz)(v)) li-0o

e v € D(a(z)) com o que S C D(o(r)). Por dltimo, seja uw € 5. Do diagrama

GxIR — G +— 8§

(g.t) +— gexptrr— o(gexptr)(u)

se deduz que a aplicagao (g, t) = o(gexpixr)(v) € diferenciavel junto com suas derivadas par-
S ow
clais _E;;_(g’ t) = o(gexptx) {o(x)(u)). Logo, para ¢t = 0, a aplicagao “6?(9’0) = o(g) (o{r)(u))

é diferencidvel e o{x){u) € §°. Portanto, o(x){5°) C 5% e o lema esta provado.n

5> é chamado o espago dos vetores diferencidveis para o. Pode-se dar-lhe uma estru-

tura de espago de Frechet. (Ver [14]).

Como o(z) leva § em 5%, o(r) é um endomeorfismo de 5% e tendo em conta que End{5™)

é uma algebra de Lie temos a

Proposigac 1.3.4 A aplicagdo x s o(x) de I em End(S™') é um homomorfismo de dlgebras.
Iste €.

a(lr.yla) = [o(0). o@)ignas=) = o(r)o{y) —owlo(z)iz, y €S

onde [ . ] denota a operagde colchete de Lie.

Para a demonstragao vamos precissar de uma representacio muito importante do grupo G

11



a representacao adjunta sobre a dlgebra de Lie .

Definigao 1.3.5 A representagao adjunta Ad de G sobre sua dlgebra de Lie S é definida
comao segue: Para g € G. Ad(9) € a diferencial do qutomorfismo a, : G+ G, a,{g') = g4 .
Qu seja,

Ad(g) = Ady = d'(ag)é_ TG — TG,

A representagao adjunta de G induz uma representago da sua dlgebra de Lie & em End(S).

Definigac 1.3.6 A representacdo adjunte ad de S ¢ a diferencial de Ad. Isto €
ad = d(Ad) 1 TG = 3 v— Tyq1,) Aut(3) 2 End(3)

Assin, ad(r) = ad, (¢ € B) ¢ wmne fransformagdo knear sobre S.Sc demnonstra gue

ady(y} = [x,y]. (Ver proposigiae 8.47 de [13]).

Demonstragao (proposi¢ao 1.3.4): O conjunto dos operadores anti-adjuntos sobre S é

o espago tangente na identidade sobre S do conjunto dos operadores unitarios sobre S, Isto nos
_ C d

sugere o uso da representacao adjunta Ad de G. Agora o(jz.v )(v) = o (olexpt[x, ¥])(v)) 1o

mas exp(t[x, y]) = exp(tad.(y)) = exp(tAdy{y)}). Assim.

olle ) = < (lexptAdyW)(e)) heo
d
= = (o(aglexpty)}(v)} =0

- % {(glexpty)g 1 ){(v)) li-o

= o{gyo{yla(g e



Por outro lado,

lo(z),0()l(v) = (o(z)a(y) - o(y)o(z))(x)

= 4 (olexptr)o(y)a(exp(~t2)){1)) |10

= L (Ao ) 0)) o

Pela expansao de Taylor de Adayg tr temos Adeyp 1 (y) = y + t[r. 4] + O({%), t — 0. Entao

71 [o(Adep (¥} (@) —o(y)(v)] = 7} {o(y) + toliz.y)) + (O} e) — a(y)(v)]

= {o([z, o)) + a(O{I))}{v)

Como x € § +— a(x){v) € 5 € continua, entdo lim; o 6 (O(¢)}(r) = 0 obtendo-se [o(x), a(y)|(v) =

a(lz, y)){v).c

X 6 uma algebra que em geral nao é associativa mas & partir dela pode-se consiruir uma
que seja associativa de modo que toda representacao ¢ de & se estende naturalmente a uma
representacao desta algebra. Essa dlgebra é a dlgebra universal envelopante de & que € deno-

tada por U(J).

3 6 um espago vetorial real. Sejam T{S) = P, S* a algebra tensorial de I donde
F=09®...®3F ¢ o k-produto tensorial de F e Z(J) o ideal em 7 (J) gerado pelos elementos
da forma 2 ®y — y®x — [r.3); 7,y € §. Logo podemos definir o quociente T(3)/Z(J). Este
quociente é U{J) que é uma algebra associativa com unidade sobre R. Se ¥ : T(SJ) — U(S)

é o homomorfismo natural e pondo ® = ¥ |5 temos
O([z,y]) = 2(x)@(y) — 2(y)®(z)

O par (U(3), ®) é chamado dlgebra universal envelopante de 3. Tem-se que S CI(J) e a

representacao ¢ de & sobre §™ se estende de maneira natural a wma representagao de W)

13



de tal forma que a imagen de U(S) por essa representacao coincide com & lgebra associativa

gerada pela imagem da representacgio de 3. Assim obtemos um homomorfismo
o U(F) +— End(S*)

de algebras associativas. Esle homomorfismo, denotado tambem por o, é chamado a forma

diferenciada da representagao o de G.

Voltando ao grupo de Heisenberg temos que a sua algebra de Lie, que denotaremos por £,
é dada por
£, = T;':ﬂv[).l)Hn =XxX'"xR

Agora precisamos ver como esta definido o colchete de Lie sobre £, e a aplicagao exponencial

de £, em H".
Proposigac 1.3.7 Dados (y1,m.71), (y2. 72, T2} em &, tem-se gue
(1. m.71), (y2. . 2)] = (0.0.mu(y2) - my)) €4 e

exp((v,7.7)) = (v m-elr + 5m(y))) € H"

Demonstragao: A tripla (y,7.41) € Ti0g1)H™ € a imagem de (0,0.1) através de um

campo vetorial (sobre H"} invariante & esquerda. Seja X este campo, logo
)L(h): dLh()L(E)) h= (3:1 < z)a € = (0 0. 1)

onde L; é a translagio & esquerda sobre H".A representacao matricial de diy que é uma

aplicagac linear é dada por

I 0o

dly=| ¢ I 0 [|. [ mairizidentidaden % n.

14



Portanto,

x((z,&, 2)) = dLn{{tn,m, 1)) = (31,1, &(31) + 71).

Calculemos agora o fluxo WX gerado por . Isto €, a curva integral ¥ : IR — H"
passando por (0,0,1) tal que ¥(0) = (0,0,1) e ¥'(0) = x{(0.0,1)) = (y1.m.7). Este fluxo

d
deve satisfazer a equagao diferencial x{¥*{s)} = d-ll"(s) que tem ¢omo solugéao
5
2 s
WX(s) = (sy1, 8m1, e(sm1 + Fmly1))).s € IR

Analogamente para (yg.73.72) 0 fluxo é ¥Y(1) com ~ campo vetorial invariante & esquerda tal
que (y2.12.73) = (). Logo,
yi.m.m). (em,72)] = adx)y = d{Ad)(x)>
d

i E) L
= 5 ls=0 35 =0 X (s) - WI(t) - UX(—s5)

= (0.0.m(y2) — (1))

EXP((ye . T)) = (1)

I

(y.n.e(r + 5n(y)))

cotn o que a proposigao fica demonstrada. -

Observagao: A aplicacao exp: {;, — H™ é sobrejetiva.

Achada a operacao colchete de Lie para £,,. vejamos que H" é um grupo nilpotente.

Definicao 1.3.8 U'm grupo de Lie GG se diz que € nilpotente se sva digebra de Lie & é nilpo-

tenfe.



Definicao 1.3.9 Uma dlgebra de Lie S € nilpotente se, para cada © € 3, a transformagdo

linear adx sobre 3, definida por adz(y) = [z,y] ¢ nilpotente; i.é, se (adz)* = 0 para algum k.

Proposigaoc 1.3.10 O grupo de Heisenberg H" € nilpotente £2-step; ou seja,
(ade)’ =0. z €&,

Demontragao: Segue da proposi¢ao 1.3.4.1

A estrutura multiplicativa de H™ pode ser expressada em termos da estrutura de £, como

algebra de Lie. Isto é feito mediante a férmula de Campbell-Hansdorff.

Lema 1.3.11 Para todo a.b € &, temos:
= _1 ]
expaexpld = exp(a + b) exp( 5 [a.?])

Demonstragao: Segue sem dificuldades a partir da defini¢ao do colchete para £, e da

operagao de grupo sobre H" .-

Seja lg: H™ —— £, uma aplicagio inversa de exp. Considerando X como subconjunto de
H"™ temos que z € X pode ser identificado com (r.0,1) € H™ (ou seja, T estd numa vizinhanca

de (0,0,1) em H™.) Assim, seja lgz = (z,0,0) € £, o gerador do grupo a 1- parametro
t— exp(tlgr) = (tx, 0.1} € H"

Similarmente para £ € X* seja lg€ = (0,£.0) € £,, © elemento gerador do gnmpo a l-parametro
t—expl(fle ) = (0.t 1) € H”

Pondo lg X = {lgz7:2€ X} elgX*={lgs: £ € X"} temos o seguinte

Lema 1.8.12 A dlgebra de Lie £, decompie-se em

b=l X Ble X" @IR
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Alem disso, parax € X e £ € X*. se verificam as formulas:
(a) llg&, 1g 7] = (6, 0,£(x)),
(b) exp(lg€ +1g7) = (z.£. e(35(2)))

Demonstragao: Consideremos os conjuntos lg X e Ig X* como subespagos de £,. Agora.
existe uma identificacéo entre X com Ig X e X* com g X" e ja que a aplicagao exp: {n — H"

¢ sobre tem-se a decomposigao
b =1gH" =1g X Qlg X" & IR

As fornmlas (a} e (b) seguem facilmente da proposicao 1.3.4.-

Alem do mais tem-se o

Lema 1.3.13 Para f € 5 C L2(X) obiem-se as seguintes formulas:

(a) (pllg ") f) (2} = 0w f (=),
(b) (p(12)f) (z) = 2mg(x) f (x)

Demonstragao: Da forma diferenciada de p temos

(a) (pg=)f) (@) = limyoot™1 [(plexpltig=))]) (z) — J(2)]
= limeot ™ [fr —tr') — f(2)]

= _a.r’f(T)

(&) Q&) (x) = Lm0t~ [e(tE(2))f(x) — fz)]

= 2

1
Iy

¥

(@) f(z).=



Observagao: Notemos que p{£,) consiste precisamente dos operadores que satis{azem as
relacoes de comutac&o canonica que 530 a base da Inecanica quantica. Isto significa que o
grupo H™ fornece um método eficiente de criar um calculo funcional para o processo classica-
merte conhecido como quantizagio. Neste processo interpreta-se funcoes de H™ em IR como
observaveis cldssicos (generalizados) e os operadores correspondentes em U(L2(X)) como os

observaveis quanticos associados.

O préximo resultado depende de um par de teoremas especializados da teoria de repre-
sentacoes. Como a proposicac em si nac € essencial para nosso traballio, damos uma demon-

stragdo incompleta citando referencias para 0s teoremas gue necessitamos.

Proposigac 1.3.14 (a) p(tf({n)) € a dlgebra de todos os operudores diferenciaveis com coefi-
cientes polinomiais sobre X.

(b) O espago de Schwartz S(X) € jusiamenie o espago S™ de velores diferenciaveis para p.

Detnonstragao: {a) £, é um espago vetorial de dimensao 2n+1=dimH" e £, =1g X &

lg X* & IR, logo uma base para £, é
{1gIls-"71g$n:1g€11"':]gfﬂ-l}

com {lgxy,....lgz, }. {lg&. ..., 126, } e {1} bases de Ig X, 1g X™ e IR respectivamente. Pelo

teorema Poincaré-Birkhoff-Witt (veja {12] ) tem-se que os elementos da forma
(lg.'r-])ml R ® (lgrn)m" ® (]gsl)mn—el ® - -® (1%' gﬂ)m% & jMan-1
com os m; inteiros nao negativos forma uma base para U4(£,,).Deste modo. se Z € U({,), entao

Z = Zm—_-(m:_..-.,m?r.—:} Am;.mny,.y (lgri e @ (lgfﬁ )&

®(1g 51 )fﬂn—»l O RRRRCY (]g éﬂ }”*Br: () et

18



COMm 08 G, em IR e se f € 5™ entao

“TMhgn g

P2V (=) = Y Omymgens [P{le 7)™ - © (I20)™®
@(g &)™ @ - ® (g &)™ @ 1} (=)
= Y Gmympen [{(g2)™)..0{(g n)™)
p((1g &)™ =1).p((lg &)™ )p(1) f](x)
= D g (1) TG AT (g )
- p((1g &)™) p(1)f (=)
_ Zm Gy ot (1) 0 (2 e 1A Pon b s ) ()

Y (B.OT ) (2.

A expresséo acima define um operador diferencial com coeficientes polinomiais,
(b) Pela forma explicita de p, se f € 5(X) entéo é imediato que f € S, Ver {10] para a

outra incluszo.
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Capitulo 2

Teorema de Stone-von Neumann

Seja (G um grupo localmente compacto, ( seu dual unitario, isto é, o conjunto
de todas as representacbes unitarias irredutiveis de G. Um problema importante em analise
harménica é identificar G; (quando G € abeliano ou compacto. G é conhecido). Para o grupo
de Heisenberg H™ o teorema de Stone-von Neumann {que estd nos fundamentos da mecanica

guantica) daré resposta a esta guestao.

2.1 A Restrigao Polarizada.

Consideremos f € C°(H™). Definamos a translagio & esquerda sobre (2 (H™)

por

Lof(R)y=f(h7'H), h W cH"
para a qual temos o seguinte:

Lema 2.1.1 Du forma integrada para p temos a relagao:
pL:fy=2p(f}, 2€TCH"

Demonstragao:

pLaf)= [ Lagplan= [z up(n)an
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Pondo z7!'h = K’ temos dh' = dh. Logo

P(sz)

I

/ T(R)p(zh")dh' / F(R)zp(R)dh’
Hr Hn

e[ fpydh = zp(f).n
Hn

Definimos para f € C(H")
°f= /z"]szdz
Jr

onde dz é a medida de Lebesgue sobre T' com massa total igual a 1 (i.é, fdz = 1}. E claro
que °f € CX(H").

Um resultado imediato é o seguinte

Lema 2.1.2 Pora a definigdo dada acima verificam-se as formulas:

(b) L:(°f) = 2(°S).

Demonstragao:

(@) p(°f) = /Hﬂ(°f)(h,)p(h,)dh = /H o(h) ( /Tz_.lef(h.)dz)dh

= /‘T 271 (/H“ P(?:)sz(h'}u'.h) dz = /T 2" 1p(L, f)dz

e pelo lema 2.1.1 obtem-se que

o ) = plf) ]f dz = p(f)



BLAHR) = CHzh) = /7‘ w 1L, f(z7h)dw, weT
= ]n'_lf((zur)"'lh)du' = / zu” L f{u" 1h)du, u = zu
4T

= z(cf)(h-)-:

A jgnaldade (b} do lema 2.1.2 nos leva a definir o conjunto
CX(H™ ey = {f € CX(H™) - L(f) = 2f. 2 € T}

gue é um subespago de C(H™). Notando que of € O (H™, ¢). entao temos o

Lewma 2.1.3 A aplicagao ° : f — (°f) € uma proje¢do de C(H™) sobve CX(H", €); isto €.
€ um operador linear sobre C2C(H™) com °("f) = (°f). Alem disso. Im(®) = CF*(H" ¢} ¢
Ker(®) sdo ideais (de convolugao} em C2X(H™).

Demonstragao: E obvio que “lafi+ fa)=0o("f1)+° fa.para f3, fo € CX(H") ea € R.
Da definicao de ° e com o auxilio do teotema de Fubini obtem-se sem maiores problemas
que *(°f) =" f.se f € C*(H"). Mas. se f € CX(H",e) temos °f = / 27 L. fdz =

T
j zl2fdz = f e f € Im(°) com o que CX(H" €) = Im(*).Nao é dificil ver que Im(®) e
T

Ker(®) sao ideais em C(H"). Portanto

CH(H"Y = CX(H".¢) & Ker(") =

Observacao: A formula (a) do lema 2.1.2 implica que Ker(") C Ker(p). Logo, existe uma
vnica transformacao linear » de ({H™}/Kcr(®) no espago dos operadores limitados sobre
L?(X) tal que .7 = p donde 7 é a projegdo canénica de CX(H™) sobre ("X (H"}/Ker(7).

Alem disso, I'mn{,2) = Im(p) e pelo 27 1eorema do isomorfismo temos que

CX(H™)Ker(%) & CF (H™, )
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Isto significa que p se fatora através da projegao ° | de modo que, em diante, para nosso estudo

de p serd suficiente considerar fungoes em C(H™ €}

T é umn subgrupo fechado de H", logo existem cross-sections das T-classes {3 esquerda)
em H™. Ou seja. existem aplicagdes continuas ¢ de H"/T =2 X x X* em H" de modo que
pott(T} = Z, para todo T em H™/T donde p é a projegao de H" sobre H™/T. (Veja [9] sobre
fibrados e cross-sections). Assim, para conhecer [ em C2¢(H™. ¢) somente necesitamos conhece-
la sobre uma cross- section de T em H™. Uma cross-section conveniente para alguns de nossos

propositos € a que definimos a segnir

Definigao 2.1.4 O conjuntel’ = {{z.£.1):x € X, £ € X*} T H" (que € a imagem da aplicngdo
H"/T — H", (z,£) — (2,£.1) } € chamado a restrigao polarizada. Esta resirigao serd us-

ada para transferir fungdées em C2(H" . €) a fungdes sobre X x X2 X @ X7).

Lema 2.1.5 4 aplicagio v : C(H" e} — C2(X & X*) definida por

r(f)(r,€) = J((2.6.1)), f€CEHe)

€ um isomorfismo (de espagos vetoriais fopoldgicos).

1

Demonstragao: Querer™ " siaocontinnas segue facilmente e assim r é um homeomorfismo. -

Por transporte de estrutura podemos definir um produto de convolugao (transferido de

("> (H™ ¢)) para fungoes em (X @ X*).

Definigao 2.1.6 Para fi ¢ fo em CX(X @ X"} definimos
figf=r(7 i)« 17 ()

e assim CX{X @ X*) eonverte-se em uma dlgebra de convolugio.

Lema 2.1.7 A formula explicita para fi#fs €

N# () ] Sil@ &) fula’ — 2,8 — &)e(E(a’ — x))dxds



Demonstragao: Como r'(f2) € C>(H", e) temos

f#h( &) = r@e () (AL E) = () (), € 1)
= [ A (Rl 6 1) € 1) iz
= [ Hf)a - 2,6 — & elé(x — 2')))dadSdz
_ /Ye\ Al ) fold' — 2. & — £)e(&(x = «))drde.-

Observagao: O produte de convolugao sobre C2X(H™, e) transferido a I' é a convolucao

sobre X @ X*.

Uma formula explicita que serd muito importante no resto do capitulo é & da forma integrada

de p.

Lema 2.1.8 Para f em CX*(H",¢) ¢ ¢ em S5(X) temos
(16} () = [ Koo wofuldu
X

onde K,(f){z' v} = Coir(Ne —uvuy e 5 S(X @ X)) — S(X G}X) € a transformada

de Fourier parcial (na segunda variavel ) gque € definida por

(5 F)z. ) /F Sele(@Nds. FeS(XaXx®)



Demonstragao: Da forma integrada de p e leme 2.1.5 obtemos

(p(f)8) (=)

[, @600l ¢ Do) drdsdz

= [ @S ) dad
XX

= [ @Ol 2Dole’ - 2)dud
XoXx-

= [ ([, ) = v etetnds) sty o - =

1l

/‘X(' 2 (I — wou)elu)du

- _/ ¥ K,D(f)(fff-_ 'U)O('u.)d'u-_—-_

Observagao: p(f) € um operador integral com kernel K,(f) € S(X @ X). Logo, a agdo de
p(f) sobre S{X) é dada pelo kernel K,(f) e temos uma correspoudencia 1-1 entre o conjunto

dos operadores integrais com kernel e 5(X @ X).

2.2 O teorema de Stone-von Neumann

Neste paragrafo veremos que p ¢ a tinica representacao unitaria irredutivel de

H™.

Definigao 2.2.1 Se¢ja G wm grupo de Lie e sejam oy e 09 duas representagies de G sobre Vy ¢
1% {espagos de Hilbert) respectivamente. Entdo oy ¢ o9 se drizem unitariamente equivalentes

~e eniste um operador unitario A de Vy sobre Va tal gue

Acy(g) = oslg)A. vgel

| ]
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A nogao de equivalencia de representagodes é reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, pode-se
decompeor o conjunto de todas as representagoes de GG em classes de equivalencia. Este conjunto
é G, o dua) (unitario) de G. Se G é abeliano, tem-se que G é o conjunto dos caracteres sobre

G. (Veja [6]).

Definigao 2.2.2 Sejo G wmin grupo abelieno. Um caracter sobre G € wm homomorfismo con-

tinuo A de G em T (nosso circulo unitario).

Observagao: Se G é localmente compacto com centro Z e o é uma representacao irredutivel
de (G sobre um espaco vetorial S, entao para todo z € Z, o(z} comuta com todos os 0{g), g € G.

Pelo lema de Schur (ver [10]) temos que

onde ), € um caracter sobre o centro Z. chamado caracter central de o.

Teorema 2.2.3 (Stone-von Neumann). A representagdo p. a menos de equivalencia uni-
fario. € a dnico representagdo unitaria drredulivel de H™ com cardcter central o ideniidade:
i€

p(2)f =xp(2)f =2f, z€T

A demonstragao deste importante teorema serd uma consecuencia de uma variante do leo-
rema de Stone von-Neumann {que abreviaremos por S-vN}, o teorema forte de S-vN.
Seja
S(H",€)={Jf € S(H"): L:(f) = 2, z € T}

Como CX(H™ ¢} C S(H", €), entio as formulas desenvolvidas para C2°(H™. ) em segao 2.1 se

estendem a S(H”.¢) pois C7°(H™) é denso em 5(H™ ). Anslogamente
LHH ) ={F e (") L(f)=2f. z € T}
Teorcma 2.2.4 (Forte de S-vIN). A aplicagio

p: S(H", e) — End{S(X))
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o= K

€ umn isomorfismo da dlgebra de convolugao S(H".€) no dlgebra dos operadores integrais sobre

S(X) com kernels em S(X & X). Alem disto. p se estende a wm isomorfismo isométrico
p: LA(H", &) —s H.S(L}X))

de L2(H™ €) com a dlgebra H.S(L*(X)) de todos os operadores Hilberi-Schmidt sobre LX)
com kernels em L2(X & X).

Observagoes:

(a) H.S(LH(X)) = {/ K{r.pe(ydy. o€ LY (X)e R € L2(X & X)}

(b} H.S(1L2(X)) éum igeal fechado em B(L?{X)). a algebra dos operadores limitados sobre
L2(x).

(€) Se A € H.5(L?*(X)) entao A é um operador compacto. {Veja [8] ).

Demonstracgao: Pelo teorema de Plancherel, a transformada de Fourier 5! : S(X &

X*} — S(X @ X) se estende a um isomorfismo unitario de L2(X @ X*) em L2(X & X). Assim

P szaxyy = EKp(f)”%z(x) =12 (M ez = I 2cxe xe)

[ e ofdedc= [ jap g ) drasa:
YaXx

H"

= |if

2
IL2(H™e)

e p € um isometria.—

Agora. vamos a demonstragao do teorema de S-vN, Mas antes definiremos uma funcao que

fornece 1uma ligagao entre o traballio abstracto de representagoes e espagos concretos de fungoes.

[ ]
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Definigao 2.2.5 Novamenie, seja o uma representagdo unitaria de uwm grupo de Lie G sobre
um espago de Hilbert S. Para arbitrarios u,v € 5, a fungdo g — (o(g)u,v) (g € G) denotada

POT Py v € chamada um elemento matricial da representagao o.

Observagao: ¢, .. € C*(G).

Demonstragao (teorema 2.2.3): Seja p’ ouira representacio unitaria irredutivel de H™,
entdo deve-se provar que g’ é equivalente a p. Suponha o contrario; 1.€ que g nao € equivalente
a p. Pelo teorema 2.2.4. S(H",¢) ¢ levado pela representacao p no conjunto dos operadores
integrais com kernels em S{X @ X). Logo. se f € S(H".¢). entao f é um elemento matricial de
p e portanto f é representado por zero pela representacho p'. o que é uma contradigdo. Assim,

£ é a inica representagao unitaria irredutivel de H"; i.é
H = {[p|}, onde [p| denota a classe de equivalencia de p.-

Observagao: O teorema de S-vN afirma entdo que os operadores p(lgr) e p(lg£) (veja
lema 1.3.6), de momento e posigao, sao, a menos de equivalencia unitaria, a Unica realizagao

das relacoes de comutagao canonica da mecanica quantica.

Temos visto assim que ¢ teorema de Plancherel implica ¢ teorema de S-vX.
Alem da unicidade de p. teorema forte de S-vN implica que p é wmna representacao quadrado-

integravel.

Definicao 2.2.6 Dizemos que ¢ é quadrado-integravel se todos os seus elementos maotriciais

pertencem a L%(G).
Corolaric 2.2.7 A representacao p é quadrado-iniegravel,

Observagao: Quadrado-integrabilidade é uma colsa natural para incluir na descricao de p
pelo teorema de Moore-Wolf. (Veja [7]).

Reciprocamente, unicidade mais quadrado-integrabilidade de p implicam que p : L2 H™. ¢) —
H.S.(L*(X)) é uma isometria. Disto e da formula K,(f)(z.u) = ("3 '7(/))(x —u. u), nao é dificil

2%



ver que "5 ! (e daqui "e ") é unitario. Isto significa que o grupo de Heisenberg também nos

leva & prova do teorema de Plancherel.

Em resumo, sobre L? temos a seguinte equivalencia:

Teorema forte de SvN = {unicidade + quadrado integrabilidade de p}

< p: L*(H".€)— H.8(L*(X)) isomorfismo isometrico

< LX)+ L2(X*) isomorfismo unitario

= Teorema de Plancherel.



Capitulo 3

O Simbolo Isotrépico

Um dos temas mais importanies na teoria de equacoes diferenciais parciais fol de-
senvolver um célculo operacional explicito para tratar varias classes gerais de equagoes lineares.
Existe um tipo de célculo baseado na teoria de operadores pseudo-diferenciais (abreviade OPD
s}, uma teoria que esté desenvolvida em grande parte dentro da teoria de analise de Fourier
abeliana: logo nao € surprendente que esta teoria possa ser estudada usando o grupo de Heisen-
berg. Apora, um dos aspectos mails importantes na teoria de OPD s é a aplicagéo simbolo
que se ajusta muite bem no ambito da teoria de grupos. Neste capiiulo serd mostrado que
a aplicagao simbolo € o cdlculo simbolico, que serdo definidos aqui para o grupo de Heisen-
berg, estao intimamente relacionados a aplicagao simbolo e céleulo simbdlice usuais da teoria

de OFPD’s.

3.1 Operadores Pseudo-diferenciais

Consideremos win operador diferencial parcial linear de ordem m definido sobre

o espaco euclideano n-dimensional JTR"™:

(Pf)(x)= Y aal@)DZf(2).

T
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Ao operador P associamos-lhe o polinomio

com = (... ) ER el =L &
Defini¢ao 3.1.1 O polinemio p(x,£) é chamado ¢ simbolo de P.

Sabemos que (Dy, f} () = §jf(£) e(x; f)(6)= —-D_Ejf(.f) onde f(ﬁ) denota a transfor-
mada de Fourier de f(x). Portanto. quando P é um operador com coeficientes constantes, seu
simbolo é um polinomio em £ : plax, &) = Z o om a,£%. com os a, constantes e nao € dificil ver
que {(Pf) (£} = p(f)f(&). Daqui, o operador d;ferencial ¢ convertido numa operagao algébrica:
multiplicagao pelo polinomio p(£). Este é 0 maior motivo porgue a transformada de Fourier
¢ um instrumento efetivo para o estudo de equacoes diferenciais parcials (abreviado EDP’s }
lineares com coeficientes constantes. Mas para EDP’s com coeficientes variaveis a situagdo nao
é tao simples. Por exemplo, consideremos o operador P dado por (Pf )(z) = D?f(x) +z?f(z).
cujo simbolo tem coeficientes polinomiais em R. Entdo, {Pf} {£) = .52)?(5) + Dgf(g) em IR
e (Pf)"(£) tem a mesma forma que (Pf)(r). Logo, neste caso a situagao nao é simplificada
usando a transformada de Fourier. Como (DZf)"(§) = (2mi) * £ fi (£). entao pela férmula de

inversao de Fourier temos

Drf(a)= [ e fo)as
Portanto, usando o simbolo p{(x, &), o operador (Pf)(x) pode ser escrito na forma
(PR = [ = 0p(a ) flg)as

Definicao 3.1.2 Pora uma fungdo geral p{x, £) (i.€, se¢ p(w.&) nao € um polinomic) dizemos

gue P dado pela ultima erpressao acima € um operador pseudo-diferencial com simbolo
plr.£).

Exemplo: A tranformada de Hilbert
T fe—y
2" —
(N =pa. [ Ty
g
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que pode ser escrita na forma
o
(P)e)= [ ¥ r(—misgn()f($)de
é um operador pseudo-diferendial com simbolo p(€) = —misgn(£). (Ver [4] ).

Consequentemente, 0 objetivo da teoria dos OPD's é converter & teoria de EDDP’s lineares
com coeficientes variaveis numa teoria algebrica dos simbolos correspondentes através da trans-
formada de Fourier.

Agora veremos que existe uma relagao entre operadores sobre S(X) (em particular OPD’s

sobre 5{X)) e distribui¢des sobre H".

Sejam S*(H".¢) e 5"(X x X) os espagos duais de S{H". ¢} e 5(X x X} respectivamente.

Entao

Lema 3.1.3 O conjunto S*(H™.¢) € o espago das distribuigdes D sobre H™ tal que L,(D) =

zD. z € T e r(D) sao distribui¢des temperadas.

Demonstragao: De fato, toda forma linear sobre S(H",¢€) ¢ um funcional linear continuo
sobre C°{H™, ). Agora, a translacho 2 esquerda definida para fungodes sobre H™ pode ser

estendida para distribuigoes da seguinte forma:
L,(D)(f) = D(LAf)): DeS™(H"e). feCF(H" e
Se h =z €T temos
LAD)f) = D(L:f) = D(zf) = zD(f}

Finalmente, a aplicacao 7 : S(H".¢) — S(X »x.X*) também se estende a uma aplica¢io. de novo
denotada v, de S*(H". ¢} e 5*(X x X*). Comisso. se D € §"{H™, e) emaor{D) € (X xX*)

e 7(D) é uma distribui¢do temperada.-

Ly
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O teorema de Stone-von Neumann diz que S(H",e) é levado pela representagaac p na
algebra de todos os operadores continuos sobre S{X) com kernels em S(X x X}. Isto implica

o segiinte resultado

Lema 3.1.4 A representacéo p se estende o win isomorfismo lineor

p: 5" (H" e)— 5" (X x X)

D — Ku(D)

Demonstragao: A transformada de Fourier sobre S(X') pode ser estendida ao espago das

distribuiches temperadas sobre X Assim.
Ko(DYf) = [ 2H{r (DY) = 7D o(f), f € S(X x X)

onde ",' é a transformada de Fourier parcial introduzida no lema 2.1.8.Como nao é possivel
convoluir dois elementos arbitrarios de S*{H", €), entdo devemos fazer alguma restricio. Seja
AC S*(H™ €} qualquer subdlgebra de convolugao {por exemplo, distribuigdes de suporte com-

pacto, L'(H",¢) ). Assim, para D) e Dy em A temos
p(Dr = Dg) = p(D1) # p(Dn)

onde # seria o produto de convolugao sobre a subdlgebra p(A) C S*(X x X).-

Obscrvagoces:

(a) O teorema do Kernel de Schwartz {veja [11] para este e os outros aspectos de teoria de
distribuigbes tratados nesta parte) identifica o espago S*({X x X)) com o espago de todas
as aplicagbes continuas de S(X) em 5*(X): 1.6,
SUX x X)) = Hom{(S(X),57(X))
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Daqui, todo operador continuo sobre §{(X), ou de 5(X} em S*(X) pode ser visto como
que provém, via p, de uma distribui¢ao sobre H". Em particular, os operadores pseudo-
diferenciais sobre S(X). Portanto, podemos considerar a élgebra de todos os operadores

limitados sobre S(X)} como sendo uma certa algebra de distribui¢oes sobre H”.

(b) K,(D1* Dy) = K,(D1) o K,(Ds). se Dy. Dy € AC 5*(H". ¢).

3.2 A Restrigao Isotrépica

Existe uma outra cross-section de T em H™ que vai ser a pega chave para definir
o simbolo de um OPD no sentide de Helsenberg (on seja, sob o ponto de vista das distribuighes

sobre H™}: o simbolo isotrépico.

Definigao 3.2.1 A cross-section definida por
H
exp(lgX GlgX™) = {(;r,&e(;i(x))) xe X, £c X'} cH”

¢ chamada a restrigao isotrépica.

Observagao: Pondo W =1g X @lg X* temos que W é um espago vetorial real, um sube-

spacgo de £, e exp W’ é a restrigac isotrépica.

Como foi visto no capitulo 1, existem isomorfismos lineares X r— lg X e X* — lg X*.

Logo, existe um isomorfismo linear

XeX —RgXplgX =W

(x.&) — (gx.1g¢)

que serd usado para transferir fungoes sobre X & X" a fungoes sobre W™ ou viceversa.
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Definicao 3.2.2 Seja V um espaco vetorial. Uma forma simplética sobre V' € uma forma
bilinear o : V x V +— R que € anti-simétrica (o(u,v) = —c{v,u)) e ndo degenerada; i.é, se

o(u,v} =0 pam todo v € V, entdo u = 0.

A operacio colchete de Lie em £, induz uma forma simplética { , } sobre W da seguinte

maneira;

{(Qgx,1g€), (g, 1g¢)) = [(lgx, 1g€), (g o', 1g )] = &(«’) — £ ()

Assim o par (W, {, }) é um espago vetorial simplético com dim W = 2n.

Observacao: Um espaco vetorial simplético é uim ¢aso especial de nma variedade simplética
S P p

(ver {16] } que é o objeto bisico da mecanica classica.
Agora, como no capitulo 2, serd suficiente considerar fungoes em S(H".¢€) sobre exp W
Lema 3.2.3 A aplicacdo s : S(H" ,e¢) — S(W) dada por
s(f)w) = flexpw). [ S(H"¢)
define urn wsomorfismo.
Demontragao: Basta considerar C¢(117).
E possivel comparar a aplicagio r do lema 2.2.5 e a aplicacao do lema anterior.
Lema 3.2.4 Para f em S(H".¢) temos
. 1
(). 8 = (58N s(Nlg 2159

Demonstragao: De (b) do lema 1.3.5, lema 2.2.5 e (b} do lemas 2.1.2 obtem-se:



LT e

e(38(2)s(f)(1gx,1g8) = e(3&(x))f(expligr +1g£))
= e(5£())f (7, e(3&(x)))

= r(f}{z.§)c

Novamente, como no capitulo anterior, podemos transporiar a estrutura de dlgebra de

convolugao sobre S(H",e) a (W),

Definigao 3.2.5 Para f1 € fo em S(W} definimos
fizfa=s(s (i) x s~ H{2))

o produto de conuvolugdo sobre S(V7),

Serd muito interessante dar uma formula explicita para esta convolu¢ao, mas antes uma

observagao importante.

Lema 3.2.6 Todo elecmento de H" pode ser escrito como um par
{expu,2) =expw-(0.0,2), weW. z€T.
A lei de grupo em H™ toma ertao a forma

(expuw. z)(expu’,2) = (exp(u‘ + '), zz'e(é(”tt:wa-'f >))
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Demonstragao: Seja h = (r, £, 2') um elemento de H”'. De (b) do lermna 1.3.5 vemos que

(z.£,7) = (x.£1)-(0,0.2")
= (2,%€(38(2))) - (0.0,e(—3&(x))) - (0.0, ")
= (ﬂ"as‘;e(%ﬂf))) ) (0501 3)! 2= z’e(—-%g(m))

3

a9

= expuw- (0.0.2). v = (lgx.1

= (expu.z)

Se w = (lgz.1gf) e v’ = (lgx'.1gg’), entdo w + w' = ( lg{r + &) 1g + &) e (w.w') =
£(x') — &(x). Logo
(exp(-u.- +ul), 22'e(F(w, -u-'})) = exp({w + u') - (0.0, zz'e(3 (o, w')))
= (e 42+ € elB + ) + ) (0.0, 22e(Je(e") - 3€(a)
= (2.£.e(3E(x))) - (0,0.2) - (&', £ (36 (=) - (0,0, 2")
= (expw. z) - (expw’, 2').c

Isto é. a lel de grupo sobre H" fica expressada em termos da estrutura de 117 como espago

vetorial simplético.

37



Lema 3.2.7 Para f1 € fa em S(W) temos

fehalut) = [ Al - welw.v)) de
onde di € a medida de Lebesgue sobre W

Demonstragao:

fthw) = s{sTHA) AN W) = s (1) # 571 (fo)(exp w’)

= / sTHf1)(expu')s 1 (fo)({exp ) Yexp ') d{exp w)
H‘ﬂ'

Pela formula de Campbell-Hausdorfl, temn-se que

[—. u']}

ot o—

(expu) ™! expu’ = exp(—w)expu’ = exp(—w + u’) - exp(

- et - i

e como s 1(fy) € 5(H", ) obtemos

fizfolw') = ]w fi(w) falw! = uﬂe(—%((u"guv))du'
= ]w Si(w) falu’ — w)e(F{w. w')) du

- [w filw! —’ii-')fg(ﬂ-‘)e(%<""f'u’))duu:

Notemos gue a convolugao obtida usando a reatriggo isotrdpica € ligeiramente diferente

daquela usande a restricao polarizada.
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3.3 O Simbolo Isotrépico

O simbolo isotrépico que discutiremos neste paragrafo € o simbolo associado &

restricao isotrdpica exp W, e seré definido via a transformada de Fourier simplética sobre W’

Definigao 3.3.1 Para [ € S5(W) definimos a transformada de Fourier simplética ~
S(W) — S(’) como
T () = j Fw)e( e, w')) du
Hf

Observagoes:
{a) A normalizagao de du pelo fator 27" diante da integral acima faz de ~ um operador

unitario.
(b) Como € definida mediante uma forma simplética e nao. como é usual, por uma forma

simétrica, a aplicagdo — tem ordem 2 e nao ordem 4: 1.8 f )7 = [

A seguir, algumas propriedades importantes de ™

Lema 3.3.2 Se f, g € S(W) temos que

(a) f= [ 12" i€, atransformade de Fourier — ¢ dade pela convolugdo & direita com a

fungdo constante 277,

(b) (f"g)'“—ft
(e) (27" 3 f227")(w) = f—w).
Demonstragao: (a) De fato, da definigio de :
(F 2w = [ f)2 el ) de = ()
(b) Usando (a) temos
Frg = igi2"=f:{gc2")=F:z9

(@ @ Es 2 =@ )= [ 27 T weGivt,w) du
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= (1) (-w')s
Por continuidade, ™ pode ser estendida para S*(W). Assim

Definicao 3.3.3 Para uma distribuicao temperada D sobre W, definimos
D(f)=D(f), De &5 W), feSW)

Esta ertensao. também denotada por ~ . € 0 simbolo isotrépice de D.

Observagao: Como D € S*(i). emtdo s (D) € ST(H™, €) e p(s~ (D)) é um operador.
Veremos na segio (3.4) que o simbolo de [J é esencialmente o simbolo de p{s™*(D}} como op-

erador pseudo-diferencial.

Tendo os simbolos, queremos uma forma de combina-los, ou seja, nm cileulo simbdlico. Isto
€, queremos saber o que é (D2E)™ em termos de D e F para D e E em S*(W). O proposito do
calculo simbdlico é descrever propriedades dos operadores em termos dos seus simbolos, uma

das quais serd vista no capitulo 4.

Tomemos X = ITR™ e demos coordenadas a W =1g IR @ lg IR™".

Lema 3.3.4 Sejam X; e Y; o5 elementos de £, =g R" @1gIR™ & IR tal que
exp( Sy 5 X5) = (1 o). (00,00 1) e
exp(T1 45¥5) = (g5 gr)- (0.0, 1)

Entdo X; € lgIR" e Y; € g R"™ ¢ juntos os X5 com os Yjs formam uma base para W

Observacao: Pelo lema anterior. wm elemento w de W7 pode ser escrito come

w=(p,g)=>_piX;+ D> q¥; com p=(p1...Pn)cg=(qr....¢n).
=1 i=1

Lema 3.3.5 Nessos coordenadas a transformadae de Fourier ™ se transforma em.

—

f@.dr=2r" ff(p, 9)e(§ D _(p0; — gips)) dpdy
W i=)
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onde dp = dp;...dpn ¢ similarmenie para dg.
Demonstragao: Segue da definicao da transformada de Fourier simplética ™.~

Corolario 3.3.6 Verificam-se as formulas:
(@) 8, f=(mig,f)"™.
(b) 8y, f=—(min; )",
(c) mip), f=—(8,f)",
(d) mig, f= (8, )™

Sejam D e E distribuigoes de suporte compacto sobre 117, Como toda distribuigao pode ser
aproximada por uma sequencia de fungdes continnas, consideremos D e E como fungdes (de
suporte compacto) e o resultado final serd vélido entao para distribuicdes. Seja o = (a1, ..., an)
um multiindice de inteiros nao negativos ao qual associamos as quanmidades

n e
) 8&3 6"’1‘&'
—_ . A s I P - .
| a |— E Q. pm=H Pn” dp = am Fan
=1 Op:

"

Lema 3.3.7 Sgam D e E fungoes de suporte compacto sobre W. Entac D e E sao holomorfas

(sobre Wic, a complexificacido de W ). Alem disso. existe uma constante M tal que

9268 D (w)| < K(w)M=+

onde K(u) € uma fungao polinomial. Uma estimativa similar vale poro E .

Demonstragao: Seja supp D = {w € W :| w!< § }, onde
lw|=(pi>+]g |2)%. Sendo D a transformada de Fourier de uma funcio com suporte
compacio. o teorema classico de Paley-Wiener (veja [2] ) diz que D ¢ holomorfa (sobre Wic) e

para todo N € I\ existem constantes ¢y < 00 tal que

b

D ()

< C_N(l'i‘ i u i)_}\-f.'& frnw . WE 11}(*
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e similarmente para E .Portanto, das formnulas do corolario 3.3.7 e a estimativa para 5 termnos
1802 D (w)| = | (mi)? pA(xi)!g® D (w) |
= (i) + 757" |D ()

< (miyetPpfeten (14 |w )TN = K(w)Mielts,

onde K{w) = p?qen (1 + )™, M = 7i e K{w) — 0 para N — o0o.-

Agora, estamos prontos para expressar (I - E}” em termos de B e L.
Proposigao 3.3.8 FPora [} e E em CX{1V) temos

~ ~ i S.ODOE OEOD
Dp.g Elp.g)+=-) ———
w ?::i de d‘h apj 8@;‘

(D1E)™(p.q) = 2"

Demonstragao: De (b) do lema 3.3.2 e da definicao de - obtem-se

(D:EY~(¢,¢) = (D:E)¥.q)

= fw D(p.g) E (¢ — -4 — 9e(3{(p. ). (- 4)}) dpdy

S 9282 E (¢, ¢ ) U 0997 | e(L((p. q). (. 4))) dpdg

S5

= _/H_D(P- q)
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onde a expresséo entre colchetes é a expansao de Taylor para E (p'—p.d —q). Logo

(DEVG.q) = T [ Pe0%s E .1 ka3 (p.a). (¢7.90) dpdg

= ZaqﬁpF )t (/ Dz gir”g*e(3((p.q). (¥ . ¢) dpdq)

Finalmente, pelo corolario 3.3.7 e lema 3.3.8

)0.—-.5‘

(D:E)(q) = 3 3 B 1 e (208202 D (¥ ) (mi) =7 (=1)7 7))

= Y A (300 D)) (8% E(9))

Pela estimativa do lema 3.3.8 a soma acima converge absolutamente e desenvolvendo-a nos

seus primeiros termos vemos que

(DB (p.0) = 2 |D 00 Elpg)+ 4 Ty 823E — 15, SR ER .

= 2 5(P=Q)E@¢Q)+%Zﬂ igﬂ—g—gg‘—?%-- =
x a}" 2 P; V4;

Observagoes:

(a} O segundo termo da expressao do lado direito da igualdade da proposi¢ao anterior
¢ o colchete de Poisson de 1?} € E que é denotado por { EJE } e os termos restantes sao
possivelmente os analogos de ordem superior deste colchete.

(b) Coruo foi dito, este resultado vale para distribuicoes. Assim. se D) e [ sao distribuigoes

de suporte compacto sobre W, entao

(D:E)~ =2" |DE +={D. E }*..‘}
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Vejamos a relagao entre o simbolo isotrépico e o simbolo usual na teoria de OPD's,

3.4 Relagao com o simmbolo usual

Vimos na segao 3.1 que operadores pseudo-diferenciais sobre S{ X} sao definidos
mediante simbolos. Se ¢(r,£) é wm simbolo, entéo o correspondente operador Fp € definido
como

(FD@) = [ o f@ele@s. 1 es(x)

Para fazer F, um operador psendo-diferencial sio colocadas condigoes sobre o. Estas condigocs
estao referidas ao tamanho das suas derivadas e um conjunio (de condigoes) ampliamente es-
tudado tem sido

=N

F700a(r.€)| < Cogd + 1™ 7

Ti r .
onde 0 € < v < 1maspr <lel®= z l,gf para £ = (&....,& ) num sistema de coor-
i i
denadas conveniente. As classes originais de OPD's satisfaziam a expressao acima com v = 0
e = 1. No quarto capitulo seré visto um teorema de limitagio para OPD’s sobre L*(X) com

simbolos satisfazendo as condigoes acima para p=v=0e m = 0.
Pelas observagdes feitas no final da segio 3.1 podemos escrever
B, = p(s™1(D)), para alguma distribuiccao D sobre W’

e nesta secao Nos ocuparemos da relacac entre I e ¢, Para isso, consideremos nosso espago

vetorial X da secdo 1.1 e lembremos algumas nocoes basicas.
Se K ¢ 57X & X) (i.é. se K é um kernel de Schwartz), entao K define uma aplicagao
Ty : S(X)— 5M{X)

pela regra



onde ¢ ® f(x,z') = g(z)f(z’) é o produto {tensorial) de f e g. E claro que g ® f € S(X & X))
e assim Tk estd bem definida. Pelo teorema do kernel de Schwartz {veja [11] }, Tk pode ser

escrita mediante

Tw(F)(g) = /\, _ Kaagla) () drd

Seja A @ S(X) — S{X} uma aplicacao continma. Como 5{X) pode ser merguithado em &5* (X ).
entdo podemos considerar A como uma aplicacac de S{X) e 5*(X). Assim, associamos a A

uma distribuicao D4 sobre X ¢ X, Portanto, pelas consideragbes vistas acima

Dalg® f} = A(f)(9) Z-AA(f)(:Ir}g(;r)dar

Para um kernel dado K, calcularemos o simbolo de K (que serd denotado por a(K) ) no
sentido usual de OPD's. Nos referiremos a ele como o simbale polarizado, que definira uma

distribuigao sobre X 5 X".

Lema 3.4.1 Se K € S(X & X) eo(R) € 5(X & X"). enldo
o(K)(r. &) = e(—&(@))("2K)(=, £))

Demonstragao: Seja Py : S{(X) —— S(X) um operador pseudo-diferencial com simbolo

o(K). Associamos a Py uma distribuigio sobre X & X; logo

[ K@@ )y duds' = Fal)g) = [ Pel£)(x)gla) do
XeX X
Lembrando a definicao de F,. temos

[ ke = [ P(DEed
J X=X X
= [ oK) Qe fisholr) dra
X=X

= [ e =N (@ gle) deda’ds



Daqui, K(z,2') = /X' o(K)(z.&)e{f(x — 2')) dE. Pondo ' = x — u tem-se que K{x,z — u) =

/k’- o(K)(z, £)e(£(n)) df e invertendo a transformada de Fourier nos da
o(K)(x.&) = ‘/‘( K{r.r — u)e(=&(u)) du = e(—E(x)) f\r Kir,x —w)e(&(x — u))du

= e~ [ Kla2elgl ' = @) ). €).o

Coroldrio 3.4.2 A aplicagéo

o: 5 XeX)— S XaX)

define un isomorfismo linear.

Apliquemos o lema 3.4.1 ao kernel K,(f) para f em S(H". ¢). Queremos comparar o(K,{(f))
com (5(f))”. Observemos que o{K,{f)) é uma funcio sobre X @ X~ e (s(f))” wma fungao

sobre 11"

Proposigao 3.4.3 Pora f € S(H" . ¢) temos a relagdo

SO §) =2 (5 £ )el-5a(p))) w2189, (. 0) = (12 )
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Demontragao: Usando a identificacao X & X" —— W’ temos

c(K ()5, 6) = e(—£() f Kol w)ele(a)) du

= e(—-&(r)) / r(f)r =, &ye(&(u) + E(u)) dudf’

XsX

B / r(f)a’ . )e(=€ (')e(€ (z) — £(x')) dr'dg’
. -'YGBX'
= j‘u’ 5(.{)(?} Q)f(—%q(p))(({(p q) (lg T, lgi))) d]{)(l‘q

= 2 (s(f Je(—3a(p))) (2lez.21g8).2

Observagao: Invertendo a relacao da proposi¢ao anterior.

s(fp, Q)e(—34(p)) = [ (J(Kp( f ))Clg—l) (1gm,1g§)e(%((lgr,lg§),(2p72f])))dgi’dg’

onde (p'.¢') = (lgx,1g€). Logo.

s(H)(p.q) = 2e(3o(p)) ((K,p( 1 ))a1e7") " (29.29)

e assim obtemos a fungéo f tal que K, (f) tem simbolo polarizado o.



Capitulo 4

O Teorema de Calderon-Vaillancourt

Os propositos de um célculo simbélico sdo, entre outros, descrever propriedades
de operadores em termos dos seus siinbolos e neste capitulo veremos um exemplo desta classe de
resultados: a estimativa ((,0) de Calderén e Vaillancourt para operadores psendo-diferenciais
sobre L?(X),

4.1 Preliminares

Nesta secao trataremos alguns aspectos de natureza geral que serao liteis para

0 objetivo deste capitulo.

Definicao 4.1.1 Seja V' um espago de Hilbert com produto interno { , ). Um operador 4 sobre

V' ¢ chamado Hilbert-Schmidt se
141, =Y fAea)? < oo
n

para qualquer base ortonormal {¢,) de V. onde || || denoto a norme sobre V e || ||, @ norme

sobre H.S.(V'). o espaco de todos os operadores Hilbert-Schmidl sobre V.

Observacao: A norma || |, é induzida pelo produto interno

(_4. B)g =Z (-45'117 Bey)
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que faz de H.S.(V) um espago de Hilbert.

Seja 0 wma representagao unitaria de um grupo localmente compacto G sobre V.

Lema 4.1.2 A aplicacio o ® ¢ dada por
c®o*(g)(T) =o(g)To(9)™!, g€G. TeHSV)

define uma representacao unitaria de G sobre H.S.(V).

Demonstragao: E consequencia do fato de o ser uma representagao unitaria.-

Seja u nm vetor unitario {fixo) sobre V e ponhamos T,,(x) = (x, u)v. Verifica-se que T, €

H5(V).
Lema 4.1.3 A aplicagio a : v+ T, € uma imersdo isomeirica de V' em H.S.(V).

Demonstragao: Segue usando a defini¢do da norma sobre H.5.(V).-

Lembrando que ¢, (g) = (u,5(g)u) é o elemento matricial de o respeito a u temos a

Proposigao 4.1.4 Se supp [ ¢ disjunio com o conjunilo onde 2y $€ anule, entdo verificam-se
as relagaes '
(a) 0 (o(9)(e) = Fuulg)}o @ 0" (a(e)) Tuu
(b) a(o(f)) = 0@ (¢ruf) (o)) Tuw. € CF(C)
e a estimativa
lo ()l < [lo @ o™ (euif)]
onde || i indica a norma de operadores € o), f € a fungdo (em C*(G)) dada por

conflg) = LI

(u.a(g)u)’ g € supp f.

Demonstragao: Integrando ambos lados de (a} obtemos

o (L 1010t0) 010 ) = (1 £90usle) o @ o)) dolfa(e))) T
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de onde resulta (b}. A estimativa segue de (b} e dos fatos de a ser isométrica e |[Tuull, = 1.c

Observagao: Se u é um vetor diferenciavel (veja definicao 1.3.3), a estimativa da proposigao
anterior permanccerd vélida se em lugar de f colocamos uma distribuigac de suporte compacto:
i6

io(D)]l < o @ o* (vu LD

Logo, temos a norma de o(D) estimada em termos da norma de ¢ ® ¢*{¢;1 D).
Particularizemos as estimativas obtidas para G = H" e 0 = p.

Sejam L e R as agdes a esquerda e direita de H" sobre L2(H",¢) que sio dadas por
Lof(Wy = f(h 0"y e Ruf(W'y = f(B'R). e LHH" ¢)

Lema 4.1.5 A representagéo p® p* de H™ sobre H.S.(L*(X)) pode ser realizado como a acdo
L®R. de H" sobre L?*(H",¢), que é definida por

(LR S(N) = f(h™H'R)

Demonstragao: Resulta do teorema forte de Stone-von Neumann (teorerma 2.2.3)

Por sua vez, a acdo L ® R (que também € uma representagao de H™) pode ser transferida

a uma acao L & R de H™ sobre L2(W), com L e R as agdes sobre L2(W) dadas por
La(s(f)) = s(Laf). f € S(H" ¢}

e similarmente para K.

Lema 4.1.6 Para f € L2(W") tem-se

(L® Rapuf(¢)=e({w, w)) fu')wu’ € W
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onde exp € o aplicagdo exponencial de W C £, em H".

Demontragao: Das defini¢oes de s e L® R, a formula de Campbell-Hansdorff e o fato que
57 f) € L*{(H", €) temos

(L& ﬁ)exp F) = sU{L®Rexpws  ( f)) (0} = (L& R)exp s H{[){expu)
= 1) (exp(—w)exp ) expu)) = 573 (f) (expue(—(w, u/))

= e(fuw. s M) exp ) = (s f(w).

Estendamos L ® R a uma acéo de S{H™, ¢) sobre L2(11").

Lema 4.1.7 Se f.g € S(17). entao
(LOR) -1 f (') =27 9 (2u') (v

onde 9 € a transformade de Fourier simplética de g (definigan 5.8.1).

Demonstracao: Da forma integrada para wma representacao e do lema 4.1.6 temos

(E & ﬁ)s—l{y)f(u.'") = ((L ) R —l(q)é‘ ( f )) (U L ) R) _1[9]“’ (f)(exp u-'f)
= [ Qe uNL @ Rl o5 (e dlexp )
= ].11' g(’u:)(i@a é)expu.f(n‘f)d(
= flu') /H_e((uf.u"))g(u!)du‘

flaw")2m 9 (2u'). -



Observagao: Da proposigao 4.1.4 se deduz para o par (H”, p) a seguinte estimativa

lo(s 9l < |(Ee R)(wiks o). g€5W).
Para finalizar esta se¢ao, uma estimativa que nos levard ao resultacdo desejado.

Proposigao 4.1.8 Par g € S(W) temos

Hp(s‘l(g)” <7 (98(&6&))1%1

onde || | ... € a norma do supremo usual para funcies sobre W e u € gqualquer vetor unitario

~

no espago de p.
Demonstragao: Segue combinando proposicao 4.1.4 com o resultado do lema 4.1.6.—

Observagao: Novamente, ailtima estimativa é valida para distribuicoes de suporte com-

pacto sobre W7 i.é

“p(s‘l(D}H <2

(stwatip) |
4.2 Limitagao em L? e Compacidade

Um primeiro resultado sobre limitacao e compacidade de operadores através de

certas condigdes impostas aos sels respectivos simbolos € o que nos fornece o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1 {a) Para qualguer distribuicéo de suporie compacic D sobre W, existe uma

constante ¢g tal gue

|ots (D)} < ex2n

o,
(b} Se D se anula no oo, entao p(s~ (D) é um operador compacto.

o

Demonstragao: (a} Tomando u{r) = 24e7 777 temos que u € L2(X) e ¢ unjtario. O

correspondente elemento matricial para este u é dado por

bof =

wuu(h) = (u, p(hYu) = (v, p{{expw) - (0,0, 2})u) = z{u. plexpw)u) = ze
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Assim, tornamos concreta a estimativa da proposi¢ao 4.1.8. Alem disso, yy , é diferenciavel e
néo se anula em parte alguma. Logo, existe uma fungo diferencidvel vg de suporte compacto

tal que vk s(#u.) = 1. Entao
1 f-"\“_("‘\- ‘_] ’_“_"“—f-\ ]
(s("f"u,u)‘o) =D "(s(‘r"’u,u}) =D: PR

Portanto
|(steaop) |, =[], |74,

onde ¢ a norma em L! Finalmente, disto e da proposicio 4.1.8
1 : Proposig
| — ] ;| an 1ﬁ:| — -
lots (D] < ex2 D] ex = [

¢ parte (a) fica provada.

(b} Sendo D) de suporte compacto. entdo pode ser aproximada por fungdes diferenciais f;
de suporte compacto de forma gue }; convirja uniformemente a f) sobre conjuntos compactos e
uniformemente sobre " se D se anula no co. De (a) vemos que p(s™1(f;)) tende para p(s~ (D))

na norma de operadores pois

(s () = (s~ (D)) < w2

7o)

Mas os operadores p(s™1(f;)) sdo operadores integrais com fungoes de Schwartz como seus ker-

nels, logo sao compactos (ver capitulo 2) e assim p{s~1(D)) é também compacto.z

Teorema 4.2.1 abarca muitos operadores mas guiséssemos um teorema mais abrangente.

Entao, estendamos este resultado para distribuigées de suporte nao compacto.

Se definimos
Ly f(w') = f(u' —w). f€507)

que é & translacao (abeliana) de f por w teremos que
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Lema 4.2.2 Se f € S(W), entdo

ots= Zuf))] = |ots7 ()]

Demonstracao: Como L..(f) € W, entao s 1{L,(f)) € S{H".¢); assim, pelo teorema

forte de S-vN temos

s Y Luwf) (m,i,e(é(E(-’r)) ’

“’0( THLuf )”HS(L?(Y)) “ (L wf)

L xe[w-

; 2 .
= [ e eptere ) drig = (s s w = (zrlgg)
Xex: ‘ "
— -1 | f o1 _
= 1t @z = 1582y = [ O e = 1 7O s ey =

Para uma distribuigao D esta translagao € naturalmente definida por
L(D){(f} = D(Lu(f)). D € S*(W'}. f € S(W)

Pelo lema 4.2.2, uma maneira de ir mais alem de distribuigoes de suporte compacto seria
coonsiderar distribuigdes D;, todas suportadas num mesmo conjunto compacto A, translada-las

por elementos w; e formar combinacdes lineares; 1.6, tem-se contruido uma nova distribuigao

que 6 Z @i by, (1)
2

Lema 4.2.3 Para distribuicées D; de suporte compacto fizo K. verifica-se que

Hp(s_l(ZafLw,(D )”<CK) T‘ai !Dt

i.x

Demonstragao: Pelo lema 4.2.2 e parte (a} do teorema 4.2.1 obtemos

le (572 eiu @) = o (357 @iLud DY) | < 3 fio (057 L D:1))|
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D;

)

Determinemos o0s simbolos que correspondem aos operadores do tipo no lema 4.2.3. Para

)= (T

2

= S leu o (s @) < Llasl {2

1880 nsemos as coordenadas w = (p. ¢) da se¢ao 3.3. e introduzcamos 0s operadores
T Ti
, 42
Ap=za§j= AﬁZ% Av =0y + 4y
i=1 i=1

Lema 4.2.4 Sejo D € §*(W) de modo que D seja uma fungdo diferencidvel. Tomemos uma

fungio v em CX (W), Entao temos as estimatives

U4 eV (L (01Dl <€ max 3707 D

o4 3 <2
onde w = (p.q) e o ndmere C depende de v e k. mas ngo de w.

Demonstracao: Como a transformada de Fourier leva multiplica¢ao em convolugao, temos

(b)Y () =D 3 (Eu(e)™ (@) = [ B (! — ) (Lue) ™ (We(3 (!, w) du

~ ~, 1
=2"" /1 D —u) v (u)e(5 (w )} du
"W =
Agora, integragao por partes mostra que o lado direito da ignaldade acima ¢ igual a

2771 + jw]?) P /u c—(%(u‘.uﬁ [(r’-? ~ AT (w) D (v - “')] du

Desenvolvendo o termo (72 — Ay ) (fu (v) D (v’ — u)) teremos que sua norma L! e limitada

por wma expressao do tipo ¢ max i‘d;*a; DH e o lema esta provado.—
ot <2k | o

Observagao: O lema acima diz que as normas |{ L, (v) D) |] decrecem mais rapido que

qualquer polinomio em w.

ot
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Como W é um espago vetorial real, entdo tem uma orders natural de lattice.

Definigao 4.2.5 Sejam Z o ancl dos numeros inteiros e V um espogo vetorial real de dimensao

n. Se vy, .., v sao vetores linearmnente independenies em V. o grupo abeliano
vy + ...+ Zuv. =L

¢ chamado uma lattice em V. Se r = n. entdo dizemos gue L € uma lattice total em V.

Definigao 4.2.6 Sejo L wma lattice (lotal) em V. O conjunio
F= {T]’L‘l Ftrpugim €R U< < 1}

¢ chamado um paralelepipedo (ou dominio) fundamental de L.
Vamos agora & enunciar e demonstrar o objetivo deste capitulo.

Teorema 4.2.7 (Calderén-Vaillancourt). Consideremos D em S*(W). Se D e todas as
suas derivadas sdo limitadas. entdo p(s~1(D)) é wm operador limitado sobre L2(X). Se adi-

cionalmente. D se anula no oo, entio p(s~H{(D)) € compacto.

Demonstragao: A estrategia para demontrar o teorema sera expressar [ em termos de
distribui¢des de suporte compacto para logo usar teorema 4.2.1 Seia A C W a lattice gerada
pelos pontos (p, ¢} com p; € g; inteiros para todo j: 1.é

TL

A=) => pX;+> ¢Yipg € Z}

=1 =1

Seja K um dominio fundamental para A em W', Ou seja

K=3{({pa =) pX;+) ¢¥;:0<pg<1

7=1 j=1

Os I+ K., 1 € A cobrem todo o espago W e sao disjuntos dois a dois.
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Se v € a funcéo caracteristica de K e 4 é uma fungéo suave, positiva e de suporte compacto

{sobre W ) com integral total igual a 1 = 2" u (0), entao a funcio
v=yphve
é também suave, positiva e de suporte compaclo € a colegdo
{Li{v) : 1€ A}

forma uma particdo da unidade. Isto é, 0 < Li{p)(¥') < 1 e Z Li{p){I"y =1, 7 € A. Devido a
1A
esta (ltimo fato se deduz que

D=%" L{»)D =Y Li(vL_(D))
i 1

com L;(v}D sendo distribuigdes de suporte compacto. Pela parte (a) do teorema 4.2.1 e lema
4.2.4, os operadores p (s™1(L;(v)D)) sio limitados (sobre L?(X)). Agora. pelo lema 4.2.3, a

serie (de operadores limitados)

> e (s (L) D))
!

é absolutamente convergente. Logo. é convergentle com limite igual a p(s71{D}) e por con-
seguinte p(s~ (D)) é limitado sobre L2(X).

Se D se anula no oo, entdo (Li{(»)D)” também se amiarad no oo para todo ! e assim
Fe (S_l(L;(V)D)) é compacto por (b) de teorema 4.2.1. Daqui. sendo p(s~!(D)) uma soma de
operadores compactos {na topologia da norma) temos portanto que é compacto. Isto completa

O teorema.c

Em outras palavras, este teorema quer dizer: um operador pseudo-diferencial sobre S{X)
se estende a um operador limitado sobre L2(X) se o sfmbolc e todas as derivadas do simbolo

sao limitadas.

|
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Observagao: J4 que o centro T de H™ ¢ levado por p a operadores escalares (p(z)f =
zf), entdo p ® p* na realidade é uma representacao do grupo abeliano H"/T (2 W) cuja
teoria de representagao é mais simples que a do H". Como representagoes de grupos abelianos
830 completamente analizaveis por meio da transformada de Fourier e notando que o simbolo
isotrépico é esencialmente a transformada de Fourier, era previssivel que umna estimativa como a

da proposicao (4.1.4) implique um resultado como a estimativa (0, 0) de Calderén e Vaillancourt.

1]
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