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INTRODUÇÃO 

A modelagem dinâmica de fenômenos f!sicos é freque~ 

temente baseada em princípios físicos chamados Leis de Conser 

vação. Para muitas classes de materiais as equações resultan 

tes de tais princípios sao escritas na forma (para o caso uni 

dimensional) : 

3 U + 3F(U) = O 
a t Clx 

onde U(x,t) representa as variáveis de estado (tais como densi 

dade, temperatura, etc) no ponto x e instante t e F(U) é o fluxo 

dessas variáveis. 

Uma dificuldade que estas equaçoes apresentam é que 

nem sempre elas admitem soluções regulares (contínuas) e, quan 

do isto acontece, dizemos que a solução tem uma onda de choque 

(na região de descontinuidade}. Soluções desse tipo são difí 

ceis de serem analisadas e obtidas porque as ferramentas mate 

máticas mais frequentes não podem ser usadas. 

Neste trabalho analisamos um tipo especial de equa 

çoes associadas a leis de conservação que aparece frequentemen 

te nas aplicações, e descrevemos as soluções 11 corretas 11 do PrQ_ 

blema de Riemann associado ao sistema segundo o critério de 

Lax. A seguir descrevemos outros critérios para a obtenção de 

soluções "corretas" e propomos um método numérico baseado em um 
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critério proposto por Dafermos (veja [l], [2], [3]). Fazemos 

ensaios numéricos e encontramos evidência da coincidência das 

soluções obtidas pelo Critério de Lax e de Dafermos. Finalrnen 

te utilizamos métodos numéricos para obter algumas informaçÕes 

sobre sistemas de leis de conservação para os quais o critério 

de Lax não pode ser aplicado (sistemas que admitem mudanças de 

fase) e pouco e conhecido sobre o comportamento dinâmico das so 

luções. 
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CAPITULO I 

LEIS DE CONSERVAÇÃO 

Consideremos um fenômeno físico ocorrendo em uma re 
n 

gião Q c ~ e caracterizado matematicamente por um vetor de es-
k n 

tado u(x,t) e: m , com x e: m e t e: ~' onde x é o ponto onde o es 

tado está sendo medido e to respectivo instante de tempo. 

~LO:No caso de dinâmica de gases à temperatura constante, e 

usual considerar: 

p (x, t) 
u(x,t) "' 

v (x, t) 

onde p (x,t) é a densidade, v (x,t) a velocidade. 

1.1 - EQUAÇÕES ASSOCIADAS A LEIS DE CONSERVAÇÃO 

Queremos obter equaçoes que regem as mudanças de u 

em Q e em função do tempo, e para isso suponhamos que a função 
n 

fluxo de u seja dada e denotada por J(x,t) E m para cada x E Q, 

t e: m. 

Observemos então que, se se: Q for uma superfície ori 

entada então, por definição de fluxo, a quantia deu que atrave~ 

sa S na unidade de tempo é dada por: 

~ J(x,t) . ri(x) ds 
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onde ti(x) e a normal unitária no ponto x E S. 

Suponhamos além disso, que g(x,t) é a função que des 

creve a densidade de fontes e sorvedouros de u. Assim, dado um 

volume v c Q, a integral 

IV g(x,t) dv 

fornece quanto de u foi gerado na unidade de tempo. 

Além disso, se V tiVer fronteira av orientável com 

. normais apontando para o exterior, então a quantia de u que fica 

dentro de v na unidade de tempo proveniente do "arrasto" de flu 

xo J, é dado por: 

- Ia v J (x, t) • ri: (x) dx 

Como a quantia de u em um volume V e um certo instante 

t é dado por: 

~ u(x,t) dv 

Então, os princípios de conservaçao implicam que: 

d 
dt 

f u(x, t) dv 
v 

- 1av J · 

ou integrando em t de t 0 até t 1 • 

fv u(x,t 1) dv 

/1 
'o 

+ 
Ia v J. n dA d t + 

+ 
n dA + fv g dv (1.1) 

g dv dt (1.2) 
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Se supusermos que u(x,t), J(x,t) e g(x,t) sao suficien 

temente regulares, em particular que J (x, t) tenha der i v a das espa 

ciais contínuas,o uso do Teorema da divergência de Gauss nos 

leva a 

ter: 

Iav J. n dA "' fv diV J dv 

Então (1.1) se torna 

=> fv ( au + div J - g) dv = o 
3t 

Como esta equaçao vale para todo volume v, devemos 

I ~~ + div J = g (1. 3) 

Esta equaçao é a forma diferencial da lei de con 

servaçao, também conhecida como equação da continuidade. 

As equações anteriores são bastante gerais. No en 

tanto a diferenciação entre os vários fenômenos é dada pela di 

ferenciação da relação entre u(x,t) e J(x,t), isto é, pelas rela 

cões constitutivas. Estaremos intere.ssados em relações consti 

tutivas da forma: 

J ~ f (u) 



Além disso, consideremos apenas o caso n = 1, Q = m e g = o 

Então (1.3) se torna 

d u + df (u) = o 
a t ax 

ou mais explicitamente, se 

u 1 fl(ul,•••, uk) 

• • 
u = • f (u) = 

uk fk(ul, • • ., uk) 

ternos o sistema 

ou, + a 
dt ax f 1 (up • • •, u,) = o 
• 

• 
au, a fk(ul, ••• , uk) = o --+ 
dt dx 

1.2 - SOLUÇÕES REGULARES E CURVAS CARACTERÍSTICAS 

Consideremos o caso de uma equaçao escalar em dimen 

sao espacial um. Isto é, consideremos o seguinte problema de va 

lar inicial. 

a u + a 
a t ax 

f (u) 

u(x,O) = u (x) 
o 

= o V t > 0, - oo < X < co (l. 4) 

Onde f(u) é a função fluxo e e suposta regular. 

.04. 
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Suponhamos inicialmente que u
0

(x)e a solução proc~ 

rada sao regulares. Vamos analisar as propriedades que a solu 

ção u(x,t) deve satisfazer. 

Primeiramente, devido a regularidade de u temos: 

du + f' (u) ~ 
dt dx 

o (1.5) 

Consideremos agora uma curva x = y (t) no plano (x,t) 

(que sera chamada de curva característica da equação) satisfa 

zendo a equação diferencial ordinária. 

va, isto e, 

dx f' (u(x,t)) -· dt 

isto e, 

.<!_y(t). f' (u(y(t),t)), 1/t~ O 

dt 

(1. 6) 

Consideremos ainda a restrição de u(x,t) a esta cur 

v(t) • u (y (t),t) 

Então 

dv 
dt 

• ou 
ox 

(y(t),t) • .<!.J'(t) 
dt 

(y(t),t) 

ou usando (1.5) e (1.6) temos 

dv(t) • ou (y(t) ,t) + f' (u(y (t) ,t)) 

dt dt 

ou (y(t),t). o 
ax 
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Portanto v(t) é constante e assim u(x.t) restrita a 

curva x = y(t) é também constante, e ainda (1.6) implica que 

y(t) é uma reta com inclinação associada a f' (u0 (x)) 

t 

+x = Y(t) = f'(u 0 (X))t +X 

X 

Usando estes argumentos podemos construira solução 

u(x,t) a partir da condição inicial u
0
(x) em t =O, simplesmente 

traçando as retas características com as inclinações dadas por 

f' (u (x)), Poderemos ter então a solução corno na figura abaixo. 
o 

t 

x f' (u0 (X))t +X 

-
X X 

EXEMPLO: Achar a solução de: 

o 

u(x_.O) = 1 Vt>Oe-co<x<co 
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temos que f' (u) = u => f'(u 0 (x))=l. 

Assim a solução é como na figura abaixo. 

f 1 (u
0 

(x))= 1 

X 

Suponhamos no entanto que f'(u) é estritamente crescen 

te e u
0

(x) estritamente decrescente em alguma região, então as r~ 

tas características provenientes de dois pontos distintos na con 

dição inicial se cruzarão, e não poderemos atribuir um valor úni 

co para u(x,t) no ponto de cruzamento. Isto significa que mesmo 

que u
0 

(x) seja bastante regular, não poderemos assumir que u(x,t) 

sera regular para todo t > O. 

Resolve-se isto admitindo soluções descontínuas (cho-

ques) e dizendo que ondas de choque são formadas quando as carac 

terísticas colidem. 

t 

+- onda de choque 
(curva de descontinuidade da 
solução) 

X 



1.3 - SOLUÇÕES DESCONTÍNUAS, CHOQUES E CoNDIÇÕES DE RANKINE 

HUGONIOT 

.08. 

Adotaremos nesta seçao, a postura de aceitar soluções 

descontínuas. 

1.3.1 - CONDIÇÕES DE RANKINE-HUGONIOT 

Procuremos condições que soluções descontínuas devem 

satisfazer nas regiões de descontinuidade. Tais condições sao 

chamadas condições de Rankine-Hugoniot e para obtê-las devemos 

retornar à formulação integral do problema para a qual soluções 

d8scontínuas fazem sentido. 

Vamos procurar as condições de descontinuidade na 

classe de soluções suaves por partes, isto é, soluções u(x,t) sua 

ves em cada uma das regiões abertas R1, R 2, ••• , Rk tais que 

R x (O, oo) = U Rk, com extensão contínua para o bordo êlRk de cada 

região e tal que êlRk seja diferenciável a menos de pontos de con 

tacto de mais do que duas regiÕes. 

OBS: As d~ são interpretadas fisicamente como ondas de choque. 

--L--J~~~------------~-------------é> 



.09. 

Analisemos o que acontece em um ponto p do espaço te~ 

po de contacto entre duas de tais regiões (denotadas por R{ R). 

Consideremos um retângulo qualquer Q no espaço tempo, tal que 

P e: [a,b] x [t
0

, t
1 

]. Seja r o segmento da curva de descontinuida 

de de u contida em Q 

t r 
Rz 
--

< Q 

a b X 

Denotemos por u+ (x, t) e u- (x, t) os valores de u sobre 

r por extensão sobre R2 e R1 respectivamente. 

mos; 

Como u(x,t) é solução da equação integral (1. 2), te 

b 
o = f 

a 
b 

u(x,t) dx- f u(x,to) dx + 
I a 

+ 

f t, ) ( [f(u(b,t) -f(u a,t))]àt 
to 

Se denotarmos F (x,t) == (f(u(x,t)), u(x,t)) a equação acima 

e equivalente a 

(L 7) 

Onde dQ é o bordo de Q e ds e o elemento infinitesimal 
+ 

do comprimento de arco sobre dQ e N é o vetor unitário exterior 
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a Q. 

Além disso, sejam V1 = R1n Q e v 2 = Rz.OQ, e como em 

R1 e Rz. u(x, t) é regular, temos: 

ôu (x,t) + ôf (u(x,t)) =O 
ôt ôx 

au (x,t) + df (u(x,t)) • o 

dt dx 

então 

o f f(~ 
V r Ô t 

(x, t) + a f (u(x, t)) 

ax J 
dx dt 

O • f f(~ (x,t) 
Vz d t 

+ ~ (u(x, t)\ 
ax J 

dx dt 

usando a notação anterior: 

+ 
o f f di v ( ) 

VI x, t 
F (x, t) dx dt 

+ 
f f di v ( ) F (x, t) dx dt 

v, x, t o 

+ df(u) + 
onde, div F + dFz. 

at ·-(x,t) dx 

J v (x,t) E: vl 

, \1 (x,t) E V2 

du 
dt 

NV 1 e o vetor unitário exter.Lor a V1 e NVz e o vetor 

unitário exterior a V2 • 

Somando membro a membro as duas Últimas igUaldades , 

lembrando que NV1 = -NV2 sobre f 1 temos: 

+ + + --t. + 
O • fdQ F • N ds + f (Ftx,t) - F(x,t)) N V2 ds 

onde 
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~+ + + 
F (x, t) =(f (u (x, t)), u (x, t)) 

+- -
F (x, t) = (f (u (x, t)), u- (x, t)) 

usando (1.7) temos: 
~+ - ~ 

O= Ir (F (x,t)- F (x,t)).NV2 ds 

mas, se x = x(t) é uma parametrização diferencial de r, 

NV ds = (- 1 dx) dt 2 ' dt 

Assim obtemos 

O= / 1 [-(f(u•(x(t),t))- f(u-(x(t),t))) + 
t, 

+ (u•(x(t),t)- u (x(t),t)) dx] dt 
dt 

Como este resul "Lado vale para qualquer t
0 

, t 1 (desde 

que p pertença ao Q correspondente) e a função do integrando é co!!_ 

tínua, concluímos: 

onde S dx~.t td = dt e ~n erpre a a fisicamente como velocidade 

da onda de choque. 

Como exemplo de aplicação, podemos agora achar a solu 

çao do seguinte problema de valor inicial 

au 
+ a(u

2
) = o 

- 00 

dt ax 
< X < + 00 ' t > o 

= i : se x < o 
< u(x,O) 

se x > o 

Para esta equaçao a condição de Rankine-Hugoniot e 
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S [O - 1] = [O - 1] 

As curvas características no plano (x,t) ficam corno na 

figura 

t 

~ descontinuidade 

A solução do problema e, portanto 

{

1 se 
u(x,t) = 

O se 

X < t 

X > t 

1.3.2 - PROBLEMAS COM A UNICIDADE DE SOLUÇÕES 

Quando permitimos soluções descontínuas satisfazendo 

as condições de Rankine-Hugoniot não temos ainda todos os nossos 

problemas resolvidos. 

Considere o exemplo abaixo: 

~ + _a ( l u 'l= o 
Ot Ox ~ 2 J 

--l-11 u (x,O) 

X < 0 

X > 0 

Neste caso, temos pelo menos duas (na verdade sao peE 
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mitidas infinitas) soluções satisfazendo a condição de Rankine 

- Hugoniot. 

l) u(x,t) ·1-: 
2) u(x, t) 

l 

o 
-l 

X > 

X < 

se X 

se -

se x 

O, 

O, 

> 

• 
< 

t > o 

t > o 

' t , 
t < X < • t - ~ t 

Temos portanto, que esclarecer critérios que nos permi 

tam estabelecer uma única solução. 

Neste trabalho consideraremos duas possibilidades (a 

serem explicadas posteriormente com mais detalhes). 

I) CRITÉRIO DE LAX. 

~ uma espécie de critério de causalidade, isto é, do 

ponto de vista filosófico, exige-se que o futuro seja determin~ 

do pelo passado e não ao contrário, e se traduz ao ponto de vis 

ta matemático, por desigualdades relacionando a velocidade dos 

choques e as inclinações das características. 

II) CRITÉRIO DA IMERSÃO EM UMA "TEORIA MAIS COMPLETA" 

Heuristicamente, este critério estabelece que estas di 

ficuldades são obtidas por estarmos considerando uma teoria in 

completa do material, isto é, se considerássemos funções mais 

realistas para a função fluxo (considerando por exemplo a visco 

_sidade) não teríamos descontinuidade, mas sim transiçÕes rápi 



.14. 

das. Deveríamos exigir portanto, que as soluções dadas por es­

tas teorias "mais completas 11 se aproximem da solução com descon 

tinuidade 11 correta" quando os termos extras da "teoria mais com­

pleta11 se aproximarem de zero. 
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CAPITULO li 

PROBLEMAS DE RIEMANN PARA lEIS DE CONSERVAÇÃO 

Consideremos o problema de achar U(x, t), para t > O e 

- co < x < oo tal que: 

3U + ~(U) o " 3t 3x 

1 
u p/ X < o 

U(x,O) 

u• p/ X > o 

onde f: ID."+ ID." e suave 

Este problema especial e importante tanto do ponto 

de vista teórico (mais fácil de ser entendido) quanto do ponto 

de vista numérico, isto é, aproximações de condições iniciais 

mais gerais podem ser obtidas usando interpolação juntamente com 

soluções de vários problemas de Riernann (métodos de Goudunov 

Glirnm). Urna boa referência para este capítulo é [5]. 

2.1 - CASO ESCALAR 

Consideremos o caso de apenas uma equaçao escalar. 

2.1.1 - 0 CRITÉRIO DE LAX E CHOQUES PERmSSÍVEIS 

Considere o seguinte problema: 

Achar u(x,t) E: m, t >o. - c:o < X < + c:o tal que; 
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ou + 
o f (u) o 

= dt ax 

=1 :~ 
< o (2.1) 

se X 

u(x,O) 
se X > o 

onde f: m -+ m. e f" (u) > O 

Para este caso temos primeiramente que detalhar o 

critério da Lax. Para isto consideremos inicialmente o seguinte 

problema linear: 

Achar a solução u(x,t) d 
'" 

e- +a at O , sendo a = constante 

região x > st, com s dado e conhecendo u(x,O) para x > O. 

x = st 
t 

X 

na 

A questão é; em que condiçÕes isto é possivel sem im 

por arbitrariamente uma condição adicional (no caso, o valor de 

contorno u(x. t) sobre a reta x = st) . 

Como u(x,t) e constante ao longo das características, 

observemos que, se a > s não é possível determinar u(x,t) na re 

gião sem impor condições adicionais 



x = st 

x = at + c 

X 

por outro lado se a< s isto e possível. 

X st 
t 

~~_L __ L__J __ _L~~~h-------:> 

X 

.17. 

Analogamente quando a condição inicial é dada para 

x < O, concluímos que é possível determinar u(x,t) sem impor con 

dições adicionais para a > s 
x = st 

t 
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Por outro lado, observemos que colocar uma onda de 

choque no problema de Riemann é equivalente a dois destes probl~ 

mas se assumirmos a postura filosófica de que os valores à es 

querda e à direita do choque devem ser totalmente determinados 

pelas condições iniciais (causalidade) . 

• t x = st 

(choque) 

--~--~~~_L~~j_J_L~--------------> 

X 

Do argumento anterior, vemos que para o valor u+ a 

direita do choque ser determinado pelas condições iniciais, a in 

clinação das caracteristicas à direita (neste caso a= f1 (u+))de 

ve satisfazer f' (u +) < s e analogamente à esquerda f' (u -) > s. 

Temos então a condição de Lax para choques permissi 

veis com velocidade s 

f' (u+) < s < f' (u-) 

Corno por hipótese f" CJ-\) > O, então f e crescente e 

a condição de Lax se resume a exigir u + < u-. Isto significa que, 

se no problema de Riemann (2 .. 1) temos u+ < u- a solUção e dada 

por: 
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u para x < st, t > O 

u(x,t) = 

u + para x > st, t > O 

onde, pela condição de Rankine-Hugoniot s e dado por: 

s = 

2,1.2- ÜNDAS DE RAREFAÇÃO 

No caso em que u-< u+ choques nao sao permitidos seguiE_: 

do o critério de Lax, isto significa que teremos um "buraco" no 

semi-plano { (x,t), t > O}, com a solução ainda não determinada 

neste buraco 

t 

Nesta situação introduz-se urna solução especial (cha 

mada onda de r are fação) no 11 buraco '' de tal forma que teremos uma 

solução definida em todo semi-plano { (x.t). t > o}. 

Estas ondas de rarefação são soluções diferenciáveis 

(exeto na origem) da equação. 



ao longo 

au + 
at 

f' (u) au :: o 
3x 
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(2.2) 

da forma u(x, t) = w(~), isto e, sao soluções constantes 

de cada reta x r; , para: 
t 

f'(u-) ;;:; Ç ~ f' (u+) 

e tais que w (f' (u-)) = u e w (f' (u+)) + 
u 

Para determinarmos w(Ç), observemos que: 

au 
3t 

3u 
ax 

dw 
di; 

dw 
di; 

1 
t 

Substituindo na equaçao (2.2), temos 

[ - i; + f' (w(E;J) J dw = O 
di; . 

impondo , - dw 
a cond~çao di; -F- O temos que w(Ç) deve satisfa 

zer f' (w(f)) = S que juntamente com as condições anteriores deter 

mina w(Ç). 

EXEMPLO: Achar a solução de 

3u + 
3t 

u(x,O) 

corno u 1 < 2 

~X~~} o 

I 1 se X < o 

l 2 se X > o 

u + devemos ter uma onda de rarefação partindo da 

P,.!'l(~~c-"1' .,."' 
'~>di u~ " . . . ..:,. .• ...-,, 



origem. Neste caso 

u' f(u) = 
3 ' 

então devemos ter 

w (f' (u")) = w(l) = 1 

w (f' (u+)) = w(4) = 2 

Isto é, w(l;l =,!f 

Portanto a solução e: 

u(x,t) 

2.1.3 - CONCLUSÃO 

1 se x < t 

ff se t<x<4t 
t 

2 se :K > 4t 

• 21. 

Das discussões anteriores, o Problema de Riemann no 

caso escalar (2.1) pode ser completamente resolvido da seguinte 

forma 

I - se u == u+, a solução é trivial u(x,t) = u = u+ 

II - se u- > u+ , a solução é dada por: 

u se x < st, t >·o 
u(x, t) 

u + se x > st, t > O 



com s + u - u 

III- Se u+ < u- , a solução é dada por 

u(x, t) 

+ 
u se 

• 2:2. 

onde w(,;) e determinado pelas condições f' (w(l;)) = t; ; w(f' (u-)) =u-; 

+ 
"(f' (u )) 

+ X 
= u com E, = -

t 

2.2 - CASO DE SISTEMAS 

Consideremos agora o caso quando temos várias 

çoes escalares acopladas. 

2,2,1 - 0 CRITÉRIO DE lAX E CHOQUES PERMISSÍVEIS 

equ~ 

Como motivação para a condição de Lax, consideremos 

um sistema de n equaçoes lineares, escrito na forma 

onde 

A 
• 
• 
o ••• À 

n 



com À 1 < À 2 < • • • < Àn e U = (up •• ., u ) 
n 
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T 

Inicialmente, procuremos quantas condições de cantor 

no devemos impor para resolver o seguinte problema na região: 

{(x,t); t >O, x > st} 

U + AUx O 
' 

D(x,O) = U 
+ para x > O 

condiçÕes de contorno em { (x, t), x = st • t > O} 

com u+ e s dados. 

t X st 

Raciocinando como no caso escalar, com cada uma das 

curvas características dadas por dx 
dt 

= Ài' vemos que se; 

temos que impor n-k condições de contorno em 

{(x,t), t> O, x = st} 

analogamente para resolvermos o problema na 

{(x,t), t >O, x < st} 

região 
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U +AU =0 
t X 

< 
U(x,O) • U para x < O 

condiçÕes de contorno em { (x,t); t > O, x "" st} 

t x = st 

se, neste caso À 1<···< À~< s<À.Q.+l<···< Àn temos que 

impor .Q. condiçÕes de contorno. 

Este raciocínio implica que, se tivermos um choque 

com velocidade s segundo a figura abaixo 

x = st 
t 

u 
+ 

u 

-----------f-----------------------> 

para a equaçao 

com F(U) • (f1 (U), 

X 

T 
f (U) , • • of (U)) 

' n 
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Teremos do lado direito do choque a equaçao: 

U + dF(U+) Ux = O 
t 

onde dF(U) é a matriz Jacobiana de F. 

Portanto, se À 1(U+) < Ã 2 (U+) <. ··< Ã (U+) forem os a.uto 
n 

valores de dF(lt) e [À 1(U+) <•••< l..k(U+) < S < -\+1 (U+) < ••• < À
0 

(U+)] 

devemos impor n-k condições de contorno. 

Raciocinando analogamente do lado esquerdo do choque, 

. temos que se 

onde os À i cu·) são autovalores de dF(U-), devemos impor Q, condi 

ções. 

Portanto estamos 11 livres 11 para impor n-k + t condi 

ções. Porém, devemos obedecer as condições de Rankine-Hugoniot. 

Eliminando s das n equaçoes escalares pela condição 

de Rankine-Hugoniot, obtemos n-1 equações que devem ser satisfei 

tas por u· e u•. 

Portanto, para que a solução dependa somente de COQ 

dições iniciais e não de condições de contorno impostas arbitra 

ri.amente no choque, devemos ter n-k+ t = n-1, isto é, t = k-1. 

Temos então gue, para um choque ser permissível se 

gundo o critério de Lax, dados u+, u· e s, para algum k (1;:;; k ;:;; n) 

devemos ter: 
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2.2.2 - ÜNDAS DE RAREFAÇÃO 

Vamos agora, como no caso escalar, analisar soluções 

do tipo ondas de rarefação. 

Uma onda de rarefação e definida como uma solução con 

tinua da equaçao 

u, + F(U)x o 

da forma u = u(~) 

Na onda de rarefação, as características sao 

tas que saem da origem do plano (x,t), pois os Àk são 

de ~ que por sua vez só dependem de x/t. Deste modo 

X 

t 
Àk (U(x/t)) (2.3) 

semi-re 

funções 

Denotando ç; x/t, então U(S) deve satisfazer a equaÇão 

diferencial ordinária 

ou 

(dF(u) - ~ I) U~ = 0 (2.4) 

onde I é a matriz identidade. 
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Impondo a condição U~7 0 1 então U~deverã ser um auto 

vetor de dF(U) correspondente ao autovalor Ç, • Quando dF(U) possue 

n autovalores reais e distintos, temos n famílias de onda de ra 

refação. 

A seguir estudaremos um sis.tema especial e mui to im 

portante nas apJicaçÕes que fará com que as noções anteriores 

sejam melhor compreendidas. 

2.2,3 - SISTEMAS - P 

Resolveremos agora, o seguinte Problema de Riemann: 

< 

Achar u(x,t), v(x,t) com - 00 < x < + oo e t >O, tal que 

u - vx o 
t 

v + p(u) ~ O 
' X 

1 
• + 
u se 

u(x,O) 

u se 

1 
+ v se 

v(x,O) 

v se 

com as condições: 

_p' (u) = dP(u) < 
du 

Se escrevermos 

o 

X > o 

(2.5) 
X < o 

X > o 

X < o 

e p"(u) > o 
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a matriz Jacobiana de F(U) e 

dF(U) o - l 

p' (u) O 

que devido as condiçÕes sobre p(u), possue dois auto­

valores reais e distintos· À 1 (U) e À 2 (U). 

< O < 1- p' (u) 

Vamos analisar o problema -de Riemann ( 2. 5) que con­

sj ste no seguinte P V I 

ut + F(U) o 
X 

=f:~ 
se X < o 

< 
U(x,O) (2.6) 

se X > o 

u+ = [ 
+ -

[ ::] u 
sendo u = e + v 

Analisemos os choques permissíveis segundo o critério 

de Lax. Temos as possibilidades: 

a) l-choque (Back-Shock) satisfazendo 

À 1(U+) < S < À 2 (U+) 

e 
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b) 2-choque (Front-shock) satisfazendo 

À 1 (U+) < À 2 (U+)< S 

e 

Proporemos a seguinte questão: 

Dado u- quais são os estados U+ que podem ser ligados 

a direita de u através de l-choque e 2-choque? 

Suponhamos primeiramente que U = (u - T + + +T v ) e U = (u , v ) 

sejam ligados por l-choque. As relações de Lax impõem que 

ou 

< S < - 1-p'(u-) 

Esta desigualdade juntamente com a condição p"(u) > O, 

implicam que: 

+ 
li > li 

Por outro lado, devemos satisfazer as condições de 

Rankine-Hugoniot. 

S [u+-u-] + =-v +v 

eliminando s, temos 
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para escolhermos o sinal certo, observemos que: 

< O, e como sabemos que 

u > u+ a primeira das relaçÕes de Rankine-Hugoniot implicam que 

v > v+, e portanto devemos escolher o sinal negativo da raiz qu_ê; 

drada. 

Resumindo, os estados (u~ v) T que podem ser unidos a 

direita de - - T (u ~ v ) por l-choque satisfazem a relação: 

Portanto, o conjunto 5 1 de estados procurados deve 

ser: 

O gráfico de s,. e como na figura abaixo. 

u 

t 
v +-l-choque 

u 
+ 

u u 

-+------> ----~~------> 
u X 



. 31. 

por uma análise similar, podemos construir o conjun 

to S2 para 2-choque 

ternas-p. 

onde s 2 (u, u-) 

O gráfico de s2 e como na figura abaixo. 

u 
v t 

u 
-+---------> 

u 

------------~--------------> 
X 

Estudaremos agora, as ondas de rarefação para os sis 

Como ternos dois autovalores reais e distintos, tere 

mos duas familias de onda de rarefação. 

Comecemos com a correspondente a À 1 , denominaremos 

de l-onda de rarefação. 

Sendo U • [ui; J 
i; v i; 

então de (2.4), temos; 

- À l - 1 u, o 
= 

p' (u) - À l V f, o 

À l uE,+ V f, o => ~ - À l 
Uf, 



assim 

dv 
=- À 1 (U) = 1- p'(u) 

du 

integrando 

+ 
v+- v "' fu~ 1-p'(y) 

u 
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+ -
dy = ~ 1 (u , u ) (2.7} 

Observando que uma k-onda de rarefação é aquela onda 

de rarefação na qual a k-ésima velocidade característica cresce 

quando x/t cresce, isto é, se xlt cresce então Àk(U(x/t)) cresce. 

Isto garante que a k-ésima família de curvas características se 

abre em leque. 

Assim como u+ é a solução a direita deU e que À1 

deve crescer com x/t numa l-onda de rarefação, vemos que 

juntamente com a condição p" > O temos que u+ > U 

Para determinarmos U(x/t) na região À 1 (U~) < x/t < À 1(U+) 

o procedimento e o seguinte: 

Da equação (2.3), com k 1 obtem-se u(x/t) 

X 
t = À 1 (U(x/t)) =- 1-p' (u(x/t)) 

e v(x/t) sai de (2. 7) 

u(x/t) 
v(x/t) "' v +f- lcp'(y) 

u 
dy 

Resumindo, o problema de Riemann possui urna solução 

do tipo l-onda de rarefação se u+ pertencer ao conjunto 
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T 
R1 = { (u, v) ; u > u , v = v + r 1 (u, u-)} 

u 
= f - I- p • (yl 

u 
dy 

O gráfico de R1 e como na figura abaixo. 

u• 
v 

u 

-+-----> 
u 

X 

Finalmente a.nalisemos as soluções com 2-onda de ra 

refação. Por urna análise análoga a anterior, concluímos que o 

problema de Riemann (2.6) possuirá uma solução com 2-onda de ra 

refação se u+ pertencer ao conjunto 

guinte modo: 

R2 = { (u, v) T ; u < u , v = v + r 
2 

(u, u-)} 

onde 

u 
Ju./-p•(y) dy 

Da equaçao (2. 3) com k 2 obtem-se u(x/t) 

X 
= À, (U(x/t)) 

t 
1- p' (u(x/t)) 

e v(x/t) sai de (2.8) 

v(x/t) =v-- fu(x/t) v'- p' (y) 
u 

dy 

(2.8) 



O gráfico de R2 e como na figura abaixo. 

v 

-+------· 
u 

u 

u 

Juntando estes resultados, vemos na figura 

,34. 

le­
que 

rarefa-

X 

abaixo 

que S1 , S2 • R 1 e R 2 , para ·cada estado u- divide o plano em quatro 

regiÕes I, II,III, IV. 

v IV 

III u I 

u 

II 

s, 

s, 

Se u+ estiver sobre uma destas curvas, já sabemos c~ 

mo resolver o problema de Riemann (2.6). Ternos então que resol­

ve-lo quando U+ não estiver sobre uma destas curvas. 

Se Ü = (U, V) r, denotemos 



Si(Ü) 

Ri(Õ) 

T 
={(u,v) v V + Si (u, V)}, 

T 
~ { (u, v) ; v = v + ri (u, V)} , 
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i= 1, 2 

i= 1, 2 

Analisemos agora, como resolver o problema quando u+ 

estiver em alguma das quatro regiões. 

Caso I: Se u+ estiver na região I 

v 

~~-----------> 
u 

s, 

R, 

(I) 

s, 

u 

t 
1-o da d rare­

f çao 

+- 2-choque 

u' 
--------~~--------> 

X 

A. direi ta de U é conectado um estado Ü por 1- onda 

de rarefação, em seguida conectamos à direita de Ü o estado uT 

por 2-choque. Note que Ü não poderia estar sobre S 2 pois tería 

· mos que conectar U a Ü por 2-choque e 

de rarefação o que não é possível. 

Para o caso I temos as relações: 

{ 
u: < u 
v < v 

' < u 

u 

u 

' u 

U a u+ por 

----------------~----------------------> 
X 

l-onda 



v 

v 

v + 
v 

--------------~-------------------> 

Caso II - Se U+ estiver na região II 

v 

-+-------------> 
u 

R, 

h 

-
u 

X 

t 
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+ 2-choque 

+ u 
----------~L-----------------> 

X 

s, 
(li) 

Neste caso Ü é conectado à direita de u- por l-choque, 

e u+ é conectado à direita de Ü por 2-choque. 

Para o caso II temos as re.lações 

< v 



(III) 

s 1 
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u 

u 

u 

------------------r------------------> 

v 
v 

v 

+ v 

X 

----------------~---------------> X 

Caso III - Se u+ estiver na região III 

v 

-+--------> 
u 

u 

u 

l-choque-+ 

s, 

t 
2-onda de rarefação 

~---~----> 
X 
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O estado Ué conectado a direita deu por l-choque, e 

U+é conectado a direita deU por 2-onda de rarefação. 

Para o caso III temos as relações: 

u 

' ' u 

+ 
u 

-----------------+-----------------:> 

v 

v 

v 

+ 
v 

X 

------------------r------------------> 
X 

Caso IV - Se U + estiver na região IV. 

v 

R, 

(IV) 

-t--------->u 

s, 
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Ü é conectado à direita de u- por l-onda de rarefação e 

u+ é conectado a Ü por 2-onda de rarefação. 

Para este caso, temos as relações 

< u J u 

l v < v < 

u 

• u < 

• v 

u 

u· 

u 

• u 

-----------------r--------------------> 

v 

v 

v 

• v 

X 

-----------------r---------------------> 
X 
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2.3 - 0 CRITÉRIO DA IMERSÃO EM UMA "TEORIA MAIS COMPLETA" 

Conforme dissemos anteriormente, este critério con-

sidera que as soluções corretas de sistemas do tipo 

3U 
dt 

+ 3 F(U) = O 
dX 

(2.9) 

devem ser limites de soluções de sistemas de leis de conservação 

associadas a leis materiais "mais completas". 

2.3.1 - PSEUDO VISCOSIDADE 

Um procedimento comum é considerar as soluçÕes cor-

retas do sistema (2.9) c01.10 limites de soluções do sistema 

onde A e uma matriz conveniente (em geral positiva definida) qua~ 

do ç vai a zero, isto e; 

u 

Este procedimento e chamado método da Pseudo-Visco-

sidade. 

A critica a este procedimento e que, nos problemas 

físicos, ele introduz muita dissipação ao introduzir uma visco-

sidade que não existe em uma das equaçoes de balanço (a corres-

pendente a conservação de massa) ao tentar corrigir a equaçao 
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correspondente à lei de conservaçao de movimento linear, pela in 

tradução das forças viscosas. 

2.3.2 - PSEUDO VISCOSIDADE MoDIFICADO 

Para tentar minimizar esta dissipação em excesso,ao 

nível do Problema de Riemann associado a estas equações, Dafermos 

(veja [1], [2], [3]) propos o seguinte método da Pseudo viscosi-

dade modificado. 

tidade) 

condições 

A solução correta de (2.9) U, deve satisfazer 

U = lim Uç: 

~ + o 

onde uç: é solução de 

(2.10) 
a x' 

Em particular, para os sistemas-p temos (com A=Iden 

J 
u~ = v~ + E; t u 

t X XX 

(2.11) 

v< - p(u) + E; t v 
t X XX 

Observa-se também, que sistemas da forma (2.10) com 

iniciais que determinam 

i U- (constante) 
U(x,O) = 

+ U (constante) 

um problema de Riemann 

para x < O 

para x > O 
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tem soluçÕes da forma 

U(x,t) • u(~) 

pois (2.10) é invariante por transformações do tipo 

t -+ at 

x ..,. ax 

com a ;z: O 

Dafermos provou que, sob certas condiçÕes (2.11) 

tem soluções (u~, v~) que, quando~-+ O, se aproximam de funções 

(u,v) que sao soluções fracas de 

~ v 
X 

~ - p (u) 
X 

e que localmente satisfazem as condiçÕes do critério de Lax. Po 

rem não foi provado que (u,v) coincide globalmente com as solu 

çoes descritas anteriormente. 

No próximo capítulo o nosso trabalho sera o de veri 

ficar numericamente esta coincidência global. 
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CAPÍTUlO 3 

EVIDÊNCIA NUMÉRICA DA CoJNCIDÊHCIA GlOBAl 

Usaremos métodos numéricos para testar a coincidên-

cia de soluções dadas pelo critério de Lax e pelo método da 

pseudo-viscosidade modificado. No final utilizaremos as mesmas 

técnicas numéricas para obter indicações sobre o com 

portamento de soluções de sistemas-p, sem as condições requeri-

das pelo critério de Lax. 

3.1 - SISTEMAS-P 

Usaremos a regularização proposta por Dafermos (mé-

todo da Pseudo-Viscosidade modificado) para os sistemas-p, isto 

e, consideremos o sistema: 

(3 .l) 

com as condições iniciais: 

u(x, O) = t~ 
, se X < o 

, se X > o 

I v- , se X < o 
< 
I v• , se X > o 

v (x, O) 

Para resolver o sistema acima, utilizaremos o fato 
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de (3.1) e (3.2) serem invariantes pela transformação (x,t) ~ 

(ax, at), isto é, o sistema admite soluções da forma 

Fazendo z = x 
t 

as equaçoes (3.1) se tornam: 

f; u , 

f; v , 

= - v 
' 

p' (u) 

- z u 
' 

.com as condicões de contorno. 

J u(-oo) 

lv(-oo) 

u 

v 

Assim, ternos um problema de perturbação singular com 

condições de fronteira. 

Para tirarmos a singularidade uma idéia e tomarmos 

L grande. 

'~ 
f; u • - v - z u , 

' z 

f; v p' (u) u - z v 

" ' ' 

e as condiçÕes de contorno se tornam: 

J u(-L) 

l v(-L) 

• u 

• v 

esperamos que quando L ~ 00 

(uf;, vf;). 

u(L) 

v(L) 

a solução (J, 
L ' 

se aproxime 

Fazendo a mudãnça de variável y = 
2 

, temos: 
L 

de 



J u(-1) ~ u­

l v(-1) = v-

Fazendo a transformação 

T6u lim f(u + 

t+ o 
o sistema ( 3 • 3) se torna: 

J 
6u + L 6 v + yy < y 

'c p' (u<o) 6v 
YY < 

onde 

t ll u) 

t 

L2 

< 
6 u 

y 

- f (u) 

y !J. Uy 

u(l) 

v(l) 

= f l 

p"(u(o)) - L 

r 
(O) 2 

uy llu + !:. y /::,. Vy " f 

< 2 
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f, - - (u(o) + L v(o) + ~2 y u(o ) ) 
yy i; y i; y 

(v( o) 
(o) 

) (o) + L' 
(O) (o) 

f2 -- L p' (u y v ) 
yy 

i; 
uy 

~ 
y 

os zeros superscritos indicam a aproximação inicial de ue v. 

Se tomarmos: 

!J. u = a !J. v = b , p' (u) = g 1 (y) e p" (u) 8z (y) 

temos 

J 
+l 

2 

ayy b + 1! yay - f, 
i; y i; 

L' 

I byy 
L g, (y) L g 2 (y) uy a + yby - f, - a - -
i; 

y 
i; i; 

as condições de contorno se tornam: 

a(-1) = b(-1) • a(1) • b(1) 

Façamos agora uma discretização por "spline" cúbica. 
n+l 

a(y) - E Ai6i(y) 
i=-1 
n+l 

b (y) - E Bi6i(y) 
i"'-1 

A solução discreta será obtida através do método da 

colocação, onde os pontos de colocação são os nós naturais. De§ 

te modo, obtemos o seguinte sistema de equaçoes: 



1 

ko 4k, k1 2k 3 

4k, k, 2k4 k1 

k, -k, k 2 o ks k, 

ks- !<-4 k, 4k6 k, k4+k8 k5 

k, -k, kz o 

!<-a- k4 k, 4k, kz 

onde: 

k =-12+4h L' y 
o [, 

2 
k, 2 h ], y 

[, 

k, = -4 

k, = h .h 
[, 

k, h .h g,{y) 
[, 

ks k, 

k4+ka ks 

k, -k, 

k8- k4 k, 

kz o ks k, 

4k 6 k, k4+ka ks 

-k 1 -2k3 k, -4k3 

-2k~t -k 1 -4ktt k 7 

2 
k 5 =2+h~y 

I; 

k6=2-h!!
2

y 
I; 

X 

2 

k7 = -12 - 4 h !:.. y 
E, 

h 2 L ke = - - g 2 (y) uy 
3 I; 
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Ao fl (yO) 

B o f2(y0) 

A, fl (yl) 

B 1 f2(yl) 

. 
• . 
• 
• • 2 

• . . . 
• • 
• • . 
• . 
• • . 

An fl (yn) 

Bn f2(yn) 
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Este sistema é muito fácil de ser resolvido pelo al 

qoritmo de decomposição LU nnra matri::-:Ps tridiagonais por blocos. 

Note que em cada uma das diagonais, os valores se r~ 

petem a cada duas linhas, assim poderemos dividir a matriz por 

blocos de submatrizes do seguinte modo: 

A B 

c D E 

c D E 

c D E 

F G 

onde A= 
4k, J 

ko 
B = 2k,J 

k, 

c [k' -kJ D = lk 2 :J E ~k 5 kJ = 

ka- k4 k6 4ks k4+k8 ks 

[-k -2kJ [k' -4kj 
-2~4 -kl 

3 

F = G = 

-4k!j k, 
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assim as submatrizes se repetem (exceto) na primeira e última 

linha de submatrizes). O que torna muito econômico o processo em 

termos de armazenagem e tempo de cálculo. O método do shooting 

foi utilizado como tentativa inicial, mas pela instabilidade do 

problema não foi obtida a convergência. 

3.1 - S!STEMAS-P 

Apresentaremos agora os resultados numéricos obtidos, 

procurando situações em cada um dos casos, I, II, III, IV apr~ 

sentados na seção 2.2.3. 

Tomaremos para exemplificar 1 
p ( u) = - , com a 

u 

mação inicial para u e v sendo uma reta de u + a u e v 

aproxi 

centramos os seguintes resultados com U+ situado em cada uma das 

quatro regiões. 

CASO I 

com: u = 1 
+ 

ll "" 2 

v 1 

Os resutados encontrados coincidem com as relações 

para o caso I, segundo o critério de Lax, como mostra a figura 

abaixo: 

' 

--1~-------------t--------------+-~----~> 



.50 •. 

v 

1 

I 0,5 

I 
I 

• : 
-1 1 > 

X 

Os valores de u e v encontrados sao: 

u = 1,1 e v = 1,1. 

CASO II 

1 :: 
+ 

1 1 u 
com 

1 + o = v = 

Os resultados encontrados, sao como na figura abai-

xo. 

u 

I 
' 

_J~--------------~--------------~---> 
-1 1 X 
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v 

1 
, 
t 
t 

o 5 I 
t 

: > 
-1 o l X 

Os valores de u e V encontrados sao: 

Ü ;;; 0,6 e V ;;; 0,5, e como mostra a figura satisfaz as 

relações do caso II conforme o critério de Lax. 

CASO III 

com u = 1 , + 
u = 0,5 

v = 1 , 

encontramos o seguinte resultado 

I 

I 
I 

I 

I 

u 

~--------------~+---------------~--~> 
-1 1 X 



A 

v 

I 

o/ 
---~1~--------------~-r----------------~1~-i 

Os valores u e v encontrados sao: 

Ü -= O, 7 -v 2': O, 7 

CASO IV 

com u = 1 + u = 0,5 

v = 1 , 

os resultados obtidos sao: 

u 

1 

0,5 

I 
I 

~--------------~-+----------------~--:> -1 1 X 

v 

1 

~~----------------4-~---------------+--> -1 X 

.52. 
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Os valores encontradoS de -u e v sao 

Ü : 1,17 e V : 1,17 

Obs: em todos os casos usamos a. = 10 e ~ 0,01. 

3.2 - S!STEMAS-P COM TRANSIÇÃO DE FASE 

Baseados na coincidência entre as soluções dadas 

utilizando o critério de Lax e o método da Pseudo-viscosidademo 

dificado, utilizaremos este Último método para obter algumas so 

luções em que o critério de Lax não pode ser utilizado. 

Uma situação onde isto acontece é a de sistemas em 

que transição de fase é permitida. Uma modelagem simples dessa si 

·tuação leva a sistemas-p onde a função p(u) não e estritamente 

decrescente. Por exemplo, como a figura abaixo. 

p(u)' 

+-------~--------L-------> a Y u 

A região { u: O < u < S} é chamada Fase I, a região 

{u: u > S} é chamada Fase II. A região { u: a.< u < 8} é urna região 

de transição e é urna região de instabilidade. 

Pouco se conhece sobre o comportamento dinâmico das 

soluções nestes casos. Para obter alguma informação faremos um 

ensaio numérico com 



P(u) • 

d 

1 
u se u < y 

P, + _g_ (u - aJ se a ~ u ~ y 
Y -s 

1 + d ; se u > y 
u- (y-Sl 

p(u) 

Pz --- ---------~ __ ,.. __ 

• r 
• r 
r 
r 

-+---------,~--------~~--------> s y u 

e comparemos com o problema de Riemann com as mesmas 

iniciais usadas para 1 p (u) • -
u 

Os resultados foram os seguintes: 

com as condições iniciais como no caso I, isto e; 

1 

• 1 + v "" 0,5 

e com B = 1, 6 , y = 1, 8 , e d = O, 001 

.54. 

condiçÕes 



u 

2 

1,3 

1 

I 

~--------------~~~------------~~~> 
-1 1 X 

v 

I 1 

I 
0,5 

I I 

I I 
I I 

-1 > 
1 X 

.55. 

com as condições iniciais como no caso III, isto e; 

+ 
u = 0,5 

v• 1 

e com f3 = O, 6 , y = O, 8 e d = O, 001 

u 

~---------------+--------------~--> -1 X 
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v 

f 

I 

11-
f 
I 
I 

I I 
I • 
I 
I 

-1 1 

Notamos que, com a transição de fase forma-se esta 

+ 
dos intermediários entre U e U • 
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