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IRTRGDUCAD

A modelagem dinZmica de fendmenos fisicos & frequen
‘temente baseada em principios fisicos chamados Leis de Conser
vagao. Para muitas classes de materiais as equacoes resultan
tes de tais principios sdc escritas na forma (para o caso uni

dimensional) :

?....[:l. + E(U)=0-
t ax

onde U(x,t} representa as variaveis de estado (tais como densi
dade, temperatura, etc) no¢ ponto x e instante t e F(U) € o fluxo
dessas variaveis. |

Uma dificuldade que estas equagbes apresentam & que
nem sempre elas admitem solugdes regulares (continuas) e, guan
do isto acontece, dizemos que a solugao tem uma onda de chogue
(na regilo de descontinuidade}. Solugdes desse tipo s30 difi
ceis de serem analisadas e obtidas porque as ferramentas mate
maticas mais frequentes nac podem ser usadas.

Neste trabalho analisamos um tipo especial de egua
¢Oes associadas a leis de conservacido que aparece freguentemen
te nas aplicacgoes, e descrevemos as'solugées "corretas" do Pro
blema de Riemann associado ao sistema segundo o critério de
Lax. A seguir descrevemos outros critérios para a obtencao de

solucbes "corretas" e propomos um método numéricc baseado emum



critério proposto por Dafermos (veja [1],
ensaios numéricos e encontramos evidéncia
solugdes obtidas pelo Critério de Lax e de
te utilizamos métodos numéricos para obter
sobre sistemas de leis de conservagao para

de Lax ndo pode ser aplicado (sistemas gque

1.

(2], [3]). Pazemos
da coincidéncia das
Dafermos. Finalmen
algumas informacgoes
0s guais o critério

admitem mudangas de

fase) e pouco é conhecido sobre o comportamento dinamico das so

lucgdes.
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CariTtuLo 1

LEIS DE CONSERVACAC

Consideremos um fendmeno fisico ocorrendo em uma re
el n - L]
giao @ © R e caracterizado matematicamente por um vetor de es-
k n -
tado u(x,t) ¢ M , com x € R e t ¢ TR, onde x € o ponto ondeo es
tado esta sendo medido e t 0 respectivo instante de tempo.
EXEMPLO: No caso de dindmica de gases a temperatura constante, @&

usual considerar:

o {x,t)
u(x,t) =
v (x, t)

onde p (x,t) & a densidade, v (x,t) a velocidade.

1.1 - EQUACOES ASSQCIADAS A LEIS DE CONSERVACAO

Queremos 6bter equa¢des que regem as mudancas de u
em { e em fungao do tempo, e para isso suponhamos que a fungao
fluxo de u seja dada e denotada por J(x,t) € R para cada x t© i,
t £ R.

Observemos entdo que, se S& O for uma superficie ori
entada ent3o, por definigdo de fluxo, a quantia de u que atraves

sa S na unidade de tempo & dada por:

fs J(x,t) . n{x) ds
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onde n(x) € a normal unitdria no ponto x ¢ 8.
Suponhamos além disso, que g(x,t) € a fungio que des
creve a densidade de fontes e sorvedouros de u. Assim, dado um

volume V< @, a integral
IV g(x,t) dv

fornece quanto de u foi gerado na unidade de tempo.

| Além disso, se V tiver fronteira 3V orientdvel com
. normais apontando para o exterior, entao a quantia de u gque fica
dentro de Vv na unidade de-tempo proveniente do "arrasto" de fiu

xo0 J, & dado por:

- fav J(x,t) . & (x) d&x

Como a quantia de vemumvolume V e um certo instante

t € dado por:
J;, ul(x,t) dv

Entdo, os principios de conservacgdo implicam gque:

_dﬂt_ fv u{x,t)dv = - fBV J. n dA + J"V g dv 1.1)

ou integrando em t de t, até t,-

fo u(x,ty)dv - S, ulx,ty)dv =

£1 - t1 (1.2)
=—-ft fBV J. n da dt + ft J;I g dv dt

0 Q
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Se supusermos gque u(x,t), J(x,t) e g(x,t) sao suficien

temente regulares, em particular gue J(x,t) tenha derivadas espa

ciais continuas,o uso do Teorema da divergéncia de Gauss nos
leva a
foy JomdA= [, div J dv

ter:

Entao (l.l) se torna

=—>f, (3u + divJ-g)dv=20
ot

Como esta equagao vale para todo volume V, devemos

du +divJ =g (1.3)
at

Esta equagdo € a forma diferencial da lei de con

servagio, também conhecida como equacao da continuidade.

As equacdes anteriores sdc bastante gerais. No en

tanto a diferenciacdo entre os varios fendomenos & dada pela di

ferenciacdao da relacao entre u(x,t) e J(x,t), isto &, pelas rela

¢Ses constitutivas. Estaremos interessados em relag¢des consti

tutivas da forma:

J = f(u)
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Além disso, consideremos apenas o cason=1, 2 =R e g=0

Entiao (1.3) se torna

Su , 9f(w) -
t ax .

ol mais explicitamente, se

b , EiQupsvees up)
u= . f(u) = .
Yk £ (uysvevs vy )
temos © sistema
_8'_111 + -i— fl(ul, .00, uk) =0
3t 9x
_a;lili-l- a_ f (1_1 g 4y 1 ) = 0
3¢ ox < 1 k

1.2 - SoLucOES REGULARES E CURVAS CARACTERISTICAS

Consideremos o caso de uma equacao escalar em dimen
sdo espacial um. Isto &, consideremos o seguinte problema de va

lor inicial.

a2
=4

OV yE>0, ~ecx <@ (L.4)

2
+..__
2x

Q2
T

ulx,0) = uO(K)

Onde f(u) & a funcdo fluxo e &€ suposta regqular.
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Suponhamos inicialmente que u (x) e a solugao procu
rada sdo regulares. Vamos analisar as propriedades que a solu
¢ao u(x,t) deve satisfazer.

Primeiramente, devido a regularidade de u temos:

du + £' (u) Bu (1.5)

e I
Consideremos agora uma curva x = vy (t) no plano (x,t)

(que serda chamada de curva caracteristica da equacdo} satisfa

zendo a equacdo diferencial ordindria.

dx _ £ (u(x,t))
dt

isto €&,

dy(t) _ f' (uly(),t)) , ¥tz 0 (1.6)
dt

Consideremos ainda a restrigao de u(x,t) a esta cur

va, isto &,
v(t) = u(y(t),t)
Entao

dv _ du (Y(t),t) . dy(t) 4 du (y(r),t)
dt 0x dt at

ou usando {1.5) e (1.6) temos

dv(t) _Qu (y(),t) + £' (ul{y(t),t)) . 3u (y(t),t) =0
dt 3t ' X
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Portanto v(t) € constante e assim u(x,t) restrita a
curva x = y (t) & também constante, e ainda (l1.6) implica que

vy(t) € uma reta com inclinagado associada a f'(uy(x})

“x =y(t) = f'(u, (XNt + X

il
=

Usando estes argumentos podemos construir a solucgao
u(x,t) a partir da condig&o inicial “o(x) em t =0, simplesmente -
tracando as retas caracteristicas com as inclinacles dadas por

f'(uo(x)). Poderemos ter entdo a solug¢do como na figura abaixo.

t“ /
x = £y, ()t + ¥
' ' %

X

EXEMPLO: Achar a solucao de:

du d 1_12
— 4+ = |X= 0
at Bx(z)

ulx,0) =1 Vt?Oe-m<x<°°
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temos que £' (u) = 4 —> £' (u, (x)) =1,

"Assim a solugdo & como na figura abaixo.

/// / o
4 >
' X

Suponhamos no entanto que f'(u) & estritamente crescen

te e'uobd estritamente decrescente em alguma regido, entdo as re
tas caracteristicas provenientes de dois pbntos distintos na con
di¢ac inicial se cruzarao, e nao poderemos atribuir um valor uni
co para u(x,t) no ponto de cruzamento, Isto significa que mesmo
que15(x) seja bastante regular, nao poderemos assumir que u(x,t)
sera regular para todo t > 0.

Resolve-se isto admitindo solugoes descontinuas (cho-
gues) e dizendo que ondaé de choque sdo formadas quando as carac

teristicas colidem.

< onda de choque
{curva de descontinuidade da

solucao)
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1.3 - SoLucOES DEscoNTINUAS, CHOQUES E CONDICOES DE RANKINE - -

HUGONIOT

Adotaremos nesta segdo, a postura de aceitar solucdes

descontinuas.

1.3.1 - CoNDICOES DE RANKINE-HUGONIOT

Procuremos condigées'que solugdes descontinuas devem
‘satisfazer nas regides de descontinuidade., Tais condigdes sa0
chamadas condigdes de Rankine-Hugoniot e para obté-las devemos
retornar & formulagao integral do problema para a qual solugdes
descontinuas fazem sentido.

Vamos procurar as condigdes de descontinuidade na
classe de solugOes suaves por partes, isto &, solugdes u(x,t) sua
ves em cada uma das regides abertas Ris BRoseess Ry tais que
Rx (0,») = ﬁk, com extensdo continua para o bordo 3R, de cada
regido e tal que 3R, seja diferenciavel a menos de pontos de con
tacto de mais do que duas regides.

OBS: As BRk sao interpretadas ficicamente como ondas de choque.




.09,

Analisemos o gue acontece em um ponto p do espaco tem
po de contacto entre duas de tais regicdes (denotadas por RIERQ) .
Congideremos um retangulo gqualquer @ no espago tempo, tal que
P e [a,b] x [t , t1]' Seja I' o segmento da curva de descontinuida
de de u contida em Q

t

0 -
R, :

a b X

Denotemos por ut (x,t) € u (x,t) os valores de u sobre
I por extensdo sobre R, @ R, respectivamente.
Como u(x,t) & sclucido da equacac integral (1.2), te

nes;

0 = fz u(x,tl) dx —f: u{x,to) dx + J‘El [£(u(b,t)} - f(ula,t))]dt

+
Se denotarmosF (x,t) = (f(u(x,t)), u(x,t)) a equagao acima

& equivalente a

> o
IaqF.Nds = 0 (1L.7)

Onde 5Q &€ o bordo de Q e ds & o elemento infinitesimal
e
do comprimento de arco sobre 3 € N € o vetor unitadrio exterior
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Além disso, sejam Vy =Rf1Q e Vv, = RNQ, e como
R e R; u(x,t) € reqular, temos:

du (x,t) + 3f (ulx,t)) = 0 » ¥ (x,t) e Wy

ot ax

du (x,t) + 9f (u(x,t)) =0 » ¥ (x,t) € V2

t 0x

entdo

du (x,t) + 3f (u(x,t)? dx dt
Lot ax

o
I

at ax

usandc a notacac anterior:

0= f{“ div(x,t) F {(x,t) d;c dt

0 = f{rz div(x,t) F (x,t) dx dF

onde, div F = = 9F1 + 9Fy _ f(w) + du
' (x,t) 3ax ot dx de

)
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em

NV, & o vetor unitario exterivr a Vv, e NV; € o vetor

uhitario exterior a V..

Somando membro a membro as duas U(ltimas igualdades ,

lembrandc que wv,=-NV, sobre I', temos:

> > -5
F.Nds + %(]?(x,t) - F(x,t)) i\; Vs ds
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+

(x, t) = (f (u" (x, t))y u' (x, 1))

¥
Fo(x, €)= (£ (0 (x, t), u (x,t))
usando (l.7) temos:

0= I (F (x,t) - F (x,t)).ﬁv2 ds

mas, se x = x{t) é uma parametrizacdo diferencial deT,

entao

dx | dt
NV, ds ={- 1, 2%

Assim obtemos

0= /5 [f(f(u*(x(t),t)) - ET(x(E),0))) +
t

+ (U (x(t),t) - u (x(t),t)) %%:} at

Como este resultiado vale para qualquer t_ , t, (desde
gue p pertenca ao Q correspondente) e a funcido do integrando é con
tinua, concluimos:

Sfut=u] = [f@’) - £()]

onde S==g% & intefpretada figicamente como velocidade
da onda de chodque.

Como exemplo de aplicacao, podemos agora achar a solu

gao do seguinte problema de valor inicial

2
3_‘:‘_+3(“)=0 -~ < x <+ 0, ¢t >0
t ax
1l se x<0
u(X’0)=
0D sex » 0

D

Para esta equagado a condicdo de Rankine-Hugoniot
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s [0 ~1] = [0 - 1]

$=1=dx= 1

dt

— x =t

As curvas caracteristicas no plano (x,t) ficam como na
figura

<« descontinuidade

e

>
X

A solugdo do problema €, pdrtanto
lsex < ¢t

U(X)t) =
0 sex> t

1.3.2 - PROBLEMAS COM A UNICIDADE DE SOLUCOES

Quando permitimos solugdes descontinuas satisfazendo

as condicoes de Rankine-Hugoniot nac temos ainda todos os nossos

problemas resolvidos.

Considere o exemplo abaixo:

EE_ + _@_ l u2 = 0 . - 0w < x £ 4 ®
at 9x 2 .
-1 » x < 0
u (x,0) =
1 s x> 0

Neste caso, temos pelo mencos duas (na verdade sao per
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mitidas infinitas) solucgdes satisfazendo a condicdo de Rankine

- Hugonioct.

1) uix,t) =¢

2) u(x,t) =
4

Temos portanto, que esclarecer critérios que nes permi
tam estabelecer uma Gnica solucao.
Neste trabalho consideraremos duas possibilidades (a

serem explicadas postericormente com mais detalhes).

I) CRITERIO DE LAX.

E uma espécie de critério de causalidade, isto &, ao
ponto de vista filosdfico, exige-se que o futuro seja determina
do pelo passaéo e nao ao contrario, e se traduz ao ponto de vis
ta matemético, por desigualdades relacionando a velocidade dos

chogques e as inclinag¢odes das caracteristicas.

II) CRITERIO DA IMERSAO EM UMA "TEORIA MAIS COMPLETA"

Heuristicamente, este critério estabelece que estas di
ficuldades sao obtidas por estarmos considerando uma teoria in
completa do material, isto &, se consideréssemos fung¢des mais
realistas para a fungdo fluxo (considerando por exemplo a visco

sidade) nao teriamos descontinuidade, mas sim transigles rapi
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das. Deveriamos exigir portanto, que as solugdes dadas por es-
tas teorias "mais completas” se aproximem da solugdo com descon
tinuidade "correta" quando os termos extras da "teoria mais com-

pleta"” se aproximarem de zero.
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CapiTuro II

ProBLEMAS DE RIFMANN PARA LEIS DE CONSERVACAO

Consideremos o problema de achar U(x,t), para t> 0 e

-« < x < « tal gue:

au + If(U) - 0
at ax

U p/ x < 0
U{x,0) = ’

Ut p/ x> 0

onde f: R" » R" & suave

Este problema especial & importante tanto do ponto
de vista tedrico {mais facil de ser entendido) gquanto do ponto
de vista numérico, isto &, aproximagées de condicdes iniciais
mais gerais podem ser obtidas usando interpolag¢&o juntamente com
solugOes de varios problemas de Riemann (métodos de Goudunov -

Glimm) . Uma boa referéncia para este capitulo & [5}.

2.1 - Caso ESCALAR

Consideremos o caso de apenas uma equacao escalar.

2.1.1 - 0 CR17ERIO DE LAX F CHOQUES PERMISSIVEIS

Considere o seguinte problema:

Achar u{x,t) ¢ R, £t>0, ~« < x < + = tal que:



16,

3u o, MW _
ot ax
B u- se x < 0 (2.1)
u(x,0) =
u se x > 0

onde f: R - TR e £f"(u) > 0

Para este caso temos primeiramente que detalhar o)
critério da Lax. Para isto consideremes inicialmente o seguinte

problema linear:

Achar a solucao u(x,t) de du +a du
at - 3x

regido x > st, com s dado e conhecendo u(x,0) para x > 0,

= (0, sendo a= constante na

" x = st

A questdo €; em que condigOes isto & possivel sem im
por arbitrariamente uma condig¢ao adicional (no caso, o valor de
contorno u{x,t) sobre a reta =x=st).

Como u(x,t) & constante ao longo das caracteristicas,
observemos que, se a > s nao & possivel determinar u(x,t) na re

giao sem impor condig¢des adicionais
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at + ¢

Analogamente quando a condig¢do inicial é dada para
x < 0, concluimos gue & possivel determinar u(x,t) sem impor con

dicdes adicionais para a > s
*x = st

~

t

g ;
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Por outro lado, observemos gque colocar uma onda de
choque no problema de Riemann & equivalente a dois destes proble
mas se assumirmos a postura filosofica de que os valores a es
querda e a direita do chogque devem ser totalmente determinados

pelas condig¢oes iniciais (causalidade).

Tt X = st

{choque)

Do argumento anterior, vemos que para o valor v 2
direita do choque ser determinado pelas condigdes iniciais, ain
clinagdo das caracteristicas a direita (neste caso a = f' (u¥))de
ve satisfazer £f'(u*) < s e analogamente & esquerda f' (u”) > s.

Temos entdo a condi¢do de Lax para chogques permissi

veis com velocidade s

£' (v") < s < £'(u7)

Como por hipotese " (3A) > 0, entao f € crescente e
a condigdo de Lax se resume a exigir u’ < u ., Isto significa que,
se no problema de Riemann (2.1) temos u < u a solucido & dada

por:
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u para X < st, t > O

u para x > st, t > 0

onde, pela condicdo de Rankine-Hugoniot s & dado por:

fu™) - £
'|.l+—u-

2.1.2 - OND;{S DE RAREFACAD

No caso em que u< u’ chogues ndo sdoc permitidos sequin
do o criterio de Lax, isto significa que teremos um "buraco" no
semi-plano {(x,t), t > 0}, com a solugdao ainda nao determinada

neste buraco

f'(u—) "-t f'(u+)

v/

Nesta situa¢ao introduz-se uma solucao especial (cha

X

mada onda de rarefagac) no "buraco"™ de tal forma que teremos uma
solucao definida em todo semi-plano {{(x,t), t > 01.
Estas ondas de rarefagao sao solugoes diferenciaveis

(exeto

na origem) da equacgao.
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u, £ du

at ox =0 (2.2)

x}, isto &, sao solucdes constantes
t
ao longo de cada reta X _ g para:

t

da forma u(x,t) = w(x

f'(u™) € £ £ (u*)

e tais que w(f'(U)) =u” e w(f' (wh)) =

Para determinarmos w(f ), observemos que:
du _ dw f-x
ot g \ t*

du _ dw 1
t

9% de
Substituindo na equacao (2.2), temos

t y dw
[ £ | (w(g))] E 0

impondo a condigao %‘g # 0 temos que w(f) deve satisfa

zer £' (w(£)) = £ que juntamente com as condigoes anterjores deter

mina w().

EXEMPLO: Achar a solugio de :

Su _?’__'*‘3:0
ot ax \ 3

1l se x < 0O
u(x,0) = J
' L 2 se x >0

comdo u =1 < 2= ut devemos ter uma onda de rarefacgao partindo da
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ofigem. Neste caso

f(u) = %g ,  £7(u) = u?

entao devemos ter

W) = &
w(f'(u™)) =w(l) =1
W (f'(u+)) = w(4) = 2

Isto &, w(g) = Vi

Portanto a solugao é&:

1 se x <t

ul{x,t) = \’% se t< <4t

2 se x >4t

- 2.1.3 - ConcLUSRO

Das discussoes anteriores, o Problema de Riemann no
caso escalar (2.1) pode ser completamente resolvide da seguinte

forma

I-se u = u', a solugdo é trivial u(x,t) =u” = u'

I - se u >u" | a solugdo & dada por:

u se x<st, t>0
u(x,t) =

ut se x> st, t> 0
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fut) - fu™)
ut- u”

com s =

IXT-Se u' < u, a solucdo & dada por

u sex < f'(uW)t
u(x,t) = w(f) se . f'u)t<x <f'(uMt
d se x > f'@whHt

onde w(f) é determinado pelas condigbes f'(w()) =£ ; w(f' (W ))=u";

4 H

+ x
u com £ = T

It

Cw(E @)

2.2 - CASO DE SISTEMAS

Consideremos agora o caso quando temos varias equa

¢Oes escalares acopladas.

2.2.1 - 0 CrRITERIO DE LAX E CHOQUES PERMISSIVEIS

Como motivagado para a condigao de Lax, consideremos

um sistema de n equagles lineares, escrito na forma

Ut +AUx =0

onde

hloono

OIIQA
1L
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. T
com A, < Ay € see X }\n e U = (ul,...,un)

Inicialmente, procuremos quantas condigdes de contor
no devemos impor para resolver o seguinte problema na regido:

{(x,t); t >0, x > st}

U + AUx =0

U(x,0) = 0" parax > 0

condicoes de contorno em {(x,t), x = st, t>01}

com Ut e s dados.

Raciocinando como no caso escalar, com cada uma das

. . dx
curvas caracteristicas dadas por it = A;, Vemos que sej;

7\1 < s < }\k<s < lk+1<o--< ll’l

temos que impor n-k condigoes de contorno em
{(x,t), t>0, x = st}
analogamente para resolvermos o problema na regiao

{(x,t), t > 0, x < st}



1

U+ AU =0

<
U{(x,0) = U parax < 0

condicoes de contorno em {(x,t);t> 0, x = st}

Iln ’
t X = st
-]
//tr'/ . >
) X

se, neste caso A,;<ess< AL < S5CALHI<aeax xn temos que

impor % condigOes de contorno.
Este raciocinio implica gque, se tivermos um choque

com velocidade s segundo a figura abaixo

L X = st

W

para a equagao
Ut + F(U)x =0

com F(U) = (f (U, £,(U), .. -fn(U))T
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Teremos do lade direito do chogue a equacgao:

U, +dF(UTYUx = 0

onde dF(U) é a matriz Jacobiana de F.

Portanto, se A (U") < X, (U") <--o<}h(U+)forem os auto
valores de dF(U) e [Ai(U*) <eaec A (U") <8 < A, (UF) <enuc d (U]
devemos impor n-k condigdes de contorno.

Raciocinando anélogamente do lado esquerdo do choqgue,
. temos que se

AU ) <enox Ag(u') < 8§ < l£+101) <ewe< An(U )

onde os X, (U) sdo autovalores de dF(U7), devemos impor & condi
goes.
Portanto estamos "livres" para impor n-x +§ condi

¢oes. Porém, devemos obedecer as condig¢des de Rankine-Bugoniot.

s [U'-U") = [F(U") - F(U)]

Eliminandec 8 das n eqguacOes escalares pela condigdo
de Rankine-Hugoniot, obtemos n-1 eguagoes que devem ser satisfei
tas por U e U™,

Pértanto, para que a solugao dependa somente de con
dicles iniciais e ndo de condigoes de contornd impostas arbitra
riamente no chogque, devemos ter n-k+ & = n-1, isto &, & = k-1,

Temos entao que, para um choque ser permissivel se

gundo o critério de Lax, dados U*, U" e §, para algum k(1 £ k £ n)

devemos ter:
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+ + + +
AU €eenc d (UM < 8 <A (U <euec 2 (U)

A(UT) <eeex Akqﬂu') < 8 < xk(U‘)<-..< AéU')

2.2.2 - ONDAS DE RAREFACAO

Vames agora, ¢omo no caso escalar, analisar solucdes

do tipo ondas de rarefacao.

Uma onda de rarefagdo & definida como uma solucaoc con
tinua da equagao

U +FW), =0

da forma U = U(%)

Na onda de rarefacao, as caracteristicas sao semi-re
tas que saem da origem do plano (x,t), pois os Ay sao  fungoes

de U, que por sua vez sO dependem de x/t. Deste modo

£ = (Ux/t) (2.3)
t k

Denotando £ = x/t, entdo U(E) deve satisfazer a equacgio
diferencial ordinaria

-EU + B () =0

ou

(@) -5 ) U = 0 (2.4)

onde I & a matriz identidade.
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Impondo a condigado Up= 0, entao Ugdevera ser um auto
vetor de d4F(U) correspondente ao éutovalorg . Quando dF(U) possue
n autovalores reais e distintos, temos n familias de onda de ra
refacdo.

A seguir estudaremos um sistema especial e muito im

portante nas aplicac¢des que fard com que as noc¢des anteriores

sejam melhor compreendidas.

2.2,5 - SISTEMAS - P

Resolveremcs agora, © seguinte Problema de Riemann:

Achar u(x,t), v(x,t) com ~» < x <+ o e t >0, tal que

J af se x> 0

u(x,0) =
< (2.5)
u se x < 0
v’ se x> 0O
vi{x,0) = <
v se x < 0

com as condigoes:

P

dP ()
du

P(u) > 0

p'{u) = < 0 e p'(u) =

2
«
[

Se escrevermos
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u _—
U= l V} 3 F(U) - p(ll)

a matriz Jacobiliana de F(U) &

-

ar@ = | ° -1

p'(u) O

que devido as condic¢Oes scbre p(u), possue dois auto-

valores reais e distintos A,(U) e X, (U).
M@ =< V=p"(uy <0 < V-pru) = A(0)
Vamos analisar o problema de Riemann (2.5) que con-
siste no seguinte PV T
U + F(uy =10
t x

U se x < ©

U(x,0) =< (2.6)

Analisemos os choques permissiveis segundo o critério

de Lax. Temos as possibilidades:
a) l-chogue (Back-Shock) satisfazendo

M@ < s <A, @Wwh

e



U2(Jl
S < A (UT) < A, (U))

'b) 2-chogue (Front-shock) satisfazendo
A (TUT) < A, (U™)< s

a

A (UT) < 8 < A, (U)

Proporemos a seguinte questao:

Dado U quais sdo os estados U que podem ser ligados

a direita de U aktravés de l-choque e 2-choque?
Suponhamos primeiramente que U = (u, vHT e U+=(EﬂV+F

sejam ligados por l-choque. As relagdes de Lax impoem que
M) <5 < A @)
ou
Esta desigualdade juntamente com a condicgio p"(u) > 0,

implicam que:

Por outro lado, devemos satisfazer as condigoes de
Rankine-Hugcniot.
5 {u+- u} =-v +v

S [vi-v]=pwh) - p)

eliminando S, temos
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vi = vt fur-u ) plu) - plut)

para escolhermos o sinal certo, observemos que:

S < A,() =~ V~p'(g) < 0, e como sabemos que

u > u*'é primeira das relacdes de Rankine-Hugoniot implicam gue
v™ > v", e portanto devemos escolher o sinal negativo da raiz qua
drada. | |

Resumindo, os estados (u, vfrque podem ser unidos a

direita de (u, v')Tpor l-choque satisfazem a relagao:

v=vi- u-uT) (p(u) - p(u)
Portanto, o conjunto $, de estados procurados deve

ser:

S, ={(,v) ;u<u ev=v"  + 5 (u, ud}

onde s1{u, u) = - V({w-u) (pu") —p (u))

O grafico de s & como na figura abaixo.
U- -

L

<+1-choque
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por uma andlise similar, podemos construir o conjun

to 5, para 2-choque

S, = (W 5 u>u,v=v + s, ()

onde s,(u,u ) = = Yu-u)(pu)=-plu)

0 grafico de s, &€ como na figura abaixo.

A il
v

G 4— 2. chogue

A

Estudaremos agora, as ondas de rarefacao para os sis
temas-p.

Como temos dois autovalores reais e distintos, tere
mos duas familias de onda de rarefacio.

Comecemos com a correspondente a i,, denominaremos

de l-onda de rarefacao.

Sendo U = | "€ |, entdo de (2.4), temos;
£ v
&
- ot T et r
- X, -1 uE 0
pi(u) -, Ve 0
e — L p— — —rt
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assim

ﬂ-‘-—h(U)m/:TﬁT

du
integrando
+ -
viev = U Ay dy = r; (u',u”) (2.7)

u

Observando gue uma k-onda de rarefacao é équela onda
de rarefacdo na qual a k-ésima velocidade caracteristica cresce
~quando x/t cresce, isto é{ se x/t cresce entido Xkﬂﬂx/t)).cresce.
Isto garante que a k-ésima familia de curvas caracteristicas se
abre em legque.

Assim como U' & a solugdo a direita de U e que Al

deve crescer com x/t numa l-onda de rarefagdo, vemos que
+ - t + 1 .
A ) > Ay =>p' (u) > p'(u)

juntamente com a condic¢do p" > 0 temos que ut > u”
Para determinarmos U(x/t) na regido A, (W) < =/t < Alaf)
o procedimento & o seguinte:

Da equdgéo {2.3), com k = 1 obtem-se u(x/t)

T = MO = - ST @E/D)

e v{x/t) sai de (2.7)

- u{x/t)
vix/t) =v + [ . : yop'(y) dy

Resumindo, o problema de Riemann possui uma solucao

do tipo l-onda de rarefacdo se U* pertencer ao conjunto
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T - - .
Ry = {(u, v} 5 u>u,v=v +r(u, u)d}
conde 1,(u, u’) = fﬁ- v-p' (y) dy

O grafico de R; € como na figura abaixo.

"y v L t
< @)
< — leque de rarefacéo
5 A~
u —_
X

Finalmente analisemos as solucgdes com 2-onda de ra
refacdo. Por uma andlise analoga a anterior, concluimos que o]
problema de Riemann (2.6) possuird uma soluc@o com 2-onda de ra

-~ + A
refacao se U pertencer ao conjunto

R2={(u,v)T;u< u ,v=v +71,u,u) {(2.8)
onde
Tr(u, u) = - fz- V= p'{y) dy

Na regifio A,(U) < x/t < A,(¥") obtem-se U(x,t) do se

guinte modo:

Da equacao {(2.3) com k = 2 obtem-se u(x/t)

%=, W) = /T EE)

e vix/t) sai de (2.8)

vix/t) = v - I‘TXIt)

1

v=p" () dy



35

O grafico de R, & como na figura abaixo.

+
Ira U A
v t
_ le-
AU ¥ que
U’ de rarefa-
cao
u - + U+
LY Ao(U )
I -
X
Juntando estes resultados, vemos na figura abaixo

que S, S2 . Rl e R,, para ‘cada estado U’divide e} p]_ano em guatro

regides I, II,III, IV. \R, .

Se U” egtiver sobre uma destas curvas, ja sabemos co
mo resolver o problema de Riemann (2.6). Temos entao gue resol-

+ ~ N
ve—-lo gquando U nao estiver sobre uma destas curvas.

se T = (3, )T, denotemos
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+ si{u,v)}, i=1,2

Il
<1

$i(U) = {(u,v)T; v

+ ri (Us{;)} s i=l,2

It
=\

Ri() = { (u, V)T; v

. +
Analisemos agora, como resolver o problema quando U
estiver em alguma das gquatro regides.

Caso I: Se U estiver na regifo I

Ry

5, _
A direita de U & conectadoc um estado U por 1- onda

de rdrefagéo, em sequida conectamos 3 direita de U o estado U
por 2-choque. Note que U ndo poderia estar sobre S, pois teria
-mos que conectar U a U por 2-choque e UTa U por l-onda
de rarefacdo ¢ que nio & possivel.

Para o caso I temos as relacoes:

(=3
sl L

xv



<1

v/

i e e

Caso IT - Se U@ estiver

51

(In)

Ry

na regiao II

+1-cho

[a=]

+ 2-choque

U

4
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W ov

Neste caso U é& conectado a direita de U por l-choque,

e U* & conectado 3 direita de U por 2-choque.

Para o caso II temos as relacgdes
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u
. u H
! - 1
' u )
1 - |
>
X
- v
v
1
b -
. v
"
' +
' v
L
>
X

Caso III -~ Se U' estiver na regifo III
v . . -3 t |
2-onda de rarefacgao

> l—choqué >

N
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0 estado Ué conectado a direita de U por l-choque, e
U" é conectado a direita de U por 2-onda de rarefacio.

Para o casc III temos as relagoes:

L
u
u
. ]
' -
'L' u
+
u
>
X
v
v +
- i v
'
' —
: v
¢ .
>
X

Caso IV - Se U’ estiver na regido IV.

Ay

“ 2—onda de
raregagﬁo
U .
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U & conectado & direita de U por l-onda de rarefacio e
U* & conectado a U por 2-onda de rarefagao.

Para este caso, temos as relacgoes

e
A
(=]
c
N
[

(=]

v
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2.3 - 0 _CRITERIO DA IMERSAD EM UMA "TEORIA MALS COMPLETA”

© Conforme dissemos anteriormente, este critério con-

sidera que as soluc¢Oes corretas de sistemas do tipo

U, AR _

eTY - o - (2.9)

devem ser limites de solug¢des de sistemas de leis de conservagaoc

associadas a leis materiais "mais completas".

2.5.1 - PSEuDQ VISCOSIDADE

Um procedimento comum & considerar as solugdes cor-

retas do sistema (2.9) cono limites de solugdes do sistema

-_BEE + EP_‘(UE) _ BZUE
at Ix d

onde A & uma matriz conveniente (em geral positiva definida)quan
do £ val a zero, isto é;

U= 1im UE

£ >0

Este procedimento & chamado método da Pseudo-Visco-
sidade.

A critica a este procedimento é que, nos problemas
fisicos, ele introduz muita dissipag¢do ao introduzir uma visco-
sidade que nao existe em uma das equagoes de balance (a corres-

pondente a conservacao de massa) ao tentar corrigir a equacanc
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correspondente a lei de conservacdo de movimento linear, pela in

troducao das forcgas viscosas.

2.3.2 ~ PSEUDO VISCOSIDADE MODIFICADO

Para tentar minimizar esta dissipacdo em excesso,ao
nivel do Problema de Riemann associado a estas equagdes, Dafermos
{veja [11, [2), [3]) propos o seguinte método da Pseudo Viscosi=~

dade modificado.

A solugio correta de (2.9) U, deve satisfazer

U= lim U°
g >0
onde UE & solucdo de
£
U +_.§EUﬁ) _ £ e 020" (2.10)
gt 9x 3 x2

Em particular, para os sistemas-p temos (com A=Iden

tidade)

£ _ g '
ut = vx + £ t u

J {2.11)
vf = - p(u)x + £t Vo

Observa-sgse também, qué sistemas da forma (2.10) com

condicOes iniciais que determinam um problema de Riemann

U ({constante) para x < 0
U{x,0) = .
U (constante) para x > 0
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tem solucgoes da forma

Ulx,t) = U(-}é)

pois (2.10) é invariante por transformacdes do tipo
t <+ at
X -+ ax

com a # 0

Dafermos provou que, sob certas condigdes (2.11)
tem solugoes (ug, VE) que, quando § - 0, se aproximam de fungdes
(u, v) que sdo solucdes fracas de

JU v
t X

lvt - pﬁﬂx

fl

e gque localmente satisfazem as condig¢oes do critério de Lax. Po

rem nao foi provado que (u,v) coincide gleobalmente com as solu
cdes descritas anteriormente.

No proximo capitulo o nosso trabalho sera o de veri

ficar numericamente esta coincidéncia glcobal.
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CAPITULO 3

EvipEnciA HupMERICA DA COINCIDENCIA GLOBAL

Usaremos métodos numéricos para testar a coincidén-
cia de solugdes dadas pelo criterio de Lax e pelo método da
pseudo-viscosidade modificado. No final utilizaremos as mesmas
técnicas numéricas para obter  indicagOes = sobre o com
portamento de solucgOes de sistemas-p, sem as condigdes regueri-

 das pelo critério de Lax.

3.1 - SISTEMAS-P

Usaremos a regularizacdo proposta por Dafermos (mé-
todo da Pseudo-Viscosidade modificado) para os sistemas-p, isto

@&, consideremos o sistema:

u = v <+ Etau
t x® XX . (3.1)

~p(u) + LtV

<
Ml

com as condigoes iniciais:

u(x, 0) =

vix, O

vi , se x> 0

pPara resolver o sistema acima, utilizaremos © fato
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de (3.1) e (3.2} serem invariantes pela transformacao (x,t) -

(ax, at), isto &, o sistema admite solugoes da forma u(i), V(E)»
t t

Fazendo 2z = X
t

as equagoes (3.1) se tornam:

£ u

ZZ Z z

1l

1
P
1
N
o

E v

L}

u) u, — Z2 V
ZZ P()z Z.
com as condigdes de contorno.

u{-«) u (+)

It
c
]
=

v(-®) =v’ v (+®).

]
<

Assim, temos um problema de perturbacgao singular com
condicoes de fronteira.
Para tirarmos a singularidade uma idéia & tomarmos

L grande.

& uzz = - vz T2 uz
= 1 -
£ v, p' (u) a z.v

e as condigCes de contorno se tornam:

u{L)

1!
o
]
o

u(-L)

v(-L) v v(L) v

1
I

esperamos que quando L > =, a solugao ( c, v&) se aproxime de

u
L L
W0,

(u=, v

, - 4
Fazendoe a mudanca de wvariavel y = T temos:



g 1 =—}-v. 1k
2 7 SO A

€ v, . lpwu-yv
]LZ ¥ -

com as condictes de contorno.

u(-1) =u u{l) =u"
vi(-1) =v v(l) =v"
temos entaoc:
+ L + 12 = =
Uy -E_ v, g yu, F(u, v) 0
< (3.3)
vw - L p'(u) u + }_-_zyv = Glu,v) =0
£ £
u(-1) = u" s u{l) = ut
<
v(-1l) = v , v(l) = v*
Fazendo a transformagao
TAu = 14m flut tAu) - £ (u)
t> 0 t
0 sistema (3.3) se torna:
auyy+E.Avy+_T:_2y£&uy-—-f1
£ £
Av - L p'(u N Au - L p" @) u M+ L yvAvw
¥y E ¥ £ ¥ ¥

onde

A5,



- _ (0) 1L (0 4+ 1% (0)
5 (g * Ty T 7Y )

{0) (o) (0)
O Lot )l g y v, )

i
CanY
<
t
I

f2 = -

0s zeros superscritos indicam a aproximagao inicial de ue v.

Se tomarmos:

Au=a |, Av =b% > P (u) = g (y) e p"(u) = g (y)

byy - 'Lg gl(Y) ay "Lg

as condicdbes de contorno se tornam:

a(-1) = b(-1) = a(l) = b(l)

Fag¢amos agora uma discretizacdo por “"spline" ciibica.

n+l

a(y) = &I AiBi(y)
i=-1
n+l

b(y) = 2 BiBi (y)
i=-1

A solugdo discreta sera obtida através do metodo da

colocacgao, onde os pontos de colocacgdo s3o os nds naturais. Deg

" te modo, obtemos o seguinte sistema de equagOes:
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kol 4k, | K |2k, Al |5O9
ik, | Ky 2k, |k, Byl [,(y0)
ke|=ks| kao} O ks | ks Ay £,(yy)
kB_!(L; kﬁ 41(3 k.z k4+k8 ks B1 fZ(yl)
ks |-k3| ka| O | ks| ki .
. . 12
-kS-k4 kg Z}kg kz k,_++k3 ks : =§
ke|-ks| k2| O ks | kg .
k8- kl& kﬁ 41{.3 k2 k4+k8 ks
k1| =2ks| kg [-4ks Al 'fl(yn)
-2k | -k |-4ky| k- Bl |00
onde:
2
k0=—12+4h£2y k5=2+h’gy
2
ko= 2h L%y ke=2-hLl'y
1 £
2
k, = =4 k7=—12—4h1:;y
2
ks = h L ke =2 L g,(y) uy
3 &
£
ky = h L gy




48,

Este sistema & muito facil de ser resolvido pelo al
goritmo de decompcsicdoc LU para matrizes tridiagonais por blocos.
Note gque em cada uma das diagonais, os valores se re
petem a cada duas linhas, assim poderemos dividir a matriz por

blocos de submatrizes do seguinte modo:

A B
C D E
C D E
C D E
F G
onde A= ° } s B = 1 3
4k'+ k{] 2kq k.l
- - -

c = ks ks , D= |k 0 , E=|ks W
Kg' k4 ks B 4kg ko k4+k3 Ks
~k, -2k, k, bk,

F = G =
-2k, -k, -4k, ki
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assim as submatrizes se repetem (exceto) na primeira e Ultima
linha de submatrizes). O que torna muito econdmico o processo em
termos de armazenagem e tempo de calculo. 0 método do shoéting
foi utilizado como tentativa inicial, més pela instabilidade do

problema nao foi obtida a convergéncia.

3.1 - SISTEMAS-P

Apresentaremos agora os resultados numéricos obtidos,
procurando gsituacbes em cada um dos casos, I, II, III, IV apre
sentados na segao 2.2.3.

, COm a aproxi

2

Tomaremos para exemplificar p(u) =

macdo inicial para u e v sendo uma reta de u g u'e v av . En
. + '

contramos os seguintes resultados com U situado em cada uma das

quatro regioes.

CASO T
com: u =1 s ut =2
v =1 » v+=0,5

Os resutados encontrados coincidem com as relacoes

para o caso I, segundo o critério de Lax, como mostra a figura

abaixo:

-2

e ,.1.

Fid s oot e vt e mm mm W b R

pd = = e o e m wo—-
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0,54,

T gl R
—
pod e v o o o e ot e m e e owmy an

MV

Os valores de 1 e v encontrados sio:

n

u=l,le¥v = 1,1,

CASO IT

- +

com

Os resultados encontrados, sao como na figura abai-

i I t

ll i

{ 1 ’ :

} [

Ix }

| 41 t

1 !

; s |

. 10,6 |

" i

} i >
-1 1 X
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v

i

|

i

1

]

i

i 1 1

. t

1

‘ 0,5 !

[ . t

]

. \ :

1 . I >

-1 0 1 X
Os valores de u e v encontrados sio:
uz=0,6ev = 0,5 e como mostra a figura satisfaz as

relacdes do caso II conforme o critério de Lax.

CASO I1T1
com u =1 , u = 0,5
v =1 s v =1

encontrames o seguinte resultado

]

R S
o
.
-4
[ bl B o i R

|
=
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AR

T e T |

-
-

encontrados sao

Os valores u e v

HI!

1P

0,7

(=

CAS0 IV

a = 0,5

)

-

com

os resultados obtidos sao

vyl
PR | 1

AK

it o A R ] -lcllﬁl_

£

— - —

r!ll'ill‘ll

P R e [
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Os valores encontrados de u e v sao

u = 1,17 e v = 1,17

Obs: em todos os casos usamos o =10 ¢ & = 0,01.

3.2 - SISTEMAS-P COM TRANSICAO DE FASE

Baseados na coincidéncia entre as solucgdes dadas
utilizando o critério de Lax e o método da Psendo-viscosidade mo
dificado, utilizaremos este Gltimo método para obter algumas so
lugdes em éue o.critério de Lax nac pode ser utilizado.

Umé situacdo onde isto acontece & a de sistemas em
que transicdoc de fase € permitida. Uma modelagem simples dessa si
‘tuacac leva a sistemas—p onde a func¢ao p(u) naoc & estritamente

decrescente. Por exemplo, comoc a figura abaixo.
p ()} '

s s i oy —

e s .

™
-
=]

A regiao {u: 0 < u < B} & chamada Fase I, a regiao
fus u> B} & chamada Fase II. A regido {u: a < u < B} €& uma regiao
de transicdo e & uma regidao de instabilidade.

Pouco se conhece sobre o comportamento dindmico das
solucdes nestes casos. Para obter alguma informagac faremos um

ensalio numérico com
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e comparemos com ¢ problema de Rlemann com as mesmas

iniciais usadas para p(u) =3

1

0Os resultados foram ¢s seguintes:

com as condigdes iniciais como no caso I, isto.é;
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oes iniciais como no caso

com as condig

v o= 0,5

e com = 0,6,
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Notamos gue, com a transicdao de fase forma-se esta

. A . - . - -+
dos intermediarios entre U e U,
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