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Capítulo 1 

Introdução 

Esta dissertação analisa o <•quilíbrio <'ronou11ro romputável, geral f' 

setorial, estático. 

Várias preocupações da soci<•dad<• pod<'rn st>r vistas sob a ótica 

de equilíbrio, muitas vezes, eronormco. Entre as mais important<·s 

encontram-se: o problema da cficii•ncia <'conôrnica das firmas, o qual 

pode ser colocado como equilíbrio f'conôrnico sf'torial, e um outro 

problema de grande relevância que é o da eqüidade na sociedade como 

um todo, que pode ser analisado como um problema de equilíbrio 

global ou geral. 

Têm-se, na literatura, formas diversas de resolução do problema, 

definido adiante, tanto no sentido teórico corno no n>rnputacional. 

Basicamente, a obt<·nção do t>quilíbrio de urna <·conomia ou setor 

consiste em encontrar pr<'ços para os diversos h<•ns exist<·ntc·s e nÍ\·eis 

7 
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de atividades produtivas de forma que seus membros, por exemplo, 

produtores e consumidores, encontram-se numa posição onde seus ob­

jetivos estão sendo otimizados e, com isso, sem incentivo para mu­

danças. Há de se notar que ocorrem reações quando da ação de mu­

dança isolada, ou de um conjunto, dada a interdependência de preços, 

demandas e ofertas dos bens. 

Observa-se que, quando se tomam as condições de primeira ordem 

dos objetivos dos agentes d(•ssa economia, chega-se a um sistema de 

equações e desigualdades que pode ser colocado como um outro pro­

blema denominado problema de complementaridade, que consiste em 

achar 

z E R1 
/ z ~ O, F ( z) :-: O e z T F ( z) = O. 

Como explicado em Mathicsen :28] e llarker [13], existe um pro­

blema de otimização equivalente ao colocado acima, caso a função F 

seja integrável, ou equivalentemente, se seu jacobiano for simétrico. 

Se isso é possível, então esta é a forma mais eficiente de solucionar o 

problema de equilíbrio. 

Nessa linha, Samuelson [35] sugeriu a maximização dos excedentes 

dos produtores e consumidores. Atualmente, essa idéia é usada com 

relativa fn~qi.iência na análise de equilíbrio espacial (llarkcr [12], jt3], 

Friesz !tO]). 
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Infelizmente, tal condição de integrabilidade parece nao s<'f tão 

freqüentemente satisfeita. 

Como alternativa, foram propostos métodos que visam tornar m­

tegráveis as funções, de forma a utilizar e aproveitar a eficiência da 

otimização (por exemplo Ahn \2]). 

Por outro lado, Scarf [11] propõe que equilíbrios c·conômiros sl'jarn 

calculados através da sua formulação corno um probl<'ma de ponto­

fixo. Esta linha apresenta-se com uma das melhores no tocante à 

prova de convergf>ncia, e, ainda, nota-se que não há preocupação com 

a integrabilidade. Teoricamente, porém, sua eficiência parec.e reduzir­

se, quando se passa de funções para multiaplicaçôes. Quanto ao as­

pecto computacional, os inconvenientes enrontram-se na limitação da 

dimensionalidade do problema. 

A idéia de se aplicar métodos de complementaridade teve ori­

gem com MacKinnon [23]. Trabalharam, nesta linha, llansen e 

Manne [11], Mathiesen [26], Eaves [7), Josephy [16] e Friesz [9] to­

dos preocupados na resolução de equilíbrio setorial espacial. Mais 

recentemente, Mathiesen [28] procurou adaptar a idéia para o c-álculo 

de equilíbrio geral walrasiano. 

Esta dissertação procura abranger os aspectos teóricos e práticos 

do problema de equilíbrio econômico, bem como de sua resolução. 



10 CAPíTULO 1. INTilODUÇf\0 

Para tanto, no capítulo 2, descreve-se o problema de complementari­

dade, ferramenta fundamental para o método exposto; no 3, o pro­

blema de equilíbrio a ser resolvido; no 4, o método utilizado; no 5, 

exemplos resolvidos de equilíbrios compf•titivos, gNal E' setorial; no 

6, as extensões na utilização do método para problemas diversos, en­

tre eles, previsão de tráfego e equilíbrio irnperfC'it ai!H'nte cornp(~litivo. 

Finalrrwnt<', 110 rapít 11lo 7, diío-se algumas ronclusÔ<'s finais. 



Capítulo 2 

O Problema de 
Complemet1taridade 

Este rapítulo tem como obj<'tivo ddlnir o problema de rompiC'Ill<'nt a-

ridade geral, envolvendo os casos linear e não-linear, incluindo uma 

descrição da teoria existente e métodos computacionais disponív('is. 

2.1 O Problema de Complementaridade 
Geral 

Definição 2.1 Seja F: un • un e z f Rn. O problema de comple-

mentaridade consiste em achar z =::~O tal que F(z) 2 O e :zT F(z) -= O. 

Estas condições são denotadas por F( z) > O : z ~ O. 

Isto corresponde a achar z no ort.ante não-n<'gat ivo df' ll". H',', t ai qm' 

sua irnag<'rn por F tambérn esteja ern R:' e seja ortogonal a z. 

11 
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Caso a função F seja linear, o problema é chamado de comple­

mentaridade linear {J>CL}; caso contrário, de complementaridade não­

linear {PCN L). 

Pode-se mo~trar que problema de complementaridade é um caso 

particular de um problema maior, chamado de desigualdade vanaca­

onal: 

Definição 2. 2 Dado K C R", não-vazio, fechado e convexo, e 

F : R" --+ R", o problema de desigualdade variarional consiste em 

achar z E K tal que (z- :zf F(z) 2: O para todo z E K. 

Teorema 2.1 Se K = R~, o problema de desigualdade variacional 

resultante i equivalente ao problema de complementaridade da De­

finição 2.1. 

Demonstração Karamardian [18]. Se z 2: O, F(z) 2: O e :zT F(z) --= O, 

então é claro que (z- :z)T F(z) 2: O para todo z 2: O. Reciprocamente, 

tomando-se z = O e z = tz, com t > 1, no problema de desigualdade 

variacional, vem :zT F(z) <::O e z.T F(z) 2: O, respectivamente. rJ 

O problema de desigualdade variacional é chamado também de 

ponto estacionário (Eaves \7]) <'equação generalizada (Hohinson 134]). 
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2.2 Existência de Solu<;Ões 

Kojima [20] faz um apanhado de teoremas sobre existência de soluções 

de PCNLs. Alguns deles são citados abaixo, sem as respectivas de-

monstrações. 

Teorema 2. 2 Suponha que 

• F é continuamente diferenciável em R"; 

• F tem Jacobt.ano postÚt•amcrde hmdado, ou SeJa, e:riste um es-

calar a > 1 tal que, para cada z ~ H", todo menor principal de 

V' F(z) está entre 1/o t o; e 

• O sistema y = F(z), com n equações e 2n incógnitas, i ruio-de-

generado, i.é., toda solução (y1,y2, ... ,yn,Zt,Z2,···,zn) tem no 

máximo n zeros. 

Então o PCNL tem uma solução. 

O teorema de ponto fixo de Kakutani leva ao resultado abaixo: 

Teorema 2.3 SeJa G(z) :.: F(z) - F(O) para todo z E: R". Suportha 

que 

• G é positivamente homogênea de algum grau a >O, i.é., 

G(tz) = t 0 G(z) para todo escalar t E R 1 e 
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• G é regular, ,·.é., o sistema z > O, G{z} t te > O e zT(G(z) t 

te) =-= O tem somente a solução trivial z 

e = (1, 1, ... , 1 f E Rn. 

Então o PCNL tem uma solução. 

2.3 Métodos Computacionais 

O, onde t ( R;- e 

Muitos métodos rornput.acionais para ralcular urna solução do pro­

blema de wrnplementaridade geral consistem em, dado o \·alor de z 

na iteração k = O, 1, ... , zle, achar zk-+ 1 que resolve o problema de 

complementaridade envolvendo uma aproximação de F no ponto zlc, 

pie, repetindo-se o procedimento até se observar convergência (Pang 

e Chan [33]). Obviamente, é de se esperar que Fie seja tal que o 

subproblema resultante seja mais fácil de se resolver que o problema 

original. 

Um procedimento, nesta linha, é classificado como método de apro­

ximações lineares, se pie é da forma 

onde Ak E Rnxn. Dentre estes, pode-se citar os seguintes: 

• Método de Newton, caracterizado por Ale =: v F(zlr), S(' f' for 

d j f<'ft'llf i á V<•}; 



2.3. MÉTODOS COMPUTACIONAIS 15 

• Método quase-newtoniano, se Ale for uma aproximação do jaco­

biano de F no ponto zle; 

• Método de sobre-relaxações sucessivas, quando Ale -~ Lle .. ; [)le jw 

ou Ak = u~e + Dk jw, onde w é o parâmetro de relaxação, tipi­

camente entre O e 2, Lk e Ule são as partes triangular inferior e 

superior, respedivame11te, de V' F(z1e), e Dk é urna matriz dia­

gonal; 

• Método de Jacobi, se Ak for uma matriz diagonal; e 

• Método de proJeções, quando Ak - C, onde G é alguma rn<ltriz 

simétrica positiva definida. 

O método de aproximações lineares de !'Jewton será usado no Ca­

pítulo 3 para o cálculo de equilíbrios econômicos. 

Cabe agora investigar as condições de convergência da seqüência 

{zk} para a solução do problema de complementaridade, se existir. 

Pang e Chan [33] apresentam vários resultados referentes à con­

veregência - local e global -- de métodos de aproximações lineares 

e não-lineares para problemas variacionais e de complementaridade. 

Algoritmos newtonianos e outros baseados em sobre-relaxações suces­

sivas são exemplos destes métodos. 
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A partir de um raciocínio envolvendo contração de normas, o te­

orema abaixo indica condições suficientes para a convergência local 

quadrática do método de Newton. Este resultado é de particular 

interesse para o cálculo de equilíbrios setoriais, corno será visto no 

Capítulo 3. 

Teorema 2.4 SeJa z uma solução do problema de romp/emertlari­

dade. Suponha que F seja contínuamente daferenriável, rom ç F(z) 

positivo definido. Então, se z0 for suficientemwte próúmo de z, 

a seqüência gerada pelo método de aproximações lineares suressit'as 

{ zk} é bem definida e converge para z. A Um disso, se V' F é Lip.~rhitz 

contínua em z, então { zk} converge quadraticamente JHlra z. 

Como o resultado de lim'arizações sucessivas de um PC~L é uma 

seqüência de PCLs, faz-se nccessário apresentar métodos computaci­

onais para complementaridade linear. Este é o objetivo da st•ção a 

segmr. 

2.4 Problema de Complementaridade Li­
near 

Problemas de complementaridade linear aparecem suhjacenh's a vá­

rias aplicações de interesse. Probl('mas de programação linear, por 
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exemplo, podem ser colocados corno PCLs, mas nem semprt' o inverso 

ocorre. 

Se F assumir forma linear (afim), o problema de cornplt•mentari-

dade pode ser expresso corno: 

Definição 2.3 Para q E Rn e M E Rnxn, o problema de complemen-

taridade linear consiste em achar z satú;fazendo 

> O· , 

q t Mz > O;e 

ou, simplificadamente, 

q + A1z 2 O : z >O. 

Métodos iterativos para a solução de PCLs vêm sendo muito es-

tudados, uma vez que muitos problemas importantes, em áreas dife-

rentes como equações diferenciais parciais, mecânica, teoria de jogos, 

cadeias de Markov, etc., podem ser formulados equivalentemente em 

termos de programas de complementaridade linear. 

Dentre os algoritmos sugeridos para resolução de PCLs, tem-st~: 

• Método de Newton; 

• Método de pivoteamento principal; e 
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• Método de pivotC'amento quase-complementar. 

Todos tem convergências asseguradas quando aplirados a determi­

nadas dasscs de problemas. 

O método de Newton pode ser aplicado a PCLs possuindo estrutu­

ras especiais, como problemas de cadeias de Markov e equa<;Ões dife­

renciai~ parciais (Aganagié [1]). A importância destf' mHodo é ainda 

mais relevante em prohlE'mas de grande porte, visto que os algorit­

mos basrados em pivott·anH'n1o não são eficientes, ('fll gNal, quando 

se depara com matrizes de grande dimensão e esparsas. 

Os dois outros métodos apresentam resultados teóricos de conver­

gência quando A1 apresenta determinadas estruturas matriciais. !\'o 

entanto, a complexidade computacional é exponencial (Kappel [ 17] e 

Murty [32]); a exemplo do que ocorre com o método dos sirnplexos, 

este fato parece não impor dificuldades na prática. 

Motivado pela teoria de jogos, Lcmke [22] desenvolveu, a partir de 

conceitos homotópifos (Eaves [8]), o método dt> pivot.<•arnf'nto quase­

complementar para PCLs. Muitos algoritmos baseados neste mf.todo 

tem sido sug(•ridos (v, por exemplo, Tomlin [12)) e largament(' utiliza­

dos. Uma descrição detalhada deste método, baseada em Mnrty !31] 

encontra-se abaixo. 
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2.5 Método de Lcmke 

Seja o sistema: 

w=q+l'vlz20 z >o. (2 .1) 

Obviamente, z e a variável de excesso w devem satisfazer 

UJ 1\1 z - q; 

UI > O; --

z > O; e -

WT Z - o. (2.2) 

O sistema (2.1) é factivel se existir z ~O tal que q + Mz? O. 

Se q ~ O, então (2.1) possui a solução trivial z = O e w ccc q. 

Assim, nesta seção, supõe-se que pelo menos uma componente de q é 

negativa. 

Como no método dos simplexos, a cada iteração corresponde urna 

base i.é., um conjunto de n colunas linearmente independ<'nt<'s ('X-

traídas, neste caso da matriz (J, --Af), associada à primeira condição 

de (2.1). A solução correspondente a uma dada base é obtida fazendo-

se todas as variáveis não-básicas iguais a zero e, então, resolvendo-se 

o sistema resultante para achar os valores das variáveis básicas. Uma 

base é factível se os valores de todas as variáveis básicas na solução 
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são não-negativos. 

Uma variável artificial zo associada ao vetor t•rn 

en = (1, 1, ... , 1 f C R" é introduzida homotopicanu•nte no sistt.•ma, 

para se obter uma base factível inicial: 

I 
z 
Af (2.3) 

UI 

Para isso, seja t tal que q1 .:. min{qi}?=t· Corno pressupõe-se que 

ao nwnos uma comporu•nte de q é negativa, tem-se que q1 < •• O. A 

partir da bas<' não-factívd w q, pode-se, então, pivoteando-se em 

torno da t-ésima componente de ·- en, obter-se a solução básica factível 

inicial (w1,~2, ... ,w1-t. Zo,Wt+J, •.• ,wn)· 

O algoritmo trabalha somente com bases factíveis. Somente que, 

aqui, as bases devem respeitar também a condição de complemen-

taridade. Uma base é denominada quase-complementar se contiver 

no máximo uma variável básica de cada par complementar ( w1, z1 ), 

j = 1, 2, ... , n. Se possuir exatamente uma variável básica de cada 

par complementar, a bas<' é romplementar. Obviamente, uma base 

complementar é também quase-complementar; no entanto, a recíproca 

não se aplica. Pode-s<' observar <)11<' a base inicial, por conter a variávl'l 

z0 , é quase-complementar. 

Nas iterações subseqüentes, t•xiste uma única forma de manl<'r a 
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condição de quase-complementaridade, i.é., escolher como variável de 

entrada o complemento da variável que acaba de ser retirada da base. 

Isto é conhecido como pivoteamento quase-complementar. Assim, a 

primeira variável a entrar na base é z1• 

O passo computacional básico usado {> o pivot(•amento, o mesmo 

que no algoritmo dos simplc>xos. A varián·l <h· saída será <h·termiuada 

pelo critério de razão mínima, o qu<' garante a factibilidad(' da nova 

base após o pivotf'amcnto (salvo ('fros u(llrH'ricos dP arrPdondanwnto). 

A variável z0 sempre ocupa na base a posição correspondent<' a um 

par complementar. Seja urna solução quase-complt•rnent ar onde am­

bas as variáveis de um r<'rto par complementar (u• ... z .• ) não estejam na 

base. Então, entrando-se com cada uma destas variaveis na base, são 

obtidas exatamente duas soluções quase-complementares adjacentes. 

A principal propriedade do caminho percorrido pelo algoritmo é que 

cada ponto obtido somente possui duas bases quase-complementares 

adjacentes: a anterior e a próxima. Assim, o algoritmo continua de 

maneira inequívoca, impedindo-se que uma base obtida anteriormente 

venha a ser repetida. 

A possibilidade de deg<'neração pode s<'r evitada usando-se o rri­

tério lexicográfico no teste de razão mínima ou, ainda, um artifíc.io de 

somar-se um escalar pequeno aos numeradores das frações de empate 
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(Tom I in [42]). Observado <•ntão o cuidado pr~vio rom degerwração, 

o algoritmo caminha de maneira única até que z0 saia eventualnwnte 

da base, o que ocorre em um número finito de iteraçÕ<'s, quando urna 

solução factível complementar é obtida. Esta f a solução procurada e 

o algoritmo termina. 

Em alguma iteração, o valor de Zo pode tornar-se pequeno do 

ponto de vista <'Oillpntarionnl (Tomlin :.12]). Os valon•s <lits variávc•is 

básicas, exceto z0 , são então aqueles dados no tablô; os valores de z0 

e, obviamente, das variáveis não-básicas, são z<·ro. 

No entanto, é possível que a coluna atualizada correspond<·nte à 

variável de entrada seja não-positiva. .!'Jeste caso, o test(' de razão 

mínima falha e soluções não-básicas factíveis quase-complementares 

contendo z0 são geradas indefinidamente ao longo de um raio ex­

tremo. O término em raio extremo faz com que o algoritmo também 

seja interrompido, sem que, no entanto, uma solução para (2.1) seja 

encontrada. Isto não quer dizer que o problema de complementari­

dade linear não possua solução, como mostrado nos resultados abaixo 

(Murty [31]). 

D~finição 2.4 Uma matriz 1\1 E: Rnxn é: 

• Copositiva, se zT A1 z 2: O para todo z 2: O; 

• Copositiva <•strita se zT AJ z > O para todo z > O; 
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• Copositiva mais, se ela é ropositiva e se quar1do zT AI z - O para 

z >O, tem-se zT(A1 + A1T) -c O; e 

• P-matriz, se todos seus sulufctcrminantes principais sao JXJ.'iiti-

vos. 

Teorema 2.5 Se M e ropos1.fit•a mats c o sistema {2.1} i factr'l'd, 

crt.liio o /'(.'L a;,8orwdo fnn rnno ·'u/uç1ÍU f o (1/yorr·f,w dr /,nnkr f,-r. 

mina com uma base jarfr'r,cl rmnplrrnntfar. Uuiproramcnte, quando 

M é copositiva mais, se o algoritmo termina em raio extremo, o sr·s-

tema {2.1) é in/artível . 

Teorema 2.6 Se M e copositiva estrr.ta ou uma P-matriz, o algo­

ritmo aplicado a {2.1} termina com uma solução. 
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Capítulo 3 

Equilíbrio Econômico 

Este capítulo concentra-se na formulação do problema d<' equilíbrio 

econômico corno um problema de romph•nu·n1 aridade rTHIIS es pe-

cificamcnte, na análise da carar1Nização de soluçÔ<'s. S<>rào tambi>m 

descritos procedimentos compuliH:ionais para o rákulo de <'quilíLrios 

econômicos, incluindo uma discussão de suas propriedades numéricas. 

3.1 O Problema de Equilíbrio Econôrnico 

Uma economia encontra-se ern equrHbrio se nenhum de S('lls ag(•fl1('s 

tiver interesse em mudar sua posição, i.é., se os seus respectivos obje­

tivos encontrarf'm-se otimizados. 

Tradicionalmente, o problema de equilíbrio de urna economia é 

colocado em termos do excesso da d<'rnanda, determinado pelas do­

tações, pela preferência de seus membros e pdas suas tecnologias de 

25 
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produção. Para simplificar, restringe-se a uma economia com com­

portamento competitivo e com preços não-distorcidos ---esta hipótese 

será relaxada posteriormente, quando um cornportanwnto imperfeita­

mente competitivo for analisado (Capítulo 6). 

Considera-se uma economia com produção descrita por ativida­

des lineares, i.é., caracterizada por uma matriz d(• fatores fixos do 

tipo de Leontief. Supõe-se que existem nela m bens e 71 ai Í\idades, 

apresentando retornos constantes à escala. 

Sejam: 

p E R'; o vetor de preços; 

b E R'; o vetor de dotações; 

x(p) E Rm as funções de oferta/demanda de mercado, as qua1s su­

põem-se continuamente diferenciáveis; 

y E R~ o vetor de nível de operação das atividades; 

c E R" o vetor dos custos unitários para operar carla atividade; e 

A E Rmxn, representando a matriz de atividades ou de insumo-pro­

duto, onde aii > o (aij < o) denota que o bem i é um produto 

(insumo) na atividade j. 
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Devido à generalidade da teoria de equilíbrio econômico, existem 

várias formas de caracterizá-lo. Usa-se, então, a seguinte definição 

(Scarf [41], Definição 5.1.3): 

Definição 3.1 Um vetor de preços p e um t·elor de n{veis de atit:i-

dades de produção y constituem um equilíbrio competitivo se: 

b + Ay x(p) o p > o ( 3.]) 

c T A p > O y '> o, (:L2) 

onde Ar denota a matriz transposta de A. 

Estas relações são interpretndas econornicnrm•nt<' da seguinte for-

ma: 

(3.1} A dPmanda exn•dPntP é não-positiva. ~e a oferta é maior qu<' 

a demanda para um certo bem, (•ntâo o preço deste bem é igual 

a zero; se um preço é maior qtw Z('ro. ('llt ào para t•ste l)('HJ a 

oferta é igual a demanda. 

(3.2) Nenhuma atividade pode estar produzindo lucro positivo. ~e 

uma atividade produz lucro negntivo, ('flf âo ela não é OfH'rada; 

se for operada, então o lucro associado é zt•ro. 

É fácil ver que a Definição 3.1 implica alguns fatos econormcos. 

Em primeiro lugar, a economia deve operar eficientemente, i.é., mi-
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nimizando custo de produção. Isto ocorre, pois (3.1) e {3.2) são exa­

tamente as condições de folga complementar do programa linear que 

representa a produção. Além disso, os agentes, atuando na produção, 

encontram-se maximizando lucros supondo-se tomadores de preços. 

Isto se dá, pois (3.1) significa que preços são custos marginais, já 

que representam as variáveis duais do programa lin<•ar associado à 

produção. Finalmente, quantidades produzidas satisfaz•·rn a d(•tnanda 

motivada pela rnaximização de utilidades. Esta é a idi>ia de equilíbrio 

que se está utilizando. 

Logo, o cálculo de equilíbrios econômicos consiste em achar p e y 

que satisfaçam o sistema (3.1 )-(3.2). 

Diz-se que o equilíbrio é geral quando o vetor custo de opNação 

de atividades c é nulo, i.é., s<~ n<•nhum preço é dado exogenamente. 

Por outro lado, é setorial ou parcial quando o vetor custo tiver algum 

elemento não-nulo, ou seja, se o preço de um bem de outro setor, que 

não se inclui no sistema estudado, é dado exogenarnente. 

3.2 Existência e Unicidade de Equilíbrios 

3.2.1 Equilíbrio Ceral 

Uma vez definido o problema de equilíbrio, como na seção anterior, 

a prova de existência pode ser encontrada em Magill [24; e Kehoe 
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[19]. Neste último, encontra-se tarnb~rn a análise de multiplicidade 

de equilíbrios, dando as condições para que isso ocorra, sendo que no 

caso de urna economia regular, o número de pontos de equilíbrios é 

ímpar (ver exemplos no Capítulo 5). 

Magill [24] estabelece um teorema que assegura a existência de 

um equilíbrio competitivo, consid<>r<!Tldo algumas hipóteses soiH<' a 

economia ( Teorema 3.1) 

Já Kehoe [19] analisa a unicidade c multiplicidade. ~c·stf', ti-rn-sP 

resultados do tipo: urna economia regular tem um número finito df' 

equilíbrios que varia continuamentf' com determinados parâmetros,<' 

quc> uma economia tem unt t'mico l'quilíbrio, se condic;ôc•s <'SJ>I'dficas 

forem verificadas. 

3.2.2 Equilíbrio Setorial 

Resultados de prova de existência também são conhcridos e, diferente­

mente do equilíbrio geral, o caso setorial, dadas as suas raradt•rísticas, 

apresenta unicidade de equilíbrio, sob determinadas rondiçõcs de re­

gularidade, tais corno continuidade, diferenciabilidade e monotonici­

dade estrita para algumas funções, lucro e dc·manda excedente, por 

exemplo (Friesz [9]). 

Fricsz [9] aborda questões de existência e unicidade e estabclf'ce 
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resultados importantes em seus teoremas (Teoremas 1,2 c 3). usando 

também hipóteses de economia regular. É interessante observar que, 

toda a análise é feita com o problema de equilíbrio espacial sob a forma 

de complementaridade. Seu teorema 1 assegura essa equival~ncia; o 

teorema 2, a existência; e o 3, a unicidade. 

3.3 Cálculo do Equilíbrio por Comple­
mentaridade 

Esta seção representa uma das partes centrais do presente trabalho; 

é nela que é estabelecida a equivalência entre as noções de equilíbrio 

e complementaridade. 

Retomando o PCNL (Definição 2.1), define-se z e f'(z) adequada-

mente, conforme se segue: 

z==(:) 
F(z) = ( b + .Ay -T x(p) ) 

c- A p 

{3.3} 

{3.4) 

com tsso, então, verifica-se a identificação do problema de cornple-

mentaridade corno um problema de equilíbrio: 
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Complementaridade 

z > o 

F(z) > O 

EqurHbrio Econômico 

p > o 
y > o 

b + Ay -- x(p) ? O 
c- A 7 p >o 

PT[b + Ay x(pr CC: o 
(c - A 7 pVy ---O 

Em particular, se as funçcH's oferta/d('manda são liJI(•ares, I(p) 

d tDp, onde dE Rm e DE Rmxm, o problema de equilíbrio <'conômico 

torna-se um problema de complementaridade linear. 

( :: ) - ( b c d ) + ( - ~~ I ~ -) ( ~ ) ~ o ( ~) >o. 

(3.5) 

Porém, observa-se que, no caso g<'ral, tem-se um PCNL. Para re-

solvê-lo, será usado o método das aproxirnaçôes lin<'ares sucessivas de 

Newton. Assim, F pode ser aproximada localnwnte em zk por 

(3.6) 

O jacobiano de F(zk) é dado por 

Assim, (3.6) fica sendo 
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Feita esta aproximação afim, pode-se reescrever (3.1 )-(3.2) a pro-

ximadamente, na forma convencional de um PCL (v. Definição 2.3) 

em torno de z": 

onde 

w = q" + M" z 2 O z > o 

( b -- x(p") :V x(p")p" ) 

M" = VF(z") 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

3.3.1 Convergência das Linearizações para o Pro­
blema de Equi1íbrio 

Observe-se qu(' o teorC'rna 2.4 rC'quer a positividade do jarobiano de 

F(z) para assegurar a conv(•rg~ncia do processo de linearizaçôcs su-

cessivas. No entanto, 110 <"aso <h~ equilíbrio geral a ro11diçâo d(• posi-

tividade não é assegurada, dada a açiio do efeito n•nda pn•sf'lllt' t'fn 

x(p), o que pode causar indefinição no jacobiano de F(z) (Mathif'sen 

[28]). 

No raso de equilíbrio setorial, a ação do efeito renda df' :r(p) É' 

pequena (Ahn [2]). Com isso, o jacobiano de x(p) será, tipicamente, 

definido negativo, o que implica o jacobiano de F(z) ser definido po-

sitivo (Mathiesen [28]). 
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Com essa análise, conclui-se que, para o equilíbrio geral, a seqüên-

cia das linearizações sucessivas pode não convergir, enquanto que, 

para o setorial, a seqüência converge para a soluçiio de (3.1 )-(:l.2). 

3.3.2 As Linearizações Sucessivas para o Equilí­
brio Geral : Complicações 

No equilíbrio geral, todos os preços são determinados sirnultaTJ{'il.llH'Ilte 

e nenhum deles é dado cxogenarnente, e, ainda, o vetor r de ruslos 

é nulo. As demandas xi(P), i = 1, ... , m são funções de lodos os 

preços da economia. Supõe-se que essas funções são consistt'ntcs com 

a maximização das utilidades individuais. Se as demandas satisfazem 

cada família de cestas individuais, e considerando-se a hipótese de 

não-saciação local, então 

p'~'.r(p) '/' p b 

que é a lei de Walras, a qual caracteriza o equilíbrio (geral) walrasiano, 

com o qual se trabalha aqui. 

Com isso, as d('mandas são hornogi>n('as de grau zero, ou seja, se 

o vetor p* é de equilíbrio, então >.p• para >. > O tarnhern o é. 

Essa suposição nas demandas gera c-omplicações na resolução dos 

PCLs aproximados. Primeiro, a homogeneidade implica que o sistema 

(3.1}-(3.2) determina unicamente preços n'lativos. ConseqÍÍ{'Jiternen-
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te, tem-se liberdade para normalizar os preços iterativos do professo, 

i.é., p E sm .:= {PI L p, =- 1, p, 2 O} onde sm é o sirnplexo unitário 

de Rm. Não-saciação f' restrição nas festas individuais irnplkam que 

a demanda para o bem i é indefinida para p, (ao menos para algum 

i). Então a solução para um PCL, onde p1 ==O pode ocorrer, porém 

invalida essa solução fomo um preço iterativo. Por isso, é nefessário 

distinguir entre solução do PCL e pr<'ços <' quantidades da it(•ração. 

Segundo, da equação de Euler para funções homogêneas, 

(\lx,(p)]p=--0, z~l, ... ,m, (3.10) 

e a linearização de x, (p) no ponto p" wrno: 

-- - ( ") ir7 ( ")1 -- :r, p t l v X; p Jp, t=l, ... ,m 

vê-se que (3.10) implica o jacobiano da demanda D:::: \lx(.) ser singu-

lar, e, conseqüentemente, as condições lin••arizadas de (3.1 )-(:{.2) não 

calculam o equilíbrio, dada a singularidade de Af, forno d<•monst rado 

a segmr. 

Sejam (3.10) e a linearização de -AT p* ? O e b + Ay - :r(p*) 2 O 

em p• =J O como u* """- - AT p• e v* =- b- d+ Ay* t IJp* r<'speftivamente, 
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Dividindo em básico e não-básico t<•m-se 

M será singular, se Q = Gf A
0
v) for singular. 

D 

De (3.11) A~p* ==O e por (3.10) V'x(p*)p* -~ O, assim, conseqüen-

temente, G~)p* = O, ou seja, uma combinação linear de vetores de Q 
D 

que são não nulos, produzindo o vetor nulo, usando p· que i> dif<·n·nte 

de zero. Logo .M é singular, no <'quilíbrio. 

Evita-se essa singularidadP de duas formas. Urna delas é adicionar 

uma restrição de normalização}__:: p, - I para i - I, ... , m; uma outra 

é estipular um preço de um bem rorno numerário. 

Nestt• trabalho, opta-s<' JH'Ia sPgunda alternativa. Se, na k-ésirna 

iteração, o numerário escolhido for o h<~m I, I cc 1, ... , tn, fixa-se 

pf = 1. 

Do sistema linearizado que se tinha com x(p) = d + D(p) 

b - d + Ay - Dp > O p > o 

y > o (3.I2) 

com a estipulação do nunwrário, fica sPndo 

h -+ lly Gn > O p >o 

y >o (:l.I3) 
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onde 1r (p1 , • •• , Pm- t), a matriz B é a A sem a 1-ésima linha, G 

é a matriz D sem sua 1-ésima coluna, s é um vetor com elementos 

Sj = - a11Pt para J. = 1, ... , n, e h é um vetor com ( m - 1) elementos 

hi = bi -- xi(Pk) -- XilPt, i = I, ... , m - 1 onde Xil é um elemento da 

1-ésima coluna de D. 

Conseqüentemente, o sistema acima é obtido de uma linearização 

de (3.1)-(3.2), fixando p1 e retirando a l-ésima equação de balanço do 

bem L. A lei de Walras implica que, quando (m 1) mercados estão 

equilibrados, o mercado restante também está (.Mathiesen [29]). 



Capítulo 4 

O Algorittno 

Neste capítulo, descreve-se o algoritmo romput acionai para a solução 

de (3.1}-(3.2), denominado SPCL ( S('qiit•nria de Problemas de Com­

plementaridade Linear) (Mathiesen [28]). 

Este algoritmo aproxima o cálculo de equilíbrio g<•ral e setorial por 

uma seqüência de problemas de romplenwntaridade linear. 

4.1 A Seqüência Iterativa 

O algoritmo SPCL podf' sl'r colocado nos sq~uint.<·s passos: 

1. Inicializar 

k = O e estipular pr<•ços iniciais Pu 

2. Construir e resolver o PCL 

Achar z que resolve qk + A1k z c w, onde ::, qk e AJk são dados 

por (3.3),(3.8) e (3.9). 

37 
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3. Incrementar contador de iterações 

k=k-+1 

4. Construir zk 

Se z pertence aos domínios de F e v F, então zk -= z; caso 

contrário, zk -~ ozk 1 i (1 · a)z, onde O< a< 1 (tipican)('nte 

O'= 0.5) 

6. Teste de parada 

Sejam f e 6 escalares de valores positivos pequenos (tipicamente 

( = 6 = 10- 4 ) 

Se Fr(zk) > -c e lz:. Fr(zk)! < b para todo r, parar o valor 

de zk é a solução procurada; senão, ir para passo 2. 

4.1.1 A Linearização e Construção do PCL 

A linearização é feita através do método de Newton, conforme seção 

2.3, obtendo-se o sistema linearizado (3.5), e resolvido pelo algoritmo 

de Lemke. 

Como já foi dito na seção 3.3.2, no caso de equilíbrio geral, o PCL 

a ser resolvido passa a ser aquele colocado no sistema (3.13), dada a 

singularidade da matriz AI, no equilíbrio. 
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4.1.2 Construção do zk 

Foi citada na st•çào 3.3.2 a possibilidade de alguma demanda não <~star 

d<'finioa para algum pr<'ço calculado pelo PCL, tanto no <•quilíbrio 

geral como no s<'torial. 

Por isso, é preriso <'st.ar atento, po1s o \"<'tor zk sná usado para 

o cálculo de F(z). logo zk dn<' p<'rte!IC<'r ao domínio de F. P, < aso 

não seja ainda o equilíbrio, ele será usado como ponto de linearizaçâo, 

portanto terá também de pcrt.enn·r ao domínio do jacobiano de F. 

Então, se uma dessas duas condições falha, gera-se zk como sendo 

uma combinação convexa entre o zlc · 1 e a solução atual do PCL. 

Na n•alidade, essa rornbinação é fPita somente com os pr<.'ÇOS, ou 

Ir k- I t ( Ir· I) p =p t p .. ,, k ? 1 

onde pé a solução do PCL. Notar que se faz a combinação apenas dos 

preços, pois estes é que d{~terminam se zlc é um z iterativo ou nao, e 

ainda é aJ.>enas do que se n<'cessita para retomar o algoritruo, 

Feita a combinação, v<·rifica-·se <'ntâo se o resultado pode s<·r urn 

pk, caso não atenda as condições, repete-se a op<·raçâo, até se achar 
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4.1.3 Solução no PCL 

CAJ>íTVl,O 4. O ALGOlliTMO 

Com a positividade da matriz e com as condições de existência de 

equilíbrio atendidas, o algoritmo de Lemkc calcula a solução dos PCLs 

parciais (Teoremas 2.5 e 2.6). 

Para o equilíbrio geral, mesmo o sistema diminuído (:l.l3) pode 

ser não resolvido por Lernke, com a fixação df' algum f'l, df'vido à 

persistência da inddinição da matriz ."H diminuída. Porém ti'm-st' m 

sistemas diminuídos, candidatos a terem solução. Logo é possível que, 

em algum desses PCLs diminuídos, Lemke calculf' uma solução. F:sse 

problema de assegurar que pelo menos um dos m sistemas diminuídos 

tenha solução ainda não foi resolvido. 

4.2 Convergência do Algoritmo 

4.2.1 Equilíbrio Setorial 

É assegurada a convergência local (Teorema 2.4) e global ( Pang e 

Chan [33]}, urna vez verificada a existência e unicidade, utilizando as 

informações da seção 3.3.1. 

4.2.2 Equilíbrio Geral 

Não existem resultados para este caso, tanto para a local como para 

a global. 



4.2. CONVERGENCIA DO A J.GOU /T.\10 ·11 

Experimentalmente, nota-se que o rn~todo converge, sem atender 

as condições de positividade do V' F, por isso pensa-se que tal condição 

parece muito forte, para garantir convergência. 

Mathicsen [29], tornando um cx<·mplo, verificou que o algoritmo 

de Lemke calculou uma solução, quando existia; e provou que o SPCL 

convergiu globalnH'nte para o exemplo estudado. 
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Capítulo 5 

Resultados Cotnputacionais 

Neste capítulo sao descritos alguns dos probl<'mas de equilíbrio 

- setorial e geral - resolvidos pelo algoritmo SPCL. 

5.1 Experiência Cotnputacional 

O programa foi escrito em FORTHA N77, usando precisão dupla (H cal 

16). Utilizou 45 segundos de CPU (tempo de processamento) para 

compilação em ambiente VAX 11/785 (VaxjVMS V1.3), com NODE­

BUG E NOOPTIMIZED. 

Alguns dos exemplos, como o 1 e 5, foram resolvidos em micro-­

computador linha PC, sendo que, neste ambiente, o h~rnpo de proces­

samento não foi urna preocupação. A título de informação, pode se 

dizer que a razão no tempo de resolução, comparado ao VAX, é cerca 

3 por 1 ,no máximo. 
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Neste capítulo, colocam-se 6 problemas de equilíbrio competitivo. 

Tempo de CPU, referido adiante, trata-se somente de processamento, 

excluído leitura (escrita) de arquivos de entrada (saída). 

É importante notar que, como o algoritmo é newtoniano, o número 

de iterações está intimamente relacionado com o valor inicial de p; por 

isso, informa-se o pr<'ço inicial. 

5.2 Exemplo 1 

Trata-se de um problema devido a H. Scarf, ilustrativo para um 

software comercial chamado OCTASOL\', baseado em ponto fixo, de 

Broadie (1983), na classe de equilíbrio geral. Tal software achou a 

solução usando 10 segundos de CPU. 

Dados - Exemplo 1 

• Número de bens : m '-' 5 

• Número de atividades : n - 6 

• Número de nHJsurnidores : nc" 2 



5.2. EXEMPLO 1 

As dotações dos consumidores: 

cons. \ bem 2 3 4 5 
-- --

1 o o 1GOOO o o 
2 1 () 0 o 10000 900 

Tabela 5.1: Dotaçtles dos ronsurnidores- Ex(•mplo 1 

A matriz de atividades: 

bem __ \ _a~i-~_· 1 2 :{ 1 5 6 
---·- - --

1 100 100 
2 -10 -1 o 100 100 100 -100 
3 -60 -62 -45 -S2 -55 

4 -'27 -20 -50 -·10 -30 
5 -3 -10 -5 -8 -18 100 

Tabela 5.2: Matriz d(• atividades- Exemplo 1 

As funções demandas são Cobb-Douglas, e dadas para cada bem 

i, da seguinte forma: 

onde os coeficientes de utilidade u1; são dados na tabela. 
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cons. \ bem 
1 
2 

1 2 3 
0.3 0.6 0.1 

4 5 
0.0 0.0 

0.6 0.4 0.0 0.0 0.0 

Tabela 5.3: Coeficientes de utilidade dos consumidores - Ex<•mplo 1 

Solução - Exemplo 1 

O SPCL acha a solução com 01 iteração, em 0·1 segundos d{' CPF, 

para o valor inicial de p .. c: ( 1, ... , 1), conforme s<•guc: 

/Jem Oferta Demanda /'rcço 

1 11340.0000 11340.0000 1.00 
2 13960.0000 13960.0000 1.00 
3 1600.0000 1600.0000 1.00 
4 0.0000 0.0000 1.00 
5 0.0000 0.0000 1.00 

Atividade Lucro Nível de operação 

1 0.00 113.4000 
2 -2.00 0.0000 
3 0.00 71.1830 
4 0.00 84.4 762 
5 -3.00 0.0000 
6 0.00 4.7192 

Outra versão do problema 1 resulta de uma mudança do elemento 

a(2,6) da matriz insumo-produto de -100 para -40 (essa mudança tem 

interpretação f'conômica no contexto, para fins de análise de sensibi-

lidade). Aplicando o SPCL, a solução abaixo foi encontrada em 02 
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iterações, com 4,5 segundos de CPU, para o nwsrno prf'ço inicial que 

o anterior. 

Bem Oferta Demanda Preço 

1 10548.2315 I 05·1R.2315 1.00 
2 15269.7143 15269.7143 0.94 
:~ I fiOO. 0000 I (iOO. 0000 1.11 

4 0.0000 0.0000 0.81 

5 0.000 () .0000 0.:{8 

A tit'z.dade Lucro .\'{t•r/ dr OJifrtlÇrlO 

-2.J.1 0.0000 

2 0.00 1 os .. tl-\23 

3 0.00 ].11.54 7 ,'j 

4 2.57 0.0000 

5 0.00 27 .0~)92 

6 0.00 13.5034 

5.3 Exemplo 2 

Trata-se de um exemplo clássico, na literatura, de equilíbrio geral. Ele 

foi resolvido por Scarf [41], através do algoritmo de ponto fixo, usando 

01 minuto de CPU em um IBM-7094, com precisão de 04 decimais 

nos resultados. 

Dados - Exemplo 2 

• Número de bens : mc=c 6 

• Número de atividades : n- 8 
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• Número de consumidores : nc= 5 

As dotações dos consumidores: 

(:<:>~s: j b~r~ 1 2 3 4 f> () 
-~-- -------- -- -· 

1 3.0 5.0 0.1 1.0 

2 0.1 0.1 7.0 2.0 
3 2.0 6.0 0.1 1.5 
4 1.0 0.1 8.0 1.0 
f> 6.0 O. I 0.5 2.0 

Tabela 5.4: Dotações dos consumidores- Exemplo 2 

A matriz de atividades: 

_!:>~e-~-\__~ ti v. 1 2 3 4 5 6 7 8 
-- - ---- -·~ - --· ----- -· ---

1 4.0 5.0 1.6 1.6 1.6 0.9 7.0 8.0 
2 -5.3 -5.0 -2.0 -2.0 -2.0 -1.0 -4.0 -5.0 
3 -2.0 -1.0 -2.0 -4.0 -1.0 -3.0 -2.0 
4 -1.0 -6.0 -3.0 -1.0 -8.0 -1.0 -8.0 
5 6.0 8.0 7.0 
6 4.0 3.5 

Tabela 5.5: Matriz de atividades - Exemplo 2 

As funções demandas são do tipo C.E.S. (Elasticidades constantes 

de substituição), e dadas para cada bem i, da seguinte forma: 

onde os coeficientes de utilidade u1i são dados na tabela. 
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-~~ns~ __ i_ b~~ 1 2 3 4 5 6 
--- --- ---- ---- --- . ·----- ~---- -·~ --- ----·-··--

1 4.0 0.2 2.0 3.6 
2 0.4 0.6 4.0 1.0 
3 2.0 0.5 2.0 1.5 
4 5.0 0.2 5.0 4.5 
5 3.0 0.2 4.0 2.0 

Tabela 5.6: Coeficientes de utilidade dos consumidores- Exemplo 2 

Solução - Exemplo 2 

O SPCL resolH'U em o:~ itnaçôes, usando, aproximadaJIJ('JIIe, 20 

segundos de CPU, com precisão de 20 casas d<'cimais. O preço inicial 

foi dado p = ( 1, ... , 1). A solução é dada a seguir: 

Bem Oferta Demanda Preço 

] 11.2670 11.2670 1.00 

2 0.0000 0.0000 0.99 

3 1.0184 1.0184 0.89 

4 2.1326 2.1326 0.35 

5 22.1604 22.1604 0.54 

6 10.7717 10.7717 0.85 

Atividade Lucro Nivel de operação 

1 0.00 o.o:n1 
2 0.00 0.8920 
3 0.00 2.3211 
4 0.00 1.0292 
s -o.:m 0.0000 
() -0.11 0.0000 

7 0.00 0.1 ~53 
8 -1.H5 0.0000 
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5.4 
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Exemplo 3 

Este é um exemplo de multi-equilíbrio, sugerido e resolvido por Kchoe 

[ 19] através de diminuições de atividades. 

Kchoe afirma que métodos baseados em ponto fixo (tradirional),a­

pesar de apresentarem convergência global para algum equilíbrio, nun­

ca calculariam o terceiro ponto de equilíbrio. 

Mathicsen [29] resolveu também o problema em qu(•stão. Con­

tudo ele diz <j\1(', para se obt(~r os três equilíbrios, foram lll'cessárias 

mudanças no seu algoritmo. 

Aqui, com o SPCL, calcularam-se todos os l'quilíbrios, mudando-se 

os preços iniciais, S('Tll mais rwnhuma mudança. 

Dados - /<,'remplo 3 

• Número de bens : m~c 4 

• Número de atividades : n- 7 

• Número de consumidores : nc= 4 
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As dotações dos consumidores: 

cons. \ lH'rn 2 ::l ·1 
1 50 

2 ;,o 
3 .50 

4 50 

Tabela 5.7: Dotaçúes dos co!lS1llllidorcs- Exí'mplo :l 

A matriz de atividades: 

lH•rn \ a ti v. '2 :J 1 ;, fi 7 
] - I (i - 1 - 1 

2 - I -1 :~ 4 
3 - 1 -4 -1 :J 

4 - 1 - 1 - 1 -1 

Tabela r .. 8: Matriz d(' atividad<'s - Ex(•mplo 3 

As funções demandas são Cobb-Douglas (com as do exelllplo 1) e 

os coeficientes de utilidade u1, são dados abaixo. 

cons. \ bem 2 :~ 4 

1 0.5200 o.-tooo 0.0400 0.0·100 
2 O.RGOO 0.1000 0.0200 0.0200 

:l O.SOOO 0.2000 0.2975 0.002.5 
4 O.GOOO 0.2[,()() 0.002[> O.G875 

Tabela 5.9: (~oeficientes dP ui ilidad<' dos consumidores- Ex('llrplo :{ 
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Solução - Exemplo 3 

O programa obteve os três equilíbrios, variando apenas os preços 

iniciais, conforme segue. 

Com o preço inicial p = (2, 2, 2, 34) o primeiro equilíbrio. 

Bem Oferta Demanda Preço 

1 260.3636 260.3636 1.00 
2 232.1429 232.1-129 1.27 
:~ l'l7.f,714 127.f,7H 0.()·1 

4 27fi. 7!ll7 276.7917 2.1 H 

e o vetor níveis d<' atividades y• · (0,0,0,0,47.üS, 72.42,:~.1:3). Com 

o preço inicial p ,..-: (1, 2, 3, 1) o segundo equilíbrio. 

/Jem Oferta Demanda Preço 

1 303.9340 303.9340 1.00 
2 192.2623 192.2623 0.91 
3 122.1315 122.1315 1.12 
4 281.6722 281.6722 0.60 

e y* = (0, O, O, O, 53.18, 6.!J.l.), 0). 

Com o preço inicial p =c= (1, 1, 1, I) o terceiro equilíbrio. 

Bem Oferta Demanda Preço 

1 293.1139 293.0000 1.00 
2 205.0000 205.0000 1.00 
3 123.0000 123.0000 1.00 
4 279.0000 279.0000 1.00 

e y* = (0, O, O, O, 52.0, 69.0, 0). 
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5.5 Exemplo 4 

Este exemplo foi proposto por Eaves [6], para ilustrar um algoritmo de 

cálculo de equilíbrio. A ausência de produção é a característica deste 

exemplo, o que o classifica em equilíbrio geral com troca simples, sem 

produção. 

Dados - Exemplo 4 

• N úrnero de bens : ntc:= 8 

• Número de atividades : n - -

• Número de consumidores : nc= 5 

As dotações dos consumidores: 

cons. \ bem 1 2 :1 4 s 6 7 8 

1 3 :1 5 2 

2 15 2 

3 3 

4 5 4 4 4 
5 4 13 6 6 

Tabela 5.10: Dotações dos consumidores- Exemplo 4 

As funções demandas sao do tipo Cobb-Douglas, corno as dos 

exemplos 1 e 3, onde os coefiricntes de utilidade ui• são dados na 

tabela. 
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~~_: __ \~em 
1 
2 
3 
4 
5 

1 2 3 4 5 
-- -~-- -~---------------·--

0.3 0.13 

1.0 
0.73 
0.47 

1 

6 7 8 
--------------

0.38 0.19 

0.27 
0.11 0.05 0.37 

Tabela 5.11: Coeficientes de utilidade dos consumidores- Exemplo 4 

Solução - }~'umplo 4 

O SPCL rc·so!VI'II l'lrl fd(i Ítl'raç(ws <·orn pn·<·is;io dt• 'l casas dP<·i-

mais. Ü preço inicial foi dado p c- (1, ... , J). É Ílllportant(' ohs<•r\'ar a 

discrepância entre alguns preços entre si, e também quanto aos preços 

iniciais, na solução qu<• s<• st•gue. 

Bem Oferta Demanda Preço 

1 7.000 6.997 1.00 
2 15.000 15.000 0.6 E-116 
3 5.000 5.000 0.61 
4 20.000 20.000 3.20 
5 5.000 5.000 0.3 f>115 
6 5.000 5.000 1.72 
7 12.000 12.000 1.064 
8 10.000 10.000 1.311 

5.6 Exemplo 5 

Trata-se de um problema de planejamento energftico, resolvido pelo 

modelo PIES por Hogan [14] e também por Mathicsen [28] 
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Neste caso, analisa-se o problema como equilíbrio setorial, com os 

dados a seguir: 

Dados - Exemplo 5 

Para a ajustar o modelo ao programa, foram adicionadas ativi­

dades e bens artificais. E ainda, agora, tem-se o vetor custos das 

operaçoes. 

• Número de lwns: 111 :21 

• Nt'mwro d(• atividad(•s: 11 26 

O vetor das dotações (:. dado por b (O,O,O,O,O,O,O,O,O,O,O,O,O 

o, o, 300,:300, 100,200, :3oo. fioo, 11 oo, 1:200, 1 :mo, 11 oo). 

O vetor de custos das atividades f:. dado por c· (.5,6,8,4,5, 7, 1, 1, 

5, 1.25, 1.5, 1, 2.5, O. 75, 2. 75, 8.5, 8, 1 0.5, 7, 1, I, 1. 2, 1.2, 1, 1, 1.5, 1.5). 
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A matriz de atividades: 

Bem\ Ativ. 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 
-- -·---- -- - . 

1 1 -1 -1 
2 -I 
:i 
4 
5 
fl 

7 
8 
g 

10 
11 
12 
13 
14 
15 - 1 
}(; - 1 
17 -1 
Hl -1 
19 -1 
20 -1 
21 -1 
22 -1 
23 -1 
24 -1 
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(continuação) 

_ Be~j_i\_t~v. 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

8 
9 
10 

11 
12 
13 

14 
15 
16 
17 
18 

19 
20 
21 
22 
23 
24 

14 15 
-···---- --

-I 
-1 

.6 

.4 

}() 17 IR 19 20 21 22 23 24 
-

-1 

-1 - 1 

.h -1 -1 

.4 -1 
.5 .5 -1 
.5 .f) -1 

Tahf'la 5.12: Matriz df' atividades - Exf'rnplo 5 

57 

25 2() 

-1 
-I 
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As funções demandas são dadas para cada bem i, da seguinte 

forma: 

d, (p) = q~l TI (p, I P~Y·i 
j 

onde q0 = (1200, 1000,1000,1200,1000, 1000), p0 =-= (16, 12, 12, 16, 12, 

12) e os coeficientes de elasticidades E1 j são dados na tabE>Ia. 

Oleo let•e Óleo pesado eart,ão 
, - --~ - -

Oleo let'e -0.5 0.2 0.1 

Óleo pesado 0.1 -0.5 0.2 
Carvão 0.1 0.2 -0.75 

Tabela 5.13: Elasticidades nos preços - Exemplo 5 

Solução - Exemplo 5 

O r<'Mdtado pelo programa SPCL, companulo ao artigo ele llo-

gan, apresentou-se mais preciso, usando para o cálculo da sohu;ão 12 

minutos e 45 segundos para o preço inicial p = (6,4, 1, 1, 1, I, I, 1, 16, 

12, 12, 16, 12, 12, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). 

Cabe definir que os bens 9,10 e 11 representam óleo leve, óleo 

pesado e carvão consumidos na região 1. E os bens 12,13 e 14, os 

mesmos acima, por~rn para a região 2, respectivamente, conforme o 

artigo em questão. Portanto, colocaremos, a st•guir, apenas os hens 

mencionados. 
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Bem Preço Quantidade 

9 12.10 1274 
10 9.10 106·1 
11 9.4.5 ] 100 

12 12.43 1290 
13 9.60 1070 
14 10.95 999 

5.7 Exemplo 6 

Este exemplo foi formulado com o ohjd i\·o de aJJalisar a eficiência 

econômica de uma agroindústria (Scaramucci <' Hotondo [:nJ, visto 

que, implicitamente, opf'far ('Til <'quilíbrio implica lllininJizaçiio de cus-

tos. 

Considera-se urna agroindústria qu•' utiliza insumos de t<'fra, I11ào-

de-obra e capital (espaço físico) para produzir milho, frango (' ovos, 

como indicado na figura a S(~guir. Os bens 4 e f> são internH·diários, 

representando o milho cultivado e o colhido, respectivamente. 

O milho pode ser vendido ou comprado junto ao mf'rcado, cm qual-

quer quantidade, ao preço :3,00. A disponibilidade (h• área ('('"('!'ta{> 

limitada a 15.000. As d(~mandas de frango e ovos têm elasticidades 

com relação a preços constantes e, por se tratarem de b<·ns subs-

tituíveis, apresentam efeitos cruzados. Como o jacobiano do vt•tor 

de demandas não é simétrico, a condição d(' int<'gra hilidad<' não se 
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verifica neste caso. Assim, os métodos baseados na maximização do 

excedente total não podem ser aplicados, a menos que um processo de 

aproximações sucessivas por demandas independentes st'ja utilizado, 

como é o caso do algoritmo PIES (Ahn e Hogan [2]). 

As atividades 1 e 2 constituem-se em tecnologias alternativas para 

o cultivo de milho, a última sendo mais intensiva. Os custos de 

operação referem-se a gastos com fertilizantes, d<'fensivos agrícolas, 

irrigação, etc. A atividade 3 consiste na colheita de milho. As de 

número 4 e 5 são de transporte entre o local de produção c o m<'rcado 

cerealista, tendo um custo unitário associado de 0,5. Finalmente, as 

atividades 6 e 7 forn(•rern frango e ovos, respectivamente. 

Deve-se ressaltar, também, que, corno as ofertas de terra, mão-de­

obra e a oferta/demanda de milho não são diferenciáveis, é necessário 

considerar cada degrau existente corno um bem artificial, tendo corno 

dot.açã.o a <'Xt(•nsào do pat<1mar corr<'spondf'nt('. A corwxão rom a 

rede de transformação é feita através de atividades auxiliares, tendo 

um custo de operação dado pelo preço associado ao d<'grau, no caso 

de uma oferta, ou o negativo dele, se o patamar correpondt•r a urna 

demanda. 
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·L ____ p, Pa 

8 -..------- 6 
I I 1 I 

I I I 
I & I 
I • ' ---- 3 
I I I 1&000 

I 
I I 
I I 

•1000 •600 •• •l'OOO •4000 •• 
Terra Mõo-dt -obra Árta coberta 

2. 

-s 

Milho Franoo OVO I 

3 x = '5po.t P-o,5 
8 1 8 

o 
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Dados - E'xemplo 6 

• Número de bens: m= 12 

• Número de atividades : n::-.= 14 

As atividades de 8 a 14 são artificais assim como os bens 9, 10,11 

e 12. 

O vetor das dotações da agroindústria é dado por 

b - (0, O, 15000, O, O, O, O, O, 600,400,4000, 3000) 

O vetor de custos da agroindústria é dado abaixo 

c - (20,35,0,0.5,0.5,0,0,5,8,0,3,6,3, 3) 

A matriz de atividades: 

_!'em~~~~-_ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
- -

1 -I -1 1 1 
2 .() 'I -r. -20 -7 
3 -:u, . r. 
4 70 I() (I -1 

5 1 -1 -25 -10 
6 1 -1 -1 

7 
8 
9 -1 
10 -1 
11 -1 

12 -1 

Tabela 5.14: Matriz de atividades da agroindústria- Exemplo 6 
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As funções demandas são dadas ap<'nas para os bf'ns i e R, corno 

d -- 1 !'"()() .. 0,5 0,2 
1 - ·' P1 Px 

Solução - Exemplo 6 

Aplicando-se o algoritmo, obtt•vc-s(' o rl'sultado listado abaixo. 

Bem Oferta/ Dcma11da J>re ço 

1 - ·1 7. ()() 2() 5.00 

2 - 7 . 000. ()()()() 5.37 

3 6.33~t.:H 16 0.00 

4 0.0000 O.R2 

5 0.0000 3.50 

6 -3.044.9005 3.00 

7 253.173() 1 9·1.R2 

8 0.9944 72.56 

Atividade Lucro Nz'Pel de operação 

1 0.00 47.0626 

2 -6.59 0.00000 

3 0.00 3.294.3833 

4 -1.00 0.0000 
5 0.00 3.0·14.9005 

6 0.00 253.1736 

7 0.00 0.9944 

Podc-sp obs(•rvor, por ('X<'lllplo, que a produção de milho, a partir 

de Y:~ :{.294, :{R:1~!. não{> vantajosa, pois o pn·ço da mão-de-obra pas-

saria a ser 6,00, implicando p4 (G >. 6, 00 l l 7 5, 00 i 20) /70 O, R7, 
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de forma que cada unidade adicional teria um custo de (0, 50 x 6, 00 + 

O, 87) = 3, 87, superior, portanto, à soma do valor do bem no mer­

cado (3,00) com os gastos de transporte (0,50). Assim, alE'm do cul­

tivo de 3.294,3833 unidades de milho, uma quantidade adicional de 

3.044,9005, necessária para a produção de frango e ovos, é comprada 

junto ao mercado. Como somente uma parte da área coberta é uti­

lizada, o setor opera, em equilíbrio, com capacidade ociosa. O lucro 

total alcançado é de 28.561,72. Um lucro não-nulo pode ser explicado 

pelo fato do setor produtivo, como um todo, exibir deseconornias de 

escala, embora cada atividade apresente retornos constantes. 



Capítulo 6 

Extensões 

Neste capítulo, o objet iYo é utilizar o método exposto em outros pro­

blemas interessantes. no caso, previsão de tráfego e equilíbrio de com­

petição imperfeita (Cournot-Nash). 

É importante observar que a base teórica continua a mesma; 

porém, são feitas cornplernentaçôcs na formulação do problema an­

terior, com adição de alguns elementos apropriados e ('Spcdficos para 

a análise em questão. ~o caso de competição imperfeita, a estrutura 

dos PCLs será alterada. 

Aplica-se, então. o programa SPCL para a resolução dos exemplos. 

6.1 Previsão de 'I'ráfcgo 

A previsào de t.ráfPgo f. lllll <'X('Irlplo da vnsat.ilidadc de lll(;todos d<· 

solução baseados <'lll cornplern<•ntaridad(•. llrna di~.tribuiçào de tráfego 
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constitui-se em um cquilíbrio se, sempre que existir fluxo entre dois 

pontos quaisquer, um caminho efetivamente utilizado tcm custo me­

nor ou igual ao correspondente a qualquer outro trajeto alternativo. 

f~ evidentc' qu<' as intcrpretações de bens c at ividadc•s são parti­

culares, assim como, por conseqüência, os dotes, os custos, matriz de 

atividades e funções demanda. Em Scaramucci !39], pode-se encontrar 

rnaiorcs dc'talhcs sobre a IT)('todologia para a <'quivalê>ncia. 

6.1.1 Excn1plo 6.1 

Resolve-se um problema simples de previsão de tráfego. sugerido por 

Dafermos 15], através dc· sua formulação como um problema <'quiva­

lente de equilíbrio econômico setorial. 

Dados - Exemplo 6.1 

• Número de bens TW"- 7 

• Número de atividades : n ,_ 5 

Considera-se o vc•tor b (o, o, o, o, o' 21 o, 120). 
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A "matriz de atividades": 

bem\ a ti v. 2 3 4 5 
- ~-~------ - --

1 -I 
2 -1 

3 -I 

4 -1 

5 - 1 
() 

7 

TabPia. ü.l: Matriz d<' ntivida.des- Exemplo fi. I 

O V('tor custo das atividades é nu lo. 

As funções são lineares, ou spja, da forma I(p) ·. d ,. Dp, onde 

d = (78.9400,46.6285,150.0000.42.1000,50.l:HO) P a matriz[) dada 

abaixo 

-0.10526 o o 0.02632 o o o 
o . 0.06757 o o 0.01351 o o 
o o 0.0500 o o o o 

D= 0.01053 () o O.OS263 o o o 
o 0.0027 o o 0.0-1054 o o 
o o o o o o o 
o o o o o o o 

Soluçiio- Exemplo 6.1 

Usando o preço inicial p (1, ... , 1 ). a solução é Pnrontrnda na 

primeira iteração, dada a lirwarida.dP da ch·manda, confonrl(' s<'gU('. 
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Bem Oferta Demanda Preço 

1 -119.990 -119.990 2550.03 
2 -90.010 -90.010 2550.03 
:~ 0.000 0.000 3000.00 
4 -69.994 -69.994 2640.05 
5 -50.006 -50.006 2640.05 
6 0.000 0.000 2550.03 
7 0.000 0.000 2640.05 

Atividade Lucro Nt'vel 

1 0.00 11n.~mo 

2 0.00 90.009 
3 -449.97 0.000 
4 0.00 69.994 
5 0.00 50.006 

A solução arima equivale, no problema de previsão de tráfego, a 

um vetor fluxo 

f= (120,90,0,70,50)T 

e um vetor individual de custos 

C :c:· (2550, 2550,3000,2640,2640,2550, 2610)T 

6.2 Equilíbrio de Competição Imperfeita 

Algumas complementações e ajustes são necessárias para utilizar o 

método SPCL no equilíbrio econômico de competição imperfeita (Sca-

ramucci e Rotondo, 1988), conforme se vê a s<'guir. 
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6.2.1 Redefinição do Equilíbrio 

Retomando a definição de equilíbrio, no capítulo 3. a mudança básica 

é substituir o custo c por d(p, y). Com isso, o sistema (~~.1)-(:L2) passa 

a ser: 

b -- x(p) + Ay '> O 

d (p, y) A T p > O 

p > o 

y =--· o 

(fi. I) 

(n.2) 

onde b, x e A são os mesmos que os definidos anteriormente, e d ( 

R~, sendo que di(p, y) representa o diferencial de preço associado a 

atividade j. 

A baixo, dá-se urna interpretação à idéia do diferencial de preço, e, 

também, às outras condiçôes. 

s('ja I,, o conjunto <h' b('TlS int('f!IOS para o processo de produção. 

ConseqiientC'nwnte, i C: lp, b, X, (p) O. Para bens internos. a 

primeira condição de (6.1) significa simplesmente que o fluxo físico de 

produção deve S('r factível. 

Analogamente, seja JF o conjunto de atividades de produção. Cla­

ramente, estas atividades involvcrn somente produção de bens. Para 

j E JP, considera-se d3 (p, y) corno urna constante cJl rf'presentando os 

custos de todos bens exógenos usados na atividade quando ela é ope­

rada a nível unitário. Sob minirnização d(' custos, o plano de produção 
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é dado pelo problema de programação lin<'ar 

s/t 'L,1EJ,, a,1 Yi > O i ( Ir p, >o 
YJ . O j r .J, .. 

onde ai1 represf'nt a os <·oefirit·ntes de insumo-produto, dt• ma11eira que 

Pi 2 O, i E I1,, são as variáveis do prohlerna dual assoriado. Portanto, 

para j 0 ) 1,, a primeira condição de (6. 1) deH valer. 

A fartibilidad<' d(' alllhos programas i> rornpktada p('la Sl')!,ll!lda 

condição de (6.1) <' {fi.2), resp<'ctivanwnte. E, ainda, para bens inll·r-

nos e atividades de produção, (6.1) e (6.2) representam, tamhi>m, as 

condições de folgas cornplt•nwntart's. Portanto, (6. 1) (6.2) produz<'m 

planos ótimos de produção. 

Em outras palavras, seja / 0 , que denota o atual mercado de bens, 

sendo os mesmos insumos e produtos do sistema de produção, <' s<'ja 

também J 0 , qtw indira <Jilais atividades n·presentam as ligaçÕt•s com 

o mercado. Se um setor de produção opera <'m um m<'rrado de in-

sumos (ou produtos) i E 1, comprando (ou vendendo) o lwm interno 

correspondente i' E I~', através da atividade j E J 0 , então ai1 é -1 (ou 

1) e ai'i é 1 {ou -1); e todos os outros elementos da atividade são zero. 

O diferencial de preço associado com urna atividade de mercado 

pode assumir diferentes formas, dependendo do comportamento do 

setor de prod uçâo. 
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Para ,j f 10 , seja c1 , rc•pr<'s<'nt ando o custo unitário d<' participação 

no mercado. Este custo rc·sulta das atividades t'!lvolvidas, tais <·orno 

transportes, comercialização, etc. 

Para simplificar, supomos aqui qu<' sdorcs de produção ~ao to-

madores de preços no rrwrrado. O raso de oligopsônio podc'ria st'r 

facilmente implerru·ntado, s<' IH'C<'ssário. S<·ja i c /0 um insurr1o ror-

respondendo ao bem <k produção ,., C 11, através da atividade de 

mercado j E- 10 . Como a variáv<'l dual p,• é a df'Tnanda condicional 

inversa, urna atividade de compra é op<'rada somente se o preço de 

mercado, incluindo custo ch' operação, é igual a p,•, i.é., p,• p, t r1 . 

Portanto, d1 (p, y) . : c1 . 

Agora, considc•n•mos um setor V('!Hh•ndo o produto i' C: /1, <'m 11111 

mercado i E 10 , através de uma atividade j c .J,,. :\este caso. p,• rc•-

presenta o custo marginal de produzir o bt'lll int<·mo correspond<•nt<'. 

Analogamente ao mercado de insumos rompetitivo, um tomador 

de preços, na atividade d(• venda, é caracterizado por d1 (p, y) c1 . 

Em nl<'rcado oligopolistas, o equilíbrio Cournot-~ash é dado por 

(ú.3) 

para todas as atividades j E:_: lu, ligando i' E:_: 11, e i E:. / 0 , q\H' são 

operadas, desde qu<' e<'rtas condições d(' rq~ularidadf' são satisf<'ilas 

(Murphy et ai. [30]; Harker [12]). A relação acima oiz, essenrialnwnte, 
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que, no equilíbrio, receita marginal deve ser igual a custo marginal 

para todos os setores ativos no mercado. Conseqiient('mt>nte, para 

estas atividades, o diferencial de preço é 

di(p, Y) = Cj -- Yi ( ~~~~) ) . 
1 

(6..1) 

Supondo que todos os mercados oligopolistas são caracterizados 

por funções de demandas com elasticidades constantes, não possuindo 

qualquer efeito cruzado, (6.4) pode ser reescrita romo 

onde 

Bx,(p) Pi 
é .,., - . -
' iJp, x,(pi) 

é a elasticidade preço da demanda para o mercado, e 

é a fração de mercado para o setor, operando através da atividade j. 

É importante observar das condições acima que somente o produ-

tor mais eficiente pode estar ativo no mercado produtor p('rf('itam('nte 

<'OlllJWtitivo. Contudo, em um equilíbrio Cournot-;\lash, sdor('s me-

nos eficientes podem operar, porém num segmento menor do mercado. 

É claro também que, se existe somente um setor tomador de preços 

t>m um mercado, a atividade de ligação pode ser omitida, contanto que 

custos de operação não est<'jam presentes. 
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6.2.2 Reestruturação dos PCJ~s 

Observa-se que o termo d(p, y) também deve sN linearizado. 

Portanto, a mesma lirwarizaçâo que se fez com x(p), ou st·ja, 

faz-se também com d(p, y), conforme s(•gue 

E assim, conseqüenh•nH·nte, a nova estrutura dos PCLs parciais a 

serem resolvidos terão a forma: 

( fJ I(J/) : V ,I(pk)J/ 
w--=- d(yk,pk) \,.d(yk.rl)J> - \\d(y~c.,l)yk ) I 

+( \',.:r (J/) j :\ ) ( p ) . o ( I' ) o 
V ,,d(yk' Pie) AT i \ "d(yk' J/) y y 

6.2.3 Exe1nplo 6.2 

Este exemplo foi usado por Murphy [:m] para ilustrar um algoritmo 

seu. Admite-se um mercado oligopolista com 5 firmas, e função custo 

total para cada uma dl'las çomo: 

j3; 
~ c, q, t 

j3, j-

1 ( :1.1 ~ I i 

K.r~: ,>-J., 
1 q, 

Observa-se que 
I I 

J,'(q,) c, 1 H/'· q/·, (<>.5) 

onde os parâmetros são dados oa tabela. 
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Firma c, K, {3, 
--·-----·--- ----···--

1 10 5 1.2 
2 8 5 1.1 
3 6 5 1.0 
4 4 5 I o.9 
5 2 5 0.8 

Tab<•la ü.2: Parâmetros das firmas - Ex<•mplo 6.2 

Além disso, a nnva de d<'manda é dada por: 

I -1 

Q 5000p-l,l OU p(Q) .:-..:: 50001-:IQI.I (6.6) 

A fim de formular conforme sistema (6.1 )-(6.2) considera-se os 

seguintes dados abaixo. 

Dados - Exemplo 6.2 

• Números de bens : m == 6 

• Números de atividades : n = 5 
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A matriz de atividades (fictícia) é: 

bem \ ativ. 1 2 3 4 5 
--~--·--~------ ·--

1 -1 
2 -1 
3 .. J 

4 -I 
.5 -I 
() I 

Tabda 6.3: \1at riz d<' atividades fict kia - Ex<'lllplo fi. 2 

O vetor h é nulo. 

As demandas/ofertas são dadas da s<·guinte forma: 

/" ,1, \,p, l 1. ... '!) 

e para i :~G 

x,(p) ·· 5000p1 
1

'
1 

usando os mesmos parâmetros da tabela dada anteriormente. 

Toma-se d(p, y) como o definido em (6.4). 

Detalhando então, considera-se cada firma como sendo os lwns 

de 1 a 5, com suas ofertasjdcmandas corrcspondcndo às respectivas 

curvas de ofertas marginais individuais, e o bem 6 corno sendo o bem 

real do m<'rcado oligopolista, com demanda, em função de s<'U próprio 

preço, conhecida. 
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Solução - Exemplo 6.2 

Usando o programa SPCL, com algumas modificações para aco-

modar as alterações teóricas, a solução foi obtida na iteração 24, com 

a utilização do preço inicial p0 -= (0,0,0,0,0,0), conforme abaixo. 

Bem Oferta Demanda Preço 

-36.9319 -:~6.9319 5.29 
2 -'11.8186 --11.8186 ü.89 
3 -43.7067 -43.7067 8.7-1 
4 -42.6593 -42.6593 10.83 
5 -39.1790 -:m.t790 t:l.ll 
6 204.2955 204.2955 18.30 

Atit,idade Lucro Nível 

1 0.00 36.9319 

2 0.00 41.8186 
3 0.00 43.7067 

4 0.00 42.659:~ 

5 0.00 39.1790 

Com essa solução, pode se fazer a correspondência com o nwrcado 

reaL ou seja, as part ipaçóes das firmas, no mercado, são dadas pe-

las atividades 1 a 5, respectivamente. Têm-se disponíveis os custos 

marginais das firmas como os preços dos bens I a 5, também respec-

tivamcntc. ~:, ainda, o preço do lwm no merfado imperfeitamente 
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competitivo como sendo o p6 que é 18.30. 

6.2.4 Exemplo 6.3 

Motivado pelo mercado hra~ikiro de cornbustívd líquido, clesnt•vt•-sc>, 

simplificadarm·nte, o setor c·con(nnico < onforrrw a figura a sq~;uir. 

O setor en~rgetico brasil<·iro ~ intcira!ltcnt<' rcgularrwntado 1wlo 

governo. Desd<' que trabalho. c <tlla-dl'-a<Jtcar t• pl't rú!Po part icipa111 

como insumos em processos difc'r<'lltes de· produ\ào, é de inkrt·ss<' 

investigar corno a política pod<' afetar outros nwrcados. Ent à o. a 

produção de açúcar é incorporada, neste ntodPio. 

Álcool é of<'rtado atrav~s das at ividad<•s 2 t' 3, rc·prt'st•nt a11do 

regiões produtoras distintas. Os custos associados a cada uma dessas 

atividades correspondc•m a despesas de <'apitai. Observar que a t<'c­

nologia usada na atividade 2 f rnais intt•Jisiva <'Til trélbalho t! lltenos 

intensiva em capital, quando comparada com outra região. 

Petróleo pode ser produzido dornesticanwnte ao custo unitário de 

45, até a quantidade de ;,o unidades, urna quantidade maior pode· 

ser obtida no mercado intPrnacional ao preço de 75. Atividade 4 

representa refino de petróleo. 

Considera-se que competição perfeita prc•valcce no mercado cor­

respondente aos bens 1 ,2,3 e 6. Pelo fato dP custos d(' operação não 
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estarem presentes, as atividades d(' mercado correspondentes podem 

ser omitidas, conforme explicado anteriormente. Atividades 5 e 6 são 

ligações com o mercado de combustível líquido. 

Dados - Exemplo 6.3 

• Números de bens : m - 8 

• 7\úmnos Of' ativic1adPs : n 10 

Observar que inclue-se acima bens e atividades artificiais. 

As demandas são dadas para o bem 6 e 7 como 

A matriz de atividades é: 

Bem \ Ativ. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
--·~---- -- ------ -- ----- ---~ -------------- ------

1 -:lO -11 -4 

2 -10 -10 -10 

3 -1 1 

4 2 3 -1 

5 1 -1 

6 4 

7 1 1 

8 -1 

Tabela 6.4: Matriz de atividades - Ex('mplo 6.3 
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-------16 

Mão de obra 

-30 

6 

4 

6 

Açúcar 

-----~12 

Cana de açucar 

... 

------- 7~ 

---~4~ 
I 
I 
I 

! 

PetrÓleo 

Gasolina 

Combustível lÍquido 
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Solução- Exemplo 6.9 

Supõem-se duas possibilidades para o comportamento do mercado 

de combustível líquido: perfeitamente e imperfeitamente competitivo. 

A seguir, portanto, dão-se as duas soluções separadamente, e, logo 

após, faz-se a comparação entre as ambas. 

-Solução para mercado JH'rfPit a mente compPt itivo 

Bem 1 2 3 4 5 6 7 
------------· - - --- - ,. ---- -

Preço 6.00 12.00 45.00 55.00 90.00 76.50 55.00 

Atz.vidade 1 2 3 4 5 6 
- --- - ~ - . --

Nível 2.06 0.00 :~o.:~o 0.00 90.91 0.00 

Observa-se que, como esperado, somente o produto competitivo 

mais eficiente pode ser vendido no mercado, nest<• caso, o álcool. 

- Solução para o mercado imperfeitamente competitivo 

Bem 1 2 3 4 5 6 7 
----------~-------- ------··--

Preço 6.00 12.00 45.00 55.00 90.00 76.50 145.00 

Atividade 1 2 3 4 5 6 
--- ·------------ -----

Nível 2.06 0.00 7.13 13.08 21.40 13.08 

Observar que, agora, ambos os produtos são vendidos no mNcado. 

Conforme mencionado anteriormente, em um Pquilíbrio Cournot-

Nash, o setor mais eficiente leva uma maior fração de mercado. 

Nas tabelas sPguintcs, é feita uma comparação entre os resultados 

para os casos de competição perfeita e imperfeita. 
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Competição perfeita 

Custo de 
produção 

Pr<'ço de Quantidade 
mercado vendida 

---,~ -----~~-------- --- ---

Aicool 55.00 55.00 90.91 

Gasolina 90.00 

Compcttçáo irHpt:rfúla 

Custo dt~ P f('ÇO de Quantidade 
produção mercado vendida 

___ 7 _______ 

Alcool 55.00 145.00 21.40 
Gasohrw 90.00 1·1 ;) .00 I :LOH 

Lucro 

0.00 

Lucro 

1926.00 

i 19.10 

81 

Fração do 
mercado 

] .00 

Fração do 
mercado 

0.621 
o.:{7!l 
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Capítulo 7 

Conclusões Fi11ais 

Vê-se que o método dcs<rito atf·nde às rondiçócs de com·<·rgi>n< ia lo­

cal e global, para equilíbrio setorial c , soh detPrminadas condiçú<•s, 

tamh{>rn para o g<'ral (M<~thi«·scn '29]). 

Em aplicações práticas, é importante att'lttar para suas carac­

terísticas de S<'gurança, precisão nas soluçôes c diri('ncia romputa­

cional. O método proposto ateiHie a estes requisitos. Por sN baseado 

no m{>todo de J\:cwton, o algoritmo sup<·ra os nJ(•todos d<' ponto fixo 

e de otimização. Ele tem a vantag<'TII de, na prática, pod<'r s<'r apli­

cado para problemas de equilíbrio gnal e setoriaL apesar de algumas 

questões teóricas ainda não l'stan·m de\'idamt·nt(' esclar<'ridas. 

Procurou-se rnost rar também a fá<· i] adaptação do ntétodo suge­

rido para a resolução de outros problemas. que não o de t•quilíhrio 

de comJH'tição perfeita. Nesse particular, é d<• <'special interesse a 
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extensão feita para se tratar de equilíbrios imJwrfeitarnente competi­

tivos. Isto abre uma vasta gama de possibilidades de aplicações do 

método a outros problemas, além dos rn<'ncionados e solucionados. 

Dois pontos ficam para possíveis futuros estudos: a sustentação 

teórica para a aplicabilidade do método ao equilíbrio geral e o desen­

volvimento de novas ext(•nsões para outros problemas de int<'resse. 
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