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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagao analisa o equilibrio economico computével, geral e

setorial, estatico.

Varias preocupagoes da sociedade podem ser vistas sob a dtica
de equilibrio, muitas vezes, econdomico. Entre as mais importantes
encontram-se: o problema da eficiéncia economica das firmas, o qual
pode ser colocado como equilibrio econémico setorial, e um outro
problema de grande relevancia que é o da eqliidade na sociedade como
um todo, que pode ser analisado como um problema de equilibrio

global ou geral.

Tém-se, na literatura, formas diversas de resolucao do problema,
) S

definido adiante, tanto no sentido tedrico como no computacional.

Basicamente, a obtengao do equilibrio de uma economia ou setor

consiste em encontrar precos para os diversos bens existentes e niveis
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de atividades produtivas de forma que seus membros, por exemplo,
produtores e consumidores, encontram-se numa posigao onde seus ob-
jetivos estao sendo otimizados e, com isso, sem incentivo para mu-
dangas. Ha de se notar que ocorrem reagoes quando da agao de mu-
danga isolada, ou de um conjunto, dada a interdependéncia de pregos,
demandas e ofertas dos bens.

Observa-se que, quando se tomam as condigoes de primeira ordem
dos objetivos dos agentes dessa economia, chega-se a um sistema de
equacoes e desigualdades que pode ser colocado como um outro pro-
blema denominado problema de complementaridade, que consiste em

achar

zGRl/z_?,O, F(z)?OezTF(z):O.

Como explicado em Mathiesen 28] e Harker {13}, existe um pro-
blema de otimizacao equivalente ao colocado acima, caso a fungao F
seja integravel, ou equivalentemente, se seu jacobiano for simétrico.
Se isso é possivel, entao esta é a forma mais eficiente de solucionar o
problema de equilibrio.

Nessa linha, Samuelson [35] sugeriu a maximizacao dos excedentes
dos produtores e consumidores. Atualmente, essa idéia é usada com
relativa freqiiéncia na andlise de equilibrio espacial (Harker [12], [13],

Friesz [10}).
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Infelizmente, tal condigao de integrabilidade parece nao ser tao

freqientemente satisfeita.

Como alternativa, foram propostos métodos que visam tornar in-
tegraveis as func¢oes, de forma a utilizar e aproveitar a eficiéncia da

otimizagao (por exemplo Ahn [2}).

Por outro lado, Scarf [41] propde que equilibrios econdmicos sejam
calculados através da sua formulagao como um problema de ponto-
fixo. Esta linha apresenta-se com uma das melhores no tocante a
prova de convergéncia, e, ainda, nota-se que nao ha preocupagao com
a integrabilidade. Teoricamente, porém, sua eficiéncia parece reduzir-
se, quando se passa de funcoes para multiaplicagoes. Quanto ao as-
pecto computacional, os inconvenientes encontram-se na limitagao da

dimensionalidade do problema.

A idéia de se aplicar métodos de complementaridade teve ori-
gem com MacKinnon [23]. Trabalharam, nesta linha, Hansen e
Manne |11}, Mathiesen [26], Eaves [7|, Josephy [16] e Friesz [9] to-
dos preocupados na resolugao de equilibrio setorial espacial. Mais
recentemente, Mathiesen [28] procurou adaptar a idéia para o calculo

de equilibrio geral walrasiano.

Esta dissertagao procura abranger os aspectos tedricos e praticos

do problema de equilibrio econdémico, bem como de sua resolugao.
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Para tanto, no capitulo 2, descreve-se o problema de complementari-
dade, ferramenta fundamental para o método exposto; no 3, o pro-
blema de equilibrio a ser resolvido; no 4, o método utilizado; no 5,
exemplos resolvidos de cquilibrios competitivos, geral e setorial; no
6, as extensoes na utilizacao do método para problemas diversos, en-
tre eles, previsao de trafego ¢ equilibrio imperfeitamente competitivo.

Finalinente, no capitulo 7, dao-se algumas conclusoes finais.



Capitulo 2

O Problema de

Complementaridade

Este capitulo tem como objetivo definir o problema de complementa-
ridade geral, envolvendo os casos linear e nao-linear, incluindo uina

descricao da teoria existente e métodos computacionais disponiveis.

2.1 O Problema de Complementaridade
Geral

Definicao 2.1 Seja F: k" » R" e z ¢ R™. O problema de comple-
mentaridade consiste em achar z > 0 tal que F(2) > 0 e 2T F(z) = 0.

Estas condi¢oes sao denotadas por F(z) > 0:2 > 0.

Isto corresponde a achar z no ortante nao-negativo de R". R", tal que
i i

sua imagem por F também esteja em R e seja ortogonal a 2.

11
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Caso a fungao F seja linear, o problema é chamado de comple-
mentaridade linear (PCL); caso contrario, de complementaridade nao-
linear (PCNL).

Pode-se mostrar que problema de complementaridade é um caso
particular de um problema maior, chamado de desigualdade variaci-

onal:

Definigao 2.2 Dado K C R", nao-vazio, fechado e convero, e
F : R® - R", o problema de desigualdade variacional consiste em

achar z € K tal que (z — 2)TF(2) > 0 para todo z € K.

Teorema 2.1 Se K = R?, o problema de desigualdade variacional

resultante € equivalente ao problema de complementaridade da De-

finigdo 2.1.

Demonstragao Karamardian [18]. Se z > 0,F(z) > 0 e 2T F(z) = 0,
entdo é claro que (z — z)T F(z) > 0 para todo z > 0. Reciprocamente,
tomando-se z = 0 e 2z = 12, com t > 1, no problema de desigualdade

variacional, vem 2T F(z) < 0 e 27 F(z) > 0, respectivamente. (]

O problema de desigualdade variacional é chainado também de

ponto estacionario (Eaves [7]) ¢ equagdo generalizada (Robinson |34]).
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2.2 [Existéncia de Solugoes
Kojima [20] faz um apanhado de teoremas sobre existéncia de solugoes

de PCNLs. Alguns deles sao citados abaixo, sem as respectivas de-

monstragoes.

Teorema 2.2 Suponha que

o F € continuamente diferencidvel emm R";

e F tem jacobiano positivamente linitado, ou seja, exrste um es-
calar 0 > 1 tal que, para cada z ¢ R", todo menor principal de

VF(z) estd entre 1/0 ¢ 0; ¢

o O sistemay = F(z), com n equagdes € 2n incégnitas, € ndo-de-
generado, 1.€., toda solu¢do (Y1,Y2,...,Yns21,22,...,2,) tem no

mdzrimo n zeros.

Entao o PCNL tem uma solugao.

O teorema de ponto fixo de Kakutani leva ao resultado abaixo:

Teorema 2.3 Seja G(z) = F(z) — F(0) para todo z ¢ R". Suponha

que

o G € positivamente homogénea de algum grau a > 0, t1.€.,

G(tz) = t*G(z) para todo escalar t € R, e
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o G ¢ regular, 1.é., o sistema z > 0,G(z) + te -~ 0 ¢ zT(G(z) +
te) = 0 tem somente a solugdo trivial 2 - 0, onde t & R, e

e=(1,1,...,1)T ¢ R™.

Entao o PCNL tem uma solugao.

2.3 Meétodos Computacionais

Muitos métodos computacionais para calcular uma solugao do pro-
blema de complementaridade geral consistem em, dado o valor de 2

k

na it(‘ragao k = 0,1,.__’ z R a(‘har zk*l

que resolve o problema de
complementaridade envolvendo uma aproximacao de F' no ponto z*,
F*, repetindo-se o procedimento até sc observar convergéncia (Pang
e Chan [33]). Obviamente, é de se esperar que F* seja tal que o
subproblema resultante seja mais ficil de se resolver que o problema
original.

Um procedimento, nesta linha, é classificado como método de apro-

mimagoes lineares, se F* é da forma
F¥z) = F(z*) + A¥(z - 2Y),
onde A¥ ¢ R™". Dentre estes, pode-se citar os segnintes:

o Método de Newton, caracterizado por A*¥ = VF(z¥), se F for

diferencidvel;
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Meétodo gquase-newtoniano, se A* for uma aproximacao do jaco-

biano de F no ponto z*;

Método de sobre-relazagées sucessivas, quando A* — L* < DY /w
ou A* = U* + D*/w, onde w é o parametro de relaxagao, tipi-
camente entre 0 e 2, L* e U* sao as partes triangular inferior e
superior, respectivamente, de VF(z*), e D*¥ é uma matriz dia-

gonal;

Método de Jacobi, se A*¥ for uma matriz diagonal; e

Método de proje¢oes, quando A% = G, onde G é alguma matriz

simétrica positiva definida.

O método de aproximagoes lineares de Newton sera usado no Ca-

pitulo 3 para o calculo de equilibrios econémicos.

Cabe agora investigar as condi¢oes de convergéncia da seqiiéncia

{z*} para a solugao do problema de complementaridade, se existir.

Pang e Chan [33] apresentam varios resultados referentes a con-

veregéncia — local e global — de métodos de aproximagoes lineares

e nao-lineares para problemas variacionais e de complementaridade.

Algoritmos newtonianos e outros baseados em sobre-relaxagoes suces-

sivas sao exemplos destes métodos.
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A partir de um raciocinio envolvendo contragiao de normas, o te-
orema abaixo indica condigoes suficientes para a convergéncia local
quadrédtica do método de Newton. FEste resultado é de particular
interesse para o calculo de equilibrios setoriais, como serd visto no

Capitulo 3.

Teorema 2.4 Seja z uma solugao do problema de complementar:-
dade. Suponha que F seja continuamente diferencidvel, com V F(z)
positivo definido. Entdo, se 2° for suficientemente prorimo de z,
a sequéncia gerada pelo método de aproximagoes lineares sucessivas
{z*} é bem defintda e converge para z. Além disso, se VF ¢é Lipschitz

continua em z, entdo {z*} converge quadraticamente para z.

Como o resultado de linearizagoes sucessivas de um PCNL é uma
seqiéncia de PCLs, faz-se necessario apresentar métodos computaci-
onais para complementaridade linear. Este é o objetivo da secao a

seguir.

2.4 Problema de Complementaridade Li-
near

Problemas de complementaridade linear aparecem subjacentes a va-

rias aplicagoes de interesse. Problemas de programagao linear, por
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exemplo, podem ser colocados como PCLs, mas nem sempre o inverso
ocorre.
Se F assumir forma linear (afim), o problema de complementari-

dade pode ser expresso como:

Definicdo 2.3 Para¢q € R" ¢ M € R"™", o problema de complemen-

taridade linear consiste em achar z satisfazendo

gt Mz > 0e

Mg+ Mz) = 0,
ou, ssmplificadamente,
q"+'JM220 . 2_\{0

Métodos iterativos para a solugao de PCLs vém sendo muito es-
tudados, uma vez que muitos problemas importantes, em arecas dife-
rentes como equagoes diferenciais parciais, mecanica, teoria de jogos,
cadeias de Markov, etc., podem ser formulados equivalentemente em
termos de programas de complementaridade linear.

Dentre os algoritmos sugeridos para resolucao de PCLs, tem-se:
e Método de Newton;

¢ Método de pivoteamento principal; e
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e Método de pivoteamento quase-complementar.

Todos tem convergéncias asseguradas quando aplicados a determi-

nadas classes de problemas.

O método de Newton pode ser aplicado a PCLs possuindo estrutu-
ras especiais, como problemas de cadeias de Markov e equagoes dife-
renciais parciais (Aganagi¢ [1]). A importancia deste método é ainda
mais relevante em problemas de grande porte, visto que os algorit-
mos bascados em pivoteamento nao sao eficientes, em geral, quando

se depara com matrizes de grande dimensao e esparsas.

Os dois outros métodos apresentam resultados teéricos de conver-
géncia quando M apresenta determinadas estruturas matriciais. No
entanto, a complexidade computacional é exponencial {Kappel {17} e
Murty {32]); a exemplo do que ocorre com o método dos simplexos,

este fato parece nao impor dificuldades na pratica.

Motivado pela teoria de jogos, Lemke {22] desenvolveu, a partir de
conceitos homotépicos (Eaves [8]), o método de pivoteamento quase-
complementar para PCLs. Muitos algoritmos baseados neste método
tem sido sugeridos (v, por exemplo, Tomlin [42]) e largamente utiliza-
dos. Uma descrigao detalhada deste método, bascada em Murty |31]

encontra-se abaixo.
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2.5 Meétodo de Lemke

Seja o sistema:
w=qg+Mz2>0 : 22>0. (2.1)

Obviamente, 2 e a varidvel de excesso w devem satisfazer

w - Mz = ¢
w > 0
z 2 0je

wlz = 0. (2.2)

O sistema (2.1) € factivel se existir z > 0 tal que ¢ + Mz > 0.

Se ¢ > 0, entdo (2.1) possui a solugao trivial z = 0 e w = g.
Assim, nesta segao, supoe-se que pelo menos uma componente de ¢ é
negativa.

Como no método dos simplexos, a cada iteragao corresponde uma
base i.é., um conjunto de n colunas linearmente independentes e¢x-
traidas, neste caso da matriz (I, - M), associada & primeira condigao
de (2.1). A solugao correspondente a uma dada base é obtida fazendo-
se todas as variaveis nao-basicas iguais a zero e, entao, resolvendo-se
o sistema resultante para achar os valores das varidveis basicas. Uma

base é factivel se os valores de todas as varidveis bdsicas na solugao
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sao nao-negativos.
Uma  varidvel  artificial 2y associada a0 vetor  em
en = (1,1,...,1)7 ¢ R" ¢ introduzida homotopicamente no sistema,

para se obter uma base factivel inicial:

—— (2.3)

Para isso, seja t tal que ¢; = min{g;}".,. Como pressupoc-se que
ao menos uma componente de g é negativa, tem-se que g, <. 0. A
partir da base nao-factivel w - ¢, pode-se, entao, pivoteando-se em
torno da t-ésitna componente de - e,, obter-se a solugao basica factivel
inicial (wy, wa, ..., W 1, 20, Wit1,y. .., Wn).

O algoritmo trabalha somente com bases factiveis. Somente que,
aqui, as bases devemn respeitar também a condi¢cao de complemen-
taridade. Uma base é denominada gquase-complementar se contiver
no maximo uma variavel basica de cada par complementar (wj, z;),
7 = 1,2,...,n. Se possuir exatamente uma variavel basica de cada
par complementar, a base é complementar. Obviamente, uma base
complementar é itambém quase-complementar; no entanto, a reciproca
nao se aplica. Pode-se observar que a base inicial, por conter a varidvel
zo, é quase-complementar.

Nas iteragoes subseqiientes, existe uma tnica forma de manter a
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condigao de quase-complementaridade, 1.é., escolher como varidvel de
entrada o complemento da varidvel que acaba de ser retirada da base.
Isto é conhecido como pivoteamento quase-complementar. Assim, a

primeira varidvel a entrar na base é z,.

O passo computacional basico usado é o pivoteamento, o mesmo
que no algoritmo dos simplexos. A variavel de saida serd determinada
pelo critério de razao minima, o que garante a factibilidade da nova

base apés o pivoteamento (salvo erros nimericos de arredondamento).

A varidvel z; sempre ocupa na base a posigao correspondente a um
par complementar. Seja uma solugao quase-complementar onde am-
bas as varidveis de um certo par complementar (w,, z,) nao estejam na
base. Entao, entrando-se com cada uma destas variaveis na base, sao
obtidas exatamente duas solugoes quase-complementares adjacentes.
A principal propriedade do caminho percorrido pelo algoritmo é que
cada ponto obtido somente possui duas bases quase-complementares
adjacentes: a anterior e a proxima. Assim, o algoritmo continua de
maneira inequivoca, impedindo-se que uma base obtida anteriormente

venha a ser repetida.

A possibilidade de degeneragao pode ser evitada usando-se o cri-
tério lexicogréfico no teste de razao minima ou, ainda, um artificio de

somar-se um escalar pequeno aos numeradores das {ragoes de empate
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(Tomlin [42)). Observado entdo o cuidado prévio com degeneracgao,
o algoritmo caminha de maneira unica até que 2, saia eventualmente
da base, 0 que ocorre em um nimero finito de iteragoes, quando uma
solugao factivel complementar é obtida. Esta é a solugao procurada e
o algoritmo termina.

Em alguma iteragao, o valor de 2, pode tornar-se pequeno do
ponto de vista computacional (Tomlin 142]). Os valores das varidveis
basicas, exceto z,, sao entao aqueles dados no tablé; os valores de z,
e, obviamente, das varidveis nao-bdsicas, sao zero.

No entanto, é possivel que a coluna atualizada correspondente a
varidvel de entrada seja nao-positiva. Neste caso, o teste de razao
minima falha e solugoes nao-basicas factiveis quase-complementares
contendo 2y sao geradas indefinidamente ao longo de um raio ex-
tremo. O término em raio extremo faz com que o algoritmo também
seja interrompido, sem que, no entanto, uma solugao para (2.1) seja
encontrada. Isto nao quer dizer que o problema de complementari-

dade linear nao possua solugao, como mostrado nos resultados abaixo

(Murty [31]).
Defini¢ao 2.4 Uma matriz M ¢ R™" é:
e Copositiva, se 2T Mz > 0 para todo z > 0;

e Copositiva estrita se 27 Mz > 0 para todo z > 0;
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e Copositiva mais, se ela € copositiva e se quando zT Mz - 0 para

2> 0, tem-se 27 (M + MT) - 0; e

e P-matriz, se todos seus subdeterminantes principais sao positi-

vosS.

Teorema 2.5 Se M € copositiva mais € o sistema (2.1) € factivel,
entao o PCL assocriado tem uma solugao e o algoritmo de Lembke ter-
mina com wmna base factivel complementar. Reciprocamente, quando
M € copositiva mais, se o algoritmo termina em rato extremo, o sis-

tema (2.1) € infactivel .

Teorema 2.6 Se M ¢ copositiva estrita ou uma P-maltriz, o algo-

ritmo aplicado a (2.1) termina com uma solugao.
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Capitulo 3

Equilibrio Econémico

Este capitulo concentra-se na formulagao do problema de equilibrio
ccondémico como um problema de complementaridade mais espe-
cificamente, na andlise da caracterizagao de solugoes. Serao tainbém
descritos procedimentos computacionais para o calculo de equilibrios

economicos, incluindo uma discussao de suas propriedades numéricas.

3.1 O Problema de Equilibrio Econémico

Uma economia encontra-se em equiltbrio se nenhum de seus agentes
tiver interesse em mudar sua posicao, i.é., se 0s seus respectivos obje-
tivos encontrarem-se otimizados.

Tradicionalmente, o problema de equilibrio de uma economia é
colocado em termos do excesso da demanda, determinado pelas do-

tagoes, pela preferéncia de seus membros e pelas suas tecnologias de
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produgao. Para simplificar, restringe-se a uma economia com com-
portamento competitivo e com pregos nao-distorcidos - esta hipétese
sera relaxada posteriormente, quando um comportamento imperfeita-
mente competitivo for analisado (Capitulo 6).

Considera-se uma economia com produgao descrita por ativida-
des lineares, i.é., caracterizada por uma matriz de fatores fixos do
tipo de Leontief. Supoe-se que existem nela m bens e n atividades,
apresentando retornos constantes a escala.

Sejam:
p € RT o vetor de pregos;
b € RT o vetor de dotagoces;

z{p) € R™ as fungoes de oferta/demanda de mercado, as quais su-

poem-se continuamente diferenciaveis;
y € R? o vetor de nivel de operagao das atividades;
¢ € R" o vetor dos custos unitarios para operar cada atividade; e

A € R™*", representando a matriz de atividades ou de insumo-pro-
duto, onde a;; > 0 {a;; < 0) denota que o bem 1 é um produto

(insumo) na atividade j.
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Devido a generalidade da teoria de equilibrio economico, existem
varias formas de caracterizd-lo. Usa-se, entao, a seguinte definicao

(Scarf [41], Definigao 5.1.3):

Definicao 3.1 Um vetor de precos p e um velor de niveis de alivi-

dades de produc¢ao y constituem um equilibrio compelitivo se:

b+ Ay z(p) >0 : p >0 (3.1)

¢c ATp >0 : y >0, (3.2)

onde AT denota a matriz transposta de A.

Estas relacoes sao interpretadas economicamente da seguinte for-

(3.1} A demanda excedente é nao-positiva. Se a oferta é maior que
a demanda para uin certo bem, entao o prego deste bem é igual
a zero; se um pre¢o ¢ maior que zero. entao para este bem a

oferta é igual a demanda.

(3.2) Nenhuma atividade pode estar produzindo lucro positivo. Se
uma atividade produz lucro negativo, entao ela nao é operada;

se for operada, entao o lucro associado é zero.

E facil ver que a Definigao 3.1 implica alguns fatos economicos.

Em primeiro lugar, a economia deve operar eficientemente, i.é., mi-
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nimizando custo de produgao. Isto ocorre, pois (3.1) e {3.2) sao exa-
tamente as condigoes de folga complementar do programa linear que
representa a producao. Além disso, os agentes, atuando na produgao,
enconiram-se maximizando lucros supondo-se tomadores de pregos.
Isto se da, pois (3.1) significa que pregos sao custos marginais, ja
que representarn as variaveis duais do programa linear associado a
produgao. Finalinente, quantidades produzidas satisfazem a deinanda
motivada pela maximizagao de utilidades. Esta é a idéia de equilibrio
que se esta utilizando.

Logo, o cédlculo de equilibrios economicos consisie em achar pe y
que satisfagam o sistema (3.1)-(3.2).

Diz-se que o equilibrio é geral quando o vetor custo de operagao
de atividades ¢ é nulo, i.é., se nenhum prego é dado exogenamente.
Por outro lado, é setortal ou parcial quando o vetor custo tiver algum
elemento nao-nulo, ou seja, se o preco de um bem de outro setor, que

nao se inclui no sistema estudado, é dado exogenamente.

3.2 Existéncia e Unicidade de Equilibrios

3.2.1 Equilibrio Geral

Uma vez definido o problema de equilibrio, como na segao anterior,

a prova de existéncia pode ser encontrada em Magill {24] e Kehoe
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[19]. Neste ultimo, encontra-se também a analise de multiplicidade
de equilibrios, dando as condigdes para que isso ocorra, sendo que no
caso de uma economia regular, o nimero de pontos de equilibrios é

impar (ver exemplos no Capitulo 5).

Magill {24] estabelece um teorema que assegura a existéncia de
um equilibrio competitivo, considerando algumas hipdteses sobre a
economia ( Teorema 3.1)

Ja Kehoe [19] analisa a unicidade e multiplicidade. Neste, tém-se
resultados do tipo: uma economia regular tem um nimero finito de
equilibrios que varia continuamente com determinados parametros, e
que uma economia tem um unico cquilibrio, se condigoes especificas

foremn verificadas.

3.2.2 Equilibrio Setorial

Resultados de prova de existéncia tambérm sao conhecidos e, diferente-
mente do equilibrio geral, o caso setorial, dadas as suas caracteristicas,
apresenta unicidade de equilibrio, sob determinadas condigoes de re-
gularidade, tais como continuidade, diferenciabilidade e monotonici-
dade estrita para algumas fungoes, lucro e demanda excedente, por
exemplo (Friesz [9]).

Friesz [9] aborda questdes de existéncia e unicidade e estabelece
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resultados importantes em seus teoremas (Teoremas 1,2 e 3), usando
também hipéteses de economia regular. E interessante observar que,
toda a andlise é feita com o problema de equilibrio espacial sob a forma
de complementaridade. Seu teorema 1 assegura essa equivaléncia; o

teorema 2, a existéncia; e o 3, a unicidade.

3.3 Calculo do Equilibrio por Comple-
mentaridade

Esta secao representa uma das partes centrais do presente trabalho;
é nela que é estabelecida a equivaléncia entre as nogoes de equilibrio
e complementaridade.

Retomando o PCNL (Definigao 2.1), define-se z e F(z) adequada-

= ( Z ) (3.3)

F(e) = ( b+cA_y‘;T;(P) ) (3.4)

mente, conforme se segue:

com isso, entao, verifica-se a identificagao do problema de comple-

mentaridade como um problema de equilibrio:
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Complementaridade |  Equilibrio Econdmico
T 'o o
F(z) > 0 b*cAVy ;T-;(I;)O»o
SCRC R o

Em particular, se as func¢oes oferta ’demanda sao lineares, r(p
b g / b l
d+Dp,onded € R™e D € R™ ™, o problema de equilibrio economico

torna-se um problema de complementaridade linear.

()= o) (5) 0 (5) -

(3.5)
Porém, observa-se que, no caso geral, tem-se um PCNL. Para re-
solvé-lo, serd usado o método das aproximacoes lineares sucessivas de

Newton. Assim, F pode ser aproximada localmente em 2* por
F*(z) = F(2*) + VF()(z - 2Y) (3.6)

O jacobiano de F(z*) é dado por

VF(2*) = VF( ;’: ) ( Vf;(TP*)_ Fg) Mt

Assim, (3.6) fica sendo

FHz) - ( b+cAf"A;;k(P’°) ) . ( V;(,;’k)v ’ g) ( ’y’: ) § M*
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Feita esta aproximagao afim, pode-se reescrever (3.1)-(3.2) apro-
ximadamente, na forma convencional de um PCL (v. Definigao 2.3)

em torno de z*:

w=¢"+M2>0:2>0 (3.7)
onde
— k ky .k
& - ( b-z(p ):Vx(p )p ) (3.8)
MF = VF(z¥) (3.9)

3.3.1 Convergéncia das Linearizagoes para o Pro-
blema de Equilibrio

Observe-se que o teorema 2.4 requer a positividade do jacobiano de
F(2) para assegurar a convergéncia do processo de linearizagoes su-
cessivas. No entanto, no caso de equilfbrio geral a condigao de posi-
tividade nao ¢ assegurada, dada a agao do efeito renda presente em
z(p), o que pode causar indefinigdo no jacobiano de F(z) (Mathiesen
28)).

No caso de equilibrio sctorial, a a¢ao do cfeito renda de r(p) é
pequena (Ahn [2]). Com isso, o jacobiano de z(p) sera, tipicamente,
definido negativo, o que implica o jacobiano de F(z) ser definido po-

sitivo (Mathiesen |28]).
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Com essa analise, conclui-se que, para o equilibrio geral, a seqtién-
cia das linearizagoes sucessivas pode nao convergir, enquanto que,

para o setorial, a seqiiéncia converge para a solugao de (3.1)-(3.2).

3.3.2 As Linearizagoes Sucessivas para o Equili-
brio Geral : Complicacées
No equilibrio geral, todos os pregos sao determinados simultaneamente
e nenhum deles é dado exogenamente, e, ainda, o vetor ¢ de custos
é nulo. As demandas z,(p),1 - 1,...,m sao fun¢oes de todos os
precos da economia. Supoe-se que essas fungoes sao consistentes com
a maximizagao das utilidades individuais. Se as demandas satisfazem
cada familia de cestas individuais, e considerando-se a hipétese de

nao-saciagao local, entao
T T
pir(p) pb

que é a lei de Walras, a qual caracteriza o equilibrio (geral) walrasiano,
com o qual se trabalha aqui.

Com isso, as demandas sao homogéneas de grau zero, ou seja, se
o vetor p* é de equilibrio, entao Ap* para A > 0 tambem o é.

Essa suposicao nas demandas gera complicagoes na resolugao dos
PCLs aproximados. Primeiro, a homogeneidade implica que o sistemna

(3.1)-(3.2) determina unicamente pregos relativos. Conseqiientemen-
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te, tem-se liberdade para normalizar os pregos iterativos do processo,
ié,pe S™ = {p|Xp = 1,p > 0} onde S™ é o simplexo unitario
de R™. Nao-saciagao e restrigao nas cestas individuais implicamn que
a demanda para o bem 1 é indefinida para p, (a0 menos para algum
¢). Entao a solugao para um PCL, onde p, = 0 pode ocorrer, porém
invalida essa solugao como um prego iterativo. Por isso, é necessario
distinguir entre solugao do PCL e pregos e quantidades da iteragao.

Segundo, da equagao de Euler para fungoes homogéneas,
\Vz,(p) p=0, 1=1,...,m, (3.10)
e a linearizagao de r,(p) no ponto p* como:
zi(plpt) = n(p*) + (Vo ())(p - #) =

(") + (Vo(p)lp, i=1,...,m

vé-se que {3.10) implica o jacobiano da demanda D = Vz(.) ser singu-
lar, e, conseqiientemente, as condigoes linearizadas de (3.1)-(3.2) nao
calculam o equilibrio, dada a singularidade de M, como demonstrado
a seguir.

Sejam (3.10) e z; linearizagao de —ATp* >0e b+ Ay - 1(p’) > 0
emp* # Ocomou* = —~ATp* ev* - b d+ Ay* + Dp’ respectivamente,

onde d = d(p*) e D = Vz(p*).
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Dividindo em béasico e nao-bdasico tem-se

-D Ap O p* v* b d°
AT o0 o yp |+ | up | - Mziw= 0 (3.11)
AL o0 I uy YN 0

D Ap

M sera singular, se Q = (;‘E ) for singular.

De (3.11) ALp* == 0 e por (3.10) Vz(p*)p* = 0, assim, conseqiien-
temente, (;.g)p‘ = 0, ou seja, uma combinacao linear de vetores de Q
que sao nao nulos, produzindo o vetor nulo, usando p* que é diferente
de zero. Logo M ¢ singular, no equilibrio.

Evita-se essa singularidade de duas formas. Uma delas é adicionar
uma restricao de normalizagao Y. p; = 1 para1 = 1,...,m; uma outra
é estipular um prego de um bem como numerdrio.

Neste trabalho, opta-se pela segunda alternativa. Se, na k-ésima
iteracao, o numerario escolhido for o bem I, | = 1,...,m, fixa-se
P =1

Do sistema linearizado que se tinha com z(p) = d + D(p)

b-d+Ay-Dp >0 : p >0

~-ATp >0 : y >0 (3.12)
com a estipulagao do numeririo, fica sendo

h+ By Gn >0 : p >0

s-BTn >0 : y >0 (3.13)



36 ' CAPITULO 3. EQUILIBRIO ECONOMICO

onde 7 = (p1,...,Pm-1), @ matriz B é a A sem a l-ésima linha, G
é a matriz D sem sua l-ésima coluna, s é um vetor com elementos
s; = —a;pf parajy =1,...,n,eh é um vetor com (m - 1) elementos
hi = b; — z,(p*) - zapt,i = 1,...,m - 1 onde zy é um elemento da
l-ésima coluna de D.

Consequentemente, o sistema acima é obtido de uma linearizagao
de (3.1)-(3.2), fixando p; e retirando a /-ésima equacao de balango do
bem [. A lei de Walras implica que, quando (m 1) mercados estao

equilibrados, o mercado restante também esta (Mathiesen {29}).



Capitulo 4

O Algoritmo

Neste capitulo, descreve-se o algoritmo computacional para a solucao
de (3.1)-(3.2), denominado SPCL ( Seqiiéncia de Problemas de Com-
plementaridade Linear) (Mathiesen [28)).

Este algoritmo aproxima o cilculo de equilibrio geral e setorial por

uma sequéncia de problemas de complementaridade linear.

4.1 A Seqiiéncia Iterativa

O algoritmo SPCL pode ser colocado nos seguintes passos:

1. Inicializar

k = 0 e estipular pregos iniciais p

2. Construir e resolver o PCL

Achar 2z que resolve ¢* + M*z - w, onde z,q¢* e M* sao dados

por (3.3),(3.8) e (3.9).

37
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3. Incrementar contador de iteragoes

k=Fk+1

4. Construir z*

Se z pertence aos dominios de F e VF, entao z* = 2z; caso

contrario, z¥ = az¥ ' 4 (1 - a)z, onde 0 < a < 1 (tipicamente

a = 0.5)

6. Teste de parada

Sejam ¢ e 6 escalares de valores positivos pequenos (tipicamente

e=6=10"")

Se F,(2%) > —¢ e |zF. F,(2%)] < 6 para todo r, parar o valor

de z* é a solucao procurada; senao, ir para passo 2.

4.1.1 A Linearizacao e Construg¢ao do PCL

A linearizacao é feita através do método de Newton, conforme segao
2.3, obtendo-se o sistema linearizado (3.5), e resolvido pelo algoritmo
de Lemke.

Como ja foi dito na segao 3.3.2, no caso de equilibrio geral, o PCL
a ser resolvido passa a ser aquele colocado no sistema (3.13), dada a

singularidade da matriz M, no equilibrio.
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4.1.2 Construcio do 2*

Foi citada na se¢ao 3.3.2 a possibilidade de alguma demanda nao estar
definida para algum prego calculado pelo PCL, tanto no equilibrio

geral como no setorial.

Por isso, é preciso estar atento, pois o vetor z¥ sera usado para
o calculo de F(z). logo 2k deve pertencer ao dominio de F, e, caso
nao seja ainda o equilibrio, ele serd usado como ponto de linearizagao,

portanto terd também de pertencer ao dominio do jacobiano de F.

k

Entao, se uma dessas duas condicoes falha, gera-se z* como sendo

k-1

uma combinagao convexa entre o z e a solugao atual do PCL.

Na realidade, essa combinagao é feita somente com os pregos, ou

seja

prept T (p Pt k>

onde p ¢ a solugao do PCL. Notar que se faz a combinagao apenas dos

k

pregos, pois estes é que determinam se z* é um 2z iterativo ou nao, e

ainda é apenas do que se necessita para retomar o algoritmo,

Feita a combinacao, verifica-se entao se o resultado pode ser um

p*, caso nao atenda as condigoes, repete-se a operacao, até se achar

um p*, ou melhor, um z*.
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4.1.3 Solucio no PCL

Com a positividade da matriz e com as condi¢oes de existéncia de
equilibrio atendidas, o algoritmo de Lemke calcula a solugao dos PCLs
parciais (Teoremas 2.5 e 2.6).

Para o equilibrio geral, mesmo o sistema diminuido (3.13) pode
ser nao resolvido por Lemke, com a fixacao de algum p;, devido a
persisténcia da indefinicao da matriz M diminuida. Porém tém-se mn
sistemas diminuidos, candidatos a terem solugao. Logo é possivel que,
em algum desses PCLs diminuidos, Lemke calcule uma solugao. Esse
problema de assegurar que pelo menos uin dos m sistemas diminuidos

tenha solugao ainda nao foi resolvido.

4.2 Convergéncia do Algoritmo

4.2.1 Equilibrio Setorial

E assegurada a convergéncia local (Teorema 2.4) e global (Pang e
Chan [33]), uma vez verificada a existéncia e unicidade, utilizando as

informagoes da secao 3.3.1.

4.2.2 Equilibrio Geral

Nao existem resultados para este caso, tanto para a local como para

a global.
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Experimentalmente, nota-se que o método converge, sem atender
as condigoes de positividade do V F| por isso pensa-se que tal condigao
parece muito forte, para garantir convergéncia.

Mathiesen [29], tomando um exemplo, verificou que o algoritino
de Lemke calculou uma solugao, quando existia; e provou que o SPCL

convergiu globalmente para o exemplo estudado.
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Capitulo 5

Resultados Computacionais

Neste capitulo sao descritos alguns dos problemas de equilibrio

— setorial e geral - resolvidos pelo algoritmo SPCL.

5.1 Experiéncia Computacional

O programa foi escrito em FORTRAN77, usando precisao dupla (Real
16). Utilizou 45 segundos de CPU (tempo de processamento) para
compilagao em ambiente VAX 11/785 (Vax/VMS V4.3), com NODE-
BUG E NOOPTIMIZED.

Alguns dos exemplos, como o 1 e 5, foram resolvidos em micro--
computador linha PC, sendo que, neste ambiente, o tempo de proces-
samento nao foi uma preocupagao. A titulo de informagao, pode se
dizer que a razao no tempo de resolucao, comparado ao VAX, é cerca

3 por 1,no maximo.

43
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Neste capitulo, colocam-se 6 problemas de equilibrio competitivo.
Tempo de CPU, referido adiante, trata-se somente de processamento,
excluido leitura (escrita) de arquivos de entrada (saida).

E importante notar que, como o algoritmo é newtoniano, o nimero
de iteragoes estd intimamente relacionado com o valor inicial de p; por

isso, informa-se o prego inicial.
5.2 Exemplo 1

Trata-se de um problema devido a H. Scarf, ilustrativo para um
software comercial chammado OCTASOLYV, baseado em ponto fixo, de
Broadie (1983), na classe de equilibrio geral. Tal software achou a

solu¢ao usando 10 segundos de CPU.
Dados - Exemplo 1

¢ Niumero de bens : m= 5
o Nimero de atividades : n- 6

e Niumero de consumidores : ne= 2
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As dotagoes dos consumidores:

cons. \bem |1 2 3 4 5
1 0 0 16000 0 0
2 | 0 0 0 10000 900

Tabela 5.1: Dotagoes dos consumidores - Exemplo 1

A matriz de atividades:

bem \ ativ. | 1 2 3 1
1 100 100 '
-10 -10 100 100 100 -100
-60 -62 -45 -52 -55
-27 -20 -50 -40 -30
-3 10 -5 -8 -18 100

3]
=

[SARNE- NSV o)

Tabela 5.2: Matriz de atividades - Exemplo 1

As fun¢oes demandas sao Cobb-Douglas, e dadas para cada bem
t, da seguinte forma:

m; Uy, Xm, Pkb k
d.‘(P) — L v ek FECTIR

771 P

onde os coeficientes de utilidade u;, sao dados na tabela.
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cons. \bem}| 1 2 3 4 5
1 0.3 06 0.1 00 0.0
2 06 04 00 0.0 0.0

Tabela 5.3: Coeficientes de utilidade dos consumidores - Exemplo 1

Solug¢ao - Fxemplo 1
O SPCL acha a solugao com 01 iteragao, em 04 segundos de CPU,
para o valor inicial de p == (1,...,1), conforme segue:

Bem Oferta Demanda  Preco

1 11340.0000 11340.0000 1.00
2 13960.0000 13960.0000 1.00
3 1600.0000  1600.0000 1.00
4 0.0000 0.0000 1.00
5 0.0000 0.0000 1.00

Atividade Lucro Nivel de operagao

1 0.00 113.4000
2 -2.00 0.0000
3 0.00 71.1830
4 0.00 84.4762
5 -3.00 0.0000
6 0.00 4.7192

Outra versao do problema 1 resulta de uma mudanga do elemento
a(2,6) da matriz insumo-produto de -100 para -40 (essa mudanga tem
interpretagao econémica no contexto, para fins de andlise de sensibi-

lidade). Aplicando o SPCL, a solucao abaixo foi encontrada em 02
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iteragoes, com 4,5 segundos de CPU, para o mesmo prego inicial que

o anterior.

Bem Oferta Demanda  Preco
1 10548.2315 10548.2315 1.00
2 15269.7143 15269.7143 0.94
3 1600.0000 1600.0000) 1.14
4 0.0000 0.0000 0.81
5 0.000 0.0000 0.38

Atividade  Lucro  Nivel de operagao

1 -2.14 0.0000
2 0.00 105.1823
3 0.00 141.5475
4 2.57 0.0000
5 0.00 27.0992
6 0.00 13.5034

5.3 Exemplo 2

Trata-se de um exemplo classico, na literatura, de equilibrio geral. Ele
foi resolvido por Scarf [41], através do algoritimo de ponto fixo, usando
01 minuto de CPU em um IBM-7094, com precisao de 04 decimais

nos resultados.

Dados - Exemplo 2

e Niimero de bens : m= 6

e Niimero de atividades : n- 8
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e Nimero de consumidores : ne= 5

As dotagoes dos consumidores:

cons. \ bem{1 2 3 4 5 6

1 ] 30 50 01 10
2 01 01 70 2.0
3 20 6.0 0.1 1.5
4 1.0 0.1 80 1.0
5 6.0 0.1 0.5 2.0

Tabela 5.4: Dotagoes dos consumidores - Exemplo 2

A matriz de atividades:

bem \ ativ. | 1 2 3 4 5 6 7 8
1 |40 50 16 16 16 09 7.0 80
2 -5.3 -5.0 -20 -20 -20 -1.0 -40 -5.0
3 -20 -1.0 -20 -40 -1.0 -3.0 -2.0
4 -1.0 -6.0 -30 -1.0 -8.0 -1.0 -8.0
5 60 80 7.0
6 4.0 3.5

Tabela 5.5: Matriz de atividades - Exemplo 2

As fungoes demandas sao do tipo C.E.S. (Elasticidades constantes

de substitui¢ao), e dadas para cada bem 1, da seguinte forma:

oX U ZT:; pk-bjk
di(p) = 2. & ym 1o
i=1 Py k=1 Pr T Yjk

onde os coeficientes de utilidade u;; sao dados na tabela.
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cons. \bem| 1 2 3 4 5 6
o 4.0 0.2 20 36
2 0.4 06 4.0 1.0
3 2.0 0.5 20 1.5
4 5.0 0.2 50 4.5
5 3.0 0.2 4.0 2.0

Tabela 5.6: Coeficientes de utilidade dos consumidores - Exemplo 2

Solug¢ao - Exemplo 2
O SPCL resolveu em 03 iteragoes, usando, aproximadamente, 20
segundos de CPU, com precisao de 20 casas decimais. O prego inicial

foi dado p = (1,...,1). A solucao é dada a seguir:

Bem  Oferta Demanda Prego

11.2670  11.2670 1.00
0.0000 0.0000 0.99
1.0184 1.0184 0.89
2.1326 2.1326 0.35
22.1604  22.1604 0.54
10.7717  10.7717 0.85

(o S R S

Atividade Lucro Nivel de operagao

1 0.00 0.0374
2 0.00 0.8920
3 0.00 2.3211
4 0.00 1.0292
5 -0.39 0.0000
6 -0.11 0.0000
7 0.00 0.1853

8 -1.85 0.0000
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5.4 Exemplo 3

Este é um exemplo de multi-equilibrio, sugerido e resolvido por Kehoe
[19] através de diminuigdes de atividades.

Kehoe afirma que métodos baseados em ponto fixo (tradicional),a-
pesar de apresentarem convergéncia global para algum equilibrio, nun-
ca calculariam o terceiro ponto de equilibrio.

Mathiesen |29] resolveu também o problema em questao. Con-
tudo ele diz que, para se obter os trés equilibrios, foram necessdrias
mudangas no seu algoritmo.

Aqui, com o SPCL, calcularam-se todos os equilibrios, mudando-se

0s pregos iniciais, sem mais nenhuma mudancga.
Dados - Exremplo 3

e Numero de bens : m-— 4
e Numero de atividades : n— 7

o Numero de consumidores : nc= 4
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As dotagoes dos consumidores:

cons. \ bem

i
i
!
|
i
i
i
|
|

O b

Tabela 5.7: Dotagoes dos consumidores - Exemplo 3

A matriz de atividades:

bem\ativ.| 1 2 3 4 5 6 7
1 - 6 -1 -1
2 4 -1 -1 3 4
3 % -1 -4 -1 3
4 ! N T

Tabela 5.8: Matriz de atividades - Exemplo 3

As fun¢des demandas sao Cobb-Douglas (com as do exemplo 1) e

os coeficientes de utilidade u,, sao dados abaixo.

cons. \ bem 1 2 3 9

1 10.5200 0.4000 0.0400 0.0400
2 0.8600 0.1000 0.0200 0.0200
3 0.5000 0.2000 0.2975 0.0025
4 0.6000  0.2500 0.0025 0.6875

Tabela 5.9: Coeficientes de utilidade dos consumidores - Exemplo 3
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Solugao - Ezemplo 8
O programa obteve os trés equilibrios, variando apenas os pregos
iniciais, conforme segue.
Com o prego inicial p = (2,2, 2, 34) o primeiro equilibrio.
Bem Oferta  Demanda Prego

260.3636 260.3636  1.00
232.1429 232.1429 1.27
1275714 127.5714  0.64
276.7917  276.7917  2.1NK

-l N

e o vetor niveis de atividades y* - (0,0,0,0,47.65,72.42,3.13). Com

o prego inicial p = (1,2, 3, 1) o segundo equilibrio.
Bem Oferta  Demanda Prego

1 303.9340 303.9340 1.00
2 192.2623 192.2623 0.91
3 122.1315 122.1315 1.12
4 281.6722 281.6722 0.60

e y* = (0,0,0,0,53.18,65.15,0).
Com o prego inicial p = (1,1,1,1) o terceiro equilibrio.
Bem Oferta  Demanda Prego
293.1139 293.0000 1.00
205.0000 205.0000 1.00

123.0000 123.0000 1.00
279.0000 279.0000 1.00

Co R NI

e y* = (0,0,0,0,52.0,69.0,0).



5.5. EXEMPLO 4 53

5.5 Exemplo 4

Este exemplo foi proposto por Eaves |6, para ilustrar um algoritmo de
cadlculo de equilibrio. A auséncia de produgao é a caracteristica deste
exemplo, o que o classifica em equilibrio geral com troca simples, sem
produgao.

Dados - Fxemplo 4

e Numero de bens : m= 8

e Numero de atividades : n~ - --

e Numero de consumidores : nc= 5

As dotagoes dos consumidores:

cons. \bem|{1 2 3 4 5 6 7 8
1 |3 3 5 2
2 15 2
3 3
4 5 4 4 4
5 4 13 6 6

Tabela 5.10: Dotacoes dos consumidores - Exemplo 4

As func¢oes demandas sao do tipo Cobb-Douglas, como as dos
exemplos 1 e 3, onde os coeficientes de utilidade uj; sao dados na

tabela.
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cons. \ bem| 1 2 3 4
1 o3 013
2
3 1.0
4 0.73
5 0.47

5 6 1 8

038 019
0.27
0.11 0.05 0.37

Tabela 5.11: Cocficientes de utilidade dos consumidores - Exemplo 4

Solugao - Kremplo 4

O SPCL resolveu em 546 iteragoes com precisao de 2 casas deci-

mais. O prego inicial foi dadop = (1,...

,1). E importante observar a

discrepancia entre alguns pregos entre si, e também quanto aos pregos

iniciais, na solugao que se segue.

Bem  Oferta
1 7.000
2 15.000
3 5.000
4 20.000
5 5.000
6 5.000
7 12.000
8 10.000

5.6 Exemplo 5

Demanda

6.997
15.000
5.000
20.000
5.000
5.000
12.000
10.000

Prego

1.00
0.6 E-116
0.61
3.20
0.3 E-115
1.72
1.064
4.344

Trata-se de um problema de planejamento energético, resolvido pelo

modelo PIES por Hogan [14] e também por Mathicsen |28]
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Neste caso, analisa-se o problema como equilibrio setorial, com os

dados a seguir:

Dados - Exzemplo 5
Para a ajustar o modelo ao programa, foram adicionadas ativi-
dades e bens artificais. E ainda, agora, tem-se o vetor custos das

operagoes.

o Numero de bens 1 - 24

o Numero de atividades : n -~ 26

O vetor das dotagoes ¢ dado por b (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0, 300, 300, 100, 200, 300, 600, 1100, 1200, 1300, 1100).
O vetor de custos das atividades é dado por ¢ -~ (5,6,8,4,5,7,1,1,

5,1.25,1.5,1,2.5,0.75,2.75,8.5,8,10.5,7,1,1,1.2,1.2,1,1,1.5,1.5).
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A matriz de atividades:

,_,Bf','!_,\ Atlvl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

22 -1
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(continuagao)

_Bem \ Ativ. | 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

v b W

-1
-1 -1
-1 1
6 .6 -1 -1
4 -4 1 -1
.5 ) -1 -1
5 .5 -1
1 1
1 1
1 1
1
1

Tabela 5.12: Matriz de atividades - Exemplo 5
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As fungoes demandas sao dadas para cada bem 1, da seguinte

forma:

d(p) = q [](p,/P})*

]

onde ¢° = (1200, 1000, 1000, 1200, 1000, 1000), p° == (16,12,12,16,12,

12) e os coeficientes de elasticidades ¢,; sdo dados na tabela.

i 4 4 ~
" Oleo leve  Oleo pesado  C'arvao

Oleo leve 0.5 0.2 0.1
Oleo pesado 0.1 -0.5 0.2
Carvao 0.1 0.2 -0.75

Tabela 5.13: Elasticidades nos pregos - Exemplo 5

Solug¢ao - Ezemplo 5

O resultado pelo programa SPCL, comparado ao artigo de lo-
gan, apresentou-se mais preciso, usando para o céalculo da solugao 12
minutos e 45 segundos para o prego inicial p = (6,4,1,1,1,1,1,1,16,
12,12,16,12,12,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

Cabe definir que os bens 9,10 e 11 representam 6leo leve, dleo
pesado e carvao consumidos na regiao 1. E os bens 12,13 e 14, os
mesmos acima, porém para a regiao 2, respectivamente, conforme o
artigo em questao. Portanto, colocaremos, a seguir, apenas os bens

mencionados.
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Bem Pre¢co Quantidade

9 12.10 1274
10 9.10 1064
11 9.45 1100
12 12.43 1290
13 9.60 1070
14 10.95 999

5.7 Exemplo 6

Este exemplo foi formulado com o objetivo de analisar a eficiéncia
econémica de uma agroindistria (Scaramucci ¢ Rotondo {37), visto
que, implicitamente, operar em equilibrio implica minimizagao de cus-
tos.

Considera-se uma agroindustria que utiliza insumos de terra, mao-
de-obra e capital (espago fisico) para produzir milho, frango e ovos,
como indicado na figura a seguir. Os bens 4 ¢ 5 sao intermedidrios,
representando o milho cultivado e o colhido, respectivamente.

O milho pode ser vendido ou comprado junto ao mercado, em qual-
quer quantidade, ao prego 3,00. A disponibilidade de drea coberta é
limitada a 15.000. As demandas de frango e ovos tém elasticidades
com relagao a precos constantes e, por se tratarem de bens subs-
tituiveis, apresentam efeitos cruzados. Como o jacobiano do vetor

de demandas nao é simétrico, a condigao de integrabilidade nao se
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verifica neste caso. Assim, os métodos baseados na maximizagao do
excedente total nao podem ser aplicados, a menos que um processo de
aproximagoes sucessivas por demandas independentes seja utilizado,
como é o caso do algoritmo PIES (Ahn e Hogan [2}).

As atividades 1 e 2 constituem-se em tecnologias alternativas para
o cultivo de milho, a ltima sendo mais intensiva. Os custos de
operagao referem-se a gastos com fertilizantes, defensivos agricolas,
irrigagao, etc. A atividade 3 consiste na colheita de miltho. As de
nimero 4 e 5 sao de transporte entre o local de producao e o mercado
cercalista, tendo um custo unitario associado de 0,5. Finalmente, as
atividades 6 ¢ 7 fornecem frango e ovos, respectivamente.

Deve-se ressaltar, também, que, como as ofertas de terra, mao-de-
obra e a oferta/demanda de milho nao sao diferencidveis, é necessario
considerar cada degrau existente como um bem artificial, tendo como
dotagao a extensao do patamar correspondente. A conexao com a
rede de transformacao é feita através de atividades auxiliares, tendo
um custo de operagao dado pelo prego associado ao degrau, no caso
de uma oferta, ou o negativo dele, se o patamar correponder a uma

demanda.



5.7 EXEMPLO 6 61
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Dados - Exemplo 6
e Numero de bens : m= 12

e Numero de atividades : n—= 14

As atividades de 8 a 14 sao artificais assirn como os bens 9,10,11

e 12,

O vetor das dotagoes da agroindistria é dado por
b - (0.0,15000,0,0,0,0,0,600, 400, 4000, 3000)
O vetor de custos da agroinduistria é dado abaixo
¢ = (20,35,0,0.5,0.5,0,0,5,8,0,3,6,3, -3)

A matriz de atividades:

bem\ativ.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14

2 N [t} - b -20 -7 1 1 1
3 -26 -h

4 70 100 -1

!'

Tabela 5.14: Matriz de atividades da agroindistria - Exemplo 6



5.7 EXEMPLO 6 63

As fungoes demandas sao dadas apenas para os bens 7 e &, como

d; = ]f')()()p;()‘5 et e dy Sp?‘l Py

0,5

Solugao - Fxemplo 6

Aplicando-se o algoritmo, obteve-se o resultado listado abaixo.

Bem  Oferta, Demanda  Prego

1 -47.0626 5.00
2 -7.000.0000 5.37
3 6.334.3116 0.00
4 0.0000 0.82
5 0.0000 3.50
6 -3.044.9005 3.00
7 253.1736 194.82
8 0.9944 72.56

Atividade  Lucro Nivel de operagao

1 0.00 47.0626
2 -6.59 0.00000
3 0.00 3.294.3833
4 -1.00 0.0000

5 0.00 3.044.9005
6 0.00 253.1736
7 0.00 0.9944

Pode-se observar, por exemplo, que a produgao de miltho, a partir
de y3 = 3.294, 3833, nao é vantajosa, pois o pre¢co da mao-de-obra pas-

saria a ser 6,00, implicando py (6 » 6,00 ¢ 1 x 5,004 20)/70 0,87,
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de forma que cada unidade adicional teria um custo de (0,50 x 6,00 +
0,87) = 3,87, superior, portanto, & soma do valor do bem no mer-
cado (3,00) com os gastos de transporte (0,50). Assim, além do cul-
tivo de 3.294,3833 unidades de milho, uma quantidade adicional de
3.044,9005, necessaria para a produgao de frango e ovos, é comprada
junto ao mercado. Como somente uma parte da drea coberta é uti-
lizada, o setor opera, em equilibrio, com capacidade ociosa. O lucro
total alcangado ¢ de 28.561,72. Um lucro nao-nulo pode ser explicado
pelo fato do setor produtivo, como um todo, exibir deseconomias de

escala, embora cada atividade apresente retornos constantes.



Capitulo 6

Extensoes

Neste capitulo, o objetivo é utilizar o método exposto em outros pro-
blemas interessantes. no caso, previsao de trafego e equilibrio de com-
peticao imperfeita (Cournot-Nash).

E importante observar que a base tedrica continua a mesma;
porém, sao feitas complementagoes na formulacao do problema an-
terior, com adi¢ao de alguns elementos apropriados e especificos para
a analise em questao. No caso de competigao imperfeita, a estrutura

dos PCLs sera alterada.

Aplica-se, entao, o programa SPCL para a resolugao dos exemplos.

6.1 Previsao de Trafego

A previsao de trafego é um exemplo da versatilidade de métodos de

solugao bascados em complementaridade. Uma distribuigao de trafego

65
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constitui-se em um equilibrio se, sempre que existir fluxo entre dois
pontos quaisquer, um caminho efetivamente utilizado tem custo me-
nor ou igual ao correspondente a qualquer outro trajeto alternativo.
£ evidente que as interpretagoes de bhens e atividades sao parti-
culares, assim como, por conseqiiéncia, os dotes, os custos, matriz de
atividades e fungoes demanda. Em Scaramucci {39}, podec-se encontrar

maiores detalhes sobre a metodologia para a equivaléncia.
6.1.1 Exemplo 6.1

Resolve-se um problema simples de previsao de trafego, sugerido por
Dafermos [5], através de sua formulagao como um problema equiva-

lente de equilibrio economico setorial.
Dados - Exemplo 6.1

e NuUmero de bens : m= 7

e Numero de atividades : n= 5

Considera-se o vetor b - (0,0,0,0,0, - 210, 120).
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A “matriz de atividades”:

‘bem\ativ. 1 2 3 4 5
1 -1

W N
[

-1

> O

7 | 1 1

Tabela 6.1: Matriz de atividades - Exemplo 6.1

O vetor custo das atividades ¢ nulo.
As fungoes sao lineares, ou seja, da formma r(p) -- d + Dp, onde

d = (78.9100, 46.6285,150.0000.42.1000, 50.1370) e a matriz DD dada

abaixo
- -0.10526 0 0 0.02632 0 0 0
0 -0.06757 0 0 0.01351 0 0O
0 0 - 0.0500 0 0 00
D=1 0.01053 0 0 0.05263 0 00
0 0.0027 0 0 0.01054 0 0
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00

Solu¢ao - Exemplo 6.1
Usando o prego inicial p - (1,...,1). a solu¢ao ¢ encontrada na

primeira iteragao, dada a linearidade da demanda, conforme segue.
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Bem  Oferta Demanda Prego

1 -119.990 -119.990 2550.03
2 -90.010 -90.010  2550.03
3 0.000 0.000 3000.00
4 -69.994 -69.994  2640.05
5 -50.006 -50.006  2640.05
6 0.000 0.000 2550.03
7 0.000 0.000 2640.05

Atividade Lucro Nivel

1 0.00 119.990
2 0.00 90.009
3 -449.97  0.000

4 0.00 69.994
5 0.00 50.006

A solugao acima equivale, no problema de previsao de trafego, a

um vetor fluxo

f = (120,90,0,70,50)T

e um vetor individual de custos

¢ = (2550, 2550, 3000, 2640, 2640, 2550, 2640)7

6.2 Equilibrio de Competigcao Imperfeita

Algumas complementagoes e ajustes sao necessarias para utilizar o
método SPCL no equilibrio economico de competigao imperfeita (Sca-

ramucci e Rotondo, 1988), conforme se vé a seguir.
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6.2.1 Redefinicdo do Equilibrio

Retomando a defini¢ao de equilibrio, no capitulo 3. a mudancga basica
é substituir o custo ¢ por d(p.y). Com isso, o sistema (3.1)-(3.2) passa

a Ser:

b-z(p)+Ay >0 : p >0 (6.1)

dipy) ATp >0 : y >0 (6.2)

onde b,z e A sao os mesmos que os definidos anteriormente, e d €
R%, sendo que d;(p,y) representa o diferencial de prego associado a
atividade ;.

Abaixo, da-se uma interpretagao a idéia do diferencial de prego, e,
também, as outras condigoes.

Seja I, o conjunto de bens internos para o processo de produgao.
Conseqiientemente, ¢ ¢ I,, b, - r,(p) - 0. Para bens internos. a
primeira condigao de (6.1) significa simplesmente que o fluxo fisico de
producao deve ser factivel.

Analogamente, seja J, o conjunto de atividades de produgao. Cla-
ramente, estas atividades involvem somente produgao de bens. Para
J € Jp, considera-se d,(p, y) como uma constante ¢,, representando os
custos de todos bens exégenos usados na atividade quando ela é ope-

rada a nivel unitario. Sob minimizagao de custos, o plano de producao
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é dado pelo problema de programagao linear
min L]»U,‘ C,Y;

s/t s,y > 0 1€l p >0
y, 0 5 J,

onde g,; representa os coeficientes de insumo-produto, de maneira que
pi > 0,1 € I, sao as varidveis do problema dual associado. Portanto,
para j € J,, a primeira condicao de (6.1) deve valer.

A factibilidade de ambos programas é completada pela segunda
condigao de (6.1) e (6.2), respectivamente. K, ainda. para bens inter-
nos e atividades de producao, (6.1) e (6.2) representam, também, as
condi¢oes de folgas complementares. Portanto, (6.1) (6.2) produzem
planos 6timos de produgao.

Em outras palavras, seja Iy, que denota o atual mercado de bens,
sendo os mesmos insumos e produtos do sistema de producgao, e seja
também Jy, que indica quais atividades representam as ligagoes com
o mercado. Se um setor de produgao opera ’om um mercado de in-
sumos (ou produtos) ¢ € I, comprando (ou vendendo) o bem interno
correspondente t' € I, através da atividade j € Jg, entao a;; é -1 (ou
1) e apr; é 1 (ou -1); e todos os outros elementos da atividade sao zero.

O diferencial de preg¢o associado com uma atividade de mercado
pode assumir diferentes formas, dependendo do comportamento do

setor de producao.
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Para j € Jy, seja c,, representando o custo unitario de participacao
no mercado. Este custo resulta das atividades envolvidas, tais como
transportes, comercializacao, etc.

Para simplificar, supomos aqui que setores de produgao sao to-
madores de pregos no mercado. O caso de oligopsonio poderia ser
facilmente implementado, se necessario. Seja @ ¢ I, um insumo cor-
respondendo ao bem de produgao 1" ¢ [, através da atividade de
mercado 5 ¢ Jy. Como a variavel dual p; é a demanda condicional
inversa, uma atividade de compra é operada somente se o prego de
mercado, incluindo custo de operagao, é igual a py, 1.6, py -~ p, 1 ¢,
Portanto, d;(p,y) = ¢,.

Agora, consideremos um setor vendendo o produto ' € I, ein um
mercado t € ], através de uma atividade j  J,. Neste caso, p,r re-
presenta o custo marginal de produzir o bem interno correspondente.

Analogamente ao mercado de insumos competitivo, um tomador
de precos, na atividade de venda, é caracterizado por d,;(p,y) - ¢,.

Em mercado oligopolistas, o equilibrio Cournot-Nash é dado por

Axi(p)

6.3
op, (6.3)

pi = pe tec; oy,

para todas as atividades j € Jy, ligando 1" ¢ I, e 1 € [y, que sao
operadas, desde que certas condigoes de regularidade sao satisfeitas

(Murphy et al. [30]; Harker [12]). A relacao acima diz, essencialinente,
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que, no equilibrio, receita marginal deve ser igual a custo marginal
para todos os setores ativos no mercado. Conseqgiientemente, para

estas atividades, o diferencial de prego é

di(p.y) = ¢; — y; ( oLl )'l (6.)

Supondo que todos os mercados oligopolistas sao caracterizados
por fungoes de demandas com elasticidades constantes, nao possuindo

qualquer efeito cruzado, (6.4) pode ser reescrita como

Pi
d;(py) = ¢; s

onde
- 01.(p) P
' (')pl f-(Pi)
é a elasticidade preco da demanda para o mercado, e
Y,
5y = —=21
Toxi(p)

[4-28

a fragao de mercado para o setor, operando através da atividade j.
£ importante observar das condig¢oes acima que somente o produ-
tor mais eficiente pode estar ativo no mercado produtor perfeitamente
competitivo. Contudo, em um equilibrio Cournot-Nash, setores me-
nos eficientes podem operar, porém num segmento menor do mercado.
E claro também que, se existe somente um setor tomador de pregos

em um mercado, a atividade de ligacao pode ser omitida, contanto que

custos de operagao nao estejamn presentes.
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6.2.2 Reestruturacio dos PCLs

Observa-se que o termo d(p,y) também deve ser linearizado.

Portanto, a mesma linearizagao que se fez com r(p), ou seja,

8(p) = 2(p*) + V,z(p*)(p - P*)

faz-se também com d(p,y), conforme segue

d*(p,y) A" y") 0 D e P S v YY)

E assim, conseqliientemente, a nova estrutura dos PCLs parciais a

serem resolvidos terao a forma:

v ( b or(p*) V,,I(ﬂp")rp" ) L
d(y*.p*)  Vud* et Tyttt

7 V,r(ph) 1 A P ‘ . p
N ( Vud(y*,p¥) AT V) )y ) 0y ) v
6.2.3 Exemplo 6.2

Este exemplo foi usado por Murphy |30} para ilustrar um algoritino
seu. Admite-se um mercado oligopolista com 5 firmas, e fun¢ao custo

total para cada uma delas como:

1 i 4 1)
/31 h. /4; J,Hl
q,

fi(q1) = Cy Gy ! [3‘ Pl F

Observa-se que
file) et KM, (6.5)

onde os parametros sao dados na tabela.
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Firma j e | Ki| B
17 [10] 5 |12
2 |85 |11
3 (6|5 (10
4 |45 09
5 |25 08

Tabela 6.2: Parametros das firmas - Exemplo 6.2

Além disso, a curva de demanda é dada por:
Q - 5000p "' ou p(Q) = 500071 Qi1 (6.6)

A fim de formular conforme sistema (6.1)-(6.2) considera-se os

seguintes dados abaixo.
Dados - Exemplo 6.2

¢ Numeros de bens : m == 6

o Numeros de atividades : n = 5
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A matriz de atividades (ficticia) é:

bem \ ativ.] 1 2 3 4 5
a_f;-.“fi»-_—_ -t -1A> [ e
2 -1
3 -1
4 -1
5 -1
6 | 1 1 1 1 1

Tabela 6.3: Matriz de atividades ficticia - Exemplo 6.2

O vetor b é nulo.

As demandas/ofertas sao dadas da seguinte forma:
R R .
r(p) Kip ¥ 1.....5

e para 1=6

,(p) = 5000p, !

usando os mesmos parametros da tabela dada anteriormente.

Toma-se d(p,y) como o definido em (6.4).

Detalhando entao, considera-se cada firma como sendo os bens
de 1 a 5, com suas ofertas/demandas correspondendo as respectivas
curvas de ofertas marginais individuais, e o bem 6 como sendo o bem
real do mercado oligopolista, com demanda, em fungao de seu proprio

prego, conhecida.
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Solugao - Exemplo 6.2
Usando o programa SPCL, com algumas modificacoes para aco-
modar as alteragoes teéricas, a solugao foi obtida na iteracao 24, com

a utilizagao do prego inicial py = (0,0,0,0,0,0), conforme abaixo.

Bem  Oferta  Demanda Prego

-36.9319  -36.9319  5.29
-41.8186 -41.8186  6.89
-43.7067 -43.7067 8.74
-42.6593 -42.6593 10.83
-39.1790 -39.1790 13.11
204.2955 204.2955 18.30

S UV b N

Atividade Lucro  Nivel

0.00 36.9319
0.00 41.8186
0.00 43.7067

0.00 42.6593
0.00 39.1790

Qv i W

Com essa solugao, pode se fazer a correspondéncia com o mercado
real, ou seja, as partipacoes das firmas, no mercado, sao dadas pe-
las atividades 1 a 5, respectivamente. Tém-se disponiveis os custos
marginais das firmas como os precos dos bens 1 a 5, também respec-

tivamente. E, ainda, o pre¢o do bem no mercado imperfeitamente
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competitivo como sendo o p; que é 18.30.

6.2.4 Exemplo 6.3

Motivado pelo mercado brasileiro de combustivel liquido, descreve-se,
simplificadamente, o sctor ccondomico conforme a figura a seguir.

O setor enérgetico brasileiro é inteiramente regulamentado pelo
governo. Desde que trabalho, cana-de-agiicar ¢ petroleo participam
como insumos em processos diferentes de produgao, é de interesse
investigar como a politica pode afetar outros mercados. FEntao. a
produgao de agiicar é incorporada, neste modelo.

Alcool é ofertado através das atividades 2 ¢ 3, representando
regioes produtoras distintas. Os custos associados a cada uma dessas
atividades correspondem a despesas de capital. Observar que a tec-
nologia usada na atividade 2 é mais intensiva em trabalho e menos
intensiva em capital, quando comparada com outra regiao.

Petréleo pode ser produzido domesticamente ao custo unitario de
45, até a quantidade de 50 unidades, uma quantidade maijor pode
ser obtida no mercado internacional ao prego de 75. Atividade 4

representa refino de petréleo.

Considera-se que competicao perfeita prevalece no mercado cor-

respondente aos bens 1,2,3 ¢ 6. Pelo fato de custos de operagao nao
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estarem presentes, as atividades de mercado correspondentes podem
ser omitidas, conforme explicado anteriormente. Atividades 5 e 6 sao
ligagoes com o mercado de combustivel liguido.

Dados - Exemplo 6.3

e Numeros de bens : m - 8

e Numeros de atividades : n - 10

Observar que inclue-se acima bens e atividades artificiais.

As demandas sao dadas para o bem 6 e 7 como
z6(p) = 1500p,'? e z:(p) = 5000p;’
A matriz de atividades é:

Bem\Ativ. 1 2 3 4 5 6 78 9 10

1 30 -14 -4 1

2 -10 -10 -10 1

3 -1 11
4 2 3 -1

5 1 -1

6 4

7 1 1

8 -1

Tabela 6.4: Matriz de atividades - Exemplo 6.3
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P
6
X,
Mao de obra
|
-4
-14q
-30
Ye
611
Y
4
Agucar

P2 Py
12 —-—-7s
' 45
|
1
§
1
X2 =50 Xy
Cana de agucar ' Petroleo
-10 2
-10 -10
3121
Ys
3

Alcool q

-1.2

Pa

Combustivel liquido

Py

L3 4
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Solugao - Fzemplo 6.8

Supoem-se duas possibilidades para o comportamento do mercado
de combustivel liquido: perfeitamente e imperfeitamente competitivo.
A seguir, portanto, dao-se as duas solugoes separadamente, e, logo

apos, faz-se a comparacgao entre as ambas.

-Solugao para mercado perfeitamente competitivo

Prego 6.00 12.00 45.00 55.00 90.00 76.50 55.00
dét»:"t:'i(ri‘ade 71 ) 2 3 ) 4 7 5 6 ”
Nivel 206 0.00 30.30 0.00 90.91 0.00

Observa-se que, como esperado, somente o produto competitivo

mais eficiente pode ser vendido no mercado, neste caso, o alcool.

- Solugao para o mercado imperfeitamente competitivo

Bem 1 2 _@_3 m_,4 5_,__“ 46“_“” _ 7 o
Pre¢co 6.00 12.00 45.00 55.00 90.00 76.50 145.00
Atividade L 2 _‘_537‘_*_‘ «!A ] 5 6 -
Nivel 206 0.00 7.13 13.08 2140 13.08

Observar que, agora, ambos os produtos sao vendidos no mercado.
Conforme mencionado anteriormente, em um equilibrio Cournot-
Nash, o setor mais eficiente leva uma maior fracao de mercado.

Nas tabelas seguintes, é feita uma comparagao entre os resultados

para os casos de competigao perfeita e imperfeita.



6.2. EQUILIBRIO DE COMPETICAO IMPERFEITA

Competigcao perfetta

Custo de Prego de
produgao mercado
Alcool 55.00 55.00
Gasolina 90.00

Competigao imperfetta

Custo de  Prego de

55.00
90.00

 Alcool

Gasolina

145.00
145.00

producao mercado

81

Quantidade Lucro Fragao do
vendida mercado
9091 000  1.00

Quantidade lLucro  Fragao do
vendida mercado

21.40 1926.00 0621
13.08 719.140 0.379
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Capitulo 7

Conclusoes Finais

Vé-se que o método descrito atende as condi¢oes de convergéncia lo-
cal e global, para equilibrio setorial e , sob determinadas condigoes,
também para o geral (Mathiesen 129)).

Em aplicagoes praticas, é importante atentar para suas carac-
teristicas de seguranga, precisao nas solugoes e eficiéncia computa-
cional. O método proposto atende a estes requisitos. Por ser baseado
no método de Newton, o algoritimo supera os métodos de ponto fixo
e de otimizagao. Ele tem a vantagem de, na pratica, poder ser apli-
cado para problemas de equilibrio geral e setorial, apesar de algumas

questoes tedricas ainda nao estarem devidamente esclarecidas.

Procurou-se mostrar também a facil adaptacao do método suge-
rido para a resolucao de outros problemas, que nao o de equilibrio

de competicao perfeita. Nesse particular, é de especial interesse a

83
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extensao feita para se tratar de equilibrios imperfeitamente competi-
tivos. Isto abre uma vasta gama de possibilidades de aplicagoes do
método a outros problemas, além dos mencionados e solucionados.
Dois pontos ficam para possiveis futuros estudos: a sustentagao
tedrica para a aplicabilidade do método ao equilibrio geral ¢ o desen-

volvimento de novas extensoes para outros problemas de interesse.
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