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INTRODUÇÃO 

Na construção de barragens de grande porte pode aparecer um 

problema comum a todas as grandes estruturas de concreto: devido 

à característica exotérmica da reação de hidratação do cimento, 

surgem tensões de compressão nos primeiros instantes (leia-se 

meses - que, em termos do tempo de vida das barragens, correspo~ 

dem a instantes ... ) de existência do maciço de concreto. No pe

ríodo subsequente, terminada a fase de dilatação, há o apareci

mento de tensões de retração e podem surgir dentre estas tensões 

autógenas aquelas que, ultrapassando certo limiar, provocam fis

suras ou fendas na estrutura. 

Um modo de evitar este problema, mencionado por Wilson M7] e 

abordado de maneira mais completa por Tagliatella e Eckschmidt 

[46] , é usar técnicas específicas ou programar convenientemen 

te a construção: por um lado pode-se trabalhar com temperaturas 

iniciais baixas ou usar sistemas de resfriamento posterior com 

o isolamento térmico das fôrmas de concreto. Por outro lado exis 

te a alternativa de espaçar o lançamento das sucessivas formas 

possibilitando maior dissipação do calor e, portanto, menor acú

mulo deste mesmo calor, gerado dentro de cada fÔrma lançada. 

A importância do extremo cuidado com que projetistas e cons

trutores devem tratar desta situação é realçada pela lista exis

tente em [46] com o nome de 16 barragens (7 nos EEUU, 5 na França, 

4 em outros países europeus) em cujas estruturas este processo 

se manifestou na forma de fissuras ou fendas de maior ou menor 
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gravidade. Em um dos casos citados - a barragem de Norfolk - faz 

se menção a fendas de até 28 metros de extensão! 

Para o projetista, um dos principais métodos de trabalho na 

eliminação deste problema é lançar fôrmas de dimensão menor {me

nos concreto levando a menor geração de calor e, portanto, a me

nores tensões de compressao e de retração) e períodos de tempo 

mais longos entre o lançamento de sucessivas fÔrmas {como já foi 

mencionado, permitindo mais dissipação de calor, levando, também 

ao resultado desejado: menores tensões). Para o construtor, no 

entanto, ambas as técnicas são indesejáveis do ponto de vista 

econômico. Como cabe ao construtor arcar com o sustento da obra 

e de toda a infraestrutura montada para acomodar em verdadeiras 

cidades toda a equipe de construção, qualquer técnica ou progra

mação que torne mais longo o prazo de conclus~o envolve um sig

nificativo aumento nos gastos. Infelizmente {mas é sempre assim ... ), 

outras maneiras de enfrentar o problema de controlar as cita

das tensões autógenas também envolvem altos gastos: seja com a 

instalação de redes de encanamento no maciço para a refrigeração, 

seja produzindo concreto a baixíssimas temperaturas, ou ainda 

misturando ao concreto materiais isolantes que impeçam o acúmulo 

de fontes de calor, separando-as. 

Destas posições de certa forma antagônicas entre projetistas 

e construtores surge a questão: eomo programar a priori uma cons 

trução de modo a ter {i) os meno~e~ pe~Zodo~ entre lançamentos 

de formas e {ii) fôrmas de d~men~Õe~ as ma~o~e~ possíveis, ~em, 

no entanto, ultrapassar o limiar a partir do qual as tensões de 

retração levam a fissuras, ou coisa pior? 
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Há alguns anos vem sendo usado sistematicamente, no cálculo 

aproximado de tensões de retração resultantes de determinada sis 

temática de construção, um programa desenvolvido por Wilson [4n 

que, via o Método dos Elementos Finitos, calcula as temperaturas 

no maciço, em seguida os deslocamentos e, finalmente, os tenso

res de retração. 

A dificuldade com este programa é que embora seus resultados s~ 

jam aproveitáveis (isto é, se o programa afirma que não surgirão 

fendas nem fissuras para determinado esquema de construção, isto 

se confirma posteriormente na barragem),as tensões que o progra

ma calcula não coincidem com aquelas efetivamente medidasna obra 

concluida. o programa, por assim dizer, erra para o lado certo, 

por causa de seu exagerado coeficiente de segurança. 

Nossa intenção neste trabalho é obter um esquema ~rico que 

calcule valores aproximados para a evolução da temperatura, e 

cuja precisão permita fornecer melhores resultados - melhores no 

sentido dessa precisão - quando posteriormente se forem calcular 

boas aproximações das tensões resultantes. 

Para atingir este objetivo, o modelo matemático incorpora tan 

to a resistência térmica de contato quanto a dependência que a 

condutibilidade (ou a difusibilidade- ver, do autor [33)) tem 

da temperatura, dadas as formas geométricas das fÔrmas e as ca

racteristicas do concreto que as preenche. 

Assim, na análise da equação do calor,o termo que reúne o 

calor especifico, a densidade e a condutividade térmica do con

creto não será considerado constante,como muitos autores fazem 
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(ver I por exemplo Singh e Heller [42] e Pardo 1 Sanniento 1 Laura e 

Gutierrez [38]). Nas situações que estes autores analisam, o pe-

ríodo de construção já foi deixado para trás e as tensões que 

eles estudam são provenientes de mudanças de temperatura no meio 

ambiente. No entanto, já há certos autores questionando tal inde 

pendência, e Sivakumeran e Dilger advogam, na introdução de [44], 

que a abordagem teórica de ignorar os efeitos pequenos da dependên-

cia temporal da difusibilidade pode ser enriquecida de "modo rea-

lista" incorporando ao modelo matemático tal depend~ncia. Em 

[37] , Noda vai ainda mais longe afirmando categoricamente que "ele 

rnentos estruturais são frequentemente submetidos a mudanças de 

temperatura de tal magnitude que suas propriedades materiais nao 

podem mais ser consideradas como sendo constantes nem sequer num 

sentido aproximado". ~este o caso no trabalho aqui apresentado: 

a difusibilidade não será considerada constante, mas antes uma 

função do tempo e da temperatura. Terminando esta introdução re

metemos o leitor a [28] onde Li e Chen apresentam- para o especi 

fico caso de um determinado tipo de aço (Co-Cr-Ni) - uma tabela 

de depend~ncia linear que a condutividade t~rmica tem da temper~ 

( *) 
tura . 

Para autor e orientador foi determinante o fato deste traba-

lho ter nascido de uma consulta feita pela firma de Projetos de 

(*) Ajustando urna reta pelo Método dos Quadrados MÍnimos, à ta

bela que fornece condutividade x temperatura, obtivemos um 

coeficiente de correlação de 0,9997. 
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Engenharia Civil, a THEMAG, ao LABMA (Laboratório de Matemática 

Aplicada e Computacional do IMECC - UNICAMP). Este trabalho 
~ 

e, 

então, um dentre muitos exemplos da riqueza cinetífica à espera 

de matemáticos "garimpeiros'' que se disponham a esforços de Ma-

temática Aplicada e Computação Científica. 
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CAP!TULO I 

O MODELO DE EVOLUÇÃO DA TEMPERATURA 

Neste capitulo iremos apresentar um sistema de equaçoes 

a derivadas parciais que descreve a evolução da temperatura num 

maciço de concreto formado pelo lançamento de duas fôrmas suces 

sivas. 

No interior deste maciço será usada a clássica equacão de.difusão do 

calor e, além da condição inicial (que é também uma condição de 

contorno do ponto de vista do tempo), serão descritos fenômenos 

de troca de calor por co~vecçao nas superficies de contato com 

o meio ambiente e por nad~ação naquelas superficies térmicas de 

contato entre os concretos àe diferentes· idades. Na superficie 

de contato com a rocha sobre o qual se apóia o maciço;·s§rá usa. 

da uma condição de Dirichlet. 

A partir do sistema de equaçoes a derivadas parciais,fo~ 

mula-se um esquema numérico com o qual podem ser obtidas aproxi 

mações da solução. Para delinear tal esquema, sao utilizados 

dois niveis, sendo o primeiro o de discretização espacial e o 

segundo, de discretização temporal. 



- 2 -

1.1. O MODELO MATEMÁTICO 

( l. 1) 

L 

Consideraremos, então, o seguinte sistema: 

Determinar a temperatura u(i) (x,t) do domínio st. tal que 
l 

dU(i) (') (') (') 
at - div(a(t,u l ) grad u l ) = Q l 

em Q. x (O, T] , para i = 1, 2, ... , n , 
l 

onde ~2 1 ,n 2 , ... _,nn tais que Q = n1 u n2 u ... u Qn c IRd, d2_3, 

são domínios correspondentes a diversas fôrmas de concreto lan

çadas sucessivamente cuja temperatura u(i) (x,t) se deseja de

terminar. Tais fôrmas são preenchidas de concreto, cada uma na 

sua vez, apos um determinado período, conforme comentado na In-

trodução. 

Na figura temos indicadas esquematicamente duas fôrmas 

n1 e st
2 

e, no estudo do sistema ( 1.1), consideraremos que, para 

n = 2 a primeira forma st
1 

foi lançada previamente e a segunda, 

n2' no instante t = o. 

(ver figura a seguir) 
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r 

. . . .. . 
. •': ...... : . . . . . . ... . · ' . 

.... ·: · ... • . 
. . . .. . , .... : . . 

. . . . : .... L----~~-:--------:---:----_;..-r-:J .. : ·. . 

. ::: .· .• .. ·.·: >. :~ :_·._:.·.·:. ·:.~.···:·:·-:~··~<: ·-·:.·:: ·_· _: .. ··:· .... ·:~ : .. :·: 

(Como o numero n de fôrmas é finito, iremos daqui por 

diante trabalhar com n = 2 estudando o momento em que uma no-

va fÔrma é lançada, e considerando que naquela lançada anterioE 

mente (e, também, nas que tiverem sido lançadas antes dessa) a 

reação exotérmica de hidratação do cimento já vem se processan-

do desde o seu instante de lançamento. A idéia de estudar jus-

a - 1 . ~ tamente a 2- forma ançada visa englobar o maciço subJacente a 

construção no modelo. Incorporar, posteriormente, ao modelo a 

presença da água represada e superfícies térmicas de contato 

com outras fôrmas de diferentes idades deixa de apresentar, 

acreditamos, dificuldades de maior expressão.) 
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Neste momento (t=O),são conhecidas as temperaturas u(l)(x,O) 

para x E rll U r t U r U r R bem como as temperaturas u ( 2 ) (x,O) 

para A 
X E S?.

2 
U r 

2 
• 

Nas fronteiras A 
ri , i = 1,2, onde há contato com o rreio 

ambiente na éooca da construção, o ar - assuminos a lei de Newton 

-nara a troca de calor por convecçao: 

a ( t, u (i)) 
au (i) 

-y (u(i) - e A) = 
an. (1. 2) 1 

para (X, t) E r~ 
1 

X J 

onde J é o período (O,T] do tempo , eA e a temneratura do ar, 

y o parâmetro de convecção e ni a normal à fronteira 

sentido dentro-fora. 

no 

No contato da fôrma ~l com a rocha subjacente - ao longo 

da fronteira rR - assume-se que esta rocha age como reservató-

rio térmico, e impomos a condição 

(1.3) [u(l)(x,t) o R V(x,t) E r X J , 

que indica uma escala de temperatura em que a temperatura cons-

tante da rocha 
~ 

e nula. Todas as temperaturas obtidas Por 

este modelo podem ser convertidas à escala Celsius nela soma 

daquela do maciço rochoso. 

Terenos, finalmente, na interface r entre as duas fôrmas ~l e r22: 
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~ a(t,u(l)) a~~l) = a(t,u(2)) 

L (x,t) E r x J. 

oU ( 2 ) 

an 

com a normal n considerada no sentido de ~l para ~ 2 . 

A condição inicial conforme anteriormente indicado, é 

( 1. 5) 

r 
u(i) (x O) = w(i) (x) , o 

i = 1,2 . 

, X E s-2, 
1 

Nestas equaçoes figuram: 

y parâmetro de convecção. 

= k(t,u(i)) . 
c. p. • a difusibilidade (multiplicada por -1) 

1 1 

que c' d~da pela condutividadc térmica dlvidida pelo produ-

to do calor específico pela densidade. A escolha de fazer 

com que a variâvel espacial figurasse apenas implicitamen

te (como variâvel da temperatura u(i) (x,t)) se deve à con-

sideração de que as caracter[sticas físicas do concreto va 

riam muitíssimo mais com a evolução do tempo e da tempera-

tura do que com a posição relativa de cada fôrma. 

Q (i): calor gerado no maciço rli dividido pelo produto ci pi (res

pectivamente calor específico e densidade da f6rma ni). 

As notações são usuais. Assim: 

(u,v) 0 ,~. 
1 

= J u{i)(x,t) • v(i)(x,t)dx = 
~. 

1 

(u,v)L2(~.) 
1 

·--
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a. (u;v,w) 
1 
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= f u (_x , t ) · v Cx , t ) d y 
ar2 

e 

= J a (t,u(i)) Vv(i) (x,t) · Vw(i) (x,t)dx . 
n. 

1 

Para distinguir melhor a evolução das temperaturas nas di-

ferentes fôrmas, consideraremos as funções com as quais vamos 

trabalhar como tendo duas componentes: a primeira definida so-

bre s~ 1 e a segunda sobre n
2

, i.e.: estaremos lidando com fun 

çoes 

v = (v(l) (x,t), v( 2 ) (x,t)) tais que 

v 
(i) E L2(J;Hl(Qi)) e 

( 1. 6) 

av (i) 
E L2(J;L2(Qi)) nara 

at 
i = 1,2 e com 

sobre na r a \lt E J . 

Com (1.6) identificamos as funções 

v = (v(l)(x,t), v( 2) (x,t)) E V. 

Neste espaço de funções v, cujas componentes estão descri-

tas em (1.6), aplicaremos o Teorema de Green para obter. de (1.1)-

-(1.5) a seguinte formulação variacional. 

Determinar 

u = (u(l) (x,t), u( 2 ) (x,t)) E V 
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tal que: 

(lu (i) (i) (i) nu (i) ] , v(i)) } 
~ { ( ~'v ) SI. - (di v [ a ( t 'u ) v n = 

i=l,2 ' 0 '1 o, i 

=> 

i= 1,2 

'"\(i) (') (') (') (') 
}:; {(-a_u_,v 1 ) + (a(t,u 1) íJu 1' íJv 1) 

. 1 2 élt o,n. o,n. 
1 == ' 1 1 

+ 

+ y ( (i) (i)) } + J 
a ( t, u (l}) 

élu (1) ( 1) 
dy u 'v r A --v 

o, . an 
1 

r R 

- f [a(t,u(l)) 
au (l) 

a(t,u{ 2 )) 
au (2) 

] v ( 2 ) dy an - an = 
r 

= ~ { ( Q (i) , v (i) ) + y ( e A, v (i) ) A } , \Jv E V • 
i = 1,2 o,rli o,r. 

1 

As duas últimas oarcelas do lado esquerdo da igualdade se 

anulam e, então, obtém-se a formulação variacional desejada: 

Determinar 

u E W: }:; { ( élu (i)' v (i) ) + a i ( u (i) i u (i) ' v (i) ) 
i= 1,2 êJt o,ni 

( 1. 7) 

+ 

+ 

y(u(i) ,v(i)) } = 
o, r. A 

1 

A (.) 
Y <e 'v 1 > r A} 

o' . 1 

com a condição inicial 

}:; {(Q(i) v(i)) 
· ' o, n. 

i= 1,2 1 
+ 

\Jv E V 
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(') (i) 
(u 

1 
(x,O), v (x,O)) ~ = 

o f i 

( 1. 8) (') (i) 
= (w

0 

1 
(x), v (x,O)) o,~. i = 1 , 2 , Vv E v . 

l 

Há alguns modelos que guardam certas semelhanças com es

te aqui explicitado. Autores corno Jaworski [24], ou como Lan-

chon, Makaya, Mirgaux e Saint Jean Paulin [27], ou ainda Winget 

e Hughes [48] apresentam situações ora estacionárias ora de evo 

lução que confirmam opções feitas na modelagem de (1.1)-(1.5). 

A equaçao de difusão é obviamente a mesma (ainda que se 

restrinja a um meio simples, na maioria dos casos); as condições 

de contorno guardam diversas semelhanças, e os nétodos variam desde 

métodos como aqueles aqui estudados, a equações íntegro-difereg 

ciais com o uso de elementos de contorno. 

Também em Gurtin e MacCamy ~3] , um modelo matemático se-

rnelhante a este é usado num fenôrreno de difusão de uma espécie e pare~ 

nos possível usar técnicas e experiências de composição do meio de 

transmissão de calor pa.ra o estudo de duas populações vizinhas. 

1.2. APROXIMAÇÃO PELO MÉTODO DE GALERKIN 

Definimos a seguir urna aproximação via Método de Gàerkin 

do Problema Variacional descrito acima, em (1.7) e (1.8). A so-

lução aproximada de que se necessita é u = (u(l) u{ 2 )) num sub 
h h f h 

espaço Vh de V de dimensão finita, subespaço este que, como 

V, é formado por funções cujas componentes estão em v1 e v2 , 
h h 



- 9 -

t.:1mbém cs tc.s subesou.ços de dimensão finita de - resoectivanente -

v
1 

e v2 . Assim, 

( 2 • 1) u(i) = 
h 

N (i) 
2 

= 'LN (i) 
j 1 

u.(t)cp.(x) 
J J 

i = 1,2 f 

onde a distinção entre aquelas cp . (x) 
J 

que estão em v 1h e as 

de é feita de acordo com o Índice j: as primeiras 

funções cpj (x) têm domínio em nl' gerando vlh f 

associadas a J. indo de N( 2 ) = N(l) + 1 até N{ 2 ) = N 
1 2 2 

e 

mín.io em ~; 2 e geram V 2 h · 

aquelas 

têm do-

Na equação ( 1. 7) , substituiremos u E V por uh E Vh e as 

v E V nelas em ou V2h (confonre o valor de k). Obtém-se, 

então, fazendo a. (u;v,w) = (a(t,u)V'v, V'w) n 
1 o f i 

( 2. 2) 

N {i) 
'L u.(t) a. (uh ;cp.,cpk) + 

j =1 J 1 J 

N 
}; u . < t > < c;; . , c;;k > r A 

j =1 J J o f i 
= 

A 
+ Y < e ' ipk> rA 

o, i 
i = 1,2 f 

com a condição inicial dada por 

N 

(2. 3) 
"L u. (O) (c;;. ,c;;k) n 

j =1 J J o f i 

i = 1,2. 
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Nestas igualdades temos w(i) (x} 
o . como a "melhor" aproxi-

mação de 
( . ) 

uJ 
1

·(_x} o . nos subespaços de dimensã:o finita., lüém disso, 

alguns termos serão obviamente nulos, como nos casos em que ~i 

ou '{J. 

J 
não têm domínio contidos no st. 

1 
em que se efetue a in-

tegração, ou como nas situações em que I{Ji ou '{J. 

J 
têm danínios 

que não tocam as fronteiras e 

O Problema Variacional (2.2) e (2.3) e uma aproximação do 

Problema parabólico não-linear original via um sistema de equa-

ções diferenciais ordinárias - também não-linear devido ao ter-

mo 
(i) ~ 

ai (uh ;~j '~k) - cuja solução e uh (ou cujas soluções sao 

as u.(t) nara j = 1,2, .•• ,N). 
J 

Vamos a seguir reescrever o Problema de Valor Inicial 

(2.2) e (2.3) considerando as componentes u. 
J 

da função 

obtendo, em notação matricial, 

(2. 4) 

tal que 

( 2. 5) a 
IA. Clt uh+ IB(t)uh = dl(t), 

e, contanto que a "melhor" aproximação ~ (i)(x) possa ser expressa com:> 
o 

N 
L 

j=l 
w o· J 

'{J • (x) 
J 

a condição inicial se torna simplesmente 



( 2. 6) 

- 11 -

= w 
o 

Em (2.5), a matriz A é aquela cujos elementos sao 

( 2. 7) = ( 'P k ( x) ' 'P j (.x} ) o ' r2 . 
l 

IB e a matriz dada por 

( 2. 8) 

Em ( 2. 7) POderá ser não-nulo se e '/), 

J 
tiverem 

domínios de intersecção não vazia no mesmo rli e em (2. 8) o rres 

mo ocorre: bkj poderá ter a primeira parcela não nula se 'Pk e 

~. tiverem domínios 
J 

com intersecção não vazia no rli em que 

ocorre a integração. A segunda parcela poderá ser não-nula se, 

além disso, os domínios de 

multaneamente a fronteira 

1/)k 

A r. . 
l 

e '/), 

J 
tocarem suficiente e si-

Finalmente, o vetor do scgundomembro da equaçao (2.5) é da-

do por 

( 2. 9) 

equações para as quais valem os comentários feitos para (2.7) e 
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(2.8) e onde se indicam por Q (_i) e 
h 

eA as "melhores" aproxi
h 

maçoes de Q(i) e de eA respectivamente em Vh e num conve

niente subespaço escolhido de modo a caberem as funções geradas 

Pelas 1/). 
J 

restritas aos pedaços de fronteira rf e r~: 
Nrf 

E L 2 (i-A) n F sendo F1 = {v(x,t): v= 1:89-(t)<P~(x)}, 

1 
F aná-2 

logo e nAJ E 
h r~ 

L 2 (r .A) n F. • 
1 1 

1 

1. 3 APROXI.HAÇÃO DO PROBLEMA COM DISCRETIZAÇÃO TAMB:l!:M DA VARI.Â-

VEL TEMPORAL 

Consideraremos agora uma aproximação de (2.2) e (2.3) na 

qual a variável temporal é também discretizada. Como usual, traba-

lharemos com t = n . 6t onde 6t = T/N e usaremos as notações 
n 

f n = f ( tn) e 

f 1 [f f ] [n + %] = 2 n + n + 1 · 

Vale enfatizar que f d · f l d f f (tn + 6
2
t) . [n+%] 1 ere, em gera , e n+%= 

ur: 
J 

será uma aproximação da u. (t ) 
J n 

descrita no parágrafo 

anterior em (2.1). Nesta persPectiva, então, u(x,t) com(x,t)E 
n n 

E r2 x J será aproximada por 

N 
( 3. l) 1: ui?' <P.(x), 

j=l J J 

e trabalharemos com IDn dado por 
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onde o índice t indica um vetor transposto. 

Nesta linguagem, a formulação variacional, em notação ma 

tricial, pode ser aproximada usando-se Crank-Ni~olson: 

( 3. 3) 

= d[ n+l/2] 

com a condição inicial dada por 

( 3. 4) [ lllJO = WO 

analogamente à condição inicial (2.6). 

= 

A equação (3.3) indica o sistema nao linear que precisa 

ser resolvido a cada sucessivo passo no tempo. e poss!vel sim

plificar esta resolução introduzindo uma aproximação do tipo Pr~ 

ditar-Corretor em que, no lugar da resolução de um sistema não-

linear, resolvem-se dois sistemas lineares. Resumindo o esquema 

de aproximações, temos: 

(i) O fenômeno modelado por um sistema de Equaçõv.. a Ve./l..{_vada-6 PaJtc..i~; 

(ii) este aproximado por um sistema não linear de Equaç_õe~ Vi6e-

!te.n c.<-a {_5 O 'ldútâJtia-6 com o Método de Galerkin; 

(iii) o sistema resultante deste procedimento aproximado por sua 

vez por um 6i-6-te.ma não .tineaJt de e.quaç_oe.-6 afgébJtic.a-6 obtido com 

o recurso do Método de Crank-Nicolson; e, finalmente, 

(iv) do(5 5Ü-tema,!J .tú1ea.tte-6 algébricos formados com a utiliza-

ção do Método Preditor-Corretor com os quais se aproxima o ante 

rior sistema não .tineaJt. 
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Aplicando-se, então, o Método Preditor-Corretor a (3.3) 

com (3.4), temos: 

(3.5) [A • 

um sistema linea,r de onde s.e obtªm os valores das componentes de 

n+l* n+l 
O . Os valores corrigidos do O são calculados com o sis-

tema (também linear): 

( 3. 6) 
nrn+l - liJn n+l* l]Jn 

( 
u (l]J + 

A • 6 t ) + lB [ n + %] 2 ) = 

= dJ [ n+%] 

Escreveremos abaixo novas formas de (3.5) e (3.6), j~ de 

modo mais adequado à resolução dos sistemas aí indicados: 

[ 1 1m (Un) J n+l* 
6t IA. + liJ = 

(3.5') 
2 [n+ %] 

[-l.l\- 1m (liJn) J n 
= 6t 2 [n+%] llJ + dl[n+%] 

e 

* 

[ 1 1 liJn+ 1 + 
llJn J 

6t IA + 2 m [ n+Y.z] ( ) • un+l = 
(3.6') 2 

* 

[ __!_ IA. - 1 liJn+l + liJn ] n = T lB[n+%] ( ) llJ + d [ n+%] 6t 2 
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~ evidente que este processo pode ser repetido,e obterí~ 

mos um Mªtodo Preditor-Corretor-Corretor, ou iterando um nfime-

ro finito de vezes, minorando assim, possivelmente, o erro. Co-

mentários pertinentes e esquemas podem ser vistos em Acton [ 1 ], 

Douglas e Dupont ll3 J e Moura, Raupp e Kritz [36]. 

A cada oasso no temno sio 2 (ou mais, conforme indicado no 

comentário acima) sistemas lineares a se resolver para se obterem 

os valores aoroximados do Un+l , a nartir dos dados iniciais for 

necidos por 

u<? 
J 

= w o. 
J 

j = 1,2, ... ,N. 

Há, evidentemente, outros modos de se aoroximar o sistema 

n~o-linear por sistemas lineares a cada instante tk da dis-

cretizaç~o do tempo. Douglas & Dupont U4] e Cannon & Ewing [7], 

citando anenas 2 exemPlos, mencionam métodos de extranolação na-

ra contornar a resolução de um sistema não-linear. 

Além destes, cabe referência a Métodos do tipo Newton e 

quasi-Newton além de outros métodos ditos de otimização ou de 

minimização como os da família de métodos do gradiente e afins, 

que não foram aqui abordados. Podem ser apresentadas como refe-

rência as obras de céa [ 9 ] , Glowinski, Lions e Tremolieres 

[ 21 ] , Lions [29 ] entre tantas outras. 
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CAP!TULO II 

DA SOLUÇÃO E SUAS APROXIMAÇÕES 

Neste capítulo estabeleceremos o quadro de suporte ma-

temático para a resolução aproximada do sistema apresen-

tado em (1.1) do capítulo anterior. Por ''suporte matemático" que

remos indicar que estudaremos aqui quest6es corno a de existincia 

e unicidade da solução a ser aproximada, a convergincia das suces 

sivas aproximaç6es, além da ordem dessa cor.vergincia. 

A sequência seguida neste trabalho é sernelhante'àquela de di 

versos artigos básicos (alguns deles já considerados clássicos)no 

estudo da Análise Numérica tanto de situaç6es surgidas no estudo 

de termoelasticidade quanto em situaç6es afins ou análogas. A 

grande maioria destes trabalhos sup6e garantidas tanto a existên

cia quanto a unicidade da solução; alguns poucos indicam referin

cias para que estas sejam verificadas. Estas posturas identifi

~ o escopo destes trabalhos, os interesses de seus autores ou a 

aplicabilidade prática das diversas situações algorítrnicas estud~ 

das. Em geral os autores dirigem seus esforços para a resolução 

ou, se necessário, para aproximações da solução de problemas do 

tipo aqui apresentado. 

Assim, Sgallari [43], Douglas [11] e [12], Douglas, Dupont 

e Ewing [15], Moura e Feijóo [34], em problemas correlatos f 
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trabalham geralmente com a apresentação do problema, a discretiza 

çao do modelo matemático e o estudo da convergência ou estimati -

vas a priori. Seguindo um roteiro semelhante, a menos de pequenas 

diferenças, e trabalhando com problemas afins, temos os trabalhos 

de Cannon e Ewing [ 7] e [8], Evans [18], Moura, Raupp e Barbe! 

ta [ 35] , Zlamal [ 49] e [50] , Douglas e Rachford [ 16] , Peaceman e 

Rachford [ 39], Douglas e Dupont [ 14], Douglas e Cannon [6], além 

de Aronson [ 2 ] e Ladyzhenskaya e Ural'tseva [26]. 

Na questão específica do estudo de situações em que há fluxo 

de calor através de meios compostos, como neste trabalho, temos 

modelos análogos àquele aqui descrito estudados por Blandford e 

Tauchert [ 4 ] , Lanchon e outros [27], Makaya [ 32], além do já ci 

tado em Jaworski [24]. 

o que pretendemos estabelecer nesta parte do trabalho é: 

19) a pertinência da solução desejada a um compacto do espa-

ço escolhido para trabalhar; 

29) estimativas a priori para as aproximações propostas tan

to no caso de aproximações pelo Método de Galerkin quanto na dis-

cretização das duas variáveis com o uso do Método Preditor-Corre-

tor/Crank-Nicolson. Em ambos os casos estimativas da ordem de 

3/2 -
(~t) sao obtidas; e 

39) a existência e unicidade da solução do sistema 

de Equações a Derivadas Parciais (1.1) com as condições (1.2) -

-(1.5) do Capítulo I. 
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Antes de iniciarmos o primeiro parágrafo deste capítulo indi 

caremos aqui a notação a ser usada no que se segue. Conforme já 

foi observado, a temperatura num ponto gen~rico (x,t) do maciço 

s: = S! 
1 

U Si 
2 

será indicada por u(x,t) = (u(l) (x,t), u( 2) (x,t)) onde 

u 
(i) 

Si . X J ----+ IR 
1 

e a "componente" que fornece a temperatura em pontos da fÔrma 

em algum instante de J = (O,TJ. Ainda, al~m de produtos internos 

já introduzidos anteriormente que foram 

(o. o) 
I 
l 
l 

(
(i) (i)) 

u I v o I SI.. 
1 

<u,v>o,r = J 
r 

necessitaremos de 

f 
(i) (i)d 

U V X 

S2. 
e 

1 

U.V dy 1 

(o • 1) { (u,vlo,íl = ( U ( • 1 t) 1 V ( • 1 t) ) o f2 = 
I 

" ((i) (i)) 
ú u ,v o Si 

i=l,2 ' i 

bem como das normas 
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2 
llull S'í = o f 
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(') 2 (i) (i) 
= llu 

1 
(·,t)IIO,s-2. =(u (·,t),u (.,t))O,s-2. 

l l 

11 u ( . , t> 11
2 fí = o f (u(·,t) ,u(·,t))o,fí 

(i) 2 
llv (·,T)IIO,s-2. dr, 

l 

llvll~ 
SGT 

-- JTO llv(.,T)II
2
0 

~ dr = ,n 

+ llv( 2 ) 11~ 
2 . 

T 

Além destas, usaremos também as normas seguintes, com d <3: 

(o • 3) 

e ainda 

= 11 g r ad u ( i) 11 2 ll(u(i)) 11 2 
X 

o ,s-2 . 
l 

o f s-2. 
l 

= 

11 (u) 11
2 

X O,Q 

d Clu(i) Clu(i) 

L: ( ax. f Clx. ) 
j=l J J 

= 

O,s-2. 
l 

= 

11 (u) 
X J

TO 2 = ll(u(·,T)) 11 dT, 
X 0,~ 
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111 ( u) 111 = 
X -

0 
sup 

(x,t)Er2XJ l
au(i) 

sup . . ax. 

llull-
r2,oo 

w,oo l,J J 

( . ) 
= sup llu 

1 
(. ,t) IIO,r2. 

tEJ 1 

= sup llu(. ,t) llfí 
tEJ 

(x,t) I 

Nestas definições, quando nao estiver explicitado, i assume 

ora o valor 1 ora 2, conforme o domínio em que se está trabalhan-

do. As mesmas se esteridern de modo natural às definições de 

normas sobre partes das fronteiras corno, por exemplo 

(o. 5) 

= L: 
i=l,2 

= L: 
i=l,2 

11 u (i) 11 

A o,r. 
l 

= 

(i) (i) 
( u ( · , t) , u ( • , t) ) A o,r. 

l 

2.1. LIMITANTES DA SOLUÇÃO 

Para obter limitantes da soluç~o do, sistema 

( l. 5) do capítulo ... a1 sua também forrnulaç~o I, em 

( 1.1) 

varia-

cional (1.7), reescrevemos esta formulação substituindo a 

funç~o qualquer v(x,t) do espaço V (também aí caracteriza-

do) pela própria soluç~o u(x,t). Como é, aliás, usual. É talvez 

conveniente ressaltar que iremos aqui assumir tanto a existência 

quanto a unicidade da solução desejada, para, na parte final do 
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capítulo, verificar estes resultados. 

Obteremos, então: 

2: 
i=l,2 

au (i) (i) + ( (i) (i) (i)) 
< at ,u >o,~. a u ;u ,u + 

+ ( (i) (i) ) 
y u ,u 

l 

o,r.A 
l 

= 

Usando a notação do produto interno em V que refine as "paE 

tes" de u(x,t), teremos: 

~u ( ) (3t,u> 0 ,?2 + A(u;u,u) + y u,u -A= 
o,r 

A = ( Q, u) 0 f2 + y < e , u > -A 
' o , r 

onde, obviamente, o operador A(u;v,w) e bilinear nas variáveis v 

e w, visto que A é dado por 

( 1.1) A(u;v,w) = L: 
i=l,2 f 

(') (i) (i) 
a(t,u 

1 
(x,t)) íJv (x,t) • íJw (x,t)dx . 

~i 

A equaçao anterior pode ser reescrita como 
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1 d 2 2 
2 dt llu(. ,t) 11 0 ,fí +A(u;u,u) + y llu(. ,t) 11 -A = 

o,r 
( 1. 2) 

A 
= ( Q I u) o In + y ( 8 I u } -A 

o,r 

A pu.rtir daqui, podemos introduzir algumas exigências 

de regularidade: vamos impor condições sobre A(w;v,v) (ou 

sobre a (w) ) que parecem ser bastante razoáveis dá· .. ponto de 

vista físico, além de serem usuais na literatura sobre o 

assunto. Citando apenas alguns autores remetemos o lei-

tor a Duvaut e Lions [17], Douglas, Dupont, Cannon e Ewing 

[14] e [15] , Zlamal [50], Chavent e Lemonnier [10] , Aronson [ 2 

e Browder [ 5 ] • Assim respaldados, estabelecemos as condições a 

serem impostas - e que farão parte de nossas Hipôt~~~~ d~ R~gut~ 

'1idadc: 

(1.3) 

ou 

e também 

a(t,w) 

E V , 

< ~' 'IJw E V , 

>.11 (v(·,t)) 11
2 

x·o,S'í 
< 

< A(w;v,v) < 
2 

~ 11 (v(· ,t)) 11 , 'rlt E J , 
X 0 ?í , 

'r/v E V , 
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{ 

la<w(i) - a(v(i)) I < Kilw(i) 

\lw,v E V(*) 

(i) 
- v I , i=l, 2 

Usando estas desigualdades, voltamos à equaçao {1.2) para ob 

l d 2 2 2 
2 d t 11 u ( · , t) 11 O ~ + À 11 ( u (. , t) ) 11 + y 11 u ( . , t) 11 _A < 

' x o,fí o,r 

A 
< IIQII 0 - llu(.,t)ll

0
;::, + ylle 11 -A llu(.,t)ll -A, 

,n ,~. o,r o,r 

ou ainda 

para 

d 2 2 2 
dt 

llu(.,t)ll
0

- + 2À ll(u(.,t)) 11 + 2y llu(.,t)ll -A< 

2 
< --4E o 

E 
o 

,n x o,?í o,r 

2 2 
llu(. ,t) llo,n + 2E IIQII - + 

~· o o , S1 

estritamente positivos. 

Agrupando convenientemente os termos da desigualdade e inte-

grando de O a t, tE J, teremos: 

(*) Do ponto de vista físico, o significado de (1.3) ou de (1.3') 
é que: se a condutividade (a rigor, a difusibi1idade) não es
tiver dentro de determinada faixa, o modelo não é adequado; 
(1.4) impõe que a condutividade varia Lipschitz continuamente 
com a temperatura. 
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llu(.,t)ll
2

-- llu(.,O)II
2

- + 2\ Jt ll(u(.,r)t 11
2 dr o,n o,n 0 x o,n 

J
t 2 

+ ( 2 y - 2yE 
1 

) 11 u ( • , r ) 11 _ d r .2. 
o o rA 

I 

Usar~Ds a seguinte relação (e a notação implicitamente definida) 

c ( t) 

+ llw 11 2 
< C(T) = 

o O,~ 
c I 'o't E J I 

e, então, teremos 

2 Jt 2 llu(. ,t) 11
0

,;:; + 2\ 11 (u(. ,r)) 11 
~G 0 X 0 1 ~ 

t 
+ (2y -Jyt:: 1 ) J

0 
llu(. ,T) 11 -A dr < 

o,r 

< 
1 

2E 
o 

f
t 2 

11 U ( • 1 ) 11 o I ~ dt + <r o 

J o 

dr + 

Do lado esquerdo desta desigualdade eliminamos alguns termos 

positivos (bastando escolher t::
1 

convenientemente), para obter (do 

jeito certo a se poder usar o lema de Gronwall): 

2 1 
11 U ( • 1 t) 11 o - < <r + ,st 2t::

0 

2 
llu(. ,r) 11 0 ~ dr. 

I 
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Com o lema se obtém, então, o resultado procurado que é 

( 1. 5) 
2 1 

llu(.,t) no,s:í < c exp(~ T) I \t't E (O,T] 
o 

isto é, para qualquer tE J, a solução do problema estudado é li 

mitada por uma constante que depende dos dados. 

2.2. ESTIMATIVA A PRIORI PARA O MtTODO DE GALERKIN CONT!NUO 

NO TEMPO. 

A obtenção destas estimativas segue o mesmo caminho de pro-

vas análogas publicadas em diversos artigos citados no parágrafo 

anterior. A diferença que distingue a prova abaixo, bem como a do 

parágrafo seguinte, é a presença de termos não nulos em trechos 

da fronteira (são aqueles relativos a perda de calor por convec-

ção) . As dificuldades provenientes da não-linearidade do sistema 

serao contornadas pelo uso das hipóteses de regularidade. 

Partiremos da formulação (1.7) do Capítulo anterior, a saber 

i =1,2. 

Reescrevemos esta equação usando a notação apresentada em 

(0.1): 
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( 2. 1) 

r (~~ ,v) 0 ~ + A(u;u,v) + y(u,v} ~A= 
~ ' o, r 

l A 
= ( Q 1 V) O ~ + Y ( e 1 V } ~A 

I o I r 
\/v E VI • 

Ainda com a mesma notação, reescrevemos o sistema não-linear de 

equaçoes diferenciais do capítulo I, (2.2) 

(2.2) 

( 2 • 3) 

A 
= (Q,'P)o ?2 + y< e '"" > -A 

' o , r 

\11,0 pertencente ao subespaço Wh, de dimensão finita N. 

Subtraindo agora esta equaçao daquela, obtemos: 

+ y ( u - uh , 'P > ~A = O 
o,r 

\11,0 do subespaço Wh . 

No lugar desta "IP qualquer" de Vh, usaremos 'P =(u-uh)+(cl>-u), 

com ci> arbitrário em V h. Corno 'P = ci> - uh , então esta função é de 

Vh , e podemos escrever a equação (2.3) para este caso, obtendo 
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1U ~ 
(l _' h dU aUh 

( 3 ~ - a t ' u - uh ) 
0 

r, + ( -:~it - a t ' cp - u) ~ + 
,aG O,D 

+ A ( u ; u , u - uh) + A ( u ; u , cp - u) -

+ y < u -uh , u -uh ) ~A + y ( u -uh, clJ - u ) = O 
o,r o,rA 

ou ainda 

1 d 11 2 + ( 3 u - a uh 
2 dt u(.,t)- uh(.,t)ll ~ at --at' clJ-u) + 

0,~2 o,n 

+ A ( u ; u , u - uh ) + A ( u ; u , clJ - u) - A ( uh ; uh , u - uh ) 

2 
- A(uh ;uh, cp -u) + yllu(.,t)- uh(.,t)ll ~A+ 

o,r 

+y(u-uh, ciJ-u) =O. 
O,fA 

Integrando esta equaçao na variável temporal, teremos 

para t E J: 
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1 r t d 2 + f to a a uh llu(.,r) -uh(.,r)ll _dT (~- ,<I> -u) _dr + 
2 ; 0 dt o,r2 at at o,r2 

( 2 • 4) 

( u - uh , <I> - u ) -A dr = O 
o,r 

•rrubzllharemos com esta equaçao por pedaços: 

Inicialmente, 

d 2 
d t 11 u ( • , r ) - uh ( • , r ) 11 _ d T = 

O,Q 

1 2 1 2 = 
2 

11 u ( . , t) - uh ( • , t) 11 ~ - 2 11 u ( . , O ) - uh ( • , O ) 11 _ 

O,Q O,Q 

e também 

= [ A ( uh ; u - uh , u - uh ) + A ( uh i u - uh , <I> - u) ] + 

+ [ A ( u ; u , u - uh ) + A ( u ; u , <I> - u) ] -

- [ A ( uh ; u , u - uh ) + A ( uh i u , <I> - u) ] 
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Além destes, usando integração por partes: 

I t ( -~ ( u - u ) <P - ) d'r = 
0 ót n ' u O,~ 

= 

= 

~ 

i=l,2 f
. Jt 2 (u (i) 
n. 0 at 

l 

u~ i ) ) • ( <P ( i ) - u ( i ) ) d r dx = 

~ f [ ( u ( i ) - u~ i ) ) ( <P ( i ) - u ( i) ) ] ~ dx -
i=l 1 2 ~t • 

~ 

i= ,l~,2 Jfn. Jto < > < > "' < > (') ~~ JG ( U i -Uh i ) d ~ ( <P i - U l ) dr dX 

l 

Usando e>st.J.s três -equaçoE·s: acima em (2.4) obteremos: 

1 2 Jt 
2 11 ( u - uh ) ( • , t) 11 _ + 

0,~ o 

+ y J: lu(.,T) 

1 2 J [u(i) -u(i)] ["'(i) - u(i)]Ot = 2 11(u-~)(.,O)II ~+.L: n -v dx 
o,~ 1=1,2 ~i 

(2 .5) 

- A(~;u; <P-u) }dr - y JOt L: r (u(i)_~i)) (<P(i) -u(i) )drdy 
i=l,2 )~ 

l 
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A desigualdade procurada vai ser obtida a partir desta igua! 

dade, trabalhando-se sucessivamente com suas parcelas. Começare-

mos com o fato óe ser o operador A definido positivo, usando em 

(2.5) a desigualdade 

r
t 2 

À ll(u-u) (.,r)ll dr< 
Jo h x o,~ 

< rt A ( uh ; u - uh , u - uh) d r 
J o 

IJt E J 

ou, tomando t = T, 

2 JT ( i ) À 11 ( u - uh ) . 11 ~ < 
0 

A ( uh ; u - uh , u - uh) d T • 

X 0 'stT 

(i i) 

< 

+ 

Além desta, pela ordem 

I r. 
i=l,2 

L. 

i=l,2 

i=l,2 

( 
(i) 

u - (,f,<i>- <i> o I '*' u ]t dx < 

II(<P(i) -u(i))(.,t)ll
0

,n. ll(u(i)_u(i))(· t)ll + 
~G h I o 1 $t , 

l l 

II(<P(i)_u(i))(.,O)II ll(u(i)_u(i))(.,O)II < 
O,~. h O,st. 

l l 

+ 4 ~ 1 11 ( u ( i ) - cp ( i ) ) ( . ' O ) 11 ~ ' st i + ô 111 ( u ( i ) - u~ i ) ) ( . ' O ) 11 ~ ' st / < 
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1 2 
+ 2 11 ( u - uh ) ( • , O ) 11 

0 
, D onde se fez 6 = 

o 
1 
2 

(iii) rt L f (u(i)_u(i)) a (<I>(i)_u{i))dxdrl < 
Jo i=1,2 ~. h at 

l 

< 1j
0
t L: {ll(u(i)_u(i))(.,T)II 112. (<I>(i)_u(i)(., )11 }drl < 

i=1,2 h O,~i at O,~i 

1 (i) (i) 2 a (i) (i) 2 
. L:

1 2
{4611(u -uh )(.,r)llo,~.+6 0 11at (<I> -u )(.,r)11 0 ~Jdr 

l= , o l , l 

J
t 1 2 a 2 

= o [ 4oo ll(u-~) (.,T)IIO,D + ooll at (<I>- u) (.,r)llo,n ]d-r < 

< 1 Jt 2 1 a 2 
_ 2 

0 
11 (u- ~) (. , r) 11 0 , D d-r + 2 11 at (<I> - u) 11 0 , DT onde 

também 6 
o 

1 
=-

2 

I Jo
t 

( i v) A ( uh ; u - uh , <I> - u ) d -r I = 

< J.l J t 11 ( u - uh) 11 ~ 11 ( <I> - u) 11 d r < 
o X O,~ X O,Q 
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J
t 2 1 Jt 2 < J.l {o 

2 
11 ( (u - u ) ) (. , T) 11

0 
- dr +- 4 ~ 11( ( 4l - u) ) (.,r) 11 - dT} < 

0 h X t Ç.l u 2 O X 0 1 Ç.l 

< Jl 0 2 J t 11 ( u - uh ) ( . 1 T ) 11 ~ --: d r + _J.l_ 11 ( <P - u) 11 ~ ?í 
o X IS'l 462 X I T 

Para majorar os fatores 

UI u - u ) 
h 

A ( u ; u 1 . <P - u) - A ( uh ; u 1 <P - u) 

e 

serao usadas as definições de 

ln(v) m~ = 
X ~~ 

sup sup sup 
j.::_d 

Clv(i) 
I Clx. (xlt)l, 

e de 

i= 1 I 2 ( X , t) E ~2 . X J 
l J 

llw(i) 11~2. 
100 

=sup llu(i) (. 
1
t) 11 01 ~2. 

lT tEJ 1 

bem como a suposiç~o em (1.4). Ent~o 1 

< L: {K. 
i=ll2 l 

sup 
(x

1 
t) E st. x J 

l 

sup 
j.::_d 

au (i) (x, t) I Jt f I u (i) -u (i) li (u (i) -~i) Jx I dxdd 
ax. 

0 
n. h 

J l 
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< {C 111 ( u) 111 ~ 
3 X r.l Jo

t 1 (') (i) 2 
L: { ~ 11 ( u 

1 
- uh ) ( · , T ) 11 O , r.l . + 

co,co i=l,2 3 l 

(.) (i) 2 
+ 6 3 11 ( ( U 

1 
-Uh ) X) ( • , T) 11 O 'S1. } dT , 

l 

onde cc
3 

= máx{K
1

,K
2 

}. Esta Última parcela - continuando a desenvolver 

a inequação, é inferior a 

1 Jto 2 cc 3 111(u))l~ {
463 

ll(u-uh)(.,r)ll
0

,r.l dT + 
~~ 

(\' , 00 

J
t . 2 

+ 6 3 0 
11 ( ( u - uh) ( . , r) ) x 11 

0 
' r.l dr } • 

Em resumo, a desigualdade obtida é: 

rt 
I J 

0 
[ A (ui u, u -uh) - A (uh i u, u-uh) ] dr I < 

J
t 2 

< CC 3 111 ( u) XIII ~co , co 63 0 
11 ( ( u - uh) x) ( • , T ) 11 0 , ~ d r + 

CC rt 2 + _3 111 ( u) 111 - 11 ( u - uh) ( • , r ) 11 
0 

, ;:; d r . 
46 3 X r.lco;co Jo ~· 

Analogamente, obtém-se 

(vi) !J: [A(u;u,~ -u) - A(uh;u; ~- u)]drl < 
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CC 
+ ~ 111 (u) 111 ~ 

u 4 X Ç2 
oo,oo Jot ll(u-u )(.,r)11 2 ~ dr. 

h O,r.l 

Finalmente, 

( v i i ) j-y f t . _L r ( u ( i ) - u~ i ) ) ( <P ( i ) - u ( i ) ) d y d T < 
o 1-1, 2 Jr. A 

l 

< Y Jto L J [ lu(i) -u~i) I·I<P(i) -u(i) IJdydr-
i=l,2 r~ 

L: 

i=l,2 

l 

r
t 2 2 

< y o 5 11 ( u - u ) ( . I T) 11 dT + _l_ 11 <P - u 11 
Jo h o,rA 46 5 ~A 

o,rT 

Reunindo estas desigualdades (i)-(vii) à de (2.5), obtém-se 

1 2 Jt 2 
2 11 ( u - uh ) ( • , t) 11 0 , S'2 + À 

0 
11 ( ( u - uh ) x) ( • , T ) 11 0 , ~ d r + 

J
t 2 

+y ll(u-uh)(.,-r)ll ~AdT < 
o o,r 

2 
+ 0 1 11 ( U - Uh) ( • I t) 11 o I ?í + 

f
t 2 

11 ( u - u ) ( . , r) 11 ?', dr + 
0 

h o,~G 
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J
t 2 

+ y o 
5 0 

11 ( u - uh) ( . , T ) 11 _A + 
o,r 

+ K
5 

11 u - q, 11 ~ + K
2 

112_ ( u - q,) 11
0
2 D- + 

D,co 3t , T 

( 2. 6) 

onde 

Agrupando convenientemente parcelas afins, teremos: 

1 2 ( 2 - o 
1 

) 11 ( u - uh ) ( . , t) 11 _ + 
O,D 

CC 111 (u) 111~ 
3 x n Jt 2 

4 0 
oo co ) 11 ( ( u - uh ) ) ( . , r ) 11 _ d r + 

3 o X O,D 

+ y ( 1 - o r.: ) J t 11 ( u - uh) ( . , ·r ) 11 
2 

_A d T < 
J o o,r 

fto 2 < K 
0 

11 ( u - uh) ( . , r) 11 O ' D dt + 

2 a 2 + + K1 llu - q,ll- + K
2 

11 "'t (u- q,) 11 -
D,co o O,nT 

K 
o 

= + 

CC 4111 ( u) ~ IIJ S'í 
00 co 

464 
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K3 = _]J_ + a: 
4 

6 
4

111 ( u) )I _ 
462 

~ 
QtJ,oo 

K4 = y 

465 

e onde 
2 

11 (u -uh) (.,O) llo,S1 foi majorado por 
2 llu -qJII-n 00 
. ' 

Uma escolha cuidadosa dos 6's nos leva à existência de ter-

mos estritamente positivos à esquerda do sinal da desigualdade. 

Então, mantendo a inequação, poderemos eliminar ora este, ora 

aquele para obter: 

K 
o 

Pelo lema de Gronwall, teremos 

( 2. 7) 

isto e 

(2.7') 

2 
11 ( u - uh) ( · , t) 11 0 , ~ 

2 
11 ( u - uh ) ( . , t ) 11 0 , S1 < 

K T 
< Kl e o 

Vt E J. 

, \-lt E J , 

+ 
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~ ~ 

onde ~ , K e K
1 

sao: 
a o 

e 

K 
o 

2K = __ Q_ 

~ 
a 

1 - 2o 
1 

Combinando (2.6) e (2.7), resultados do mesmo tipo são obti-

llu -uhll 2 , e chega-se a 
o r A , T 

11 ( u - u ) 11 
2 ~ < ~b { 11 u - <1> 11 ~ + 

h X o , S2T ~2 '00 
( 2 • 8) 

e 

( 2. 9) 

a 2 2 + 11- (u - <1>) 11 0 ;::; + 11 (u - <1>) 11
0 

~ } 
()t ,~,T X ,:llT 

As constantes 

< ~ {llu-<1>11~ + 
C ~2,oo 

2 + ll(u-<1>) 11
0

;::;} 
X 1 ~'T 

e ~ nao dependem de h, embora de
c 

pendam dos dados do problema e de 111 (u) }1 f2 • Assim, o resultado 
00 00 

' 
obtido indica que as aproximações obtidas por este esquema depen-

dem de quão "bem" Vh aproxima V. Resumindo, o resultado aqui 
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obtido foi: 

PROPOSIÇÃO. Para u e uh respectivamente soluções de (1. 7)- (1.8) 

e de (2.2), ambas referências do Cap. I, existem constantes Ir , 
a 

!rb , ~ independentes de t E J , e dependentes dos dados do pro

blema(*) ede llt-(u))lfí taisquevalem (2.7),(2.8) e (2.9). Ob-
oo,oo 

viamente, 4' não é mais uma "qualquer" de Vh e sim a melhor aprQ 

ximaçiio possível de u E V em Vh . 

2.3. ESTIMATIVA A PRIORI PARA O METODO PROPOSTO 

CHANK-NICOLSON/PREDITOR-CORRETOR 

Como no parágrafo anterior, vamos partir das formulações fr~ 

cas do problema da temperatura e de suas aproximações via Crank-

-Nicolson/Preditor-Corretor. Copiaremos estas formulações do Cap. 

I, (1.7)-(1.8) e (3.4)-(3.6): 

( 3. 1) 

com a condição inicial 

( u, v ) ~A = 
o,r 

IJv E V 

(*) dados do problema: d, N, À, ~' T, K
1

, K2 e medidas de ~l e ~ 2 . 
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(i) (i) 
(u (xfO)fv (xfO))Ofs-2. = 

l 

(w~i) (x) fv(i) (xfO)) 
0 

fs-2. 

l 

'r/v E V 

que definiu o sistema de EDP. O esquema discretizado no espaço e 

no tempo obtido foi: 

Para o valor p~ed~~o: 

( 3. 2) 

UJJ
n+l* + 0 n 

) + A(un,. ) 
'Pk - 2 f 'Pk 

Off2 

'P ) 
k offA = (Q[ n+l/

2
]' 'Pk) - + 

Ofrl 

A 
+ y< 8[n+l/

2
1 f 'Pk > -A ofr 

das bases de vl e v2 
h h 

com a condição inicial 

N 
L: 

j=l 

e para o valor co~~~g~do: 

= (w~i) (x) f 'Pk (x)) _ 
Ofrl 



( 3. 3) 

í 

" 
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un+l t un 
,'Pk) ~ A(u (----- + 6t 

o,~ 

0 n+l + un 
,'Pk) ~A + y ( 2 

o,r 

+ Y < eA 'P > n+l/
2 

' k ~A o,r 

e para n=l,2, ... ,N . 
p 

n+l* UlJn IIJJn+l + un + 
I !p k) 2 

-
2 

(Q[ n+l/
2

] = ,'Pk) ~ + 
O,st 

Voltamos agora a (3.1) adaptando-a ~s formas de (3.2) e (3.3), 

escrevendo, num intervalo de tempo [tn,tn+l] as diferençcs dessas 

formas para o valor correto como e (onde 
n 

u =u(.,t)): 
n n 

U - u u +-u 
+1 + n+l n ( n n +e ,'P) + A(u e · +e ,'P) 
6t n(l) o,S2 n n( 2 )' 2 n(J) 

( 3. 4) 
u +u 

+ y ( n+l n +e t'P ) = (Q[n+l/
2

] ,!p) + 
2 n ( 4) o rA o,~ I 

+ y < eA 
[ n+l/2 ] I 

!p } 

O,fA 

'du un+l - un 
Aqui temos e = e, portanto, e n é da o r 

n ( 1 ) a t 6 t · ( l) 

dem de (6t)
2 

-considerando apenas a influência da discretização 

da variável tempo. 

e e e de 
n(3) n(4) 

Semelhantemente, temos e 

2 
o(6t.). 

de o(6t) bem como 
n ( 2) 

Fazendo (3.4) menos (3.2) a igualdade resultante e: 
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( _ UJJn+l*) _ (u _ 0 n) 

( un+l n 
-------':""7"-----"c::..--- +e , cp ) + 

L'lt n(l) k o,s-2 

li 1 + li 

+ A(u +e n+ n 
n n ( 2) 2 

un+ 1 * + UJJn 
n 

I'/) k) - A(U ; 
2 

+ 

+ y 

Para aliviar a notação, usaremos 

z = u(.,t) - UJJn = u - un 
n n n 

n* =u(.,t) -(]J 
n 

-
z* 1 

n+2 

= li 
n 

+ e ,cpk) -
n ( 3) 

n* o 

+ e , 
n ( 4) 

cp ) = o 
k O,fA 

E ainda, mais adiante 

( 3. 5) 

z 1 
n+-

2 

= z 1 
[n+2 

O sistema acima se torna, nesta notação: 

z - z 
( *n+ ~ t n +e , cp) _ + A ( u +e ; u[ +l/ ]+e , 'f' ) 

n ( 1) O n n ( 2) n 2 n ( 3) 
'~ 

= o ' Vcp E vh . 
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Para obtermos as estimativas a priori desejadas, vamos usar, 

no lugar da ~ E Vh , a função também arbitrária 

~ = z*n+l/2 + (Ü-u)[n+l/2] = 

= 1 [ u - un + 1 * + u - UJJn J + 1 [ u - u + u - u J = 
2 n+l n 2 n+l n+l n n 

= 

onde u e, por enquanto, arbitrária, para vir a ser a melhor apro-

ximação de u em Wh . Antes de usar em (3.5) esta função~, va

mos "trabalhar" convenientemente os termos em que surge o opera-

dor A: 

n+l* n 
( ) _ A(UJJn,. U + U ,~) A u +e ;u[ +l/ 1+e ;cp 2 y = 

n n( 2 ) n 2 n( 3 ) 

UJJn+l* n 
- A (llJJn; + U , ~) +A ( u +e · u +e ,~) = 

2 n n( 2)' [n+l/2 1 n( 3 ) 

n - - n - -
= A(U ;z*n+l/2'z*n+l/2) + A(U ;z*n+l/2'(u-u)[n+l/2]) 
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+ A(u +en ;u[ n+l/], I{J) +A(u 
n (2) 2 n 

n 
- A(U; u[n+l/] ,I{J). 

2 

+e ; 
n(2) 

e ,1/J) -
n ( 3) 

Esta relação, usada em (3.5) fornece, seguindo passo por pa~ 

so: 

+ Y ( z *n+l/ ' z * 1/ ) A = 
2 n+ 2 o f r 

2 *n+l - 2 n 
+ ( i\t. ' (u-Ü) [ +1/ ] ) ~ + A (l(]'n; z*n+l/2 '(u-Ü) [ n+l/2)) 

n 2 O, S2 

n n + A(l(]' ;e ,I{J) - A(l(]' ;e ,I{J). 
n(3) n(3) 

Dadas as características de A(w;I{J,I{J) tem-se: 

1 2 1 2 
+ ><li (z*n+l/2) 

112 + 
112 *n+l 11 o,n --- llzniiO,Q 26t 26t x o,n 

+ .r 2 + .r 11 z 11 2 + .r (z*n+l' 2 n 
) llz* 1 11 ~A < 

4 n+ o,r 4 n O' rA 2 O,fA 
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- (e 1'P) -y (e 1'P) + 
n ( 1) 0 1 D n ( 4) 0 1 f A 

n - -
+ A (U ; z*n+l/

2 
1 (u-u) [ n+l/

2
]) + 

n 
+ A(IIJJ ;u[n+l/

2
] +e 1'P) -A(u +e ;u[ l/] +e 1<p) -

n(J) n n( 2 ) n+ 2 n(J) 

n - A(IIJJ ;e 1 <p) 
n ( 3) 

o que nos leva a 

1 2 +.r. 2 - 2 
2!\t llz* 1 11 llz* 1 11 ~-A + À 11 z*n+l/2 11 < 

4 - -n+ ols-2 n+ 011' x oln 

1 2 - .r. 11 z 112 - ::L <z* 11z > A < 26t llzniiOID + 
4 n O fA 2 n+ n olr 

I 

+ Ó~ ( 2 *n+l-zn 1 (u-Ü) ( n+l/
2

])0 
1
D + y ( z*n+l/ 1 (U-Ü) [ n+l/ ) ) -A 

2 2 olr · 
( 3. 6) 

-(e 1<p) -y <e 'P > -A +A(UJn;z *+1/ l(u-ii)[ +l/2 ]) 
n(l) ols-2 n(4) I OII' n 2 n 

+ A(liJJn;u[ +l/ ] +e 1 'P) -A(u -te ;u [ +l 1 ] +e . 'P)-
n 2 n( 3 ) n n( 2 ) n 12 n( 3)· 

n 
- A (lllJ ; e 1 'P ) • 

n ( 3) 
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Para majorar os termos em z*n+l procederemos com técnicas 

iguais ãs de outras majoraç6es;neste trabalho para obter sucessi-

vamente: 

(i) 1- 1_2 (z* l'z ) 
n+ n ~A 

o,r 

yE 
o 

< --
2 

11 11
2 + Y llz 11

2 
z* 1 ~A -8-

n+ O,f Eo n O,fA 

+ "
1 

11 z 11 ~ 11 ( u-Ü) [ 
11 

] 11 ~ 
ut n O,r2 n+ 2 0,r2 

E1 2 E1 2 
< llz* 1 11 +- llz 11 + 

~t n+ o,n ~t n o,n 

+ __ 1 A t 11 < u - ü> [ + 1/ J u2 ~ 2 t' 1 n 2 O, S2 

( i i i ) I Y ( z * n + 1/ , ( u- u) [ n+ 1/. ] ) ::A I 2. f I ( z* n + 1 ' ( u-ü) [ n + 1/ ] ) ~A I + 
2 2 o,r 2 o,r 

+ 1_ I ( z , ( u-Ü) [ +1/. ] ) ~A I < 
2 n n 2 O ,r 

(i v) 

< ! I (e , z* +1+z ) ~I + I (e , (Ü-u) [ n+l/ ] ) _I < 
2 n(1) n n O,r2 n(1) 2 O,r2 
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E3 2 E3 
llz 112 + _1_ lle 112 <- 11 z* 11 +- + 2 n-t 1 - 2 n o,~ 4E

3 n ( 1) O,st O,st 

+ _1_ lle 112 
+ E3 11 ( ü- u) [ 

11 
] 11

2 
_ 

4E
3 n ( 1) O,st n+ 2 O,st 

(v) 1-y(e ,~P>J 
n ( 4) 

onde se deixou de escrever um procedimento em tudo idêntico ao de 

(i v) • 

(vi) 

(vi i) 1-A(u +e ;u[ + 1/ 1+e · ,cp)+A(Un;u[ + 1/] +e ,cp) 
n n( 2 ) n 2 n( 3 ) n 2 n( 3) 

< J _ I a ( u +e ) -a (lDJn) J • I íJ ( u[ + 1 / ] +e ) • íJ~P I dx .S. 
S2 n n ( 2) n 2 n ( 3) 

< L: 
i=1,2 

K.J l -
sti 

lu +e -unl·líJ(u[ + 1 / 1+ e ) •íJ~P jdx < 
n n( 2 ) n 2 n( 3 ) 

< 



- 47 -

< i< f ( I z I +I e I > I 'V ( ul 11 1 + e > • \l'{J 1 dx • 
~ n n( 2 ) n+ 2 n( 3 ) 

Como u + e 
[n+l/2 J n( 3 ) 

corresponde a u(.,tn + 
6J> este último 

termo será majorado por 

í<lll(u) 111 {J~(Iz I +le I> (I (z* +l/) 1+1 ((u-u)[ l/ 1> j)dx} 
x S'2 n n n ( 2) n 2 x n+ 2 x 

co, 00 

< Klll(u)xlll~ {-1- llz 11
2 ~ 

~ 4t: n O,~ 
m,oo 6 

+ 

+ E
6 

11 z 11
2 

+ - 1-11 ( (u-u) [ l/ 1) 11
2 ~ + __!_ lle 11

2 
+ 

n 0,~ 4E6 n+ 2 X 0,~ 4E6 n(2) O,fi 

+ 4! 11 (u-Ü) [ n+l/ ] ) 112 } 
6 2 xo,fí 

= ídl ( u) 111 { 2 E: 6 11 ( z * 1 I ) 11 
2 ~ + (-

1- + E )11 z 11 
2 

+ 
X - n+ 2 X Ü 

1 
n 4 E 6 6 n O 

1 
~ 

)2 00 m oG , 

+ ( _l__ + c 
6

) 11 e 11
2 

+ -
1
- 11 ( ( u-Ü) [ l/ ] ) 11

2 ~} 
4E 6 n( 2 ) O,~ 2E 6 n+ 2 x O,~ 

Finalmente, 

+ jA(Un;e , (Ü-u) [ +l/ ] ) I < 
n(3) n 2 
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Voltando com todas estas desigualdades parciais à inequação 

(3.6), tem-se: 

( 3. 7) 

(~ 
26t 

1 
6t 

E: -
6 

)JE:7) 11 (z* 1. ) 112 - < 
n+ 12 x O,st 

1 yc2 yc4 2 
+ [ _r (- - 1) + -2- + -2-] 11 z 11 A + 

4 2E:o n o,r 

Klll (u) 111 r2 
X w 00 

11 - 11 
2 

2E:6 , ] ((u-u) [ n+l/2]) x 
O,st 

+ 

+ 

+ _l_ 11 e 11
2 + ( 1 + E: 

6
) Klll ( u) 111 - 11 e 11 

2 

2 E:3 n(l) O,st 4 E:6 X noo,oo n(2) o,n 

+ _JJ_ 11 (e ) 11
2 + _:r_ lle 11

2 

2 E: 7 n ( 3) X 0 ' ~ 2 E: 4 n ( 4) 0 ' f A 
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Multiplicando tudo por 6t e usando constantes escolhidas de 

acordo com a conveni~ncia, (3.7) se torna 

r1 
E36t 2 - rl - -2- ] 11 z* 1 11 + 2 n+ o,~ 

1 
E E2 E4 2 o + y6t(4 2 2 -) llz* 1 11 -A + 2 n+ o,r 

+6t[.\-JJ(E
5

+E 7 )-2KIII(u)xlll- E
6

]11(z* 11 > 11
2

_< 
stoo oo n+ 2 x O' s-2 

' 

1 E 36t. 1 2 
< [-+t: + -

2
- + 6t(- + E

6
)111 (u)xlllr; K] llz 11 + 

2 1 4E 6 ~Goo,oo n -O,s-2 

+ 6t A4 11 (u-u)[n+l/
21 

llo,rA + 6t A5 11 ((u-u)[n+l/
2

] >xll~'~ + 

2 2 2 2 
+ 6 t A

6 
[ 11 e 11 + 11 e 11 + 11 (e ) 11 + 11 e 11 A] • 

n(l) v,s-2 n(2) 0,~ n(3) X O,Q n(4) O,f 

Escolhendo E = 
1 

e colocando 

E'= (E
5 

+ E
7

)JJ + 2KIII(u) 111 t:
6

, teremos a desigualdade acima 
X ~ 

oo,oo 

na forma 

(l - C' 
6 t 11 11 2 + ~ 11 11 2 + 

4 c.. 3 -2 ) 2 * 1 - 16 2 * 1 -A n+ O,s-2 n+ O,r 

+6t(\-E')II(z*+l/) 11
2

_< (l+A16t)llzll
2 

+ 
n 2 X O,s-2 4 n O,Q 
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+ A
6 

.6 t [ 11 e 11 
2 + 11 e 11

2 + 11 (e ) 11 
2 + 11 e 11 

2 ] 
n ( l) 0 , ~ n ( 2) 0 , ~ n ( 3) X 0 , ~ n ( 4 ) 0 , f A 

Escolhendo agora e de modo a termos o coeficien 

te de 11 (~* l/ ) 11
2 

estritamente positivo, e assim habilitando 
n+ 2 X Ü, n 

este termo a ser dispensado, passaremos a ter, apõs tomar E 3 tal 

que E 3 At < i e multiplicando toda a desigualdade por 8: 

( 3. 8) + ll(u-ü)[n+l/2JII~,rA + ll((u-ü)[n+l/2J)xll~,n1 + 

+ 

2 2 
+ 11 (e ) 11 + 11 e 11 A 

n(J) X 0,~ n(4) O,f 

Desta desigualdade e da anterior tiramos, com constantes coe 

rentes, as seguintes: 



(3.9) 

e 

(3.10) 
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. 2 

r
llz* 1 11 ~ < 

n+ O st 
I I 

1 3 
+ o(flt ) , 

'-

llz* +lll ~A .:_c2 {11z 11 ~ +llz 11 ~A +li (u-u)[ l/] 11 ~ + 
n o,r n o,n n o,r n+ 2 O,st r 

2 2 2 - 2 

l + ll(u-Ü)[n+l/ 2 ]11~ fA +l((u-Ü)[n+l/
2
])}

2

0 
s:/ +o(flt

2
) 

I I 

(3.11) 
2 

ll(z* -
1

) 11 <expressão como em (3.10). 
n+l 2 x O,st 

E quanto aos valores corrigidos, ou seja, para z = u -un-l? 
n+l n+l 

Para obter estimativas globais, voltemos a (3.1) adptandoesta foE 

mulação para a de (3.3), subtraindo em seguida esta daquela adap-

tação: 

( 3 .12) 

onde 

u -u 
( n+l n +e ,"' ) +A( + + ) 

fi ..- u [ n+ 1/.2] e ; u,. 1/. ] e ''Pk t n(S) k o,~ n( 6) Ln+ 2 n(?) 

para n = 1,2, ... ,N 
~ p 

e , e , e bem como e 
n(S) n(6) n(7) n(8) 

sao 2 
o(flt ) . 
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Efetuada a diferença, e já na notação dos z's temos: 

z - z 
( n+ 1 n + e , <.p ) + 

llt n(S) k o,~ 

( 3. 13) 
u +1 + u 

A ' n n + e 
+ ' 2 n( 6 ) 

U +u 
n+l n 

2 +e ,<.pk) -
n ( 7) 

l[]Jn+l* + l[]Jn 
A ( 2 

z +z 
n+l n ) = 0 2 ,<.pk ~A • o,r 

usaremos, no lugar da <.pk arbitrária da base de Vh , a 

çao qualquer de Vh dada por zn+l/
2 

+ (Ü-u) [ n+l/
2 

1 

Observemos que 

<.p = zn+l/2 + (Ü-u)[n+l/2] = (Ü -l[JJ) [ n+l/ J E Vh ' 
2 

fun-

visto ser n. Ü "qualquer" ã.e Wh destinada a ser a melhor apro-

ximação de u E W no subespaço Vh. Então esta satisfaz (3.12)\ 

e (3.13), e podemos seguir de modo semelhante àquele usado na ob

tenção das Estimativas de (3.9)-(3.13). Assim: 

+ y ( z z ) = -A(u,. +e 
n+ 112 ' n+ 112 ~ L n+ 1/2 ] n ( 6) 

0 I 1~-

+e 
n (7) 

mf+l* + mf mf+l* + mf 
+ A ( 2 ; ~ n+ 1/

2 
] ' 'P ) + A ( 2 
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zn+ 1 - zn -) ) + 
- (en ' ~P) ~ + L'lt '(u -u [n+1/2] o,?2 

(5) o ,n 

mP+1* mf 
- A(~ ] +e ;~ 1/.] +e ,~P) -A( + 

Ln+1/2 n(6} Ln+ 2 n( 7} 2 
e ,z 1;. ) + 

n(7} n+ 2 

w+ 1 * + tr .r+ 1 * ur 
+A( ·e (u-u) ) +A( + zn+1/.2'(u-u)[n+1/.2]} + 2 ' n( 7}' [n+1/2 1 2 

- (e , IP) ~ - y ( e , IP > [A 
n(S) O,r2 n(8) O, 

ou ainda 



- 54 -

z - z 
( n+1 n 

L'lt ' 

z 1 + z n+ n ----) + 
2 

0,~ 

y ( z z } 
n+1/2 ' n+1/2 O, rA 

rr+l* +mf 
=A( 2 ;u,.n+l/2] + en(7),'P) -A(u,. ]+e ·u,. ]+e ,'f!) L L n+ 1/2 n ( 6) ' L n+ 1/2 n ( ?) 

(3.14) 
n+1 * +Un 

A (l[]J -----::::--...:_ 
2 

e , z ) + 
n(?) n+l/2 

z - z 
+ ( n+l n 

L'lt ' (u-u)[n+l/ 1) ~ + 
2 o,~ 

+ y ( 
z 1 +z 

n+ n ) 
2 I ( u-u) [ n+ 1/2] o' rA 

-(e ,tp) - y (e ,'{!) ~A. 
n(S) O,~ n(8) O,r 

como antes~ vamos trabalhar os sucessivos termos até voltar a 

uma desigualdade mais conveniente. 

(i) 
z - z z +z 

( n+1 n n+1 n) 
L'lt ' 2 o,n 

1 2 2 = 2 At [ 11 2 
1

11 - 11 Z 11 ] 
u n+ o,n n o,n 

(ii) .\11 (zn+l/ ) 11
2 

2 x o ,n 
2 n+l/ ' 2 n+l/ ) I 

2 2 
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(i v) 
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y(zn+1/21zn+1/2) 
o r:A 

= Y llz 1 11
2 

A+ Y llz 11
2 

A + 
4 n+ olr 4 n olr 

I 

+ y2 ( z +1 I z ) -A 
n n olr 

u:Jf1+ 1 * +nfl 
IA<- 2 ;u[ +11 1+e ;IP)-A(u,. +11 1+e ;u,. +11 1+e 1 IP) I < 

n 1 2 n( 6) L n 1 2 n( 5) L n 1 2 n(6) 

. r «Jf+ 1 * +u:Jf1 
.:::_ _ la<---2--)-a{u[ +11 1+e ) I IV(u[ +11 1+e ) •91P ldx 2_ 

1 ~ 2 n 1 2 n ( 5) n 1 2 n ( 6) 

a (i) i u +1 +u 
_:::_ sup sup sup I ~ (x, t) I _ K I n 

2 
n + e 

t . . x. , n (6 ) 
X 1 J · l J o6 

= lll(u) 111 
X -st 

< 111 (u) 111 
- X~ 

00100 

00100 

i 
z* 1 + z 

K I n+ 
2 

n + e li (IP) I dx 2. 
st n(6) x 

z +z 
[ K 11 _!n+ 1 n 11 + 11 e n 11 ] J 11 ( z n+ 

11 
) 11 _ + 

2 
O,s-2 (6) 01~2 2 X Olst 

+ ! 11 Z 11 -11 ( Z 1 I ) 11 - + !2 11 Z 11 -11 ( (U - U) ( + 1 I ) ) 11 _ + 
2 n O " n+ 12 x O st n O st n 1 2 x O st 

1o6 I I I 

+ 11 e 11 11 ( z +1 1 ) 11 + 11 e 11 _li ( ( ü-u) [ +1/. ] ) 11 } < 
n(6) o,?í n 12 X ol?í n(6) Olst n 2 X Olst 
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Klll (u) 111 
X ~ 

0. 
00 00 

1 2 2 
{-

4
- 11 z* 

1
11 + 2E 11 (z 11 ) 11 + 

E O n+ O 
1 
~ O n+ 12 X O 

1 
f2 

' 

+ (__l-_ + E 0 ) 11 z 11
2 + Eo 1 11 - 11

2 
8 (-2- + -8 ) ( (u -u) [ 1 I 1) ~ + 

C O 2 n O 
1 

S2 E O n+ 1 2 X O 
1 

Çt 

+ (21 ) lle 112 } • 
Eo n(6) 0,0. 

(v) 
n+1* + .,.n 

IA(u u 
2 zn+1/ '(u-u) [ n+1/ 1) I < 

2 2 

< pll(z 
11

) 11 ll((u-u)[ 
11 1

) 11 < 
n + 2 x O' S'í n+ 2 x O' 0. 

<pc
1

11<z 
11

> 11
2 +-

4
JJ ll(u-u)[ 

111
) 11 2 

n+ 2 X 0 'S2 E 1 n+ 2 X 0 'n 

n+1* n 
(vi) IA(w 2 + u e , (u-u) [ +

1
/ 

1
) I < (corno acima) 

n(7) n 2 

< IJE ll(e ) 11 2 + _l.l_ll((u-u)[ 
11 1

> 11 2 ~ 
2 n(?) X O,S'2 4E 2 n+ 2 X O,Q 

(vi i) 
n+1* 

0
n 

I -A (u 2 + e , z ) I < (também) 
n(?) n+1/2 

< JJ E 
3

11 ( z 
11 

) 11 2 + 
4 

JJ 11 (e ) 11 2 

n+ 2 X 0,~ E3 n(7) X 0,?2 
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z +z 
(viii) I y n+1 n - } / 

2 ' ( u-u) [ n+ 1/ ] ~A < ::lllz 
1

11 ll(u-ü)[ 
1

,
1

11 ~ 
2 n+ O,fA n+,2 o,[r-

( ix) 

2 o,r 

yE4 2 YE4 2 y 2 
< -2-11 z 111 ~A + -2-11 z 11 ~A +-4- 11 (u-Ü) [ n+1/2] 11 o' ~rA 

n+ O,f n Ü,f E4 

z 
1

+z 
1- (e '<.p) ~ / =I (e ' n+ 2 n) O D + (e '(Ü-u) [n+1/.] ) ~I~ 

11
(5) o,n 11

(5) I 
11 (5) 2 o,n 

< 
1 

lle 11 ~llz 11 + 1 11 ~ + !2 lle 11 llz 11 0 ~ + 
2 n n(5) O,D n ,H (5) o,n o,n 

+ li e 11 11 ( ü-u) 11 < 
11 (5) O,Õ. [n+1 /2] O,D 

Es 2 Es 2 1 _L)IIe 11 2 
< - 11 z 111 + 2 11 zn 11 O' D + ( 4E5 + + 

2 n+ O,D 4E5 n(5) o,u 

+ r511 (Ü-u)[n+1/2] ~~~,D 

c 
n ( 8) 

<.p > ~- AI 2._ Y I < e 
o,r 11 (8) 

z 1 + z n+ n --·--
2 

> ~ I + 
r A o 1 

+j 1 <e ,(Ü-u)[ +111 > ~AI< (comoacima) ... 
n(8) n 2 o,r 

E6 2 E6 2 Y 2 
11 z +1 11 ~A + y - 2 11 z 11 A + -2E 11 e 11 ~A + 2 

n o,r n o,f 6 11 (8) o,r 

2 
+,r Gil <ü-u)[n+1/21 llo,rA 



- 58 -

Reunindo todas estas desigualdades parciais em (3.14) ob 

tém-se 

2 :tllz 1 11
2 

- 2 : llz 11
2 

+>.ll(z +l/) 11
2 

_ +Y4 11z 1 11
2 

-A+ 
LI n+ O,S2 ut n o,S'2 n 2 X o,n n+ o,r 

+ 1 llz 112 A 
4 n O f 

f 

E5 2 2 
< -

2 
llz 

1
11 + (2E IK + E

1
).l+E)).l) 11 (z 

1
,) 11 _ + 

n+ O, Q o n+ '2 x O, st 

yE 4 yc 6 yc 7 2 z 1-z 
( ) 11 11 ( n+ n ( -) ) 

+ 2- +2- +-2- 2 n+1 -A+ f:..t -, u-u [ n+l/ ] -
o,r 2 o,D 

+ 

IK 2 IK IKE ES 2 
+ -4E- 11 z* 111 +(-+--o +-)llz 11 + 

0 n+ O,D 8E 0 2 2 n 0,?2 

YE4 yc6 2 
+ ( + _L8 ) 11 z 11 + -2 + 2 A 

E7 n O,f 

+ cr {ll(u-u)[ 
111

11
2 

+ll(u-u)[ 1/. 1 11
2 

A +ll((u-u)[ '/.]> 11
2 

} 
o n + 2 o , SI. n+ 2 o ,r n+.L 2 x o, ?í 

+ cr {lle 11
2 

+lle 11
2 

0 n(5) 0,~ n(6) O,st 
+ 11 (e ) 11 

2 
+ 11 e 11 2 } , 

n(7) x 0,~ n(8) A 
óG o 1 f 

K 111 (u) 111,., { l E6) onde IK = e cr = max y (-
4

- + E5 
X st o E4 

00 00 
f 

E 1 ).1 + _).1_ l IK 1 y 
IK (~ + ---) + ).1(- + E2) } . 

2 Se 4El 4c 2 2ES 2E
0 4E) 2c

6 o 

Agrupando termos semelhantes, teremos: 

l c5 2 2 
(-

2
" --

2
)11z 

1
11 _+ (;\-2ciK-).l(E

1
+E

3
))11(z l/) 11 + 

ut n+ o,n o n+ 2 X O,~ 
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1 
+ [ 26t + 

C 

5 + IK. ( _1_ + E ) ] 11 Z 11 2 + 
2 2 4E 0 o n O,~ 

_r + 'íE4 yt:6 2 IK. 2 
+ [- 2 + -2- + _:t_B ] 11 z 11 A + -4c- 11 z* 111 + 4 E7 n 0,f ~O n+ O,Q 

+CC {ll(u-Ü)[ 
111

11
2 

_ +ll((u-Ü)[ 
11 

]) 11
2 

_ +ll(u-Ü)[ 
111

11
2 

-A} 
0 n+ 2 o, n n+ 2 x o, n n+ 2 O, r 

+ CC { 11 e 11 
2 + 11 e 11 

2 + ll(e ) 11 
2 + 11 e 11 

2 } • 
o n(S) O,~· n(6) o,fí n(7) X o,fí n(8) o,~ 

Com as modificações evidentes, temos: 

z -z 
2 n+1 n -

+ y '6tll zn+ 1 11 O,-rA < 2llt( llt , (u-u)[ n+1/]) _ + 
2 o ,n 

2 2 
+ (1 +C2 tJ.t)llz 11 + c

3
6tllz 11 -A + 

n o,~ n o,r 

+ 26tC {11 (u-Ü)[ +
1
/] 11

2 
_ + ll{(u-Ü)[ 

11
]) 11

2 
_ + 

o n 2 O, Q n+ 2 x O, Q 

+ 11 (u-Ü) [ 
11 

] 11
2 

-A} + 2lltCC o(6t 
4

) + 
n+ 2 o, r o 

onde fizemos 
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À I = (À - 2E IK - )J(E1 + E
3
))•2 

o 

y' = (.r - ~( E4 + E6 + E
7
))•2 = 4 

(3.15) 1 
E 7) i = y(- - E4 - E6 -

2 

c2 = Es + IK (-1- + E ) 
4E

0 
o 

c3 y(- 1 
+ + + _1_) = E4 E6 2 4E 7 

e onde se usa o fato de serem é , e , e , e de 
n(S) n(6) n(7) n(8) 

2 
o(6t ) , e também onde se pretende usar a inequação (3.9) que 

majora 
2 

"z* 1 " _ • Assim: 
n+ O,s-2 

(1 -E 5 6t) "z 1 "
2 

+ À'L1t" (z + 1/) "
2 

+ 
n+ O, D n 2 x O, D 

z -z 
11 11 2 .., ( n + 1 n ( - ) ) 

+ y'L1t zn+1 O,fA < .:.6t 6t , u-u [n+1/2] O,~ + 

+ 

+ 11 (u-u) f 1 / ] 11
2 

-A} + o(6t
5

) + 
n+ 2 o, r 

+ L1tiK c
1

{"z 11
2 

+ llz 11
2 

A+ 11 (u-u)[ 
11 1

11
2 

_ + 
2Eo nO.~ n O,f n+ 2 O,D 
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+ 11 ( (u-Ü)[ l/]) 11
2 

~ + 11 (u-Ü)[ l/] 11
2 

~A 
n+ 2 x o, st n+ 2 O, r 

4 + o(6t ) , 

. (*) 
ou a1nda : 

(l-E
5

6t)llz 1 11 2 +À'6tll(z l/) 11 2 
+ 

n+ O'~ n+ 2 x O'~ 

+ y'6tllz 1 11
2 

-A 
n+ o,r 

z -z n+l n ~· 
< 26t( t ,(u-u)[n+l/

2
]) + 

O,st 

+ (1 + c 2At + C~6t) llz 11
2 

+ (C36t + c 3'6t)llz 11 2 ~A+ 
n O,~ n O,r 

+ 6tc 4 {11(u-Ü)[n+l/ 2 ]11~'~ + ll((u-Ü)[n+l/ 2 ])xll~'~ + 

Aqui, usamos 

Esta desigualdade vai ser reescrita de modo a ficar "no 

jeito" para a passagem à somatória em n. Deste modo, temos: 

(*) Podemos, para efeito de cálculos, considerar 

t só fazer as contas. 



- 62 -

(l-t:
5

t-t)llz 
1

11
2 

- (l+t:'i:'-t)llz 11
2 

+ 
n+ o,~ n o,~ 

+ À 1 6tll(z l/) 11
2 

+ y't-tllz 
1

11
2 

A 
n+ 2 X 0, st n+ 0, r 

(3.16) -y '6t 
z -z 

11 z 112 A < 2 At ( n+ 1 _Q_ ( -) ) + 
n o ,r - o i:'-t f u-u [ n+l/2] o,~ 

Novamente foi necessário trocar os nomes das constantes , 

da seguinte maneira: 

(1 + c
2
t-t + c26t + 6t) foi substituída por (1 + t:'i:'-t) 

e 

O próximo passo será o de passar-se à somatória em n, e, 

assim, de uma majoração local do erro, obtida em (3.9), (3.10) 

e (3.11), passar a uma majoração global. 

O resultado obtido é, então, da forma: 
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,. 
112 112 llzN + L'ltllzN + 

p 0,0. o rA p f 

N -1 

(3.17) 
p 2 + L'lt L: 11 ( z 1/ ) 11 < 
n=l n+ 2 x O, S'í 

< L'lt (termos da aproximação na variável x) + o(L'It
3

). 

Na realidade o que se deseja (sempre) é obter uma aproxi-

3 
maçao de ordem cada vez mais elevada - aqui, melhor que o(L'It ) . 

Neste caso o q~e se conseguiu foi isto. Melhorar esta aproxima-

ção não é impossível, obviamente, e depende do que se po-

de pagar analítica e computacionalmente. Um caminho possível p~ 

ra melhorar esta aproximação é o uso de métodos" ... -corretor-

-corretor" anteriormente comentados, e indicados, per exemplo, 

em Acton [ 1] , Cannon e Ewing [ 7 ] e Douglas e Dupont [13] . 

~ 

Enfim, voltamos a (3.16) e, prep~rando sua passagem a so-

matória, estabelecemos: 

Seja 

g(L'It) = onde E' > E:s >o (ver 3. 15) ; 

claramente O ~ g(L'It) < 1 e 
n 

O < n < g(L'It) < 1 , ~n , desde 

que L'lt seja suficientemente pequeno. 
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Em (3.16) vamos usar 

conforme a conveni~ncia: 

+ f] À I~ t 11 ( Z 
11 

) 11
2 + 

n+ 2 xo,~ 

g(~t)n h(C )n+1 
1+E'~t' 5 

y' g(~t)n+1 llz 1112 A 
n+ o,r 

n+1 z -z 
< 2~t 9(~t) ( n+1 n , (u-u) [ n+1/ 1) -

1 +E 1 ~t ~t 2' Ü, fl 

+ ~te{ 11 (u-ü> [ 
11 1 11

2 
_ + ll((u-ü) [ 

11 1 > 11
2 

_ + 
n+ 2 O,fl n+ 2 x O,fl 

+ 11 ( -) 11
2 } +o("t 4

) -t)"tllz 11
2 

u-u [ 11 ] -A u u 
n+ 2· O,I' n o,s-2 

Então, 

N -1 2 
~ {g(~t)n+1nzn+111 
~o o,n 

+ 

N -1 
p 

+ ll >..'~t l: 
n=O 

2 
11 ( z 1/ ) 11 + 

n+ 2 x O, S2 

N -1 
p 

{ (~t)n+ 1 11z 11 2 g(~t)nllz 11 2 - }< + y'~t L: -
(3.18) n=O 

g n+1 ~A n o, rA -o,r 
N -1 

p 
2~t 

z -z 
n+1 n -< l: g(~t)n( ~t ,(u-u)[n+1/21)o,n + -

n=O 1+E'~t 
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Desta formulação se obterá uma nova usando os seguintes 

resultados intermediários: 

(i) 

(i i) 

e 

N -1 
p 

L: 

n=O 

N -1 
p 

~~ 

n=O 

N -1 
p 

2 
= n 11 ZN 11 ~ 

P o 1 ~2 

llz 11
2 

o O,s-2 

. n+l 2 
{g(L'It) llz +lll ~A 

n o,r 
n 2 

g(L'It) llz 11 ~A} = 
n o,r 

= 
2 

11 zN 11 - 11 Z 11 A 

P ~A 0 o f ~r 
O T' 

f • 

n 
( iii) L: 

26t g ( L'lt) -
(zn+l-zn, L':.t (u-u) [ n+l/2]) O fst 

< 
n=O l+c' L'lt 

< 

+ 

+ 

< 

2L'It 

2 

l+c'L'It 

2 

l+t:'L'It 

N -1 
p 

L: 

n=l 

( n+l - ( )n -
g L'lt) (u-u)[n-1/2] - g L'lt (u-u)[n+l/2] 

(znf L'lt >offí 

( zN ' ( u-u) [ N -1/ ] ) ~ + 
p p 2 o,n 

(zo, (u-u)[ 1/21) o,~ < -

--
2
- { E A 11 ZN 11 

2 
_ + I- 11 ( u-u) [ N -l/ ] 11 

2 
_ + 

1 +c '6 t p O f st E A p 2 O, s-2 
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A 
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+ 
2Lit 

1+E'I.it 

E' llz 11
2 

+E' llz 11
2 

+ 
A Np O,~ A o O,Q 

+ 
1 

{ll(u-Ü)[
1

/ 1 11
2 

_ + ll(u-Ü)[N _
11 1 11

2 
_}+ 

2EA(1+E'I.it) 2 O,Q p 2 O,Q 

+ 1 

1+E'Lit 

N -1 
p 

E 
n=1 

llz 11 2 

n o,n 

N -1 
p 

E 
n=1 

+ 

(u-Ü) [ n+1/2] - (u-Ü) [ n-1/2] 
l.it 

2 

o I Q I 

Usando (i)-(iii) em (3.18), teremos: 

2 
N -1 

p 2 
11 11 ZN 11 ~ 

p O, S2 
l: 11 ( z +1/ ) 11 ~ + 

n 2 x O n n=O I uu 



+ 6t 

2EA(l+E'6t) 

N -1 
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N -1 
p 

L: 
n=l 

11 z 11
2 - ~t 

n O,~ 

N -1 
.~ H (u-G)[n+l/2] - (u-G)[n-l/2] 

n=l ~t 

N -1 
p 

L: 
n=l 

+ 

llz 11
2 

n o,?í 

+ 

+ 2t..tc Pí~ {H (u-GJ [ I J 11
2 

n=O n+l2 O,~ 
+ 11 ( ( u-u) [ 1/ ] ) "

2 
- + 

n+ 2 x O, S"2 

Nesta igualdade, além da denominação 

+ 

convenientes, escolheremos E I 

A 
de modo a cancelar ambas as soma 

tórias. 

E'~t 
A 

N -1 
p 

L: 
n=l 

llz 11
2 -l)~t 

n O,~ 

N -1 
p 

L: 
n=l 

llz 11 2 

n o,n 

que figuram do lado direito da desigualdade. Teremos, então: 



N -1 
p 

l: 

n=O 
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< (E' - l'-t + 1 )llz 11
2 

+ D
3
6tllz 11 2 

-A+ 
A o o n o o,r 

IH 

N -1 
pr. 11 (u-u) [ n+1/2] - (u-u) [ n-1/2] 2 

· 6t 11 o,?2 + 
n=l 

N -1 
p 

L: 
n=O 

{ 11 (u-u) [ 1/ ] 11
2 

- + 11 (u-u) [ 1/ ] ) 11
2 

- + 
n+ 2 0 1 Q n+ 2 X Ü 1 Q 

Ora, lembrando que 

o 2 
= llu(.,O) -l!ll 11 0 ,~ < 

e que, semelhantemente, 

2 
11 z 11 -A 

0 o,r 
~ 2 

< 11 (u-u ) 11 A 
o o,r 

ll(u-u) 11 2 

o o f2 
I 

transformamos a desigualdade acima em: 

UN!C!-Ii\~P 

< 



( 3. 19) 
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r 

I D Hz 11
2 + o 1 ~t o Np O,f2 

N -1 
p 

L: 
n=O 

2 
H ( z l/ ) H + 

n+ 2 x O, r2 

2 
+ o 2 ~tHz H ~A 

Np O,I' 

N -1 
p 

+ L: 
n=l 

11 (u-Ü) [ n+l/2] - (u-Ü) [ n-1/2] 112 - + 
o,n 

~t 

+ll(u-Ü)[ 
111

11
2

_+ 
n+ 2 o,n 

+ 11 ( (u-Ü) [ l/ ] ) 11
2 

_ + 11 ( u-Ü) [ l/ ] 11
2 ~ ] } + 

n+ 2 X 0, n n+ 2 0, rA 

- 2 2 
+ D { 11 ( u-Ü) 0 H O,;::, + 11 ( u-Ü) [ l/ ] 11 ~ + 11 ( u-Ü) [ N -l/.] H 

~~ 2 o, r~. p 2 o ,n 
} 

Assim como em resultado anterior, para enunciá-lo formal-

mente, será necessário "descobrir" as hip6tese~ no sentido de 

verificar o que é preciso exigir dos dados e da solução (respe~ 

tivamente rt.i, fiA' Q(i), i=l,2,d, 8A, y, a, N, Np, ~t, Vh e u) 

para que obtenhamos o resultado acima, que indica ser o Método 

de Preditor-Corretor da ordem de ~t 3 1 2 . 

Em primeiro lugar, como precisaiTDs de uma proposição interrrediária -

( 3. 8) necessitaremos de condições de certa regularidade 

da solução u(x,t): W (u)JIIn limitada. 

Além disso, para afirmar que os e sao desta ou daqu~ 
n ( j) 

la ordem em ~t, exigiremos que as derivadas parciais de 2~ordem 
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de u (l) (x,t) e de u ( 2 ) (x,t) sejam continuamente diferen:::iáveis 

e que e (para i e 2 e k < d) sejam contí-

nuas e limitadas por uma constante. 

Com este elenco U de hip6teses, podemos enunciar 

LEMA. Sejam as notações deste capítulo e as hip6teses X. Então, 

valem: 

+ - 2 ( -) ) 2 } ( 3) 
il(u-u)[n+l/2]110,l'A+ llu-u[n+l/2] XIIO,s:2 + ollt 

2 
11 ( z * + 1/ ) , 11 < 

n 2 X O,n 
a expressao do lado direito da desigualdade 

imediatamente acima, com 2 
o(llt ) , portanto. 

Além deste, o 

TEOREMA. Nas mesmas condições, vale a majoração (3.19). 
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§2.4. EXIST~NCIA E UNICIDADE DA SOLUÇÃO PROCURADA 

e evidente que a ordem deste segundo capitulo poderia ter 

sido invertida para que se começasse com a demonstração da exis 

tência e com a verificação da unicidade da solução, passando d~ 

pois a ordem das aproximações. A opção pela estrutura apresent~ 

da se deveu mais à ordem cronológica em que o trabalho foi de-

senvolvido do que a considerações de estilo. 

A unicidade é obtida da maneira usual: Supõe-se que u e w 

sejam duas soluções distintas do sistema originalmente proposto 

e que satisfaçam ambas a condição inicial. Reescrito o sistema 

duas vezes, urna vez para cada urna das soluções, subtrai-se um 

do outro, obtendo 

( 4. 1) 

(u -w ,v)
0 

n + A(t,u;u,v) - A(t,w;w,v) + 
t t 1 H 

+ y ( u - w, v } ~A = O , \Jv E VI • 
o,r 

Somando e subtraindo desta equação um termo conveniente (o 

que nos convém, neste caso, é A(t,u;w,v)), teremos: 
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(ut -wt,v>o,n + A(t,u;u -w,v) + 

) 

+ y ( u -w,v) -A = A(t,w;w,v) -
o,r 

- A(t,u;w,v) , Vv E V 

No lugar da função arbitrária v de V, escolhemos u -w. 

' 
Usando em (4.2) esta substituição, além da coercividade do ope-

rador A, tem-se: 

1 d 2 2 
2 dt 11 (u -w) (·,t>llo,n +f. 11 (u -w>x<·,t>llo,n + 

2 
+ y 11 (u - w) ( • , t) 11 -A < 

o,r 

< Jnla(t,w) -a(t,u>IIVw·V(u -w) ldx. 

Usando aqui a Lipschitz continuidade de a e a pertinência 

da solução a um conjunto limitado, chegamos a: 

1 d 2 2 
2 dt 11 <u -w} L·,tlllo,n + 1.11 (u -w>x<·,t>llo,n + 

2 
+ yll (u -w) ( ·, t) 11 -A < 

o,r 

< K 111 (w) XIII n J-1 u -w I I v (u -w) I dx • 
oo ,oo n 
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Procedendo de modo usual, obtém-se: 

1 d 2 2 
2 dt 11 (u -w> <·,t>llo,n + t.ll (u -w>x<·,t>llo,n + 

2 + yll ( u - w) ( • , t) 11 _A < 
o,r 

KIU (w) XIII n 
.oo,oo 

{ 

Escolhendo convenientemente o E , pode-se eliminar a norma 

do gradiente de u -w de ambos os lados da inequação, e inte-

grar a desigualdade resultante de O a t, t E J: 

2 2 
11 (u -w> <·,t>llo,n- 11 cu -w> (.,o>llo,n + 

(4.3) Ito 2 11 ( U - W) ( • , T) 11 O Q dt , 
' 

onde !1: = K .jll ( W) X 111 n 
oo,oo 

Do primeiro membro da desigualdade podem ser eliminacos o 

29 e o 39 termos: o 29 por ser nulo, o 39 por ser positivo. A 

desigualdade se mantém e ao que restou podemos aplicar o Lema 

de Gronwall. O resultado é: 
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( 4 • 4) [ V t E J , 11 ( u - w) ( • , t) li ~ , ~ = O • 

~ 

Isto e: em 
2 2 ~ 

L (J,L (~)), u e w, soluções do problema pro-

posto, coincidem. 

Resta, então, tratar da existência dessa solução Única. H~ 

vera no Apêndice 1, mais detalhes de uma verificação que será 

aqui apenas esboçada: 

Começamos definindo espaços que irão se constituir em nos-

sa área de trabalho~ 

w. = 2 ( \ para i = 1,2, 
l L ~i' 

{v(l) (x,t) 1 vi O} vl = E H '( ~ 1) = , 
rk 

( 4. 5) v2 = 
1 

H (s-22) e 

ITI'Y u(r) E L
2

(J, L 2 (~)) 

Este último espaço está munido da norma 

llull 'Y(J ,V;H) = inf llvll ( (- ) =·H 'Y oo,oo ,w, para 

w =v quase sempre sobre J, 
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sendo 

llvll
2 
'Y ( ( -oo I 00 ) I v; H) 

2 J+oo 2'Y A 2 
llv(.,t)llvdt+ -oo !ti· jv(.,T)j dT 

A 

onde v e a Transformada de Fourier em t da função v. 

Para estes espaços valem 

, para i=l,2 . 

A demonstração aqui delineada segue um procedimento análo

go àquele de Lions em [ ] , para cada uma das componentes 

u(i) (x,t) da solução procurada u(x,t) = (u(l) (x,t), u( 2 ) (x,t) ). 

Nesse mencionado trabalho, o operador estud2do é da forma 

í L: 

IPI , I q I <m 

( -1 > I P I P m-1 q D (a (x,t,D u(x,t))D u(x,t) 
X pq X X 

( 4. 6) 

+ a~ u(x,t) 

claramente uma generalização -- em cada componente -- do opera-

dor aqui estudado, onde, para m = 1 e apq sendo a difusibi-

lidade 
(i) 

a (t,u (x,t)) quando não for nulo: 
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d 
í { í {-1) a [a{t,u{i){x,t)) a u{i)(x,t)] + ax. 1 ax. i=l,2 j=l J J 

{ 4. 7) 

a <i) + at u (x,t)}. 

Há duas etapas a serem cumpridas: na primeira delas verifi 

caro-se as condições do teorema citado para cada uma das compo

nentes do operador; na segunda a demonstração é indicada. 

Além de termos, por força das características de 

~ 2 e de suas respectivas fronteiras, as injeções de 

L 2 {~.) completamente contínuas, a caracterização do 
1 

(A,t;u,v), herdadas, por assim dizer, da difusibilidade 
. (i) 

a(t,w (x,t)) podem garantir que, para i= 1,2: 

(4.8) 

Para 
(i) . (i) 2 

u (.,t), v (.,t) E L {~i) 

w(i) E L2 (J,H' (~.)) , a aplicação 
1 

t ---+ A(t,w; u,v) é mensurável; 

e 

de 

em 

operador 



(4.9) 

(4.10) 

- 77 -

{i) {i) (i)) {') nv<i>u ai(t,w ; u ,v ~ M.llu 1 11
1 

n 
1 ) 1 '~'i ,ni 

uu(i) (i) E V 
v , v i , com M. 

l. 
independente de w {i) e de t; 

ai (t,w(i); v(i) ,v(i)) > )..llv(i) ni,n. , 
l. 

À independente de w(i) e de t. 

g necessário -- o que será abordado no Apêndice 1 -- que 

se tenha: 

se 
{i) 

w ---+ 
n 

w{i) para i=l,2 

n ---+ oo, então, para i = 1,2 

2 
em L (J, V.) 

l. 
quando 

{4.11) f TO ja. (t,w(i) ;u{i) ,v{i)) -a. (t,w(i) ;u(i) ,v{i)) jdt ~O 
l. n J. 

para 

para 

(i) 
u fixado em Vi e uniformemente 

(i) v num subconjunto limitado de v .. 
l. 

Satisfeitas as condiçoes exigidas, pode-se passar à ~rova 

da existência da solução u(x,t) ~ (u(l) (x,t) ,u< 2 > (x,t)) do sis 

tema que descreve o problema: 
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Determinar u E V tal que 

(4.12) 

(~~ ,v)O,n + A(t,u; u,v) + 

+ y ( u 'v ) -A = ( Q 'v) O' Q + 
o,r 

A 
+ y < e , v > -A 

o,r 

com .( u ( . , o ) , v) o , n = ( w o , v) o , n 

para Vv E V • 

Esta demonstração segue o seguinte roteiro: 

Fixa-se urna função- w(x,t) com 

que será justamente aquela a figurar na parte não-linear do ope 

rador A. Este novo problema (P ) , com w fixo, é conhecido, e 
w 

é parabólico e linear. Para ele, ternos garantida a existência 

de urna única solução em 2 2 -
L (-oo,T; L (Q)). Â restrição de tal 

2 2 -solução a L-(J;L (0)) daremos o nome de u. Esta função está 
w 

em J(Y (J , V; L2 (n)). Definimos em seguida urna aplicação X que, a 

2 
cada w E L (J,W), associa a solução u w do problema (Pw). Es-

tas soluções permanecem nWt1 subconjunto limitado de 

2 -
J('YJ_J, V; L (Q) ) • 
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Escolhendo uma sequência w ---+ w em 
;n 

em consequência, u = X(w ) ---+ u = X(w) 
n n w 

2 L (J,W), teremos, 
2 

em L (J,V). Pelo 

Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff, existe um ponto 

fixo da aplicação X, i.e.: 

existe u(x,t) E L
2

(J,W) tal que X(u) = u. Ora esta e9uaçao ca 

racteriza precisamente a u(x,t) que é a solução de (4.12). 
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CAPITULO III 

ENSAIOS NU~RICOS 

Neste capítulo sao apresentados alguns resultados de en-

saios computacionais obtidos com o esquema numérico estudado nes 

te trabalho. Tais ensaios foram executados com equipamento Di

gital (VAX) disponível no CPD da UNICAMP através dos terminais 

disponíveis no LABMA (Laboratório de Matemática Aplicada do De

partamento de Matemática Aplicada - IMECC, UNICAMP). 

Foi con~iderado como domínio uma fatia muito mais longa 

que larga, composta por dois meios: 2 fôrmas de concreto suces-

sivamente lançadas, a primeira em contato com a rocha, de um la 

do e com a nossa fôrma, do outro. A segunda fôrma está em conta 

to com esta primeira, de um lado e, do outro,com o ar. 

O problema pode ser, nestas condições reduzido a apenas 

uma dimensão espacial, conforme indica a figura: 

a - . a -·1- forma . 2- forma 

Rocha Ar 

x=O x=a 

Nesta situação, teremos 
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n
1 

= (O,a) 19 domínio 

) 

n = (a,b) - 29 domínio sendo a = ~O e b = ~O 
2 

rR = {O} - fronteira com a rocha 

r A 
1 = <I> - fronteira do 19 domínio com o ar 

r A = {b} - fronteira do 29 domínio com o ar 2 

r = {a} - interface entre os domínios , com a 

dados acima. 

e b 

Indicamos, de modo esquemático, os elementos finitos uti 

lizados, destacando que em r, a interface, consideramos, na rea 

lidade, dois nós correspondentes à abscissa x = 2. o primeiro 

nó é aquele em que, pelo modelo, se calcula a temperatura cor-

respondente ao primeiro domínio, no segundo tem-se a temperatu

ra aproximada pelo lado do segundo domínio. Na notação usual as 

temperaturas u(2-,t) e 
n 

uin) respectivamente: 

+ u(2 ,t ) 
n 

são aproximadas por 

( 3. 2) A .t\: 
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 3.6 

r R nl r r2 

u(n) e 
5 

4.0 

r A 
2 

Na tabela a seguir, apresentamos os resultados de 

alguns ensaios numéricos. Consideramos, nesta simulação numéri

ca,para um intervalo de tempo normalizado, i.e.: T = 1.0, 
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a (t,u(i)) =i u (i) (x,t), a difusibilidade no meio i, i=l,2; 

(3. 3) y (t) = 16 (1 -T!l) , o coeficiente de convecçao e 

( 3. 4) 

8A(t) = 2/6 (1 -T!l) , a temperatura ambiente. 

Ainda, 

Q(l) (x,t) = x(x-6) 3( 2 T+l - 4 X - 6x + 6) (1 
t 2 

T+l) e 

Q (2) (x,t) = 2316 x(x-5) - .!(6x2 - 3·0x + 25) (1 - t ) 2 
T+l 3 T+l 

respectivamente a geraçao de calor nos meios indicados pelo in-

dice superior. Estas escolhas se devem a uma tentativa acadêmi-

ca de testar o esquema numérico, o que explica o aspecto da 

difusibilidade, do coeficiente de convecção da temperatura am

biente, além da geração de uma solução (u(l) (x,t), u( 2 ) (x,t)) , 

da aplicação do operador diferencial a esta solução para obter 

Q(l) e Q( 2 ), e da adaptação de a, y e eA para o sistema ter, 

de fato, a solução proposta. Este processo de simples descrição 

consistiu-se, na realidade em uma questão funcional tra-

balhosa ... 

A tabela a seguir refere-se a cálculos em que a malha de ele 

mentos finitos tinha lO elementos. 
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N9 de passos llu- Ull 
llu- ull Tempo de 

no tempo llull CPU 

50 3.2 X 10-2 4.5 X 10- 3 0.55 X 102 
) 

X 102 100 1.6 X 10-2 
2.2 X 10- 3 1.04 

200 7.0 X 10-3 
9.8 X 10-4 1.94 X 102 

400 2.7 X 10-3 
3.8 X 10-4 

3.87 X 102 

10-4 10-5 ") 

800 5.0 X 7.0 X 7.89 X 10 .. 

Nesta esquematização, llu - UH indica a norma da diferen-

entre os vetores u(x. ,T) 
~ 

e U~NT) , i=l, •.. ,NN. 
~ 

llu -UII 
llull 

corresponde ao equivalente erro relativo. 

A norma de 

Para outra malha de Elementos Finitos (com 16 elementos) fo-

raro obtidos os resultados 

I 
N9 de passos 11 u - Ull 11 u - uh Tempo de 

' I llull no tempo I CPU 

25 8.4 )( 10-2 9.3 X 10- 3 0.64 X 10 2 

50 4.1 X 10-2 4.5 X 10- 3 1.04 X 10
2 

100 1.9 X 10-2 2.1 X 10-4 1.93 X 10
2 

200 7.0 X 10-3 7.8 X 10-4 
3.74 X 10 2 

400 1.2 X 10- 3 1.3 X 10-4 
7.49 X 10

2 

As figuras a seguir permitem visualizar o tipo de transiente 

térmico calculado, bem como a evolução da temperatura na inter

face. 
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Figura 1 
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AP~NDICE 1 ·- ) 

Sejam V, W e H os seguintes espaços de Hilbert: 

2 ~ (*) 1 1 
H= W =L (n) e V tal aue H (~) C V C_H (Q). Teremos, então 

o 

(A .1) VCWC::H, 

inclusões estas tanto no sentido algébri~o quanto no topológico. 

Consideremos uma família de formas bilineares e contínuas 

sobre V, parametrizadas por tE J = [O,T) e w E w : 

A(t,w;u,v). As dependências em v e -t nao sao necessariamen-

te lineares. Estas fo:rrnas deverão satisfazer às seguintes cond~-

çoes: 

Para 
2 u(.,t), v(.,t) EL (J;V) e 

(A. 2) 
2 

w(.,t) E L (J;W), a aplicação 

t---+ A(t,w; u,v) é mensurável. 

No problema por nós estudado, o operador A(t,w; u,v) tem a 

forma 

A(t,w; u,v) + y ( u,v) ~A 
o,r 

sendo A o operador definido anteriormente satisfazendo (A.2). 

'(*) A escolha de 2 nomes para um. .. mesmo espaao visa tão somente 
deixar o problema em condições de aplicâr diretamente Ós re
sultados de Lions, em [30]. 
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Exigimos que, além de (2.3) do capítulo II, isto é, que 

À < la<t,w(x,t)) I < l.l para 
I 

t,x e w arbitrários em seus res 

pectivos domínios, u e v sejam tais que 

ITO 11 ull _A 11 vil _A d T 
o,r o,r 

< M ' 

isto é, as funções de nosso espaço de trabalho satisfazem 

(i) 2 2 - A u EL (J,L (f.)). 
1. 

Além de (A.2) necessitaremos de 

I A ( t , w i u , v) I < M 11 ui I •li vil 

(A. 3) 

com M independente de t e de w. 

Tanto para verificar (A.3) quanto para a seguinte (A.4) 

basta recordar (1.3') do Capítulo II. 

2 I A ( t, w i v, v) ~ À li vil À > o 

(A.4) e vv E V , com w arbitrário em W 

e À independente de w. 

E, finalmente: 

' 
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se w (t)---+ w(t) fortemente de 
n 

2 
L (J,W), então 

t 

f IA(t,w (t); u(t), v(t) - A(t,w(w); u(t), v(t)) ldt--+ O 
O n 

quando n --+ oo , 

para u e uniformemente 

\ 

para v num subconjunto limitado de 2 
L ( J, V) • 

As referên~ias para a verificação desta última hipótese, 

fornecidas por Lions em [30], são Gagliardo [20], Scorza-Dragoni 

[41] e Stampacchia [.45] • 

Nestas condições temos então o: 

TEOREMA. Supondo válidas as hipóteses (A.l) - (A.S), e supondo 

também que a inclusão de V em W é compacta, então, para 

~ E (0,1/4), existe u E L2
((-oo,T) ;V) com D~ u E L

2
(J;H) que 

é a solução de 

(A. 6)' 

dU 
<at'v>o,n + A(t,u; u,v) + y <u,v> -A= 

o,r 

A 
= <o,v>o,n + Y <e ,v> -A 

o,r 

com ( u , ( . , O ) , v) O , Q = ( w 
0 

, v) O , Q , VV E V , 
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suficientemente regulares, i.e.: 

2 
Q E L ((-oo,T) ,;H) sendo nula para t <O , 

t < o . 

\ 

A demonstração deste resultado depende de dois outros, in-

termediários,para os quais fornecemos a referência já citada de 

Lions [ 30] : 

PROPOSIÇÃO 1. Sejam V C W C H espaços de Banach com as inclu

sões algébricas e topológicas. Supondo que a inclusão de V em 

W é compacta (completamente contínua), então, para todo E > O 

existe C tal que, para todo v E V, vale: 
E 

(A. 7) 

PROPOSIÇÃO 2. Ainda nas mesmas hipóteses da Proposição 1, para 

qualquer 'Y > O, a inclusão de Jf
1

( (O,T) ;V,H) em L
2
((0,T); W) 

também é compacta contínua. 

Com o uso destes resultados temos a demonstração do teore-

ma de existência do final do Capítulo II, seguindo o roteiro 

ali forr.mlado. 
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Seja w fixo em L
2

(J;W). A função t---+ A(t,w;u,v) pa 

ra u e v fixas quaisqu~r em V é mensurável e verifica 

as hipóteses de resultados de existência e unicidade 

de Sistemas com operadores lineares (os resultados va 

lem, em geral para operadores sesqailineares), garan-

tindo assim a existência de uma e uma só fun~ão • 
2 u E L ((-oo,T) ;V), nula para t <O com 

( p ) 
w 

(~~ , v) O,?í + A(t,w~u,v) '+ y ( u,v) -A = 
o,r 

Denotamos por u a restrição desta solução ao inter

valo J e temos a pertinência: 

u E X (J;V,H) para O < r < 1/4 . 
'Y! 

Fixando 'Y < 1/4, definimos uma aplicação X que, a 

cada w associa a solução u do problema (P ) , aplic~ w 
2 

çao essa de L (J;W) em x-r < J ; v, H> • 

Â medida 
2 que_w percorre o espaço L (J;W), as soluç6es 

identificadas com X(w) -por força das imposições, 

(A.3) e (A.4) -- permanecem num conjunto limitado de 
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Jf'Y (J;V,H) e, então, num conjunto limitado de L2 (J.;W). 

Se 
2 I -w--+ w em L (J;W), entao w = X(w ) --+ u = X(u) n n n 

em L
2

(J;W) porque, de fato, colocando: 

T 
En(n,c,o) = J

0 

{A(t ,wn(.,t);u(.,t),c,o(.,t)) 

() 
- (u(.,t),at c,o(t))}dt 

' 

E(u,~) =I: {A(t,w(.,t);u(.,t)~(.,t)) -

e 

L (c,o) 

a - (U(.,t), {)tcp(.,t)}dt 1 

r
T A 

= {(Q,c,o(.,t)) + y <e ,c,o(.,t)>}dt + 
) o 

+ (W ,cp ( • 1 t)) I 
o 

então u e u 
n 

são respectivamente soluções em 

F= L2 (J;V) de E (u,c,o) = L(c,o) e E(u,c,o) = L{c,o), 
n 

para 

c,o satisfazendo todo um elenco de condições relaciona -

das por Lions em [30] ((1.9) e (1.15), cap. IV, §3,além 

de (1.4), cap. IV, §1). 

Teremos então un--+ u. em L
2

(J;V) se pudermos veri

ficar que sendo 
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R [.p] =E (U 1 .P) -E(U 1 'P) = 
n n 

T . ) 

= f {A ( t I w ( t) i u ( t) I 'P ( t) ) - A (tI w ( t) i u ( t) I ( t) ) }dt I 

O n 

e se 
jRn(~P)I _.;..;;..._ __ ---+o 

II~PII 
quando n ---+ ao então 

= sup ---+ o 

Ora isto segue da hipótese (A.5) e podemos aplicar à 

transformação w ---+ X(w) o teorema do Ponto Fixo de 

Schauder-Tychonoff: existe wE L2 (0 1 T) iW) tal que 

w = X(w). Basta chamar esta função de u e temos a solu 

-çao procurada de (A.6). 
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APÊNDICE 2 

Anexamos o programa utilizado nas simulações numéricas. 

Este programa foi executado em FORTRAN 77, estruturado, 

portanto. Esta é'uma das primeiras versões na qual constam, ai~ 

da, módulos de impressão de resultados parciais para acompanha

mento da execução. 

O sistema utilizado foi o VAX-11 do CAPD - UNICAMP. 
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) 

24-JUN-1988 15:37:02 
21-JUN-1988 18:07146 

SOB DENOM.: T R Y O 3 .FOR/ PARA GRANDES NT, P 
) 

NESTE PROGRAMA, APENAS SAO CONSIDERADAS AS FUNCOES TESTE 
DO SUB-ESPACO DE SOLUCOES, DtiXANDO DE FORA, PORTANTO, A 
FUNCAO TESTE FI-O, DEFINIDA NA ORIGEM. ESTA FIGURA NUM 
PROGRAMA ALTERNATIVO DENOMINADO T R Y O 2 • FOR 

PROGRAMA EXECUTADO PARA MALHA DIFERENCIADA: NNm17 

PROGRAMA PRINCIPAL 

IMPLICIT COUBLE PRECISIONCA-H,O-Z) 
COMMON/DIMEN/TF, TM1t IBW , 
COMMON/DISCR/DT, H, RZ6t N1(2)t N2(2), NN 
COMMON/TRABA/B(17 1 17),0(17) 1 XC17),UC17) 1 UNM1(17),TBC17) 
COMMON/RESUL/GRIDCS01,17) 

CIMENSION ZOPRC17,17), ZSERC17,17), VETC17), AC17,17) 
DIMENSION ZAUXC17 1 17), VC17), XC(17) 

NESTE CASO, TF - EXTR. DIREITO DO INTERVALO EM T: 1.0DO 
TMl = TF + 1 
YR = 2.*DSQRTC6.0)13. 
RZ6 = DSQRTC6.0) 

ALF(XE,XU) ~ XU/8.000 

Nl<l) E. N2Cl) DETERMINAM TERMINANTES DA DISCRETIZACAD DO DOM. 

CATA A,B/578*0.0DO/ 
DATA ZOPR,ZSER,ZAUX/867*0.0DO/ 
DATA XO,TO,NN,TF,N0112*0•0D0,17,4.0D0,8/ 

TYPE 440 
ACCEPT 450, NT 
FORMATC4X, 1 ENTRE COM C VALOR DO NO. DE PASSOS NO TEMPO:') 
FORMATCI4) 

INTRODUZINDO CONTADOR DE TEMPO, NA VAR. ITA\ITEMP\XTPO 
CALL LIB$INIT_TIMER(ITA) 

H = ( 4.0DO )/OFLOATCNN-1) 
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WRITE(31,1040) ; 
WRITE(31,1010)H,TO,TF,NN,NT 

IB'tl = 1 
N1(1) = 1 
N2(1) = ND1 
N1(2) = ND1 + 1 
r~z c 2 > = NN 

RZ6 = DSQRT(6.000) 
DT = (TF - TO)/OFLOAT(NT) 
TMl = TF + 1.000 
YR = RZ6*2.000/3.000 
YF = RZ61C<H/3.000 

WRITEC31t1030)RZ6tDTtTMl,YR,YF 

DO 10 I = Nl(l),N2(1) 
X(I) = I*H 
U(!) = X(I)*(6.0DO - X(!)) 
GRIO(l,l) = U(l) 

DO 20 I = N1(2),N2(2) 
X(I) = (1-l)*H 
U(I) = YR*XCI)*(S.OOO - X(!)) 
GRID(l,I) = U(I) 

wRITE(31,1020)(U(I),I=l,NN) 

MONTAGEM DA PRIMEIRA ~ATRIZ DE RIGIDEZ: A 

S = H/6.000 
CO 30 K=1,2 
DO 30 I=Nl(K)+l,NZ(K)-1 
A<I-l,I>=S 
A(I,I-l)=S 
A(I,U=4.0DO*S 
DO 40 1=1,2 
A(N2(l)-l,NZ(l))=S 
A(N2(!),N2(I)-l)=S 
S=2.0DO*S 
DO 50 1=1,2 
A(N1(I) ,Nl(I))=S 
A(N2(l),N2CI))=S 

24-JUN-1988 15:37:02 
21-JUH-1988 18:07:46 

A(Nl(l),Nl(l)) = 2.000*5 
WRITEC31,680)((A(I,J),J=l,NN),I=l,NN) 
FORMAT(//lX,'~ATRIZ A: 1 ,(1Xt10012.2,11X,701Z.Z)) 



. 
~ ... 
Y03SHAIN ,...,p 

15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
+O 
+1 
+2 
t3 
+4 
+5 
'•6 
• 7 
.a 
t9 
; o 
il 
;2 
;3 
4 

5 
6 
7 
b 

9 
o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
o 
1 

c 
c 
c 
c 

110 
c 
c 
c 

120 
c 
c 
c 
c 

681 
c 
c 
c 

140 
150 

c 
c 
c 

c 
c 

682 

160 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

- 94 -

INICIO DA PARTE A SER ITERADA 

TN = TO 
NNT = NT + 1 
DO 1000 LI=l,NT 
TN = TO + (LI - 1)*DT 
TN1 = TN + DT 
DO 110 I=Nl(l),N2(2) 
VCI) = U<I> 

CALL MONTAR(V,TN) 
S = RZ6*UCN2(2))*C1.0CO-CTN+TN1)/(2.0DO*TM1)) 
8(N2(2),N2(2)) = B(N2(2),N2(2)) + S 
DO 120 I=1rNN 
DO 120 J=1,NN 
TSl = ACiiJ)/OT 
T$2 = BCI,J)/2.000 
ZSER(I,J) = TSl - TS2 
ZOPRCI,J) = TSl + TS2 

WRITEC31,6B1)CCZSER(I,J),J=1,NN),I=l,NN) 
WRITEC31,68l)((ZOPRCI,J),J=l,NN),I=l,NN) 
FORMAT(//2X,'TESTE IN MAIN:',(/1X,l1Dl1.2)) 

CALL MONTADCTN) 
DO 150 I=1,NN 
s = o.ooo 
DO 140 K=lrNN 
S = S + ZSERCI,K>*UCK) 
TIHI) = S + DCI> 

WRITEC31,682)LI,CTB(I),I=l,NN) 

24-JUN-1988 15:37:oz 
21-JUN-1988 18:07:46 

FORMAT(/1/ZX,'TE~~ INCEP. IN MAIN LI: 1 ,I4,(/1X,6Dl4.4)) 

CALL RESOLU(ZOPR,TB,U~Ml) 

DO 160 I=l,NN 
V(l) = CUCI) + UNMl(I))/2.000 

CALL MONTABCV,TN) 
Sl = 1.000 - CTN+TN1)/(2.0DO*TM1) 
S = RZ6*Sl*VCNN) 
BCN2C2),N2C2)) = BCN2C2),N2(2)) + S 

WRITEC31,696)((8(I,J),J=lrNN),I=lrNN) 



,~ 
,. ... 

. , 
Jt,r,,O 3 St-1 A IN 

172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 
184 
185 
136 
l87 
LSd 
l89 
L90 
L 91 
L92 
l93 
l94 
l95 
l96 
.97 
.98 
.99 
~00 

~o 1 
~o 2 
. 03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
1'+ 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
2B 

c 

170 
c 
c 
c 

180 
190 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

200 

690 
c 

691 
696 

c 
c 

210 
c 
c 
c 
1000 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 

- 95 -

DO 170 I=1tNN 
DO 170 J=1,NN 
TS1 = A(l,J)/OT 
TS2 = B(I,J)/2.0CO 
ZOPRCI,J) = T$1 + TS2 
ZSER(l,J) = T$1 - TS2 

DO 190 I=1,NN 
s = o.ooo 
DO 180 K=1 1 NN 
S = S + ZSERCI,K)*VCK) 
TBCI> = S + 0(!) 

WRITEC31,681)((ZOPRCI,J),J=1tNN),I=1,NN> 
WRITEC31,682)CTBCI),I=l,NN) , 

CALL RESOLUCZOPRrTB,XC) 
Sl = 0.000 
S2 = 0.000 
DO 200 K=ltNN 
Sl = Sl + CUNM1(K) - XCCK>>**2 
S2 = S2 + XCCK)*XCCK) 
S = OSQRT($1/$2) 
IR = LI - CLI/20)*20 
IF (IR.EQ.O) THEN 
WRITEC31,690)LI,TN1tS 
ENOIF 

24-JUN-1988 15:37:02 
21-J~N-1988 18!07!46 

FORM~T(6Xr 1 PASSO - 1 ,14, 1 : 1 r012.5,9X,'NORM.:',015.6) 
wRITEC31,69l)CUNMl(K),XCCK),K=l,NN) 
FORM4TC/6X, 1 PREO.-CORR.ICOMP.: 1 ,(/3X,B015.5)) 
FORMATC/6X, 'VERIF. B: 1 ,1,(11011.3)) 

00 210 I=l,NN 
GRIOCLI+l,I) = XCCI> 
U<I> = XC(!) 

CONTINUE 

AVALIANDO TEMPO DE CPU, CENTESIMOS DE SEGUNDO: VAR. XTPO 
CALL LIBSSTAT_TIMERC2,ITEMP,ITA) 
XTPO = DFLOATCITEMP) 

WRITE(31,1005) 
WRITE(31,1050)(UNM1CL),XCCL),L=1,NN) 
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29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 1003 
36 
37 1005 
38 1010 
39 1060 
+O 1020 
r.l 1030 
r.z 1040 
+3 1 o 50 
+4 1080 
+5 c 
+6 c 
n c 
+8 
+9 

JGRAM SECTIONS 

NAME 

$COD!: 
SPOATA 
SLOCAL 
DIMEN 

+ DISCR 
TRABA 

) RESUL 

DO 1003 LI=1 1 NNT 
LX = LI - 1 
IX = LX - (LX/20)*20 
IF(IX.EQ.O) THEN 
WRITE(31,1060)LX 1 (GRICCLI 1 K) 1 K=l 1 NN) 
ENDIF ' 
CONTINUE 
WRITE(31,1080)XTPO 
FORMAT(/////23X, 1 DENOM.: T R Y 03 - SAlDA 1

1 ////lX) 
FORMAT(///21X,'VERIF. ENTRADA DE DADOS:•,tt9X,3Dl8.6,218) 
FORMAT(/lX,'PAS.- •,I4,5X 1 5018.5,/1X 1 6018.5 1 /1X 1 6018.5) 
FORHAT(///1X'TESTE DACOS: 1 ,(/SX,6014.4)) 
FORMAT(/9X 1 5015.5) 
FORMAT(//l2X 1 'TENTATIVAS - T R Y O 3 1 ,30('* 1 )) 

FORMAT(//SX 1
1 COMP. PRED-CORR: 1

1 / 1 (1X 1 8015.5)) 
FORMAT(///SX, 1 TEMPO DE CPU, CENTESIM. DE SEG.:',013.3,///) 

CALL EXIT 
END 

BYTES 

1906 
374 

9800 
20 
44 

2992 
68136 

ATTRIBUTES 

PIC CON REL 
PIC CON REL 
PIC CON REL 
PIC OVR REL 
PIC OVR REL 
PIC OVR R EL 
PIC OVR REL 

LCL SHR EXE 
LCL SHR NOEXE 
LCL NOSHR NOEXE 
GBL SHR NOEXE 
GBL SHR NOEXE 
GBL SHR NOEXE 
GBL SHR NOEXE 

TOTAL SPACE ALLOCATEO 83272 

rRY POINTS 

ADORES$ TYPE NAME 

J-00000000 TRY03SMAIN 

~TEMENT FUNCTIDNS 

AODRESS TYPE NAME 

RD NOW 
RD NDW 
RO w 
RO w 
RO w 
RO w 
RD w 
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SUaRCUTINE MONTABCV,T~) 

24-JUN-1988 ts:37:oz 
21-JUN-1988 18:07:46 

ESTA SUBROTIN~ FAZ A ~ONTAGEM DA MATRIZ B, MONTAGEM QUE 
DEVE SER REFEITA DUAS VEZES A CACA PASSO NO TEMPO. UMA 
PARTE QUE SERA FEITA ~O PROGRAMA PRINCIPAL E' O ACRES
CIMO DE UMA TERMO RELATIVO 'A FRONTEIRA, SOMADO AO UL
TIMO ELEMENTO DA MATRIZ B: B(N,N). 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z), 

COMMON/DIMENITF,TM1,IBW 
COMMONIDISCR/OT,H,RZ6,N1(2),N2C2),NN 
COMMON/TRABA/B(17,17),0(17),X(17),U(17),UNM1(17)tTB(17) 
COMMON/RESUL/GRIC(501,17) 
DHIENSION V(17) 
DEN = 1.6D+1*H 
BCN1(1),N1(1))=(2.0DO*VCN1(1)) + V(N1(1)+1))/DEN 
DO 10 1=N1(1) + 1, N2(1) - 1 
R8 = CVC1-1)+V(I))/OEN 
8(1-l,I) ,.. -RB 
BCI,l-1) = -RB 
RB = V(1-1) + 2.0DO*V(I) + V(I+1) 
BCI,l)=RB/OEN 
RB = (V(N2(1)-1) ~ V(~2(1)))/0EN 

BCN2(1),N2(1)) = RB 
BCN2(1)-1,N2(1)) = -RB 
8(~2(l),N2C1)-1) = -RS 

BCN1C2),N1(2)) = (V(N1(2)) + VCN1(2)+1))/DEN 
DO 20 I=N1(2)+1,N2(2)-1 
RB = CVCI-1) + V(I))/CEN 
BCI-l,I) = -Re 
B(I,I-1) = -RB 
RB = V(I-1) + 2.0DO*VCI) + V(1+1) 
8(1,1) = RB/DEN 
S = CVCN2(2)-1) + VCN2(2)))/DEN 
8(N2(2)-1,N2(2)) = -S 
ecN2<2>,~2<2>-1> = -s 
B(N2(2),N2C2)) • S 

RETURN 
END 
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07 C ESTA SUBROTINA EXECUTA O TRABALHO DE "MONTAR", VIA CRANK-
08 C NICOLSON (1/2), A PARTE DO VETOR DO TERMO INDEPENDENTE 
09 C RELATIVA 1 A GERACAO DE CALOR NO DOMINIO. O TERMO INDEPEN-
10 C DENTE DOS SISTEMAS LINEARES A SEREM RESOLVIDOS SERA CONS-
11 C TRUIDO NO PROGRAMA PRINCIPAL SOMANDO-SE O VETOR CONSTRUI-
12 C DO NESTE PROCEDIMENTO COM O PRODUTO DE MATRIZES DE TRABA-
L3 C LHO CEFINIDAS E OPERACAS NO PROPRIO PROGRAMA PRINCIPAL. 
L4 C 
l5 c 
l6 IMPLICIT DOUBLE PRECISIONCA-H,O-Z) 
l7 c 
l8 c 
.9 COMMON/DIMEN/TF,TM1,IeW 
~O COMMCN/DISCR/OT,H,RZ6,N1(2),N2(2),NN 
~1 COMMON/TRABA/B(17,17),0(17),X(l7),U(17),UNM1(17),TB(17) 
~2 COMMCN/RESUL/GRIDCS01,17) 
'3 c 
4 c 
5 Q1CZX,ZT,ZD)=(ZX*CZX-6.000)/ZD)-(7.SD-1*CZX*(ZX-6.000)+6.000)• 
6 A ((l.ODO-ZT/l0)**2)) 
7 c 
8 C2CZX,ZT,ZD)=(2.0DO*RZ6*CZX*CZX-5.000)/ZD)-(6.0DO*ZX 
9 B *CZX-S.000)+2.50+1)*((l.ODO-ZT/ZD)**2))13.0DO 
o c 
1 c 
2 YF = H/1.20+1 
3 TNl = TN + DT 
4 NN1 = N1(1) 
5 NN2 = NNl + 1 
5 XO=O.ODO 
1 Sl=O.O 
9 S2=~l(X(NNl),TN,TM1)+~1(X(NNl),TN1,TMl) 

~ S3=Ql(X(NN2),TN,TMl)+Cl(X(NN2),TN1,TM1) 

c 

O(NNl) = YF*(Sl + 4.0DO*S2 + 53) 
DO 10 I = NN2,N2Cl)-1 
XO = X(I-1) 
Xl = X(I) 
X2 = X(I+l) 
Sl = Ql(XO,TN,TMl) + ~1CXO,TN1,TM1) 
S2 = Ql(X1,TN,TM1) + C1(X1,TN1,TM1) 
$3 = Ql(X2,TN,TM1) + Ql(X2,TN1,TM1) 

10 O(I) = YF*CS1 + 4.000*52 + 53) 
NNl = N2(1) - 1 
NN2 = N2(1) 
Sl = Ql(X(NNl),TN,TMl) + Ql(X(NNl),TNl,TMl) 
S2 = Q1(X(NN2),TN,TM1) + Ql(X(NN2),TN1,TM1) 
0(NN2) = YF*(Sl + 2.0CO*S2) 

NNl = N1(2) 
NN2 = NNl + 1 
Sl = Q2(XCNNl),TN,TM1) + Q2(X(NNl),TNltT~l) 
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S2 = Q2CXCNIJ2),TN,TM1) + Q2CXCNN2),TN1,TM1) 
DCNN1) = YF*C 2.000*51 +52 ) 

I 

DO 20 I=NN2,N2(2)-1 
xo = XCI-1) 
X1 = X (I) 

X2 = XCI+l> 
Sl = Q2(XQ,TN,TM1) + C2CXO,TN1,TM1) 
52 = Q2(Xl,TN,H11) + C2CX1,TN1,TM1) 
53 = Q2(X2,TN,TM1) + C2CX2,TN1,TM1) 
O(!) = YF*CSl + 4.000*52 + 53) 

NN1 = N2(2) - 1 
NN2 = N2(2) 
XA = X(NNl> 
XB = X(NN2) 
51 = Q2(XA,TN,TM1) + (2(XA,TN1,TM1) 
S2 = Q2(X8,TN,TM1) + (2(XB,TN1,TM1)• 
OCNN2) = YF*CS1 + 2.0CO*S2) 
GAM = RZ6*(l.QDO - (TN+TNl)/(2.0DO*TMl)) 
TET = RZ6*CZ.ODO - (TN+TN1)/TM1) 
DCNN2) = DCNN2) + GAM*TET 

~RITEC31,230)(0(I),I=l,NN) 

FORMAT(//lX, 1 NA S-RTN MONTAD 1 ,C/ZOX,6014.6)) 
RETURN 
END 

24-JUN-1988 15137:0. 
21-JUN-1988 18:07:4, 
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) 

SUBROUTINE RESOLUCXA,XB,XC), 

24-JUN-1988 15:37:02 
21-JUN-1988 18:07:46 

ESTA SUBROTINA RESOLVE UM SISTEMA AX=B PARA MATRIZES TRIDIA
GONAIS COM A DIAGONAL PRINCIPAL DOMINANTE, USANDO, O METODO 
DE GAUSS. ESTA ESCOLHA SE DEVE AO FATO DE SE USAR CADA CADA 
FATORACAO APENAS UMA VEZ: OPTOU-SE PELO METODO DE PROGRAMA
CAD MAIS SIMPLES. 

IMPLICIT DOUBLE PRECISIONCA-H,O-Z) 

COMMON/OIMEN/TF,TMl,IEW , 
COMMON/OISCR/OT,H,RZ6,N1(2),N2(2),NN 
COMMON/TRABA/BC17,17),0(17),XC17),U(17),UNM1(17),TB(l7) 
COMMON/RESUL/GRI0(501t17) ' 

OIMENSION XA(17,17),XB(17),XC(17) 
DO 10 I=1,N2(2)-1 
L = I+ 1 
S = -XA(L,I)/XA(I,!) 
XA(L,L) = XACL,L) + S*XA(I,L) 
XB(L) = XB(L) + S*XB(l) 

TESTE DE SING. 

p = 1.000 
DO 20 K=l,N2(2) 
P = P*XA(K,K) 
!F(OABS(P).GE.(l.OD+l0)) P=l.ODO 
WRITEC31,210)P 

RESOLU 

NN = N2(2) 
XCCNN) = XBCNN)/XACNN,NN) 
DO 30 I=NN-1,1,-1 
XC(l) = (XB(!) - XA(l 1 I+l)*XCCI+1))/XA(l,I) 

FORMATC/17X, 1 NA S-RTN RESOLU -TESTE DE SINGUL.:',D17.6) 
RETURN 
ENO 
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