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INTRODUGAO

Na construcao de barragens de grande porte pode aparecer um
problema comum a todas as grandes estruturas de concreto: devido
d caracteristica exotérmica da reagao de hidratagao do cimento,
surgem tensoes de compressao nos primeiros instantes (leia-se
meses - que, em termos do tempo de vida das barragens, correspon
dem a instantes...) de existéncia do macigo de concreto. No pe-
riodo subsequente, terminada a fase de dilatagao, ha o apareci-
mento de tensOes de retragao e podem surgir dentre estas tensoes
autdgenas aquelas que, ultrapassando certo limiar, provocam fis-
suras ou fendas na estrutura.

Um modo de evitar este problema, mencionado por Wilson [47] e
abordado de maneira mais completa por Tagliatella e Eckschmidt
[46] , € usar técnicas especificas ou programar convenientemen
te a construcao: por um lado pode-se trabalhar com temperaturas
iniciais baixas ou usar sistemas de resfriamento posterior com
o isolamento térmico das formas de concreto. Por outro lado exis
te a -alternativa de espacar o lancgamento das sucessivas formas
possibilitando maior dissipagéo do calor e, portanto, menor aci-
mulo deste mesmo calor, gerado dentro de cada forma langada.

A importancia do extremo cuidado com que projetistas e cons-
trutores devem tratar desta situagao é realgada pela lista exis-
tente em [46] com o nome de 16 barragens (7 nos EEUU, 5 na Franga,
4 em outros palises europeus) em cujas estruturas este processo

se manifestou na forma de fissuras ou fendas de maior ou menor



gravidade. Em um dos casos citados - a barragem de Norfolk - faz
se mencao a fendas de até 28 metros de extensao!

Para o projetista, um dos pfincipais métodos de trabalho na
eliminagao deste problema & langar formas de dimens3ao menor (me-
nos concreto levando a menor geracgao de calor e, portanto, a me-
nores tensoes de compressao e de retracao) e periodos de tempo
mais longos entre o langamento de sucessivas formas (como ja foi
mencionado, permitindo mais dissipagéo de calor, levando, também
ao resultado desejado: menores tensoes). Para o construtor, no
entanto, ambas as técnicas sao indesejaveis do ponto de vista
economico. Como.cabe ao construtor arcar com o sustento da obra
e de toda a infraestrutura montada para acomodar em verdadeiras
cidades toda a equipe de construcao, qualquer técnica ou progra-
magao que torne mais longo o prazo de conclusaoc envolve um sig-
nificativo aumento nos gastos. Infelizmente (mas € sempre assim ...),
outras maneiras de enfrentar O problema de controlar as cita-
das tensoOes autdgenas também envolvem altos gastos: seja com a
instalacao de redes de encanamento no macigo para a refrigeracao,
seja produzindo concreto a baixissimas temperaturas, ou ainda
misturando ao concreto materiais isolantes que impegam o actmulo
de fontes de calor, separando-as.

Destas posigoes de certa forma antagonicas entre projetistas
e construtores surgde a questao: como programar a priori uma cons
trucdo de modo a ter (i) os menores penlodos entre langamentos
de formas e (ii) formas de dimensoes as maiores possiveis, sem,
no entanto, ultrapassar o limiar a partir do qual as tensoes de

retragéo levam a fissuras, ou coisa pior?
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Ha alguns anos vem sendo usado sistematicamente, no calculo
aproximado de tensodes de retracao resultantes de determinada sis
tematica de construgéo, um programa desenvolvido por Wilson [47]
que, via o Método dos Elementos Finitos, calcula as temperaturas
no macigo, em seguida os deslocamentos e, finalmente, o0s tenso-
res de retracgao.

A dificuldade com este programa & que embora seus resultados se
jam aproveitaveis (isto &€, se o programa afirma que nao surgirao
fendas nem fissuras para determinado esquema de construgao, isto
se confirma posteriormente na barragem), as tensoes que o progra-
ma calcula nao coincidem com aquelas efetivamente medidas na obra
concluida. O programa, por assim dizer, erra para o lado certo,
por causa de seu exagerado coeficiente de segurancga.

Nossa intencdo neste trabalho € obter um esquema numérico que
calcule valores aproximados para a evolugéo da temperatura, e
cuja precisao permita fornecer melhores resultados - melhores no
sentido dessa precisao - quando posteriormente se forem calcular
‘boas aproximagoes das tensoes resultantes.

Para atingir este objetivo, o modelo matematico incorpora tan
to a resisténcia térmica de contato quanto a dependéncia que a
condutibilidade (ou a difusibilidade - ver, do autor [33]) tem
da temperatura, dadas as formas geométricas das formas e as ca-
racteristicas do concreto que as preenche.

Assim, na andlise da equagao do calor,o termo que relne o
calor especifico, a densidade e a condutividade térmica do con-

creto nio sera considerado constante,como muitos autores fazem
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(ver, por exémplo Singh e Heller [42] e Pardo, Sarmiento , Laura e
Gutierrez [38] ). Nas situagOes que estes autores analisam, o pe-
riodo de construgdo j& foi deixado para trds e as tensdes que
eles estudam sao provenientes de mudancas de temperatura no meio
ambiente. No entanto, j& had certos autores questionando tal inde
pendencia, e Sivakumeran e Dilger advogam, na introdugao de [44],
que a abordagem tedrica de ignorar os efeitos pequenos da dependén-
cia temporal da difusibilidade pode ser enriquecida de "modo rea-
lista" incorporando ao modelo matematico tal dependéncia. Em
[37] , Noda vai ainda mais longe afirmando categoricamente que "ele
mentos estruturais sao frequentemente submetidos a mudangas de
temperatura de tal magnitude que suas propriedades materiais nao
podem mais ser consideradas como sendo constantes nem'sequer num
sentido aproximado". E este o caso no trabalho aqui apresentado:
a difusibilidade nao sera considerada constante, mas antes uma
funcao do tempo e da temperatura. Terminando esta introdugao re-
metemos o leitor a [ 28] onde Li e Chen apresentam - para o especi
fico caso de um determinado tipo de ago (Co-Cr-Ni) - uma tabela
de dependéncia linear que a condutividade térmica £em da tempera
tura(*).

Para autor e orientador foi determinante o fato deste traba-

lho ter nascido de uma consulta feita pela firma de Projetos de

(*) Ajustando uma reta pelo Método dos Quadrados Minimos, a ta-
bela que fornece condutividade x temperatura, obtivemos um

coeficiente de correlagao de 0,9997.



Engenharia Civil, a THEMAG, ao LABMA (Laboratdrio de Matematica
Aplicada e Computacional do IMECC - UNICAMP). Este trabalho &,
entao, um dentre muitos exemplos’da riqueza cinetifica a espera
de matematicos "garimpeiros" que se disponham a esforgos de Ma-

tematica Aplicada e Computagao Cientifica.



CAPITULO I

O MODELO DE EVOLUCAO DA TEMPERATURA

Neste capitulo iremos apresentar um sistema de equagoes
a derivadas parciais que descreve a evolugao da temperatura num
macigo de concreto formado pelo lancamento de duas foOrmas suces

sivas.

No interior deste macico sera usada a classica equacao de.difusao do
calor e, além da condigao inicial (que & também uma condigao de
contorno do ponto de vista do tempo), serao descritos fenomenos
de troca de calor por convecgao nas superficies de contato com
o meio ambiente e por nradia¢ao naquelas superficies térmicas de
contato entre os concretos de diferentes idades. Na superficie
de contato com a rocha sobre o qual se apdia o macigo;°sera usa-

da uma condigao de Dirichlet.

A partir do sistema de equag6es a derivadas parciais, for
mula-se um esquema numérico com o qual podem ser obtidas aproxi
macoes da solugao. Para delinear tal esquema, sao utilizados
dois niveis, sendo o primeiro o de discretizagao espacial e o

segundo, de discretizagao temporal.



1.1. O MODELO MATEMATICO

Consideraremos, entao, O seguinte sistema:

(i)

( Determinar a temperatura u (x,t) do dominio Qi tal que
(i) . , .
(1.1) Q%E—— - div(a(t,u(l)) grad u(l)) = Q(l)
em Q, x (0,T], para i =1,2,...,n ,
g i
) ) ) ‘ d
= U v

onde Ql,Qz,...,Qn tais que Ql U 92 .o Qn C IR™, d<3,

sao dominios correspondentes a diversas formas de concreto lan-

cadas sucessivamente cuja temperatura u(l)(x,t) se deseja de-

terminar. Tais fOrmas sao preenchidas de concreto, cada uma na
sua vez, apdOs um determinado periodo, conforme comentado na In-

trodugao.

Na figura temos indicadas esquematicamente duas formas
Ql e 92 €, no estudo do sistema (l.1l), consideraremos que, para

n = 2 a primeira forma foi lancada previamente e a segunda,

1

92, no instante t = 0.

(ver figura a seguir)
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(Como o nimero n de formas é finito, iremos daqui por
diante trabalhar com n = 2 estudando o momento em que uma no-
va forma é lancgada, e considerando que naquela langada anterior
mente (e, também, nas que tiverem sido lancadas antes dessa) a
reagao exotérmica de hidratagdo do cimento j& vem se processan-
do desde o seu instante de lancamento. A idéia de estudar jus-
tamente a 22 forma langada visa englobar o macigo subjacente a
construgao no modelo. Incorporar, posteriormente, ao modelo a
presenca da agua represada e superficies térmicas de contato
com outras formas de diferentes idades deixa de apresentar,

acreditamos, dificuldades de maior expressao.)



Neste momento (t=0), sao conhecidas as temperaturas tﬁl%x,O)

para x € Q, U FA U FLJFR bem como as temperaturas u(z)(x,O)

1 1
para x € 92 U F% .
Nas fronteiras F? , 1 =1,2, onde ha contato com o meio
ambiente na época da construgéo, 0o ar - assumimos a Lei de Newton

para a troca de calor por convecgao:

D o) .
a(t,u®) 8o ooy @ - B

(1.2) ony

para (x,t) € Ff x J

onde J €& o periodo (0,T] do tempo , GA & a temperatura do ar,

- ~ = . A
Y © parametro de convecgao e n,; a normal a fronteira Fi no

sentido dentro-fora.

No contato da forma Ql

. R -
da fronteira T - assume-se que esta rocha age como reservato-

com a rocha subjacente - ao longo

rio térmico, e impomos a condigao
(1.3) l:u(l)(x,t) -0 , v(x,t) € r'®x g,

gque indica uma escala de temperatura em que a temperatura cons-
tante da rocha €& nula. Todas as temperaturas obtidas por
este modelo podem ser convertidas a escala Celsius vela soma

daquela do macig¢o rochoso.

Teremos, finalmente, na interface T entre as duas fOrmas Ql e QZ:



com a normal n considerada no sentido de Q. para 0

1 2 -

A condigao inicial conforme anteriormente indicado, &
i
o (B

(x,0) = w(i)(x) , X € Q,
(1.5) ° 1

i=1,2.

Nestas equagoes figuram:
Y : parametro de convecgao.

K (t u(i))
) = ——ELE———— : a difusibilidade (multiplicada por -1)
i'i

que ¢ dada pela condutividade térmica dividida pelo produ-
to do calor especifico pela densidade. A escolha de fazer
com que a variavel espacial figurasse apenas implicitamen-
te (como variavel da temperatura u(i)(x,t)) se deve a con-
sideragao de que as caracteristicas fisicas do concreto va
riam muitissimo mais com a evolugao do tempo e da tempera-

tura do que com a posigao relativa de cada fdrma.

(1))

Q calor gerado no macicgo Qi dividido pelo produto Ci Py (res-

pectivamente calor especifico e densidade da forma Qi).

As notagOes sao usuais. Assim:

]

(u,v)o = J uﬁj(x,t)-\”i%x,t)dx (u,v)
Q2

2 ’
L (Qi)

+ p———



u(x,t) - vix,t)dy , e

ai(u;v,w) = J a(t,u(ih VVCU(X,t) -Vw(i)(x,t)dx
Q

i

Para distinguir melhor a evolugao das temperaturas nas di-

ferentes fOrmas, consideraremos as fungoes com as quais vamos

trabalhar como tendo duas componentes: a primeira definida so-
bre Ql e a segunda sobre 92, i.e.: estaremos lidando com fun

gcoes

r—v = (v(l)(x,t), v(2)(x,tH tais que
v e L2ty e
(1.6)
(1)
v € L2(J;L2(Q.)) nara 1 = 1,2 e com
gt i
L’_v(l) = 0 sobre FR para VYt € J .

Com (1.6) identificamos as fungoes

v = vV, v, e)ev.

Neste espago de fungOes v, cujas componentes estao descri-
tas em (1.6), aplicaremos o Teorema de Green para obter de (1.1)-

-(1.5) a segquinte formnulacgao variacicnal. -

Determinar

a= WP e, v ev



tal gue:
z {(au(i)vLU) - (div [o(t u(ih Vu(i)] VUJ) } =
i=1,2 at O,Qi o,Qi
(1) (1)
= N> {(Q r V ) } =
i=1,2 O'Ql
R PR v (att,u @) g gy @) .
. a3t )o,Q. , olt,u a eV 0,0,
i=1,2 i i
, : (1)
(i) (1) (L), du (1) _
+ v (u , vV )O,FA} + J a(t, ) 5 v dy
FR
(1) (2)
(1) u (2), 9du 2
- J [(X(t,u ) an a(tru ) an ] ( )d’Y =
r
=z W,y o w vty oy, wew.
i=1,2 T O,Fi

As duas ultimas pvarcelas do lado esquerdo da igualdade se

anulam e, entdo, obtém-se a formulagao variacional desejada:

[ Determinar )
i . . . .
u € Vv: _ —2 {(Q%E_’V(l))o,ﬂ. + ai(u(l);u(l),v(l))
i=1,2 i
(1.7)
(i) (i) (i) (1)
+ vf{u ) } = z {(Q Y ) +
°or LAY -1, 8y
A (1) .
Lj- vy(8™, v >o,FiA} , Yv €V ;

com a condigao inicial



(i) (1) _
(u (x,0), v (X’O))O,Q. =
1
D xy, v (x.0)) i=1.2
’ 4 O,Qi ’ 7 ’ Yv € V.

(1.8) _ (w(l)
o

Ha alguns modelos que guardam certas semelhangas com es-
te aqui explicitado. Autores como Jaworski [24], ou como Lan-
chon, Makaya, Mirgaux e Saint Jean Paulin [27], ou ainda Winget
e Hughes [ 48] apresentam situagOes ora estaciondrias ora de evo

lugcao que confirmam opgoes feitas na modelagem de (1.1)-(1.5).

A equagao de difusao & obviamente a mesma (ainda que se
restrinja a um meio simples, na maioria dos casos); as condigOes
de contorno guardam diversas semelhancas, e os métodos variam desde
métodos como aqueles aqui estudados, a equagoes integro—diferep_
ciais com O uso de elementos de contorno.

Também em Gurtin e MacCamy [23] , um modelo matematico se-
melhante a este & usado num fendmeno de difusao de uma espécie e parece
nos possivel usar técnicas e experiéncias de composicao do meio  de

transmissao de calor para o estudo de duas populacoes vizinhas.
1.2. APROXIMACAO PELO METODO DE GALERKIN

Definimos a seguir uma aproximagao via Método de Galerkin

do Problema Variacional descrito acima, em (1.7) e (1.8). A so-

— (. (1) (2)
h - (U Yy

espago Vh de V de dimensao finita, subespacgo este que, como

lucao aproximada de que se necessita é u ) num sub

Vv, é formado por fungoes cujas componentes estao em v, e V2 ’
h h



também cstes subespagos de dimensao finita de - resmectivamente -
Vl ev,. Assim,

(1) Néi)

i) .
(2.1) uy = ; =F&{i) uj(t)wj(x) ' i=1,2,

onde a distingao entre aquelas wj(x) que estao em Vlh e as

de V2h é feita de acordo com o indice j: as primeiras Nél)

funcoes wj(x) tém dominio em Ql, gerando Vlh , e aguelas
associadas a j indo de N{z) = Nél) + 1 até Néz) = N tém do-
minio ew 92 e geram V2h

Na equacao (1.7), substituiremos u € V por u € vV, eas

v € V npelas o em Vlh ou V2h (conforme o valor de k). Obtem—se,
entao, fazendo ai(u;v,w) = (a(t,u) Vv, Vw)o,Qi
- N au. N .
2 =L (¢.,0,) + z u.(t)a-(u(l)'¢. . ) +
. k'o,q, , i**h ""3’' "k
(2.2) j=1 ot J 1ty j=1 ] J
N
+ vy T ou,(t) e.,e ) A =
j=1 3j 3"k o,Fi
i A .
L= (Qé?),wk)o Q + v{eo ,¢k)o A ¢ i=1,2,
[4 3 .

1 LA

com a condigao inicial dada por

"N
> 1.1:](0) (‘le‘pk)

2 op = @0, e ) o

(2.3) i i

i=1,2.
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Nestas igualdades temos Géi)(x) como a "melhor" aproxi-
macgao de wéil(x) nos subespagos de dimensao finita.. 2lém disso,
alguns termos serao obviamente nulos, como nos casos em que 94
ou vy nao tém dominio contidos no Q; em que se efetue a in-
tegragao, ou como nas situagOes em que ¢, ou 93 tém dominios

i
que nao tocam as fronteiras F? e Fg.

O Problema Variacional (2.2) e (2.3) & uma aproximagao do

Problema parabdlico nao-linear original via um sistema de equa-

coes diferenciais ordinadrias - também nao-linear devido ao ter-

mo a.(u(l);w.,w ) - cuja solugao & u, (ou cujas solugoes sao
i h J 'k h

as uj(t) para j =1,2,...,N).

Vamos a seguir reescrever o© Problema de Valor Inicial
(2.2) e (2.3) considerando as componentes uj da fungéo uh ’

obtendo, em notagao matricial,

(2.4) u, = (ul(t),uz(t),...,uN(t)) c Vh cv
tal que
9 _
(2.5) A-SE uy + IB(t)uh = d(t) ,

N ~ ~(1i
e, contanto que a "melhor" aproximacgao cu(o)(x) possa ser expressa Camo

=
fl
M2

w.‘ﬂ.(X),
j=1 °3 J

a condigao inicial se torna simplesmente



(2.6) uh(O) = W, o

Em (2.5), a matriz A & aquela cujos elementos sao

(2.7) Ay = (0y (%), wj(.X))O'Qi /

IB € a matriz dada por
i
- nit
(2.8) bkj(t) =a,( uv(t)w\)(x);wk(x),wj(x))+
v= N(l)

1

. - + Y<¢k(X)’¢j(X)>O,FiA.

Em (2.7) akj poderd ser nao-nulo se Yy e 9y tiverem

dominios de interseccao nao vazia no mesmo Q; e em (2.8) omes

mo ocorre: bkj podera ter a primeira parcela nao nula se ¢, e

k
¢j tiverem dominios com intersecg¢ao nao vazia no s%_ em que
ocorre a integracgao. A segunda parcela poderd ser nao-nula se,

k

multaneamente a fronteira F? .

além disso, os dominios de ¢ e wj tocarem suficiente e si-

Finalmente, o vetor do segundo membro da equagao (2.5) & da-

do por

(2.9) a. = 1, 0.)

A
i h "?50,0, oy <eh""j)o,r§‘

equacoes para as quais valem os comentdrios feitos para (2.7) e
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(2.8) e onde se indicam por Q(l) e 62 as "melhores" aproxi-

h
nacs (1) A :
acoes de 0 e de 6 respectivamente em Vh € num conve-

niente subespaco escolhido de modo a caberem as funcOes geradas

pelas ¢j restritas aos pedacos de fronteira F? e F?: P €
A
2 A ry _
€E L'’y NF sendo F, = {vix,t): v = 3 Og(t)wl(x)}, F., ana-
1
A 2, A
n S
logo e ‘h’FA LT NF, .
i

1.3 APROXIMACAO DO PROBLEMA COM DISCRETIZACAO TAMBEM DA VARIA-

VEL TEMPORAL

Consideraremos agora uma aproximacao de (2.2) e (2.3) na
qual a variavel temporal & também discretizada. Como usual, traba-
lharemos com tn =n. At onde At = T/N e usaremos as notagoes

fn = f(tn) e

1
fh1+%] T2 [fn + fn+l]'

&%)

Vale enfatizar que f[n+%] difere, em geral,de fn+%= f“h'+ >

n = . ~ . -
Uj sera uma aproximacgao da uj(tn) descrita no paragrafo

anterior em (2.1). Nesta perspvectiva, entao, u(x,tn) com bgth)E

€ O xJ sera aproximada por

(3.1)

I =

n
UL ¢.(x),
3 )

j=1 J

e trabalharemos com U" dado por



n n n n n t
(3.2) U = (U], Uy, Ug,...,Ug)
onde o indice t indica um vetor transposto.
Nesta linguagem, a formulagao variacional, em notacgao ma

tricial, pode ser aproximada usando-se Crank-Nicolson:

i@ . Un+l + Un ' @ (Un+l+ Un) ) Un+1 + Un _
2 [n+1/2] 2 2 -
(3.3)
= d[n+l/2]’

com a condigao inicial dada por

(3.4) : [UO=W .
analogamente a condigao inicial (2.6).

A equacao (3.3) indica o sistema nao linear que precisa
ser resolvido a cada sucessivo passo no tempo. B possivel sim-
plificar esta resolugao introduzindo uma aproximacgao do tipo Pre
ditor-Corretor em que, no lugar da resolugao de um sistema nao-
linear, resolvem-se dois sistemas lineares. Resumindo o0 esquema
de aproximacoes, temos:

(i) O fendmeno modelado por um sistema de Equag¢oes a Derdivadas Parciais;
(ii) este aproximado por um sistema nao linear de Equagoes Dife-
nenciadls Ordinarias com o Método de Galerkin;

(iii) o sistema resultante deste pfocedimento aproximado por sua

vez por um s{stema ndo Linear de equagies algebricas obtido com

o0 recurso do Metodo de Crank-Nicolson; e, finalmente,

(iv) dodis sistemas LLneares algébricos formados com a utiliza -

gao do Método Preditor-Corretor com os quais se aproxima o ante

rior sistema nao Linean.



- 14 -

Aplicando-se, entao, o Método Preditor-Corretor a (3.3)

com (3.4), temos:

+1* *
o" 1 _Un) n+1 +Un _

n = ’
(3.5) & » (3¢ + BB/ 2 A n+1/2]

um sistema linear de onde se obtém os valores das componentes de

n+1* o n+l _~ .
U . Os valores corrigidos do U sao calculados com o sis-

tema (também linear):

*
G.6) R (mp+l _ lUn e (Un+l + lUn) lDn+l+mn ~
’ \ At [n+%] 2 2 B

| = d][n+%] -

Escreveremos abaixo novas formas de (3.5) e (3.6), jad de

modo mais adequado a resolugao dos sistemas ai indicados:

1 1 n n+1* _
[ t A + 5 Eﬁn+_%](v ) ] U =
(3.5')1
1l 1 n n
e
n+l* n
1 1 + U n+l
[ — A + B € )]~U =
+%
(3.6"') ¢ At 2 [n+4l 2
n+l* n
o[ 1 v~ +vU ] n




E evidente que este processo pode ser repetido,e obteria
mos um Método Preditor-Corretor-Corretor, ou iterando um nime-
ro finito de vezes, minorando assim, possivelmente, o erro. Co-
mentarios pertinentes e esquemas podem ser vistos em Acton [ 1 1,
Douglas e Dupont [13 ] e Moura, Raupp e Kritz [36].

A cada passo no tempno sao 2 (ou mais, conforme indicado no

comentario acima) sistemas lineares a se resolver para se cbterem

. n+1 . AP
os valores amnroximados do U , a martir dos dados iniciais for
necidos por
o .
Uj = Wo ' j=1,2,...,N.

Ha, evidentemente, outros modos de se anroximar o sistema
nao-linear por sistemas lineares a cada instante tk da dis-
cretizacao do tempo. Douglas & Dupont [14] e Cannon & Ewing [7],
citando avenas 2 exemplos, mencionam métodos de extravolacgao na-
ra contornar a resolucao de um sistema nao-linear.

Além destes, cabe referéncia a Métodos do tipo Newton e
quasi-Newton além de outros métodos ditos de otimizacao ou de
minimizagao como os da familia de métodos do gradiente e afins,
gque nao foram aqui abordados. Podem ser apresentadas como refe-
réncia as obras de Céa [ 9], Glowinski, Lions e Tremoliéres

[21], Lions [29 ] entre tantas cutras.



cAPITULO II

DA SOLUGAO E SUAS APROXIMACOES

Neste capitulo estabeleceremos o gquadro de suporte ma-
tematico para a resolugao aproximada do sistema apresen-
tado em (1.1) do capitulo anterior. Por "suporte matemadtico" que-
remos indicar que estudaremos aqui questoes como a de existéncia
e unicidade da solugao a ser aproximada, a convergéncia das suces

sivas aproximagoes, além da ordem dessa corvergéncia.

A sequéncia seguida neste trabalho & semelhante dquela de di
versos artigos basicos (alguns deles ja considerados classicos)no
estudo da Analise Numérica tanto de situagdes surgidas no estudo
de termoelasticidade quanto em situagoes afins ou anidlcgas. A
grande maioria destes trabalhos supoe garantidas tanto a existén-
cia quanto a unicidade da solugao; alguns poucos indicam referén-
cias para que estas sejam verificadas. Estas posturas — identifi-
cam o escopo destes trabalhos, os interesses de seus autores ou a
aplicabilidade pratica das diversas situagoes algoritmicas estuda
das. Em geral os autores dirigem seus esforcos para a resolugao
ou, se necessario, para aproximagoes da solugao de problemas do

tipo aqui apresentado.

Assim, Sgallari [43], Douglas [11] e [12], Douglas, Dupont

e Ewing [15], Moura e Feijdo [34], em problemas correlatos ,



trabalham geralmente com a apresentag¢ao do problema, a discretiza
cao do modelo matematico e o estudo da convergéncia ou estimati -
vas a priori. Seguindo um roteiro semelhante, a menos de pequenas
diferencgas, e trabalhando com problemas afins, temos os trabalhos
de Cannon e Ewing [7 ] e [8 ], Evans [18], Moura, Raupp e Barbet
ta [35], Zlamal [49] e [50], Douglas e Rachford [16], Peaceman e
Rachford [ 39], Douglas e Dupont [ 14}, Douglas e Cannon [6 ], além

de Aronson [2 ] e Ladyzhenskaya e Ural'tseva [26].

Na questao especifica do estudo de situagoes em que ha fluxo
de calor atraﬁés de meios compostos, como neste trabalho, temos
modelos analoges aquele aqui descrito estudados por Blandford e
Tauchert [ 4 ], Lanchon e outros [27], Makaya [32], além do ja ci

tado em Jaworski [24].
0 que pretendemos estabelecer nesta parte do trabalho é:

19) a pertinéncia da solugao desejada a um compacto do espa-

¢o escolhido para trabalhar;

29) estimativas a priori para as aproximagoes propostas tan-
to no caso de aproximacgoes pelo Método de Galerkin quanto na dis-
cretizagdo das duas variaveis com o uso do Método Preditor-Corre-
tor/Crank-Nicolson. Em ambos os casos estimativas da ordem de

(At)?’/2 sao obtidas; e

39) a existéncia e unicidade da solugao do sistema
de Equacgoes a Derivadas Parciais (1.1) com as condigoes (1.2) -

-(1.5) do Capitulo I.



Antes de iniciarmos o primeiro paragrafo deste capitulo indi
caremos aqui a notag¢ao a ser usada no que se segue. Conforme ja

foi observado, a temperatura num ponto genérico (x,t) do macigo
(2)

0 = “l U 92 sera indicada por u(x,t) = (Jl)bgt),u

(x,t)) onde

u(l):QixJ———rlR

€ a "componente" que fornece a temperatura em pontos da forma O,
i
em algum instante de J = (0,Tl. Ainda, além de produtos internos

ja introduzidos anteriormente que foram

(o) ), _ J dJB L@ g o
0,5,
' 2

(0.0) <

<u'V)0,I' = j u.v dy ,

y r
necessitaremos de
= . L = (i) (i)
(0.1) {(u,v)o’ﬁ = (vl 5= L (T, viT) g g
' i=1,2 i

bem como das normas
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-

i 2 i 2 i i
R T L S OS] N R O B P I
1 1 1
2 2
"u"olﬁ = IIU(.,t)uolﬁ = (u('rt) lu(°lt))0’§'2 ’
\ T .
2 - J v o2 o ar,
(0.2) i 0 P8y
T
T
vl = j lv(-, 0% « ac =
QT 0 0,0
(1) 2 (2) 2
= v an + 0y "Qz*
T T

—

Além destas, usaremos também as normas seguintes, com d <3:

1ty 1?2 = graa w2
0 i

au(i)
IxX,
J

1y (1)

9x.

) '

14

T
w12 _ =] b, 0) 1%  ar,
X 0,0 X
retp

e ainda



' Bu(i)
lll(u)xlll~ = sup sup 5% (x,t)
Qw’oo (x,t)EQ xJ i,3 J
(0.4) uu‘i’nQ = sup 'Y (., ¢) Iy g
i, t&g i
lall ~ = sup fu(.,t) i~
5 Q, tEF §2

Nestas definigoOes, quando nao estiver explicitado, i assume
ora o valor 1 ora 2, conforme o dominio em que se esta trabalhan-
do. As mesmas se estendem de  modo natural ds definigdes de

normas sobre partes das fronteiras como, por exemplo

at® o=z e
0,T i=1,2 0,T,
1
(0.5)
= 3 (u'B)y ,t),u(l)(.,t))o . A
i=1,2 '
2.1. LIMITANTES DA SOLUGAO
Para obter limitantes da solugéo do ., sistema (1.1) -
(1.5) do capitulo I, também ai em sua formulagao varia-
cional (1.7), reescrevemos esta formulagao substituindo a

funcao qualquer Vv(x,t) do espaco V (também ail caracteriza-
do) pela propria solugdo u(x,t). Como &, alids, usual. E talvez
conveniente ressaltar que iremos aqui assumir tanto a existéncia

quanto a unicidade da solugao desejada, para, na parte final do
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capitulo, verificar estes resultados.

Obteremos, entao:

(i)

ou (i) (i) (1) (i)
z ( U ) + a(u s u s u ) +
i=1,2 3t 0,8
o,l, i=1,2 i
1
A (i)
+ y(0 " ,u ) }o.
o,1.2
i

Usando a notagao do produto interno em V que rellne as "par
tes" de u(x,t), teremos:
ou

(5—,u)0,§ + A(u;u,u) + y{u,u) =

= (Q,u), +Y(eA,u> A
! 0,r

onde, obviamente, o operador A(u;v,w) & bilinear nas variaveis v
e w, visto que A & dado por
(1)

(1.1) A(uv,w) = 7 [ al(t,u (x,t)) Vv(i)(x,t) . Vw(i)(x,t)dx .
9]

i=1,2 .
i

A equagao anterior pode ser reescrita como
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~1 d 2 2 _
5 aEHu(-,t)HO ~ +A(u;u,u) + ylu(.,e) 1% _

at o,
(1.2)
A
= (Q,u), = + y(0 ,u) A -
0,8 0,T
A partir daqui, podemos introduzir algumas exigeéncias
de regularidade: vamos impor condigOes sobre A(w;v,vV) (ou

sobre «a(w)) gque parecem ser bastante razoaveis da.. ponto de
vista fisico, além de serem usuais na literatura sobre o
assunto. Citando apenas alguns autores remetemos o lei-
tor a Duvaut e Lions [17], Douglas,z Dﬁpont, Cannon e Ewing
{14] e [15], 2zlamal [50], Chavent e Lemonnier [10], Aronson [ 2]
e Browder [ 5]. Assim respaldados, estabelecemos as condigoes a
serem impostas - e que far3ao parte de nossas Hipoteses de Regulu

“(dade :

.

(1.3) <l A< a(t,w) <o, YwEV,
ou
(wwev, avi-,0) 1% <
0,8
(1.3") < AGwiv,v) < ul(v(-,0)) 1% ,vteg,
- —_ X
0,8
Vv EV ,
A,

e tambéem
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Ia(w(i) - a(v(i))| < Ki|w(i) - v(i)l i=1

(1.4)

(*)
Yw,v €V

Usando estas desigualdades, voltamos & equagao (1.2) para ob

ter
1 d 2 2 2
= -= hu(.,e) I ~ + al(u(., b)) + ylu(.,e)l <
2 dt 0,8 X 5 o, iR =
<ol = a6l ~ + vl luG,el
’ ' 0,T 0,T
ou ainda
= Hu(.,t)ﬂg S+ 22 IaC,en 1%+ 2y du(, 00 <
! 0,0 0,T
2 2 2
2 Ju(. L+ 2 -
< g hu ONS o+ 26 lolg o+
v2ve, Iu, 0% o+ Z2Lae™M®
o,rT 1 o,r
para € e €, estritamente positivos.

Agrupando convenientemente os termos da desigualdade e inte-

grando de 0 a t, t € J, teremos:

(*) Do ponto de vista fisico, o significado de (1.3) ou de (1.3')
é que: se a condutividade (a rigor, a difusibilidade) nao es-
tiver dentro de determinada faixa, o modelo nao é adequado;

(1.4) impoe que a condutividade varia Lipschitz continuamente
com a temperatura.
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' 2 2 t 2
ha(-, 0012 5 = T, 012 -+ 2 J (.0, 12 ar
’ ! 0 0,0
t
2
+ (2y = 2ve ) J la(., o)l 4T <
0 o,r

t t
1 » 2 . 2
< J la(., 012 < ar jo (2 Mol 5 +

s— 1e™1%  ar.
1 0,T

Usaremos a seguinte relag¢@o (e a notacdo implicitamente definida)

t '
_ 2 Ay 2
C(t) = 2¢ | ~ X .
(t) J { £ Q"O,Q + 281 e "0 fA} dr +

2
+lw I <c(n =c, vteyg,

0,8
e, entao, teremos
2 t 2

lu(, 0012 = + 23 J la(., o) 12 _ dr +

! 0 0,0

t
+ (2y =-2ye,) J fau(., o)1 _, dt <
1 0 O,I'A

t
1 2
. ~ dt + .
<5 JO la(., )12 5 ac + ¢
Do lado esquerdo desta desigualdade eliminamos alguns termos
positivos (bastando escolher €y convenientemente), para obter (do

jeito certo a se poder usar o lema de Gronwall):

t 2
||u(.,-r)||0 8 dr.

"u(.,t)"é S < T+ 1 J
’ - 280 o [



Com o lema se obtém, entao, o resultado procurado que &

2 1
(1.5) llu(.,t)llo’Q < cC exp(igg T) , Yt € (0,T] ,
isto &, para qualquer t € J, a solugao do problema estudado & 1li

mitada por uma constante que depende dos dados.

2.2. ESTIMATIVA A PRIORI PARA O METODO DE GALERKIN CONTINUO

NO TEMPO.

A obtengao destas estimativas segue o mesmo caminho de pro-
vas analogas publicadas em diversos artigos citados no parégfafo
anterior. A diferenga que distingue a prova abaixo, bem como a do
paragrafo seguinte, & a presenca de termos nao nulos em trechos
da fronteira (sao aqueles relativos a perda de calor por convec-
cao) . As dificuldades provenientes da nao-linearidade do sistema

serao contornadas pelo uso das hipbteses de regularidade.

Partiremos da formulagao (1.7) do Capitulo anterior, a saber

ou (1) (1) (i) (1) (1) (1)
T{( , Vv ) + a . (u ;u ,V ) + v (u ,V )
i=1,2 %t 0.8y 4 o,r?
(1) (i) A (1) (i) .
= r {(Q 'V ) + y(o",v ) } o, vv eEv, ,i=1,2.
i=1,2 0,84 o,riA 1

Reescrevenos esta equacao usando a notagao apresentada em

(0.1):
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(22 ,v) s+ Alwiu,v) +ylu,v) o=
d 0,0 A
0,T
(2.1)
A
= (Q,v)y 5 +¥(0,v) ’ vv €V .
0,0 ~A
. o,r

Ainda com a mesma notagao, reescrevemos O sistema ndo-linear de

equagoes diferenciais do capitulo I, (2.2)

Suh
1 ~ . ( ) =
(=% w)o,ﬂ + A(u sy ,e) oyl e 0 F

14

_ N A
(2.2) = Q) 5 + (e ,.,o>0 <A

de dimensao finita N.

Yy pertencente ao subespacgo Vh,

Subtraindo agora esta equagao daquela, obtemos:

© o, ou Duh
St 7 3% rw)olﬁ + A(u;u,e) - A(uh;uh,¢)
(2.3) +y{u = u_,e) . =0
h O,FA
Y¢ do subespago V

h

No lugar desta "y qualquer” de V usaremos ¢ =(u—uh)+(¢-u),
com ¢ arbitrario em Vh: Como vy = & - u,_ , entao esta fungao & de

vh , € podemos escrever a equagéo (2.3) para este caso, obtendo



ou au
u h au h
(=% - ;U -u ) + (50 - = d - u) +
at ot h 0,8 at ot 0,8
+ A(u;u, u - uh) + A(u;u, ¢ -u) -
- A(uh;uh; u —uh) - A(uh;uh,® -u) +
+ y{u-u ,u-u ) _+y{u-u,0-u) _, =0
h hy, B h 0o,tA
ou ainda
ou
1 4a 2 au h
= = lu(.,t) - u_(.,t)! + (2= - —— , ¢-u) +
2 dt h 0,8 t ot 0’5

+ A(u;u, u —uh) + A{(u;u,d -u) - A(uh;uh , u —uh)

2
(.,t) 1 At
o,r

- A(uh ju, . 0 -u) + ylu(.,t) - uy

+

Yy (u - u d -u) “p = 0

Integrando esta equagao na variavel temporal, teremos

para t € J:
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d

N =

dt 0,8

t
+ f {A(u;u,u—uh) + A(u;u,$-u) -A(u,;u,_,u —uh) -

0 h'"h
(2.4) ,

t 2

- A(uh;uh,® -u) }ldt + vy j flu(., 1) —uh(.,r)" A
0 0,rT

t
+ oy [ (u~-u ,%-u) _ dr =0
L 0 h O,FA

Trabalharemos com esta eguagao por pedacgos:

Inicialmente,

t
% J é% lu(.,r) - uh(-,'r)"2 _dr =
0 0,80
2
=2 a0 - (Lol? -2 iue,0 —e 01 .
0,8 0,0

e também

Ahnu,u-uh+-¢—u)— Ah%;u , 2 -u + ¢-u) =

h h

[A(uh;u -u ,u —uh) + A(uh;u -u, ,d —u)l +

+ [A(a;u, uw-u) + A(usu ;o -u)] -

[A(y, su, u —uh) + A(uh;u,q> -u) ]

t 2 t
" L a, 0 —u (e, 0l dr+[ du_Zho oy
b Y 0

dt

+
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Além destes, usando integragdao por partes:

Usando

(2.5)

L

) J
(§E (u —un),® - u)O

14

S«éd"[ =

t . .
5 f O @) )y
Q

ot

h

t
. 9 (1) (1) (1)
) [ f (u - u ) (@
=1,2 Jg at

estas tres equacoes

(1) —u(i))dxdr =

- u(i))drdx =

(1) —u(i))drdx

acima em (2.4) obteremos:

1 l(u —u, ) ( t)"2 + ¢ A{u ;u - -u )dr +
5 RACH . pi4-Y , u-u )dr
0,0 C
t 2
vy J la(e,m) - u (., 012 ar =
0 0,T

1 2
—Eﬂ(u—uh)L,OHl 4+

z j [u‘” -
0, i=1,2'Q

t . . . . t
+ ( X J(u(l) -u}(ll)) 2 (<I>(l)—u(l))dxdT- J {A(uh;u--u}1 P -u)

10 i=1,279

+ A(u; u,u —uh) + A(u;u,d -u) - A(uh;u, u —uh) -

- A(uh;u; d-u)ldt - vy J

t
|

0 i=1,2 /A

i

g @) (6@ -y @)acg
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A desigualdade procurada vai ser obtida a partir desta igual
dade, trabalhando-se sucessivamente com suas parcelas. Comegare —

mos com o fato de ser o operador A definido positivo, wusando em

(2.5) a desigualdade

t
[ - w) (,ol? <

Jo X 0,0
[t
< I A(uh;u —uh , u ~uh)dr ’ vt € J
ou, tomando ¢t = T,
> T
(i) AMl(a - u) I° _ < J A(u, ;u-u,_ ,u-u )dT .
h'y 0.5 ~ Jo h h h
T
Além desta, pela ordem
‘ (3 (i (1) _ (1),°
(ii) | =© [ (@ -y o) - w My ax] <
i=1,2 Q.
1
(i) (1) (1) (1)
< _E I (o -u )("t)"o,g_ l (u —uy )("t)"o,g. +
i=1,2 i i
oo Mo yEy ot o)y (o)l <
i=1,2 O,Qi h O,Qi
1 (1) (i) 2 (i) (1) 2
< I ZE—"(U -0 )("t)"o,g, +Go||(u - )(.,t)ll0 2, +
i=1,2 o) i
1 (1) ( ) (i) (1) }
+ ZT ||(u )(.,0)"0 Q + (Sl"(u )(.,0)“ <
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1 1 2 .2
< (=— + ——) lu -9ol% - . ~
< (460 461) u -9 5, oo + 6lﬂ(u uh)( ’t)HO,Q
1 2 ' _1
+ 3 I (u uh) (.,O)Ilo,f2 ; onde se fez GO =35 i

t . . . .
(1ii) ( 5 J (u(l)_u(l)) 93 (¢(l)—u(l))dxdfl <
Q

Jo i=1,2 ’q. h ot
1

¢ g (1) (3) 3 o) (1)
) |j B g oo 12 oWy o jar <
— 0 i=1,2 h O,Qi ot O,Qi -
< ft i oy o s 122 oWy o2 tar
- 0 i=1,2 460 h O,Qi o Jt O,Qi
- t[—l—u( ) ol s 1= (o - w (., 0% ~Tat <
B R T3 SRR 5e @ - Wiy o s
<1 tn(--)< O1% ~at + 212 (6 - wi? ~ d

2, e AR AW 2 "9t 4 0,8, ' onde
também § =%,

t
(iv) IJ A(u, ;u —u ¢ —u)dr| =

t . . . . .

- |[ 7 {f a(u!t) v oy axyar <
lo i=1,2 Jq,

1

| A
=
——
(—r
2
—
o
|
£
joh}
—
A

I (u —uh) I
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t 2 1 (t 2
I((u - . ~ At +-=— - . ~
< U{Gz JO I((u uh)x)( 'I)HO,Q dt-+462 JolK(¢ u)x)( ,r)llolQ dr} <
t 2 u 2
< us f la —u) (0 12« dr + 2 - w 12 .
2 0 h x 0,0 462 X O,QT
Para majorar os fatores
A(u;u, u —uh) - A(uh; u, u -~ uh) e
A(u;u, ¢ -u) - A(uh;u, ¢ - u)
serao usadas as definicgoes de
av(i)
m(v)xmé = sup sup sup |~§——— (x,t) ] ,
T Ve,e i=1,2 (x,£) €0, xJ jzd %5
e de
b ssup 1 g
iT' t&J T
bem como a suposi¢ao em (1.4). Entao,
t
(v) |J0 [A(u;u, u —uh) - A(uh;u, u 'uh)]dTl =
‘ ( (1)
= IJ X {f [a(u l)) - a(uhl )]vusv(u - uh)dx}dT <
0 i=1,2 Jg.
i
(1) t L L
i=1,2 (x,£)€ Q, xJ jd 9%y 0 /%
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t . .
<o l(u) W= J R e Sy TR RS S S S R
S e N PO PR TN h 0,9,
(1) (1) 2 |
+ 63 I ((u -u )X)(.,r)HOIQi}dr ,

onde ﬂ33 = méx{Kl,Kz}. Esta Gltima parcela - continuando a desenvolver

a inequagao, € inferior a

1 ([t 2
el B g fo Hw-u) (002 dc+

(4.8} ’(D

t . 2
+ s, J I((u-uy) (-0 1% ar).
0 X 0,0

Em resumo, a desigualdade obtida é:

t
(
IJO [A(u;u, u —uh) - A(uh;u, u—uh)]drl <

t
2
< (123 ”l(u)xﬂlﬁw,oo 63 IO I ((u —uh)x) (.,T)"o,Q drt +
T t
3 =k
f o3 s [ 1@-u 02 < a
is, X Sy g h 0,3

Analogamente, obtém-se

t
(vi) IJ [A(u;u,d -u) - A(uh;u; ¢ - u)ldr| <
0

2
<, ) Wx § l(u-9)_I
- 4 u XQoooo 4 u XO,Q

14

T
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T t
4 Y
- Ill(u)xlllﬁm ) jo Iu-u) (-, 015 & ar
Finalmente,
t . . . .
(vii) lyJ 5 ( (u't) _ul'(ll)) (o 1) _ 1)) qvar <
0 l=l,2J1., A
i
t . .
<y [ ) [ A[I (1) —uél)| |®(l) u(l)lldydr
0 i=1,2/1;

in

t . , . .
Y f .z J‘ {65|u(1)—u}(11) |2 +——-—4é |<b(l)—u(l) |2}dydr
0 i=1,2 J A 5
i

t 2 2
y65 [ I (u —uh)(.,r)" 2 dr + Z%— he - ull
0 o,T 5 ~ A
O,FT

| A

Reunindo estas desigualdades (i)-(vii) & de (2.5), obtém-se

l(u -u, ) ( t)ll2 + ) ¢ F((u-u_) )( T)"2 ~ drt +
h e 0,8 0 n' et o, T

DO b~

t
2 2
+y f lw-u) ., 01° , av < (3 +—%—)ll(u—uh)(.,0)llo'~ +

0 0,T &
+ 6, l(u - Y (., t I12 ~ +
p tum ) Gty s
. c1:3l|| (U)XHIQO ) a.'4|!| (u)xmf%om ¢ | "2
+(—2-+-— 13, + 464 ) JO (u-uh)(.,»r) 0,0 dtv +

t
2
s, + e, ,"(u)xmﬁmoo%) Jo II((u—uh)X)(.,'r)IIO,Q dt +
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t

2
+ Y8 J Tu = w) (., )07+
5 o h 0,7
- a2 _9 - 2
+ KS la @HQ,w + K2 Hat (u @)HO’QT +
2 2
+ K3 I (u - ¢)X"0 . + K4 fa - ®HO fA .
reyp ! T

Agrupando convenientemente parcelas afins, teremos:

(G -splm-u) 0l
0,0
I I~
¢3|(u)X|Qm N " 2
+() =pé, - 4”)[ ((u-u ) )(.,T)
2 I 0 h'« 0.8
t 2
+ v (1 -65) J I (u —uh)(.,T)H L
0 o,r
(2.6)
t 2
- ., ~ dt +
< Ky fo I (u uh)( ,r)ll(),Q dt
= 2 9 _ 2 -
+ Kl RS @Hﬂ'w + K2 "at (u @)HO’QT +
2 2
+ K, I(u-=-9)_1I + K, lu -4l
3 X ~ 4 ~A
L O’QT O,F
onde
. ﬂ:3l|l(u)xllls~2og i} ¢4m‘“’&"'ﬁa)w
Ko =32 7 7 PO 5
(@) 3 4
K. =1 + K



- 36 -

=
Il
N

X5 = 7 €, 8, (w I

3 Q
00,00
_ Y

K = —_—

PR

1 1

K =-—+____.

5 =2 5]

de I ) (.,0) 12 ~ foi majorad lu -ol2
e onae u uh .y O,Q o1 majora Ovpor u Q,oo'

Uma escolha cuidadosa dos 6's nos leva a existéncia de ter-
mos estritamente positivos a esquerda do sinal da desigualdade.
Entao, mantendo a inequag¢ao, poderemcs eliminar ora este, ora

aquele para obter:

t
2 2 ~
f - el I -U . < . dar + € J.
(u uh)( t) 0,0 < Ko fo (u uh)( , ) 0.5 T Kl , Yt J
Pelo lema de Gronwall, teremos
5 3 ROT
(2.7) I (u '“h)("t’"o,ﬁ < Kl e , Yt € J ,
isto &
(2.7") I(u=-u.) (. t)II2 ~ < T_{lu —¢Hg +
- h ! 0,8 — "a Q,»

2
+ |—= - ~ 4 - =
I S (u @)HO, Il (u @)XH }, vt € J

2
Q ~
T 0,0,



onde ma ' K e K sao:

~ o) ~ 2 2 ] 2
K = S . K, = —=— {gk.lu -¢l% + K. 1= (u-9)017 ~
1 1
+ k. l(u-g) 12 + R Iu-0l? )
3 X 0 ﬁ 4 0 fA
r T r T
e C = max{K,,K.,K.,K.}) —2__
a 17727374 1 —261

Combinando (2.6) e (2.7), resultados do mesmo tipo sao obti-

dos para l(u -u.) H2 e lu-u 12 , e chega-se a
h'x 0.8 h 0 F A
4 '_I_‘ ’ T
"(u - uh)x||0’§va < u:b{llu —Quﬁ,w +
(2.8)
0 2 2
+ 1= (u =0 ~ + l(u-=-9) 17 ~ :
e
-
la —u, I <t {lu-ol?2 +
h LA — ¢C ,°
o,T
(2.9) o
9 2 2
+"at (u - @)HO'QT + 1 (u Q)XHO,QT}

As constantes ¢a’ Eb e Cc nao dependem de h, embora de-

pendam dos dados do problema e de m(u)xmﬁ . Assim, o resultado

[ce] [ee]
’
obtido indica que as aproximagoes obtidas por este esquema depen-

dem de quao "bem" Vh aproxima V. Resumindo, o resultado aqui



obtido foi:

PROPOSIGCAO. Para u e u_ respectivamente solucgdes de (1.7)-(1.8)

h
e de (2.2), ambas referéncias do Cap. I, existem constantes T,
Eb ' g independentes de t € J , e dependentes dos dados do pro-
*
blema '™ e de m(u)xmﬁ tais que valem (2.7),(2.8) e (2.9). Ob-

L4

viamente, ¢ nao € mais uma "qualquer" de Vh € sim a melhor apro

ximacao possivel de u €V em v, -

2.3. ESTIMATIVA A PRIORI PARA O METODO PROPOSTO

CRANK-NICOLSON/PREDITOR-CORRETOR

como no paragrafo anterior, vamos partir das formulagoes fra
cas do problema da temperatura e de suas aproximagoes via Crank-
-Nicolson/Preditor-Corretor. Copiaremos estas formulagaes do Cap.

I, (1.7)-(1.8) e (3.4)-(3.6):

(Au EV
(3.1) (28 v) o« + A(usu,v) + y (u,v) =
) ot ' 70,0 te ! ~A
OIF
= A
= (Q,v), ~ +y(o",v)? , Yv EV
0,0 0 fA

com a condigao inicial

K., e medidas de Q. e ..

(*) dados do problema: 4, N, A, uy, T, Kl’ 5 1 5
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@ o0 v a0 o= w0 v a0 o

i 'y

Yv €V

que definiu o sistema de EDP. O esquema discretizado no espago e

no tempo obtido foi:
Para o valor predito:

( Un+l* n n+l* n

- O n O + U
( , v,.)  _+ AU y 9 )
At k 0,8 2 k
n+1* n
10 + T
(3.2) + oy ! , e ) = (0 0
k O,FA [n+l/é] k 0,8
A
+ v(o e, ) Yo das bases de V., e V
[n+l/é]' k O,FA ! k lh 2h

com a condigao inicial

™M=

0 (o500, o (x) = (w!H)

(x), v, (X)) _ 3
0,0 k

0,0

de
Il
—

e para o valor cornrigdido:
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*
(’(Un+l + o" o) . A(Un+l + gt ll]]n-i.-l + U? o)
’ ~ ’ 7
At k 0,0 2 2 k
n+1l n
U + O .
+ Y e %, ) = (Q ye )+
2 k O,FA [n+l/é] k 0,8
(3.3) <
( )
+ v (9 n+l/ ’wk A Vwk da base de Vh ’
2 o,T
‘e para n=l,2,...,Np .

.

(3.2) e(3.3),

Voltamos agora a (3.1) adaptando-a as formas de
as diferencgas dessas

escrevendo, num intervalo de tempo [tn’tn+l]
u_ = u(-,tn)):

formas para o valor correto como en(onde n

u -u u  +tu
(—————————-n+it z te #)  + A(u te ;_____n+21 L e ' 9)
(1) 0,4 (2) (3)
u +u
1 n
(3.4) < 4y (DXL D, ) = (0 ,0) +
2 D g O,FA [n+l/é] 0,3
A
+ v €0 vy
[n+17,1 0, F®
u - u
Aqui temos e ~%u_ ntl  n e, portanto, e é da or
n d At n =
(1) (1)
2 - ~
dem de (At) -considerando apenas a influencia da discretizacao
de o(At) bem como

da variavel tempo. Semelhantemente, temos e
. (2)

2
e e de o(At.).

"(3)
Fazendo (3.4) menos (3.2) a igualdade resultante é:



(un+l U ) (v -T")
( AT +en l‘pk) - +
(1) 0,8
u + u
+ A(u +e ; n+12 = te,  sw) -
(2) (3)
+1* n
ot o + U .
r 2 I‘pk
*
( o™ty 4 (- u?)
n+1l n =
+ v 5 + erl R cpk) A 0
N (4) o,r
Para aliviar a notagao, usaremos
- s _ n
zn = u(.,tn) U = un U,
z =u(.,t ) -o% =u_ - Un*
*n I n n 14
~ 1
Z % 1 = -2‘ (Z*n+l + Zn) .
n+s
2
E ainda, mais adiante
z =z .
1 1
I’l+§‘ [n+§]
O sistema acima se torna, nesta notacao:
Z, -z
n+1l n
( +e y#)  _ + A(u +e ;u +e 1)
At nqy 0,5 noTn o, [n+l/é] n 3
n+l1%* n
n +U ~
(3.5) + AW ; )+ oy (2, +e AR
2 ntl/y Mgy T o, f
=0, Ve € Vh




Para obtermos as estimativas a priori desejadas, vamos usar,

no lugar da ¢ €V, , a fungdo também arbitraria

h
v = z*n+l/ + (u-u)[n+l/ ]
2 2
_ 1 _ nt+l* _ h 1 = _ ~ -
=3Mv, -0 tu U Sy gty T ]
*
3 Un+l ~ Un
_ n+1l n cv
2 h '

onde u &, por enquanto, arbitr@ria, para vir a ser a melhor apro-

ximagao de u em V, . Antes de usar em (3.5) esta fungao ¢, va-

mos "trabalhar" convenientemente os termos em gque surge o opera-

dor A:
n+l* n
U + U
A(u_+e i +e iv) - A(Un; ,P) =
nTng, [n+l/é] n s 2
n n
=A(U 7u[n+l/2]r¢) - A(UO ;U[n+l/2]l‘P)
n+1* n
n o +U
- A ; ————— ,¢) +A(u_ te U +e P) =
2 n n ) [n+l/é] n 3
n ~
= A(U 7Z*n+l/2 150) + A(un +en(2)'u[n+1/2]'¢) +
+ A(u +e je ) = A(Un;u 1 9)
n o niy’n g [n+l/é]
= A(O" + a@™;z

;E*n+l/2’z*n+1/2) *n+l/2'(u~u)[n+l/2])
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+ . . -—
+ A(un e, ,u[ ],w) +A(un +en ;e ;)

n+l/é (2) n 3

(2)

n
- AU u[n+l/é]'¢)'

Esta relagao, usada em (3.5) fornece, seguindo passo por pas

so:
Z, -z
+1 n -~ n -~ -~
(-ntl__nooo )+ A(UY; % % )
At ' *n+l/é 0,5 *n+l/é *n+l/é
+ v (z, , E* ) . = -(e )+
ntl/, n+l/, o, 2 Ny 0,0
Z, -2
n+1l n ~ n -~ ~
+ (——5F— , (u~-u) ) + A(U ;z, , (u=-u) )
At [n+l/é] 0,5 n+l/é [n+l/§]
n
- A(u_ +e ;u + e ,9) + AU ;u /0)
n N7 [n+l/é] n 3, [n+l/é]
- v (e b0 ) + v (2 , (u=u) > L+
nigy ' o, A *n+1/, [n+1/,1 7y A
+ A(Un7e I‘p) - A(Un;en I‘p)-

D(3) (3)

Dadas as caracteristicas de A(w;v,y) tem-se:

1 + (3 y 127
2At *n+l1 0,0 2At n 0,8 *n+l/é % 0'5



A
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Ty 0,0 Negy  o,r

n - ~
A (U ;Z*n+l/é’(u—u)[n+l/é]) +

n
A(U ;u +e yv) —A(u_ +e ju + e ) -
+
[n l/é] n 3 n n (s [n+l/é] n 3
A(Iﬂln;en )
(3)
que nos leva a
(1 2 2 - 2
= Nz, [ +X Iz, + A0z, I . <
2At n+1l 0,8 4 n+l O,PA n+l/2 x 0,8
l 2 - - l 2 _ l ~
< JAT Ilznllo’Q 2 Han A 5 (z*n+l,zn) ~a +
0,I o,r

1 ~ ~ ~
= - - ~ ( - )
+ At(z*n+l zn,(u u)[n+l/2])0,§2 + v z*n+l/2,(u u)[n+l/2] O,f'A
(3.6) 4
- (e o) -y (e v ) +a(0"%; % , (u-u) )
T 0,8 Deg)r o,ih n*+1/, [ n+1/2]

+ A(Un;u +e ;) ~A(u_+e u + e Lp) -
[n+l/é] n noTno, [n+L6] n 3
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Para majorar os termos em Zapr41 procederemos com técnicas

iguais as de outras majoragoes, neste trabalho para obter sucessi-

vamente:

Y ¢ ) oy §2 X gz 02
(1) |- 2 z*n+l’zn | hd 2 Z % +1 A + 8¢ 2 ~A
A 0,rT o) o,rT
0,
(11) lZ%(z*n+l _Zn’(u—a)[n+l/ ] Ll < K% [l (z, +fura”:+l/ ]) |+
2° 0,0 2° 0,9
a0 ) H<ge Do gl Has@ 0+
n tnvLHle g 70,0 nvi/21 0,8
€ €
1 ~ 1 2 1 2
+ = lz | I (u~-1) [ < ==z, | = lz | +
At Tl 5 [n+l/,174 & — 4t "“*n+l'y & At ""n g
1 - 2
4+ === | (u ~-1) I
20 At [n+1/,17 &

(1ii) |y(z , (u-1)

) X« , )
YE €
Y . 2 2 2 2
+ 3 |(zn,(u—u)[n+lJ§])0,fA] < 3 "z*n+l" ,rA + = Iz HO'FA +
Yy -5 2
+ (u -1Q) " . .
4€2 [n+l/é] O,FA
(iv) | -(e w2) ] =e 2 ) (e ,(uu) ) | <
Ny 0,8 Ny /2, 6 ngg [nt1/,] 74 o
l -~
L , +z_) + | (e , (T-u) N
< 2| en(l) Zxn+1" °n 0,5' I nq) [n+l/é] 0,5
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€ €
L ET L Py L e L
70,0 0,0 €3 (1) 0,§
1 2 ~ 2
+ — le Il + e, h(a~-u) I
43 " N(1) 0,5 [n+1/,17 &
Y€ YE
4 2 4 2
(v) |-y (e 00 < —— lz, =, + - lz 1= _
n(4) 2 n+1 O,FA 2 n O,PA
Y 2
+ x— le f + ye, I (a-u) I ,
Je, “niygy o 7A 4 [n+1/,17, =A

onde se deixou de escrever um procedimento em tudo idéntico ao de

(iv) .
. n - ~ -
(vi) |A(U 7z*n+l/2'(u_u)[n+l/2])| < p ||(z*m_l/2)xllog~2 ll(u--u)[m’l/zlIIO’{~2
2 U ~ 2
< pe_l(z I + —4—— Il (u - @) SN
> 5 *n+1/2)X 0 5 ,485 [n+l/2] 0,8
(vii) |-A(u_+e ;u +e - ,9)+A(U";u +e ,e)| <
n n(z) [n+l/2] n 3 [n+l/2] n(3)
< . |a(u_+e )= (@) |+ |V (u +e ) +Vo|dx <
= Jsz DR [n+1/,1 "n(3)

n
< 1 K.JN |u_+e -0 |-|V(u + e +Vy |dx <
= j=1,2 & 2, noTng [n+l/é] n )

(3)

| A

K f” |z +e ||V (u + e ) +Vp |dx <
5 n n o) [n+l/2] n 3
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< R J (Jz | +le. D) |v(u e )evel|ax .
o 0 n(2) [n+l/,1 7 Tnggy
Como u + e corresbonde a uf(.,t + é—t_:) este Gltimo
[n+l/é] n 3 '“n 2

termo sera majorado por

Rl ()1 {[~(|zn| +le
9;

- (2)l)(l(z*n+l/2)xl+l((u—u)[n+l/2])x|)dx}

~ 2 ~ 2
l
< Kll(u)xlllng {4i Ilznll0 & + 86"(z*n+l/2)xu s
o0, 00 6 ’ O,Q
2 1 ~ 2 1 2
+ e Iz | + —1 ((u-10) ) + —— le il +
6 ny o 4% [n+1/,17x7g &~ 4e¢ ""n(y) 0,5
- 2 2 1 ~ 2
+ ¢ I (z I + ¢ _le | + —— | (u-u) )y }
6 *n+l/. ) . 6 n ~ 4¢ [n+1/,]
2'x 0,8 (2) 0,0 6 27 x 0,8
N - 2 1 2
= gll¢a)y W {2e _l(z, y | +(—=— + e )z I 4
X056 TRy xy g gg 6 0,0
4
+ (Z%“ + 56)He 1 L+ 5%— H((u—ﬁ)[ +1/.1] 12 )
6 T2) 0,8 6 N+l X 0,9
Finalmente,
n n ~
(viii) |-A@";e y9) | < |A@ ;e 2y )|+
" (3) n3) "

n ~
+ |aw@ ’en(?’)’(u u)[n+l/2])l <
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I (z 2 - 2
r’ r
L LY T
7 n3) * 0,0

Voltando com todas estas desigualdades parciais & inequagao

(3.6), tem-se:

1o 1 %3y, 42,y e T2 T4y, g2
* ~ a4 ) * -~
2At At 2 n+l 0,8 4 2 2 n+l O,I’A
s O mueg —2RN (@) I eg = we) iz, ) 12 <
. X Qm N n /2 X 0,8
14
€ [
1 1 3 1 ~ 2
< = + = + =+ (== + e ) (u) I _ Kz 15 _ +
2At At 2 486 6 X S, _ n 0,8
4
, Ye Ye
Y 1 2 4 2
+ (L (=— - 1) + ==+ —] Iz _I* _ +
4 280 2 2 n O,FA
1 ~ 2
+ + e )l(u - 1) e+
2¢, At 3 [n+1/,1 7 &
(3.7«
Y ~ 2
+ (52— + ye,) I (u - Q) e o+
482 4 [n+l/2] O,TA
L Kl (u)Xmﬁw ) X
+ lu(=— + e,) + 2] I((u-i) ) 1<+
455 7 2€6 [n+l/2] X 0,8
1 2 1 > 2
+ == le [ + (=— + e )Rl ) I~ e e
2e5 M1y 9,5 4% X'05 @ D(2) 0,0
L T L e NN
L 7 (3) * 0,0 4 (4) 0,T




Multiplicando tudo por At e usando constantes escolhidas de

acordo com a conveniéncia, (3.7) se torna

1 €34t 2
[ - ¢, - 1z, =+
2 1 2 n+1l 0,5
£ € e
_ o _ 2 _ "4 2
+ YAt(Z > > 2) ||z* +l" A +
o,T
+ Bt —uleg ey —2RW I e dVGE, ) P <
Qwoo 2 O,Q
e, At
1 37 1 ~ 2
e —_— ~
< lgte, + =5+ bt(g— 4 56)lll(u)xlllQ K]Hznﬂ o+
6 o, 0,0
2 1 2
+ At A, Iz | + (s=— + e_ At) I (u-u) I +
2 n 0,F 281 [ +l/é] 0,8
I L N L W R DilE
nr/ol o, T n+/o 0,
soatadle, 12 wde 17wl ) 1P _wle 1P 1.
(1) 6,Q (2) 0,0 (3) *0,Q N4y o,T
E 1t d €. = 1 € =€, =€, = 1 e colocando
sCcolinendo 1 4 ’ o 2 4 8
e' = (e. + e_)u + 2Kl (u) Wl € , teremos a desigualdade acima
5 7 x o 6
oo'oo
na forma
1 At 2 At 2
O U L 1 PO T
4 3 2 n+1l 0,8 16 n+l O,FA
2 3 2
+ At (X —e") I (z, Yy 15 < (3 + A Atz 1°  +
n+1/2 X 0,8 ~ 4 1 n 0,8
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12 K

+ A Atlz At (2 + e At) I (u-1) +
2 n O,FA 3 [n+1/,1] 0,8
+ Aot B, ]nz At Agbtl B ) (-
2' 0,T v/l X 0,4
sagdtlle. 12 4dle 0P _wle ) 12 +de H% ]
(1) 0,8 (2) 0,0 (3) *o0,2 (4 o,F
Escolhendo agora Egr €5 €  Ef de modo a termos o coeficien
te de I (z, ) I _  estritamente positivo, e assim habilitando
n+l/;"% 0,4

este termo a ser dispensado, passaremos a ter, apds tomar E€gq tal

que E3At < % e multiplicando toda a desigualdade por 8:
f 2 At 2
lz, 05 _ + X250z, <
n+l 0,8 2 n+l O,TA -
2 2 2
< cllhz =+ Mz | + I (u-u), I +
I ng, A [n1/517,5
(3.8) g+ M-8 o) ]H2 At B ) [
T 2! 0,T 2t * 0,0
+cyatlle 12+ 1+
(1) 0,Q (2) 0,9
T R T L R
L (3) 0,8 (4) 0,r

Desta desigualdade e da anterior tiramos, com constantes coe

rentes, as seguintes:



’ 2 2 2 ~ 2
Iz [ <c, {lhz 1 + Iz | o+ 1 (u-10)
* ~ = ~ ~ ~
| n+l1 0,5 1 n 0,8 n O,FA [n+l/2] 0,
(3.9) < ,
~ 2 ~ 2 3
+ I (u-1u) I + I ((u-0) ) + o(Aat”)
- [n+1/,17, 72 [n+1/,17%7 5
e
2 2 2 ~ 2
hz, I <c {lz_I +hz | + 1 (u-1) ! +
[ n+1 OIFA-— 2 n 0,5 n O,FA [n+1/é] 0,8
(3.10) 1
~ 2 ~ 2 2
+ I (u-0) = +1((u-q) ) 1} +o(at”)
(3.11) Iz C ) 12 < expressdo como em (3.10)
) *n+l/, " x = ©2P : ’
2 0,0
. . _ -1
E quanto aos valores corrigidos, ou seja, para Zr1 " Ui U ?

Para obter estimativas globais, voltemos a (3.1) adptandoesta for

mulacao para a de (3.3), subtraindo em seguida esta daquela adap-

tacgao:
u -u
n+1 n
( + e rv. ) +A(u +e ; +e ,9,)
At ns’ 'k 0, [n+l/,] N6 u[n+l/2] ngy' kK
¢ + ) = +
oy “In+1/,] en(s)""k o A (Q[n+1/2]""k)0 5
(3.12) <
+ v (6? +1/ Pwk) “a ! Vwk da base de vV, e
nri/a 0,
para n =1,2,...,N ,
. p
onde e , e , e bem como e sao o(AtZ).

N5y M)y (8)
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Efetuada a diferenca, e ja na notagao dos z's temos:

VA -2
( n+it i ®n ’¢k) .
(5) 0,0
u + u u +u
(3.13) < + A( n+12 D, e ; n+% L e e -
1 (6) (7)
n+l* n n+1l n z +z
. + O U +O_ L) 4+ y( ntl Tn o - 0.
2 g 2 k 2 k' pA

Usaremos, no lugar da 29 arbitraria da base de Vh , a fun-
¢ao qualquer de Vh dada por szrl/2 + (u_u)[n+l/é] .

Observemos que
S S VN S5 VS B I ESS V €V

visto ser a u '"qualquer" ae v destinada a ser a melhor apro-

ximagao de u € ¥V no subespacgc v, - Entao esta satisfaz (3.12h

e (3.13), e podemos seguir de modo semelhante aquele usado na ob-

tencao das estimativas de (3.9)-(3.13). Assim:

z -z n+l* n
n+l n + A( +0

(ntl oo,y A )
At n+l/2 0,3 2 n+l/2 n+l/2

-+

Ty (zn+l/2 'Zn+l/2 ) B —A(u[ n+l/,] +en(6); uIn+l/2] * en(7) » )

0,

+l* +l*
s a@ 0 il e e -

. A i
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- (e o)+ “ntl ~ " (u-0) )+

N s 0.0 At ! [n+L@] 0,0

AR " .

- YU, - - ) -
+ A i1/, ( u)[n+l/2]) oy (zn+l/2 » (u u)[n+1/2] 0 A
lmm'l* + o
—Y(en ,go) N =A(—-—-—-—-§———;u[n+l/]+en ,So)-
(8 o, 2 (7)
™

- A( + e H + e I¢)—A(_-——_____;e 2 ) +

u[n+l/2] n6) L][n+l/2] ny 2 n 4 n+l/2

g gt vt g -

(_.I_]_+_l_:ﬂ_.n + Y ( Z

n+l/é'((u_u)[n+l/§] )0 fA -

ou ainda
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( n+it_zn’ _n+12+ zn) 4
0,9
n+1%* n
U + O
+ A H ’ + ( ’ )
( 2 Zn+1/2 Zn+l/2) Y Zn+1/2 zn+1/2 0, 7B
dﬂ1*+un
= A(———e—j; + e ,9) —A( +e ; te_ ,v)
2 u[n+l/2] n u1n+1/2] n e, u[n+l/2] n )
o g - g -
+ A(—s——;2 , (u-) J4HA(———;e , (u-1) )
2 n+l/, [ n+1/2 | 2 n(7) [ n+l/, ]
(3.14) 5 n+1* n
—A(mJ 2+U;e ,z+l/)+
n(7) n 2
2 -2
n+1l n ~
+ (————, (u-u) )+
At [n+l/é] 0,8
YA + 2z
1 n ~
+ oy (Bt , (u=-1Q) N
2 [n+l/é] O,FA
- (e ye) . -y (e T
D5y 0,0 R (g) o,

Como antes, vamos trabalhar os sucessivos termos até voltar a

uma desigualdade mais conveniente.

Z -2 Z +2z
R R T 1 AL L EN
0,5 nrLoo,8 N 9,0
+1* n
y 2 " +U0
(ii) Al (z y | < |A(——=——; z ,Z ) |
n+l/é < - 2 n+l/2 n+l/é
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- X 2 Y 2
(iii) Y<zn+l/2'zn+l/2 ) ||zn+ I A7t llznll +

(iv) |AG ;tp)-A(u[n+l/2]+e ;u[n+l/2]+en )| <

—=u +e
2 [ n+l/2 )| (6)

1(6) (5)

i !(~ la(—‘—"z ) a(u[n+l/2]+en(5))l‘v(u[n+l/2]+en(6))'v‘pldxi

( ) u +u +1*

1 % g

\supsupsupl (xt)lf  EECLE N R || () |dx =
<t 3 i ij 3 2 N (6) 2 X

=l W K |Z*n+l+ n dx
=l ST e ) s

+ lle 1 [z ) +
0,9 Ny 0, ™M x 0,8

< N [K I —
Il X~
2

o0
00’

n+l n "
2

+ "((ﬁ_u)[n+l/2])x"0,§] <

- 1 1 1 o I
< Km(u)X - {2|lz*n+ IIO g}"(zn"'l/z)xﬂ +2"z*n+l"0 Qll((u u)[n+l/2])x o3
‘oo,oo ’ O,Q ’ ’

1 1z
szl Nz )1 +3lz

l@-v )y "
0,i DAL x5 0,0 [n+l/,1 x

+ lle I I(z ) + lIe I

(u-w I
Ney o, ML Xg5 Dy 0,0 [n +1/2] -
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1 2
Kl"(u)xlll~ (= lz =+ 2€o"(zn+l/2)x o+

*
& 460 n+l 0,

[~ o
14

2

(G —u)[n+l/2] )x" ~

€ €
b+ =9 1z 1%+ (24 2
€ 0, §

880 2 n 0,8 8 o

Lyte 12 3.
N6) 0,0

+ *
't B

S A L PN S VA R

(v) |A(

I H((u-@)
0,0

) <
[n+l/2] X056

U" (z

A

n+l/, ) X

2 u "2

* _ + 5— I(u-0) )
0,0 4%1 [n+l/,17 %" o

I A

LlEl" (Zn+l/2 )x

(vi) |A( 5 Py '(u_a)[n+l/é])l < (como acima)

(7)

n+l* n
. U + U -
(vii) |-A( > ;e ’zn+l/é)l < (também)
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+2z
+1 “n Y ~
(viii) [y ¢ n , (u=-u) Y ] < Xz 1 (u-u) o
2 [n+l/,1 5 1A 2 ntl , &A [n+l/,]7g A
Y ~
+ £z | I (u-1) I .
2 O,T‘A [n+1/2] O,]“A
Yey 2 YE4 2 2
< lz .1 + —2lz | +-X | (u-t) [
= 2 n+ll g gA 2 0,72 dey [n+1/,] o, R
VA +z
. +1 "n -
(ix) |- (e ve) | =] (e R e JREPAE S O (o) ) _]<
n (s 0,5 n (g 2 0,9 n s, [n+l/2] 0,
1 1
= le | Iz .+ = le I lz . ~ +
- 2 sy 0,5 "tlo,o 2 (5) 0,0 0,9
+le 1 _1(3-u <
N(5) 0,0 [n+l/,]1 g & =
€ €
5 2 5 2 1 1 2
< =2 1z I + =z 12 ~ + (— 4+ —) e i +
— 2 n+l O,S~2 2 n 0,0 485 465 n(S) 0,0
- 2
+ e_l(a-u) = .
5 [n+l/2] 0,5
+1 n )
(x) |-y (e N R TS ~,[+
n(g) o, D (g) 2 0,8
+ 1y (e , (Uu-u) o (como acima)...
n(g) [n+l/2] O,FA
€6 2 6 2 Y 2
< v 5 lz +l" at Y = Iz I At 3 le 1=+
0,1 o, 6 (8) 0,T
2
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Reunindo todas estas desigualdades parciais em (3.14) ob

tém-se
1 2 1 2 2 2
=z I -z | + Al (2 ) | +X 2 e _. +
2At "n+1l 0,5 20t “n 0,8 n+l/é X O,Q 4 “n+l O,FA
+ Yz 12 <S5z 0% 4 (26 K + eoprelm oz y 12 4
4 O,FA - 2 n+1l O,ﬁ o 1 3 n+l/2 X 0’5
Ye Ye z -2
4 6 7 2 n+l “n ~
+ (=== +—== +—) | ll + (—————-=, (u-1) ) L+
2 2 2 +1 O,FA At [n+l/2] 0,8
IKe €
IK 2 IR o) 5 2
+ == Iz, 1= .+ + +—=) 1z | +
4€O n+l 0,8 8¢ 2 2 .
Y€ Y
+ (—55 + ~3§ + gl—)ﬂz 12 +
€7 0,I
ve =) ]u2 +u(u-a)[n+l/]n2 S (U MRS 2
© nr2/270 0,9 21 o 2 0,0
P P Y PR e ) NP wle 2 ),
© D5y 0,0 N6) 0,0 ey ¥ 0,0 (8) o A
!
onde IK = Kll(u) |l e T = max{y(—l— +€.) ;3 e_ ;
X 5 o) 4€4 6 5
€
1 u U 1 IK 1 Y
K (-2 + ==} + + H i i Wg— + €,) i 57— }.
8bo 4€l 482 285 250 4 3 2 €6
Agrupando termos semelhantes, teremos:
1 s 2 2
(=== -——2) Iz + (A - 2 IK —p(e, +e.))l(z ) 1=+
2At 2 n+l 0,0 o 1 3 n+l/é X 0,0
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1=
N

12 +le e, ) .
N5y o,a N6) 0,0 Nezy ¥ 0,8 Deg) 0,0

Com as modificagoes evidentes, temos:

1

) .
n+l/é X 0,8

—_ 2 ]
(1 ESAt)Hzn+lH0 5 + A'At li(z +

zn+l—zn
wp < 20t (—=—=, (u-u) )
O,FA = At [n+l/2] 0,8

viatlz 2 +

n+1

+

+
+ (1 +C2At)Han - + C At“znﬂ -2
r

2
0 3

2
0,

i

12
O,Q

+

-+

ZAtCo{"(u—u)[n+l/é] . + "«u—ﬁ)[n+l/é])x

2 4
+ H(u—u)[ +1/ ]H .a) t 20tT_o(at’) +
2" 0,r
2AtIK 2
+ ==z, e .,
450 n+1l 0,0

onde fizemos
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f_k' = (XA - ZEOIK - u(el + 83))‘2 ;
y' = (% - %(84 te, teg))e2 =
(3.15) J = Y(% - €y T € T 87)7
C, =eg + IK(ZE— + € ) ;
o
C3 = y(- % + ey t €6 + Z%—) ;

e onde se usa o fato de serem e

n ’ en ’ en ’ en de
, (5) (6) (7) (8)
o(At7), e também onde se pretende usar a inequagéo (3.9) que
. 2
majora Iz, I . . Assim:
n+1 0,0
(1 -eght)lz 12w aael (g, ) 10 4
0,0 2 * 0,0
2 Zn+1" %n ~
+ y'Atlz = _, < 20t (—5——, (u-u) ) L+
n+1l O,FA At [n+l/é] 0,8
2 2
+ (1 + Cat)lz = _ + C3At||z = A
no,0 Do,T
I L KU G P N L
© ntl/580,0 nrLial X 0,8
- 2 5
+ I (u-1) I } + o(AtT) +
+ ~
[n+1/,17, 72
AtIK 2 2 ~ 2
+ c. {hz 1= _ + =z 1" __ + Il (u-1q) < _ +
2e 1 Doy n O,FA [n+l/2] 0,9
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2

+ + ll(u-a)[n 12 + o(At4) )

+l/2] O,FA

(*)

ou ainda :

2 . 2
(1 - esAt)"zn+l" U+ atatl(z . ) +

0,0 n+l/y % g

I 2 zn+l_zn
' ] i -1
+ Y'At Z 41 . EA < 2At( s , (u u)[n+l/é])

ol

0,

2
~ ' + + C!
+ (1 + C, At + C2At)"zn" . (C3At 3At)llzn -
. 0,% o,r

12 4 1 ((u-T) y 12
0,9 [n+1/,17x" &

+

AtC4{" (u-—ﬁ)[n+l/2]

~ 2 4 2 2
"(u_u)ln+l/é]" .a) Fo(stT) + At"znu - Atﬂznﬂ

0,T 0,Q 0,0

+

Agqui, usamos Cé = C

Esta desigualdade vai ser reescrita de modo a ficar no

jeito" para a passagem a somatdoria em n. Deste modo, temos:

(*) Podemos, para efeito de calculos, considerar Eo = §%E ;

. FE sO0 fazer as contas.

€1 " €3

ol

A - -
By’ 4 "% T€3
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2 2
(1-e.at)lz_ 1% - (1+e'at)lz 1%+
> n+log 6 Do,
Y A T LA 1 ER L
32 X 0,40 n*o,T
2 “n+1 “n
(3.16) -~y 'At EX <20t (LD (u-D) ) o+
n, FA At [n+l/é] 0,5
+Atc4{|’(u—ﬁ)[n+l/]||2 =B ) 12+
2' 0,9 2 0,8
2 2
-0y LS o(at?y - stz 17
2! 0, r® 0,0

Novamente foi necessario trocar os nomes das constantes ,

da seguinte maneira:

(1 + C, At + CéAt + At) foi substituida por (1 + e'At) ,

(C3At + CéAt) por y'At,

O proximo passo serd o de passar-se a somatdria em n, e,
assim, de uma majoragao local do erro, obtida em (3.9), (3.10)

e (3.11), passar a uma majoragao global.

O resultado obtido &, entao, da forma:



Iz 12 & pelzy 12 A
p 0,0 p O,T
N -1
P 2
(3.17) + At ¢ li(z s1) I <
n=1 Nt/ % 0,6

< At (termos da aproximagao na variavel x) + o(At3).

Na realidade o que se deseja (sempre) & obter uma aproxi-
magao de ordem cada vez mais elevada - aqui, melhor que o(AtB).
Neste caso o que se conseguiu foi isto. Melhorar esta aproxima-
cao nao & impossivel, obviamente, e depende do que se po-
de pagar analitica e computacionalmente. Um caminho possivel pa
ra melhorar esta aproximagao € o uso de métodos "... -corretor-

-corretor" anteriormente comentados, e indicados, pcr exemplo,

em Acton [ 1], Cannon e Ewing [ 7] e Douglas e Dupont [13].

Enfim, voltamos a (3.16) e, preparando sua passagem a So-

matoria, estabelecemos:

Seja
1 —eSAt
g(At) = —————— onde €' > € > 0 (ver 3.15);
1 +e'At
claramente 0 < g(At) < 1 e 0<nc< g(At)n <1, ¥n, desde

que At seja suficientemente pequeno.
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n
glat) n+1 n
Em (3.16) vamos usar 13 AT h(CS) , h(CS) , n e &
conforme a conveniéncia:
1 -e_At
2 ' 2
g(at)" Iz , 1% - gan® 2EELE, 9%
1 +e'At 0,8 1 +e'At 0,Q
2 n+1 2
+n atacl(z ) I+ ¥y g(at) bz 05 . -
n+l/, "% g 5 R
ntl 2z -Z
2 (At) ntl “n
- y'At g(at) Mz 19 20t ( , (u=11) D
nog, 1 +e'ae DOt [n+1/5170,8
Y N P LR (e RO I L
D21 0,0 2 0,0
- 2 4 2
+ I (u-1) < .} +o(at”) -natlz_| .
[n+1/,14 A 0,0
Entao,
i Np-l 2
P otgan™lz 1 - g™z 17+
l’l=0 O'Q OIQ
N -1
vat x I y 1% 4
+ z N
n=0 n+l/, "% 8
N -1
) +1 2 . h 2
+  y'at 3z {gae)™ iz 1% - gae) Mz | } <
(3.18) n=0 ntlig pA N,
N -1 .y
< 3 2o (BB w0+
n=0 l+e'At 2' 0,0
N -1 N -1 N -1
p 4 P — - P 2
+ I o(At7)+ I 2AtC{termos em (u~u)[n+]/ ]}—n I Athz 1° .
n=0 n=0 2 n=0 o,
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Desta formulacao se obterd uma nova usando os seguintes

resultados intermediarios:

N -1
P
(1) 5 oo™z 1% - gan™z 1% ) =
n=0 0,8 0,8
= bz 12 -0z 1%
p 0,0 0,8
N -1 |
., , n+1l 2 n 2
(ii) . {g(at)d Iz = _. - g(t) tz I~ _ } =
n=0 n+l', A no, A
P S E
P o, P 0,r
e
N -1
P 20t (at) ™
(iii) T - z_, (u-u) ) . <
n=0 l+e'at Tl n At [n+1/5170 5
N -1 n+l, -~ _ n,__-
T l+e'At n=1 D At 0rtt
+ 2 - (ZN l(u_a)[N l/ ]) - +
l+c'At P P 2° 0,Q
+ 2 (z_,(u u)[l/ ]) . <
1+¢'At 27 0,9
2 2 1 2
< {fe lz_ | + -—— [ (u-u) _ I +
lve'at B Noo,5 4€a [N,=150 70,6
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1 - 2
+elz 17+ X 1w 1< )+
A 0,6 4%a s g
N -1
208 Ty e nz 12
1+e'At  n=1 o, 0
+ 1 "(u—u)[n+l/2] (u-u)[n—l/Z] "2 ~} =
4€A At 0,0
—er lz 12 4erlz 12 4
p 0,8 0,0
1 . 2 . 2
+ - {"(u—u) ll + "(u-—u) |
2¢, (1+e'At) (15170, (v -1/7,1",
N -1
+ elht s olz 12 &
n=1 0,0
No7b o (u-d) (u-1)
N 1 P [n+1/2] [n-1/2]
2¢, (1+e'At) n=1 At
2€
el! = A .
l+e'At
Usando (i)-(iii) em (3.18), teremos:
N -1
2 2 2
I~ - fz_ I _ + n A'At ) l (2 )
p 0,f °0,8 n=0 n+l/, x5
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tonoytalzg 12 - yraelz 12 <ex bz 17
p 0,r 0,T p 0,8

2 2 1 ~
vz | ~At! -
+oeallz _o=Aellz 17+ {h(u u)[l/é]

0,0 © 0,0 2¢, (1+e'At)

12
0,Q

Np—l N -1

2

1 3+ erat oz lz 1% - at 'z Gz 1% 4
] ~ A - n ~ — n =

+ " (u—ﬁ) [
1 0,0 n

N -1/
P

"ol (u-) - (u-il)

+ )
25A(l+e'At) n=1 At

N -1
= P ~ 2 ~ 2
+ 2MtC % {"(u—u)[n [ + "((u—u)[n+l/é])x"0 - +

n=0 1,1 g

12 } o+ o(At3)

~A

"(u‘u’m+L5]
0,f

Nesta igualdade, além da denominacao

D. = nAx' , D, = ni' , D, = ny' e D, eD

D =n - 5

]
o) A 7 1

convenientes, escolheremos EA de modo a cancelar ambas as soma
torias.
N -1 N -1
2
I

p
n _-nat % Dz ,
1 0,0 n=1 ™ o,d

que figuram do lado direito da desigualdade. Teremos, entao:



N -1
D |z u2 + D,At pz | (z ) n2 + D,At|z n2 <
° Mplo,d ' n=o n+l/5 %00, 5 2N A
N ’
2 2
< ey - At +)lz 12+ patlz 124
© 0,8 ©o,T
- 2 - 2
+ D, {lI (u-u) Il + I (u-%) i +
4 (17,17 & (N 17,17 &
N -1 - -
ooae B W Wineage) T a1y,
4 - At 0,8
n=1 '
Np—l
- 2 ~ 2
p.At 5 {l(u-10) ll + I (u-1) ) +
5 n=0 [n+l/é] 0,8 [n+l/é] X0 8

- 2
+ l(u - u)[n+l/é]"0 EA

Ora, lembrando que

2

N
0,

2 2 .
HzOHO _ = lu(.,0) -O 0,6 < H(u—u)oﬂ
, 52

e que, semelhantemente,

2 o 2
lz 17 5 < I(u=u ) '
oo, ° "o,

transformamos a desigualdade acima em:

UNICAMP
BIBLINYE O/ oy oy
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- N -1
btz 12 +pat T L
° Ny oo, n=0 n+l/, x5 5
+pyatlz 12 < oae’) + Dot 12+
p 0,T ©o,r
N -1 ~ -
(3.19) + ool Iy 5+
‘ ] n=1 At Y
~ 2
+ 1 (u-1q) <+
[n+l/,1 7 &
o 2 ~ 2
+ I ((u-1) )y | + I (u-9) I 1} +
[n+l/2] X0, [n+1/,1] 0,fA
+ D{l (u-@) 1%+ (=) [, ]u2 MR TSP B
0,0 2! 0,0 p 72" 0,0

Assim como em resultado anterior, para enuncia-lo formal-
mente, sera necessario "descobrir" as LipOteses no sentido de

verificar o que é preciso exigir dos dados e da solucgao (respec

tivamente @,, F.A, Q(l), i=1,2,d, 6A, Y, o, N, N, At, V., e u)
i i P h
para que obtenhamos o resultado acima, que indica ser o Método
3/2

de Preditor-Corretor da ordem de At

Em primeiro lugar, como precisamos de uma prOposigéo intermediaria -

— (3.8) — necessitaremos de condicoes de certa regularidade
da solucao u(x,t): lll(u)xlllQ limitada.
OO’OQ
Além disso, para afirmar que os e sao desta ou daque
(3)

L . o a
la ordem em At, exigiremos que as derivadas parciais de 2-ordem



de u(l)(x,t) e de u(z)(x,t) sejam continuamente diferenciaveis
83u(i) 83u(i)

e que 3 e —5>—— (para i e 2 e k <d) sejam conti-
ot ot Bxk

nuas e limitadas por uma constante.

Com este elenco I de hipdteses, podemos enunciar

LEMA. Sejam as notagOes deste capitulo e as hipOteses ¥. Entao,

valem:
2 2 2 ~ 2
- I
"z*n+l"0 . < Cl{HanO - + Iz | A + I (u u)[n+l/£ ot
a ! o,r 0,0
2 ~ 2 3
+ l(u-u) 1= .5 + I(u-u) - YT L} 4+ ofAtT)
[n+1/51 70 18 [n+l/517 %% 5
1Zaperl? p < Collz 12 4 hz 12 4 1 (u-i0) 2
0,T ey n O,Q n O’I‘A [n+l/2 OIQ
~ 2 ~ 2 2
+ I (u-0) < . + l((u-0) y 1€ 1+ o(At™)
I (z ) H2 < 3 Do .
*n+l/é X g~ a expressao do lado direito da desigualdade

imediatamente acima, com o(AtZ), portanto.

Além deste, o

TEOREMA. Nas mesmas condigoes, vale a majoragao (3.19).



§2.4. EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO PROCURADA

E evidente que a ordem deste segundo capitulo poderia ter
sido invertida para que se comecgasse com a demonstragac da exis
téncia e com a verificagao da unicidade da solugao, passando de
pois & ordem das aproximagdoes. A opgao pela estrutura apresenta
da se deveu mais a ordem cronoldgica em que o trabalho foi de-

senvolvido do que a consideragoes de estilo.

A unicidade & obtida da maneira usual: Supoe-se que u e Ww
sejam duas solucgoes distintas do sistema originalmente proposto
e que satisfacam ambas a condigao inicial. Reescrito o sistema
duas vezes, uma vez para cada uma das solugBes, subtrai-se um

do outro, obtendo

(ut -wt,v)O 3 + A(t,u;u,v) - A(t,w;w,Vv) +
(4.1)
+ v ({u-w,v? A =0, YV EV
o,T

Somando e subtraindo desta equagao um termo conveniente (o

gue nos convém, neste caso, & A(t,u;w,v)), teremos:
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~
(ut —wt'v)0,§~2 + IA(t,u;u -w,v) +

(4.2) + y{u-w,v) _, = A(t,w;w,v) -
o,T

- A(t,u;w,v) , V¥Y¥v €V

—

\

No lugar da fungao arbitrdria v de V, escolhemos u -w.

Usando em (4.2) esta substituicao, além da coercividade do ope-

rador A, tem-se:

d 2 2
32 1w Gy s+ u-w ey s+

(T2

2
+y Hu-w)(-,0)ll " 5 <
o,r

’

A

J~|a(t,w) -a(t,u)| |Vw.V(u -w) |dx .
f2

Usando aqui a Lipschitz continuidade de o e a pertinéncia

da solugao a um conjunto limitado, chegamos a:
l d 2 _ 2
5 gz T =w) Coedlig o+ Al (a=w) (0l &+

s yll(u-w) L 00°  <
r

’

< K)o J~|u ~w| |V(u -w)|dx . .
o0 00 J ()
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Procedendo de modo usual, obtém-se:
’ J

33 =) (L 0l) &+ A= (-, 002

3 at a7

Foyl-w) L, 00% _ <Kl Iy o
O’I' .00, 00 .

»

1

2
i 5 + el (u -w)x(-,t)HO,Q} .

2
Il (u —w)(.,t)ll0

14

Escolhendo convenientemente o ¢, pode-se eliminar a norma
do gradiente de u -w de ambos os lados da inequagao, e inte-

grar a desigualdade resultante de 0 a t, t € J:

I =) (00l 5 = 0w =w) (,00) &+
2 T t 2
(4.3) | +2ylu-wi? ., <& f I (w-w) (-, 012 % dr ,
A 2€ 0,Q
O,Tt 0

onde T = K]H(w)xlnﬁ .

oo
. 00,

Do primeiro membro da desigualdade podem ser eliminacos o

29 e o0 39 termos: o 29 por ser nulo, o 39 por ser positivo. A

desigualdade se mantém e ao que restou podemos aplicar o Lema

de Gronwall. O resultado €:



(4.4) [:Vt €J, ll(u —w)(.,t)Hg & = 0
- 2 2 ~ ~
Isto e: em L (J,L°(R)), u e w, solugoes do problema pro-

posto, coincidem.

Resta, entdo, tratar da existéncia dessa solugao Gnica. Ha
vera no Apendice 1, mais detalhes de uma verificagao que sera

aqui apenas esbocgada:

Comecamos definindo espagos que irao se constituir em nos-

sa area de trabalho:

[ 2 ,
wi =1 (Qi) , para i =1,2,
v, = {v(l)(x t) € HlTQ ) v = 0}
1 ' 1’ - Fk !
1
(4.5) v, = H (QZ) , e

m;(J, v; Lz(ﬁ)) = {u € Lz(ﬁ) tais que

I7]T G(r) € L2, L2 .

Este Gltimo espago esta munido da norma

fall = inf lvl ara
ull in y p

(J,V;H) ((=w,) ,V;H

w = Vv gquase sempre sobre J,



sendo
oo oo

2 _ R 2
"V",Y((_OQ,OO) ,V;:H) - J_Oo V(.,T)I dt

2 27
||v(.,t)|lvdt+J 127 |

-— OO

~

onde Vv & a Transformada de Fourier em t da fungao V.

Para estes espacgos valem

1 1
C C i=
HO(Qi) Vi H (Qi) , para i=1,2 .

A demonstragao aqui delineada segue um procedimento andlo-

go aquele de Lions em [ ], para cada uma das componentes

u(i)(x,t) da solucgao procurada u(x,t) = (u(l)(x,t), u(z)(x,t)).

Nesse mencionado trabalho, o operador estudado & da forma

_1y 1Pl P m-1 q
r X (-1) Dx(apq(x,t,DX u(x,t))Dx u(x,t)
lpl,la]<m
(4.6)
3
+ 5% u(x,t) ,
\ -
claramente uma generalizagao — em cada componente — do opera-
dor aqui estudado, onde, para m =1 e q sendo a difusibi-
lidade a(t,u(l)(x,t)) quando nao for nulo:
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d
_ 3 (1) 9_ . (4)
{'il (-1) % [aft,u" ™" (x,t)) 3% utti(x, )]+

(4.7)

+ 5% w11,

Ha duas etapas a serem cumpridas: na primeira delas verifi
cam-se as condigoes do teorema citado para cada uma das compo-

nentes do operador; na segunda a demonstragéo € indicada.

Além de termos, por forca das caracteristicas de de

l’

Q e de suas respectivas fronteiras, as injegoes de H 1Qi) em

2
Lz(Qi) completamente continuas, a caracterizagao do operador

(A,t;u,v), herdadas, por assim dizer, da difusibilidade
© (1)

alt,w (x,t)) podem garantir que, para i = 1,2:

.0 e Lz(Qi) e

f Para u(i)(.,ﬁ), v

(4.8) w(i) € L2(J,H'(Qi)) , a aplicacgao

t —— A(t,w; u,v) & mensuravel;

.



(4.9)

.

(4.10)

N

—

-
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(1) . (1) _ (1) (1) (i)
ai(t,w ;u Vo) i}Mi"u "l Q v "l,Q

r i i

(1) (1)

Yu ’ v(l) € Vi , com Mi independente de w ede t;
a.(t,w(l); v(i) ,V(i)) s )\"V(i)nz ,
i - 1,0,
, i
vt €y , A independente de w'!) ¢ e .

E necessario — o que sera abordado no Apéndice 1 — que

se tenha:

(4.11)

se w(l)————+ w(l) para i=1,2 em LZ(J,Vi) quando

n —— «», entao, para i = 1,2

T . : . . : .
f lai(t'w(l).u(l)’v(l)) _ai(t,w(l);u(l),v(l))ldt — 0

0 n
para u(l) fixado em Vi e uniformemente
para v(l) num subconjunto limitado de Vi .

Satisfeitas as condigOes exigidas, pode-se passar & prova

da existéncia da solugao u(x,t) = (u(l)(x,t),u(z)(x,t)) do sis

tema que descreve o problema:



Determinar u € ¥ tal que

/

Ju
r(—— 'V)O,ﬁ + A(t,u; u,v) +

+ v {u,v) _, = (Q,V) 5 +
0,8 0,8
(4.12) |+ y o® vy .,
o,r
com (u(.,O),v)Olﬁ = (WO,V)Olﬁ

para VYv €V .

Esta demonstracao segue O seguinte roteiro:
Fixa-se uma fungao- w(x,t) com w(i)(x,t) € L2(J,L2(Qi))

que sera justamente aquela a figurar na parte nao-linear do ope
rador A. Este novo problema (Pw), com w fixo, € conhecido, e
é parabdlico e linear. Para ele, temos garantida a existéncia
de uma Gnica solugao em L2(-w,T; Lz(ﬁ)). A restrigao de tal
solucgao a L%(J;Lz(ﬁ)) daremos o nome de u_ . Esta funcao esta
em ﬂ;(J,V; Lz(ﬁ)). Definimos em seguida uma aplicagao X que, a
cada w € LZ(J,W), associa a solugao u, do problema (Pw). Es-

tas solugOes permanecem num subconjunto limitado de

2 ~
Hy (T, Vi LT(Q)).



-~ . 2
Escolhendo uma sequencia wn —> W em L (J,W), teremos,
/
em consequéncia, u_ = X(w_ ) —— u
n n 4

2
X(w) em L (J,V). Pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff, existe um ponto
fixo da aplicagao X, i.e.:
. 2 ~
existe u(x,t) € L"(J,W) tal gune X(u) = u. Ora esta equagao ca

racteriza precisamente a u(x,t) que & a solucao de (4.12).

’
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CAPITULO III
ENSAIOS NUMERICOS
Neste capitulo sao apresentados alguns resultados de en-
saios computacionais obtidos com o esquema numérico estudado nes
te trabalho. Tais ensaios foram executados com equipamento Di-
gital (VAX) disponivel no CPD da UNICAMP através dos terminais
disponiveis no LABMA (Laboratériq de Matematica Aplicada do De-

partamento de Matematica Aplicada - IMECC, UNICAMP) .

Foi considerado como dominio uma fatia muito mais 1longa
que larga, composta por dois meios: 2 fOrmas de'concreto suces -
sivamente langadas, a primeira em contato com a rocha, de um la
do e com a nossa forma, do outro. A segunda fOrma esta em conta
to com esta primeira, de um lado e, do outro,com o ar.

O problema pode ser, nestas condigoes reduzido a apenas

uma dimensao espacial, conforme indica a figura:

a _a : a _a
.1- forma |, 2- forma

Rocha Arxr

i

x=0 X

Nesta situagao, teremos



Ql = (0,a) - 19 dominio
Qz = (a,b) - 29 domiﬂio sendo a =20 e b = 40
(3.1) r® = {0} - fronteira com a rocha
F? = ¢ - fronteira do 19 dominio com o ar
Fg = {b} - fronteira do 29 dominio com o ar
I' = {a} - interface entre os dominios, com a e b

dados acima.

Indicamos, de modo esquematico, os elementos finitos uti
lizados, destacando que em I', a interface, consideramos, na rea
lidade, dois nos correspondentes & abscissa x = 2. 0 primeiro
nd € aquele em que, pelo modelo, se calcula a temperatura cor-
respondente ao primeiro dominio, no segundo tem-se a temperatu-~
ra aproximada pelo lado do segundo dominio. Na notagao usual as
temperaturas u(2—,tn) e u(2+,tn) sao aproximadas por Uén) e

Uén) respectivamente:

Y6 (x)

/¢\3(Xi \ |
(3.2) 3 ' . J: ' : ) '

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 3.6 A<4.
-~ T

0
A
' < 2 r 2 2

Na tabela a seguir, apresentamos os resultados de

alguns ensaios numéricos. Consideramos, nesta simulagao numeri-

ca, para um intervalo de tempo normalizado, i.e.: T = 1.0,
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ate,uy=2 u) (x,t), a difusibilidade no meio 1, i=1,2;
(3.3) y(t) = /6 (1 _TET , o coeficiente de convecgao e
A _ t
8 (t) = 2V/6 (1 -737) r a temperatura ambiente.
Ainda,
(1) _ x(x-6) 3,.2 t |2
Q (x,t) ——ﬁl—-—z(x -'6X+ 6) (1 —-,ITI) e
(3.4)
(2) _2/6 x(x-5) _1,..2 t 2
Q% x,0) = S AT 3 (6% 30x + 25) (1 - ==7)

respectivamente a geracao de calor nos meios indicados pelo in-
dice superior. Estas escolhas se devem a uma tentativa académi-
ca de testar o esquema numérico, o gque explica o aspecto da
difusibilidade, do coeficiente de conveccao da temperatura am-

4 (2)

biente, além da geragao de uma solugao (u(l)(x,t), (x,t)) ,

da aplicacao do operador diferencial a esta solugao para obter
Q(l) e Q(z), e da adaptagao de o, y e oP para o sistema ter,
de fato, a solugdo proposta. Este processo de simples descrigao

consistiu-se, na realidade em uma questao funcional tra-

balhosa...

A tabela a seguir refere-se a calculos em que a malha de ele

mentos finitos tinha 10 elementos.



N? de passos lu - ull Hu"; ull Tempo de
no tempo CPU
- - 2
50 3.2 x 1072 4.5 x 10~ 3 |0.55 x 10
7
S - 2
100 1.6 x 10”2 2.2 x 1072 |1.04 x 10
- -4 2
200 7.0 x 103 9.8 x 10~ % [1.94 x 10
400 2.7 x 1073 3.8 x 1074 [3.87 x 10
~4 -5 2
800 5.0 x 10 7.0 x 10 7.89 % 10

entre os vetores

lu -0l
flall

Para outra malha de Elementos Finitos (com 16 elementos) fo-

Nesta esquematizagao, llu - Uil indica a norma

u(xi,T)

ram obtidos os resultados

e

o (8D
1

r

i=1,...,NN.

corresponde ao equivalente erro relativo.

da diferen-

A norma

de

, N9 de passos la - Gl lu - Ul Tempo de
no tempo Tul ' CPU

25 8.4 x 10 2 9.3 x 1073 | 0.64 x 107

50 4.1 x 1072 4.5 x 1072 | 1.04 x 10°

-2 -4 2

100 1.9 x 10 2.1 x 10 1.93 x 10

200 7.0 x 1073 7.8 x 10°% | 3.74 x 102

400 1.2 x 1073 1.3 x 1074 | 7.49 x 10

As figuras a seguir permitem visualizar o tipo de transiente

térmico calculado, bem como a evolugao da temperatura na

face.

inter-
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APENDICE, 1

Sejam V, W e H os seguintes espagos de Hilbert:

H=w=r1?@"

e V tal gue Hé(ﬁ) cv C,Hl(ﬁ). Teremos, entao
(A.1) VCWCH ,

’

inclusoes estas tanto no sentido algébrico quanto no topoldgico.

Consideremos uma familia de formas bilineares e continuas
sobre V, parametrizadas por t € J = [0,T) e wWEW:
A(t,w;u,v). As dependéncias em Vv e t ndo sao necessariamen-
te lineares. Estas formas deverao satisfazer 3s seguintes condi-

coes:

Para u(.,t), v(.,t) € L2(J;V) e
(A.2) w(.,t) € L2(J;W), a aplicacgao

t —— A(t,w; u,v) é mensuravel.

No problema por nds estudado, o operador A(t,w; u,v) tem a

forma

A(t,w; u,v) + ¥y (u,v) ~A ’
o,r

sendo A o operador definido anteriormente satisfazendo (A.2).

(*) A escolha de 2 nomes para um.mesmo espage visa tao somente
deixar o problema em condigoes de aplicar diretamente os re-
sultados de Lions, em [30].
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Exigimos que, além de (2.3) do capitulo II, isto &, que
A< |la(t,w(x,t))| < p para t,X e w arbitririos em seus res

pectivos dominios, u e v sejam tais que

T
[war vl e cm,
0 0,F o,

isto &, as fungoes de nosso espa¢o de trabalho satisfazem

W oe LZ(J,LZ(fiA)).
Alem de (A.2) necessitaremos de

[A(t,w; u,v)| < M llull<lvl
(aA.3)

com M independente de t e de w.

Tanto para verificar (A.3) quanto para a seguinte (A.4) ,

basta recordar (1.3') do Capitulo II.

TIA(t,W; V.V)lelvll2 , A >0

(A.4) e YW € V , com w arbitrario em W

e X 1independente de w.
-

E, finalmente:
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-

2 ~
se wn(t)———+ w(t) fortemente de L (J,W), entao

/

t
f |A(t,wn(t); u(t), v(t) - A(t,w(w); u(t), v(t))|dt — 0
0

(A.5) quando n —* o ,

. 2 .
para u fixoem L (J,V) e uniformemente

s

para Vv num subconjunto limitado de L2(J,V).

'

A

As referéncias para a verificagao desta f{ltima hipdtese,
fornecidas por Lions em [30], sac Gagliardo [20], Scorza-Dragoni

[41] e Stampacchia [45].

Nestas condigOes temos entao o:

TEOREMA. Supondo validas as hipbteses (A.l) - (A.5), e supondo
também que a inclusao de V em W & compacta, entao, para

Y € (0,1/4), existe u € L>((-=,T);V) com DY u € L2 (3:8) que

é a solugao de

3
(5%"’)0,5 + A(t,u; u,v) + vy <u,v>0 -2 =
r

) A
. 6 = ~
(A.6) (Q,V)O'Q + v (9 ,V)O fA ,

com (u,(.,O),v)O 5 = (wo,v)O 5 , YV E€V,
14 14

AN



A .
para Q, © e wo suficientemente regulares, i.e.:

2
Q € L°((~-»,T) ,;H) sendo nula para t < 0 ,

w €t e o er’((-o,m; 1?(r")) também nula para

t <0 .

A demonstracgao deste resultado depende de dois outros, in-
termediarios, para os quais fornecemos a referéencia ja citada de

Lions [30]:

PROPOSIGAO 1. Sejam V C W C H espagos de Banach com as inclu-
soes algébricas e topoldgicas. Supondo que a inclusao de V em
W & compacta (completamente continua), entao, para todo € > 0

existe CE tal que, para todo v € V, vale:
< +
(A.7) “V”W __eHVHV CellvllH

PROPOSIGCAO 2. Ainda nas mesmas hipdteses da Proposigao 1, para
qualquer Y > 0, a inclusao de ﬂ&((O,T);V,H) em L2H0,T);W)

também & compacta continua.

Com o uso destes resultados temos a demonstracao do teore-
ma de existéncia do final do Capitulo II, seguindo o  roteiro

ali formulado.
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Seja w fixo em L2(J;W). A fungao t —— A(t,w;u,v) pa
ra u e v fixas quaisquer em V & mensurivel e verifica
as hipoteses de resultados de existéncia e unicidade
de sistemas com operadores lineares (os resultados va
lem, em geral para operadores sesquilineares), garan-
tindo assim a existéncia de uma e uma s6 funcgao

\

u € Lz((—m,T);V), nula para t < 0 con

’

(%% ’V)O,ﬁ + A(t,w;u,v) '+ v (u,v) ~p =
_ - A
(PW) - (Q’V)O,Q + Y <e IV) ~A ’
o,r

com (u("O)’V)o,ﬁ + (wo’V)O,ﬁ .

Denotamos por u a restrigao desta solugao ao inter-

valo J e temos a pertinéncia:
u € ﬂ%(J;V,H) para 0 < v < 1/4 .
Iy

Fixando v < 1/4, definimos uma aplicagao X que, a
cada w associa a solugao u do problema (Pw), aplica
cao essa de L2(J;W) em ﬂ%(J;V,H).

A medida que w percorre o espago LZ(J;W), as solugoes
identificadas com X(w) — por forga das imposigdes

(A.3) e (A.4) — permanecem num conjunto limitado de
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m%(J;V,H) e, entao, num conjunto limitado de LZ(J;W).

2 { -
Se w— W em L7 (J;W), entao woo= X(wn) —+ u = X(u)

2
em L (J;W) porque, de fato, colocando:

T
En(n,‘P) = [O {A(t rwn(‘,t)Fu('rt) l‘p('lt)) -

v

- (u(-,t),é—% ¢ (t))}dt ,

T .
E(u,v) = f {A(t,w(.,t)ul.,)v(.,t)) -
0

(u(.,t), sxel.,t)}at

T A
{@,e(.,t)) + v {67 ,0(.,t))}at +

L(v)
Jo

+ (Wo"p(-,t)) ’

entao u eu s3o respectivamente colugoes em

F = L2(3;V) de E (u,¢) = L(p) e E(u,v) = L(y), para
¢ satisfazendo todo um elenco de condigoOes relaciona —
das por Lions em [30] ((1.9) e (1.15), cap. IV, §3,além

de (1.4), cap. IV, §1).

~ 2
Teremos entao u, —> u.em L (J;V) se pudermos veri-

ficar que sendo
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R [¢] = E (u,¢) - E(u,v) =
n n

)

T . K
- f Alt,w_(£) 7ult) v (£)) - At jult), ()]t ,
0

IR ()| -
e se +~ 0 quando n —— « entao

lell

IR (¢) |
Rl = sup I +~ 0
I @Il

Ora isto segue da hipdtese (A.5) e podemos aplicar a
transformagao w — X(w) .0 teorema do Ponto Fixo de
Schauder-Tychonoff: existe w€5L2(O,T);w) tal que

w = X(w). Basta chamar esta fungao de u e temos a solu

cao procurada de (A.6).



APENDICE 2

Anexamos o programa utilizado nas simulagbes numéricas.
Este programa foi executado em FORTRAN 77, estruturado,
portanto. Esta & uma das primeiras versoes na qual constam, ain
da, modulos de impressao de resultados parciais para acompanha-

mento da execugao.

O sistema utilizado foi o VAX-1ll do CAPD - UNICAMP.



aNaNsNeNaNeNaNeNaNaNaNaNeNe

aNeNeNeNeNeNeNeoNeNaNe] OO0

s NeNeNaNe

4640
450

[a NaNel

- 92 -
24-JUN-1988 15:37:02
21-JUN-1588 18:0T7346

’ J
SCB DENOCM.: T‘R'YJO 3 .FOR/ PARA GRANDES NT, P

NESTE PROGRAMA, APENAS SAO CCNSIDERADAS AS FUNCOES TESTE
00 SUB-ESPACO DE SOLUCDES, DEIXANDD DE FORA, PORTANTO, A
FUNCAD TESTE FI-0, DEFINIDA KA ORIGEM. ESTA FIGURA NUM
PROGRAMA ALTERNATIVO DENOMINADD T R Y 0 2 . FOR

PROGRAMA EXECUTADO PARA MALHA DIFERENCIADA: NN=17

PRUGRAMA PRINCIPAL

IMPLICIT COUBLE PRECISIONCA-H,0-2)

COMMCN/DIMEN/TF, TM1, IBW '

COMMON/DISCR/DT, Hy RZ6y N1C2)y N2C2)y NN
COMMON/TRABA/B(17,417), D(17)sX(17);U(17) UNM1C17),TBC17)
COMMON/RESUL/GRID(C501,17)

CIMENSION 2ZO0PR(C17,17), ZSERC17,17), VET(17), AC17,17)
DIMENSION ZAUXC1T,17), VC17), XC(17)

NESTE CASOy TF - EXTR. DIREITO DO INTERVALO EM T7: 1.000
TM1 = TF + 1

YR = 2.%0DSQRT(6.0)/3.

R16 = DSQRT(6.0)

ALF(XEyXU) = XU/8.000
N1CI) & N2CI) =~ DETERMINAM TERMINANTES DA DISCRETIZACAD DO DOM.

CATA AsB/578%0.000/
CATA ZOPRyISER,ZAUX/78€7%0.000/
DATA X0,TOyNNyTFyND1/2%0.00091754.000,8/ .

TYPE 440

ACCEPT 450, NT

FORMAT(4X,*"ENTRE COM C VALOR DD NO. DE PASSOS NO TEMPO:')
FORMATC(I4)

INTRODUZINDO CONTADOR DE TEMPOs, NA VAR. ITANITEMP\XTPO
CALL LIBSINIT_TIMERCITA)

H = ( 4.000 >/0FLOATC(NN-1)
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e,
\XD3SMAIN 24=-JUN-1988 15:37:02
21-JUN-1988 18207246

158 c , ,
'59 C
160 WRITE(31,1040) ‘ J

61 WRITEC31,1010)HsTO,TF NN,NT

62 c

63 c

64 c

65 IBW = 1

66 N1C1) = 1

67 N2C1) = ND1

68 N1C2) = ND1 + 1

69 N2(2) = NN

70 d ‘
71 c

12 RZ6 = DSQRT(6.0D0) ,

13 DT = (TF = TO)/DFLOAT(NT)

T4 TM1 = TF + 1.0D0

75 YR = RZ6%2.000/3.0D0 ,

16 YF = RZ6%H/3.000 h
17 c :

78 WRITE(3151030)RZ6sDTyTML,YR,YF

19 c

30 c

31 DO 10 I = N1C1),N2C(1)

32 XCI) = I%*H

33 UCI) = X(ID)%C64000 = XCID)

14 10 GRIDC1,I) = UCI)

35 c

36 DO 20 I = N1C2),N2(2)

37 XCI) = CI-1)%H .

18 UCID) = YR&X(CID%(5.0D00 = X(CID)

39 20 GRIDC1,I) = UCI)

)0 c

11 C

)2 WRITEC31,1020)CUCI),I=1,NN)

'3 C

4 C

5 c MONTAGEM DA PRIMEIRA MATRIZ DE RIGIDEZ: A
6 c

7 C

8 S = H/6.0D0

9 CO 30 K=1,2

0 DO 30 I=N1CK)+1,N2CK)~-1

1 ACI-1,I)=S

2 ACI,I-1)=S

3 30 ACI,I)=4.000%S

4 DO 40 I=1,2

5 ACN2CI)=1,N2CI))=S

6 40 ACN2CI)yN2CI)=1)=S

7 $S=2.000%S

3 DO 50 I=1,2

9 ACN1CI),ZN1CI))=S

0 50 ACN2CI)yN2CID)=S

1 ACN1C1),N1C1)) = 2.0D0%S

2 c WRITE(31,680)CCACIJ) 3J=19NN),I=1,NN)

3 680 FORMAT(//1X,*MATRIZ A2'3(1Xs10D12.2,71X,7012.2))
4 C
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110

120

681

140
150

682

160

INICIO DA PARTE A SER ITERADA
' /

TN = T0

NNT = NT + 1

DO 1000 LI=1,NT

TN = T0 + (LI - 1)%DT
TNl = TN + DT

DO 110 I=N1C1),N2C2)
VaId = UdD

CALL MONTAB(V,TN)

S = RI6X%UCN2(C2))%(1.000=-CTN+TN1)/(2.000%TM1))
BCN2(2)yN2C2)) = B(N2(2)4N2C2)) + §
D0 120 I=1,NN

DD 120 J=1,NN

TS1 = A(CIZJ)/0T

TS2 = B(I,J)/72.000

ISER(IZJ) = TS1 - TS2

I0OPR(IyJ) = TS1 + TS2

WRITEC314681)CCZSERCIZJIyJ=1,yNN)yI=1,NN)
WRITE(319681)CCZOPRCIyJ)9J=1yNN)yI=1,NN)
FORMAT(//72X,'TESTE IN MAING:*,(/1X,11D11,2))

CALL MONTADCTN)

00 150 I=1,NN

S = 0.00D0

DO 140 K=1yNN

S = S + ISERCI,KI*UCK)
TBCI) = § + DCID

WRITE(31,682)LI,C(TBCI),I=1,NN)
FORMATC(C//7/72Xs ' TELM INCEP. IN MAIN

CALL RESOLUCZIOPR,TB,UNM1)
DO 160 I=1,NN
V(I) = CUCI) + UNM1(CI>>/2.0D0

CALL MONTABCV,TN)

S1 = 1.000 - (TN+TN1)/(C2.0D0%TM1)
S = RI6%S1%V(NN) '
BCN2(2)yN2C2)) = B(N2(2)yN2C2)) + S

WRITE(31,6962C(BCI4J)yJ=14NNDyI=1,NN)

24=-JUN-1988 15:37:02
21-JUN~1588 18:07246
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172 C

173 DO 170 I=1,NN ‘ y

174 0O 170 J=1,NN : ,

175 TS1 = ACILJ)/DT :

176 TS2 = B(I,J)/2.0C0

177 I0PRCILJ) = TS1 + TS2

178 170 ISER(IHJ) = TS1 - TS2

179 C

180 C

181 C

182 DO 150 I=1,NN

183 S = 0.000

134 0O 180 K=1,NN .

185 180 S = S + IZSERCI K)%V(K)

186 190 TBCI) = S + DCI)

187 C .

183 C

189 C WRITEC31,681)CCZOPRCI,JDyJI=14NNDyI=1,NN)

190 C WRITEC31,682)CTBCI)sI=1,NN) \
191 C -

192 C

133 o

194 CALL RESOLUCZOPR,TB,yXC)

195 S1 = 0.000

196 S2 = 0.000

a7 0O 200 K=1,NN

.98 S1 = 51 + CUNMICK) =~ XCCK))k#2

.99 200 S2 = S2 + XCCK)I%XCCK)

'00 S = DSQRT(S1/52)

01 IR = LI = CLI/Z20)%20

102 IF (IR.EQ.0) THEN

03 WRITEC31,690)LI,TN1,S

06 ENDIF

05 630 FORMATC6Xy*PASSO ='yI4y' 2',D012.5,9Xs"'NORM.2',D15.6)
06 C WRITEC314691)CUNMLICK) 3XCCK)yK=1,NN)

07 691 FORMAT(/6Xy 'PREDe=CORRe/COMP. 2?4 (/3X,8015.5))
08 696 FORMAT(/6Xy "VERIF, B2 ',/,(11011.3))

09 C

10 C

11 DO 210 I=1,NN

12 GRIDCLI+1,I) = XxCCI)

13 210 UCI) = XCCI)

1o C

15 C

16 C

17 1000 CONTINUE

18 C

19 C

20 C

21 C

22 C AVALIANDO TEMPD DE CPU, CENTESIMOS DE SEGUNDO: VAR. XTPO
23 CALL LIBS$STAT_TIMERC2,ITEMP,ITA)

24 XTPO = DFLOATCITEMP)

25 C

26 c

27 WRITE(31,1005)

28 WRITEC31,1050) CUNMICL)yXCCL)yL=1yNN)



L
.

19

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
+0
«1
62
¢3
‘4
45
46
o7
*8
+9

JGRAM SECTIONS

UV S W Y W)

TR

] -

3SMAIN

1003

1005
1010
1060
1020
1030
1040
1050
1080

NAME

sCODE
SPDATA
SLOCAL
DIMEN
DISCR
TRABA
RESUL

DO 1003 LI=1,NNT

Lx = LI - 1

IX = LX = (LXx/720)%20
IFCIX.EQ.0) THEN

WRITEC31,1060)LXs CGRICCLIJK)yK=14NN)

ENDIF

CONTINUE
WRITE(C31,1080)XTPQ
FORMATC//7/7/7723X,"DENOM,

FORMAT(/9X,5D15.5)

FORMATC//712X,*TENTATIVAS =~
FORMAT(//SX. 'COMP. pRED'CORR:'ng(IX'BDISo 5))

J

/

TR Y 03
FORMATC///721X,*VERIF. ENTRADA DE DAOOS:'»//9%X43018.6,218)
FORMAT(/1Xy "PASe - *',14,5X45018.54/1X%X,6018.5,/1X,6D18.5)

FORMATC///1X*TESTE DALOSS'y(/5X96D14.4))

SAIDA

TRY 0 3',30C"%

'

Y'2//7771X)

FORMAT(///5X,*TEMPO DE CPUy CENTESIM. DE SEG.2'y013.3,//7)

CALL EXIT
END

TOTAL SPACE ALLOCATED

Y PDINTS
ADDRESS

0oo0ov0000

TYPE NAME

TRYO3SMAIN

ATEMENT FUNCTIONS

ADDRESS

o

TYPE NAME

Rx8 ALF

BYTES

1906
374
9800
20

44
2992
68136

83272

ATTRIBUTES

PIC
PIC
PIC
PIC
PIC
PIC
PIC

CON
CON
CON
OVR
OVR
OVR
OVR

REL
REL
REL
REL
REL
REL
REL

LCL
LCL
LCL
GBL
GBL
GBL
GBL

SHR
SHR
NOSHR
SHR
SHR
SHR
SHR

EXE
NOEXE
NOEXE
NOEXE
NOEXE
NOEXE
NOEXE

24-JUN-1988 15237202
21-JUN-1988 18207246

RD NOW
RO NOWM
RO
RD
RO
RO
RD

TIXTrxx
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SUBRCUTINE MONTAB(V,TN)

ESTA SUBROTINA FAZ A MONTAGEM DA MATRIZ B, MONTAGEM QUE
DEVE SER REFEITA DUAS VEZES A CADA PASSO NO TEMPO. UMA
PARTE QUE SERA FEITA NO PROGRAMA PRINCIPAL E' O ACRES-
CIMO DE UMA TERMO RELATIVO 'A FRONTEIRA, SOMADD AQ UL~
TIMO ELEMENTO DA MATRIZ B: B(NsN).

IMPLICIT OOUBLE PRECISION(CA-H,0-2),

COMMCON/DIMEN/TF,TM1,1I8W
COMMCN/DISCR/DT,HyRZ64NL1(2)4N2C2)yNN
COMMON/TRABA/B(17917),0C17)yXC17),UC17)yUNMLI(17),TB(1T7)
COMMON/RESUL/GRIC(CS501,17)

DIMENSION V(17D

DEN = 1.6D+1%H

BUN1C1)yN1C1))=C2.0D0%V(N1C1)) + VI(N1(1)+1))/DEN

DO 10 I=N1C1) + 1, N2(C1) -~ 1

RB = (V(I-1)+V(I))/DEN

B(I-1,I) = -RB

BCI,I-1) = -RB

RE = V(I-1) + 2.000%V(I) + V(I+1l)

BCI,I)=RB/DEN

RB = (V(N2(1)-1) + V(N2(1)))/DEN

B(N2(1)yN2C12) = RB

B(N2C(1)~-1,N2C1))
B(N2(1),4N2C1I-1)

-REB
-REB

BCN1(2),N1C2)) = (V(N1(2)) + V(N1C2)+1))/0DEN
DO 20 I=N1(2)+1,N2(2)>-1

RB = (V(I-1) + V(I))/CEN

BC(I-1,I)> = -~RE

B(I,I-1) = -RB

RB = V(I-1) + 2,0D0%V(I) + V(I+1)

BCI,I) = RB/DEN

S = (V(N2(2)+1) + V(N2C(2)))/DEN

B(N2(2)-1,N2(2)) = =S
BCN2(2)yN2(2)=-1) = =3
B(N2C2)yN2C2)) = §

RETURN
END
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SUBRCUTINE MONTADCTN) J

ESTA SUBROTINA EXECUTA O TRABALHO DE "MONTAR", VIA CRANK-
NICCLSON (1/2)s A PARTE DO VETOR DO TERMO INDEPENDENTE
RELATIVA 'A GERACAD DE CALOR NO DOMINIQ. O TERMO INDEPEN-
DENTE DOS SISTEMAS LINEARES A SEREM RESOLVIDOS SERA CONS-
TRUIDO NO PROGRAMA PRINCIPAL SOMANDO-SE O VETOR CONSTRUI-
00 NESTE PROCEDIMENTO COM O PRODUTO DE MATRIZES DE TRABA=~
LHO CEFINIDAS E OPERACAS NO PROPRIO PROGRAMA PRINCIPAL.

IMPLICIT DOUBLE PRECISIONCA=H,0-2)

COMMON/DIMEN/TF,TML1,IEW ,
COMMEN/DISCR/DTyHyRZ69N1C2)9N2C2) 4NN )
COMMON/TRABA/B(1T517),DC17)yXC1T),UCLIT),UNMLC17),TB(1T7)
COMMCN/RESUL/GRID(501,17)

QLCZXyZT9ZD)=C(ZX*¥(IX=€40D0)/2D)=(To50=1%(ZX%(2ZX~6.000)+46.000)%
(C1.0D0-2ZT/72D)%%2))

Q2(ZXy2lT520)=(2.000%RZ6%(ZXX(ZX=5.000)/2ZD)=(6.,000%1X
*(IX-5.000)+2.50+1)%((1.0D0-2T7/2D)%%2)>/3.000

YF = H/1.20+1

TN1 TN + DT

NN1 N1(1)

NN2 NN1 + 1

X0=0.0D0

S1=0.0
S2=21CXCNNL) » TN, TMI)+CQ1C(XCNN1),TN1,TM1)
S3=Ql1CXCNN2Y TNy TMI)+GCL1CXCNN2)»TN1,TML)
DCNN1) = YF¥(S1 + 4.000%S2 + S3)

DO 10 I = NN2,N2(1)~1

noaon

X0 = X(I-1)

X1 = X(ID

X2 = X(I+1)

S1 = Q1(X0sTNyTM1) + C1(X0»TN1,TM1)
$S2 = QICX1sTN,TM1) + C1(X1,TN1,TM1)
S3 = Q1(X2yTN,TM1) + Q1(X2,TN1,TM1)

BCI) = YFx(S1 + 4,0D0%S8S2 + S3)

NN1 = N2(1) = 1

NN2 = N2(1)

S1 = Q1CXCNN1)9TNyTM1) + QLCXCNN1DsTN1,TM1)

S2 QICXCNN2) 9 TNy TM1) + Q1CXCNN2)»TN1,TM1)
DCNN2) = YF%(S1 + 2.0C0%S2) ‘

NN1 = N1(2)

NN2 = NN1 + 1 :

S1 = Q2CX(NN1),TN,TM1) + Q2(X(NN1)>,TN1,TM1)

24-JUN-1988 15:37:02
21=-JUN=-1988 18:07:46
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)058 S2 = Q2CX(NH2)yTN,TM1) + Q2(X(NN2),TN1,TM1)
1659 DCNN1) = YFx( 2.000%S1 +S2 )

)060 c ‘ ’

1061 c ' /

1062 D0 20 I=NN2,N2(C2)-~1

1063 X0 = XC(I-1)

1064 X1 = x(CI)

1065 X2 = X(CI+1)

066 S1 = Q2CX0yTN,TM1) + Q2C(X04TN1,TM1)

067 S2 = Q2C(X1,TN,TM1) + C2(X1,TN1,TM1)

068 S3 = Q2(X2,TN,TM1) + C2(X2,TN1,TM1)

069 20 DCI) = VYF%(S1 + 4.,0D0%S2 + S$3)

070 c

071 NN1 = N2(2) -1

072 NN2 = N2(2)

073 XA = XC(NN1) :

074 XB = X(NN2)

075 S1 = Q2C(XAsTN,TM1) + C2(XAsTN1,TM1)

076 S2 = Q2CXByTN,TM1) + C2(XB»TN1,TM1)

077 DCNN2) = YF%(S1 + 2.0C0%S2) ’ N
078 GAM = RZ6%(1.000 - CTN+TN1)/7(2.0D0%TM1))

D79 TET = RZ6%(2.000 - (TN+TN1)/TM1)

D80 DCNN2) = DCNN2) + GAMXTET

)81 C

)82 C

)83 c

14 C WRITE(31,230)CDCI)yI=1,NN)

)85 230 FORMAT(//71X,*NA S-RTN MONTAD',(/20X,6D014.6))
)86 RETURN

)87 END
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/
SUBROUTINE RESOLUCXA,XB,yXC) ,

ESTA SUBROTINA RESOLVE UM SISTEMA AX=B PARA MATRIZES TRIDIA-
GONAIS COM A CIAGONAL PRINCIPAL DOMINANTE, USANDO, 0O METODO
CE GAUSS. ESTA ESCOLHA SE DEVE AC FATO DE SE USAR CADA CADA
FATORACAD APENAS UMA VEZ: OPTOU-SE PELO METODO OE PROGRAMA-
CAO MAIS SIMPLES.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(CA=-H,0~2)

COMMON/DIMEN/TF,TM1,1IPEW ,
COMMON/DISCR/DT,H,RZ64,N1C2),N2C2),NN
COMMON/TRABA/BCL1T,17)4sDC1T7)yXC1T),UCLITI),UNMICLT),TB(C1T)
COMMON/RESUL/GRIDCS501,17) ‘

DIMENSION XAC17,17),XBC1T7),yXCC1T7)
D0 10 I=1,N2(2)-1

L = I+l

S = =XACLyIDd/XACILID

XACLyL) = XACLyL) + SHXACIHL)
XBC(L) = XB(L) + S*XB(I)

TESTE DE SING.

P = 1.0D0

DO 20 K=1,N2(2)

P = PaxXA(K,K)
IFCDABS(P)«GE.(1.00+10)) P=1.000
WRITE(31,210)P :

RESOLU

NN = N2(2)

XCCNN) = XBCNN)/ZXACNN,NN)

DU 30 I=NN=141y-1

XCCL) = (XBCI) = XACI, I+1)%XCCI+1))/XACI,4I)

FORMAT(/17X,'NA S-RTN RESOLU - TESTE DE SINGUL.:',D17.6)
RETURN
END
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