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Resumo

Neste trabalho estabelecemos algumas propriedades da equacio de Schrédinger ndo-
Hnear ndo-local (INLSNL), em especial as relacionadas ao problemea de Cauchy. Primeira-
mente fizemos um capitulo preliminar de notacdes e teoria bésica utilizada no esta-
belecimento dos resultados; essa parte também visa facilitar & leitura deo trabalho. Em
seguida apresentamos ¢ principal resultado: boa colocagéo local para o problema de valor
inicial (problema de Cauchy) associado & equagBo NLSNL para dados iniciais pequenos
nos espacos de Sobolev reais usuais de ordem malor que trés meios; o método permite
estabelecer que a aplicacio dado inicial-solugBo € suave. No capitulo seguinte prova-
mos o mesmo resultado para a equacdo de Schrodinger n&o-linear nao-local intermedidria
(INLSNL), a qual é mais geral que a outra. Depois estabelecemos boa colocagio para a
equacio NLSNL em espacos de Sobolev com peso. Em outro capitulo apresentamos um
resultado de mé colocagéo: estabelecemos que nédo se pode obter boa colocagao local, em
espacos de Sobolev de indice negativo, para o PVI associado a equagdo NLSNL por meio
de método iterativo de Picard; como conseqiiéncia, a aplicagio dado-solucio nao é suave
nesses espacos. Provamos também, fazendo uso de uma identidade de Pohozaev, a nao-
existéncia de solugoes standing waves para a equacdo NLS ndoc-local. Finalizamos com
um capitulo onde exibimos alguns problemas interessantes relacionados principalmente &
equacdo NLSNL e algumas possiveis dificuldades a serem enfrentadas em uma eventual

tentativa de solucionég-los.
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Abstract

In this work we establish some properties of the nonlocal nonlinear Schridinger egua-
tion (NLSNL). First of all, we present a preliminary chapter with notations and basic
theory used to establish our results; that part also seeks to facilitate the reading of this
work. Soon afterwards comes the main result: local well-posedness for the initial value
problem {the Cauchy problem or IVP) for the NLSNL equation with initial data in real
Sobolev spaces of index larger than three and a half; the method of proof allows to es-
tablish that the data-solution map is smooth. In the following chapter we proved that
previous result for the intermediate nonlocal nonlinear Schrédinger (INLSNL), which is
more general than the NLSNL equation. After that we establish local well-posedness for
the NLSNL equation in weighted Sobolev spaces. In another chapter the ill-posedness
issue is discussed: we established that one cannot obtain local well-posedness, in Sobolev
spaces of negative index, for the IVP associated to NLSNL equation through a iterative
Picard method; as a consequence, the data-solution map is not smooth in those spaces.
We also proved, making use of a Pohozaev’s identity, the no-existence of standing waves
solutions for the NLSNL equation. We concluded with a chapter where we exhibited
some interesting problems mainly related to the NLSNL equation and possible difficulties

to be faced in an eventual attempt of solving them.
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Introducao

Desde a década de 1960 muitos pesguisadores té&m se dedicado ac estude do pro-
blema de auto-modulagdo de ondas nfo-lineares de pequena amplitude. A equacao de

Schrodinger nao linear ctibica (NLS cibica)
dyu = 10%u + ivlulu, (1)

u = u{z,t) é funcdo complexa, z,t,v € IR, é um modelo universal para a descrigio da
evolugao de pacotes de ondas longas. Mas um importante caso, qguandc temos pacotes de
ondas entre dois fluidos de densidades e profundidades diferentes, conhecido como limite
raso-fundo {shallow-deep) (ou seja, quando a profundidade superior é rasa e a de baixo
¢ grande se comparadas com o comprimento do pacote de ondas) ndo é modelado pela
NLS cubica. Dessa forma, surge o problema de deduzir um tipo de equagio NLS mais
universal, que modele pacotes de ondas quasi—hérmﬁnicas. D. Pelinovsky, em [28] deu o

primeiro passc para resolvé-lo, obtendo a eguacio
O = Ofu+iu (1 —iT5) 8, (jul®), =,t € R (2)

onde u = u{z,t) é uma funcéo complexa que representa o invélucro das ondas, 75 é um
operador pseudo-diferencial definido por
1 = m(y — z)
T = e, th { —eees ,
@) = g [ o (T2 s, ©
com p.v. a denotar o valor principal da integral e A > { denocta um pardmetro proporcional

& profundidade do fluido.



A equacdo {2) governa a evolugdo de ondas de primeira ordem no limite raso-fundo.
Tal equagBo é nao-local e é denominada equacio intermedidria NLS n8o-local (INLSNL).
Intermedidria porque quando a profundidade é pequema, ie. h — 0, a eguagdo (2}

reduz-se 4 seguinte equacdo NLS defocusing,

-

iOpu = Gpu~ (il - ), U=1uE1), (4)

apss redefinir z,t e u conforme a relagho v = VAT, t=hf e u{z, t) = ﬂ(&g}, respectiva-
mente, onde foi usado a expanso 78, f = —h™'f + O(h) juntamente com a condicio de
fronteira limjy|_c lu| = p; enquanto em grandes profundidades (h — co) a equagdo (2)

transforma-se na equacio NLS nio-local
W= Fu+uli +H) (), z, te R (5)

(consulte [22]) onde H ¢ a transformada de Hilbert, i.e.,

Hulz, 1) = %p.‘v. / Tulet)y, (6)

—o ¥ T

Também em [28] foi mostrade que a equacdo INLS é integrdvel. Sua teoria de espal-
hamento inverso foi construida em [30].

Mas a equagao INLS nao descreve efeitos de segunda ordem na expansdo de ondas e
esses tém influéncia na expansio de ondas internas. Mais tarde D. Pelinovsky e R. H. J.
Grimshaw (veja [29]) resolveram de uma vez por todas esse problema: levando em conta
tais efeitos de segunda ordem, eles deduziram uma equacgao de evolugio universal do tipo
NLS ne limite shallow-deep de um fluido continuo estratificado - on seja, com pelo menos

duas camadas de densidades diferentes). A equacio obtida por eles é a seguinte:
idu = ad?u+ Bu (i +T) 8 (Jul®) — vlu®u, z,t R, (7)

onde os coeficientes o, 5 e -y sfo positivos e sdo expressados pelo pardmetro de estrati-
ficaggo do fluido {para maiores esclarecimentos consulte Apéndice A de [29]). Note que
para v — 0 a equagdo (7) transforma-se na equagio INLS (2), enquanto para § — 0, ela

transforma-se na conhecida equacio NLS ciibica (1).
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Nosso objetivo principal € estabelecer algumas propriedades relacionadas a boa colo-
cacao local para o problema de valor inicial (PVI) associado & equacho (7) tanto no limite

h ~—— o0, & saber,
i = adPu+ Bu i+ H) 8 (|ul®) —vjulu, z.t e R, (8)

como para 0 < & < co. Além disso, investigamos a existéncia de solugdes de tipo ondas
viajantes, conhecidas como stading waves, quando h — 0o.

Antes de nossa abordagem na tese de doutorado, somente propriedades tais como,
obtencao de solugdes multi-periddicas e multi-soliton, estabilidade linear de solugfes de
tipo ondas solitérias dark, geracio de dark soliton, o problema linear espectral, solugbes
agsintéticas e o problema de Cauchy via espalhamento inverse, para a equagio (8) (prin-
cipalmente com ~ = () tinham sido estudadas, especialmente por Y. Matsuno {veja
[21, 22, 23] e referéncias relacionadas).

E importante registrarmos que a estrutura da equagio (8) é similar & da equagdo
. 1
iByv = O%v — i!’uf*v + vHE(|v)?) = v]v|*v, (9

que € obtida por meic de uma mudanga de varidvel, da seguinte maneira: Seja u uma
solucdo de (8) suficiente suavidade em z e ¢, e integrabilidade em relacio a z, e considere,
sem perda de generalidade (veja [23], equagio (2.32)), e = 8= =1 {tomar v =1 ou

~ # 1 nio altera em nada os cdleulos). Seja

p(z,t) = / [y, t)[*dy (10)
hant® *]
e defina (mudanca gauge)
v = e3Py, (11)

Veja que [v] = |u] e e5?8,u = 8,0 — Llv|?v. Da equagio (B) segue-se que,
A \ul® = <20, Im(ud, ) + 8, (Jul*),

e assim,

iGp ~ E2p = —208,7; (12}

3



dai, encontramos a equagao {9) caleculando 19;v — v por meio da expressdes (12) e (11)

aplicadas & equagio (8), como segue:

i — 02 = iB,('1Pu) — B2(e'Pu)

i ; . : 1
= ud(|v|*) + vHE(v]?) — vy — 028, 7 ~ ijv8,v ~ «éiv[%

A y 1,
= vHO (W) — vy — ggm%n

i 1

Inversamente, se v satisfaz a equagdo (9) entéo
: Z
u=ebo (com plot) = [ Joly,t)Pdy),
-0
satisfaz a equacdo (8). Logo, as equacBes (8) e {9) séio dites gouge equivalentes. Para
mais detalhes sobre equagBes gauge equivalentes consulte [4], [27] e referéncias af contidas.
Notemos gue os célculos acima ndo nos impedem de aplicar a mudanga de variavel {11)
3 equagio intermedidria (7) com o = J = 1, ou seja, a equacdc (7), com o = F =1, é

gauge equivalente & seguinte equacao:
1
i = v — EI'U|4’U + T8 (jo]*) ~ vlv|*v. (13)

Mesmo ainda acompanhada da “incémoda” nao-linearidade ndo-local, a equagio (9)
¢ interessante porque por meio dela fica malis facil enxergar algumas propriedades do
modelo original; por exemplo, ela nos possibilitou provar a nao-existéncia de solugoes de

tipo standing waves ; também foi possivel encontrarmos a seguinte guantidade conservada,
= 2, 1. T 2
Blu)= | {|&:x] “3“:@!’0‘3 + Alo]* ~ glﬂi”%ax(lﬂl )}dz
—00

sugerindo que o problema pode ser globalmente bem posto em H'(IR). Como, a exemplo
do seu irmdo HO,, o operador 7,8, é simétrico sobre seu dominio em L?(IR), podemos

provar também que o funcional

B) = [ 00 + 5o bl - TP () iz

é uma quantidade conservada para a equacio {13).



O trabalho ¢ organizado da seguinte forma: O primeiro capitulo é dedicado as
notacdes usuais. definicdes dos espagos funcionais e operadores sobre esses espacos junto
com suas propriedades, a serem utilizadas no decorrer do trabalho. No capitulo 2 prova-
mos gue o PV] associado & equagio (8), com dado inicial suficientemente pequenc e em
HY(R), s > -‘;37 é localmente bem posto, onde por boa postura {ou boa colocacido) sig-
nificamos existéncia, unicidade, persisténcia {a solugdo u{t} descreve uma curva coutinua
no mesmo espaco do dado inicial} e dependéncia continua da solugdo em relagio ao dado
inicial. Nossas principals ferramentas serfic os efeitos suavizantes, as estimativas para
a funcdo maximal nas normas L2LP ¢ L1 e uma estimativa de tipo Strichartz, para
o grupo {e%}2__ (consulte os artigos [13], [16], [17] e [36]). O resultado abrange o
interessante caso v = 0. Nosso procedimento ¢ parecide {porém bem mals abrangente) ao
adotado por C. Kenig, G. Ponce e L. Vega no artigo [13], onde eles provaram um resultado

andlogo para o PVI associado & equagdo
Sou =ibu+ Plu,Vu, 4, V,a), t z €R, (14}

com P : C* — C polinomial, semré:ermos constantes nem lineares e V,u = (0,1, ..., Oy, 1),
paradados iniciais pequenos em H*(R), s > % O principal obstaculo a ser superado é
reverter a perda de derivadas acarretada pelos termos ud,{jul?) e uH8,(lu]?), jd que o
método depende exclusivamente de propriedades do grupo unitdric e de estimativas de
efeito suavizante (pols, como vé-se acima, ndo fomos bem sucedidos em eliminar a perda

de regularidade no termo com transformada de Hilbert via fransformacdo gauge ou outra

maneira qualquer) aplicado diretamente sobre a equacao integral
t
u(t) = "% g -i-] e~ % (Bu(1 — iH) B ([ul?) + ivlulfu) (r)dr. (15)
0

Seguindo os mesmos passos da boa colocagio do PVI para a equacio (8), no Capitulo 3
logramos estender aguele resultado para o PVI associado & equacdo (7), ou seja, provamos
que o PVI para a equacdo (7), com dado suficientemente pequeno, é também localmente
bem posto em H3{R), s > «235, Além das ferramentas utilizadas no Capitule 2, foi de suma

importincia a seguinte estimativa de comutadores em L?(IR) para o operador 7,8,



W7h8z, floll < Clf'lllgl, para f € C®(R) (com f € L*(R)) e ge L*(R)).

A equagdo (7) possul um termo ndo-linear com um operador integral singular mals com-
plicado que a transformada de Hilbert, dificultando mais ainda a prova de boa colocagio
para dados em espagos de Sobolev de indice baixo. No capitulo 4 estudamos o comporta-
mento assintdtico em relacio & varidvel espacial da solugdo garantida no Capitulo 2 para
a equacdo {8). Tal estudo € inspirado nos trabalhos de T. Kato, R. Toric e D. F. Rial {con-
sulte [32] e referéncias). O capitulo seguinte é dedicado a mostrar que ndo se pode aplicar
um método interativo de Picard a equagfo integral associada (15) e também 2 equacio
integral associada ao PVI para a equagio (7) {para os casos v > U e v = () para dados em
espacos de Sobolev usuais H*(R), s < U, o qual garante-nos que a aplicagdo dado-fluxo
nio é de classe C° em H*(IR) se s < 0. A prova é por absurdo: o passo fundamental é
exibir uma funcio em H°{JR) que ndo satisfaz uma desigualdade indispensgvel na hora de
fazer estimativas para provar que a aplicagdo dado-solucio é C°-diferencidvel. No Capitulo
6 provamos a nao-existéncia de solugdes de tipo standing waves, isto é, u(z, t) = e**u(z)
com ¢ suave satisfazendo propriedades de decaimento da forma | z|¢™{z) — 0 quado
|z| — o0, para & equagdo (8), com @ = 3 = 1 e~ > 0 arbitrdrio. N&o hd perda de
generalidade em se considerar o == § = 1 { veja [23] e referéncias relacionadas). A prova
é feita por meio da equagio gauge-equivalente {9). A idéia ¢ obter uma identidade de
Pohozaev e com ela chegarmos a uma contradigdo. Finalizamos com um capitule onde
apresentamos e comentamos fatos que julgamos relevantes para eventuals tentativas de

meihora dos resultados aqui expostos ¢ de obtengdo de outros.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Esta parte tem como principal funcdo apresentar as notacgbes a serem utilizadas.
Também exibiremos alguns resultados bésicos (omitiremos as demonstragdes) amplamente
divulgados (e conseqilentemente amplamente conhecidos) para facilitar a leitura do nosso

trabaiho.

1.1 Principais Notacgoes

Dada uma fungdo complexa f, sua parte real serd denotada por Rf e a imagindria
por Imf.

Denotamos a transformada de Fourier de uma func¢io u com relacdo & varidvel espacial
z por F{u} ou simplesmente por & Dado 1 < p < o0, denotaremos a norma de LP(IR) por
| - |p; para a norma L?(IR) usaremos a notagdo || - ||, ou entdo || - |p . Para 1 < p,g < o0

definimos o espaco de Banach

L ={f+ Ex[0,T]—=C : |[flzzrg < oo} (1.1)

Wlizus = Ui (f ifu,f)igdg)m d$> "

7
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Quando a notacdo for LEZL] (observe que agora o t é mintsculo) significa que a integral
em relacdo a t é de —oo a -+oo. || f]l 1z € definido de maneira similar, e quando p = oo
ou g = 09, [|filzzre € definido da forma natural.

Dados X, Y espacos de Banach, B{X Y} representard o espago dos operadores lin-
eares limitados de X em ¥, B{X) serd o espacgo dos operadores lineares limitados de X
em X. CF(X, V") denotard o espace da aplicacdes de X em Y com k derivadas continuas,
enquanto que CE(X,Y) serd a notagioc para as aplicacdes com k derivadas fracamente
continuas.

Por S(IR) significamos o espaco de Schwartz em R, ¢ CF(R) = {f € C®(R) :
f tem suporte compécto}. J® representard o potencial de Bessel, J® = (1 — 32)%/2, e D3
representaré o potencial de Riesz, DE = (—82)%/2,

Denotamos por H*(JR) o espago de Sobolev usual (de tipo L*(IR)) de ordem s, com
norma

WAl =0l = 1AL

O comutador de um operador K serd denotado por
(K, ujv = K(uv) — uK{v).

Sejam C, D constantes positivas arbitrarias. Por C < D {resp. C 2 D) significamos
que existe uma constante ¢ > 0 tal que C < ¢D (resp. C > ¢D). Denotamos C S DS C
por C ~ D.

Dada uma regido §2 C K", sua medida seréd denotada por [{2

1.2 Algumas estimativas e teoremas importantes

Comecamos listando a desigualdade de Minkowski para integrais, a qual estabelece

que a norma [P de uma “soma”é a “soma”das normas LP:

LEMA 1.1 . Sel <p < oo e Flz,y) é mensurdvel no espago produte de medida o-finito



X x Y, entao

<f f}azydxipdy} /(f xg,fpdy}%d:c,
hj[f{x Yzl ey < jlfi e de.

Demonstracfo. Veja o Teorema (6.19) de [9]. =

ou §e74,

Também é de suma imporfancia para o desenvolvimento do nosso trabalho o seguinte

lema de imersao de Sobolev:

LeMA 1.2 Ses> 1 — 2 com p > 2, entdo H*(IR) estd continuamente imerso em LP(IR).

Este resultado € ainda vélido no caso extremo 5 =

=) sep < o0,

B {4t

Demonstracao. Veja, por exemplo, Teorema 3.13 de [18]. =
A seguir apresentamos uma importante versac vetorial do conhecido fato de que a

transformada de Hilbert é um operador limitado nos espacos IP, para 1 < p < oc.

LeMA 1.3 Seja M a transformada de Hilbert na varidvel espacial z € sejam 1 < p,q < o0.

Entdo H € B(LP(R}), além disso, para f € LELL temos,

HHf”Lng., < Clp,q) Hf]iszg,- (1.2)

Demonstragac. Como a prova deste fato é uma conseqiiéncia de alguns resultados
que se encontram dispersos pelo livro [35] (ou no livro [33], entre outros), optamos por

executd-la aqui. A transformada de Hilbert é é definida por

i oo .t 1 )

Hflz,t) = —pv. &—)dy = — lim J/f Mdg}. (1.3
g —ee ¥ I el Jlygine ¥ — T

Seia K, o operador integral singular definido por

K.g(z) = jf 99) g4,

y—zi>e Iy - El

Pelo teorema teorema de Calderén-Zygmund (veja por exemplo, Teorema 4.3 de [33])

temos que, para qualquer € > 0,

lkeglizz < eliglizz, (1.4)

g



onde ¢, ndo depende de €.
Pela definic8o acima junto com a desigualdade de Minkowski {Lema 1.1) e a desigual-

dade (1.4} {com g{x} = {jGT Ef(aﬁ}{‘?dﬁ)g} obtemos:
AN
) d$>

17 flzzg = (f (f fi%if
x>
»
oo ] (f{} |y, 6l ?dé)
< ¢ f hmf dy | dz
- [y—zi>e

o | em0F y— x|

< ¢ < [ (/ ' szwdﬁfdx) — flzs (15)

onde, para chegarmos a dltima expresséo aplicamos o teorema de Calderdn-Zygmund

e

(veja por exemplo, Teorema 4.3 de [33]). =

A estimativa abaixo, deduzida em [34] é indispenssvel para a demonstragéo do Teo-

rema 2.1,

LEMA 1.4 Sejam s > 1,y > 1 numeros reais e u, v € S(IR). Entdo, eziste c = c(vy,8) > 0

tal que,

D% ulvlle < ef fullslvlly + lluflyrallvllo- }-

Em [15] (Teorema A.12, Teorema A.8 e Teorema A.13, respectivamente) foram es-

tabelecidas as seguintes estimativas para derivadas fraciondrias:

LEMA 1.5 Sejam o € (0,1}, oy, 00 € [0, 0] com a = o1 + as. Entdo:
(1) Dade 1 < p < o0, vale,

1DE(F9) = FDZ9 — 9D7 fll e < cligllpee 107 Flie -
(ii) Para 01,02, 4. 61,92 € (}'! OO)’ com % =X + + € é =+ + "};7 temos

\D2(fg)— fD7g ~ ngf”},zL% =c ”Dglf“z,ilzg} HD;zzglEL?L;? :

10



Além disso, para oy = 0 o valor g1 = oo poafe 37 assUMIdo.

(i) Se p1.p2,,¢1,q2 € (1,00), com 1 = —§— ;i- e % = 1 + 1 g , temos

\D(fa) - fDZg—gD3 f”mz? SclDyyf ;;g,mg_;q 1D2%gll 2222 -
T

Para a obtencdo de um de nossos resultados vamos utilizar a seguinte versao do

Teorema da Funcio Implicita retirada de [18):

LeMA 1.8 Sejam U C E, V C F abertos (E e F espagos de Bonach) e [ : U XV — &
uma aplicagdo de classe C*. Considere (a,b) € U x V e assuma gue Dyf{a,b): F — G
é um isomorfismo. Se fla,b) = 0, entdo existe uma aplicacdo continua g « Uy — V,
onde Uy C U € uma vizinhanga aberta de a, tal que, gla) = b e f(z, g9(z)) = 0, para todo
z € Us. Além disso, se Uy é uma bola suficientemente pequena, entdo g € determinada de

maneira Gnica e é de classe CF.

O resultado abaixo provado por G. Ponce em [31] (Proposicio 2.3) serd empregado
no estudo do comportamento assintético em relacao & varidvel espacial da solugio do

problema de Cauchy associado & equagdo (8).

. . . d
LeMA 1.7 Seja v © IR — IR uma funcdo C° ndo-decrescente tal gque, Ea& =1le

d
suppa;'z,ﬂf C (=1,2) e, para qualquer § € Z, ¥;(-) = (- — j). Se s > 0, entdo existe
c=cls) > 0 tal que para gualguer f € H*(IR)

-lnfls_(zzf 122\:} < clflle

Essa desigueldade € ainda vdlida se trocamos ¢} por 'z,i:j-k}? pare cade k € Z, k > 2.



Capitulo 2

EQUACA

Neste capitulo temos como objetive provar um resultado de boa colocagio local pars o
problema de valor inicial (PVI) associado a equacdo (8), com dado inicial suficientemente
pequeno. Sem perda de generalidade, vamos considerar em todo o capitulo, a =8 =~ =

1; portanto, o PVI a ser estudado ¢ o seguinte:

O = 82u + iu(t —iH)8, (ul®) — lu*u, z, te R
u(z,0) = ¢(z).

O tecrema € o seguinte:

TBOREMA 2.1. Eziste um § > 0 tal que para quelquer ¢ € H* (R) com s > £ e ||o]|, < 4,

existe uma dnica solugdo u para o PVI(2.1) no intervalo de tempo [0, T, T = T(||¢l],) > 0

com T(0) — oo quando 6 — 0, satisfazendo
u€ Zyr = {ve 0, T H(R)) : Ar(v) < oo},

o

Ar(u) = maz{Xp(u) = M{u); i =1, 2, 3,4}, (2.2)

12



onde

Aa(u) = sup flu(B)];
[0,77

o B
Aolu) = D5 *ufl e re,
! . v—=13_ u
As(u) = (1+T)7 lullare
l § H
Aglu) = |Diullrers + | Diullzsre -

Além disso, pora gualguer T° € (0,7 eziste ¢ > 0 tal que a aplicacdo v — w de { v €
H¥(R); llp— ¢l < e} em Z,r € Lipschitz.

Observemos que Z, 7 é um espago métrico completo,
Para provar o Teorema 2.1 s80 necessarias algumas propriedades do problema linear
associado, jé largamente conhecidas, que foram deduzidas por C. Kenig, G. Ponce e L.

Vega em [16] (consulte também as segdes 2 e 3 de [13]).

2.1 Estimativas Lineares

Considere o problema de valor inicial

i0u = Ju, v=u{z,t), z,t€ R

2.3

Sua solugéo é descrita pelo grupo unitario {e'”"“"?g o, que a titulo de simplificacdo,

vamos denotar por {U(#)}2__, ou seja,

ut) = Uo= [ 05(e)ae. (24
LEMA 2.2 (caso homogéneo). Se u satisfaz (2.4) entdo,

|Pives)]

< il 2.5
pers Sl (25)

@Z

Sua versdo dual é,

. T
ijg U{—7)f(-,)ydr

< C“f%!f,;;;:%- (2.6)

13




Observemos que, para ¢ € {0, 77, (2.6) implica que

(27)

Em [13] fol estabelecida umea versio nio-homogénea para (2.53), que agora men-

cionamaos.

Leva 2.2, Considere o PVY

0 = 8%u+ Flz,t), z, t€ R,

(2.8
u(z,0) =0,
com F e S(R x R). Seu{z,t) € asolugdo do PVI (2.8, entdo
!éﬁx%@:iﬁézgzg <c ﬁF%é}:}ng' (2.9)

Em [14] foi provado o seguinte resultado de L%-continuidade para a fun¢ac maximal

supp,r U (£)-:
LEMA 2.4 . Para gualguer v > 1/2 e qualguer p > 1/4,
V(&) dllzre < {1+ T)F Yo, . (2.10)

A seguinte estimativa sharp, que é uma versdo de (2.10}, fol estabelecida por Kenig

e Ruiz em [17]:

Lema 2.8
1U(B)¢ s < cl|DY*0]|. (2.11)

Como conseqiiéncia do Lema 2.2 (desigualdade (2.5)) e da estimativa (2.11) temos o

seguinte resultado, que € indispensavel para a demecnstragao do Teorema 2.1.

LeEMA 2.6 Se ¢ € L*(IR), entdo

HU)ollsrs < clldll- (2.12)

14



Demonstracio. Considere a famflia analitica de operadores
13,
A9 =DiD.*Ult)p, com 2€C, 0< Rez < 1.
Para z = i#, temos
1 _3;
Awd = DEUMD; g,
Entdo, do Lema 2.2 (estimativa (2.3)) segue-se que,
A . L
[ Aig®llreorz < cf| Dz * "ol = |14
Quando 2 = 1 4144,
_1 3y
Arsind = D73 U(HDZ 0,

logo, segue da estimativa {2.11) que,

[Arssodli Lz < cliol]

Assim, usando o Teorema de interpolagio analitica de Stein (veja [35]) chega-se &

estimativa,
Ul 1200 < ol

Com
L _l=p p_p 1_1=p p 1l-p

P e TaT 1t yT Ty TxT o PR

Para chegarmos ao resultado esperado, devemos tomar % - irz = (), ou seja, z =

L2fbd

Hez=p. Assim, p=g=20. =&

OBsErRvVACAC 1. HAa uma versfo mais abrangente do Lema 2.6 que foi estabelecida por

R. 8. Strichartz em [36] que é provada de modo diferente do apresentado acima:( grupe

{eft2} satisfaz,
e Fllare < clifll,

comh

Z
2<p< nz se n > 3,
nm

Z2<p<o0 se n=2,

15



2<p<oo se n=1,

g 2 p
onde ¢ = c{p,n) € uma constante que depende de p e n.

2.2 Demonstracac do Teorema 2.1

Dado ¢ € H*(IR), denotemos por € (v) = &4 (v) a solucdo do problema linear no-

nhomogéneo

i = Pu+iv (1 —iH) 8, (o) ~ [v]Pu, =z, t€ R
ul(z, G} = ¢(z),

onde

veEZi={v: Rx[0,T] —C

A.T(’U) < &} -

Provaremos que para um determinado ¢ e um 7T adequado, se v € Z% entdo u =
®4{v) = $(v) definido por
Z
&(v)(#) =U{t)d+ Jf Ut — mYwd(|u]?) — swHE, (|ul®) + ilv]?](r)dr (2.14)
0
pertence a Z7 e @ 1 Z3 — Z% € uma contragio.
Iniciamos estimando a norma H® de u = ®(v) : Fazendo uso das propriedades do
grupo {U(f)}2_., e das desigualdades de Holder e Minkowski sobre a equagio integral

(2.14) chegamos & seguinte desigualdade:

@, < uquH j U(t ~ 7)ol + 08u(v?) — vH(d,8) (r)dr

+ §|Dg J[ Ut = )il + 08, {|0f?) — iUH(v@xﬁ))(T)dTi
i t]

< ol + Tsup () + ]]D [ ve=niteomirr
0,77 0

+ léﬁj f; Ut — ) (vH8, 1) (r)dr

Ds jf tU(t—T)(v’?‘i(@&y)){ﬂd’r!i‘ (2.15)
¥ !

+ ]

16



Salientamos que € suficiente estimarmos ¢ Wtimo termo do lado direito da desigual-
dade (2.15), porque os demalis podem ser controlados exatamente do mesmo modo.
Estimamo-lo por meic dos Lemas 1.3, 1.4, 2.2, 1.5 e das desigualdades de Holder e

Minkowski como segue:

Com © usc dos Lemas 1.2, 1.3, 1.4, 2.2 e da desigualdade de Minkowski {ver Lema

1.1} obtemos,

|

Ds f Ut — 7)(vH (58, @n(f}@?

j Ut — ) (105, vIH (88,v)) i j’f Ut — ) (wHDL(B8v))(r)dr
I !
< Tsup wBE+ 1 | Ul — ) (wH([D2, 5]8,v)){7)dr
01 iJo ;

t Ei

j% Ut — T){vH{@D;8,v}) (7)dr))

0 Es

S Tsup [[o(®))2 + Tsup (vl 1D, 0)6:0)ll) +
(0.7} 0.7

J(t — 7Y {(vO,H(TDow) {7 )dr

0,7}

+ J/{;t Ut — mi(vH{8,0D50)) (7)dr

S Tsup ot + Teup (lvllze I1D2, ]80]1) + |

f Ui - T)(@)@xﬂ(@Dg@))(T)dTL
|
|

< Tsup o) + “f {t — VO wHEDW)) (v)dr

0.7}

. f Ut - 0. oM DE)) ()
0

STl + |1 D (vH(ED50) iy (2.16)

1
Para estimar o termo ||Dz (vH(TD;v)) 1112, aplicamos primeiramente o Lema 1.5 (iif),

tomand@ Dy = 4, Do = %, gi = g = 4} p = %5 Gy = G:

,% I i 1 s 1 R !
]]pz pHED)],, . % | D2 (vM(@D3e)) ~ DivH(EDv) ~ vDEH(ED)|
! }2" =1 & ii % Pl i T i
* }!‘Dﬁ U%(?}Dﬁ)“%@_ + i!v z%(UDZU>E LiIZ
1 1 1 1
S ID2vlizazs 0Dy, + | DRvH(eDs0)||  + [eDiM(ED)| . (217)
A daeye e
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Observemos que, pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Minkowski,

o0 T 5 i T . 1 L
J/ (f ;@gygzgﬁ) (f iﬂéﬂigdt> dz
—oo \J0 o
oo T 3 % - - ) %
s <j[ j[ iﬁﬁzﬁiﬁdtdx> <j[ f%Dfﬁéﬁdé)
P )

i 3 , i
< Ts|Divli, . supllu(B)]E (2.18)
z ?IG,T}

}“ H
1Dz vllzazy

A

Aplicando a desigualdade de Holder em relagdo & variavel £ (com p = o0}, depois & mesma
desigualdade em relagdo a varidvel x {(comp = % e g == 3) e em seguida usando a estimativa

1
(2.18) com o operador D)) no lugar de DZ, obtemos:

[

1o D3]

00 1 s -g
, P ST
ELE*%L'}. j:m Mlég (j!; LD di) dx

= ]E’?J”ﬁgaﬁcsilﬂfc?)[iﬁgfzg

A

i 3 1
S Telollaese 1 P2vlizers sup (B (2.19)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em relagio & varidvel £, em seguida aplicando
a desigualdade de Holder em relacdo a varidvel z (com p = 4 e ¢ = %) e depois as
estimativas (2.18) e (2.19), segue que

1

+0o T, 3 e L
< f ( / iDévE“dt) ( f m(w;v)ﬁdt} i
L% . 0 o

1
S |§D§U‘1L§L%IIUD§M]L§L%

HDE vH(5D%0)

PP S 2 Lk
< THDEoly g Iolisgu | Dol fgs sup fo@IE.  (2:20)
T = EG,T}

Para o termo que falta aplicamos primeiro a desigualdade de Holder com relagao a ¢,
com p = 00, depois a desigualdade de Cauchy-Schwartz em relagdo a z, para em seguida
utilizarmos o Lema 1.5 (ii) com p; = p» = ¢ = ¢ = 4 junto com a desigualdade de

Holder em relaco a z (com p = o0) e depois a estimativa (2.18):

18



lopir(EDw)| | < olzzsx | DI @D zzzs

+lvllzay

1 1 1
< o] LLW {ggﬂgga S} — DIFDSY — @Di"z@igﬁm}

i

|DZoDsw | sars + 5057 émg,}
S 1595113%%{!392 2z
< T :

4 rd
:c:z"

iD Z’HL’*fﬁ + 5[’03 @HL%?}

Fhot

ol zre | D20l JES@EELW :;upli%( )E + o220/l D27 ’v%izgoz,g- (2.21)
Dali, aplicando (2.17)-(2.21) sobre a desigualdade {2.16), chega-se & seguinte estimativa

t i
02 [ UG- e $ T
i 0 |

s

7]l

H a 3
il D3 vl g 102 vllzsés sup| (2

*fbu%{ O+ §§@§|§3;§-9E9m2

vlzerz = B (2.22)
& assim,

2 [ e - e $ B (223)

O quarto termo do lado direito de {2.15) pode ser estlmado exatamente como o termo
envolvendo transformada de Hilbert, portanto

&

xj: Ult = m)(8:(1]))(-, m)dr (2.24)

O terceiro termo do lado direito de (2.15) nfo oferece qualquer obstdculo: é imediato

l D ji Ul - 1) (o) (1)

Aplicando as estimativas (2.16)-(2.25)

< B,

que

Z < T sup ||o(8)]3. (2.25)
| [0,7]

{2.15) e tomando o supremo em [0, 7]
segue-se que

M) S ol + By (2.26)

Combinando o efeito regularizante (2.3) com a equagdo integral (2.14), mais o Lema
1.3 e as estimativas (2.22)-(2.25), chegamos que

o) < | } fv{ — ) (olP)( /U Vw8, (Jo]2)) ()dr

Ng}si U(=m)(vH8: ([vf*))(r)dr

18
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Para avaliar Az(u) vamos aplicar a estimativa (2.10) para a fungdo maximal
supgp |U(2) | (tomando, no Lema 2.4, p = 1 er = s — 1) 2 equagdo integral {2.14) como
segue:

T 3 %g ' T 33 E
Whnze S @+l [ U ){zvmmwg
§i i
Ei R T
4 ; U THudA v (rydr) + § T }
i i g~1

S E +T gl +TLSGHT}? <§ MQ@! —1+ v (ii’i M1 + {lvHE((v] }15 1)}

< @+D{llels +Tsup (@13}, (2.28)

)

onde nos valemos também do fato de " (R) ser uma algebra de Banach, poiss—1 > &

[ 3]

Assim, segue de {2.28) que,

As(u) S il + Tsup w82, (2.29)
0.7]

Finalmente, falta estimar somente As{u). A aplicaclo dos lemas 2.2 e 2.6 4 equago
integral (2.14) juntamente com as desigualdades envolvidas na estimativa de A; (u), resulta
na seguinte desigualdade:

M(u) = [[DRullrgze + 1 D2ullzors

S el + .Dfﬁ U(=7)(ilofv + 08, (jo]*) — wHE(v]))(7)dr

+ID; J!; U(=)(i|v%0 + 08 ([v]?) — ivHE, (Jv]2) (r)dr
S liglls + Ev (2.30)

it

Portanto, pelas designaldades (2.26), (2.27) , (2.29) e (2.30), vemos que Ar{v) satis-

taz,
Ar(u) < ellglls + (1 + T) (Ar(v))®, (2.31)

onde ||¢]], < & (a ser determinado), e a constante ¢ > 1 depende da estrutura da parte
néo-linear da equaglo e das estimativas lineares (2.5), (2.6), (2.9) ¢ (2.10). Desejamos

Ap(u) < a, o que nos motiva a escolher um o = a(||¢]l,) > 0 de forma que

a € (2cligll,, 4cliol,), (2.32)
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pois queremos ¢ @], < a/2. Agora, como devemos ter

(14T (Ar(w))® < 5

bo| R

e esta desigualdade, junto com os calculos a serem efetuados para a obtencéo da pro-

priedade de contragao, sugerem-nos escolher um 7 arbitrario de modo que

4c(1+TY(de 61L,)” < (2:33)

i
5
Fixemos entdo um ¢ tal que

V2(4e)%6 =1.

Logo, para l¢]ls < ¢, fixando um a como em {2.32) e um 7 como em (2.33) segue que
u=3,(v) € 25 parav € Z§.

Para provar que ¢ é uma coutracio, a idéla é seguir ¢ mesmo raciocinio que nos
levou a obtermos as estimativas acima, fazendo usce dos mesmos recursos. Consideremos
a seguinte equacdo integral:

(v) = (v1) = ult) — ()

¢
= f Ut 1) [fé[vi?'u —d|vy Por + 1'0]2 J,v — ]vl|2 8,v1 + v30,7T — ’U?@z’ﬁ;g dr
0
I3
wif Ut — 7} WH(8,v7) — vy H{Gpv1T1 ) + vH(vED) — vy H{v:18,71) d7. {2.34)
o

Necessitamos analisar um por um os X{u—u1), @ = 1,2, 3,4. Comecemos com Ag(u — u1),

e como anteriormente, pelo termo mais desafiador. Pelo Lema 2.2 temos:

il s+ f§ Ut — 7} (vH(BpvD) — vy H(8y0101)) (7)dr

Leels

5113; f V(=) (0 H(B,07) ~ v H(Byvys))(7)dr

d

Dsf U(=m)((v — va ) H(00.0) ) (7)dr

+ ID; /c» U (=) (5 @l)azv)xa—)mj'

DS j/ U (=) (0 H(5:8a (0 — 00)) (r)dr (2.35)
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Analisemos cada terme de (2.35) separadamente. Utilizaremos 08 mesmos recursos em-

pregados na obtencdo das estimativas {2.26)-(2.30).

r

H
TD Ul=7)({v — v H(08v) ) (7)dr §1 S ?sw( (v~ v) ()]sl (B)2)

”‘é‘"[if}ﬁ (v —v ) HE@®Dw) 1212

ID2((w ~ s)HEDI ) azs S I1DF (0 = w0)llarslioDiw “lug,
HIDE (v — v HED) g + (v — 0y HDE (5

Das estimativas (2.18)-(2.21) deduzimos imediatamente que,

3 \ P! 1
1Dz (v = wi)llagzs S T3ID2 (o ’f»’z)lé,z,sz,s oup| 1w ~w)(8)]¢

{onde usamos diretamente a estimativa (2.18)},

A
D2 (v — v )H(8D5v)lrazz,

Hipz ‘ i 3 I
S TH|Di (v = vi)llgs e sup [ (v — v) (D12 vl Lz 1 D3vll7e 1o sup 0@}
R =T o7
(aqui recorremos & estimativa (2.19)) e

i s+
o = o) HDE D) nazs S o~ villzzzs [ollzaes 105 Folliora

; 103 o d 1
+T4|jv —~ UiiiL%L%"“D:fva?f|ff,gzg||DmU”E§Lg ES;EI?] [o(t)]id.

Aplicando (2.37)-(2.40) juntamente com {(2.19), em (2.35), segue-se que

HD; ji U(—=7Y((v — v )H{BO)){(T)dT

i 0,7 0,7}

1 2 i 2
+T3||Di (v —v1)lizezs sup (v —v) @l ol ez ezl Devll 7e s sup @)l
+T ||y ~ @szmHDszLGLs IEDSv!JLsLe sup idtallH
0,7

v~ villzzre ”U“LEL?“D-?TEUIELQOL%-
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i
2

&

(2.36)

D30)l1s3- (2:37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)



Procedendo-se do mesmo modo que para a obtengdo da estimativa {2.41), chegamos

as duas seguintes estimativas:

i
giﬂif U{—=m) vy HUT — 7y )00} {T)dr ]
0

STEMMHSWM%WQNM
0,77 0,7

3 3 1
+T|for] zzes | D30 |Zazs. |DZ (o - villlfezs sup Eé(?f ~ )OI sup (o)l
67

1, g 3 s ;;" 2 R
AT Dol g 10 1020 1 g sup a2 )Iis sup [lo(t) [ 1 viflzzry
= T 10,1 0,7

543

+lw IlL?LmHD “szﬁ v — %“BL%: (2.42)

|[9 / U(w?)ivz%(@z@x(vw@a)){'f)d'rii;éf’supfi@(i)f sup (v — v) ()l

0.7) 10,7
1,1 .2 Ll ik
+T4 || Divilzerg ?ﬁ% o (118 vl rzrse | D2lv ~ vzélﬁ%e S‘ﬁ% o —u)(@)s
s d
“‘§"”‘Uli§§,gg,? + 1Dz (v — 1) |[gera- (2.43)

Assim, por (2.35) e (2.41) - {2.43) obtemos:

pi'* / Ut~ 7)(vH(00:0) — vy H(B:0500))(7)dr

L LR

2 T IRk 3 % i
S T’;‘fﬁ oS sup I = v)(Ols + T3IDF 0] g 1o 1 D30l 2 16 sup lo@lilo — oillzzre

3 1 1 3 i
+ T4 vl 2z 1DZvl1 26 2, sup lo@USD2 (v = vl Ze s sup (v —v) ()
+7 “DQ%HM ’lﬁsvilms Emp [ERGIH up o) 1Eliv — villz2zee
3 , 1 %
+T Elmﬂzzﬂ%"“va|lszgH Di(w - vi)lizezs {Sgi,% o v (@)l [501%% lv(@)lls
: 1 3 S
+T7% || Divsll g s sup o) 13 ol 2 2e | Da(w — v i!LsLs sup (v — o) ()12

s+~

+_
ol el Da 2 (0 = v)llrgerz + 21l z2zse || Da 21’”1@%@“‘0 — vz = B2, (244)

analogamente,

H I
Ut — 7y {(vH{wE: D) — viH (18,5, (r)dr
0

!\J!M

‘ o < cE,. (2.45)
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O termo com derivada mas sem & transformada de Hilbert também pode ser limitado
por F; para isso, é suficiente seguirmos os mesmos passos acima. Quanto ao termo sem

derivadss temos:

I ]
] DT f Ut —7)(jv)*e — iz}l]g@l)w}dﬂl < Dsf U{~7YwlPy ~ o o) )d?§§
szpe;ﬁ E i

< Tn;zfg{ (v = v ()], (@, + 1,07}

Logo, por (2.44) - {2.46), surge a seguinte estimativa para Ap(u —uy) :

& conseqientemente,

Arfu —uy) < cBs. (2.48)

Pela estimativa para a funcfo maximal (2.10) aplicada a equagdo integral (2.34) e

seguindo o procedimento para a obtencéo de (2.28), obtemos:

lu—wllzre SO+ T)T?Oup {Ulv@lls + @) (w ~ v (@)} (2.49)
€ entao,
Az(u—ur) < CTSOHTI?{(HU( Mz + e ()12)%[ (v — w1){#) 2} < cBa. (2.50)

Finalmente, estimemos Ay{u — uy). Aplicando o efeitc regularizante do Lema 2.6 &
equacio integral (2.34), o fato de que H*(IR) est4 imerso continuamente em Hz(R) e

aplicando em seguida as mesmas ferramentas usadas para estimar As(u — 1), obtemos

)\4('& - ’U,l) <

™

J{ U(=7) (o2 — fon Por) (r)dr

8

+| [ Uen o) — it ) (e

5

<cB, {251)

g

if YvHE, (Jo2) — v HE (Ju1*) (7)dr
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Por conseguinte, vemnos das estimativas (2.47), (2.48), (2.50} e (2.51) que Ap(®(v) —

(v)) satisfaz a seguinte desigualdade,

Ar(®(w) — @(w)) < (1 +TVP[Ar(0) + Ar(w))) Ap(v — v1)
< de(1+ TVa?Aplv — vy

< de(1+ TV $lAr(v — va). (2.52)

Agora é suficiente escolther T tal como em (2.33) e um ¢ como em (2.32). Isso prova
que @ é contracao.

A demonstragio de persisténcia {isto é, que u, como funcio do tempo, descreve uma
curva continua no mesmo espaco do dade inicial) e de unicidade {em uma classe malor
que Z%&, mails precisamente, em Z, ) segue um procedimento padrdo, o qual pode ser
encontrade, por exemplo, na prova do Teorema 4.1 do artigo [13]. A titulo de completude
vamos reproduzi-la em nosso trabalho.

Para demonstrar a propriedade de persisténcia de u(t) em H*(R), ou seja,
u € C([0,T]; H*(IR)), (2.53)

usa-se 0 seguinte argumento:
(i) Basta que estabelecamo-la em ¢ = 0, porgue a equacio (8) é autdnoma.

(ii) Consideremos um T3 pegqueno. Combinando a equagio integral
b
u(t)y—¢=Ut)dp— ¢+ f Ut — ) (iulPu + ud ([ul®) — suHa, (Jul?)(r)dr
0

com a estimativa (2.5) e as propriedades de grupo, e procedendo da mesma maneira que
na obtengaoc das estimativas (2.15)-(2.30) junto com a informacio de que u € Z&% obtemos,

para t € (0, Tg),

[w) ¢l S 10 - ¢lle+ T ullszog | DFulforg 1D5ulfery , sup [u Ok
90 0
+To 9up (O3 + 1+ (ol + 7o sup (o)) D2 gz,
S WU~ lls + F(To.0) + [0l2102 s, (2.54)

-]
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onde

F(To,a) = {To + T5 (1 + Tp) o + Toa® (1 + a®T) (1 + o + Ty).

Fazendo t — 0, & imediato que Ut} — ||, — 0, mas nio € imediato que o termo
i S“‘i‘“:lf ] A . s e
N0 Pullpe 1z, 8¢ comporte do mesmo modo, ou seja, que esteja préximo de zero, para Ty

pequenc. Assim, visando provar tal fato, consideremos a equacgho integral ®,(u) = u, i.e,
u(t) = U{t)o —%—j‘[ Ut — m)ilulPu + ud, (Jul?) ~ suHd, (jul)](r)dr. (2.55)
o

Aplicando sobre a equacgio (2.55) o8 mesmos recursos usados na obtengdo das estimativas

(2.27) e {2.28) chegamos gue,

3

2 i , i \ ER. s 2
| D2 Q%iézgcz,g.@ <Dz 25{5}@]&?@0 “?“Te“ﬂﬁléigz,m 1595%32

il

+To sup u®) I + (1 + To)*{[l6]ls + To sup u()3}*|D Smuzlaw :

[0,75] [0,75] o
R .t
SIDE U lrgry, + £(To,6) +a® | DF 2ull s, (2.56)
portanto,
s+3 s+4 ,
1D Fulery, < 20l DIV izsg, +ef(To,0) (2.57)

e entdo, para 7p suficientemente pequeno,

|

(iii) Para € > 0, seja ¢° € H®(IR) tal que, ||¢ — ¢°l|, < e. Entéo, segue do Lema 2.2

g+3
Dy %u

<2 1IDS+2U(t)¢]

+ o(1). (2.58)

2
£ i, Lglz,

e do teorema de imersao de Sobolev que

- DS 2 r € l ;"'2
l LyL: H vi)e - @) ID Ut)e* Lyly,

< G \ s+2

< clig~¢ llﬁcl;px Ut)¢ o

< IE 543 c

< cetc !Dz U{t)s

Lgely,
1
< ce+ TP 198 s - (2.59)
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Portanto, de (2.57) e (2.59) segue que,

sl
!%«@;2%31 = o(1) (2.60)

Hpgerd,
se Ty é suficientemente proximo de zero.

Logo, das estimativas (2.54) e (2.60) segue que,
lu(t) — olls — 0

quando ¢ — 0, ou seja, u € C{0, 7], H(R)).

Agora, via um argumento padrio, estabeleceremos a unicidade. Seja w uma solugao
do PVI (2.13) no intervalo de tempo [0, T3} com T < 7. Além disso, considere que w € Z7]
para algum a; > a, comw € C{[0,T3]; H*(R)). Entdo w satisfaz a equacio integral (2.14).
Pela continuidade, existe um 73 € (0,73 tal que

sup {lw(t)ll, < a.
[0, 72

Combinando esta desigualdade com (2.10) como em (2.29), vé-se que existe um T3 €

(0,7%) de modo que

2a(w()) < cliofls + Tza® < a,

para t € [0,73]. Também temos que existe Ty € (0,73) tal que,
A{w(t)) < a,

para t € [0,74].

Similarmente, mostra-se que existe T5 € (0, 73) tal que,
s+1
1Dz 2wl zerz < a
z TG

Portanto w € Z%, e conseglientemente, v = w para (z,t) € IR x [0,T5]. Aplicando
esse processo novamente ac PVI (2.13) com dado inicial u(z, T5) conseguimos estender
um pouco, e procedendo deste modo, como [0, 7] é compacte, estendemos o resultado de

unicidade ao intervalo [0,7] com um niimero finito de iteracdes.
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Salientamos que a seqiéncia {75 }32, obtida acima no acumula em um tempo T<T,
porque se isso fosse o caso, como os valores de T para se chegar a uma contragio dependem
inversamente do dado inicial, terfamos a segiiéneia u(-, T5;)l; — 00, 0 que caracteriza
uma contradicao.

Falta agora somente provar a dependéncia contfnua. Sejam u{t}, w(f) as solugdes do

PVTI {2.13) com valores iniciais ¢, ¥, respectivamente. Entio
w(t) — w(t) = U6 — o) + J£ Ul =) (Flu,.) ~ Flw, ) ()dr.
onde F(v,...) corresponde & parte ndo-linear da equagéo, ou seja,
F(v,..) = F(v,,8,0,8,8) = ifo}v +vd,([o]?) - ivHd, (jv]?).
Aplicando o argumentc de contragdo desenvolvido acima, encontramos que
Agy(u—w) < cllg — ¥l + BAg (v — w)

onde B depende somente de F(-), ligll,, [[¢ll, e To € (0,T). De fato, tal argumento

mostra que podemos tomar B < % se
I~ bl <6
e entdo, para B < ; segue-se que
Agy(u = w) < 2¢l|6 — v,

Asssim, tomando § = ¢/2¢, obtemos o resultado de dependéncia continua. Com isso, o

Teorema 2.1 estd provado. ]
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OBSERVACAOC 2. Salientamos que o PVI {2.13) é reversivel no tempo; dai, o Teorema 2.1
é vélido no intervalo de tempo [T, 7).

Fechamos o capiiulo com o resultado de que a aplicacao dado-fluxo, a qual o Teorema
2.1 assegura somente & continuidade Lipschitz, é na verdade C°°. No Capitulo 5 veremos

que nem sempre tal propriedade ¢ valida.

COROLARIO 2.7 Sob as hipdteses do Teorema 2.1, existe wma vizinhanga V de ¢ &

HS(R), s > 2, tol que, a aplicagio dado fluzo ¢ — u de V em Zsm, € suave.

Demonstracac. A ferramenta fundamental serda o Teorema da funcdo implicita

(veja Lema 1.6). Consideremos

Flu) = tlufPu + w8, (ul?) — iwHE,(Juf?)

i
i

e, para uma vizinhanca V de ¢, definamos GV x Z,p» — Z, 7 por

G, v)(t) = v(t) ~ (U(f)?j} + j/; t Ut — T)F(@}(T)ﬂ .

Observemos que G estd bem definida, e pelo Teorema 2.1, G(¢,u) = 0. A derivada de

Frechét de G com relagiio a u é a seguinte:

D Glo,wu(t) = v(t)— j{t Ut — 7) (2ilulPo + iu®s + v, ([uf?) + 2iuR, (ub)
—iwHO, ({ul?) — 2uHRE, (ud)) (T)dr.

Podemos calcular do mesmo modo derivadas de gualquer ordem de G{¢, -} em relagio a u,
porgue F(-) é constituida de uma parte polinemial mais uma envolvendo transformada de

Hilbert (que comuta com derivadas, como feito acima) e portanto G é suave como fungio

de u. Dal concluimos gue G € suave.

Vejamos que D,G(p,u) : Z,7 —> Z, 7 é inversivel. Seja [ : Z;p — Zsr 0 operador

identidade. Escrevamos

(I - D,Gwl(t) = J’f Ut —7) (2i|ul*v + w0 + 28, (Ju]?) + 2iuRd, (u7)
—ivHO(Ju]?) — 2iWHRE, (ut)) (r)dT.
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Agora estimamos o8 Ao{(I — D,G)v), i = 1,2,3,4. Seguindo os mesmos procedimentos

feitos para a obfencdo da estimativa (2.22) e usando os efeitos suavizantes dos lemas 2.2

¢ 2.8, chegamos que

M= DG S ??;}u@i[&(i}ﬂ?%ug @) lls + lollzzee fullzzos | D %;{mz
[0.7]

#4 gz |DE ol sup 0 D5y s )

2

+T4 2151 D ulifezs Sup POl !éi};a;jégﬁﬁ sip (o)l

Gpob- M

1 i .3 %
T ol ang | D2 ullze s 1D2ulize s sup lu()]]
a..g._l. s
el D5 Aoy, (2.61)

para i = 1,2, 4, e com o8 mesmos recursos usados para a obtencdo da estimativa (2.29),

EnCcontramos,

A3((I = DuGo) S Tsup flu(t)li; sup [lv(t)ls- (2.62)
0] [o,1]

Pelas estimativas (2.61), (2.62) e como u € Z%, chegamos que
Ar((T=DuG) < T +THI+T)+ (1+ 7)) A2(w)Ar(v)
< {1+ TV aPAr{v), (2.63)

onde ¢ > 1 é como em (2.31). Entdo, escolhendo o como em (2.32) e T' como em (2.33),

conclufmos que:

Ar((I = DuGl) < %AT(?;),

portanto, I — ({ — D,G) = D,G € B(Z;7,Z,7r) é inversivel. Logo, pelo Teorema da
Funcdo Implicita (veja Lema 1.6), existe uma vizinhanca V C V de ¢ € H5(IR) e uma
aplicaggo g : V — Z,r tal que, G(, (1)) = 0 para qualquer ¥ € V, ou seja,

o) w+[m—f () (7)dr = u(t)

é a solucdo do PVI (2.1) com valor inicial ¢ € Ve g, que ¢ o fluxe dado-solucdo, é suave.

Isto finaliza a prova. O
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OBSERVAGAC 3. Notemos que o tempo 7 de Z,» no Cor. 2.7 é o mesmo do Teor. 2.1.

OBSERVAGAO 4. A propriedade de suavidade da aplicacio dado-solucio ¢ interessante,
primeiro porque se ela ndo é valida para o PVI com dados iniciais em espagos de Sobolev
de determinados indices, sabe-se que é impossivel a aplicabilidade de um método iter-
ative de Picard para a solucidc do problema com dados iniciais em espagos de Sobolev
com aqueles indices (veja o Capitulo 5); segundo porque podemos com ela provar a in-
stabilidade nao-linear de ondas viajantes de equagdes de evolucdo nao-lineares por rmeio
da instabilidade linear (que é menos dificil de ser obtida), isso porque instabilidade linear

mais a propriedade de suavidade implicam em instabilidade nio-linear {veja {20] e [10]}.
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Capitulo 3

BOA COLOCACAO LOCAL PAR

A

Neste capftulo vamos estender o resultado de boa colocagho local do capitulo anterior
para o PVI associado & equacgdo de Schrédinger intermedidria ndo-local (7). O procedi-
mento sera semelhante ao do Capitulo 2, mas é necessério o uso de algumas “ferramentas”
a mais, como veremos. Sem perda de generalidade, vamos considerar em todo o capitulo,

o= F=~=1e assim, o PVI a ser estudado € o seguinte:

O = O%u -+ iu(l —iT)8,([u]>) — ulPu, z, 1€ R
u(z,0) = ¢(z),
onde 7, é o operador definido em (3).

O teorema que iremos provar € o seguinte:

TrOREMA 3.1. Eziste um § > 0 tal que para qualquer ¢ € H* (R) com s > & e 18], < 4,
existe uma dnica solugcdo v pare o PVI{8.1) no intervalo de tempo [0, 7], T = T{||¢|,) > 0

comn T(8) — oo quando 6 — 0, satisfazendo

uve Zer={veC{0, T : H{(R)) : Ar(v) < oo},



COT

Ar{u) = maz{i(u) = M) 1 =1, 2, 3, 4], (3.2)

onde

Mty o= sup [ult)
0.1

Ma(w) = D2 ullgzs + 103 Tl zozs.

Além disso, poara qualguer T' € (0,T) existe € > 0 tal gue a aplicagdo ¢ — w de { ¢ €

H{(R); o —o¢ll, <€} em Z,7 € Lipschitz,

Demonstracao. Assim como no Teorema 2.1, a prova do Teorema 3.1 é feita por
meio do principio de contragao, utilizando-se propriedades do problema linear associado,
deduzidas por C. Kenig, G. Ponce e L. Vega em [16], id listadas na Secéo 2.1 do Capitulo
2 deste trabalho. Também serdo imprescindiveis as seguintes propriedades do operador

integral singular 7, listadas no lema abaixo:

Lema 3.2. (i) O operador integral singular Ty, definido por

Toulz) = %p.v. /oo coth <%> u(y)dy,

—00

€ limitado de L*(R) em L*(IR).
(ii) Sejam f e g fungdes arbitrdrias, onde f € C°(IR} com f' € L®(IR), e g € L*(R).

Entao existe uma constante C > 0 tal que

11728z, flgll < Clflecllgll-

Demonstragao. Foi feita no Lemma 3.7 de [2]. No intuito de tornar mals agradével
a leitura do nosso trabalho, vamos transcrevé-la. Por um argumento padrdo de densidade,

é suficiente provar o resultade para f arbitrdria e g € C°(R).
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(2): 70, pode ser visto como sendo o operador multiplicador de Fourier definido
por

Tn8,0(8) = m(E)F(£),

onde
i
mi€) = £ coth(hf) — 5 (h >0}
Assim, 75, é definido como, Tov = (€308}, com k(&) = m(E£) /i€ = i/hE — icoth{hf). Um
calculo simples mostra que &(€) € L™{IR). Entéo, pelo tecrema de Plancherel, temos que
7 ¢é limitado em L2(IR).

(4i): Observemos que,

L/dNT E
e B AL N { ]
gggd ]<d§> %\§>§<oc,

para todo n € N, e portanto, pelo Teorema 35 de [8] existe um C; > 0 tal que,
2 191 < ClF |sllgll,
para quaisquer funcdes f, g € CP(R). Logo,
T6s, Flgll = [T (f) - FTing)
' dz dz ]
= |Ta(f'g) + Tlfo) — fTrd'l

< NG9l + 17 flg'l
< N Tullzel flsollgll + Crlf el

onde || 73]lz2 denota a norma de 7 em L?(IR). Portanto, o resultado segue com C =
|Znlle +Ch. =
Agora temos em mios todas as ferramentas para provar o teorema. Dado ¢ € H*(R),

denotemos por @ {v) = @, (v} a solugdo do problema linear ndo-homogéneo

{ B = —i8%u + v, (1u]2) — wTiBe(jof2) + o2, 2, t€ R -

u(z, 0) = ¢(z),
onde

veZi={v: Rx[0,T] — C| Ar(v) < a}.
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A equacdo integral associada ao problema (3.3) é,

S(vi(t) =U{t)o + J/t Ult — e ( lv]?) —- z@?}bﬁz{s@[?) + dlwi*ul(r)dr

(3.4)

Vamos provar que existem e 7 tal que, u= ®(v) € Zhe ® . Z} — Z% é uma contragio.

Comeo no capftule anterior, é suficiente estimarmos o termo v7,(08,v). Das desigual-

dades de Holder e de Minkowskl segue que,

f Ut = P T (56.0)) ()|
4]

a
s

< Tsup lu(®)]f +
[0,7]

%DZ ,/: Ult — 7)) (v (500) ) (7)dr 3 :

(3.5)

Agora, aplicando ao segundo termo do lado direito da desigualdade (3.5} o efeito regular-

izante (2.5}, os Lemas 1.2, 1.4 e 3.2, propriedades de grupo, as desigualdades de Holder e

Minkowski, chegamos & seguinte estimativa para ela:

!Dg fg Ut = 7 (0T (50.0)) (7 )dr

< ft Ut — T){[D2, v Ta(90,0) ) (r)dr| + jt Ut — r) T, Di{T8,0)) (7)dT
j«4 0 1]
< Tsup [lo(6)|2 + t/aw—r-wuumﬂ@mxﬂﬁ
(0,7}

+ f Ut — 7)(0T5 (58, D20)) (7)dr
0

< Tsup [lo)? + Tsup (lo(t)llze | 7105, 718:0) ()]])
0.7} [6,7]

+ ft Ult — my{v0. TR {8 D3v))(m)dry| +
0

J/; Ult — 7)) (v T (8,8 D50)) (r)dr

14
STswp Ol + | [ Ut - el Dzl r)ar
(0.7] o

+ J{: Ut — ) (WP, Ta D)) (rydr
< T[Up oI + T[SU}?]f (o)l 17282, 7] D3]

A
)

+ j/Ut—’?“ (WA Te D)) (r)dr|| +

1
N ngﬂz‘g; o3 + 1Dz (0T Do) a2
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Mas ainda falta avaliar o termo ﬁDx%(]’U!?ﬂD?UNJL;L% de (3.6). Pelo Lema 1.5 (i)
com & = %— e p = 2, junto com as desigualdades de Holder e de Minkowski e Lema 3.2,
temos:
|D2(LPT D30 S (D3 (bP5.D3w) — 0DvTiD — vDE (3ThD) 1ars

L 1 \
+HODEvT Dovlisis + D2 (07 D3v) iz,

i = o , i,
SHPEvlinarg 0l lev] g+ D2 vT Dol pyss + wDE (05 Dev) iz (3.7)
T T

Agora, pelas desigualdades de Holder e de Minkowski (veja {2.18))
(3.8)

b3 :
Z 4
5 -

& 2
1DFvllzsss S T5|Divlifys sup [fv(t)]

Como 75, € limitado em L?(IR) {veja Lema 3.2 (1)), segne das desigualdades de Halder ¢
de Minkowski aplicadas como em {2.19),

+o0 o0
S wllizze ( j/ f |75 Divl 2dzdf> < jf f E:z;a%;%m)

T Dzvl g,
< Tl sz | D2 mllms ?0“5“”( A

T

(3.9)

Com os mesmos recursos usados na obtencio das desigualdades (2.20) e (2.21) junto com

o Lema 3.2 (1), obtemos:

1
| D2 BHL%L%"“’E?;ED;U”Léﬁ
z Ly

”wxmps
L%
1 i 3 3 1
HID2 0l s [olzzae D2 Tiol g sup @), (3.10)
[DIGTDW)| . < 02zl DF PTDE) 12y
D%0) 2z |

lelizazs {2 (0TD3v) ~ DETDiw — T,
D:0)lzrz §

1

+iollzzaz { I DEOTDI 2y + 10T
1

D 0)lzas}

S lvllzzesed HDg@flLézﬁ |7 Dzvl azs. + [[07n

3
< Ti HU”L%WHD&‘U! LSS HDEEUHEng ?{EE IEOIE
HUEILZLmU?’%ﬁx Vlizeerz. (3.11)
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As mesmas estimativas sio validas para os termos da equacgho integral (3.4) envol-

vendo v8,(|v]*) e ilvi*v. Dal, por {3.5) - (3.11) segue que,

Mlu) S 19l + THllullizre [ Div

'-’ﬂm»-:

i
Hzggﬁ D ﬁtnzﬁ‘gﬁ Sﬁﬂé} §@(§}
3

TT?{}%}; lis()]12 + ji'gs[Lszf D;* ?}Z@E[Lg%% = B, {3.12)

A estimativa (2.6) aplicada & equacio integral (3.4) junto com o Lema 3.2 (i) e o
procedimento para a a obtenco da desigualdade (3.12) fornece-nos a seguinte estimativa
para Ag(u):

i
|

EE
]

I b e R X M X

< el +

[

ED / U(—7)(ijv)Pv + v8:{|v1%) — iwTn8:(Jv]? }(?)dr%? < Fy. {3.13)

Estimamos Az(u) aplicando a estimativa {2.10) para a funcfo maximal
supg.r |U(%) | (tomando, no Lema 24, p=1 e 7= s — 1) & equagdio integral (3.3} como
segue:

t

il < Q+T) { loll+ | [ w=ntvPeyrien]

(—mY 8, (|v*))(r)dr

VoTas (o) (7)dr

s~m1 Swl}

S 1+T){ s +T8up (lel*lls- 1+Hv3 (ol llsmr + o Tnds ([0 lis-) }

S (1+TH ll¢ils+T§up; @I} (3.14)

i,

onde nos valemos também do fatc de H*~'(IR) ser uma dlgebra de Banach, pois s —1 > 1.

Logo, segue de {3.14} que,
5(a) S 10l + Toup o)) < By (3.15)
0T

Para finalizar, vamos avaliar A;(u). A aplicac@o dos lemas 2.2, 2.6 e 3.2 (7 ) & equagéo

integral (3.3) juntamente com as desigualdades envolvidas na estimativa de A;(u), resulta
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na seguinte desigualdade:

1
M) = 1D}ullugss + D5 Tulzass
lg 1 S . E E
S loll+|[DF [ Ul=r)iblto+ v0u(oP) - wTa(o ) ()er)
i [ i
# 22 [ Ut=r) + 00 0P) - T () )|
o |
< B (3.16)

kS

Agora, as etapas seguintes podem ser omitidas sem perda de generalidade, porque
basta seguir os mesmos passos da demonstracio do Teorema 2.1 no capitule anterior. [
Para encerrar, ressaliamos que assim como o PVI 2.1, o PVI 3.1 também possui a

propriedade de que a aplicagdo dado-sulucio € de classe O™

COROLARIC 3.3. Sob as hipdteses do Teorema 3.1, eziste uma vizinhanga V de ¢ <

HR), s> %, tal que, a aplicacdo dedo fluzo ¢ — u de V oem Zsr, € suaue.

Demonstragao. A prova pode ser omitida, pois segue repetindo exatamente o

mesmo argumento da demonstracao do Coroldrio 2.7, sem diferencas significativas. U

38



Capitulo 4

ROB
NAO-LOCAL

Nosso propésito neste capitulo € estudar o comportamento assintético em relagio &
varidvel espacial das solugoes obtidas no Capitulo 2. Como anteriormente, vamos consid-
erar o = # = -y = 1, sem perda de generalidade. O capitulo € organizade da seguinte
forma: primeiramente vamos definir os espacos de Sobolev com peso adequados ao prob-
lema e enunciar o teorema a ser provado, em seguida enunciamos e exibimos a demon-
stracdo dos resultados bésicos a serem utilizados na demonstragdo do teorema principal,
demonstragio essa, que por ser longa, serd feita através de uma seqii®neia de lemas.

Comecamos definindo os espagos de Hilbert

LIR) = {u IR — C mensuravel | (u,v);; = {wu,w) < oo} ; (4.1)
onde
0
{(f.g9) = Re fgdz

DEFINIGAC 4.1 . Seja s € IR e seja w wm peso arbitrdrio. Definimos o seguinte espacgo
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de Hilbert
H..(R) = H(R)N 2(R)

munido do produto interno

<?‘53 v)s,w = {'U,:, ?‘}}s Mgﬁ <’E‘£’? y}LEJ - {42)
Yamos fazer uso do seguinte conjunto de pesos:

P = {0’ e CYR,R)| inf o{z) >0, suplo’(z)] < oo} (4.3)
iR rER

O resultado a ser provado € o seguinte:

TEOREMA 4.2. Sejam s > 2 ew=0° como € P. Se ¢ € H, ,(R) e
we C(0,T); BX(R)NC* ([0,T); H*(R))
é a solug@o do PVI(2.1) com u(0) = ¢, entdo
ve C0, T Hsu(R)). (4.4)

Além disso, a aplicacde ¢ —— u € continua.

Desse teorema e dos resultados da sec@o a seguir temos que, para k& < s,

Wk gk € C ([0,T); LP(R)) (4.5)

WHga e O (10,7 LY(R)). | (4.6)

4.1 Resultados Preliminares.

A proposicao abaixo exibe uma relacio entre diferenciabilidade e decaimento de funcoes
de H, (IR} (versdes semelhantes para outros problemas podem ser encontradas em [32],

[12] Teorema A.7 e [11] Teorema A.2).
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PROPOSIGAO 4.3. Parg cada s > 0 eV > 1 eziste C = Cls, V) > 0 tal que, dado

qualguer peso satisfezendo
wly) SVwlz), z,ye R, |z—-y/ <1 (4.7)
valem, poro k € Z, 0 < k < 3, as sequintes estimativas:

™ kgsgk%}i < CEWI}‘ B9 |/ (4.8)

Demonstracio. Seja § = f, 0 <k <gs; entao

|§w1“96§u§!2=jlf =0 (x) |6k de—Z! )29 5% 2, (4.9

Observe que |z — j1 < 1 para x € [§,7 + 1], e assim, {4.7) implica que w(z) < Vw(j),

portanto de {4.9) segue que

. 341
lwi=t8kull® < VA0 3y (5)%0-0) j[ |Okul . (4.10)
FEL J
Consideremos um 3 € C°°, 0 < ¢ < 1, com supp(¥) C (—1,2} e ¢ = 1 em [0, 1].
Para j € Z, definindo 9;{-) = ¥{- — 7}, como ¢¥; = 1 em {f,7 + 1], segue-se que

F+1
w0k < VEO-O N7 ()20 j |05 (¢yu)Pda. (4.11)

jEZ Y

Sabemos que (veja Cap. 3 de [19], por exemplo)

s () el () 000 () 12 (4.12)
A desigualdade (4.11) junto com (4.12) implicam

=Bl < VA S (0 | |

JEZ
< VOIS0 g PO g [P (419)
JEL

Usando o Lema de Hilder obtemos:

1-8 g
=08kl < V2= (Zw(j}z 5w H?) {Z Fsu !E)- (4.14)

J€k FEL
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Pelo Lema 1.7 temos que
Dol i< cle) lul?. (4.15)
JET
Por (4.7} sabemos que w(j) < Vw{z}, portanto
W(j)? < Viu(z)?

guandoz € [j ~ 1,7+ 1] Para x € [7 + 1,7 + 2! temos que

w(f) € Vw(i+1) < Vi(x),

e assim,
w(j)? < Viu(z)?
Conseqlientemente,
oo
Sur [ wlde = 3 [ wliPuups
jE€Z = FEE
< vy f/ z)*wyulfdz
JEZ
= V4Z[ [wj de
JEZ
)
< V"‘ZZ J[ w(z)?|ulPde
jeZ 1=0 Vi1
= sViju Hii . (4.16)

De (4.14), (4.15) e (4.16) segue o resultado. =
Seo € P, o> ope|o| <M, entho, pelo Teorema do Valor Médio (c(y) — olz) =
) y—z) < Mz —y| ), dado |z — y| < 1 temos que

oly) <o)+ M < (1+ (o)) M) o(
< (14 MoyHe(x), (417}

e assim, se w = ¢° vale

w(y) < e w(z) (4.18)



(porque (4.17) = o(y)* < (1+ Moy )¥o(z)® = wly) < (1+ Moy )Pw(z)). Logo, os pesos
no Teorema 4.2 satisfazem (4.7).
Os proximos dois lemas s@o fundamentals para controlar os termos ndo-locais da

euacao.
LeMa 4.4 . Dado o € P, existe ¢ = c{o) > 0 tal gue
ioH{u)lo < cliouly + lodeul + ful])- (4.19)

Demonstragac. Podemos tomar, sem perda de generalidade, u € S(R). Pela

definicdo de H (veja (6)), podemos escrever

1 fluflz—y)—ulz+y), 1 ["ulz—y)—ulz+y) ;
T Jo Y g Y
Fazendo uso da desigualdade
ue ~ ) - ulz + )| < f Bl + <)\ds (4.21)
obtemos
u(x—y)—u(z%—’y}! Ia U($+§)Id§<\/—_[!5 u“ -1/2 (422)
y yJ_,
De (4.20} e (4.22) segue que
. 1/t _ 1+ u(z - y)| + Julz +
(@) < —] g
1
< = 0wl + Zluhly om0
1 2
S —lGuf + ~luls < e(||eul] + July). (4.23)
Agora,
oH(u) = H{ou) — [H, olu. (4.24)
O operador comutador [H, o] pode ser definido come
{((H, olu) f K{z,v)yuly)dy, (4.25)
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coIn

J& que K € L™{IR?), entdo
(7, ofoloe < 1Kl oy i (4.26)

Portanto, por (4.23), (4.24) e (4.26), com ¢’ € L®([R) e 1/o < 7 (onde 7 é uma constante)
LeIos,
oH{U)lee < [H{ow)|oo + [[H, olufeo
< clll@elowll+ louls) + (1K oo pe ful:

TR i P TR At
< clligtufl + llodeull + louly) + 1K feo ey il

A

cllouls + flodeull + [[uf)). =
LEMA 4.5 Dados s > £ e o € P, eziste ¢ = c{s,0) > 0 tol que
loH ()0 < il w flll v g + 0 Bl fl2) (4.27)

Demonstracao. Observe que

|lows]s < louf 2 |, (4.28)
@z (uvlll < 18ttfoo [ o [} +]0stloo || o ], (4.29)
lowv]] < Juleo | o || - (4.30)

De (4.19), (4.28)-(4.30) obtemos:

loH(u)oo

A

c(louv]y + liodo(uv)]| + fluvi])

A

clloullllvll + |Gulecllov]] + 182v]oloull + fjuv]])
< cllwllslloliez + o llel wilzz) =

O lemza a seguir serd empregado para a demonstragio da propriedade de dependéncia
continua da soluggo em relagdo ao dado inicial. Primeiramente carecemos definir alguns

operadores em L2, a saber:

Ty (u)v = 20w, Telujv = v?8,7, Da(u)y = —2iuHR(46,v), Ta(w)v = ilul?v.

i
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LeEmaA 4.6 . Sejom s > g, w=0° como €P, e seja R>0. Friste c=c¢(s,a,R) > 0 tal

que, se u, v € B, (0, R) entdo,
I T3y = Ty s € ¢ o= faul ¥ e (431)

Demonstracao. De fato, temos

I Ty ~ Ty iz = | wliuf8r - lo?8:0) |
= |wilu—v)a+ (@—0)wdw |
< wlu — ) adv| + w(i — 7jvdv|

< clu—olig lvls (4.32)
analogamente,

| Telw)y = Da(o)w llzz= flwlu —vj{u +v)8er| S cllu =2l [ v s (4.33)

| Ta(u)y = Tsv)r llz = 2[uHR(40v) — vHR(D0v)| 12
g2Om%%@ﬁwj~@H%@&Wm%%ﬂb%%@aw)—vH%Wva%)
< e (e = wllgg Nall, o o + 0l g N = ol 1)
(4.34)

<cllu—vll,, v,

I
£
=
£

{3
!
=
e
St
X

” 54(?_02/ - ?4(’0)1/ “Li
< ¢ E[’U; - ’U“s,w Hylls,w : (435)

logo o lema segue de (4.32)-(4.35). =
Sejam o € P, 0, = inf{o{z) : z € R} e M = sup,ep|o’(z)|. Para cada n € IV,

temos gue
opi= 2 _ep (4.36)
n+ao
e satisfaz
. Co .
> 37
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sup || Ba0m(@)]| < M. (4.38)
g3

Portanto de (4.18) deduzimos que existe um V = V{(s,0,, M) > O tal que se jz —y| < 1
entao
woly) € Vn(z) (4.39)

onde w, = o;. Observemos que w, T w gquando n — co.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.2.

Seja B > { tal que

sup [lu()l, < R (4.40)
07]

Consideremos uma seqiiéncia {¢s brew em HP{R) N L2 (R) com ¢ — ¢. Pelo Teo-
rema 2.1 podemos supor que para k € IV, existe u, € CH{[0,T]; H*®(IR)) solucio de (8)
com u,{0) = ¢, tal que

sup llug(t)|l, < R. (4.41)
[0,7]

J& que wy, < n°, temos que whux € CH[0,T); L*(R))

d 2

ol = 2 {(—iwnur, wnui) + (waluel O, wnite)

+ <wnuﬁﬁxﬁk, wﬁu,@ — 2 (fwpup HRe(Tr O, uy ), wnuk>} . {442

Integrac&o por partes mostra que

(o Fortge, Wiy ) = {2000, Ftige, wotis) - (4.43)
Como |8pwn| < s]é‘x{)ﬂmij;wE (porque Gy, = 8 (n%f(;)swl 8, (;1%) = wl"%ﬁr%), de (4.38)
obtemos,
_1
|8pwn| < cls, M)ws *. (4.44)
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Pelas expressbes (4.42), (4.43) e {4.44) temos:

(—iw w0, Wote) = {200,wn B, wntiy)
< 1Bewnll Baul® + wnusll?

< elflunlly + Hwnuxll®), (4.45)

| {wnlu* 0ot wnit) | < cliwnlSo P 0un® + Hlamuel®)

[A

cllunlly + llemuel®), (4.46)

] <wnu}2§aﬂ:ak:w%uk> < C(“ukﬁi - Hwnukﬂg) (4'4?>

§2 {iwnﬂg%.ﬁ€<ﬁk5@$%k}awﬂﬁk>! < C(%"‘Jﬂéc}ofukiwl ?{Rei\ﬁkg &g}ﬁ -+ ;;Qﬁ%klgi}

< el + fwnul®). (4.48)
Logo, substituindo {4.45)-(4.48) em (4.42) obtemos,
el < el + Jul? + ) (1.49)
Integrando (4.49) de ty a @, (0 <ip <t <7T') obtemos,

ot = e t0)?] < c | " Qo + sl + s P (4.50)

Tomando o limite quando & - oc e por (4.40) segue que

lense)l = foruto) ] < B0 + R =) +e [ fmul®)lfdt, (45D

io
na qual aplicando a desigualdade de Gronwall concluimos que as funcdes |lw,ul]* sdo
uniformemente limitadas. Entio, pelo Teorema da Convergéncia monétona, |wyul]? —

loul|? e assim, [[ullz; € C([0,T]; Ry). Como
u € O([0,7]; L(R)) N L=((0, T}; L2(RR)),
temos que u € Cy,([0, T]: LE(IR)). Logo,
u e C{0,T); L2(R)).
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Agora provaremos a dependéncia continua da solugio em relacdo ac dado inicial. Jé
temos a dependéncia continua em H*{R) (s > %), portanto falta analizarmos a norma de
L2 {R). Sejam w(t), v{t) as correspondentes solugdes do PVI {2.1) com dados inicials ¢ e

1), respectivamente. Entio w = u — v satisfaz

3 :
[wDIZs < o= Bl +¢ 3 [ (0w, wm) + (o(Tsu)w = Tylow),ow))(s)dr
g ¥ O

Tomando um & > max{supp 7 fu(t}lls, . suppm lw{E)|l,,, }: temos por {4.31) no Lema 4.6

que existe um ¢ = ¢(s, 7, R) > 0 tal que

{w(T{ww - Ti(vyw),ww) < cliwlly, (4.53)
e pelo mesmo lema,
Wlfujw,ww) <e igw”fu (4.54)
Substituindo (4.53), {4.54) em (4.52) obtemos,
£
IOz < o = vl +e [ Iwlnl o (4.55)

Agora, combinando a dependéncia continua em H*(JR) (com dado inicial pequeno) com

o Lema de Gronwall, a dependéncia continua em H, (/R) segue de (4.55). O
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Capitulo 5

MA COLOCACAQ

Nos Capitulos 2 e 3 respectivamente, vimos que os PVIs (2.1) e (3.1} s8o localmente
bem postos para dados inicials pequenos em H®(R), 5 > %; tal resultado foi obtido por
meio de um método iterativo sobre a equagdo integral associada ao problema, fazendo
uso principalmente do ganho de regularidade proporcionado pela parte linear da equagéo,
conhecidos como efeitos regularizantes. Vimos que uma das conseqiiéncias disso é que a
aplicacgo dado-solucio é C°°-diferencidvel (Coroldrios 2.7 e 3.3). A pergunta que surge &:
até que ponto um método dessa natureza poderia funcionar em nosso problema? Argu-
mentos de escala (veja Capitulo 7) sugerem que o problema é mal posto em H*(/R) com
8 < {; neste capitulo vamos reforcar esse fato, no sentido de que ndo é possivel aplicar
um método iterative de Picard a equaglo integral associada a cada problema em questao,
nos casos v > 0 ey = 0. O método fol idealizado por J. Bourgain ([5]), aperfeicoado por
H. Takaoka {[38]) e L. Molinet J. Saut e N. Tzvetkov {veja [25, 26]), e aplicado a muitos
problemas (por exemplo, veja {39], [7]). Dentire esses trabalhos, a abordagem que mais

nos inspirou e ajudou € a feita por X. Carvajal e F. Linares {[7]).
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5.1 Ma Coclocacao para o PVI associado 4 equacgao

NLS nao-local.

Consideremos o PVI para a equacdo {8) (com [ = 1, sem perda de generalidade):

S = —ilu + ud, (Jul?) — iwHE ([u®) +iviul®u, =, t, v€ R, v >0,

{(5.1)
u(z, 0} = ¢{z]
A férmula de Dubamel para o PVI (5.1) é
u(t) = U(t)g + j Ut — 7)(ud{ ) — wHO,(Wl?) + ivuPu)(r)dr.  (5.2)

Vamos estabelecer que ndo existe um 7 > 0 tal que o PVI (5.1) admita uma tinica
solucao local no intervalo [0,77] e tal que a aplicacio dado-solugdo seja C®-diferencidvel
de H*(R) a C([0,1]; H*(R)), se s < 0. E suficiente entdo que provemos tal propriedade

na origem, mais precisamente, o seguinte teorema:

TEOREMA 5.1 Se s € IR € tal que s < 0, entdo ndo existe T > 0 tal que o PVI (5.1)
admite uma unica selucdo local definida no intervalo [0,7] e tal que a aplicagdo dado-
solugdo

o— ult), tel0,T]

para (5.1) é C*-diferencidvel em zero de H*(IR) a C{[0,t]; H*(IR)).

(OBSERVAGAO 5. Sempre que considerarmos u(t) = U(¢)¢, a titulo de economia de

espace, & parte nao-linear da equacdo serd denotada como:
Ut)sl*U(t)e + U )0 (IU(1)eI%) — iU (1) (|U([E)¢1%) = F,(U(2)4).

Uma condi¢@o ¢ priori para a aplicagio dado-solugiio ser C®-diferencigvel de H*(IR)

a C([0,T]; H(IR)), é que exista um espago métrico Zy continuamente imersc em

C([0, T); H*(R)) tal que, para

(Ul <Clidl,, o€ H(R) (5.3)
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tenhamos

<Clull,, uweZr. (54)

£
4

Lot
E] Ut —7) (iv|u]’u + ud. (W) — iwHo, ([ul?) (r)dr) !
o s

7z
Afirmamos que para s < 0, a desigualdade (5.4) é falsa. Para provar essa aflrmacio
vaInos supor que exista Zp tal que as desigualdades (5.3) e (5.4) sejam validas. Tomamos
u = [U{t)¢ em (54); entdo usando (5.3) e o fato de que Zy é continuamente imerso em
C([0, T}, H{(R)), segue que, para para todo ¢ € [0, 77,

eI -
< Cliglls - (5.5)

&

Em sumsa necessitamos de demonstrar a seguinte proposicéo:

PROPOSICAO 5.2 Se s < 0, existe uma ¢ € H¥ () tal que (5.5] folha

5.1.1 Prova do Teorema 5.1.

Vamos considerar ja provado o resultado da Proposicdo 5.2, portanto, que a desigual-

dade (5.5) falha para alguma ¢ € H°(IR}, s < 0. Consideremos o seguinte PVI

Oy = —i02%u + ub,(ul?) — iwHE (Ju]?) + ivlulPu, z,te R (56)
u(z,0) = po(z)
onde ¢ ¢ escolhida no ato da demonstracgo da Proposicdo 5.2. Suponhamos que u =
ulu, z,t) € uma solugdo local de (5.6) e que a aplicagio dado-solugio seja C3-diferencidvel

em zero de H*(R) a H*{IR). A frmula de Duhamel para (5.8) ¢,

u(t) = ulU{t)e + Jé Ut = m){udy ([u]?) — iuHE (|ul?) + ivjulu)(r)dr

Diferenciando u temos:

g% = U)o+ f; Ut~ 7)(0,u8:([ul?) + v8:0,([ul?) — i9,uH8, ([uf*))

u=0
~5u8, HE (|ul?) + iv8, (JuP)u + y|ul?8,u) (v)dr

u=0
= U@, (5.7)



pois x = 0 anula o dado inicial de (5.6) e portanto, pela unicidade da solucéo,
u(0,z, ) = 0; conseqlientemente, também temos &,u(0,z.t) = 0. Diferenciando (5.7)
obtemos:

Fu
Ju?

2
jf Ut — 7)(8ud,([ul?) + 28,u8,0,([ul?) + 18,02 (Ju]®)
0
~ i uHT, ([ul?) ~ 266,uH,8,(|ul?) — wdiHO, (lu]?)

7

+iv8 (Jul*Ju + 2690, ([ul*)8,u + iv|ul*diu )(z}d’f%ﬂﬁa =0, (5.8)

pois 9,u{0, z, ¢} = 0. Agora, diferenciando mais uma vez e fazendo uso de (5.7) obtemos:
L

3 t

+ude 8 (Jul?) — i uHE (Jul?)) — 302uHE,0,(|ul)
~3i8,uHI 0% (|u]?)) — WIS HO ([ul?) + iy (u]*)u
+3in ()8 + 3iv8, ([u]*)Fou + iv|u*Bu) (7) (rydr|
= 6] Ut — 7)(8,ud.(18,u*) — id,uH8, (10,u]?) + i]8, u]2§ﬂu)( ydr
=i
5 j Utt 1B U()@)dr.
0
Pela hipétese de C°-diferenciabilidade obtemos,
[
| ve-nE @@ sl
mas esta estimativa é (5.5) e falha se s < 0 e ¢ ¢ escolhido como em (5.9) abaixoe. O

5.1.2 Prova da Proposicao 5.2.

Propriedades tais como boa colocagao local e comportamento assintético provadas
nos capftulos 2 e 3, respectivamente, para o PVI (8) sfo imediatamente herdadas por um
eventual PV para a equacdo (5) (isto , para ~ = () porque naqueles casos o termo #|u/?u
nao oferece qualquer obstdculo, mas para se obter o resultado de mé colocagdo estabelecido

neste capitulo necessitamos de calcular algumas expressbes que sio ligeiramente diferentes
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daguelas obtidas para o caso -y > 0. Assim, somos obrigados a dividir a demonstragio da

Proposi¢ao 5.2 nos casos: 7 > 0 ey = (.

Vamos tomar a seguinte funcgio ¢ definida por sua transformada de Fourier,
$E) =17 INTxi(€), N> 1 and 0<n<], (5.9)

onde I = [N, N + 7], ou seja,

Note que ||¢], ~ 1.
A demonstracio da proposicdo serd feita por meio de uma segliBncia de lemas. A

divisgo nos casos 7y > 0 e v =  necessita ser feita apenas na conclusfo da demonstracio.

Lemas Preliminares.

O lema abaixoe traz uma importante identidade. Os passos para prové-lo sdo parecidos

aos do Lemma 1 de {26].

LEMA 5.3 Temos as segquinies identidades:

(i) Para v > 0,

| ve-nE W@
-1 e HHE—E1) (G +E2) _ 1
PN Ji 20§ ~ & )& + &)

T (4§ — & + |6 — &) ddGudes (5.10)
e entdo,

F { J!; U - T)F,Y(U(T)@df}

3 — i’ f e 2E—6) (& +E2) _ 1
AN Jow 26— 6)(& + &)

(y+E€- G+ - &l d6ds, (5.11)

COTE

W) ={er&) e R G el, el é-b-&el]
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Q={(6,6,6) € R : (£,6) ()}

(i) Para vy =0 temos,

_9 e AHE~G e 482 1
j[ e qege de. (5.12)

£
J{: Ut — m)Fp(U{r)o)dr = TN

&1+ &2

e (188irn,

—Dite? e dtE-6)Ei+E) _
/ dédes,  (5.13)
AL

N /23 &+ &2

COT

A= {{£,56,8) < B (6,8) € Al&)}

e, UE) e foram definidos acima.

Demonstracao. Para chegar 3 identidade (5.10) devemos tomar a transformada
inversa de Fourier com relacio a o na expressio do lado esquerdo de (5.10) e efetuar a

integracdo com relacdo a ¢, da seguinte maneira:

t
jf Ut = ) F(U(r)d)dr = Gy + Ca + G, (5.14)
i
onde

_ i fpfilter)E? in ARU(+
6= | [ F{nlU(6PU(TI8} (6)de

—_———

i e _—
= i’Yf f HOTIE T g1 £ T )0 (60) T (r )b (€:)dede dbs
0 3
= f f e T e TG Gle — ) — £5)6(61)B(—Eo)dEadErdEdr
0O B3

¢
= §7,3 f i / G~ W80+ g de g de
2 N3 Jg 0

~y ] e 2itl~G1 )G+ g
niN¥ Jo 206 &1)(& + &)

glae e’ d&1dE,déE,
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G, = j j FHHOEE (U6 0,({U(P)} (E)de

R

<

o

£
= f[ f (¢ g ) HTE ST S g ) B(6) Pl—Eo)dEpddEdr
EE
1

e~ 2tE~a){E1+82) o e ite?
m??%NBS v/{z 2(6 ~ 6)(6 + &) (&= e dedbudty,

I

G5 ‘”f f =R F U () HOL(U(7)61) } (€)d
D i

o~
:

= ji j;S 8;‘25—:—%52!& _ (51]5-—2@?(5—&1}(51»:‘62)5(5 — £ - 52}€P(§3,)5(“§2)d§2d§;d§d7

1 f 6w2?5?(§—§1}(?§1*§“§2] -1
- nEN3s Jo 206 —E)(& -+ &)

portante, somando-se os termos G; acima chega-se 4 identidade (5.10). A expressdo (5.11)

€ — &[5 dedg dey,;

é obtida tomando-se a transformada de Fourier de (5.10) com relacfo a £. Para se chegar

3 identidade {5.12) procede-se exatamente como na obtencao de (5.10):

/ Ul = ) (U 8,006 — iU(r)6HE, (U(r)812) (7)dr

1 e~ 2tE—61 )& +E2) 1
j{z piaEFits? (€ — &+ |€ — &) dede,de,

T RN o 26— &6 + &)
-1 f e~ BE~E1)(&1+Ea) 1 £itg? 1 dedeqd
_ rL+T + —_
P2N3s [ 2(6 + &) ) st ) dedts
_9 e~ dtl~a)+e2) 1
_ i TR g e ae 5.15
732 NBs j/; §1+ &2 st o

Agora, tomando a transformada de Fourier em ambos os lados de (5.12) chegamos a

(5.13). =

LEMA 5.4 Fize § € IR. Entdo:
(a) Dados v > 0 fizo e (&;,&) € Q&) (ou em A(£)) temeos,

206 - &) 6+ &) <7 (5.16)

v +E-&G+E-&lIR L (5.17)
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(b) Se £ € (N, N +n), entdo
1) Z 7" (5.18)

Seja B(&) = {(£1.62) €A(E) 1 €~& 2> F} Sef e (N+ 1, N +7), entio

AL =2 1B Z 7~ (5.19)
(¢) Para qualguer v > { femos,
4
supp F {f Ult - T)F,},{U(T}gé)df} CIN -7, N+ 29 (5.20)
o

Demonstracao. (a) Observe que
—p=N-N-7<G+6<N+n—N=7

e que
—N<E—6 =8 L -6+ SN+p-N=r7g

implicam em (5.16). Agora, (5.17) segue imediatamente:
v +E—&G -~ &llZ21-2~-&|=1-2n2 1,
pois 77 é suficientemente pegueno (< ) ey > 0 é fixo.
{b) Fixado £ € (N, N + 75}, como N < £ — & — & < N + 1, segue que,
G +E-N-—n= fil&) <L hll) =L+ D,

logo, Q(£) situa-se na regido entre as duas retas f1 e fo, mascomo N <& < N+qpe
N < =& < N + 1, segue que {¥¢) é um hexdgono formado pela interseccdo da regido

entre as retas fi e fo com o quadrado ] x —I (veja Figura 5.1); assim,

Para provar (5.19), observemos que B(£) € o quadrildtero de vértices Vi{£+ 5, —N —
L), Va6 + & =N —n), a(N +m; =N —n), Vi(N + 1, —2N —n + &) (veja Figura 5.2) e

portanto,

BOI=(€—N) (V47— + =T BZE >

10
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Figura 5.1: Regido 0(&).

4
3

___17\7....;7 o e -

Figura 5.2: Regigo B(€).
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(¢} Se §2(&) € ndo vazio temos,
N-n=2N-N-nSN+L+AHL 26866+ +6S2N+ 2+ L S N+27,

e entdo £ € [n—n, N+ 2n). A prova para o caso v = 0 é exatamente a mesma que para o

casov > 0. =

(OBSERVACAC 6. Se N +7 <& < N+ 27, entdo ({£) é um tridngulo reténgulo isésceles
sobre a diagonal do quadrado 7 x —I; e 0{£) é um tridngulo retdngulo isdsceles sob a
diagonal do quadrade / X —Ise N - < &< N. Se N+7n <& <N+ 2 entao A(£) é
um tridngulo reténgulo isdsceles sobre a disgonal do quadrade I x —I;se N— < £ < N,
nesse caso A{£) é o conjunto vazio.

Agors estamos aptos a concluir a demonstracio da Proposicao 5.2, Primeiro consid-
eremos o caso v > 0. Seja £ € (1, g} Um elementar mas importante resultado diz que,
dada uma funcao continua f 1 IH" — IR, um conjunto de medida finita & C R™ tal que,

if(z)| = ¢ para algum ¢p > 0 e para todo « € {1, entao

| ji flz)dz

Vamos fazer uso, sempre que necessdrio, das seguintes notagoes:

> col82]. (5.21)

M= M(EE,6) =20~ E) 6 +8) e N=N(E6,8) =7+~ + & (5.22)

2\
dg.

(5.23)

Entdo, usando as notacbes acima, o Lema 5.3 (4} dé-nos a seguinte identidade:

E ,17—-% ]N-&?Tj
— 1 + 2ys
£ N3S N—n ( 6 )

jit Ut — )F{U(T))dr

] ewitM _ 1N
— 0 Nd&idé,
o M

Observemos que,

2 2

f e—itM _ ENd
—— N dE1dEs
o M

= j'!; o W NdE,dEs — i f _SEM Ndgdgs

M ag M
cos(t M) — 1 )2 (jf sen(tM) >2
= S T NdEdE, | + ALY T
( / P 1de, [ s,
2
> < j[ MJ&’d@d@) . (5.24)
o M
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Logo, pelo Lema 5.4 junto com {5.21) e (5.24) segue que,

1
i ; -2 N4+-{2—&)n / 2 Z
] . ‘ 773 . ons seng%ﬁ/i}
Ej! Bii*T}Fw(@{’f}@}d’f“ 2 A 3s jf _ (1+&9 5/ TNd&@?gz &
Lo ils 4 Na(k—1in RN (5 T
N N+ {(2—k) - - 1/2
2o ([ et
N2 N3 \ Jn+(k-1)n

v
3
-3
LR
[

21 N {2k 1/
; £2dg
n? N3 j{“‘fﬂkwl)fz

, 1/2
21 N4+{2-k)
N2 N3 A\ J N (e-1)g

- _Sﬁ - 1
> ff; Y N (2 By = N = (= 12 2 ZB (505

LV

e assim, escolhendo s < 0, 7 = N*, obtemos:

1~ gl > Clt

NS,

que é uma contradigdo para N > 1. Portanto, a proposigdo estd provada para o caso

v > 0.

Agora passemos ao caso v = (. Utilizando o Lema 5.3 {it), o Lema 5.4 juntamente

com as desigualdades (5.24} e (5.21), respectivamente, obtemos:

/ Ut =) (UE60(U 6P — iU 6HE (U (6 ()

8

(€ — &1)d&idé,

emdt—)(&+) g
Jl;(g) 20~ &)& + &)

2 N3
d§>

(£ — &) d&rdEs,

j[ sen2t(€ ~ &)(& + &)
A 2~ &)(& + &)

dg)

6 [T | [ sen2e(E ~ €)(6 + &) A%

> - &y})d

~ piN3s (fN—t—(kwl)ﬁ +&9 J/;(g, 2606 — £1)(& + &) (&~ Gjdbdly) o
, N+{(2-k)y 1/2 9

2 ??’2 ( j o +52>31B(§)r2d§) 2 ’ﬂ” (5.26)
é DY i K—1)7) -
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Agora, escothendo s < 0 e 7= N*? obtemos,
1~ flglfy > CleN,

que caracteriza uma contradicio se IV > 1. Assim, o Teorema 3.1 estd provado. i

5.2 Ma Colocacao para o PVI associado & equacao

INLS nao-local.

Consideremos ¢ PVI para a equagio (7) {com o = § = 1, sem perda de generalidade):

@,f?.f.- = wz@sﬂ; + aﬁﬁ{l%F) - 2%%§$(i%§2) + iﬁf}uizfaa xz, i: g < ER: 7 2 8:

\ (5.27)
u(z, 0) = ¢(z).
A férmula de Duhamel para o PVI (5.27) é
¢
u(t) =Ult)¢ -l—j/f Ut — 7)(ub(Jul?) — iuThd (u]?) + ivlul*u)(r)dr. (5.28)
0

A exemplo da secdo anterior, vamos estabelecer que néo existe um T > { tal que
o PVI (5.27) admita uma tUnica solugdo local no intervalo [0,7] e tal gue a aplicagio
dado-solucdo seja C>-diferencidvel de H*(R) a C{[0,1]; H*(IR)) na origem, se s < 0. O

teorema € o seguinie:

TEOREMA 5.5 Se s € R € tal gue s < 0, entdo ndo existe T > 0 de modo que o PVI
(5.27) com v > 0, admita uma dnica solugdo local definida no intervalo 0,7 e tal que a
aplicag@o dado-solugdo

¢ — ul(t), tel0,7T)

para (7) é C°-diferencidvel em zero de H*(IR) o C([0,T); H*(R)). O mesmo resultado é
vdlido para o PVI com v = 0, fomando-se h > 0 suficientemente grande (veja defini¢do

do operador T, em (3) na Introdugdo) .
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Demonstracao. Como a equaco do PVI (5.1} é um caso particular da equacao do
PVI (5.27) (elas diferem “apenas” no termo ndo-local), serd possivel aproveitar grande
parte dos célowlos da secBo anterior. Como anteriormente, sempre que u(t) = Uilg, a

titulo de economia de espaco, & parte nfo-linear da equacio serd denotada como:

U OSPU ()6 + BUE)$8(USP) - U DeT(U M) = F(U(5)9).

Vamos evitar repetir alguns argumentos, para que a leitura ndo fique muito cansativa.

Consideremos o PVI

{ Oou = —i82u + udy(luf) — w8, () + ivjulu, z, te R (5.20)
4]

u(z, 0) = uglz)
onde ¢ foi definida em (5.9) e v > 0. Suponhamos que u = w{y,z,t) é uma solugdo
local de (5.29) e que a aplicacdo dado-solugio seja C-diferencidvel em zero de H°(R) a

C{[0,T}; H(R). A férmula de Duhamel para (5.29) é,

) = w00+ [ Ul = ) (wba(uf?) — T (ul®) + i ) (P

Diferenciando o temos:

Z
S = et [ U= n)000u(uP) + a0 (ul) - BT0uf)
5,{1.- =y 0
B, T ful®) + 20, () + i ll8,) (F)r ],
= Ult)e, (5.30}
Diferenciando {5.30} obtemos:
8% _ tU 2 2y 4 2 201,12
Ee) o o (t = 7)(0ouda(lul®) + 28,u0,3,(Jul*) + 8,0, (Jul*)
wé@ﬁuﬂﬁx(iujg)) - Ziﬁﬁuﬂamé’y{iuﬁj — iuéﬁﬂ@m([ulzj
+iv&a(Jul®)u + 2078, (Jul)F,u + é’yfuﬁ@iu)(v—)drf#uo = 0, (8.31)

pois S,u(0, 2, 1) = (.
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Agora, diferenciando mais uma vez e fazendo uso de {5.30) obtemos:

3
il f Ut — 7)(uda([ul?) + 36%u0,8,(|ul®) + 30,ud.02 (jul?)
5#’ ig;::ﬁ

08,88 (jul?) — 0T, ([ul?)) — 3i0PuTh 0,0, (ul®)
—3i8,uT 0,00 Jul?) ~ w8 T8, (Jul?) + v ([uf*)u

+3iy8 ([ul)0,u + 3178, (ul) Fou + éqju%za’ffzu){f}d?g#z@

== 6] Ut~ 7)(8,u6,(18,u%) — i0,uTh8:(18,0)%) + il8,u*8,u)( )d?§

=0
—6f Ut — 1B (U()e)dr
Pela hipétese de CP-diferenciabilidade obtemos,
z H
| ve-nEumeer| Sl (5.32)
HRY il

Provemos ent@o que esta estimativa falha se s < {, escolhendo por exemplo, a funcio ¢

definida em (5.9).

LEMA 5.6. Para v > 0, sao vdlidas as sequintes identidades:

j{} Ut — VB (U(R)d)dr

—1 e 2it(EE:)6+Ea) 1 e
v |, Te—aT ey o 0 bl - e dedeides 53)

e entdo,

r { j{) i — r)i{@f’(w)@s)dv-}

it j[ e 2HE-C)(6r ) _ g
2N Jog 26— &) (& + &)

{7+ fal€ — &) dé1d&s, (5.34)

onde
1

frlz) =z + z{coth{hz) — hx)

{1(¢) e 0, sdo como no Lema 5.5
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Demonstracac. A parte polinomial da equacéo j4 foi tratada no Lema 5.3. Vejamos

entido o termo ndo-local. Seja

f@gé——’r}zi]( 16T 3. (1U(7)e|%)dr.

Como antes, vamos tomar a transformada de Fourier inversa com relacdo a z e depois

integrar com relagio a ¢, como segue:

G = = [ [ e te)s To e} (e

= /i j;ﬁ 3e”“”52é(£—&> (coth(h(g—&))—g@%—a}

e HEONEA R ge £ £5)5(€1)( ~E2)dEpdEsdEdr

—p=% [ BTG g . i 1 i g ge
o | e ey (€6 (e - ) - gy ) ¢ st

Agora, basta somar Gy a Gy + G5 para chegarmos & expressac (5.33). (5.34) & obtida
tomando-se a transformada de Fourier da expressio (5.33). O restante do lema segue de

modo andlogo. =

No lema a seguir exibimos as estimativas centrais em nossa andlise.

LEMA 5.7 . Fize £ € IR. Enido,
(i) para b, > 0 fizados e (&, &) € Q) temos,

Iy +falf - )12 L
(1) para h > 0 fizado e (£;,£2) € B(£) vale que,

flé &) Zn

onde B(£) foi definido no Leme 5.4;

(it1) pare qualquer v > O temos,

suon { [ - F U Joydr } & [N =7 N + 21

(iv) para quatsquer h >0 ez € IR,

i 1
_2 < < o lal
- + |z| £ zecoth(hz) < h A+ |z
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154 /

w30 20 wify i 25 30
4

Figura 5.3: Gréfico das fungdes 1 + coth(z) — < (linha mais forte) e 1 + sign{z).

Demonstracio. (i): Um cdlculo simples mostra que a funcdo coth(z) — 2 (z € R)

& crescente e que

lim (coth(x) - -C%) = lim ! T = L.

T—+C0

Entao,

i

v+ A& = Ir+&—&+ (€ - &){eoth [A(§ - &)] — 1/A(£ — &)}

> v— i€~ &H{I+cothlh{f ~ &) - 1/A(~ &)}
> = 20§ —&]
> y—=2n27,

porque 1 +coth(z) — £ > 0, Vz € IR (veja Figura 5.3), v > 0 ¢ fixo e podemos tomar (por
exemplo) n < 7.
(#1): A prova de (ii) é muito simples: como coth{z)— 2 >0,sez>0,e£—-& 2> &,
segue que,
(6 — &){L+ cothlh(€ — £)] — 1/h(E — &)} 2 L.

(i71): Veja a demonstracio de (¢} de Lema 5.4,
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(iv) foi provado em [{1] (Lemma 4.1). Com isso, o lema estd demonstrado. =
Com os lemas acima estamos prontos para concluir a demonstracao. Seia ¢ a fungéo
definida em (5.9). Entfo, pelos lemas 5.4 (b), 5.6, 5.7 ({i} e {i%)) e pelas desigualdades

(5.21) e (5.24) segue que,

H
£
£

g ) .
f Uit - DE US|
4] i

) i
: <
=3
1z NS

L

N4an . 20 E e 2~ G e ) —_ 52 ] 3
jf ( +§ 7 5\/;(6) 2{{;_51)(5} +§2) (I %fhﬁgwgﬁ)} 5l 52? é

N-n !
é??"“% /N+(2“k)7? 1 278 jf 5en Qt(é .— 51)(61 + 52) | _ ded ? d %
™~ NS ( Ne(k—1)7 1+ a 26~ &) &+ &) G+ Fulf =~ 8) ds 625 :
) N (2-Ein /2 "
~ V81O V12142 ~ gth 5
it ?;;%A’-SS <A’+{}cm1}ﬁ (“Z + 5 } iq\g}i iz! d’&) - j\‘rgs ) (5 35}

que ¢ uma contradicdo, se consideramos s < en = N% com N > 1.
Vamos agora considerar o caso v = 0. Pelo Lema 5.7 (iv)}, temos que para todo
T <,

—% < falz) < 0. (5.36)

Usando os lemas 5.4 (b}, 5.6, 5.7 ((¢4}, (i#i) junto com as desigualdades {5.21), (5.24),

(5.36) e tomando s < 0, temos que

[ve-nEwmsar
G

1 N-+2n ,
e j[ L+ey

N-n
HN+{2—kmn
f 1+

N4{k—1)y

N+4(2—k)n
f (14+¢%)°

N+{k—1}g

8

Bt

(fal ~ &1)) d€:déEs

e~ 2E—a)&+e)
j;{g} 206 - &)+ &)

f sen 2t8{& — &) (& + &)
o) 28E — &)(& + &)

j[ sen 2t(§ — &){& + &)

B

(fn(€ — &)} d&ydE,

2
dg)
& 2t —&1)(& + &) (fa{€ — &) d&1dE,

2
dg}
sen 2t(£ — £)(&: + &) B E
T jﬁ(e}\A(a} 26E — €& + &) (fal€ 51))0«7%16352] d£>

[




sen 2£(£ — & )(51 + &)
A 2HE—&)(& + &)

3 %f sen 2¢(§ — &1 )& + &2
R Joey ag 28E — & )(& + &)

i N+{2—km 2t(
2’- w‘zr?)s <[ , N 1 + C; )s!j; = é §)<£ g f {g gl)\aégidéﬁ

{£} cﬁ"(‘f é}(g
> 1t
™~ ﬁg&?\ms (

inE : N+(2~kyn , /2
(1+E9%Q(ey \ ABY*d
T RNGs j/;+{k~1}?? (L+&7a(E) \ Al §>

t 1 e
> ez ( — };) , (5.37)

que é absurdo, se consideramos N > 1, n=N /2 o {por exemplo) h > 2N~3/2 Com isso

03 N+(2-k)m ,
= s —
2 4 < S, GEE (alE — &) dEadss

e

12
d&di‘fz; £§§>

9 12 j’E
o) \ 40 afa;)

N{k—1In

N+(2—km 1/2
[ s :s'?)ﬂB{é)i?df}

concluimos a prova do teorema. O
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Capitulo 6

NAO-EXISTENCIA DE

Neste capitulo temos como objetivo provar a nfo-existéncia de solugbes conhecidas
como standing waves, para a equacdo (8), com a = § = 1 e > 0 arbitrério. Observamos
que a restricio o = 3 = 1 ndo tira a generalidade do modelo (para maiores detalhes veja
[23] e referéncias relacionadas). Isso serd feito por meio da equagho gauge-equivalente (9),

a saber,
¢
4

A estratégia é proceder como no case da eguacgdo de Schrodinger defocusing unidimen-

v = —ié‘gfu + =)ty — iwHE([v]?) + ivv]v. (6.1)

sional com expoente critico, pois tal equaglo estd inserida na equacdo (6.1). Vamos
fazer uso de uma identidade de Pohozaev e por meio dela provar (por contradigo} que a
equacdo (6.1) ndo possul standing waves.

Solugdes de tipo standing waves para a equacdo (6.1) sfo solucdes da forma
v(z,t) = (), (6.2)

onde x,t € IR, w é uma constante real e ¢ : L — K é uma funcio real suave.

Enunciamos abaixo uma importante propriedade da transformada de Hilbert:
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LeMa 6.1. Dada gqualguer fungdo f € S(IR), temos que
foc zf H{f dz = 0.
Demonstracio. Como H € um operador antissiméirico, segue que,
- f_@o z fH{f N = fw H{zf ) fdx. (6.3)

Pela definigdo da transformada de Hilbert, temos que

1 ool P00y
Hizf") = p-v;j[ wdy
N depe Y™ &
1 oc _ / o0 g
== p_’zj‘u—mf wdg _+, Z!p‘gj‘}. j_(gidy
T Joe y—x Tl ¥ ™2
= zHf'(z). (6.4)

Agora basta substituir a identidade (6.4} em (6.3) para obtermos o resultado. =

(O teorema que vamos provar € o seguinte:

TEOREMA 6.2 Ndo ezistem solucbes da forma v(z,t) = e*'p(z) pora a equagdo (6.1),

quando w € R, v > 0, v € suave e satisfaz propriedades de decaimento do forma
2™ (x) — 0 guando |z| — 0.

Demonstragdo. A prova é feita por contradicdo. Substituindo {6.2) na equagdo (6.1)

vemos que ¢ satisfaz a seguinte equagao pseudo-diferencial:

1.
—¢" —wp+ 20+’ - pH(P?) = 0. (6.5)

Multiplicando a equagdo {6.5) por ¢ e integrando por partes, chegamos & identidade

o0 o0 E o [s0] o0
f (¢'Ydz = w/ @rdr — gjf ¢Odx — "/j[ ptdz ~E—J// G*H(*dz.  (6.6)
—0 — — o0 -0 oC

Multiplicando a equagio (6.5) por z¢’ e integrando apropriadamente por partes obte-

Im0os:

o0 o0 1 o0 oo oo
[Twras [ ga-g [~ a1 [ ptan | stermigyas=o. 1

(0 — o0 2
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Do Lema 6.1 e da identidade (6.7} segue que,

0] 00 . 1 o0 ~ oo
o< [ ptr=— [ e [ par ] [ ot (6.8)
- - 12 0 2 -0

Substituindo (6.8} em (6.6}, obtemos:

[a0e] o 1 (o] o 20 ~ )
w f[ o dy + §f G H{dr = é]f Wiz + el ipﬁ‘dxa (6.9

F F o 00 O

Caso w < 0 : Observemos que através da identidade de Parseval e da definicio de

3 [ et = o [ Plesisem@P e

-2 hds el

- -3 [ e <o (610

Segue entdo de (6.10) aplicado a (6.9) com w < 0 e v > 0 que, o lado esquerdo de (6.9)
é estritamente negativo enquanto o lado direito € estritamente positivo, o que caracteriza
uma contradicao.

Caso w > 0 : Pela identidade (6.8) temos que,

o0 1 lo'a) - fo'n]
2 6 ! 4
2 AAd _
wjioo d$<12/ d:{:—%—zjf.ma,;m (6.11)
De (6.9) e (6.11) segue que:
W Oogogdx—l—}-jif O H{p* / fﬂsdxw'mw
oo 2/ 6
1 /= Y 4 J[ 6 '}’foa 4
= d 2 i
(12[ $+2j/:m dz)%m . dx—i—é _wgad:z

> wj[ ordx + _j/f @dz + mf oidz. (6.12)
o 12 /_» 4 f_ o

Entéo, aplicanco (6.10) em {6.12), chegamos a uma contradicao:

L[, [ v [T 4
G>2f_m<p%( )dx>12 dx+gfoo<pdz>0,

isso porque v > (. Notemos que a tltima desigualdade é uma contradicio independente-

mente do sinal de w. Portanto esta provade o teorema. L
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OBSERVACAC 7. Ainda ndo sabemos como estender ¢ resultado do Teorema 6.2 para a
equacio INLS (13); isso porque nfo conseguimos até o momento provar uma propriedade
para o operador 7, semelhante aquela estabelecida no Lema 6.1 para a transformada de

Hilbert.



Capitulo 7

CONSIDERACOES FINAIS

Temos fortes razdes para conjecturar que o resultado de boa colocagio estabelecido
no Capftulo 2 nac ¢ otimo. Argumento de scaling ndo funciona para a equacdo com
perturbagao (v > 0), mas quandc v = 0 temos a equacdo (5), que preserva o desafiador
termo néo local; nesse caso, se u € solugde do PVI associado a ela com dado inicial ¢,
entao

ur(z,t) = Aru(dz, A%), ¥V A€ R, (7.1)
com dado
uA(0) = ua(z, 0) = ATd(Az)

também é solucdo. Temos que,
| Dzua(0)]] = X [|D2¢l.

Portanto o termo com derivada de maior ordem na norma de H*(/R) é invariante pela
transformacao (7.1) para s = 0. Tal argumento sugere que o valor critico de boa colocagio
para o PVI associado & equagdo (3) pode ser s = 0. Como a equagio (5) possui ¢ termo
problemético do modelo, a saber, iwHa,(lul?), e em se tratando de boa colocagio o termo
iv|ul®u ndo atrapalhs, é de se esperar que qualquer resultado de boa colocacio local para

a equagdo (5) é automaticamente herdada pela equagio (8). O mesmo comentério é vélido

71



em relacdo & equagho (7). Surge naturalmente a pergunta: Como provar bos (ou mé)
colocagio para as equacfes citadas, em espagos de Sobolev H*{R), 0 < s < %?

Salientamos gue os diversos problemas que surgem para as equagbes NLS (7} e (8]
néo sio de facil abordagem pelos métodos conhecidos, devide suas nao-linearidades nao-
locais. Entre eles, a boa colocagio local (e global) em H(R) (ou em qualquer H*(IR),
0 <5 < %) com © usc somente de estimativas tipo Strichartz e efeitos regularizantes
para a equacdo de Schrédinger obtidos por C. Kenig, G. Ponce ¢ L. Vega ([13, 16]) ou
mesmo pelo método de J. Bourgain [como o fez H. Takacka [37]); outro é a existéncia
e estabilidade {ou instabilidade) de onda periédicas aplicando-se diretamente as técnicas
desenvolvidas por J. Angulo e J. Bona {veja {3]}, por exemplo. Portanto, a equacio
acima fornece uma boa motivacio para o aperfeicoamento e conseqiiente ampliacio da
aplicabilidade dos métodos acima citados. Eis alguns problemas relacionados &s equacses
em questdo, que julgamos serem soluciondveis:

(P1) Boa colocacao local para os PVIs associados as equagdes (7) e (8),
respectivamente, para dados iniciais pequenos em H°(R), com s> «23» Pensamos
ser possivel fazé-lo seguindo a idéia do trabalho [37] de H. Takaoka, onde ele provou um

resultado semelhate para o PVI associado 4 seguinte equacio de Schrédinger:
10 = —0%u + 173 (|Jul*), (z,t) € R,

onde u = ulz,t) é complexa e X € IR. Sua prova fol baseada no método introduzido
por J. Bourgain em [6]. Caso consigamos provar esse resultado, como conhecemos leis
de conservagao que controlam a norma H' da selucdo para ambas as equacdes (veja
Proposigdes 7.1) e 7.2), poderfamos estender o resultado globalmente pelo menos em
HY{R).

(P2} Uma abordagem da equacdo NLS ndo-local do ponto de vista perié-
dico: Boa colocacao, existéncia e estabilidade de ondas periédicas. Os problemas
de tipo periddico relacionados a equactes de evolugio ndo-lineares, tais como o problema
de Cauchy, existéncia e estabilidade de ondas viajantes periddicas, formam um campo

muite fértil e ainda pouco explorado atualmente; assim, seria muito interessante poder

7Z



obter novos métodos e resultados associados a estes problemas no caso da equagdo (8) (ou
(6.1)). Como tal equacio estd relacionada com a equagio de Scrodinger ndo-linear (caso

defocusing)

o

By + Fu - ylulPu — z!a[ u=1{0,

acreditamos que obtendo inicialmente similares resultados para esta importante equagéo,

eles poderdo dar uma pista de como abordar a outra.

Leis de conservacao

Via a equacho {9) conseguimos exibir as duas seguintes leis de conservagio:

PROPOSIGAD 7.1 Seja & € H' e suponha que existe uma tnica solucio v do PVI associ-

ado & equacdo (9) com v(0) = ¢ e com regularidade suficienie. Entdo
()] = lloli, (7.2)
E(v(t)) = E(¢}, (7.3)
no intervalo de existéncia, onde
Y 2 1 6 T4 L 2
@) = [ {10 + 5ol + 2ol = SkPHE (o) dz

Demonstracdo. Multiplicando a equagdo (9) por 7 e integrando com relacio a z

obtém-se:

; jf Grvds = f <j5$v12 ~ ZhoP + [oPHA () vlv[4> ds.  (7.4)
X -0
(7.2) é obtida tomando-se a parte imagindria em ambos os lados de (7.4).
Multiplicando a equacdo (9) por 8,7 e integrando em relagfo a x obtém-se:

-+00 +oo
if \Byv)Pdr = {8,08,8,T — é%v[%&;@ + uHE (oY) — Y|u[*v8,5}dz,  (7.5)

o0 —0
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agora tomando a parte real em ambos os lados de (7.5) chega-se a (7.3). De fato, chamando
v = v + Vs, onde v; = Rev e vy = Imu, tem-se que

B

1 2
0 = Re {5@@&%’3‘%g?@fz}@ﬁ—’f_u%&ﬂv?z}m'yév%‘vé?i%}}dz
d oo 9 z. oo 14 12 tee 1 [ DA
= —g [ 1esPde— g [ pla(erds -y [ wPaelas
}‘. L dea] . ]
+5 [ HodoPagePiz+ 5 [ HB(uPa s
B d -‘r-OO‘ " 1 d —‘rcx:i 6 v d +on .
= @/ |Opvi*dr — a j]{w w|°dr — 2dt ) lvl*dz
I i I e
+3 H (v]?) 8 (jv[F)dx + §j[ (jo*)a,HE, (jv]%)dx
d
== %E(U>

A equagio {13} também possul leis de conservagio semelhantes:

PROPOSICAO 7.2 Sejo ¢ € H' e suponha que existe umna inica solugcdo v do PVI essoci-

ado & equacdo (13) com v(0) = ¢ e com regularidade suficiente. Entdo
(@) = el (7.6)

E(u(t)) = E(9), (7.7)

no intervalo de existéncia, onde
Tl = 2, Los Va1 2
Elw)= | {6+ 5Pl + sul* = o [0 T8, ([v]*) }d=.
oo 12 2 2

Demonstracao. A prova é igual & da Proposigo 7.1, porque sssim como Hd,, o

operador 7,3, € auto-adjunto no seu dominio em L*(R). o
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