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INTRCDUCED

Sabe~-se que, dado um corpo K e um valor abscluto (ou uma v

| 5w

lorizagao de Krull}, v, de K em R, (oude K em C U {0}, o

|

de G & um grupc totalmente ordenado), obtemos uma topologia

-

v

gerada por v. Um sistema fundamental de vizinhangas para um pon-
to x, na topclogia Tv’ & dado pelos conjuntos da‘forma

0 (x) = {yv € K/vi{x-vy} < e}, com ¢ € IR; {ou ¢ € G). Tem-se tam-
bém que ¥, com a topologia Ty & um corpo topoldgico. Uma per-
gunta natural & como veoltar, ou seja, quais sao as condigoes que
uma topologia, em um corpo topoldgico, deve satisfazer para que
ela seja gerada por um valor absoluto {ou uma valorizacac de Krull).
Nesse trabalho, foram estudadas justamente essas condigoes.

Para isso, no paradgrafo 1, foi feito um estudo scbre as proprie
dades da topologia de um corpe topologico. O paragrafo 2, que foi
baseado em Kaplansky, I., ([6}]), tem como principal resultado o
teorema 20, onde & provado cgue todo corpo V-topoldogico, cujo con-
junto dos elementos nilpotentes & aberto, tem sua topologia gera-
da por um valor absoluto. Como caso particular, no final do para-
grafo, conclui-se gue todo corpo localmente compacto tem sua topo
logia gerada por um valor absoluto. Historicamente essa foi a pri
meira situacgao estudada.

O principal resultade do paragrafo 3, teorema 3.17, & devido

a Kowalsky, H.J. e Diirbaum, H., {[7]}, que garante, que tode corpo



ii.

y-topoldyglico, sem elementos nilpotentes, diferentes do zerc, tem
sua topologia gerada por uma valorizagao de Krull, gue nao & um
valor absolutc. Entretanto, nao usamos o original desse artigo e
sim, uma versao simplificada escrita por Bernhard Heinemann, a

quem agradecemos a gentileza de té€-la nos enviado.



§ 1. CORPOS TOPCLOGICOS

Faremos neste paragrafo um estudo sobre a topologia Ile umn
corpo topoldgico, gue & essencial guando estamos interessados em es-
tudar algum aspecto topcldgico dentro da teoria de valorizagoes.
Para issc, iniciaremos com a definigao de corpo topoldgico, observa-
remos que a topologia fica perfeitamente determinada pelo sistema
fundamental de vizinhangas do elemento neutro, veremos guals axilo
mas e©ste sistema fundamental satisfaz e finalizaremos o paraagrafo,
verificando gue se em um corpo K, tivermos uma classe de subcon-
juntos satisfazende aos axiomas de um sistema fundamental de wvi
zinhangas do elemento neutro, entac esta classe define em K  uma

topologia, segundo a gqual, K & um corpo topolagico.

DEFINICAO 1.1: Un corpo topologise & um conjuntc K com uma @S-
trutura de corpc e uma topolegia, satisfazendo os seguintes axio-
mas:
a) A aplicagaoc a :K x K » K tal gue a(x,y) =x +y, e
continua, onde a topologia em K x K & a topologia pro-

duto.



b} A aplicagao 0 :K » K tal que o(x) = - x, & con~Inua.

<) A aplicagac p :K * R -~ K tal que pix,y) = 2 , &con-

tinua, onde a topologia em XK x K & a topologia produto.

- - - L3

d) A aplicagac 1 :K - K tal gue ilx) = x 7, onde K
dencta © grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de

¥, & continua.

Podemos simplificar os axiomas da definigao 1.1, tomando - sc
no lugar de a) e b} um axioma equivalente, como mostra a nroxima

proposigao:

PROPOSICAO 1.2: 0©Os axiomas a) e b) da definigao 1.1 sac egquiva-

entes ac seguinte axioma:

|—

A aplicagao s :X x K - K tal gque =s(x,y) =% - v, & conti-

nua, onde a topologia considerada em K x X & a topologla produts,

DEMONSTRAGAC: Para mostrar gue a) e b) implicam na continuida
de da aplicagao s, basta observar que a aplicagao s e a com-
posta das aplicagdes (x,y) -~ (x, =y) e (X,y) + X + y que Sao con
tinuas. Por outro lado, se a aplicacac s & continua, temos gue a
aplicagao o @ continua, comc composta das aplicagoes <contlnuas,
x - (o,x) e s, e a aplicagéo a & continua, como composta das  a-

plicagoes continuas, {x,v) =+ (x,-y) e S-q

Fagamos agora, algumas observagoes importantes scbre aplicagces

particulares de um corpe topoldgico. Para isso vamos considerar K



um corpe topoldgico e a € K, um elemento qualguer de K.

OBSERVACOES:

1) A aplicagac % + a + x & um homeomorfismo de K sobre K.

De fato, a aplicagac ¥ - a + x & uma aplicagadc continua de

Hh

em K, pois,fixado a, ela & a conposta das aplicagoes contlmuas:

=

x + {(a,z) e (a,x] - a + x.

Por cutro lado, temos que a inversa da aplicacao X > a + X
& a aplicagac x > - a + x, que & continua. Portanto, a aplicacac
x + a <+ % @ um homecnorfismo.

2y A aplicagéo ®x + - x & um homeomorfismo de X, cujo qua-

drado & a identidade.

- f .
3) Dade a # 0 a aplicagcao x -+ ax e um adtomorfismo 4o
grupo aditivo de K.
De fato, a aplicagao f & claramente bijetora e f{x + y) =
= ai{x + vy} = ax + ay = £f{x)} + f(y). Por outro lado, a aplica-

cao f & continua,pois ela & a composta das aplicag¢oes continuas

x + {a,x) e f{a,x) ~ ax.

; I P s 4 - ; Py —1 . =
A inversa da aplicagao £ e a aplicagao x > a " x gque &

continua. Logo, f & um homeomorfismo de K sobre K.
Das cobservacoes anteriores, temos as seguintes propriedades:

I. Se A & aberto (resp. fechado) em X, entao -A & aberto
{resp. fechado) e para todo c €X, ¢+ A & aberto

(resp. fechado), onde ~A={-a/a € A} e c+A={c+a/a€ Al.



aberto, A + B & aberto como reunido de abertos,

b
-
[#5]
&
[

-

D

onde A+ B = {a + b/a € A, b = B}.

IlT. 5e A & aberto (resp. fechado) em X, entic 27 & aver-
to {(resp. fechado) e para todo ¢ & K , <A e aberto
. c 4 "'l - _l/ — ;
(resp. ftechado), onde A = {a JSa&c i e a # Ot
e ch = {ca/a € a}.

IV. Se A & aberto e 0 % B temoS que AB e abertc  comes
reuniace de ahbertos, onde AB = {ab/a & A, b % Or.

Para gue a topologia em um corpo topoldgico figue complietamen
te determinada , kasta conhecermos ¢ conjunto das vizinhancas do

glemnento neutros, como Verenos a seguilr.

Consideremos U, o conjunto das vizinhangas do elemento neu-
tro, 0. Como a aplicagae x + x + & € um homecmorfismo e leva o
0 em a, temos gue

U = {a + U, U e Ur,
a

onde Lg representa ¢ conjunto das vizinhangas do elemento a.
Portanto, dado o conjunto Y das vizinhangas de 0, temos as
vizinhangas de todos 0s elementcs de K, e portanto,a topologia an

K fica completamente determinada. Isso acontece devido as relagoes

I

Observemos também, que, como a aplicagao a - ax & um

in



=TT 1y 4 L= { !
homeomor £ ismo e K sobre K ) para A ?! 0 ‘ ) 1(:‘.Vci p:} am 0 .

temos gue ay & uma vizinhanga de 0, para tode a#l e [ € U,

Velamos agora,guais sao as propriedades satisfeitas por um

sistema fundamental de vizinhangas do zero, em um corpo topoldgi-

i

Co.

PROPOSICAD 1.3: Se K & um corpo topoldgico e se B & um sistema

tzinhangas de 0§, entao B satisfaz:

‘:‘:‘I

fundamental de

il "R 2 S0+
B EH
11y ¥B,C € 5, 40 € 8/D € B N (;

iii) v8 € B, 4C € B/C ~ C C B;

K, 4C & B/(x +Ci{y +C} C xy + B:

iv) ¥B

A
[®>

=
™
e
1l

v) VYBE B, ¥x € X, € € B/ (x+C) T Cx ' + B,

DEMONSTRACAD: (1) Como B & um sistema fundamental de vizinhan-—

gas do {, temos gue O € B para todo B ¢ B. Logo.
0 € B ou {0F C OB
B<EB Be B
{(ii) Como B & um sistema fundamental de vizinhangas do 0,

temos por defini¢aoc que 3D € B com D C BN C;

(iii) Sabemos gue a aplicagac s & continua e s(0,0) = 0. Lo
gordada B € B, existe C' = Cl * C2 y vizinhanca de (0,0),
tal que s{(C') € B, onde s{C') ={x-y/x € C e yEEC2}.

Seja CC'JCl-"\Cz, entao C-—CCC:L“C2EZ_B;

{iv) Sendo que a aplicagdc p & continua, dado %y + B uma

(W



vizinhancga de Xy , existe C' = (x + C,) = (y + Cols
vizinhanca de (x,y) tal que P(C') C xy + B Sendo
C < Cl N C2 r Obtemos m443(y+C)§£{x+Cl}{y+C2)§_?Q’+B;

(v) Pela continuidade da aplicacac i, temos que para toda

x_l-F B, vizinhancga de x_l, exigste C' = x+C, vizi-
nhanca de x, tal que 1(C') € x * + B , logo ,
(x +C }_l C x_l + B,

Ja sabemos vueg, se B @ um sistema fundamental de vizinhancgas
de 0, entao B satisfaz as condigoes de i) a v). Verificuemos ago
ra que o contrario também & verdadeiro, cu seja, se tenos uma
colegao de subconjuntos satisfazendo as condigoes de 1) a v), essa
colegéo determina uma estrutura de corpo topologico para o qual

€ um sistema fundamental de vizinhangas do 0.

PROPOSICAO 1.4 - Seja K um corpo, B uma colecac de subconjuntos
B, C, D,..., de K, nao vazia (B ¥ @), satisfazendc as condigoes
de 1) a v) da proposicao 1.3. Entao,B determina uma topologia
v, em K, segundo a qual, K & um corpo topoldgico e B & um siste-

ma fundamental de vizinhancas para o 0.

DEMONSTRAGAO: 1 -~ Definicac da Topologia. Consideremos oS subcon-
juntos A de K que gozam da seguinte propriedade: pa
ra todo x € A, existe B € B tal que x + B CTa (*} .
Verifiquemnos que o conijuntoc T, formado pelos conjuntos

A, acima definidos,é uma topologia: dada uma familia



(A}

cr’ onde os A £ T, 'J A satisfaz a propriedade
oo : B

&3 e ]- it
(*}, prois, para todo x € UA} temos gque x € A para al-
gum « < I, mas entac X + B C Aa para algum « e portan

to, x+ B < U An | Por ocutro ladeo, dados Al e Az €T,
acel 7

seja x € A N A, entao existem B,, B, € B tal que
L L

C - M
X o+ Bl AL e % + B2 A2. Logo, x + Bl X + Bz

= x + (B] & B2) - By E A, . Como por ii) 4BY C B tal

gue B' C Bl N B,, temos x + B’ C A, M A, e portanto

A M AL & o, Portanto; T & uma topologla on-

il

de os & definidos através de (*) sao 0s abertos. Obgerve
mos gue,se A & um aberto em T, entac x+A  também

0 €& para todo x € K.

Verifiaquemos agora que 5 & um sistema fundamental de
vizinhancas do zero, na topologia T.

Na topologia T, temos gue o conjunte U de todas as
vizinhancas do 0 & formado pelos subconjuntos V de K,

i)

para 08 gquais existe B &€ B com B C V, cu seja,

U= ({(vVICEK/ 4B € 8 com B C v},
Como O pertence a B para todo B € B e para teda vi
zinhanga V de 0, existe B € B tal que B C V, temos
gue B & um sistema fundamental de vizinhangas para o 0

na topclogia T.

3 - Mostremos agora gue K, junto com a topologia T, € um

corpo topeldgico.

~J



Verifiquemos inicialmente, que a aplicacas s & continua.

Para isso, seija {xo,yo} E K»K @ (xo—yo) + V, uma vi-
zinhancga de X T Yy Entao, existe B € B com B C V
e (x>y ) +BC {x -v ) + V. Para esse B, por iiij,
o ‘o o e} :
3 CE€E B com C - € CB, logo {xO-FC} - {yo-*C} =
= (X _ —-v )} + {C-C) € (x ~vy + B O (x_—-v_ )} + ¥V e ob
(X, =Yg { ) kY, o o’ ~

temos a continuidadsa de s.

Vejamos agora, gue a aplicacao p & continua. De fato,

seja (x € XKxK & =« + V, uma vizinhanca ae
] ( OFYD) OYO ¥ el =
¥ v . Logo existe B E R com BLSCVYV e xyv + B C
oo cT o

C X, Yo F V, wvpara B , por iv), existe C &B

com (XO-%C)(yO-%C) - X Y, * B. Temos agora,

- 2 G y > p e inua.
{xo+-C)(yo—+C) S XY, + B Xoko +V e p e continua

Para vermos a continuidade de i, tomamos X e R a

x;l + V, uma vizinhanca de x ~ .Como V2 U,3B € B com

L8]
B OV e por v) existe € € B tal que {xo4-C)-l <

C x_l + B. Como (x -i-C)Al - X—l + B C X—l + ¥V, obtemos
- "0 o - o - o
a continuidade de 1.

Portanto, K, com a topologia * & um corpo topolégico.IE

OBSERVACAO: Seja U o conjunto das vizinhancas de 0, entao, pela
observagéo 1-), o conjunto das vizinhancas de x, para todo x €K,
& o conjunte x + U= {x + v/v € U}, Por outro lado, pela observa
cao 3-) temos que se U € U, entao xy €U para todo x € K .
Sendo gue, no proximo pardgrafo, trabalharemos com corpos to

pologicos cuja topelogia & Hausdorff, daremos a seguir uma condi-



cao necessaria e suficiente para que isso ocorra.

PROPOSICAC 1.Z ~Para gue a topologia em wm corpo topoldgico K seja Hausdorff,

é necessario e suficiente gque para algum B, sistema fundamental

de vizinhancas do zero, temos M B = {0},
BEDB
DEMONSTRAGCAO: Mostremos inicialmente que se M B = {0}, entdo a
BEEH
topologia & Hausdorff.

Para isso, consilderemos inicialmente x £ 0, x € K, entao
existe B E 8 , com x & B e, por i1ii), temos que existe CEB
tal gue C - C € B. Logo C N (x+C) = @, pois caso contrario, e-
xiste y &€ C e v & x+(C, locgo v = x+b para algum bec e

¥ = X+b -b E€C ~-C CB, mas como x £ B, temos uma contradigac.

Agora, dados x,v € K, X # vy, temos x~v # 0 e existe CEB
com C Nf{x-vy} + Cl=@g e verifica-se que x+C N y+C = B.

Portantc a topologia & Hausdorff.

Por outro lado, suponhamos gue exista x # 0 tal gque xX per
tenga a B para todo B & B . Entaoc,como toda vizinhanga de x &
da forma Xx+V, para alguma vizinhanca V de 0, temos gue,para x
e 0 nao existem vizinhangas disjuntas e portanto temos uma con-

tradigao. g

Quando for conveniente podemos substitulr os axiomas iii),
iv) e v) por outros que lhes sao eguivalentes, como mostra a se-

guinte proposigaoc.



PROPOSICAC 1.6 = 0Os axiomas

dem ser substituidos pelos seguintes axiomas:
(iiil} ¥B € B, 3C € B / C + C € B;
(i1i,) VvB € B, 3C € B / - C C B;
(ivl) ¥R € B, 3C € B8 / c¢C < B;
{LVZ} YVB & B, ¥x E K, 3¢ €8 / =xC C B;
(vi) ¥BERB, 3C € B / (1+cy t C1+B

iii), iv) e v) da provosicac 1.3, po-

DEMONSTRACAD: {i1ii) = (iiiz) pois, como para todo BEER, 3CTE com
C-C<%B e-C €CC~C, pois © € C, temo - C T B,
(iii} = (iiil) pols, come para todo = B, iC € B
com C - C CB e para todo C € B, pela demonstracao a
cima, ﬂCl = B com - Cl L~ C, se tomarmos C2 - Cl M C,
temos C2 + C2 < C o+ Cl = C w('Cl) & C - C < B,
{iii.l)e(iii2) = (1il) pols,para tedo B & B, Q'Cl & B com
.+ C. C S¢ 3¢, com - C, € £ 2
1 1 = B, para esse Cl, Lz m L2 — Cl =) se
o C M - C - C o, + C B.
¢Sy Chr temes  C C=-4 Cy & Cy C, & B
{iv]=:>(ivl} pois, como temos que, para todo BEEB,

e para dqualsguer

para x = Y 0, obtemos CC

(iv}=ﬁ>(iv2). Sabemos gue para todo

ra guaisguer

C xy + B, tomando-gse VY = 0

obtemos

C Bl

(= + C)

B &€ B,

x,y € K, AC € B satisfazendo, {x+C) (y+C)

(O

X,y € K, 3C &8 com (x+C) (y+C) T xy +B,

@ pa-
C

C

+ C)



CO+B ou (x+CICCB, Como xC C (x+C)C  , resulta

finalmente xC T B.

(ivl) o (ivz) = (iv).Sejam ¥,y © K e B € B,

' s < tai > < B +B., C
Tomemo Bl’ Bz' B3 B ais que B1 + Bl ~ B, 82 E& C
C r C N e B_. + + CB. + +
& Bl e B, - Bl By s obtemos 3 By By B, *+B,

+ B, T B, + B, CB,
1 -1 1 -
. ~ . v . c T

Sejam Cl’ C2, C3 & B, tais que xcl c 53, ycz - 153

c. C N nta ¢ T xC.C B . -
e C_ L Cl C2 ; entac HE, = xG & BZ& e yCB c
Z r C .
S YS =B
‘ e B tai = C nc
Sejam Dl' C €8 tais gue, DlDl - B3 e C & Dl 3
L . 5 + el e ~ e I "
entao xC + vC cc . xCoo o+ "LB + ulDl C Byt
+B3+33§Be xy + xC + vyC+ CC S xy + B ,
ou sedja (x+C) {y+C) € xv + B,
(v) = (Vl) . Basta aplicar (v) para x = 1,
(:1.v2) e (vl) = (v) . Sejam x € K', C, B, }31; B2 = B, tais
-1 -1 - -1
: C ( - : cC ) \
que % B, & B, gl+B2) 1 %Bl e X < 82 para
L 1 -1.,-1 -1, _ .l
o8 quats chtamos x (1 +x TC) Cx " (1+xB) = (x +RB)] e

assim (x+C) % < x ¥ B..



§ 2. VALOR ABSOLUTCO E V-TOPQLOGIA

I

Neste paragrafo, comegamos definindo o gue & um vaior absolu
to(l) de um corpo, damos alguns exemplos, algumas propriedades
classificamos os valores absolutos, para em seguida passar a0 es-
tudo da teopologia gerada por eles,

Introduzimos os conceitos de V-topologia e elementos nilpo —~
tentes, para mostrar que, se a topologia de um corpoc & uma V-topo
logia e o conjunte dos elementos nilpotentes € aberto, esta topo-
logia & gerada por um valor absoluto. A seguir, mostrames que a
topologia de um corpo localmente compactec satisfaz eguas condi —
¢coes e apresentamos uma classificagao desses cOrpos.

No decerrer do paragrafo denotaremos por 1R+, o coniunto dos

nameros reals nao negativos.

(1) Alguns autores usam, em lugar de valor absoluto, o termo valo

rizagao.



DEFINIGAC 2.1 - Seja K um corpo. Dizemos gue uma aplicacdo v

definida ne corpe K e tomando valores em H%+f e um valok absg-

fute de K, so:

a2} w¢lxy = 0 sze, e somente se, x = (;
b)Y wixny) = ¢o(x)ely), para todos Xx,v € K:

cy wi{x+tyl < o{x) + ¢ly), para todos x,y € K.

Vejamos agora, alduns exXemplos de valores absclutos:

Seja | |, o valor abscfute uvsual nos reais, ou seia | | &
uma aplicacao dos reais em R,, definida da seguinte forma:
Ix! = x se 5 > 0
=
il = -x  se ¥ < 0
A aplicagaoc | |, assim definida, & claramente um valor abszo

lute dos reais, no sentido da definicao 2.1.

plicag¢gdes satisfazerem as mesmas propriedades bdsicas do valor ab

Na verdade, o nome valor absoluto, deve-se aco fato dessas a-

solutoe  usaal.

22)

Seda p um nimerc inteiro prime fixe. 8¢ x & um nimero ra

cional, diferente de zero, podemos @screver x na forma:

Lo



wd
.'ﬁ

!

o a , . i b
x =p == ,onde a,b€E, p- a2, pib e u
, .

Definimos agora | | , a aplicacao definida em § e toman-

A

i

do valores em IR, , da seguinte forma:

G = 0

P
£

H i —o i

RN se x # 0 , onde e representa a base
t

do logaritmo neperiano,
Pode-se verificar facilmente, gue | fp assim definida & um

valor absoluto de . Esse valor absoluto 2 conhecido como o va-

tex absofule p-adice de Q.

i

39) Seja K wn corpo. Definimos o vafcer abscluifc talvial de K,
como sendo a aplicacao ¢ o definida em K e tomandoe valo-

res em H2+, da seguinte forma:

g (0)Y = 0

g {x) = 1 para todo x € K e w £ 0.



A aplicacao ¢, assim definida € claramente um valor absoly
to de K, para gualquer corpe K, portanto, tedo corpo possul pe-
lo menos wum valor absoluto.

A partiyr dos axiomas a), b) e ¢} da definicac 2.1. temos gue
tode valor absolute ¢, de um corpo K, satisfaz as gaguintes pro

priedades:

1 -~ ¢i{x}) = 1, para toda raiz da unidade x € X, em particu -—

lar temos ¢ (1) = ¢ {(~1) = 1,
2 - Para todos x,y € K temos, ¢ (xX-y) <vix}) + v {y},
3 - Para todos %,y € K, com v # 0, temos,

ey 1) = e () le (vt

4 ~ Para todes X,y € ¥ temos, lvi{x] - ¢{y)

onde | | representa 0 valor absolutc usual.

Daremos agora uma classifiéagéo dos valores absolutos. Dize-
mos que um valor asboluto ¢ & argudimedianc se para algum m &N ,
teamos ¢ {(m.1) > 1, onde m.l significa m wvezes a unidade 1 do
corpe K. Caso isso nao ocorra, ou seja, se para todo m € N, te-
s que ¢(m.l)_i 1, dizemos gque o valor absoluto v & koo atgudme
dianc.

Obgervemos gque nos exemplos dadeos anteriormente, o 19 & ar-

quimediano € o 29 e 39 sao nao arguimedianos.



Vamos, na proxima proposigao, ver algumas caracteriZagées A
valor absoluto nao arguimedianc, que sao as vezes mals convenien-

tes de serem usados.

PROPOSICED 2.2 - Consideremos ¢ uma aplicagao definida no corpe K
e tomande valores em ZR+, satisfazendo os axiomas a), b) e c}, da

definigdo 2.2. Entao,as seguintes condigoes sac equivalentes:

i) A aplicacao v & um valor absolute nao arguimediano;

s

ii} Para tode x € K, se ¢(x) < 1, entao ¢ (x+1) <

T .
L

iii} Para todos x,y € K, ¢(x+y) < max {e¢{x), ¢y}’
. . - : ) [ . .
iv) Para todo nlumerc real, p > 0, v & um valor absoluto de

1

K, onde " {x) = (ﬁ(x)}r,para todo x € K.

2 demonstragac da proposicac 2.2 pode ser encontrada em ({4],
(1.14)}.

Vejanos a seguir, gue todo valor absolute em um corpo, defi-~
ne sobre ele uma topologia, gue & Hausdorff.

Para isso, seja X unlt corpo, v um valer absoluto de XK e

consideremos a aplicacgao:

d, + K x K ——m> R, definida por

dw(x;y} = ¢ {x—v) : para todos X,y € K



& aplicagao d_, assim definida, é uma métrica em ¥ . Portan
to, ¢, define em K uma topologia, T, que & Hausdorif. Um sis-
tema fundamental de vizinhangas abertas para cads ponto x € K e
dado pelo conjuntos

B (x) = {y & K/oly-x) < ¢} , com g > 0.

(o

Tomando-ge x = 0 temos para um sistema fundamental de vizi

nhancas abertag para 0 0 o conjunto:

B {Q) = (v € K/e{yy < g} , come >0,

o
s

Um corpo K, com uma topelogia dada por um valor absolute &

um corpe topoldgiceo, como mostra a proxima proposicao:

PROPOSICAC 2.3 ~ Seja K um corpo & ¢ um valor absoluto =m K.

Entdo K, com a topologia gerada por ¢ , @ um Corpo topoldgico.

Y

§

DEMCNSTRACAC: Lembremcs inicialmente que come ¥ & um espage mé-

trico, entao K x K também o € com a métrica definida por:
dl{p,q) = méx{d@(x,xo) ;dw(y,yo}}, onde
p = (x,y) € KxK e q==(ayy0}6 KxK.

Para provarmes gue a aplicacasc subtracae, g, definida em K xK e

tomando valores em K, & continua, basta observarmos que:



A continuidade da

mando valorezs am

;(xy-—xay ) <

Lo

Para vermes que a

valores em XK', &

A E - Y -
[~ (,.\_ Xr_. 7 <

-

aplicacdc produto, p, definida em X x¥ =& to-
K, seque de:

2l —2 Jeiv-=v 1 + p{x~xX oty Y + ¢ly—v Yolx ;.
2 OJ» Y " Y, ¢ { O.Myo ¢ ly-y te g
aplicagéo inversa, i, definida em K & tomando

continua, basta cobservarmos gue:

1/2 minfy (x_), clo(x)1°} e entio (%t -x ")

1 Il o - ; o by - ¥ PO

1S Mminy XO ‘ v1¢\xo PoE antac wiX ho e
Agora, dado um valor abseluto em um corpe K, temos uma Lopo

logia, T, s

portando definir conceitos topoldgicos., Definiremecs agui

caitos de:

rvleto, para

a seguir), devido

segundo o gqual K

caguencia convergente,

podemos enunciar wum resultade importante

é um corpo topoldgicc e  podamos

5 OTL—

segquéncia de Cauchy e <orpo com

(tecrama 2.3,

a Ostrowski, gue nos garante gue os uUnicos valo

res absolutos arguimediancs, & menos de eguivaléncila, sio egsenci

almente ©

subcorpos

Como

discreta se, =

valor absoluto usual dos complexos e suas restrigoes aos

dos complexos,

temos dque, uma topolegia gerada por um valor absoluto &

somente se, o valor absoluto & trivial, de agora em

diante congideraremos somente 0s valores absolutos nao trivials.

DEFINICAO 2.4 -~ Uma sequéncisa

(Xi)i.Ejm de elementos €M W COrpo



topeldgico, K, e chamada coavetrgentfe para x, se ela converge pa-
ra X com respeilto a topologia do corpo K, ou seija, se para to-
da vizirhanga aberta V de =z existe um Indice n € N tal que
para n n tem—-se gue Xn € V. Em particular, dizemos gque a sg
guéncia (Ki)iﬁEﬂi € y-convehgendfe para x,se ela converge para - X
oo respaito a topoloyia 70U seje, rara toda vizinhanca fundamental ﬁ:fx} : €

xiste uwm Indice D, £ W, tal gue para n > n, = tem-se xpﬁEBﬁ(xL
Fl .

5
.

DEFINICAO 2.5 -~ Uma seguencia (Xi)iézﬂq de elementos =m um espaco
metrice ¥, & chamada uma sequencia de Cauchy se, para todo e¢> 0,

existe N = IN tal gue di{x_,%x ) < ¢ , para todos m,n > N Er

> n’ m
particular, se K & um corpo, ¢ um wvalor absoluto sobre K 3}
(xi}iEERJ uma seguancia de slementos em K, dizemos gue (Xi)i.EJN
& uma sequéncia ¢-Cauchy, se ela & uma seguéncia de Cauchy com
respeito a ¢&., isto €, se para todc ¢ > 0, existe n £ m tal
gue v{x_ =-x ) < ¢ , para todos m,n > n_ .

n m : Z By

DEFINICAO 2,6 - Um corpo X, com um valor absoluto ¢, e chamado v¢-

completo se toda sequéncia y-Cauchy em K & ¢-convergente.
Antes de enunciar © teorema, devido g Ustrowski, damos wna

definicac do gue sac chamados valores absolutos equivalentes; gue

& necessaria na compreensao do Teorema.

DEFINICAO 2.7 - Dois valores absolutos ¢ e ¢, em um corpe K

s30 ditos equivalentes se ¢ = ¢, para algum nimero real g > 0.



TECREMA 2.8 - (OSTROWSKI): Todo corpo y-completo X, onde ¢ &

um valor absoluto arguimediano é iscomorfo aos reais com o valor

~
| | &

absoluto | |, ou aos Complexos com o valor absoluto iE para
algum ¢ > 0. londe | |H¥ representa o valcor absoluto usual nos
reais @ | |, © valor absoluto usual nos complexos).

i ! E

OBSERVACAOD: O isomorfismo agqul significa cue existe uma aplicacas :K— R

" P2 . {5 - .
(b 2K~ ¢) onde | ;%Q o X =v {ou | v © A=y}, % & um homo-

3]

morfismo bijetor de K em IR (ou de K em Q) e as aplicagoe
: : ) S et : i
A € sSua inversa 4 saoc continuas; onde as topologias considera

das sac as geradas pelos valores absolutos.

A& demonstragao do Teorema 2.8 pode ser encontrada em ({4}
{2.10)7].
Estamos agora interessados em encontrary quals sao 08  corpos

ropoldgicos cuja topologia € gerada por um valor absoluto, Veremos

7l

gue uma condigac essencial para que isso ocorra, @ gue O CoOrpo Se
ja V-topolBgico. Essa condigac & satisfeita por todes 03 corpos
topoldogices gerados por um valor absoluto, como veremos a seqguir.,

Para isso, introduziremos as nogoes de conjunto limitado e corpo

V-topologico.

DEFINICAC 2.9 - Dizemos gue um conjunto A em um corpo topoldgi-
co & fLimitado se, para toda vizinhanga U do elemento neutro, 0

existe uma vizinhanga W, de 0, tal gue AW T U .



DEFINICAO 2.10 - Um corpo topoldgico, nao discreto e Hausdorfi, é
chamado V=te¢pelégico se, para toda vizinhanca V, de 0, o con-

juntoe (K V)_l & limitado.

PROPOSICEDO 2.11 ~ Todo corpe topoldgico, onde a topologia foi ge~

rada por um valor absoluto, @ um corpo V-topoldgico,
P P )

DEMONSTRACAO: Usaremos para a prova, vizinhangas pertencentes ao
sistema fundamental de vizinhancas de 0, pols, depois disso & ime

diata a prova para vizinhancas quaisquer do 0 .

Seja V = Ba(O} = {y € X/ovly}] < £} e seja
u = BS(O) = {z € K/¢(z) < &}, Entao, existe uma vizinhanga
W= B, (0) = {a€K/¢la) < e} tal que (®y V) e oo De
fato, se b€ (B\¥) 1 entdo vb™H = et s 2 e entdo
¢ (b} < Epl. Logo, dado b € (KX V}_l 2 a & W, temos que
¢(ba) = w(bi¢la) « emlaS: & e portanto ba & U.,

além da propriedade V, veremos que toda topologia gerada por
um valor absoluto possui o que chamamos de elementos nilpotentes,
e mais tarde mostraremos que essa € outra propriedade necessaria
para que um corpc topoldgico seja gerado por um valor abscluto.

Por issc, passames agora a definir o gue entendemos por ele-

mentos nilpotentes, inversamente nilpotentes e neutros.

DEFINICAO 2.12 - Um elemento a, em um COrpo topolldgice, € chamado



. - . vl .
nilpofente se a sequencia {a ) converde para zero, JHveiidmon

n e N

ooy

fe nifpetente se a seguencia fa converde para zZero, € neu

n W

t40 se nao & nem nilpotente, nem inversamente nilpotente.

PROPOSICAQ 2.13 - Se K & um corpo topoldgico onde a topologia
¢ dada por um valer absoluto nac trivial, ¢ , entao X possul ele

mentcos nilpotentes, diferentes do zero.

DEMONSTRAGAC: Se 2 € K” e y¢(x) < 1, entaoc x & um elemento nil

potente. De fato, como ¢ {x) € R, =€ 0 < ¢(x) < 1, entao

e ™l converge para zero, na topologia usual dos reais

n & m
Y =) i i = n +
mas entao, como (g (x)) ]nEEEJ [e¢ (% )}nEEEJ’ temos que

Ry . Coe e
[¢(x )}nEEEJ converge para zero, e isso,pela definigac de conver-
géncia, & eguivalente a dizer que (xn)n N & wy-—convergente pa

ra zero.!

J& sabemos gue se a topologia em K € dada por um valor abso
luto entao ela @ do tipo V e K possul elementos nilpotentes ,
# 0, Além disso, veremos agora que o conjunto M dos elementos
nilpotentes & aberto e limitado. Veremos também que o predutc de
um elemento nilpotente, por um elemento nilpotente ou neutro, e
ainda nilpotente. Quando terminarmos 1sso, estaremos prontos para
demonstrar qguais corpos topoldgicos sZo gerados por valores abso-
lutos pois, para que issc ocorra sera necessario que o corpo topo

idgico satisfaca as cinco condigoes acima.

22



Mostremos em primeiro lugar gque se a topologia em K, for ge-

rada por um valor abscluto, entao o conjunto dos elementos nilpo-

rtentes & aberto e limitado.

PROPOSICAO 2.14 - Seja K um corpo e v wa valor abscoluto em K .

v

el

ntic ¢ conjunto dos elementos nilpotentes de K, com relacao a

topologia dada por ¢, & abertc e limitado.

T

DEMONSTRACAC: Sedja M o conjunto dos elementos nilpotentes de XK.

- — - - n
Entao M = B, (0 0is se x £ M entao a seguencaia ® —.
L 1. ):‘p =4 1 ( )nc'm
convergs para 0 , ou seja, para toda B (0], existe n_ & W tal

gque para n > n, temos, ¥ € B_(0). Lago para 81(0) existe NEK
n - - . )
N, temos X~ & Bl{U) ou seja wix ') < 1 , mas

W

tal gue para n
¥ o= (e(x)) <« 1 e entdo ¢ (x) < 1, logo x © Bl(O]. Por ou-

tro lado, se = € B, {0} temos gque O < ¢{x} <« 1, logo

a

n , \
[ (e (x)) ]nh.._]N converge para zero & como (¢ {x}) = ¢(x7) temos
[ (x°}] & conwverge para (0 e entao,pela definicac de convergencla, temos
R T
que (xn}n 1N ¢-—converde para zero e x € M, Loge, como M & um e~

lementc do sistema fundamental de vizinhangas sbertas de 0, M &

aherto.

Para mostrarmos que M € limitado, seja U = BEiG) uma wvizi-
nhancga aberta do sistema fundamental de vizinhangas de 0, entzo
existe V = BS(O) tal gue MV € [l pols se x € MV entao
X = 2y com 2z €EM e v €V, mas entac e {x) = o {2)e iy}
< lg = &, loge =€ U e M & limitado.

[+



YVejamos agora, gue €m wma topologia dada per um wvalow
to, o produto de um elemsnto nilpotente por um pilpotenta

tro, @ nilpotente,

PROPOSICEC 2015 - Seja ¥ um corps, com a

p
T
et
e
0
et
—
P

i

I oneus

- -

Tri o [
I e -
EH

DEMONSTRACAC: Seja A o conjuntoe dos e2lementos neulios ¢ [
mos gue A = ‘x £ K/gi(x) = 11, pois se  wlx) = 1 ancdo (o=
wara gualguer n, € entao ®  nac e nem nilpotenté £ nem i~
mente nilpotente e portanto x® € A, Por outro lado, so xS A arn

tao suponhdanmnes que

. : . L g ; , won 1L
i 3 4 2wy < 1 antan E&;tx??lir!:ﬂj converdea par
f— FRCE TN
VY 1 4 A Eimd e A sy - S
mo e {(xY) = ¢ {x }, pela definigac de converyenc
i r1\ - - . .. bl [ - ..
L YeoE ¢-converge para 0, o que & um absurdo
S e A
X € A,
-. . ~ el .
) Se wix}) » 1 entac v L) < 1 e arnalogahente

¢~converge para 0, o gue 2 um absurd

Agora se a &M e se bEM ocu b €5, entao

e vibh) <1 ou ¢ib) =1, logo ¢i{ka) = ¢kl ¢{a) <l e

a oo o
i f

nols

.  Ldgo

gfa) < 1

portanto



3%

Vejamos alguns casos particulares do conjunto A, dos elemen-

tog neutros:

a) Se K=R € ¢ =1 { , o valor absoluto usual dos

b) Se K= e v = | fﬂ
. -~ Y .2 2 Ly
plexos, entao, A = ixX+vi / x4+ vy~ = 1],

OBSERVACOES:1 - Seja K um corpo, ¢ um valor absoluto em X

0 valor absoluto usual dos

{Om-

2= A

¢ conjunto dos elementos neutros em K, entao K/A & isomcorfo &

um subgrupo de IR ,, pois, pelo teorema do isomorfismo, como

um

H

homomorfisme e A = Ker ¢, temos XK/A = ¢ (K) < E2+. Para

particular em gue X = R e «¢ = | |, o valor absoluto

i+1, -1} e R/AA = HE+. No casco em

it

reais temos A

T e v = | o valoxr abscluta usual dos complexros,

{x+yi /x°+y 1} e T/A=®R_ .

M

]
O Ca-
usual

que

tenos

2 - Como veremos no proximo paragrafe, na linguagem dos

anéis de valorizagdo, se ¢ & um valor absoluto nac-arguimediano de

K,
de
se

Ve

ja

entao o conjunto dos elementos nilpotentes ou neutros & o anel

valorizagao de ¢, o conjunto M & o Qnico ideal maximal des-

anel e o conjunto dos elementos neutros & o grupo multiplicati

dag unidades do anel de valorizagao.

Como observamos anteriormente, para rue um corpo topoldgico se

gerado por um valor absoluto, ele deveré satisfazer cinco con-

L



]
o

digoes. Mas, na verdade, sao necessirias somente trés: aque seia

V-topoldgico, que tenha elementos nilpotentes, # 0, e gque o con-

(]
[
=
X
0
o
=
i

junto dos elementos nilpotentes seja aberto, pols, as

dicoes sao obtidas 3 partir dessas.

Antes de mostramos que realmente podemos reduzir as condigoes,
caremos uma definicao eguivalente de corpos V-topoldgicos, que fa
cilitara as demonstragées desses resultados, Para isso, definire-
mosg primeiramente, o que entendemes por um conjunto limitado fora

do zero.

DEFINICAO 2.16 -~ Seja K um corpo topoldgico, dizemos que um sub
conjunts B de K & fLimitade {fcaa do zene, se existe wma vizi -~

nhanga V do zero, que &€ disjunta de B, ou seja, B MV = &,

Veremos agora, a definicao equivalente de V-topoliogia,

PROPOSICAD 2,17 =~ K & um corpo V-topoldgict se € somente se para

. . . Co : a1
cada supconjuntoe B de X, limitado fora do zers, o conjunto B

& limitado.

DEMONSTRACAC: Consideremos K um corpo V-topoldgico e seja B CK
um subconiunto de K, limitado fora do zero, logo pela definigao

2.16, existe V, vizinhanga de 0, com B 1V = . Para essa vizi=-
. . - I :
nhanca V temos, por hipotese que, {(K\ V) e limitado, ou se3la,

para toda vizinhanga U de 0, existe uma vizinhanga W de 0, com



C U. Como B_1 < (RN V)_l, poLs B_l M VFl = & , temos:

-1

WK\ vyt

™t cw (K\ V) * U, ou seia, WB C U e portanto g7l &
limitado.
Seja U, uma vizinhanga gualguer de 0, temos entac que:

(K'Y U)y NU =@, portante KXK'\ U & limitado fora dc zerc e, pela

hipdtese, (K\U) * & limitado.,

Vejamos agora dque, se o conjunto M dos elementos nilpoten —
tes, em wn corpo V~topologico, 2 aberto, entac M & limitade e
portanto essa & uma das condigoes gue serd considerada implicita-

mente.

PROPOSICAO 2,18 -~ Se o conjunto M, dos elementos nilpotentes, de

wn corpe V~topoldgico, @ aberto, entac M & limitado.

DEMONSTRACAO: Se M & aberto, temos gque, como ¢ 0 & um elemento
nilpotente ¢ M M Mt o= 3, Ml & limitado fora do zero e portan

to, pela proposigac 2.17, M & limitado.,

Outra condigac gue serd considerada implicitamente, pois pode
ser obtida das outras & a gque afirma gue o produto de um elemento
nilpotente por um neutro ou nilpotente & ainda nilpotente. Como

VEemoOsS na seguinte proposicac.

PROPOSIGAC 2.19 -~ Se K & um corpo V-topoldgico com o© conjunto

M, dos elementos nilpotentes, abertc e se a & um elemento nilpo
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1

"
e
=
i

!

tente, b um elemento nilpotente ou neutro entac kba

DEMONSTRACAQ: Seja b um elemento nilpotente ou neutro, Temos en

tdc gue b ~ & inversamente nilpotente ou neutro, logo, o conjun
e 9 3 - . . .
to C =1{b /n& N} & disjunto de M, ou seja C O M = ¢, Por-
- . . - P IR - . .
tanto, € & limitado fora do zero e C L. i /n&e WP 2 limita-
do. Se¢ a & um elemento nilpotente, temos gue (an)nﬁfﬂq con-
verge para zerc e portanto ((ba) ) = (bAan) converge pa
ge par . P n €W p € CONVerde pd
ra zero. De fato, como C e limitado, dado U, vizinhanga do
0, existe V, vizinhanca do 0, com ¢l v Sy e como (an)nem

converge para zero, para V, existe um ng > 0, tal que para todo

n T g 3 n n — ¢
no>ong temog gue a & V, entaoc para n > Ny temos D 4 € U, ou

seda, (bnan)nezmq converge para zero, mas entac ba & nilpoten
te.,

Estamos agora em condigoes de caracterizar quais o8 corpos to
poldgicos que sdc gerados por um valor absoluto. Veremos no proxi
mo teorema gue se um corpo topologico & uma V-topologia, POSSulL
elementos nilpotentes e o conjunto dos elementos nilpotentes & a-
berto, entao ele certamente & gerado por um valor abgoluto. NoO
proximo paragrafo, verificaremos gue a Gltima condicgdo nao & ne-
cessdria, ou seja, para gue um corpo topoldgico seja gerado por

um valor abscluto, sera necessario somente que seja uma V~topolo-

gia gue possua elemento nilpotente, diferente do 0.



29

TEQREMA 2.20 -~ Se em um corpo V-topologico K, o conjunto M, dos

elementos nilpotentes de K, @ abertc, entao a topologia de K &

gerada por um valor absoluto.

DEMONSTRACAD: Observemos inicialmente que:

i)

M

O conjunto A, dos elegmentos neutros, fechado para in-

. -1 . -
versos, pois se& a € A, suponhamos que  a ¢ A entaoc ou

-1 - -1.1.

a e nilpotente e {{a ™) )oem converge PAra zZeroc, ¢ gue
implica que(a_n)r1EIN converge para zerc e entac a e in
versamente nilpotente, o gque & uma contradigac, ou aml &
inversamente nilpotente, e entac a 2 nilpotente que &
uma contradigac. Logo a_l = A sempre que a < A.

O conjunto A & fechado para multiplicagao, pois se

a €A e b€ A, suponhamos gue ab & A, entao ab &
nilpotente ou  ab & inversamente nilpotente. Se ab

for nilpotente & como ale 2, temos, pela proposigaoc 2.19

-1 -1

gque a “fab) = f(a “a)b = b & nilpotente, o gue & uma

contradigéo. Se ab @ inversamente nilpotente, temos en-

tac que (ab)"l = a iyt s nilpotente e como b € A, nova-
_ . -1, -1, _ -1, -1

mante pela propesicac 2.19, temcs bi{a b 7) = (bb Ta =

= a & nilpotente, mas entao a @& inversamente nilpoten

te, o gque & uma contradicao. Portanto, conclulmos gue
ab € A sempre que a €A e b & A,

Temos assim gque A & um subgrupo de K e K'/A & um gru



po {onde K& representa o grupo multiplicative dos elemen
tos naoe nulos de K},

Podemos ordenar K'/A, colocando:

- = -1 . .
a > b sempre que ab e nilpotente cu neutro.

FF - 1%

Pode-se verificar facilmente que a relacao "»" assim defi-
nida, nao depende da escolha dos representantes das clas-
ses de eguivaléncla, ou seja, estd bem definida e que raxzl
mente & uma ordem, compativel com a operagdo de K'/A.

A ordenacao e arguimediana, pois se a € nilpotente e b

n, -1
um elemento gualguer, tenos gque (a b )rleim converga pa-

. - .. n
ra 0. De fato, como a e nilpotente, {(a™) conver -

n = N

ge para 0, ou seia, para qualguer vizinhanca U de 0, exis

e nc_ = 0, no = JN tal gque para n > no, temcs a @ & Y.
5 :

Como para todo b # 0 temos gque (b & vizinhanca & a o,
entao para essa vizinhanca existe ny € I tal gue para Lo
. \ , n : .

do n > n temocs a € Up ou seja ab £ U e portan-

n, —1. S i
b JnEEEJ converge para 0.

Sabemcs que M & uma vizinhanga de 0, entaoc para essa vi

tO {a

zinhanca, existe N, tal gue para todo n > n, temnos

n, -1 - . n -1 - . ~ -n T

a b € M, ou seja, ab e nilpcotente, Entac a > b pa
ra n suficientemente grande (n > n2) e a ordem & arqui-
mediana.

Temos entao que K°/A & ordem—isomorfo a um subgrupe  do

grupo aditive IR, dos nimeros reais (veja [1i, teoxr. 3.4]



Suponhamos gue seja ordem - isomorfo pela apllcagaoc .

Seja & a aplicagac gquociente, ou seja, 8 & uma aplicacaocde
finida no conjunto K° e tomando valores em K'/A, defini
da por 6{a) = a = ahA e seja ¢ o isomorfismo definidoen
K'/A e tomando valores em R, que preserva a ordem.

Seja agora =y o 8 , a aplicacac composta das aplica —

cOoes 9 e ¢ e definimos a seguinte aplicagao em K :

edw(a) onde yi{a) € a imagem de a pela apli-

o
W
il

cagéo ¥ e e & a base do logaritmo ne-

perianc.
Temos gue v assim definida satisfaz:s

1 - vix) =0 se e scmente se =x = 0.

-V ak ~ {y +4 (DY) —y -
2 —wilap) = e viab ) o ~lwla) +i (bl Pla) | ¥ (b) _

= v{a}) v(b) , para todo a,b € K.
Podemos definir de maneira natural, uma topologia, 1 _, ob-
tida da aplicagac v, onde um sistema fundamental de vizi-
nhangas abertas de 0 & dados pelos conjuntos da forma:

BE(O} = {y € K/v(y}) < £} ,com e > 0 .

Verificaremos agora que a topologia Ty coingide com a to

pologia original do corpoe K, dque chamaremos 7T .
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(a) Mostremos inicialmente gque toda vizinhancga BE(O) con

tém uma vizinhanca, da topolegia original, U.

Para isso, dado B_{0), consideremos b tal gue v({b)

> £ 7, Para esse b existe uma vizinhanga U tal gue bl &
vizinhanga de 0 e estd contida em M. (Isto seque do £fato

de M ser uma vizinhanga de 0 e do item (iv2)da proposi —

cdo 1.61}.

Agora, se y € U entac by & nilpotente, logo b i_;:i e
como aplicacac v preserva a ordem temos v (b) 2H¢(;jﬁa e
entao ¢ (b) > &{ywl], ou se’ja, e‘w{b} < e"w{yﬂL) e por-
tanto wv({b) < v(y_l). Por outro lado, v(y“l) > viby > awl,
lego v(y_l) > EW1 e wvily) < ¢ resultando y & B_(0) e
< B (0).

€
() Mostremos agora gue toda vizinhanga fundamental U de
0, na topologia 1, contenm BE(O) para algum ¢ .
Como o conjuntc M  dos elementos nilpotentes & limitado te
mos gue para qualguer vizinhanga U de 0, existe uma vizi —
nhanga V de 0 tal que MV C U, entdo se x € V ,
x £ 0, temos Mx U,

Consideremos entao B X){G}.

v

Se a € BV(X){O) entac vi{a) < vi{x), v{a) > ¢P{x)

gla) > p(X) e portanto a > X e ax 1 € nilpotente

digamos que ax“l =t onde 4 € M, entao a=tx logo a &€l



Lad
s

& temos B (Cy € U , como gueriamos.

v {x)
De (a} e (b) temos gque as topologias coincidemnm.
Para completarmos o teorema, falta a verificacac do Iltem

c) da definigao 2.1, o gue serd feito trocando-se nossa fun

cac por uma poténcia especial, conforme veremos a seguir:

LEMA 2.21 - (ARTIN): Seja v uma aplicacao em i

=)
=3
]
o}
R
9
\'\
e
J
ny
;_Q
o
i
i

2 um valor absoluto exceto pela possivel falna do item o) da defi
nigao 2.1.
Suponhamos que a adigao & continua na topologia dada por v. En
9] -

tao vara algum nlUmero positivo o, v e wun valor absoluto que

defins a mesma topologia que v,
P

DEMONSTRACAO: Consideremos inicialmente o conjunto

D = {l+via)/vi{l+a), onde a & K}, Logo D & um conjunto limita
do fora do zero. De fato, suponhamos gue isso ndo aconteca. entdo, como
D« IR, para toda vizinhanca de zero BE{O), na topologia usual da
reta, temos que D N BE{D} # ., Mas entdo existe uma segquéncia
(an)nEEEJ’ tal gque a sequencia (1 +V(%ﬁ/v(l_+an))n€EEG conver -
ge para zero, mas iss8o & equivalente a dizer gue a sequeéncia

1

I ( ) - o - aXr Y 5
,(l-%v\an);(v(1-+an) ]rzeiN converge para zero e entao
fvil+a y L + v{a Jvi{l +a )_l] - converge para zerce. Logo as
n’ n n n € IN
sequéncias (v{l +a )_l) e (via Jvi(l+a )ml} - convergem
n n&Em n ' n n <N =
; , - . -1
para zero, o que implica gue as sequencias ((l-+an) )nEEEJ e



-1 -
(5 {1 +a ) ™~ . . - N e -
,dntl a ) "l g Cconvergem para zero. A soma das duas porem &

1, ou seia, ((l-4—&111)"1}mg_jN + {an(l-1-&11,1)""1)116]N = 1, o gue

{iit

um absurdo, pois como as duas sequénciag convergem para zero e

50}

adicao & uma funcdo continua, a soma deveria convergir para zero.
Logo, © conjunto D & limitado fora do zero e come ele e for

mado por elementos pesitivos, temos gue D & limitado inferior —

mente, suponhamos gque D » N, ou seja, para teodo 4 & D, d& » N ,
. -1 -1, - : ,

entac D < M = N temos entac gue v(l+a)/l+via) <M e

v{l +a) < M{(1 +v({a}). Substituindo a por a/b temos que

via+h) <« M{via) + vi(b)) e entac v {a+h) < 2M maxivia), vib)}.

o ~ o] .
Escolhemos agora ¢ tao pequenc, tal que (2M}~ < 2. (Ou seja,

o] e 0 - vy O
)< {zMy T - max{{via)) :

3 < leg 2/log 2M) temos entao que (v({a+b)
(v (5117 < 2« max {(v(a))?, (v},
Vames mostrar agora gue:
n}

a2} Az topologias dadas por v e v coincidem, e

I -
b)Y v & um valor absoluto.

Para provarmos a) consideremos Bp(x) = {y € X/vix=y] < g}

um sistema fundamental de vizinhangas abertas de x na topologia

3o (4

' G 1]
dada por v e R.{x) = {z € K/v (x-2z) < 6} um sistema fundamental

T

s

de vizinhancas abertas de x na topologia dada por v Agora se

y € 2 (x) entdo vix-yl < ¢ e entdo v°(x-y) = (vix-yN® < e
portante y € ng(x}. Por ¢utro lado, se =z & Bg(x) temos
vWix-2) = (v(x-2))" < 8 e entdo v{x-z) < él/g, logo z € § 1/éxh

§
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¥

Vamoe provar agora b) ou seja gque v €& um valor absoluto, As
condigOes a} e b) da definigao 2.1 sdoc satisfeitas claramente .

Passamos portanto a prova do item <. Provaremos inicialmente que
o - o, _ Sk A
volag +... +an) <n max vila;) se n =2 e uma potencia de 2.
1 i
Vamos provar por indugao sobre K.
o k"“ . U_ 8] C-‘__\‘
Se = 1, TCemos gque v (al-+a2 {a]), v (az)}. su-

; - k-1 -~ «
ponhamos valido para n=2 ; temos entao v (a1-+a2—+...-+an) <

) < 2maxiv

- e 0
< 2 max{v (al-+...-Pa Y, v (aﬂ | _,...,an)} <
2

i

. - } - (7 a - 1 . - )
2 max {2 max [ v (al)'""'v (a 3%, 2 maxiv’ia R

[Ny
1
i.\_.l
o}

2% max (v (a );...,vg(a Y} = n nax{v (al),...,v {a )}, Temos

1 ih!

em particular, v (n) = v {1+ ... +1) < n, para n poténcia de

2
Vamos mostrar agora gue viix) < 2x para todo inteiro positi

VO = .

K k+1

Suponhamos 2 2" e escrevemnos x = (x —2k) + 2k .

- ' } a .0,k a -] _
entio ge vo(zk) > VU(X WZK), vOo{X) < Z max {wv (2y}, vi{x -2%)} <

1

T K ) a
< 2v0(2 } o< o2 -2 « 2%, logo v (x) < 2%, Por outre lado, S0
o k T, K - 4]
v (x ~27) > v (27}, vamos mostrar por indugao gue v {x) < 2x. Pa
o} oy
ra x =1 temos gue v {1) = 1 < 2. Suponhamos valido para todo

r < x, entao como,

1 ta
G(x) < 2 max{vo(XHZﬁ}, vg(2k)} < 2 vo(x—Ek) e 0 <« x—BL < ¥
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o k+!
temos  2v° (x~2) < 2:2 (x-2%) = 2(2% - 27 < 2(2x-%) = 2x ; @
. o ;
portanto v (x} < 2x.
Agora lembrando que vgial +_..-+an} < n max Vg(ai} para todo

i .
- - . ~ n-1
n potencia de 2, 2 tomande a expansao de (1 +x) y onde n

(M

uma poténcia de 2, temos para todeo x & K.

n-1

c n-1 o) . i
v ({1 +x) )= (% C LX) <
, n-1,1 —
i=0
- g i - o, g, i,
< n max v {C . X7} < n max v (C v (X7 <
— , n-1,1 — ! n-1,1
i i
- ¢, 1 - o, 1
< n max 2 C . VOUXT) = Z2npn max C , VO (XTY <
— : n-1,4 N n~1,1 —

< 2n {3+ v

Extraindo-se a ralz n-1 ¢ tomando-se o limite guando n ten
e . g o;
de para o infinite , deduzimos que v {(lL+x) < 1 + v (X). Se to-

marmeos X = a/b, teremcs

v7(a+b) < vo@) + v7(b).

Isto completa a prova do Teorema 2.20 e do Lema 2.21.

Para as demonstracoes do Teorema 2.20 e do Lema 2.2), foi om-

pregada a mesma técnica usada por Kaplansky em [6], nos Teoremas

1e3 e no Lema 1.

o - .
v for nao arqui

i
e

Observemos gue, conforme ({4], (1.14)),
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mecliano, temos gue v e um valor abseclute, contudo se v~ for

53]
|5

arguimediano isso pode nao ocorrer,
Observemos também, que o Teorema 2.20 nao nos diz nada sobre o
tipo do valor absoluto. Podemos entao tirar as seguintes conclu —

sOes:

£

al ¢ & nio arquimedina se, e somente se, K & desconexo.

b) ¢ & arquimediana se, e somente se, ¥ & conexoc.
Para provarinos 038 itens a) e b), basta mostrarmos gue se

¥ & nac arquimediana entac K & desconexo e gue se ¢ € arguime-

diana entdo K & conexo, pols, as outras afirmacoes seguem imedia

tamente dessas.

supcrhamos inicialmente gque ¢ € nao arguimediana, entac as vi
zinhangas U (x) ={y € K/e (x-y) <¢} sao abertas e fechadas. Real
{z)

-

mente, se VA (X) entéc: 9 {Z) < (K); wols se w = ;
£/2 £ = e/

temos ¢ {w-z}) < ¢/2 e ¢ (w-x) < max{v{w-2) : ¢(2z-x)} < ¢ e en-

tdo w € U (x), logo U (x) &€ aberto. Por cutro lado, para nos—
z £ :

trarmos que U {x) €& fechado bagta mostrarmos gue o conjunto

{y € K/¢ (x~y} > =] € aberto e isto segue de fato de gue para qual

I

quer 2z {y € /e {x-y} > ¢} temos que L%(Z)(:{YEHQ@(Xﬂij_E}_
Realmenta, se w & ua(z), entao ¢ (w-z) < & e como ¢{w-x) <
< max felw=-2) ; ¢p(z-x)} e ¢lw-2z} # ¢(2-X), entao ¢ (W-x) =

= ¢ (z-x) > & e ¢{w-x} > ¢, portanto w € {y € Rip(x~y) > e},

Logo, X & desconexoc.



Agora, se ¢ & arquimediana, pelo Teorema de Ostrowiski, (2.8),
XK & isomorfo acs reais ou ans complexos, com o valor absoluto
e |

) "
j 'z ou | iq, & portanto, K & conexo,

Vejamecs agora um exemplo de um corpe topoldgico gue nac & V-
topologico.
Para isso, seja K = @ e consideremos a classe de subconjun=-

tos Vv / n > 11 , onde

A classe (V_} satisfaz todas as condigdes da proposicao 1.4,

1

loge determina uma topologia de corpo topoldgico sokre 0. onde

{Vn,/n » 1} & um sistema fundamental para as vizinhancgas de 0 .

A topologia determinada por {Vn,fn > 1} & Hausdorff pols, 0 &V

n
para todo n » 1 e se x €0V entdc |x|_ <e " e ixl <"
r— 1’1 p —amm 'q —
para todo n > 1 e isso s0 € verdade para x = 0,
Masg essa topologia nac & uma V-topelogia.
- . N a -1
Realmente, dado V _, para todo n > 1, temos que (g Vn)
- - ., . 4 n
nao & limitado, peois, come (©) un} = {x € Q,’IX[D < e ou
ix!g < eV} e dado Vyr para todo V_  temos que
\ Ly v .
(@rv )y "V £ vy
- ~3 n
Para isso, basta tomarmos x_ € (@ \ V) T tal que [xo|p e,



x | e e vy £V tal que e 77 < ly o< e enEa

| o'g Yo 5 1 qu Yoig 2 e 7, entao
| v = Iy | o e"‘K + 3a -3a _ =K

sortanto Xy .

& nt O}/O &z VK

A seguir, daremos uma demonstracgac do Teorema de Portriagin-
Van Dantzlig - Jacobson, que nos garante que todo corpo localmente
compacto tem sua topologia gerada por um valor absoluto. Isto se-
ra feito mostrando gue todo corpe localmente compacto satisfaz as
condigoes do teorema 2.20 o que concluird o gque desejamos. Para

isso veremos primeiramente algumas propcsicoes necessdrias.

PROPOSICAQ 2.22 = Toda vizinhanga com fecho compacto, em um corpo

topologico, & limitada,

DEMONSTRACAQ: Seja U uma vizinhanga com fecho compacto . Para

toda vizinhanga V, de 0, e para todo x € U , existe Vx’ vizi-
nhanga de 0, tal que (x-+VX) VX SV {por iv) prop. 1.3). Para ca-
da % € U , consideremos b= %+ vV, temos entdo que

{U?/x € {} & uma cobertura de U e come [ & compacto, existe
uma subcobertura finita {le,...,uxn} de T . seja

W o= UXI‘J...iJUXn e W = Vxlfﬁ...rﬁvxn entao WW' CV e como

Uctucw, temos WU CwWW' CV, ou seja, U & limitado.,

Antes de continuarmos as proposigoes, daremos a definigao do



gque entendemos por um coxpo localmente compacto.

DEFINICAO 2.23 - Um corpo Localmente compacto é um corpo topoldgi
co K, cuja topologia & Hausdorff e tal que todo ponto de K ad-
mite uma vizinhanga aberta cuijec fecho & compacto.

Veremns a seguir, que o conjunto dos elementos nilpotentes, em
um corpo localmente compacto, & aberto. Isto serd feito mostrando
a existéncia de uma vizinhanga de 0O, formada por elementos nil

potentes,

PROPOSICAC 2.24 - Se um corpo topolgico K admite uma vizinhan-
ga de 0 consistindo de elementos nilpotentes entao O conjunto

dos elementos nilpotentes de K & aberto.

M

]2 X um elemento nilpotente de K e U a wizil

w

DEMONSTRACAQ:
nhang¢a de ¢, formada de elementos nilpotentes. Como (:»sn)ne____]N

converge para 0, temos gue para U, existe n_ & W, tal que pa-~
Y

ra todo n > n_. X € .

. ~ N . .
Congideremcs N > no, entaoc x € U e existe uma vizinhanga

LA . .
Vv de x com V. U,

o]

Realmente, vamos mostrar gmrimh@ﬁocpe:cmdocyﬁhmmmeﬂﬁruD W, g

ew para algum n, entao existe V vizinhanga de x com VICW. e xew entdo

¥ = W satisfaz a condigao. Suponhamos que para todo ¥ <n e to

-

do aberto W com x € W, existe uma vizinhanga V de x com

r , - -y ;
v C W e vamos mostrar gue 1550 € valido para n + 1.
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n+l e

De fato, seja W um aberto & suponhamos gue x W, entac

pela continuidade do produto, existem vizinhangas v, de x e

1

V, de x com V.V, CW. Pela hipdtese de indugdo como x € V

2 12
ol & no- A T C Yy Ny N
exliste VB com X V3 e V3 Vl, seja V 12 VB’ entao

¥ EV e WS CV,V)C v,V C W, Temos entac que existe V.  vizi

23 1
.. . N N o N - .
nhanca de x com V G U, S8e y €V entao vy € nilpotente e

portantc y & nilpotente, logo, V & uma vizinhanga de x forma
da de elementos nilpotentes e portanto o conjunto dos nilpotentes

a aberto. g

PROPOSICAO 2,25 — S8e K & um corpo localmente compacto entao ¥

possul uma vizinhanca de 0, consistindo de elementos nilpotentes.

DEMONSTRAGAQ: Seja U, wma vizinhanga aberta de 0, com fecho compacto

U, e suponhamos 1 & U. Pela proposicas 2.22 podemos encontrar uma vizi

- . 2 : .
nhanca V com V C U e Vil S~ U. Logo, V7 ¢ U pois

ve = vv vl € U e, em geral vt <o,

2 3

. . , ~ 2 - .2
Seja W=V UV UvVvu,.., entaoc W2 C W. De fato, se xEW

entioc x =ab com a€ W e b&W entdio a &€ V' para algum n

e bev para algum m, logo ab € e A

o ) , . n n.oo.
Temos gue W & aberto como uniaoc de abertos Vo (V e aberto

pois & o produto de vizinhancas abertas). Como W < {#  entaoc W

tem fecho compacto W, pois, WC O e U & compacto.

Seja x € W, entao,como xX'EwWCwW para todo n, exis



b
[

o1 I3 }

a & W, ponto limite de (x Suponhamos a # 0, tams que

fay
e

nem’
Wa & um conjunto fechado (pela obs. II1, pag. 4 ) nao contendo
a, pois 1 E W.

Seja Y uma vizinhanca de a cujo fecho & disjunto de Wa |

ou seda, Y NWa = @ . Para cada p & W podemons encontrar vigi-
nhancas tip) e t{a), de p e a, tal que tip) tla) & disjunto
de Y {pela continuidade do produto}.

Entao, como W & compacto, existe um nimero finito de t(p)
gue cobrem W .

Seja X a intersecgao dos t(a) correspondentes aos tip) da
cobertura finita de W, entdo WX & disjunto de Y. Mas isso con
tradiz o fato que existem inteiros m,n (n > m) com xm = X e
xn € Y. Portanto, a =0 e W é uma vizinhang¢a de elementos nil
potentes.

Das proposigoes 2.24 e 2.25 temos satisfeitas uma das condi-
goes do Teorema 2,20. Falta mostrar portanto, que a topologia, em

um corpo localmente compacto, & do tipo V, para isso veremos as

seguintes proposgicoes.

PROPOSICAO 2.26 -~ Se K & um corpo localmente compacto entao XK

satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade.

DEMONSTRACAC: £ suficiente mostrar gque 0, possul um sistema fun-
damental de vizinhangas enumerdvel . Para issec, seja X # 0, um

elemento nilpotente e U uma vizinhanca aberta de 0, com fecho {,
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compacto.

vamos mostrar gue o conjunte {x U/ n > 1} & um sistema fun
damental de vizinhangas de 0. Pela obs. III, pag. 4, como £ 0
e U & aberto temos x U aberto, para todo n . Como O < (U, te-
mos gque O < ¢, para tode n. Seja V uma vizinhanga de O
como U & limitado (prop. 2.22), existe W wvizinhanca de O© com
UWw € v. Como x &€ nilpotente,para W, existe n, € M tal gque
% < W, Seja N » o entao uxN C UuwWw <€ v, Logo,

para r > n_,
' — o

c N i - . e -
{x 'U/n » 1} & um sistema fundamental de vizinhangas para o 0.,

PROPOSICAD 2:27 -Seja K um corpo topoldgico satisfazendo o 19 axioma
da enumerabilidade ¢ L um conjunto nao limitado em K. Entac L

contém uma sequéncia totalmente nao limitada.

OBSERVAQCES: 1 - Um conjuntc em um corpo topoldgico & dito total-
mente nao limitado se todo subconjunto infinito
& nao limitado.

em um corpo topologico

}

2 ~ Uma seguéncia,

xn n&E @MW’

2 chamada limitada, se o conjunto {xn/n € I lfor
limitado, nao limitada, se o conjunto {xn/nEEEJ}
for nao limitado e totalmente nao limitada, se o
conjunto {xn/n € W1} for totalmente nac limita-

do.

DEMONSTRACAQ: Seija Uyslly ooy um sistema fundamental de vizinhan-
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zas de 0. Comc L &€ um conjunto nao limitado, existe uma  vizi-
nhanga V de O tal que para todo 1, teros Lui Z v. Acsim

para cada 1 escolhemos a, € U, e b, €L com a;b, ¢ V. Logo
J..

4

{bifi € W} & totalmente nac limitado. De fato, seja {bi.} um

subconjunto infinito de ({b,/i € W}, entao como K satiéfaz o

12 axioma da enumerabllidade podemos supor ul - U2 I HT >,

temos entac gue se i,j = £ para algum ij entao bi a, % V. Por

outro lade, s& para algum t, i. # t, para todo 1., entac exis-
4

te i, >t tal gue U, C U e como  a, € u, C U temos

PROPOSICAO 2.28 -Todo corpo métrico K, satisfazendo a condigao abailxo,

€ um corpo V-topeldgico.

Condigao: Se, para toda seguéncia (@ )i em nac tendo subseguén-~
| =L
[ PR - I ""“l ) o
= LW entae & Y - = Ares .
cia convergente entao (a__L )1_€JN converge para O

DEMONSTRAGAO: Vamos mostrar inicialmente que B & um conjunto 1i
mitado se, e somente s¢,toda seguéncia (bi)i €7 de elementosde
B, & limitada. De fato, se B €& um conjunto limitade entao para
toda vizinhanca V de O, existe uma vizinhanga W de O, tali
gque BW C V, logo para toda sequéncia (b ). oy em B, temos

{bi/iEEEJ} Ww CBWw CV portanto (b é limitada para toda

i'iew

sequéncia de elementos de B. Por coutre lado, suponhamos que toda

sequéncia (b;), ¢y de elementos de B, & limitada.Se B ndo &



L

limitade, entao pelo lema anterior, tem sequéncia totalmente niao
limitada. o gue & uma contradig¢ao. Logo B €& limitado.

Mostremos agora, que dado um conjunto B em ¥, limitado fo-

- ) -l - N
ra do zero, toda sequencia de elementos de B e limitada. De
fato, s=ia {bi) e wua sequéncia de elementos em L, entaoc
s i g ) -1 R
(bj}iEEIN & limitada fora do zero. Se (bi )i e DA0 € limitada,

entao, pelo lema 2,27 & pessivel encontrar uma subseguéncia
-1
)

= _ ' J o TS e 4 e 3 - e g (“ {em
IR = cien cotalmente nao limitada. Entao (<)) ey

Looa

: nac tem subsequéncia convergente (pois toda seguéncia convergente

Z limitad Nt s -1

! 2 limitada}). Entaoc, pela condig¢ao do lema, temos gue (¢, }i W

; . ~ -1 ~1,~L 5 N

! converdge para O, mas entao, Ccomo Ci = (bj ) = Tr, Lemos

: ] 3

: (bi.}ﬁ- = Converge para ¢, mas isso e uma contradicac pois

5 S B

5' (bj }J. & N £ limitada fora do zero. Logo.para toda sequeéncia

I -r\ﬁ_'l\ T . -~ 1 P ] _l e = ] i »
(5,7, = Ce @lementos em um conjunte B T, onde B e limitado

fora do zerc, € limitada. Pela primeira parte da demonstragzo te-

nos que B"l & limitado e portanto K €& do tipo V.

PROPOSICAD 2.29. Se K & um corpo localmente compacto, entao, satis —

i faz a seguinte condicgaoc:

Se {a ), cp com a € K, nao tem subsequéncia convergente en

i

L .1
tao & converge para O .
oo last) ey ge 1

DEMONSTRACAO: Seja (a ) g o uma sequéncia de elementos em K,
L

- - - =1
nao tendo subsegquencia convergente. Logo, a seguencia (an )nF—}N '
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nac pode ter ponto limite, diferente de 0, pois, se existz b #0

153

tal gque b e ponto de (agl} e, ga ul,uz,... &€ um siste-

n<s m

Fh

ma fundamental de vizinhangas de b, para todo Ui, existe n, com
1

;

-1 - - . _

com A &« Ui resultando 24 & U,”, mas U, & um fistema fun-
i i * *

} . . -1 - .

damental de vizinhangas de b e portanto, a sequencia

-~

. + - I
{a_ ) Cfla ) - .o converge para b ~, o gue & uma contradi

cao. Portanto, basta mostrar que O & um ponto limite da sequén-

; -1

cila e )nEEEE' Conforme 2.25, seja vy # 0 um elemento de K tal
que (yn}nEEEQ converge para O e geja U uma vizinhance aberta,
com fecho compacto ', de O. Se infinitos anyj para n = 1,2,..
& 17 fixo estao em u*,entﬁa 0s correspondentes an estao no

. ) -1 - -
conjunto compacto U'y e entao a tem um ponto limite, o gue
seria uma contradigao. Portanto, podemos tomar uma subsequéncia

‘o - 1 .

Ll ew ¢ Bl ey Tl dque by €K VUt Agora como
i Rl H |

n ‘ .
(v )nEEEJ converge para 0, podemos determinar para cada n um

k Vo4
Kntl _ |
inteiro k tal que bny D e g\ U' mas bny 2 € u, temos que

k_ >n e portanto se n tende para o infinito, kn também. Pela

(==

n — :
k41

.

compacidade de U podemos concluir gue {bny o jn N converge

para z (pols caso contrario existe uma subseguencia convergindo
k

It

para z e o raciocinio & o mesmo). Entao, (bny J, e converge
- -1
para 2zy Lowervu e portanto zy ~ # 0,
-k kK
De (y 7 b—l) converglir para w“l e (y ™ convergir
n ‘n&IN ' ' - knGEW -

para G, temos gue (b;l} converge para O e portantc O & ponto



iimite de (an .

Das proposigoes 2.26, 2.27, 2.28 e 2.29 temos que todo corpo
localmente compacto € V-topologico e todas as condigoes do Teore

ma 2.20 estac satisfeitos. Resumiremos a seguilr as conclusoes aci

ma enunciando o Tecrema de Pontrjagin - Van Dantzig - Jacohson.
TEOREMA 2.30 - Se K & um corpo localmente compacto entac a topo

logia em K & gerada por um valor absoluto.

Para finalizar o paragrafo, damos a seguir, duas caracteriza-
coes dos corpos localmente compactos, cujas demonstragoes podem
ser encontradas em Bourbaki, [2], e cuja terminclogia @ introduzi

da no proxime paragrafo.

PROPOSICAC 2.31 - Seja XK um corpo, Vo uma valorizagﬁo de Krull,
nao trivial, A, © anel da valerizagas v e M_ o ideal maxi-
mal de Av' Para que ¥, com a topologia T seja localmente com
pactc, & necessario e suficiente que:
1 - K sgeja completo;
2 - v & discreta {(ou seja,existe um isomorfismo de T sobre
Z};

3 ~ AV/Mv seja finito.

Sendo assim, A & compacto.
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FROPCSTICAO 2.32 - Seja K um corpo localmente cumpacte, nac dis-

cretbo e a topologia de X e gerada por uma valorizagao nao dis-

creta

v, temos a seguinte classificagao:

Se K tem caracteristica ©Q e s v & um valor absolu-

to arguimediano, entac K & igomorfo a um dos corpos: R,

=

ou H, onde HE representa o corpo dos guatérnios:

Se K & de caracteristica 0 e se v @ um valcor absolu
tn nao arguimediano, entao K & uma extensao finita so-

bre um corpo p-adico QD.

Se K & de caracteristica p # ¢ entaoc K & isomorfo a
uma extensac finita do corpo, Fq({t)), das series for-

mais sobre o corpo finito F_, onde g & uma poténcia de

P -



§ 3. VALORIZACAC DE KRULL E V-TOPOLOGIA

Vimos no paragrafo anterior, gue um corpo V-topoldgico,tal que
o conjunto dos elementos nilpotentes € aberto, tem sua topologia
gerada por um valor absoluto. Neste paragrafo, verificaremos que 08
corpos V~topolégicos, sem elementos nilpotentes diferentes de 0,
sao gerados por uma valorizagao de Krull, gque nao & um valor abso
luto. Para isso, comegamos definindo o gue & uma valorizacgao  4de
Krull, damocs alguns exemplos e algumas propriedades para em segui
da passar ao estudo da topologia gerada por uma valorizagao de
Krull. Veremos gque analogamente ac § 2, a topologia gerada por uma
valorizacdo de Krull satisfaz a condigao de V-topologia. Finaliza
remos o paragrafo observando que, para que um corpo K seja gera
de por um valor absoluto & necessdrioc somente gue seja uma V-topo

logia e que tenha elementos nilpotentes diferentes de 0.

DEFINIGCAC 3.1 - Seja K um corpo. Dizemos que uma aplicagac so-

brejetora v, definida no corpe K e tomande valores em GU{0},



N
o)

onde G & um grupo abeliano multiplicativo totalmente ordenadoe
x.0 = 0.x = 0 para todo x € G e 0 < x para todo x € G, &
uma vabfoalizacde de Kaulf, ou simplesmente uma vaforizacac, de K,
se:

a) vix}) = 0 se e scmente se x = 0;

o

<

ks

e
I

vix)v{y}, para todos x,y & K:

c) vix+y) < maxiv{ix), v{y)} , para todos z,v € K.

OBSERVBGCAC: O grupe G & chamado o grupo de valores da valoriza-
cac v.

Vejamos alguns exemplos de valorizagoes de Krull:

1 - seja K um corpo. Definimos a valorizacgao trivial de K,

sendo a aplicagao Vo definida em K e tomando wvalores

em G W {0}, onde G = {1}, como sendo:
"JO(U‘) =0
|3
vo(x} = 1, para tode x € K e x # 0.

Seja K um corpo e G = {ZlBJ/i,j € 2}, ordenado total -

[
H

mente pela relagao:

3j < 2 73 == i < i

< 17 ou i = il e 3 < jl'

Definimos uma valorizacao v de K{x,y) em GUV{0} , da

seguinte forma:
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-1 3

vIE(x,y)) = min{ZiBj/aij # 0} onde fix,y) =

It oh

i=0
3=0

- Todo valor absoluto nao arquimediano, em um corpo K, & um

caso particular de valorizagao de Krull, onde o grupo mul
tiplicativo totalmente ordenado & um subgrupo do conjunto
dos numeros reais estritamente positive.

Por exemplo, no valor abscluto p-adico temos gue o grupo

G = {e % com o« € 2.

Reunimos na proxima proposigao algumas consequéncias imediatas

da Definigdo 3.1 que serdo frequentemente usadas nas manipulacoes

com valorizagoes.

PROPOSIGAO 3.2 - Seja v, uma valorizacao de Krull, em um  corpo

K. Entao:

i}

1i)

iii)

iv)

v)

v{x) = 1, para toda ralz da unidade x € K, em particular
v{l) = v(~1}) = 1.
v{-x} = vi{x) , para todos x € K.

vix-y) < max{v(x), vi{y)l, para todos x,y € K.

1 1

) = vix){vi{y)] ~, para todos X,y € K com y # 0.

vixy

Se vix) # viy) entao vix+y) = max{vi(x), viy)}.



DEMONSTRAGAO:
(i) Provemos inicialmente gue v {l}) = 1. Temos v{l} = v{1.1)
= v(1}v({l) como wv(l}) # 0, entao wv{(l) = 1. Agora, seja
x' =1 com n € IN- {0} e suponhamos que vi{x} # 1, en-
tac v{l) = V(xn) = v(x}n # 1, o que & uma contradicao,
Logo wvix) = 1.
(ii) Como v{-x) = v{-l.x) e v{=1) = 1, temos v{-x} = vix).
(iii) Sende vi{-y) = vi{y) e vix=-y) = v(x + {-y)) entio
vix-y) < max{v(x), v(y)}.
{(iv) Como v(x) = v(xy—l} viy), para v # 0, temos v(xywl) =
= v vy T,
(v) Suponhamos v(x) < v{y) entao v{y) = v{y+x-x) <

< max{v{y+x), v(x)} e como w{yt+x) > v(x) pois, caso con
traric teriamos v(y) < v{x), conclulmos que v({y) <

< viy+x) < max{v(y), v{x}} = v{y) e como G & totalmen-
te ordenado, temos pela propriedade anti-simétrica gque

viytx) = viy) = maxiv(x), viy)}.

A proxima proposicac nos garante que para toda valorizagao de

Krull existe um anel local, a ela agsociado.

PROPOSICAC 3.3 - Seja K um corpo, v uma valorizagao de Krull
em K e consideremos A = {x € K/v(x) < 1} e

M, = {x € R/v{x) < 1}. Entao, A, & um subanel local, com eleamento



unidade, de K, cujo corpc de frag¢oes € K e onde M & seu uni

co ideal maximal,

DEMONSTRAGAO: Mostremos inicialmente que A, & um subanel de K,
com elemento unidade. Para isso, sejam %,y € AV, entao:
vix t yv) < max{v(x), viy}} <1 e vixy) =vix) viy) < 1.1 =1 ,
logo x *y e xy & A,r para todos x,y € Av, o gque mostra gue A,
& um subanel de K.

Tambeém, como v{l) = 1, segue que 1 € A .

Veremos agora que K & o corpo de fragoes de A,. 8¢ x €K

e portanto x estd no corpo de fracgoes

P ¢

e x € Av entado x =
de Av‘ Por outro lado, se x € K\ Av entac v(x) » 1 e v(x_l)ﬁ
-1 -1

= [vi{x}] < 1, donde x € AV e como X = ”%T segue Jque X €s
<L

ta no corpo de fragdes de 2
Vamos, agora verificar gque Av & um anel local cujo Gnico i-
deal maximal & M.

Sejam x,y € M_, entao:

vix + y) < maxi{vi(x), viy)} < 1 e portanto x t y & M- Se

a&hn e x &M entac v(ax) = v{a)v(x) < lv(x) < 1 e portan-
€ 5 idea .

to  ax & M_. Logo M/ € um ideal de A 0 fato que M

e o Gnico ideal maximal de A, seguird de (e & equivalente a):
Av \ MV = Uv onde Uy e o conjunto das unidades de Av. Pois, uma wez gue

nenhum ideal prdpric pode conter unidades, todos os ideais  prd-
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prics de A _ estarao contidos em A_\U

v v v

w = U = w & A o x_l = A — yvix)}] < 1 o v (x
WV v 7 —

-1

<= vix) <1 e vi{x) =[vix 7t >l = vi{x) = 1+= }{E.?Pav\l\iv.IIB
OBSERVACOES:
1~ 0anel A/ & chamado o anel da valorizagac v, o ideal

M, & chamado {de¢al da valfordizagao v. O anel gquociente

AV/Mv £ um corpo, (pois, M, & um ideal maximal de A_)

que sera chamado o coapo das classes nesiduadls de v e
sera denotado por LA
2 - 0 anel A satisfaz a seguinte condigao:
se x € R\ A entao xpl € A_. De fato,
se X ¢ A entac vi{x) > 1 e entaoc como
v{x_l) = [v{x)]_l temos v(x#l) < 1 e x“l = Av.
Vimos aclma gue: dada uma valorizagéo de Krull, v, existe um

anel de valorizagao a ela associado. O inverso também & verdadei-
ro, a4 menos de equivaléncia, ou seja, dado um anel de valorizacgao
existe uma valorizaclo a ele associada, essa valorizagao & fdnica
a menos de equivaléncia. Para isso, damos a seguir a definigao do
que entendemos por um anel de valorizagao e por valorizagoes equi

valentes.

DEFINICAO 3.4 - Um subanel A, de um corpo K, & chamado um anef



; ‘ - -1 .
de valoadzagae de K se x € A ou x ~ & A para todo x & XK' .
DEFINIGAC 3.5 - Duas valorizagoes Vv e v', em um corpo K, sao
chamadas ¢quivalfentes se A, = A, , ou seja, se os anéis de va-

lorizagdo a elas associadas, sac iguals.

Vejamos agora, que dado um anel de valorizacgao existe uma Uni
ca valorizacac a ele associada, a menos de equivaléncia.

T

PROPOSIGCAO 3.6 -~ Seja A um anel de valorizacao em um corpo K .
Entac existe uma valorizagae v de K, para a qual A €& o anel
de valorizagao associado. Essa valorizagdo & Unica a menos de e-

guivaleéncia.

DEMONSTRACAO: Um anel de valorizacao A sempre tem um Unico ideal

- -1 < .
maximal P, cnde P ={a € A/a = ¥ A}, representa o conjunto dJdas

ndaoc unidades de A (istc pode ser encontrado em [1],pag. 66}). Se-

ja U o conjunto das unidades do anel A, ou seja,

1

U= {a & A/a =~ € A}, entd3o a valorizacdoc v definida abaixo & uma

valorizagao para a gqual A & o anel de valorizagao associado. Se

ja v definida em K e tomando valores em X /U VY {0°, onde

K/U & ordenade por alU < bU === ab—l & P, onde:

il
[

v(0)

via) = al , para todo a € X'
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A aplicagac v assim definida & uma valorizacao, cujo anel de va

lorizagao associado € A. Realmente, v & scbrejetora e

a) via)y =0 se e scmente se a = 0

ny  viab) = abU = abUU = aUbU =wv{a})v(k) para todos a,b € K.

c) Sejam a,b € K com vi{a) < v(b) entao ab”l €Ep CA e
entio 1 + ab ' € A. Logo, viatb) = v(b(l + ab ¥)) =
= vib)vi{l + ab_l) e como x € A ge e somente se v(x) <
< 1, temos vla+b) < v(b) = méx{v(a}, vi{b)}.

Comoc &, = {x € K/v(x) < 1} e como vix} < le<=xU < [ e=>

= x P ou ¥ Z U <= ¥ € A, temos A = AV

Das proposicoes 3.3 e 3.6 concluimos que: existe uma corres —
pond&€ncia um-a-um entre as valorizagoes de Krull e os anéis de va
lorizacac, & menos de equivalencia. De agora em diante, salvo men
caoc em contrario, trabalharemos com classes de eqguivalencia de va

lorizagces.

vamos, a seguir, verificar gue toda valorizagao de Krull am
um corpoe K, define sobre K uma topologia Hausdorff e gue X ,

com essa topologia, € um corpo topologico.

Seja K um corpo e v uma valorizacac de XKrull em K, consi

deremos a colegao de subconjuntos da forma:
U {y) = {x € K¥/vix-y) < g} para todo g € G,

onde G denota o grupo de valores da valorizagao v .



Em particular, para y = 0, temos Ug = Ug(O} = {x € K/v(x) <«
< g}. & classe {U_(0}/g € G} satisfaz todas as condigoOes da pro-
posicae 1.4 e portanto, determina uma topologia, Ty €M K, segun
do a qual K & um corpo topoldgico e {ug{O)/g € G! & um sistema
fundamental de vizinhangas para o 0.

Realmente, a condicac i) & satisfeita trivialmente. As condi-
goes ii) e iii) seguem imediatamente do fato de {Ug(O)/g € G}, ser
um conjunto ordenade pela inclusao. Para mostrarmos a condicgao iv)
basta tomarmes U_ tal gue h < min{g/v(x),g/viy), 1, gi. Entao

h
para vuq e VYx,y € K temos que (x-%uh)(y-+uh) C xy + ug. Para

. -~ -1 ~
provarmos a condicaoc v}, tomemos g < v{x) ~, entio para

~d

—_ 2 & — = —_ — =
h = gvix) temog vix+al = max {vix), v{a)} = vi{x} e V(xhﬁaﬂ
= via) V(x)_2 < g . Portanto,para vua e ¥x € K, com g <« U{X}“l’
e e — ] 2 e ; ~1 - -1 ' o -
sxiste h = gvix) tal cque  ix + Lg) Cx T+ U . Agora, se
-1 -1 - -1 ,
g > v{x) ~, tamo g, < v {x) < g , entao uglc ug e ¥ o+ ugl -

C x—l + U_, logce, pelo gque fol feiteo anteriormente, 3h =g, v {x)

com {x + uh)"l cx b4 Ugl e a condigdo vVv) estd verificada. Poxr

tanto, a classe {uq(o)/q & G}, determina uma topologia, T, s em K.
Esta topologia & Hausdorff. De fato, se x € Ug, para todo g & G,
entdac vi{x) < g, para tedo g € G, mas isso equivale a x = 0.

Concluimos portante, gue dada uma valorizagao de Krull em um

corpo K, ela determina sebre K uma topoleogia, segundo a qual

K & um corpo topoldgico.



0 nossg proximo objetive sera determinar quais sd3o 05 corpos
topelogicos que tem sua topologia gerada por uma valorizagao de
Krull., Para isso veremos inicialmente algumas proposicoes necessa

T1lAas.

PROPOSICE0 3.7 ~ Um subconjunto M de um corpo topoldgicoe K &
limitado se e somente se para toda vizinhanga U do O existe

x € K° tal gue xM & 0.

DEMONSTRACAO: Se M & limitado entao para toda vizinhanca U de 0,
existe V, vizinhanca de 0, com VM C U, logo 2 imediato que e-

xiste x € K° com xM C U, basta tomarmos x € V' . Por outrc la

do, seja U uma vizinhanca de 0 e tomemos Vl tal que Vlvl T,
Seja x € K° com =M C v, e V tal que v cC Vi entao

UM = :s;_'1 VoM G ‘J.lvl cu.

PROPOSICAO 3.8 - Se M,, M, sao subconjuntos limitados de um cor
po topoldgico K entao My = My, Mg M, M UM, , My, oM, SAC
limitados. Em particular, todo conjunto finito & limitado. hlém

disso, todo subconjuntc de um ¢onjunto limitade & limitado.

DEMONSTRAGAO: Mostremos inicialmente que M, * M, & limitado. Da
do { uma vizinhanga de 0 entao, existe U' tal que U'+ U' CU.

Como M, & limitado para U' existe V, com V,M, C U' e como
é limitado, existe V, com V,M, CU'., Seja Vv C Vv, OV,, en

M2 ) =



o i + = YM. + nA C I . b i 1 ~ .
tac V(Nl Mz) JM¢ V“z - Vl 1 + V2M2 Ut Ut €U e portan

to M, * M sdao limitados. Vamos mostrar agora que M1M2 & limi

tado. Para issc, como M2 € limitado,dado U, existe W com

WMZ Sou & Como Ml & limitado, dade W, existe V com Vi, -
C W, i C C > , MM & 1i
C Logo, vwle S WM, U e portanto, Miﬂz e 1i
mitado. Para verificarmos que M, UM, & limitado, consideremos

4 wna vizinhanca gualgquer de 0, logo existem Vl e V2 10

i

V.M, C ., © U. Sej C M3 a (O -
“1“1 SU e VM, & L eja V -V, Vo, entao V(Ml M,) Z
CoVM. U CV. M. U 3 C U & Jimi ‘
&, VM2 “ViNl J2M2 i e portanto Ml M2 e limitado

Verifica-se de maneira analoga que My M, & limitado. Para mos
trarmos gue todo conjunto finito & limitade basta mostrarmos que
todo conjunto unitdrio & limitado e lembrarmos gque a unido finita
de limitados € limitado. 0 fatce de um conjunto unitario ser limi-
+tado segue Iimediatamente do item ivz) da proposicac 1.6. Agora, se

ACM e M & limitado entao dado U, existe Vv com VM LU mas

entdao VA C VM C U e portanto A & limitado.

PROPOSICAC 3.3 - Seja U um sistema fundamental de vizinhangas para o 0
que determina uma topologia de Hausdorff eobre o corpu topologico K,entao existe

4 EU tal que (RVU) U (R\U) L =&

Ll

DEMONSTRAGCEO: B claro que para todo V € U, temos,
x\v) U (kvwy Tl ook

Suponhamos por absurdo que para todo V € U, K'ﬁ(K\\nLKK\\n"l,



ou seja, existe z £ K com X, Z (KVyy U {K\\V)Hl , lowo

. 1 - ,
X & (K\VV) e B #{K\ V) ~. Mas, para todo U € U, existe V com

- . -1 o . -
v L i, entao, 1 = X, X, evw C iU e 1 &U, para todo U & U ,
o que e uma contradigac pois estamos com um espaco Hausdorff. Lo-

P |
go existe U €U com (KM U) W (RVUWY & =K,

Queremos encontrar condigoes para gue um corpo topologice te-
nha sua topologia gerada por uma valorizacao de Krull. Faremos is
so encontrando um an=l de valorizacao gue gera essa topelogia, o
que & eguivalente, pelo gue fol visto anteriormente. Iniclaremos a
procura das condigoes verificando que, se um corpo & limitado (e
daremos a definicao abaixo), existe uma estrutura aproximada de

anel (e que chamaremos de guase anel) gue gera a topologia do cor

po.

DEFINICAO 3.10 - Um corpo topoldgico K & fimifado quando possul
um sistema fundamental de vizinhancas do (, gue contém uma vizi —

o

nhan¢a limitada.

PROPOSICAO 3.11 = Seja X um corpo topologico e U um subcon -
junto de K. Entaco as seguintes condicoes sao eguivalentes:
a) U e aberto, limitado e 0 € i ;
b) i{xli/x € K"} & um sistema fundamental de vizinhancas aber
tas do 0.

Nesse caso, dizemos que U gera a topologia.



LEMONSTRACAQ:

a) =>Dh) Temos gue xU com x € X' sao abertos e 0 € xl

pa

ra todo xU, Por outro lado, seja V uma vizinhanca

qualquer do 0, entao existe X € K° tal gue

de wizinbangas abertas do 0.

Ly == a) Peois U=1.U & uwma vizinhanca aberta do 0 e wortanto i

wii ©V assim {xl/x € K'} & um sistema fundamental

&

berto. Pela proposicao 3.7 €& imediatc que U & limita

0.

]

Temos pela proposicac 3.11, gue se X € um corpo towdlogico

-

lim:tado e U a vizinhanca limitada entac {xU/x € K'} € um siste-

ma fundamental de vizinhangas para o 0 para a topolovia de

DEFINICAC 3.12 - Um subconjunto { de am corpo K & chamado

1 - & e 1 estao em Q

multiplicativamente fechado;

5 - % =0 )7

Tt
1
©

4 - Existe z € Q° com z(Q * Q) C Q;

Se alem disso Q satisfaz:

K

um

5 - Para todo xXx €K', x €Q »opu x ~ € 0, entac Q & chama-

do um quase aneld de valerizacano.
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Observemos que se em 4-} tivermos 2z = 1 entaoc § & um anel
de valorizagaoc.

A prixima proposigac nos garante gue a condicac de limitado
faz com que um corpo toepoldgico tenha um quase anel limitado que

gera a sua topolegia.

PROPOSICAO 3.13 - Se K & um corpo topoldgico limitade entao e-

xrste um guase anel limitado ¢ gue gera a topoleogia de K.

DEMONSTRAGAC: Seja U a vizinhanga limitada e Q = Ix € K/xU € U}.
Vamos mostrar gue ¢ € um guase anel, diferente de K, e que &
uma vizinhanga limitada . Portanto pela proposigao 3.11, (Q gera

a topologia de K.
Como I & limitada existe V com VU C U , portanto V CQ e

() pertence ao conjunto das vizinhancgas de 0 . Por cutro lado,

come QU C U para tode uw C {I', uQ C Qi C & 0 uﬂlu e

como u"lu 2 limitado temos @ limitado.
Mostremos agora que @ & um guase anel:
1 -0 e 1 estacem Q ;
2- @ & multiplicativamente fechado pois, QU C U entao
(OO = QMUY Cou C U e Q0 CQ ;
3 - Seja x & K' entao existe V com xV° C Q" .
Seja u € V' N Q" entao x € Q'uml - Q'(Q“)-l ; logo

k' o (oL,



4 - Como @ @ uma vizinhanca de 0 entdo existe V com
v Vv CQ (por iii) prop. 1.3 e iiil) prop. 1.6). Como
G & limitado entso existe z € 0" com 20 cv, entao

z{Q + Q) Cz0 ¢+ z0CV +VCQ. Comoe 9 ¢ 1 estao em
0 temos z(0+1) £ Q e entac 2z € Q. O g X pois X nac

& limitado .

Concluimos entac que a condi¢ao de limitado nos garante a e-
xisténcia de um guase anel que gera a topologia. Como estamos in-
teressados em um anel de valorizagao gue gera a topologia, preci-
samos de condig¢oes mais fortes que a de limitado. Veremos a sequir
que, se¢ um corpo . K & V-topoldgico,ele & limitade e o guase anel
gque gera a topologia de K satisfaz uma condigao aproximada de

quase anel de valorizagao,

PROPOSICAC 3.14 - Teda V-topologia € limitada.

1

DEMONSTRACAC: Pela proposigado 3.9, existe U com (RVIU(KNU) ~ =K~
Como U' # (K\U) entdo U C (KVU) Y e como (RNUYTY @ limi-
tado temos "  limitado. Como U = #° U {0} temos U limitado.,

PROPOSICAQD 3.15 - Seja X um corpo € Q um quase anel gque gera
uma V=topclogia em XK, entdao Q satisfaz:

"Existe ¢ € Q7 tal que para todo x € K° temos, x € Q on



o
1=Y

DEMONSTRACAC: Como Q@ & uma vizinhanga de 0 & K & um corpe

V—tOpolégico entio (K \ Q)_l = limitado, logo, existe V  com

o=l . : 3 =N
YK\ O CQ. Seja ¢ #0 e ¢ &€V NQ entdo temos que ¢ £ Q
“t “ c_l Q. Agora sela x € K e x ¥ Q entao xz € KV Q

~ ~1 - . -1 _ -
e X 1 S{rR N Q) 1 Ce 1'Q e entaoc xX ~ E ¢ 1

e (KVQ)

Q.

Pela proposican acima estamos nos aproximando do no€so objeti
vo que @ o de éncontrar um anel de valorizagao que gera a topolo-
gia, 1sto seréd resclvido se a V-topologia nac possui elementog
nilpotentes. Antes de verificarmos essa afirmagaoc, mostramos a se

guinte proposigac, gue serad usada na prova da afirmacgao.

PROPOSICAO 3.16 -~ Seja 1 uma V-topologia em um corpo K & O o
guase anel que gera essa topologia, entao se x € ¢° nao & um

- B} -1 4 - . .
elemento nilpotente, {x /n € ™ & limitado.

DEMONSTRACAO: Come x € Q° e x nao & nilpotente temos gue exis
te § com {x°/n € M} C K\ U. Realmente, como {yQ/y € K'} & um
sistema fundamental de vizinhancas para o 0, supconhamos gque para
todo vy € K° temos {x/n € W} N yQ # P, entdo existe N com
com xN £ yvQ masg como x € Q temos, xt € y¢ para todo r > N,
o que & um absurdo pois x naoc € nilpotente. Logo existe uma vi-
zinhanca U de 0 com {x"/n € W} € K\ U. Portanto, {x"/n € W} &
limitado fora do zero e pela proposigdo 2.16 temos {x ' /n € IN}

limitado. ‘



TEOREMA 3,17 - Se K & um corpo V-topClogico sem elementos nilpo

tentes # 0, entao a topologia em K & gerada por uma valorizagao

-

de Krull, gque nao & um valor absoluto.

DEMONSTRAGAOQ: Pela proposigac 3.14 temos que a V~topologia & limi

tada e pela proposi¢ac 3.13 existe um guase anel Q, limitadc, gue

gera a topologia. Entac pela proposigac 3.15 existe ¢ € @ tal

gque para tocdo x € X', temos x € ¢ ou x—l = c_l O ou equiva —

-k -1

lentemente (X \ Q) C ¢ T Q. Consideremos entio

én = {x € B/xQ C Qc_1} com n & 1N

0= U o = {x€x/x Colc/nem)

-
fal

Vamos mostrar que ¢ €& um quase anel de valorizacgao limitado. Co

mo O @ multiplicativamente fechado temos gue QQ C Qc_0 = 0 e
portanto ¢ C 6 e como ( & uma vizinhanca do 0 temos gue 6
& uma vizinhanga de ©O .

Como 1 € Q temos que O - ole™/m e m) = U 0 ", Pela

n &N
proposigac 3.16 temos que {c */n€N) & limitado. Como Q & li-
mitado e é C ole™™/n € W}, temos pela proposicac 3.8 que @ &
limitadc. Pela proposicdo 3.1l temos que Q gera a topologia do
corpo K. Vamcs mestrar agora gue o & multiplicativamente fecha

. — —~ -1 —_
do. Para isso, sejam X,y € Q@ entao xQ C Qc e yv0 C Q¢ 5 com
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~-r -5 -{r+g)

®C Qe te = Q¢ e por-

r,s € W. Entao (xy)Q = x{yQ} C xQc

tantc xy € . Vamos mostrar agora que ¢ satisfaz as outras con

digoes de guase-anel, mas antes observemos gue se r < & entao
-r -3 “-x g-y) - s-r, -
Oc C Q¢ 7. Realmente, como dJc = qc( }c S = {(gc jo 8 e
- -1
como g € Q e, por s-r > 0, cono ¢ € Q entido c¢® T & Q temos
-r ! . = ~ - ~
qc C Q0c 7. Agora, e clarogue como Q C @, 0 e 1 estao em (.

Para mostrarmos que existe z € Q com 2z2{(Q : ©Q) E Q0 considere —

mos z tal que 2z{(Q * Q) CQ, entdao se a,b € 0 temos aQl C Qc_r

-5 . - .
e b0 © Qc 7, tomemos r < s, entao pela observagac acima

oot C Do e z{a = blQ = z(aQ * bQ) C z Qe © o+ Qc_s) C

Cozige ° 0 ) = 2(Q + Q) ® C 0c™® e portanto z (G * Q) cQ .

Falta mostrar somente que K™ = é'(é‘)—l. Para isso seja x € K’
entdio existe V com xv' € Q, tomemos u € V' N Q'  entio

w &€ -'u_l - é'(é'J_l e portanto KXK' C '{é')ml. Como & claro gue

FOR!

Ll

K™ 2 6‘(6')“1 temos a igualdade e portanto @ & um guase anel

Na verdade Q e um quase anel de valorizacgao peis: como ¢ € Q

l) - c_lQ e cComo

temos (K\VO) € (RVQ) e (K\ ot C (kv
¢ oo C ¢™to = ¢! entdo ¢'Q CF e O & um quase anel de va
lorizacgao.

Consideremes agora o anel Q%, gerado por 5, ou seja,

o* = {a, z... ta/n >1, a, € 0}

vVamos mostrar que Q* & um anel de valorizacac., Seja a € Q%

entao a pode ser escrito come a = a, * ... * a n (acrescentamos
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(0 se for necessario). Seja z & é tal que z(Q + 0Q) C @, entao

- _l_..

0*gCz g e portanto a €z 'Q (

Q, logo OF < zz"nfn = Eq}é. Co
mo é C O* temos Q* uma vizinhanga de 0 e como 2z € O temos
{z7%/n € W1 limitado. Como Q & limitade e {z “/n € M} & 1i-
mitado, temos Q* limitado e pela proposigae 3.11, Q* gera a to
polegia de XK. Como O C 0* verifica-se de maneira analoga, a gue
foi feito para 0, que ©* & um anel de valorizacac e portanto a
topologia em K & gerada por uma valorizagao de Krull.

E imediato, & partir da propesicac 2.13, que essa valorizacgao

ndo & um valor absoluto.

Para finalizar o paragrafo, vamos verificar a observacao do
paragrafo 2, gue dizia gue para gue um COrpo topoldgico fosse ge-
rado por um valor absoluto era neceggdrio somente gue a topologia
fosse do tipo V e gque possulsse elementos nilpotentes diferentes
do 0. Faremos isso mostrando que se existir elementos nilpotentes
diferentes de 0 entao c conjunto dos elementos nilpotentes e a-
berto e portanto a condigac do conjunto dos elementos nilpotentes
ser aberto nic & necessaria polis, issc vem imediatamente deo fato

de existir elementes nilpotentes diferentes de 0.

PROPOSICAQ 3,18 - Seja 7t uma topologia limitada ¢ t um elemento
nilpotente diferente do 0 . Entao existe uma vizinhancga limitada

do 0, consistindo de elementos nilpotentes.



DEMONSTRACAO: Seja Q o guase anel que gera a topologia 1 e t
um elemento nilpotente de K, diferente de 0. Consideremcs i =
=ty N Q. Como @ & aberto e t # 0 temos tQ aberto e portan-
to t0 Mg e abexto ¢ como 0 € Q temos 0 € (. Logo U & uma vi
zinhanca aberta do 0. Como Q & limitado, x0 som x € K° for-
ma um sistema fundamental de vizinhangas para o 0, cconforme pro-
posicdo 3.11. Como, dado x(Q existe n, com t € xQ, temos
n

£7Q C xQ e portanto {th/n € W} & um sistema fundamental de vi

zinhan¢as para o 0, nessa topologia. Como para todo =G Lemnos

o

£ Cx0 entdo tT0 M Q Cx0 N O C xQ, logo {t%0 Ng/n € W
um sistema fundamental de wvizinhangas para ¢ 0 . Vamos agora mos
trar por indugac sobre n que, {(tg N Ok C th NQ. Para n=1,
isso & verdadeiro. Suponhames valido para n, entao

n

QM oyieg N Q) © (wleg) n

(o " " = (o N o1 Peg N Q) € (k
no= t" ooy no < "1y N 0. Temos tampém que, (to N o) =

= (o N e n ™ < (e noyd®™ C ("o nio €t Nl

Vanos mostrar gque tQ 01 ¢ & a vizinhancga de elementos nilpo-
- n Y
tentes procurada. Realmente, se x € tQ M Q entao X E(thﬁQ)lfg
_n s n
Ct' Q0N ¢ e para tedo s » n temos X € £ Q N ¢, logc para to-

-

do tPQ N Q, existe n tal que x> € tg np para tedo s > n

ou seja, e converge para 0 e X & um elemento nilpotente.

Reuniremos no proximo teorema as conclusces acima:
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TECREMA 3,19 - 8¢ K €& um corpe V-topologico com elementos nilpo
tentes, diferentes de 0, entao a topologia de K & gerada por

um valor absclute.

DEMONSTRAGAO: Como K € um corpo V-topolégico temos pela proposi
gdo 3.14 gque K & um corpo topologico limitade. Entac, pela pro-
posigao 3.18 temos gue existe uma vizinhanga limitada de 0, con-
sistindo de elementos nilpotentes. Pela proposicao 2.23, o conjun
to dos elementos nilpotentes de X & aberto. Portanto, pelé teo-
rema 2.20 temos que a topologia de K & gerada por um valor abso

.
luto. N



(1]

(2]

(4]

[8]
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