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l. 

HJ'l'RODUÇAO 

Sabe-se que, dado um corpo K e um valor absoluto (ou uma '>ra 

lorização de Krull), v, de K em m.+ (ou de K em G U {Oi, on 

de G e um grupo totalmente ordenudo), obtemos UI!la topologia 
'/I 

gerada po:t- ·v. Um sistema fundamental de vizinhanças para um pon-

to x, na topologia Tv' é dado pelos conjuntos da forma 

U (x) =: Iy E K/v (x--y) < f-_}, com c E IR+ (ou r:: E G). Tem-se tam­
E 

bém que K, com a topologia "1:-v, e um corpo topológico. Umu per­

gunta natural é como voltar, ou seja, quais são as concliçôes que 

urna topologta, em t:m corpo topológico, deve satisfazer para que 

ela seja gerada por um valor absoluto (ou uma valorizaçiio de Krull), 

Nesse trabalho, foram estudadas justamente essas condições. 

Paru. isso, no parágrafo 1, foi feito um estudo sobre as propri~_ 

dades da topologia de um corpo topológico. O parágrafo 2, que foJ 

baseado em Faplansky, I., { [6] ), tem como principal resultado o 

teorema 20, onde é provado que todo corpo V-topolÓgico, cujo con-

junto dos elementos nilpotentes é aberto, tem sua topologia gera-

da por um valor absoluto. Como caso particular, no final do pará-

9rafo, conclui-se que todo corpo localmente compacto tem sua t:opo 

logia gerada por um valor absoluto. Historicamente essa foi a pr_.:h 

meira situação estudada. 

O principal resultado do parágrafo 3, teorema 3.17, é devido 

a Kowalsky, H.,J. e Dürbau.~-n, H., ( [7] ), que garante, que todo corpo 
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v-topol~gico, sem elementos nilpotentes, diferentes do zero, tem 

sua topologia gerada por uma valorizaqão C.e Krull, que e um 

valor absoluto. Entretanto, não usa.Inos o original desse artigo e 

sim, uma versao simplificada escrita por Bernhard Heiner:1ann, a 

quem agradecemos a gentileza. de tê-la nos enviado. 



§ l. CORPOS TOPúLOGICOS 

Faremos neste purágrafo um estudo sobre a topologia um 

corpo topolÓgico, que é essencial quando estamos interessados e<: es-­

tudar algum aspecto lopclógico dentro da teoria de va10r:i_z.:::ções. 

Para isso, iniciarerros com a definição de corpo topológico, observa­

remos que a topologia fica perfeitam-ente determinada pelo sistema 

fundament_al de vizinhanças do elerctento neui::r.-o, veremos qu3.is axil_!_ 

mas este sistema funciur<;ental satisL=tz e finalizaremos or<n-á,.rc;::.fo, 

verificando que .se e;n um corpo K, tivermos uma classe de subcon­

juntos satisfazendo o.os axiomas de um sistema fundamental de '/]_ 

zir:hanças do elemento neutro, então esta classe define em K maa 

topologia, segundo a qual, K é um corpo topolO-:Jico. 

DEFINIÇÃO 1.1: Um co1'oo f;opo?ng,:·-·o c um conjunto K com uma cs··-

trutura de corpo e uma topologia, satisfazendo os seguintes axio­

mas: 

a) A aplicação a :K x K 7 K tal que a(x 1 y) ~ x + y, e 

continua, onde a topologia em K x K é a topologia pro­

duto. 



b) h aplicação o K -• K tal que o (xJ . 
- - X, e 20~~1DGa. 

A Qplicaç~o p: K x K ~ K tal que p(x,y) = x·· -o con-

tinua, onde a topologia em K x i< e a topolog.:i_a ~Jrcduto. 

di A aplicação i ]( -+- K tal q'Je i (x) 
-l :::: X - onde I< 

denota o grupo multiplicativo dos elementos n~o nulos de 

K, é cor.tír:ua. 

PodemDs simplificar os axiomas da definição l.l, tor;1.ando -se 

no lu-gar de a) e b) um axioma equivalente, como rnostra a pro:{l'.la 

proposição: 

PROPOSIÇÃO 1.2: Os axiomas a) e b) da definiçiio l.l sao cquivo.-

lentes ao seguinte axioma: 

A aplicaç~o s: K x K + K tal que s(x,y) = x- y, ~ conti-

nua, onde a topolo•Jia considerada em K x K é a topolo;ria prcdulé_l, 

DE:10NST~"\ÇÃO: Para mostrar que a) e b) irnplic;v:1 na contin-u.i.d.J. 

de da aplicação s 1 basta observar que a aplicação s e a CGm-

posta das aplicações (x,y) -+ (x, -y) e (x,y) --.. x ·t y que sao con 

tinuas. Por outro lado, se a aplicação s é continua, temos qm_, a 

aplicação o e continua, como composta das aplicações (::Ontln"--lOS, 

x -+ (o,x) e s, e a aplicação a e continua, como composta das a-

plicações contínuas, (x,y) + (x,·-y) e s .• 

Façamos agora, algumas observações importantes sobre aplicaçCes 

particulares de um corpo topológico. Para isso vamos considerar K 
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um corpo topolóc;ico e a E K, um elemento qualquer de K _ 

OBSERVAÇÕES: 

l) A aplicação x + a + x ' e um homeomorfismo de K sobre I\. 

De fato, a aplic.:"tção X a + x c uma aplicação contim:3 

K em K, pois, fixado a, ela e a composta das aplicações c-unt1nuu.s; 

x ~ (a,x) e (a,x) +a+ x. 

Por outro lado, temos que a inversa da aplicação X __,._ a + X 

e a aplicação x + - a + x, gue ~ continua. Portanto, a aplicaç~o 

X + a + X ê WT\ homeoraorfismo. 

2) A aplicação x + - x e um homeomorfJ.smo de K, cujo qua-

drado é a identidade. 

3) Dado a aplicação 
f 

x + ax e um aut.omorfismo do 

qrupo aditivo de K. 

De fato, a aplicação f e claramente bijetora e f{x-;- y) 

a(x + y) ux + ay f (x) + f (y). Por outro lado, a aplica--

ção f é contínua,pois ela é a composta das aplicações contín-uas 

e (a,x) __,_ ax. 

A inversa da aplicação f é a aplicação 
-1 

X + a X que e 

contínua. Logo, f e um homeomorf:ismo de K sobre K. 

Das observações anteri.ores, temos as seguintes propriedades: 

I. Se A é aberto (resp. fechado) em K, então -A é aberto 

(resp. fechado) e para todo c E K, c + A e aberto 

(resp. fechado), onde -A= {-a/a E A} e c-t-A={c+a/aE A}. 



I I. Q ~ .... 
oA i~\. e aberto, A + B e aberto corno .- de abe-rto:J, reunlao 

onde A + B - {a + b/a E A, b ~ B}. 

IJL Se A e aberto (resp. fechado) em K então - - l 
a.!Jer-' A e 

to (resp. fechado) e para todo c '-~ K , cA e aberto 

(resp. fechado), onde 
-1 -l 

A = ta /a E A e ct -I Of 

e c A {ca/aEA}. 

IV. Se A fC> aberto e O !l B ter1os CJUE A B 

reu;Jiiío dE' abertos, onde A:3 = .f . .:;D /él. ~A, 'o,-_ E·. 

Para que a topologia em um corpo topológico fique completame~ 

te determinada basta conhecermos o conjunto das viz:Lnt:euv.;:as do 

elenento neutro, como veremos a seguir. 

Considerenos !J, o conjunto das vizinhanças do elemE~nto ne;J--

tro, O. Como a aplicação x ~ x + a é um homcconorf L:;mo é leva o 

ÍJ e~LL a, temos que 

U {a+U,Ue:U_,, 
a 

unde U representa o conjunto das vi.zinhanças do elemento a. 
a 

Portanto, daào o conjunto U das vizinhanças de O, temos as 

vizinhanças àe todos os elementos de K, e poLtanto, a to:oologia e:~ 

fica completamente determinada. Isso acontece devido ~relaç~ 

U=a+U. 
a 

Observemos também, que, como a aplicação a ..... ax e um 
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homeonorfismo de K sobre parél a r'- O, e leva O em O, 

temos que au r=., :J!7la vj_zinhança ele O, para todo a;lU e U EU. 

VejaillOS agora, quais são as propriedades satisfeitas por t:.l:J. 

sistema f:J.nda<1lental d~ vizj_nhaní;as do zero, em um corpo topolÕgi~ 

co. 

PROPOSIÇ.Ã.O 1. 3: Se K S lli11 corrJo topológico e se B e um sistema 

fundamental de viz'_n'nunças dt~ O, entdo f3 satisfaz: 

i) ri B => ·:u~ 

.. ) 
ll, 

B E B 

TJB,C E 5, -!D c= 6/D c B ,-1 C; 

iil) 't!B c..:: B, ~C E B/C- C _r= B; 

ivl VB C B, 'rlx,y E 1\, _=!C C .S/(x +C) (y +C) C xy + B; 

v) VB C B, Vx l=: K, 1C E 8/(X"f-C)-l c x-l + B. 

(i j Como 8 é ur:1 sistema fundarnental de vizinnar.-

ças do O, temos que O E I3 para todo B C' 5. Loqo, 

O - ,--, B ou {O}C (iB; 

I3 c 5 B c B 
(i i) Como B e um sistema funda,nental de vizinhanças do O, 

temos por definição que -=J D E B com D c B n C 

(iii) Sabemos que a aplicação s e continua e s (0, O) = O. Lo 

go, dada B E B, existe C' = cl X c2 , vizinhança de (0,0), 

tal que s(C') ::_ B, onde s(C') ={x-y/x E CJeyEC2 }. 

seja c c c
1 

n c2 , então c- c~ c 1 - c 2 c B; 

(i v) Sendo que a aplicação p é continua, dado xy + B uma 

s 



vizinhança de · t c' -- ,·x +c,,' xy , exls e _:__ 

vizinhança de (x,y), tal qw2 P(C 1) c xy + B. 

c c c
1 

:: c
2

, obtemos (x+C) (y+C) ~ {x+C
1

) (y+C) ~ xy + B; 

(v) Pela continuidade da aplicação i, temos que para toda 

-1 -1 
x + B, vizinhança de x existe C 1 = x +c, vizi-

nhança de x , ta 1 que j, (C 1 
) C x -l + B , 

(x+C )-J. c x-l + B. • 

logo, 

Já sabemos q:ue, se 5 é um sistema fundamental de vizinhanças 

de O, então B satisfaz as condições de i) a v). Verifique~os ag~ 

ra que o contrário também é verdadeiro, ou seja, se ter'1os uma 

coleção de subconjLmtos satisfazendo as condições de i) a v) , essa 

coleção determina uma estrutura de corpo topológico para o qual 

é um sistema fundamental de vizinhnnças do O . 

PROPOSIÇÃO 1.4 - Seja K um corpo, B urr'-a coleção de subconjuntos 

B, C, D, ... , de K, não vazia (B ~ 0l, satisfazendo as condições 

de i} a v) da proposição 1.3. Então,B determina uma topologia 

t, em K, segundo a qual, K e um corpo topológico e B é um siste-

ma fundamental de vizinhanças para o O. 

DEMONSTRAÇÃO: 1 - Definição da Topologia. Consideremos os subcon-

juntos A de K que gozam da seguinte propriedade: p~ 

ra todo x E .n., existe B E B tal que x + B C A (*) 

Verifiquemos que o conjunto T, formado pelos conjuntos 

A, acima definidos,é uma topologia: dada uma famí.lia 
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(A_),, c r I onde os u ."4 
').EI '1 

satisfaz a propriedade 
,_,_ ,!,'-· 

I*) ' pois, para todo X E UA temos que X E 
;}. 

gum u E I' mas então X + B c A para algum 
'" 

to, 

X + 

X + B C U 

B 
1 

C A 

" 

u E I 

e 

A . Por outro lado, dados 
CL 

- x + {B.l n B
2

) CAl n A
2

. Como por ii) 

q'..le B' c Bl n B2' temos + B' ~ 

Al n A c X ' 
L 

A para al~ 
0. 

.J e portan 

E T 

' ' 

tal que 

tal 

e portan-to 

Al 
,. 

Ao E T 

Portanto.~ e wna t.opologia on-. ' 
L 

de os A definidos através de 
T 

( *) sc-.o os cJ.bertos. Observe 

mos que,se A é um aberto em c, entao x +A tambér;1 

o e para todo x E: K. 

2 - VerifirTUemos agora que S é um sistema fundamental de 

vizinhanças do zero, na topologia T. 

Na topologia T, temos que o conjunto U de todas as 

vizinhanças do O é .formado pelos subconjun·tos V de K, 

para os quais existe B r::: B com B c v, ou seja, 

U - {V C K/ .:1 B E 8 com BCV}. 

Como o pertence a B para todo B E B e para toda vi 

zinhança V de O r existe B E B tal que BC V, temos 

que B é um sistema fundamental de vizinhanças para o O 

na ·topologia L. 

3 - Mostremos agora que K, junto com a topologia L, e wn 

corpo topológico. 

7 



Verifiquemos inicialmente, que a aplicação s ~contínua. 

Para isso, seja. {x ,v ) E K " K 8 (x - y l + v, uma. vi-

zinhança 

e (x-y I 
o o 

3 C Cé B 

de 

+ B 

com 

= (x -" I + 
o 'o 

o -o o o 

X -
o Yo· Então, existe B E B con: B 

C (x -y) + Vo Para esse B, por 
o o 

C- C.:= B, logo (.x
0

+C) 

(C- C) C (x -v ) - o -o + B C (x 
o 

(y - C) ;;;; 
o 

.. ' _y 0 I + v 

temos a continuidade de s. 

c v 

iií) 

e ob 

Vejamos agora, que a aplicação p é contínua. De fa.to, 

x y +V, uma vizinhança 
o o 

Logo existe B E 1J cem B C V e 

de 

c + v para D por j_ V) 1 c>:i ste C E B 

com (x
0 

+C) (y
0 

+C) ~ x
0

y
0 

+ B. Temos agora., 

{x+C)(y+C)Cxy +BC:xy +V e p econtlnua. 
o o - o- o o o 

Para vermos a continuidade de i, tomemos E K 

-1 
X 

o 
+v, uma vizinhança de 

-l 
X 

o 
• Como V F: U,:JB E E com 

B c .. V e por v) existe C E B tal que (X +C)-] ' 
o 

+ B. Como (x +C) -l c 
o 

a continuidade de i. 

Portanto, K, com a topologia 

-1 
X 

o 
+ B C 

-1 
X 

o 
obtemos 

c wn corpo topológico ·ra 

OBSERVAÇÃO: Seja U o conjunto das vizinhanças de O, então, pela 

observação 1-), o conjunto das vizinhanças de x, para todo x E K, 

e o conjunto x + U = {x + V/V EU}. Por outro lado, pela observ~ 

çao 3-) temos que se U E U , então xu EU para todo x E K 

Sendo que, no próximo parágrafo, trabalharemos com corpos to 

pológicos cuja topologia é Hausdorff, daremos a seguir uma condi-

8 
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çao necessária e suficiente para que isso ocorra. 

Y-'i.DFQSIÇ..iVJ 1.:=: -fé:!Xa que a tq::nlcxjia em l..mJ coq:o tqxJ1éqico K seja í!auscl.orff, 

é nect.~ssãrio e suficiente que para alglL'Tl B ' . " SlSt..-ema fundamental 

de T~ zinhanças do zero, temos n B == {o; .. 
B EB 

DLJY!ONSTRAÇÃO: Mostremos inicialmente que s2 n B -·- {O l, então a 
BC5 

topolog-ia é Hausdorff. 

Para isso, consideremos inicialmente x ~ O, x E K, então 

existe B E B com x )l B e, por iiJ_), temos que existe C E B 

tal que C - C C B. Logo C n (x +C) = 0, pois caso contrárj_o, e-

xis te y E C e y C x +C, logo y = x + b para algum b E C e 

x==x+b-bEC-CCB mas como x ~ B, temos uma contradição. 

Agora, dados x,y E K, x -1- y, temos x- y I O e existe C E l:J 

com cn[(x-y/+C]=)ã everifica-seguc x+cny+C=:0. 

Portanto a topologia e Hausdorff. 

~)ar outro lado, suponhamos que exista x f O tal que x pe!:_ 

t.e:1ça a B para todo B E B . Então, como toda vizinhança de x e 

da forma X+ V,, para alguma vizinhança V de 0 r temos que 1 pa.ra. X 

e O 
~· 

na.o existem vizinhanças disjuntc,s e portanto temos uma con-

tradição.
11 

Quando for conveniente podemos substituir os axiomas iii ), 

.i v) e v) por outros que lhes são equivalentes, como mostra a se-

guinte proposição. 



PROPOSIÇÃO 1.6 - Os axiomas iii) i v) e v) da prcuosiçãc 1.3, po-' 

c_ler;c ser ::cu])sU tuídos pelos seguintes axiomas: 

(' .. \ VB E B' i C E B I c + c c B; \1J.ll ,< -

(iii2) VB E B, i c E B I - c c B· 
' 

(iv
1

) VR E B' lC E B I CC c B· ' 

(l v,.,) VB - B' Vx E K jC E B I XC c B· c 
' " -

(vl) VB E B' lC E B I I l +C) -l c l + B. 

DEMONSTRAÇÃO: (iii) ::::::> (iii
2

) pois, como para todo BE5, Jc:::=s corn 

C C C B e -c C C - c, pois O é c, temos - C C B. 

(iii) =» (iii
1

) pois, como para todo B r=: B, ::ICE B 

com c - c c B e para todo c E B ' pela demonstração a -

cima, J c
1 

E B com - cl c C, se tomarif\OS c2 c c r• C, 
- ~l 

para esse e se 

(i v)::=;;. (iv
1

) pois, corno temos que, para todo BEB, 

e para quaisquer x,y E K, 3CEB com (x+C) (y+C) ~xy+B, 

para x ~ y = O, obtemos CC C B. 

(iv) =:-- (iv
2
). Sabemos que para todo B E B, e pa­

ra quaisquer x,y E K, 3C E B satisfazendo, (x+C) (y+C) C 

C xy + B, tomando-se y = O obtemos lx +C) (O+ C) C 

10 



C O + B ou (x + C)C C B, Como x C C (x+C)C resulta 

f in a .lmen te XC C~ B. 

c:: K e B E B. 

'I' ornemos tais que 

C Bl e 

Bl' B2 I B3 E B 

BJ C B n B..., - J. L 
obtemos B3 + B3 + B3 ~Bz+B2 + 

Sejam c
1

, c 2 , c 3 E B, tais que xC C B 
l - 3' vC C B " 2 - 3 

c 

Sejam 

entao 

D C E B 
l' 

xc + v c 

então X'' r xC C B 
'--3-= 1-- j 

e c 

tais que, e 

+ CC L + + 

+ BJ + B C B e 3 -
xy ·r xc + yC + CC C xy + B 

ou seja (x+C) (y+C) ~ XV + B. 

(v) ==:, (v1l. Basta aplica.r (v) par<:l x "" 1 . 

e(v
1
J=>(v). Sejam • ::c E K , C, B C B 

2 ' 
tais 

C 1 + B e 
l 

-1 
X B

1 
C B, que para 

osq1hlisobterrosx-1 (l+x- 1c)-l c x-l(l+xB) = (x-l+B) c 

assim (x+C)-l C x-l + B . 
• 

l 1 



§ 2. VALOR ABSOLUTO E V-TOPOLOGIA 

Neste parágrafo, começamos definindo o que E::: um valor absolu 

I 1 l to de um corpo, damos alguns exemplos, alçrtJ.mas propriedades 

class.ificamos os valores absolutos, para em seguida passar ao es-

tudo da topologia gerada por eles. 

Introduzimos os conceitos de V-topologia e elementos nilpo-

tentes, para mostrar que, se a topologia de um corpo e uma V-top~ 

logia e o conjunto dos elementos nilpotentes é aberto, esta topo-

logia e gerada por um valor absoluto. A seguir, mostramos que a 

topologia de um corpo localmente compacto satisfaz essas condi. 

çoes e apresentamos uma classificação desses corpos. 

No decorrer do parágrafo denota. remos por lR +' o conjun-to dos 

numeras reais não negativos. 

(1) Alguns autores usam, em lugar de valor absoluto, o termo valo 

rização. 



DEFINIÇÃO 2.1 - Seja K urr. corpo. Dizemos que uma aplicação .; 

def:in:i.da no corpo K e tomando valores em JR+' é um vafoJr ab-~o--

. .C u.t o de K, 

,;(x)=O se, e somente se, X ·"' Ü; 

b) ..; (xy) - .p (x).,c (y}, par·a todos x,y E K; 

c) . t: (x +y) ~(x) + ~(y), para todos x,y E K . 

Vejamos :J.qora, alguns exemplos de valores absolutos; 

19) , o valoh abActuto u~ual nos reais, ou seja 

uma apl:i.cação dos reais em JE\, definida da seguinte forma: 

I x' X se X > o 

e 

:x! = -x se X < o 

A aplicação assim definida, é claramente WTI valo-r abso 

lu·to dos reais, no sentido da definição 2.1. 

Na ve:t:düde, o nome valo:r absoluto, deve·-se ao fato dessas a-

plicações satisfazerem as mesmas propr1edades básicas do valor ab 

solu-t:.o usual. 

29) Seja p lli"n número inteiro p::imo fixo. Se x e. um nuinero J::a 

cionalt diferente de zerar podemos escrever x na forma: 



a 
b 

Definimos agora 

do valores em IR 
+ 

! o () 
'p 

E· 

:.x: 
p 

- e 

, onde 

1 a aplicação def.inida em : p' 

da seguinte for:rrta: 

-,). 

se x ;" O 1 onde e rep:r·esenta a base 

do logaritmo neperiano, 

Pode-se verificar facilmente, que 
'p 

assim definid.::t é un 

valor absoluto de Esse valor absolut.o é conhecido corno o ua.-

como sendo a aplicação 'f t definida em 
o 

res em 

e 

lR + da seguinte f.orrna: 

;(0)~-.o 
o 

para todo x E K 

K e t.omando valo-

e X/- 0. 
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A aplicação ~~, , assim definida é clarament(Cõ um V31or ~'lb:3olu 
o 

to de K, pa:ra qualquer corpo K, por-tanto, todc> co:r.·po possui pe-

lo menos tun valor absoluto. 

l1 parti.-r dos axiomas a) b) e c) da rlC>--f'J' nl· ç~o 
...._~ ~ ··" '<:c qne 

c.odo valor absoluto f, de. um corpo K, satisfdz .as seguinte::; pro 

priedades: 

1 - ~<: (x) = 1, para tod.;J. raíz da unidade x r- K, em r,;art.icu 

la.rtemos .p(l.)=..o(-1)=1. 

2 - Par2. todos x,y E K temos, -.p (x-y) _:::_LJ (x) +.f(·]) 

3 - Para todos x,y E K, com y I O, temos, 

'(xy-l) = < (x) I f (v) 1-1
. 

4 - Pa:r:a todos x,y E K te:r.-tos, :.,a (x) - >~' (y) 1 < ..: (x-y) 

onde representa o valor absoluto t:sual. 

Daremos agora. LUT1a elas sificação dos valores absoluto:~. Dize-

mos que urn valor asbolut.o f é a.Jr.qtúmc_d-Í,O.HO se para algum rr. C: :N , 

tef'los .p (m.l) > 1, onde m.l signiftca m vezes a unidade 1 do 

corpo K .. Caso isso não ocorra, ou seja, se para todo m t::= .N, -te-

mos que "(m.l) l, dizemos que o valor absoluto V' é 

cL{aHO. 

Observemos que nos exemplos dados anteriormente, o 19 e ar-

qu.imediano e o 29 e 39 são não arquirnedianos. 
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Vamos, na próxima proposição, ver algumas caracter i zaçOe:::.; de? 

valo:r· absoluto não arquimediano 1 que sao as vezes mais convenien·~ 

tcs de .sererr: usados. 

PROPOSIÇÃO 2. 2 - Consideremos 'f uma aplicaçào definida no co:rpo I\ 

e tornando valores em JR+' satisfazendo os axiomas a), b) e c) 1 àa 

definição 2.2. Então,as seguintes condiçÕes são equ.ivalentes: 

i) A aplicação •P e um valor absoluto na o a.rq1ümedi2tno; 

ii) Para todo x E K, se ~ (x) 1, então ~· (x+l) ' ' ' ' 

iiU Para todos x,y E K, if/ (x;·y) < max { <P (x) 1 ..; (y)}; 

i v) Para todo nLu-nero real, o > O, 
D 

<: é um valor absoluto de 

K, onde '{! ,·_; (X) (·f (x}) r-·, para todü 

A demonstração da proposição 2. 2 pode l:>er encon t.r·ada em ( [ 4 j, 

(l.l4)). 

Vejamos a segu.ir, que todo valor ;;.bsoluto em um corpo, defi·-

nc sobre ele uma topologia, que é Hausêorff. 

Para isso, seja K um corpo, f l.lffi valor absoluto de ~;:: e. 

consideremos a aplicação: 

d 
'-?' 

K X K 

d, (x,y) - '(x-y) 

, definida por 

para todos x 8 y E K 



t.o, define em 

d , ass.im definida, e uma métrica em 

" 
K uma topologia, 

R . Por·tan 

Um sis-

terna fundamental de vizinhanças abertas para cado. ponto x C K e 

dado pelo conjunto: 

'3 (x) = {y E K/'f(y-x) <c} 
c 1 com [ > O 

T8mando-se x =, O Jcemos para um sistema fundr:nnental de v:~zi 

nnanças abertas para o O o conjunto: 

5 i o} 
c 

·- {y E~ K/<f!{y) com f; > O . 

'j;;-1 corpo K, com uma topologia dada por um \ralar absqlutc e 

u;.11 cor·ro topolÓgico 1 como mostra a próxima propo-3.i<~ão: 

PROPOSIÇÃO 2.3- Seja l\ U."U corpo e •P um valor ab~:::>oluto ·:;rn K. 

Então K, com a topologia gerada por :p, é um ccrpo topolÓgico. 

DEMONSTRAÇÃO: Lembremos inicialmente que como E e um espdçü me-

trico, então K x K também o é com a métrica definida por: 

d(p,q) = mãx{d~ (x,x
0

) d~P(y,yo)}, onde 

p (x,y)EKxX e 

Para pr:·cvar·mos que a aplicação subtração, s, definida em J< x I\ e 

tomando valores em K, é continua, basta observarmos que: 

_[_ / 



(x -v ) ) < ~ (x-x ) + '(v-y \ 
o ""o .::; ""' "" e' ' 

A con-Unu.idade da aplicação produto, p, definida em K x F. e to-

mando valorc--':s em K, segue de: 

-.::(xy-x \-') < ~(x-x )-o;:{y-v) + <P{x-x )f{Y \ + .~(y-v '::.é·{x I· · o·· o · o · .. o o· o' "o o 

Parô vermos que a aplica.ção inversa, i 1 definida era K · c:: t.urn2nco 

valor ::os em K · , e continua, bast.a observarmos que: 

'-P (x- x ) c,. l/2 m.in{cp (x ) 1 o 
2 d ;p {x ) J } e então 

o 
- -1 -l 

<P (X -X ) 
o " . 

Agora, dado um valor absoluto em um corpo K, temos um.:\ top~ 

se9undo o qual K é um corpo topológico e pudE"clTcGS 

portando definir conceitos topológicos, Definiremos aqui os con-

ceitos de: sequêncj_a convergente 1 sequência de Cauchy e cor pu r::cjJ(, 

pleto, para podemos enunciar u.rn resultado importante {tson:?lra .2.8, 

a seguir), devido a o~~trowski, que nos garant:e que os úni.cos ·1.ra.lo 

res absolutos arqui.medianos, à menos de equhralência r sá:o essenci 

almente o valor absoluto usual dos complexos e suas restrições <J.Os 

subcorpos dos çomDlexos. 
' 

Como temos que, umd topologia gerada por um valo:c ab:-:>oluto é 

discreta se, e somente ser o valor absoluto é trivial, de agora em 

diant.e consideraremos somente os valores aboolutos não t.ri.\rüu.s. 

DEFINIÇÃO 2.4 -Uma sequência (xi) i E :IN de elementos eô tml corpo 

1 ;:. 
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topo1ógico, K, é chamada cr,l'!ve~tgentc para. x, se ela converge pa-· 

~a x com respeito a topologia do cm:po K, ou seja, se p3.ra to·--

a a vizinhança aberta v de X existe um lndicfo n E JN tal que 
o 

para n > n tem-se que X E_ v. Em par·t.i .. cular, dizemos que a s"o '" o n 

quência (xi)~ r.=_JN e .p-c.onve~·~.ge.nte. para x, se ele, convcrtJe fXtt'Ll X 

x.i.ste ur:; inàice n E JN 
o 

t.a.l que para n > n 
o 

t.em-sc X EB,..(x). 
n C-

2E.F naçÃO 2 .. 5 - Uma sequência (x
1

) i E lli ele elementos f:;Jn um espaço 

métrico K, é chamada uma ,H_qu.ênc.ia de Cctu.chy se, para t.odo 

exist.e n E ll:iJ 
() 

tal que cl(x ,x) 
n m 

pora t:odos 

p3.rticular, se K e um corpo, 'f um valor absolut_o sobre 

Em 

e 

uma sequência de elementos em K, dj_zemos que (x,),CCJN, 
l 1. 

e uma sequência .; -Cauchy, se ela é u:rna sequência de Cauchy com 

respeito a d., isto e, se para todo 
'c 

(x 
n 

-X ' m' < c 1 para todos m,n > 

,- > O, ex.iste 

n 
o 

n E lN 
o 

tal 

DEFINIÇÃO 2.6- llm corpo Kr com um valor absoluto .;,é chamado<:-

c.ompi e-to se toda sequência 'f -Cauchy em K é ..; -convergente . 

. Antes de enunciar o teorema, devido a Ostrowski, damos U..'":la 

definição do que .::;ão chamados valores absolutos equivalentes, que 

é necessária na compreensão do Teorema. 

DEFINIÇÃO 2. 7 - Dois valores absolutos <P e ;p , em um corpo K 

são ditos equivalentes se '.P = l/JP, para algum número real p > O. 

1.9 



-i'EOH.E.f\lA 2. 8 ~ ( OSTROWSKI) ; 'rodo corpo ..p -completo K, onde ·.; E:· 

um valor i~tbsolut.o arquirnediano é isomorfo aos reais com o 

absoluto I ;~ 

lR 
ou aos Complexos com o valor absoluto 

valor 

' IJ 
l(f para 

algum ~' > O. ~onde representa o valor absoluto usu0l nos 

reais c ia: o valor absoluto usual nos complexos). 

LO 

OBSERVAÇÃO: O isomo.rfj_smo aqui si.::_mifica que existe 1 . .:rrna é.tplica(;õrJ \ :Y, _ _,__ JP. 

p ' 
Cm ;_:X-- IT) onde o ,\ ~ 

I' (ou i" o À = 'f ) \ e um horno-'JR , IT ' 

morfismo bijetor de K em lR (ou de K em <r) e as aplicações 

,\ e sua inversa -1 - ... sao cont1.nuas; onde as ·topologias considera. 

das são as geradas peJos valores absolutos. 

A demons·tração do 'reorema 2. 8 pode ser encontrada em ( [4] 

( 2. 10)) • 

Estamos agora inte:t·essados Gm encontrar quais sao os corpos 

topolÓgi.cos cuja topologia é gerada por um valor absolut.o, Veremos 

que uma condição essencial para que isso ocorra, e que o corpo S§. 

ja V-topolÓqj_co. Essa condição é satisfeita po.r: todos os corpos 

topológicos 9erados por um valor absoluto i como veremos a segt.~ir. 

Para isso, introduziremos as noções de conjunto limitado e corpo 

\.'-t.opolÓqico. 

DEFINIÇÃO 2.9 - Dizemos que um conjunto A em um corpo topológi-

co é 2..-lm-i_:tado se, para toda vizinhança U do elemento neutro, O 1 

exi.st.e uma vizinhança W, de O, tal que AW C U • 



DEFINIÇÃO 2.1 O - Um corpo topológico 1 nao discreto e Hausdorff 
1 

e 

chamado V-topolÔgic.o se, para toda vizinhança V, de O, o con­

junto (K \ V) -l é limitado. 

PROPOSIÇÃ.O 2.11 - •rodo corpo topológico, cmde a topologia foi ge-

rada por um valor absoluto, é um corpo V-topológico. 

DEMONSTRAÇÃO: Usaremos para a prova, vizinhançéls pertencentes ao 

sistema fundamental de vizinhanças de O, pois, depois disso é ime 

diata a prova para vizinhanças quaisquer do O . 

Seja V= BE(O} = {y E K_/.p(y) < EJ e scjiJ. 

U = B
0

(o) = {z E K_/.p(z) < 6}. Então, existe uma vizinhança 

W = BEÓ (O) ={a E K/<P (a) <só} tal que {K\ Vl-lW li. De 

fato, se bE(K\V)-l então 
-l -1 

'{J (b ) =o <P (b) .. e então 

-1 
.;; (b) < ~- • Logo, dado b E (K \ V) - 1 e a E W, temos que 

6 e portanto ba E U. • 

Além da propriedade V, veremos que toda topologia gerada por 

um valor absoluto possui o que chamamos de elementos nilpotentes, 

e mais tarde mostraremos que essa é outra propri.edade necessária 

para que. um corpo topológico seja gerado por urn. valor absoluto. 

Por isso 1 passamos agora a definir o que entendemos por ele-

mentos nilpotentes, inversamente nilpotentes e neutros. 

DEFINIÇÃO 2.12 -Um elemento a, em um corpo topolÓgico,é chamado 

2] 
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nitputente se a sequ~ncia converge para zero, -LftUC/t.l,Wrir~n 

;te_ »Ltpct(:i._nte_ se a sequência converge para zero, e rtc.u 

tno se não é nem nilpotente, nem inversamente nilpotente. 

PROPOSIÇÃO 2.13 - Se K é um corpo topolÓgico onde a topologia 

é dada por um valor absoluto nao trivial, <f! , então I<: possui ele 

mentos nilpotentes, diferentes do zero. 

DEMONSTAAÇÃO: Se x E K" e cp (x) < l, então x e u..m elemento nil 

potente. De fato, como ~ (x) E lR + e o< ..;(:x:) < l, então 

converge para zero, na topologia usual dos reais 

:mas então, como 

converge para zero 1 e isso,pela definição de conver-

gência, e equivalente a dizer que e .;-convergente p~ 

!:·a zero. • 

Já sabemos que se a topologia em K é dada por um valor abso 

luto então ela e do tipo V e K possui elementos nilpotentes , 

-1 O. Além disso, veremos agora que o conjunto M dos elementos 

nilpotentes é aberto e limitado. Veremos também que o produto de 

urn elemento nilpotente, por um elemento nilpotente ou neutro, e 

ainda nilpotente. Quando terminarmos isso, estaremos prontos paru 

demonstrar quais corpos topológicos são gerados por valores abso-

lutos pois, para que isso ocorra será necessário que o corpo top~ 

lÓgico satisfaça as cinco condições acima. 



t-'lostremos em primeiro lugar que se a topol_ogia em .K 1 for ge-

rada por urr, valor absoluto, então o conjunto dos elementos nilpo-

tentes é abert.o e limttado. 

PROPOSIÇÃO 2,14 - Seja K um corpo e :.: urn valor absoluto f~:m. Y. 

Ent.S:o o conjunto dos elementos nilpotentes de a 

topoJogia dada por <P 1 é aberto e lirnitadv. 

DE~10NSTRAÇÃO: Seja M o conjunto dos eJ.e:nentos rd.lpotentes d'2 K. 

Então I1"" B
1

(0), pois se x c M então d. sequência 
n 

lx) ~.lN n c: .il 

converge para O ,. ou seja,. para toda B (0), existe 
F 

n E JN tal 
o 

que para n > n 
o 

·temos, x 11 
E B s (O) ~ Logo para B, {O) e.xist'2 N fé::N 

L 

tal que pa.r·a r~ > N, temos xn E B
1 

\0) ou seja \") (xn) 1 ' ffid.S 

c I n. X ! ·-· (~· (x) )n < l e então ' (x) < l' .logo X 
~ 

B1 I O I . . Por ou-

tro li.ldo 1 se X E Bl I o) temos que o . :.p I X I ·- l' logo 

[ (;-(x))n]n'EJN converge para zero c corno . - I 'n I n, 
t,~ \X. 1 = ,.~ X ) ternos 

I I n I ·; x ) . converge pa:r:-a 
· nE:IN 

que (xn) n E IN :;;-converge puru zero e x E H. Logc, como JVl e um e··­

lemento do sistem.a fundamental de vizinhanças o.bertas de O, M "":! 

aberto. 

Para mostrarmos que M é limitado, seja I.J ::: B (O) uma vizi--
s 

nhança aberta do si.stema fundamental de vizinhanças de 0, então 

existe V= BE(O) tal que MV E (( püi!:, se X E MV então 

x = z_y com z EM e y E V1 mas então <P{x) = <P{z)cp;:yi 

< lc = r: , logo x E LI e !11 e limitado. 
• 
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t~::J, ·J pr.oduto de um e~em~:nto nllpot.ente por 'JJT\ r:ilpotc;:tc cu neu~ 

!?R:')PIJS:ÇÃO 2.15 

,.0lor ,'!bsoJ.u-r:o 

ijE;.tONST>:./I.ÇÃO: S8ja 

n, s entrJ.o 

mente n ~ l_po-ten te e por tant.o 

~ (X:) l 

a E-: Y 

' ' ,-.1; : a e; (- ':·. '' 

x nao e nem nil_p~:)'.:.eiJL2 F-· _,-. 

x E A. Por outro lado, ~o X 

:1 -'-

n, 
\X } r, r= ?J 

~.t-converge para O, o ~1u.e e Lll'l c~Dsu.rdu :)ois 

_, 

,..._:,, 

. \ 
Ü, Se <?' (X) > 1 então 'f (x) ~ < 1 e ana.logan1.snte teremos 

, -n) 
IX n E 1N .; -converge para O, o ·~1ue e u;n .;J.bsurdo. 

.; (x) -- l. 

Agora se a E M e se b E M ou b E A~ então oç (a) < 1 

e t (b) < 1 ou .p (b) = 1, logo 'f' (ba) = .p(bl c; (a) < l e portanto 

ba EM '·. 



Vejamos alguns casos part.iculares do conjunto A, dos elemen-

tos neutros: 

a) Se K = IR 1::'. .,.!) = i , o valor absoluto usual dos re-

ais, então, A 

b) Se K -- ([ e \;'! ~ ' valor absoluto usual dos ! a:' o com-

plexos, então, {x I 
2 2 l j • A - + yi. X + y -

OBSERVAÇÕES: l-Seja [( um corpo, <P urn valor absoluto em K c A 

o conjunto dos elementos neutros em K, entilo K/A é j_somorfo a 

u..rn subgrupo de JR. 1 pois, pelo teorema do isomorfismo, como '+~ c 
T 

um homomorfismo e ,7J.... = Ker " ' 
so particular em que .K "" :m_ 

temos 

e <t = 

K/A ~ • (Kl ,- Para o ca-

I, o valor absoluto usual 

dos reais b2:mos A -f+ l,- l} e R/A c:c_ lR +. No caso em que 

e '-P = i I 
'a: 

'" ' 
A'' ·;"+L ""' ,x + Yl X y = 

o valor ab5olut,o usual dos complexos 1 t.emos 

l) e 

2 -Como ver:~::;wos no próximo parágrafo, na lin9uagem dos 

anéis de valorização, se .p é um valor absolui:o não-arquimediano de 

K, então o conjunto dos elementos nilpotentes ou neutros é o anel 

de valorização de r.p, o conjunto M e o Ünico ideal maximal des-

se anel e o conjunto dos elementos neutros e o grupo multip.licatj._ 

vo das unidades do anel de valorização. 

Como observamos anteriormente, para que um corpo topológico .5§: 

ja gerado por um valor absoluto, ele deverá satisfazer cinco con-
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CLiçOcs, i•\:as, na verdade, s;~o necessá.ri.as SO\T\t3Dte três: 

V-tupológi.co, que tenha elementos nilpotentes, I O, e que o con-

junto dos elementos nilpotentes seja aberto, pois, as outras con-

diçôes são obtidas à. partir dessas. 

l~nt.es d..:c mostrumos que realmente podemos reduz.-Lr as conctiç·ões, 

oaremos uma d(~fi.nição equivalente de corpos V-topológicos, que f o_ 

cilit~r5 as demonstraç6es desses resultados. Para isso, def~nire-

rr:os tJrir:lciramer.te, o que entendemos por um conjuntv linüt-_:J_clo ford 

do ze:r:·o. 

DEFINlÇÂO 2.16 -· Seja K um corpo topolÓgico, dizemos qu<:> um Sllb 

conjunto B de K e Lün.Ltado 6Dita do Z(UlC, ss existe 1."JJ'71a <;izi 

nnar~Ç'2 . !" . t d B B n \I ' ó .• oo zero, que e c .1.s]un a e , ou seJa, :u 

\'eremos c:gcra., a d_f:'finiçã.o equivalente c:e V-topoioc;:ia, 

PP.OPOSH,;3,o .2, 17 - K e wn corpo V-topolÓgico se e soment.e se pa.ra 

cada su:Uconjunto B de K, l.imitado for·a do zero, o conjunto B-l 

f_ limitad:o. 

DEHONS'I'R.i\.ÇÃO: Consideremos K um corpo V-topolÓg:\.co e seja BC K 

tUD subconjunto de K, limitado fora do zero, lü'-JO pela definiçc~o 

2.16, existe V 1 vizinhança de O, com B n V 0. Par~ essa vizi-

nhança v teffiQS 1 por hipÕt.ese que y (K\V)-l e limitador ou seJa, 

para t.oda vizinhança U de O, existe uma vizinhança li-i de O 1 com 



W(E\V)-l CU. Como B-1 
C (K\V)- 1 , pois B-l íiV-l = fj 

1 
ternos: 

t·!B-l C W (K \V) -l C: U ou seja, ·,<JB-l C U e portanto B-l é 

limitado. 

Seja U, urna vizinhança qualquer do O, temos então que: 

(K \ U) n U = 0, portanto K \ U é limitado fora do zero e, pela 

hipótese, (K \ U)-l e llmitado.
11 

Vejamos agora que, se o conjunto M dos elementos nilpot.en 

tes, em urn corpo V-topológico, é aberto, então 1'1 é limitado e 

port.anto essa é uma das condições que será considerada irnplicita-

men·te. 

PROPOSIÇÃO 2.18 ·- Se o conjunto M, dos elementos nilpotentes, de 

um corpo V-topolÓ(jico, é aberto., então M é limitado. 

DEMONSTRAÇÃO: Se M é aberto, ternos que, como o O e um elemento 

-l -l 
nilpotente e M n M = 0, M é limitado fora do zero e porta~ 

to, pela proposição 2.17, M é limita.do.
111 

Outra condição que será considerada implicitamente, pois pode 

ser obti.da das outras é a que afirma que o produto de um elemento 

nilpotente po:r· um neutro ou nilpoten·te e ainda nilpo·tente. Como 

vemos na seguinte proposição. 

PROPOSIÇÃO 2.19 - Se K e l~ corpo V-topológico com o conjunto 

M, dos elementos n:Llpoten-tesf aberto e se a é um elemento nilp.9_ 

27 
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"tent.e, b ur':1 elemento nilpotente ou neutro então ba (on-i.lpo-

tente. 

DEHONS'I'Rl\ÇÃO: Seja b um elemento nilpoten-te ou neutro. Temos en 

tão que '-1 
D é inversamente nilpotente ou neutro, logo 8 o conJu~ 

é disjunto de M, ou seja C 'I ~I IZI. Por-

tanto, C é limitado fora do zero e c-l = {bn/n E Jt<r} é limita-

do. Se a é um elemen-to nilpotente, temos que n 
(a ) c lN nc con-

verge para ze:ro e portanto ( (ba)n)n E lli 

··l r,1 zero. De fato, como C é limJ.tado, dado U, vizinhan(;;a do 

o' existe v, 

converge 

n > n 
o 

r:;eja, 

te.
11 

para 

vizinhança do o ' com c 

zero, para v, existe um 

an E V, então para 

-l v '-

n > 
o 

n > n o 

li e como I n. 
a 1n E nJ 

o ' t.al que para todo 

temos 

converge para zero, mas então ba e nilpote~ 

Estamos agora ern condiçõc:.s de carac·terizar qua:i.s os corpos t~ 

polÕgicos que são gerados por lliH valor absolu-to. Veremos no próx~_ 

mo teorema que se um corpo topológico é uma V-topologia, possui 

elementos nilpotentes e o conjunto dos elementos nl.lpotentes e a-

bertor então ele certamente é gerado por um valor absoluto. No 

prôxlmo parágrafo, verificaremos que a última condição não é ne·-· 

cessãria, ou seja, para que um corpo topológico seja gerado por 

um valor absoluto, sera necessário somente que seja uma V-topolo-

gü1 que possua elemento nilpotente# diferente do O 
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TEOREMP_ 2.20 ·- Se em um corpo V-topolÓgico K, o conjun·to M, dos 

elementos nilpotçnt.es de K, é aberto, então a topoloqia de K e 

qerada por um valor absoluto. 

DEHONS'I'Rf\ÇÃO: Observemos inicialmente que: 

i) O conjunto A, dos elementos neutros, -e fechado para in-

versos, pois se a. E A, suponhamos que a -l :;l A ent.ão ou 

-l - .l t t a e nl po-en e e converge para zero, o que 

impLica que {a-r') n E JN converge para zero e então a e in 

versamente nilpotente, o que f:: wna contradição, ou 
-l 

a e 

inversamente nilpotente, e então a. e nilpotente que e 

uma contrad.tção. Logo 
-l 

a E A sempre que a E A. 

ii) O conjunto A e fechado par?~ multiplicação, pois se 

a E A e b E A, suponhamos que ab (/: A, ent.ão ab e 

nilpotente ou ab e invt"!rsamente nilpotente. Se ab 

for 11ilpotente e como a-]_ E A, temos, pela proposição 2.19 

-l 
q'..le a {ab) 

cont.radição. Se 

tão que (ab)-l = 

-l 
(a a)b = b e nilpotente, o que e uma 

ab é inversamente nilpotente, temos en­

-1 -l a b é niJ.potente e como b E A, nova-

mente pela proposição 2 .. 19, temos 

-1 
= a é ni.lpotente 1 mas então a é inversamente nilpote!:: 

te, o que é uma contradição. Portanto, concluimos que 

ab E' A sempre que a ~ A e b E A. 

Temos assim quE• A é cun subgrupo de K" e K./A e um gr~ 
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po ( ond(:?. K represe.nta o grupo multiplicutivc dos elü:nen 

.. 
tos nao nulos de K). 

Podemos ordenar K'/A, colocando: 

a > b sempre que ab -l é nilpotent;e ou neutro. 

Pode-se verificar facilmente que a relação "_:::." assim defi-

nida, n.ilo depende da escolha dos representantes das elas-

ses de eauivalênc.ia, ou seja 1 está bem definida e que rea.l 

mente e urna ordem, compatível com a operaçao de I<" /.rl. 

A ordenação é arquimediana, pois se a é nilpo-;:ente e b 

um elemento qualquer, 
n -1 

t"emos que (a b ) n E JN converge pa-

a é nilpotente, (an) 
n 

r:·a O. De fato, como conver·-

ge para o' ou seja, para qualquer vizinhança u de o' exis 

te o' E JN tal t.ernos 
n E u. n n que para n n o' a o o 

Como para todo b " o temos que Ub e vizinha.nça de o 

ent.ão pa:ra essa vizinhu.nça exis·te nl E JN tal que para to 

do n E' llb seja 
n -1 

E u n n1 temos a ou a b e portan-· 

to con-.,rerge para O • 

Sabemos que Jl1 e uma vizinhança de O, então pa.ra essa vi 

zinbança 1 existe n 2 ·tal que para todo n > n 2 
n -1 

a b E M, ou seja, 
n -1 

a b e nilpotente. Então 

temos 

-n 
a > b p~ 

ra n suficientemente grande (n > n2 ) e a ordem é arqui-

mediana. 

Temos eD"tão que K"/A é ordem-isomorfo a um subgrupo do 

grupo aditivo :m., dos números reais (veja [l] r teor. 3.4i 
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Suponhamos que seja ordem- isomorfo pela apl.icaçào ,:; 

Seja e a aplicação quociente, ou seja, e é uma aplicação de 
" -

finida no conjunto K" e tomando valores em K"/A, defin~ 

da por 6 (a) == a "'' a A e seja. <.C o isomorfismo defintdo Em 

K" /A e tornando valores em JR, que preserva a ordem. 

Seja agora ~~ == ;p o 8 , a aplicação composta da.s aplica 

çoes e e t; e definimos a seg-uinte aplicação em K ; 

v(O) = O 

e 

onde <j>(a) -e a imagem de pela apli-

caçao ~~ e e. ~' a base do logaritmo ne-

periano. 

Ternos que. v assim definida satisfaz; 

1- v(x) "" O se e somente se x =O. 

2 - v ( ab ) == e -1.)! ~ ab ) = ·-(lf!(a) +~1(b)) e , = -w lbl . e . 

= v(al v(b) para todo a,b E K. 

Podemos definir de maneira nat.ural, uma topologia, 1 , ob­
v 

tida da aplicação v, onde um sistema fundamental de vizi-

nhanças abertas de ü é dados pelos conjuntos da forma: 

B (O) = {y E K/v (y) < d 
E: 

,com 

Verificaremos agora que a topologia 

f; > o • 

TV coincide com a to 

pologia original do corpo K1 que chamaremos T • 
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(a) Mostremos inicialmente que toda vizinhança B I O) con 
E 

tém uma vizinhança, da topologia or_iginal, U. 

Para isso, dado Bc (O), consideremos b tal que v (b) > 

-] 
> E ·. Para esse b existe uma vizinhança U tal que DU e 

vizinh,J.nça de O e está contida em M. (Isto segue do fa·to 

de M ser uma vizinhança de O e do item (iv
2

l da proposJ -

çao 1.6 ) . 

Agora, se y E U então by é nilpot:ente, logo b > y -l e 

como aplicação l? preserva a ordem temos 

então ~(b) > ~,(y- 1 ), ou seja, e-~~(b) < 

-l 
,(b) :Cdy I e _, 
-<~(v "I e ~ e por-

tanto v(b) < 
-l 

v (y I . Por outro 

.logo 
-l -1 v(y) v(y I _> E e < E 

UCB(O). 
E 

lado, 
-l 

v (y ) > 

resultando y 

v (b) 

E B 
s 

> 

(o) 

··l 
E 

e 

(b) !llostremos agora que toda vizinhança fundament.al U de 

O, na topol.ogi::t T, contém B (O) para algum c. 
c 

Como o conjunto M dos elementos nilpotentes e limitado te 

mos que para qualquer vizinhança U de O, existe uma vizi 

nhança V de. 8 tal que MV c U , então se x E v 

x f- O, temos Hx c U • 

Consideremos então Bv (x) ,;O). 

Se a E Bv(xl (OI ent~o v(a) < v(x), ~(a) > ~(x) 

e ax-l é n.ilpotente 

d . ax-l = t onc'e 1gamos que .t t E M, então a= tx logo a EU 



e temos B I . (O) CU , como querl.amos. 
V X) 

De (a) e (b) ten1os que as topologias coincidem. 

Para completarmos o teorema, falta a verificação do :Ltem 

c) da definição 2.1, o que será feito trocando-se nossa fun 

ção por uma po-tência especial, conforme verernos a segui.r: 

LE!VlA 2,21 - (2'\..RriN): Seja v uma aplicação en~ um corp·:J K, a qual 

e tJ.ILI \-'i11o;::- ahsc)luto exceto pela vossivel fa.lna do itE:.m c; da def:i 

.1;(,:-0 2 l 
' -'- '>' •.-1 • -- • 

Suponhamos que a adição é continua nc.t topologia dada por v. En 

tão EJO.r:a algum número positivo o v 0 e un1 valor absoh1to que 

define a mesma topologia que v . 

DEMONS'L'1-<.AÇÃO: Consideremos .inicialmente o conjunto 

D""' Ü +v(a)/v(l +a), onde a E K}. Logo D é um conjunto limi-ta 

do fora do zoro. De fato, suponhêliTDs que issn ncio aconteça .. ff'téo, cor.10 

D c 1:'1 1 para. toda vizinhança de z-ero B r: (O) , na topologia usual da 

reta, temos que o n B (0) ;;~ 0. Mas então ex1ste uma sequência 
E ' 

(an) n E JN f tal que a sequência I l +v (a )/v I 1 +a ) ) E ~- conver-n· n n .11~ 

ge par-:1 zero, mas isso ê equivalente a dizer que a sequência 

/(l+v(a))(v(l+a)-.1] EJN 
n n n 

converge para ze:ro e então 

--1 
fv(l +a ) 

n 
+ v(an)v(l 

-1 
+ an) ] n E lli converge para zero. Logo as 

sequências 
-1 

(v(1+a)) EJN n n- e 

para zero, o que i.mplica que as sequências 

-l 
+an) )nEJN convergem 

-1 ((l+a) ) __ lN 
n n <.:: 

e 
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. ~-L 
+d I ) EJN n n ; convergem para zero. A soma di:ls duas poTem -e 

-1 -1 
((l+a) ) cJN + n n ~ (a ( 1 +a ) ) c lN -

n n n '-'-' l' o que 

e wn absurdo, pois como as duas seguências convergem para zero e 

a adição é uma funç.ão continua, a soma deveria convergir para zero. 

Logo, o conjunt.o D é limitado fora do zero e como ele é for 

mado por elementos positivos, temos que D é Hmitado inferior-

mente, suponhamos que O > N, ou seja, oara ·todo dE o, d N 

temos então que v(l +a)/1 +v(a.) < ry1_ e 

v(l +a) < M(l +v(a)). Substituindo a por a/b temos que 

v(a+b) < M(v(a).,.. v(b)) e então v(a+b) < 2i'--1 mdx1v(a), v(b)}. 

Escolhemos agora c tão pequeno, tul que (2M) 0 
< 2. (Ou seja, 

; < loq 2/ log 2M) temos então que (v ( a.+b ))0 < (2M) 0 
• má.x{(v (a)) G 

Vamos mostrar e. gora que: 

0-
(v (b) I ) . 

a.) As topologias dadas por 0 
v e v 

b) v 0 É: um valor absoluto. 

coincide7n, e 

Para provarmos a) consideremos S~- (x) =' {y E K/v (x-y) < E} 

wn sistema fundamental de vizinhanças abertas de x na topologia 

dada por v e 
a a s
0 

(x) = {z E K/v (x-z) < O} um sistema fundamental 

de vizinhanças abertas de x na topologia dada por 
G v • Agora se 

y E 8.- (x I 
c 

portan·to 

0 v (x-zl = 

então v(x-y) < [ e então a 0 v (x-y) - (v(x-y)l 

y E Ba a (x) • Por outro 
ê 

lado, se z E f,~(xl ternos 

(v(x-z)) 
,, 

< ó e então v (x-z) < ól/ü' logo z E 

a 
< ·­'· e 

8 l/ (x). o o 
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Vamos provar agora b) ou seja que v e mn valor absoluto. As 

condições a) e b) da definição 2.1 são satisfeitas claramente . 

Passamos portanto a pr.:ova do it.em c. Provaremos inici.almente que 

+ ... +a ) 
n 

< n max se 
k 

n = 2 é uma QOtência de 2. 

Vamos 

Se 

i 
provar po:c indução sobre k. 

u k::.::l,temosque v(a
1

+a
2

l 2 max{v
0 

(a
1
), Su-

- k-J valido para n =2 - 1 t~mos ponhamos então 
,. 

v~(a i-õl + +a) 1 - '"2 ·' · n 

- f c; I + •.. a 2 max,v a
1 

+a 
n 

) , v (a 
n +l 

~ ... ,a ) } 
n 

2 max 

k 2 

max 

max 

e:r. particular, 

2 . 

2 

r n I I , v a
1 

2 

o 
, " .. , v (a J 

n 
2 

rJ 
, .•. ,v(a)}=n 

n 

o 
v (n) 

k-l }, 2 

max 

- , .:J I max'.v ,a 
n 

' .. . ,v'' (an) j. Temos 

+ l) < n, pura n potência de 

Vamos most.r·ar agora que v(r (x) < 2x para todo inteiro posit~ 

VO X. 

Suponhamos e escrevemos 

< 2v0 (2k) 

vc(x-2k) 

< 2 • ')k -· 2 .:.. ~ x, logo < 2x. Por outro lado, se 

' > v 0 
{2J<), vamos mostrar por indução que < 2x. Pa 

ra x = 1 temos que v 0 (1) ""l < 2Q Suponhamos válido para todo 

r < x, então como, 

a k tJ k 
< 2 mãx{v (x-2 ) , v (2 ) } < e 

]c 
O < x-2 · < x 
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temos 2x 

poLtanto v
0 

(x) < 2x. 

o a ( , Agora lembrando que v [a1 + ... + an) .. :. n m~x v ai, para todo 

n 
l l 

pot.ência de 2, e t.omando a expansão de ( 1 + x) n- , onde n e 

Uffi<l rotência de 2 1 temos para todO X ,_::: .K. 

_ n-1 
c(IJ + 1 n-l)~ o( ... V , _ X V l. 

j_,;o;Q 

o i) < n max v (C l . X 

i 
n- 1 l 

i 
Cn-l,i X ) < 

L' O i 
< n rnax v (C 

1 
. ) v {x ) 

i. 
n- r 1. 

2 c VG (xi) 2 c a i < n rnax ~ n max v (x ) 
n-l,i n-l,i i i 

u .. n-1 
2n(l+v{x)). 

< 

< 

Extraindo-se a ral.z n-1 c tomando-se o limite quando n ten 

de para o infi!lito , deduzimos que v'J (l + x) < 1 + v 0 (x). Se to-

marrnos x a/b, teremos 

a o a v (a+b) <v (a) +v (b). 

Isto completa. a prova do 'reorema 2 .20 e do Lema 2 .21 . • 

Para as demonstraçÕes do Teorema 2.20 e do Lema 2.21, foi em-

pregada a mesma técnica usada por Kaplansky em [61 , nos Teoremas 

le3 e no Lema l. 

Observemos que, conforme ( f4], (1.14)), se v 0 for nao arqu~ 
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' mediano, teJT,os que v é um valor ab.soluto, contudo se v- for ar 

arqulmediano isso pode nao ocorrer. 

Observemos também, que o 'I'eorema 2. 20 não nos diz narJa sobre o 

tipo do valor abso1uto. Podemos então tirar as seguintes conclu 

soes; 

a) ,r e nao arquirr:ecUna se, e i:->omente se, K é desconexo. 

b) .ç e arquirnediana se, e somente se, K e conexo. 

Para provarmos os i-tens a) e b), basta mostrarmos que se 

,; é não arquimediana então K e desconexo e que se <; e arquime-· 

diana então K é conexo, pois, as ·outras afirmações seguem imc:r..iia 

tamen te dessas. 

Suponhamos inicialmente que 'f' é não arquimediana, entãc as vi 

zi.nha.nças U_(x) ={y E K/y(x-y) <;::} sao abertas e fechadas. Real 

rnente, se z E U (x) 
f~ 

então c U (x) , pois se 
s 

temos < ~ /2 - - e <; (w-x) < máx{.,o (\v-z) (,O(z-x)}<E e 

tâo w '2 U _ ( x) , logo U (x) é aberto. Por outro lado, pa_ra 
c. c:: 

mos-

u c trarmos que (x) e fechado basta mostrarmos que o conjunto 

{y E K/<P (x-y) > :-: ; 
; é aberto e isto segue de fato de que para qua.l 

que.r z E (y E R/,_~ (x-y) > rõ: J temos que U (z) C {yEKh lx-y) ;>c} 
E . 

Realmente, se w E U (z), então y (w-z) < s 
s 

e como 

< máx { \') (w- z) ; 'P (z-x)} e r.p (w-z) f r.p (z-x), então 

'f (w -x) 

cp (w-x) = 

== LtJ (z-x) > t. e r.p (w-·xl > c:, portanto w E {y E K/<P (x -y) > t:}. 

Logo, I< é desconexo. 



38 

l\qora, se 'i e arqu.imediana, pelo Teorema de Ostrowiski,(2.8), 

!\ c isomorfo aos reais ou aos complexos, com o valor absoluto 

:0 I (1 

1 a:, e portanto, K ou e conexo. 

Vejamos agora um exemplo de um corpo topolÓgico qne nao e V-

topoló~;·ico. 

to:.:; 

Para isso, seja K "" !l1 e consideremos a classe de subconjun·-

rv / n > J} " n 

V -- {x E (Q 
n 

onde 

-n 
< e e 'x1 

' n < 

-n, 
< e 

A classe {V l r~atisfaz todas as condições da ... ,.~rorJoslção 1.4, n . ~ 

logo determina uma t.opologia de corpo topolÓgico sobre ~~. onde 

e um sistema fundamental para as vizinhanças de O . 

11. -t~opoJogia. determ.inada por {V / n > 1} é Hausdorff pois, n - - o to: v , 
n 

para 

para 

todo l 
- nv então , I ·-·n 

n > e se. X 1::: IX,p < e e 
n 

todo n > l e isso so - verdade o. e para X 

Mas essa topologia nao é uma V-topolog1a. 

Realmente, dado V , para todo n > 1, 
n 

temos que 

nao é limitado, pois, como (lQ\ Vn)-l {x E Q I lxl . p 

n" < e J e dado VI<' pat7a ·todo 

Para isso, basta tomarmos 

ternos que 

tal que 

-n 
< e 'q ---

--l 
!Q \v I 

n 

ou 

lx I < o p 
n 

e ' 



I X I > 
-K + 3a 

e e v E V -o a o'q 

lx v I 
' o·1 o q 

lx I' ·lv ! 
1 o g ~o'q 

portanto X y \l V 
o o K 

taJ que -3a 
e < 

e -K + 3a -3a -K 
e = e 

-a 
< e 

e 

39 

cntào 

A seguir, daremos uma demonstração do Teorema de Portrjagin-

Van Dantzig - Jacobson, que nos garante que todo corpo localmente 

compacto tem sua topologia gerada por 1.un valor absoluto. Isto se-

rÊ1 feito mostrando que todo corpo localmente compacto satisfaz as 

condições do teorema 2.20 o que concluirá o que desejamos. Para 

isso veremos primeiramente algumas proposições necessárias, 

PROPOSIÇÃO 2.22 - 'I'oda vizinhança com fecho compacto, em um corpo 

topológico, é limitada, 

DEMONSTRi\Çl\0: Seja U uma vizinhança com fecho compacto U. 

toda viz:i.nhança V, de O, e pa:r.a todo x EU , existe Vx, 

Para 

vizi-

nhança de O, tal que (x +Vx) Vx C V (por i v) prop. 1.3). Para ca-

da x E U , consideremos temos então que 

{U ./x E Ü} é urna cobertura de U e come' Tf e compacto, 
X 

uma subcobertura finita {Ux , ... ,Ux} de IT 
l " 

Seja 

existe 

r,T• :oo U 1J U U 
n X • • • X e W"" Vx n ••• nvx então WW' c V e como 

l n l n 
U ciT CW 1

1 temos wu CWh'' c v, ou seja, U é limitado.
11 

Antes de continuarmos as proposições, daremos a definição do 
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que entendemos por um corpo localmente compacto. 

DEFINIÇÃO 2.23 - Urn C(ifLpo .tocaimvnte.. c__ompctc.to é um corpo topológ~ 

co K, cuja topologia é Hausdorff e tal que todo ponto de K ad-

mite uma vizinhança aberta cujo fecho é compacto. 

Veremos a seguir 1 que o conjunto dos elementos nilpotentes, em 

um corpo localmente compacto, é aberto. Isto será fej_to mostrando 

a existência ele uma vizinhança de O, formada por elementos nil 

potentes. 

PROPOSIÇÃO 2. 24 - Se um coq:>o topolÓgico K admite uma vj_zinhan-

ça de O consistindo de elementos nilpotentes então o conjunto 

dos elementos nilpotentes de K -e aberto. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja x LL'Ll elemento ni1poten-te de K e U 

nhança de O, formada de elementos nilpotentes. Como 

O, ternos que para U 1 existe n E JN , ta.l que pa.~ 
o 

ra todo n > n , - o 

Consideremos 

V de 

n E li X • 

N > n , então o 
N X E U c existe uma ~.:izinhança 

Realmente, vamc>s nDstrar por indução que: dado qualquer aberto 'iiJ, ;,:;e 

xnEw para algum n, então existe V vizinhança de x cem VT1Cí.iJ. Se xEW então 

V = W satisfaz a condição. Suponhamos que para todo r é n e to 

do aberto W com 
r x E W, existe uma vizinhança v de X com 

Vr C W t' vamos mostra.r que isso é válido pax..-a n + 1. 
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De fato, seja \'l um abert.o e suponhamos que 
n+l 

x E W, entao 

pela continuidade do produ·to, existem vizinhanças v
1 

de n 
X 

v
2 

de com v
1
v 2 c W. Pela hipótese de .indução como 

cxist.e com x E V_, 
" 

e cvl,seja então 

e 'remos então que exl.ste v 

e 

~vizi 

nhança de x com VN C U. Se H N y E v,_' então N 
y e nilpotente e 

portanto y é nilpotente, logo, V e uma vizinhança de x forma 

rla de elementos nilpotentes e portanto o conj1.mto dos nilpotentes 

- ' e a,_wrto. • 

PROPOSIÇÃO 2. 25 - Se K e um corpo localmente compac-l:o então K 

possui uma vizinhança de O, consistindo de elernent.o.s nilpotentes. 

DEMONSTRAÇÃO! Seja U, urtB. vi.zinhança aberta de O, com fecho compacto 

U, e suponhamos l )l TI. F€la prop::Jsicão 2.22 ::odernos 0..11cont:t·<:lr uma vizi 

nhança V com V C U e VU C U. 

v 2 
= VV C VU C U e, em geral Vn C U. 

-seja então 

? 
Logo, v- C U pois 

2 w c W. De fato, se 

então x 

b E vm 

ab com a E í'l e b E W então a E Vn para algum n 

e para algum m, logo 

Temos que W e aberto como união de abertos Vn (Vn e aberto 

pois é o produto de vizinhanças abertas). Como \1 CU então w 

·tem fecho compacto W 1 pois, w c TI e TI é compacto 

Seja x E w, então,como xn E W c W para todo n, exis 
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-
ponto limi.te de (xr') ~ lN • Suponhamos nc 

\Oi'a e um conjur:.to fechado (pela obs. III, pag. 

a, pois l i' 'iiL 

terros que 

4 --
na o contendo 

Seja y uma vizinhança de a cujo fe::::ho é di.sjunto de Wa 

ou seja, y n Vla ~ i'J . Po:ra cada p C W podemos encontrar vizi-

nhanças t(p) e t(a), de p e a, tal que t(p) t(a) é disjunto 

GE! Y (pela continuidade do produt_o). 

En-tão, como 1\1 é compact.o, exisr:e um numeru f in i-Lo de t (p) 

que cobrem h' . 

Seja X a intersecção dos t(a) correspondentes aos t.(p) da 

caber t ur a f in i ta de W 1 então W X é disjunto de Y. Ma"='- isso con 

tradiz o fato que ex.istem inteiros m,n (n :-- m) com ia E X e 

n c: v 
X '- ~. Portanto, a ""' O e W é uma vizinhança de elementos nil 

potentes.
111 

Das proposiçÕes 2.24 e 2.25 temos satisfeitas uma das condi-

qões do Teorema 2. 20. E'alta mostrar portanto, que a topologia, em 

um corpo localmente compacto, é do tipo V, para isso veremos as 

seguintes proposições. 

PROPOSIÇÃO 2.26 - Se K é um corpo localmente compacto então K 

sa.tj_sfaz o primeiro axioma da enumerabilicbde. 

DEMONSTRAÇÃO: ~ suficiente mostrar gue O, possui um sistema fun-

damental de vizinhanças enumerável 4 Para isso, seja x 'I O, um 

elemento nilpotente eU uma vizinhança aberta de O, com fechoU, 
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compacto. 

Vamos mostrar que o conjuni:o fxn UI n > l} é llTit sistema fun 

darnental de vizinhanças de O. Pela obs. III, pag. n 4, como x I- O 

U - b t x"u e e a er o temos aberto, para todo n Como O EU, te-

mos que O C xnU , para todo n. Seja V urna vizinhança de O 

co:ono Ué limitado (prop. 2.22), existe W vizinhança de o com 

uw c v. Como X 

na r a 
' 

é nilpotente,para 

xr C W. Seja N ~, n 
o 

w· existe n 
' o 

E lN tal que 

então UxN c UW C V. Logo, 

. n I i_xUn:> l} é um sistema fundamental de vizinhanças para o o .• 

PHJPOSI('ÃO 2;27 -Spja K um corpo topolÓgj_co satisfazendo o 19 axioma 

da enumerabilidade e L um conjunto não limitado em K. Então .Lr 

contém uma .scquêncL:l. totalmente não limitada. 

OBSSRVAÇÕES: l Urn conjunto em um corpo topolóqico é dito total-

menU~ n.ao limitado se todo subconjunto infi.ni to 

e nao limitado. 

2 ~ Uma sequência, { xn} n E lli , em um corpo topolÓgico 

é chamada limitada, se o conjunto {x /n E JN }for 
n 

limitado, não limitada, se o conjunto {x /n E lN} 
n 

for não limitado e ·totalmente não limitada, se o 

conJunto {xn/n E m} 

do. 

for totalmente nao limita-

DEMONSTRAÇÃO: Seja ul I u2, ... um sistema fundamental de vizinhan·-



,-·as de O. Como 
' 

e L<t c:onjtlnto nao limitu.do, cxJ..ste un~C-1 

nhança V de O tal que paxa todo i, temos 

para cada i esc'.Jlhemos E U. 
l 

e b. E L 
l 

LU. )i V. 
1. 

com 
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v.i:.::i-

Assi.m 

Logo 

~b./i E JN} 
l 

é totalmente não limitado. De fato, seja {b. } lJin 
l. 

.subconjunto infinito de 
J 

[b
1
/i E JN 1, então como K satisfa.z o 

19 axioma da enumerab1l.idade podemos supor ' - ... 
·temos então que so pa.r-a algc.un j_J então 

outro lado, se para algum t, i ' . 
-~ r -c, para todo 

te i t tal que li. c llt e como a. E li. c llt 
lo l l ]_ 

J J J 
b. r/- v. -'o o o a. 

l l- • i 
Jo "o 

·temos 

PFOPOSICAO 2.28 -Tcdo corp:J métrico Kl' satisfazendo a condição aba:ixo, 

é um corpo V-topolÓgico. 

Ca~diçãu: Se,para toda sequência 

cia con,.Jergente então 

{ai)iEJN 

l 
(a~ )iEJN 

nao tendo subsccruên·-

converge para O 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos mostrar inicialmente que B e um conjunto 1.:!:.. 

mitado se, e somente se,toda sequência (b.). E lN, de elementos de 
l J. 

B, e limitada. De fato, se B e um conjunto limitado então para 

toda vizint.ança v de O, existe uma viz .i.nhança \'i de O, tal 

que Bí'\1 c v, logo para toda sequência (bi)iEJN em B temos 

{bi/i E JN} W C BW C V portanto é limitada para toda 

sequência de elementos de B. Por outro lado, suponhamos que toda 

sequência de elementos de B, é limitada.se· B nao é 
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li_mi \:,J.dc, Eent~io pelo lema o.nte.rior, tem sec;:uôncia toi<Jlr~:.>O'C1te nz,.o 

lj_mitada. o que c \1rna contradição. Logo B e limitado. 

r-\ost.cemos agora, que dado um conjunto B em K, limit.ado :'o-

ra do zero, toda sequ•?ncia de elementos de :8-l é limitada, De 

Io.t;o, SCJô. (b.) . F JN, -wnn sequência dE: elementos C:'W E, entao 
l l 

é limitada fora do zero. Se 
-] 

(b. ·) . E ]\1 na o e lim.i tadc1, 
J. .l. 

entêio, pelo lema 2.27 é pcssivel encontrar u111d subsequêncio. 

de 
-l 

(bi )j_ E:JN 1 totalmen·te nao limitada. Lnc.;Jo (c.)-' ,:::: ... r 
.l .L-J~" 

nãç. tem st~bsequência convergente (pois toda sequênciu corlver9ente 

é limito.da), Então, pela condição do lema, temos que 

o, então, ·-1 (b~l)-l l:\ temos mas como c. ~ -
l J_j o 

·' 

converge para 

(b i . l . t:: IN 
J - J 

converge para o, mas isso e uma contradição pois 

(b \ c liiTitada. fora do zero Logo,para toda sequênciu i'iEJN _,_ - - • 

de elementos em um cor1jun·to 
-1 

B 1 onde B é li:ütado 

fora do zero, e limitada. Pela primeira parte da. de:monstrac;.::~o te.-

mos quê 
-1 

B e limitado e portanto K é do tipo v. • 

PFúiúSIÇ\0 2.29. S('=' K é um corpo localmente compacto, então, sa.tis-

faz a seguinte condiç~o; 

{a ) .- lN , com n n ç: 
a E K, nao tem subsequência convergen-te en 

n 

tão, ' -l) 
lan n E JN converge para O 

DEMONS1'RAÇÃO: Seja (ar) 
11 

E lN r uma sequência de elementos em K, 

não tendo subsequência convergente. Logo, a sequência 
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-
nac pode ter ponto 1Lmite 1 l1iferente de O, pvis, Sf;.; cxisL~ b ;f O 

t.al que b é ponto de 
-l 

{an )nEJN e, se e um s.iste--

ma fundamental C!e vizinhanças de b, pu r a 

·-l 

todo 

u-:-1 

U . , r:x i s t.c n , 
l l 

com 

c:orn 
-l 

;,1 
n. 

] 

"' 11. l 
resultando a 

n. 
1. 

E U; , mas 
" 

0 um s:í.stcma fun-
l 

da.'1tenL~l de vizinhanças de b-l e port.ant.o 1 a .scquênc ia 

E JN 
C (a ) ,::-~ .,..,.. 

n n c: Jl'• 
çonverge para 

-l -
b , o que e uma contradj_ 

çao. Portan-to, basta mostrar que O e um ponto l.imite da sequên-

c ia ' -li 
.,an nEm· Conforme 2. 2 5, seja y i= O um elemento de K tal 

que i n. 
,y;nEJN converge para O e seja U '..ll\ld vJ.zinhança abertar 

com fecho compacto U1
, de O. Se infini-tos para n :::: l, 2, ... 

c; j fixo estão em U1,então os correspondentes a estao no 
n 

conjunto compacto 
-l 

U'y e então a 
n 

tem um ponto lir:üte, o que 

ser ia uma contradição. Portanto, podemos tomur wna. subsequência 

(b) c''N c (a) ,-lN n n---Jt n nc 
tal que 

. n, 
\Y 'nEm converge para O, podemos 

k 
inteiro tal que b y 

n 
n E K \ U' 

determina:!:" 

kn+l 
b v 

n" 
mas 

para 

E U' 

k > n e portanto se n tende para o 
n 

infinito, k 
n 

k + l 
compacidade de U1 podemos concluir que 'l-) "- n - ·) 

'"n·' nE:!N 

cadc.t n um 

t.emos que 

-tambérn. Pela 

para z (pois caso contrário exist.c uma subsequênciu. convergindo 

para 

para 

De 

para 

z e o raciocínio é o mesmo). Então, (b y 
n 

k 

zy-l = w E K\ U' e portanto 

-kn -1 

-1 
zy f O. 

(y bn ) n E JN convergir· para 
-1 

" e 

k 
n 

(y \ E lN 
n 

o, temos que converge para o e portanto 

converge 

convergir 

O é ponto 



lirütc de 
. -1, 
\a i • 

n 
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• 

Das proposiçoes 2.26, 2.27, 2.28 c 2.29 temos que todo corpo 

localmente compacto c V-topológico e todas as condiçOes do rreore 

ma 2.20 estão satisfeitos. Resumi.re:mos a seguir as conclusões aci 

ma c:nunciando o Tem~ ema de PontrjagJ_n - Van Dantzig - 3acobson. 

TEOREMA 2, 3 0 Se K é wn corpo localmente compacto então a top_::: 

logia em K e gerada por un valor absoluto. 

Para finalizar o parágrafo, damos a seguir, duas caracteriza-

ções dos corpos localmente compactos, cujas demonstrações podem 

ser encontradas em Bour·baki, [2], e cuja terminologia é introduzi 

da no próximo parágrafo. 

PROPOSIÇÃO 2. 31 - Seja K um cOJ~po, v uma valorização de Krull, 

noo trivial, A o anel da valorização v e M v ~ v o ideal maxi-

mal de A . Para que 
v 

K, com a topologia T se]· a localmente com 
v' 

pacto, é necessário e suficiente que: 

l - K seja completo; 

2 - v e discreto. (ou seja 1 exist.e um isomorfismo de f sobre 

z) ; 

3 ·- A /H seja fini.to. 
v v 

Sendo assim, Av e compacto. 
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PROPOSIÇÃO 2.32 - Seja K um corpo localmente compôcto, --na o dis-

cret:o e a topologia de K é gerada por uma valorizaç.'Zío não dis-

ereta vi temos a seguinte classificação: 

l Se K tem característica O c se v é wn valor absolu-

to arguimediano, então K e isomorfo a um dos corpos: JR, 

O: ou H, onde H representa o corpo dos quate.rnios; 

2 - Se K e de característica o e se v (_1 um valor absolu 

to na o arquimediano, ent.ão K e uma exte~sao finita so-

bre um corpo p-ádico <i)p-

3 de característica ~ o então K isomorfo --- Se K e p r e a 

uma extensão finita do corpo, Fq( {·t)), das séries for-· 

mais sobre o corpo finito F q' onde q e uaw. potência de 

P-



§ 3. VALORIZAÇÃO DE KRULL E V-TOPOLOGIA 

Vimos no parágrafo anterior, que um corpo V-topológico,tal que 

o conjunto dos elemen·tos nilpotentes e aberto, tem sua topologia 

gerada por um valor absoluto. Neste pa:r·ágrafo, verificare..TJDs que os 

corpos V-topolÓgicos, sem elementos nilpotentes diferentes de O, 

são gerados por uma valorização de Krull, que não é um valor abso 

luto. Para isso, come ~~amos de f in indo o que é uma valorização de 

Krull, damos alguns exemplos e algumas propriedades para em segu~ 

da passar ao estudo da topologia gerada por uma valorização de 

Krull. Veremos que analogamente ao § 2, a topologia gerada l_XlT urna 

valorização de Krull satisfaz a condição de V-topologia. Finaliza 

remos o parágrafo observando que, para que um corpo K seja ge.r~ 

do por um valor absoluto ê necessário somente que seja uma V-topo 

logia e que tenha elementos nilpotentes diferentes de O . 

DEFINIÇÃO 3.1- Seja K um corpo. Dizemos que uma aplicação so­

brejetora v, definida no corpo K e tomando valores em G U{O}, 
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onde G e wn grupo abeliano .nultiplicativo totalmente ordenado 

X. Ü O,x = O para todo x E G e O < x para todo x E G, e 

uma vatoh.i.zaç_ão dq_ KJtu{f, ou simplesmente uma va{oJt,Lzaçã.o, de K, 

se: 

a) v ( x) = O se e somente se x = O; 

b) vi xy I v(x)v(y), para todos x,y E K; 

c} v(x+y} ~ mâx{v(x), v(y)} , para todos x,y E K. 

OBSERVAÇÃO: O grupo G e chamado o grupo de valores da valoriz;;t-

çao v . 

Vejamos alguns exemplos de valorizações de Krull: 

l -

2 

Seja K um corpo. Definimos a valorização triv.i.al 

sendo a aplicação v o' definida em K e tomando 

em G u {o -f I onde G ~ ( ll, como sendo: 

·-;· (o) o 
o 

v (x) 
o 

l, para todo x E K e x I O. 

Seja K um corpo e G 

mente pela relação: 

de K, 

valores 

Definimos uma valorização v de K{x,y) em GU{O} da 

seguinte forma: 

u hl ! c ,:\ r' •7 n 

r:;n; 1·:1::( 



v lO J O 

e 

v(f(x,y)) F O) onde 

-

f(x,y) 
n 
[ 

i=O 
j=O 
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i j 
a .. x y 
lJ 

3 - Todo valor absoluto nao arquimediano, em um corpo K, e um 

caso particular de valorização de Krull, onde o grupo mu]:_ 

tiplicativo totalmente ordenado é um subgrupo do conjunto 

dos numeras reais estritamente positivo. 

Por exemplo, no valor absoluto p-ãdico temos que o grupo 

G ~ a E z}. 

Reun_i_mos na próxima proposição algumas consequências imediatas 

àa Definição 3.1 que serão frequentemente usadas nas manipulações 

com valorizações. 

PROPOSIÇÃO 3.2 - Seja v, uma valorização de Krull, em um corpo 

K, Então: 

i I v (x) 1, para toda raiz da unidade x E K, em particular 

v(l) ~ v(-l) ~ l. 

ii) v(-x) = v(x) , para todos x E K. 

iii) v(x-y) ~ máx{v(x), v(y)}, para todos x,y E K. 

i v) -1 -1 v(xy ) = v(x)[v(y)] , para todos x,y E K com y t O. 

v) Se v(x) ~ v(y) então v(x+y} ~ máx{v(x), v(y)}, 
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DEMONSTRAÇÃO: 

(i) Provemos inicialmente que v(l) = 1. Temos v(l) = v(l.ll 

= v(l)v(l) como v(l) ~ O, então v(l) = l. Agora, seja 

n 
x = 1 com n E JN- {O} e suponhamos que v (x) f l, en-

tão n n -v(l) = v{x ) = v(x) F l, o que e uma contradição. 

Logo v(x) = 1. 

(ii) Como v(-x) = v(-l.x) e v(-1) = l, temos v(-x) = v(x). 

(iii) Sendo v(-y) = v(y) e v(x-yl • v(x + (-y)) então 

v(x-y) 2 roáx{v(x) r v(y) }. 

(iv) Como v(x) = v(xy-l) v(y), para y f O, temos v(xy-l) -

• v(x)[v(y)]-l • 

(v) Suponhamos v(x) < v{y) então v(y) = v(y+x-x) ~ 

~- máx{v(y+x), v(x)} e como v{y+x) > v(x) pois, caso con 

trãrio terlamos v(y) ::._ v(x), conclulmos que v(y) .:':.. 

~ v(y+x) .:':.. máx{v(y), v(x)} = v(y) e como G é totalmen-

te ordenado, temos pela propriedade anti-simétrica que 

v(y+x) = v(y) = mâx{v(x), v(y) }. • 

J'-... próxima proposição nos garante que para toda valorização de 

Krull existe um ane+ local, a ela associado. 

PROPOSIÇÃO 3.3- Seja K um corpo, v uma valorização de Krull 

em K e consideremos Av = {x E K/v(x) .:5_. 1} e 

Mv = {x E K/v(x) < 1}. Então, Av é um subanel local, com elemento 
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unidade, de K, cujo corpo de frações e K e onde H 
v 

e seu Úni 

co ideal máxirnal. 

DEMONSTRAÇÃO; Mostremos inicialmente que ,, e W'1 subanel de K, v 

com elemento unidade. Para isso, sejam x,y E A 
v' 

então: 

v(x) v (y) < 1.1 ' ·~ " v(x! y) ~ m~x{v(x), v(y)} < l e v(xy) 

logo x ± y e xy E Av, para todos x,y E Av, o que mostra que Av 

e um subanel de K. 

Também, como v{l) = 1, segue que l E A • 
v 

Veremos agora que K e o corpo de frações de A . Se 
v 

x E K 

E A então 
X 

e X X = 1 e 
v 

de Av. Por outro lado, se 

-1 
= l v(x)J < 1, donde 

tá no corpo de frações de 

portanto X 

X 

'· . v 

c 
~ K\ A 

v 

e como 

está 

então 

no corpo de frações 

v (x) 
-] 

1 e v(x )= 

l 
-1 

X 

segue que es 

Vamos, agora verificar que Av e wn anel local cujo Único i-

deal rnáximal é M • v 

Sejam x,y E M então: v' 

v(x + y) < máx[v(x), v(y)} < 1 e portanto x ± y E M . 
v 

Se 

a E A e x EM então v(ax) = v(a)v(x) < lv(x) < l e portan-
v v 

to ax E M • Logo 
v 

e um ide2l de 

é o único ideal máxima! de Av seguirá de 

O fato que M 
v 

(e é equivalente a) : 

Av\ Mv == Uv onde Uv e o conjunto das unidades de Av. Pois, uma vez que 

nenhum ideal próprio pode conter unidades, todos os ideais -pro-
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prios de A estarão contidos em A I u M E de fato: v v v v 

E u =~ E A 
-1 

E A v (x) 1 
-1 

X X e X = < e v (x ) < 1 = v v v 

= v (x) < 1 e v(x) = [vlx- 1 )1-1 
> 1 = v(x) = l . __ , xEA \r-1 . 

v v. 

OBSERVAÇÕES' 

l - O anel A e chamado o ane_t da va.toh_{_zação v, 
v o ideal 

M e chamado ideal da l.)a.to,~e-izaçéiu v. O anel quociente 
v 

-~ /M v v 
e um corpo, (pois, M e um ideal maximal de A ) . v 

será denotado por K 
v 

2 - O anel Av satisfaz a seguinte condição: 

se então 

se x ~ A então 
v 

v(x- 1 ) ~ [v(x)]-l 

v (x) 

temos 

De fato, 

> l e então como 

-1 
v(x ) < 1 e 

Vimos aclma que: dada uma valorização de Krull, 

v 

v e 

v, existe um 

anel de valorização a ela associado. O inverso também e verdadei-

ro, à menos de equivalência, ou seja_, dado um anel de valorização 

existe tooa valorização a ele associada, essa valorização é Única 

a menos de equivalência. Para isso, damos a seguir a definição do 

que entendemos por um anel de valorização e por valorizações equ~ 

valentes. 

DEFINIÇÃO 3.4 - Um subanel A, de um corpo K, é chamado um anef 
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de. de K se x E A ou x-l E A para todo X E: K' 

DEFINIÇÃO 3.5 -Duas valorizações v e v', em um corpo K, sao 

chamadas equivatenteó se A = A 
v v' ou seja, se os anéis de va-

lorizaçâo a elas associadas, sâo iguais. 

Vejamos agora, que dado um anel de valorização exi sUe umo. úni 

ca valorização a ele associada, à menos de equivalência. 

PROPOSIÇÃO 3.6 - Seja A um anel de valorização em w~ corpo 

Então existe uma valorização v de K, para a qual A c o anel 

de valorização associado. Essa valorização é Única à menos de e-

qui valência. 

DEMONSTRAÇÃO: Um anel de valorização A sempre tem um Únicu ideal 

mâximal P, onde 
-l . 

a E A/a ~A}, representa o conjunto c~s 

nao unidades de A (isto pode ser encontrado em [1], pag. 66). Se-

ja U o conjunto das unidades do anel A, ou seja, 

- -l U = {a ~ A/a E A}, então a valorização v definida abaixo é una 

valorização para a qual A é o anel de valorização associado. Se 

ja v definida em K e tomando valores em K/U u onde 

K/U ordenado bU 
-l 

E onde: e po.r aU < =' ab p 
' 

v (o) = o 

e 

v(a) = aU para todo a E K" 



56 

A aplicação v assim definida e uma valorização, cujo une l de v a 

loriza.ção associado e A. Realmente, v e sobrejetora e 

a) v(a) " o se e somente se a " o 

b) v(ab) abU " abUU aUbU "V(a)v(b) para todos a,b E K. 

c) Sejam a,b E K com v(a) < v(b) então ab 
-1 

E p c A e 

então 1 + ab 
-1 

E A .• Logo, v(a+b) v(b(1 + ab -li I 

v(b)v(1 + ab -li e como X E A se e somente se v (x) < 

' ' temos v(a+bl < v(b) " máx{v (a), v (b) } . "• 

Como A -.. {x E K/v(x) l} c como V (X) l<~C zU < lJ == 
< 

= X E p ou X E u = X E A, temos A " A 
v • 

Das proposições 3. 3 e 3. 6 concluímos que: existe uma corres -

pendência um-a-um entre as valorizações de Krull e os anéis de v~ 

lorização, à menos de equivalência. De agora em diante, salvo me.!:!_ 

ção em contrário, trabalharemos com classes de equivalência de va 

lorizações. 

Vamos, a seguir, verificar que toda valorização de Krull em 

um corpo K, define sobre K uma topologia Hausdorff e que K , 

com essa topologia, é um corpo topolÓgico. 

Seja K um corpo e v uma valorização de Krull em K, consi 

deremos a coleção de subconjuntos da forma: 

U (yl = {x E K/v(x-y) < g} 
g 

para todo g E G, 

onde G denota o grupo de valores da valorização v 
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Em particular, para y = O, temos U = U (0) = {x E K/v{x) ~ 
g g 

< g}. A classe [U (0}/g E G1 satisfaz todas as condições da pro­
g 

posição 1. 4 e portanto, de·termina urna topologia, T v' em K, segu!l_ 

do a qual K é um corpo topolÓgico e. {U
9

(0)/g E G] é um sistema 

fundamental de vizinhanças para o O . 

Realmente, a condição i) é satisfeita tl-ivialmente. l'~s condl-

ções ii) e iii) seguem imediatamente do fato de {U
9 

(0)/g E G}, ser 

um conjunto ordenado pela inclusão. Para mostrarmos a condição iv) 

basta tomarmos uh tal que h < min{g/v(x) ,g/v(v), l, g(. - . Então 

para vu 
g e 'tlx,y E K temos que (x +Uh) (y+Uh) 2:: xy + u

9
. Para 

-1 
provarmos a condição v), tomemos g < v{x) , então para 

temos v(x+a) = máx {v(x), v(a)} = v(x) e 
-a 

v(----) 
x(x+a.) 

-2 
= v(a) v(x) < g Portanto,para VUg e ~X E K", -l 

com 9 < -v\x) 

c_•xiste h - I 2 gv xJ 

-l 
g > v (x) , tomo -

c X 
-l 

+ u g' logo, 

com 

tanto, a classe 

Esta topologia e 

então v(x) < g, 

gl < v(x) 

pelo que 

-l 
X + U g1 

(U
9

(0)/g E 

Hausdorff. 

para t.odo 

tal (X ihl --1 c -] 
que + X + u . }',gora r se - g 

-1 -l 
< g ' então ugl c u e X + u(J c 
- g ·1 

foi feito anteriormente, 3h = g l v ( ' 2 XI 
·" 

e a condição v) está verificad<c..Por 

G}, determina uma topologia, TV, em K. 

De fato, se X E u g' para todo g ;c G, 

g E G, mas isso equivale a X -- o 

Concluímos portanto, que dada uma valorização de Krull em um 

corpo K, ela determina sobre K uma topologia, segundo a qual 

I< é um corpo topológico. 



O nossc prÓxi.mo objetivo sera determinar quuis 
~· 

sao os COl"fJOS 

topológ.ic~os que tem sua topologia gerada por uma v3.Joriz.:tção de 

KruLL. ?ura isso veremo.s i-nicialmente algumas proposições necess5 

rLc1s. 

PPOPOSIÇ.:\0 3. 7 - Um subconjunt.o M de um corpo topológico K c 

limitado se e somecte se para ·toda vizinhança U do O existe 

tal que xN C U • 

DE010NS'IRAÇÃO: Se N é limitado então para toda vizinhônça U ~le O, 

ex.iste V, vizin:-.ança o e O, com VM C U, logo e imedi.J.t·:J que e-

xiste x F K' com x.M C U, 

do, st'j'-'l U \L'Ua vizinha_nça de 

Seja X E K' com x.l\1 c v 
- l 

-l c ,, 
.'( "v'xH _:::: \'lVl_ ·-L;. 11 

PROPOSIÇÃO 3.8 - Se M1 , M2 

e 

basta tomarmos x E v·. Por outro la 

o e tomemos v 
l 

tal que v.v, cu. 
.L ~ 

v tal que x- 1v c v l' enLão 
-

são subconjuntos limitados de \J.ITL cor 

-sao 

limitados. Em particular, todo conjunto fini·to é limi téldo. 

disso, todo subconjunto de mn conjunt:o limitado é limitado. 

DEMONSTRAÇÃO: Mostremos inicialmente que M1 :t M2 é limitado. Da 

do U uma vizinhança de O então, existe U' tal que LI' r U 1 CU. 

é limitado para U' existe v l com v 1M1 ~ U' e como 
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to M
1 

i M
2 

sao limitados. Vamos mostrar agora que M
1

M
2 

é limi 

tado. Para iszo, como M2 é limitadoJdado U, existe W com 

e como M
1 

é limi t.ado, dado h', existe V com VNJ. C 

Logo, VM
1 

M
2 

:= WM
2 

c U e portanto , 1"'1l'1
2 

é li 

mitado. Para verificarmos que M
1 

U M2 é limitado, consideremos 

U uma vizinh,-_:~_nça qualquer de O, logo existem v
1 

e v
2 

com 

., M ,. U 
v l' l ·= 

e portanto M
1 

U M2 é limitado 

Verifica-se de maneira an~loga que e limitado. Paru. mos 

trar::nos que todo conjunt .. o finito é limitado basta mostrarmos aue 

todo conjunto unit~rio é limitado e lembrarmos que a união finita 

de limitados é limitado. O fato de um conjunto unitãrio ser .limi-

tado segue imediatamente do item iv
2

) da proposição 1.6. Agora, se 

A C M e M e limitado então dado U 1 existe V com VM CU mas 

então VA c VM C U e portanto A é limitado, • 

PROPOSIÇÃO 3, 9 - Seja U um sistema. fundamental de vizinl-:anças para o O 

que determina u1na topolcgta de Hausdorff Sobre o corp:.J top::üó;;ico K,ent,3.o existe 

U E U tal que (K \ U) U {K \ U) -l = K' 

DE!-10NSTRAÇÃO: ~ claro que para todo V E U, temos, 

(K\V) U (K\V)-'1 C K'. 

Suponhamos por absurdo que para todo V E U~ K" <7- (K\ V)U(K\ V)-l_ 1 
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ou seja, existe X E K' com X 

"' 
(K \ V) u íl~ 

I ")-l Jogo ' ' v v ' ' 

X " v 
(K \ V) e ;.: 

v 
!i(K \ "')-l ' . Mas 1 para todo u E u, existe \' com 

1/V ~ U, então, .l l:::ô U y para todo U C. U 

o que e nma contraàiçâo po_i_s E'Stamos com um espa,co Hausdorff. Lo-

go existe u r u com (K\ U) U (K\ U}··l = K' • 

Queremos encontrar cond.ições para que um corpo topolÓçrj_co te-

nha sua topologia geJ:ada por uma valorização de KrulJ .. Faremos is 

so encontrando um ansl de valorização que 9era essa ·topologia, o 

que é cc;cü valent.e 1 pelo que foi visto anteriormente. Iniciaremos ,-::J. 

procura das condi.ÇÕE~s verificando que, se um corpo é limitado (e 

daremos a definição abaixo) 1 existe uma estrutura aproximada de 

anel (e que chamaremos de quase anel) que gera a t"opologia do cor 

po. 

DEPINIÇAO 3.10 - Um corpo topolÓgico K é L-i_m.L;tado quando possui 

uJn sistema fundan~ental de viz_i_nhanças do Ci, que contém tLrr:a vizi -

nhQ.nça 1 j mj_ ta da. 

PROPOSIÇÃO 3.11 - Seja K um corpo topológico e U um s-ubcon 

junto de K. En-tão as seguintes condições são equivalentes: 

a) U e aberto, limitado e 0 E U ; 

b) {xU/x E K'} é um sistema fundamen·ta.l de vizinhanças abcr 

tas do O. 

Nesse caso, dizemos que U gera a topologia. 
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r 1, 1,,-1 ...,-c·n;-,_,, ~-;::
0 

. 
• .J ... .:.L., ,,J _, iv-l.\,r<·l. ,. 

xll com X E K' 
~ 

sao abertos e O E xU 

r a todo xU. Por outro lado, seja V uraa vizin~1ança 

qualql>er do O, então existe x f~ K' tal que 

zl_i c: v assim . U/ ~-',x x ·::.: K'} é um fc.ndam~ntal 

de viz1nhanças abertas do O. 

-b) a) Pois U-=-,J..U é urna vizinh:.mça aberta de: (, ·~ ;:urt:.3nb .. J 'r e a-

berto. Pela proposição 3. 7 é in<ro>.dj_ato c;u2 ,'; 
•~ e 

do •• 

'Temos pela proposição 3.11, que se K é um corpo to~-;;Ól'J~J.ico 

.lin ___ tado e U a vizinhança limitada ent.ão {xU/x E K ·} c um sist.G-

ma funôa:'.lental dE:· vizinhanças para o O para a topologi_a de K . 

Dl~F:~XIÇÃO 3 .lL - Um subconjunto Q de um corpo K e chamado urr· 

Dud.i·} cuu:l se satisfaz; 

l - o e l estão em Q ; 

2 - '..) é multiplicativament.e fechado; 

cc· ~ Q. IQ")-1 ; 

4 - Existe z E Q" com z (Q ~- Q) C Q 

SE~ além disso Q satisfaz: 

5- Para todo X E K", X E Q OU 
-l 

x - E Q, então 

do um QLta,se anel de. va.toJt-<.za.ç.âo. 

Q e chama-
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Observemos que se em 4-} tivermos z l entao Q e um a1wl 

de valorização. 

A próxima proposição nos garante que a condição de limitado 

faz com que um corpo topológico tenha um quase anel limitado que 

gera a sua topologia. 

PROPOSIÇÃO 3.13 - Se K e lL.'Tl corpo topológico limitado então e-

xiste um quase anel limitado Q que gera a topologia de K. 

DEHONSTRAÇÃO: Seja U a vizinhança limitada e Q = {x E K/xU C li}. 

Vamos mostrar que Q e um quase anel, diferente de K, e que e 

uma vizinhança limitada Portanto pela proposição 3.11, Q ge_ra 

a topologia de K. 

Como U é limitada existe V com VU C U 1 portanto V C Q e 

Q pertence ao conjunto das vizinhanças de O • Por outro lado, 

como 

como 

QU c u para todo u 

··l 
limitado u u e temos 

Mos-t~remos agora que Q 

l - o e l estão em Q 

c u . ' 

Q 

e um 

; 

uQ c QU c 

limitado. 

quase anel: 

u e 
-l 

Q cu u 

2- Q e multiplica.tivamente fechado pois, QU C U então 

(QQ) u = Q(Qll) C: QU c u e QQ c: Q ; 

3 - Seja X E K" então existe v com xv· :: o· 

Seja u E v· (1 a· então X E a·u-l c o· lo·l-l 
' logo 

K" c Q"(Q")-l. 

e 
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4 - Como Q -e uma vizinhança de o então existe V com 

v ± v c Q (por iii) prop. 1.3 e iiil) prop. 1.6) Como 

Q e limitado então existe z E o· com zQ c v ' então 

z(Q ± Q) c zQ ± zQ c v ± v c Q. Como o c 1 eStél.O em -

Q temos z (O+ l) E Q e então z E Q. Q f I< pois K nao 

e limitado . • 

Concluímos então que a condição de limitado nos ga.ran·te a e-

xistência de u.nl quase anel que gera a topolo,:;ria. Como estamos in-

teressados em um anel de valorização que gera a topolog.ia, preci-

sarnas de condiçÕes mais fortes que a de limitado. Veremos a seguir 

que, se um corpo K é V-topológico, ele é limitado e o quase anel 

que gera a topologia de K satisfaz uma condição aproximadu de 

quase anel de valorização. 

PROPOSIÇÃO 3.14 -Toda V-topologia e limitada. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela proposição 3.9, existe U com (K\U)U(K\U)-l =K·. 

Como então e como (KIU)-l é limi-

tado temos u· limitado. Como U = U" U {O} temos U limitado .• 

PROPOSIÇÃO 3.15 - Seja K mn corpo e Q um quase anel que gera 

uma V-topologia em K, então Q satisfaz: 

"Existe c E Q" tal que para todo x E K. temos, x E Q ou 

-1 r" -1 Q" 
X <:::: C • 
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DEMONSTRAÇÃO: Como Q e uma vizj_nhança de O e K e um corpo 

V-topolÓgico então (K \ Q) -l é limitado, logo, existe V com 

-1 
V (K \ Q) ~ Q. Seja c f- O e c E V n Q então temos que c E Q · 

(K \ Q)-1 c -1 
Q Agora seja E K" " Q ent.âo e c . X e X 

-1 
E (K \ Q)-1 c -1 

Q então 
-l 

E 
-1 

Q c X c e X c . • 

Pela proposição acima estamos nos aproximando do nosso objct.:!::_ 

vo que e o de éncontrZJ.r um anel de valorização que gera n topolo-

gia, isto será resolvido se a V-topologia não possui elementos 

nilpotentes. Antes de verificarmos essa afirmação, mostrawos a se 

guint.e proposição, que será usada na prova da afirma~;ão. 

PROPOSIÇÃO 3.16 - Seja T uma V-topologia ern um corpo K e Q o 

quase anel que gera essa topologia, então se x E o· -
na o >:: um 

elemento nilpotente, {x-n/n E IN f é limitado. 

DEMONSTRAÇÃO: Como x E o· e x nao é nilpotente t.emos que exis 

te U com {x:n/n E JN} C K \ U. Realmente, como {yQ/y E K'} e um 

sistema fundamen·tal de vizinhanças para o O, suponhamos que para 

todo y E rc temos {xn/n E m} n yQ F 0t então existe N com 

com xN E yQ mas como x E Q temos, xr E yQ para todo r :__ N 1 

o que e um absurdo pois x não é nilpotente. Logo existe uma vi­

zinhança U de O com {xn/n E lli} C K \ U. Portant0 1 {x
11

/n E JN} é 

limitado fora do zero e pela proposição 2.16 temos 
-n 

{x /nEJN} 

limitado. • 
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TEOREMA 3.17 - Se K e um corpo V-topÓlogico sem elementos nilp~ 

tentes f. O, então a topologia em K e gerada por uma valor j_zação 

de Krull, -que nao e um valor absoluto. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela proposição 3.14 temos que a V-topologia é liml_ 

tada e pela proposição 3.13 existe um quase anel Q, limitado, que 

gera a topologia. Então pela proposicã.o 3.15 existe c E o· tal 

d E · E x- 1 E c- 1 Q que para to o x K , temos x Q ou ou equiva -

lentemente (K \ Q) -l r·· c -l Q. Consideremo.s então 

Q
0 

= {x E K/xQ C Qc- 11
) com n E JN 

e 
00 

Q o u Qn ·-
n=O 

{x E K/xQ C Q{c-n/n E JN}) 

Vamos mostrar que Q é u...rn quase anel de valorização limitado. Co 

mo Q e multiplicativamente fechado temos que -o QQ c Qc ~ Q e 
-

portanto Q c Q e como Q é uma vizinhança do O temos que Q 

e uma vizinhança de O 

Como 1 E Q temos que 
-n 

u Qc . 
n E JN 

Pela 

proposição 3.16 temos que 
-n 

{c jnEIN} e limitado. Como Q é li-

rni tado e Õ C Q{ c -n /n E IN } , temos pela proposição 3. 8 que Q e 

limitado. Pela proposição 3.11 temos que Q gera a topologia do 

corpo K. Vamos mostrar agora que Q é multiplicativamente fech~ 

do. Para isso, sejam x,y E Q então 
-r xQ c Qc e 

-s yQ C Qc com 
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r, s E lli . Então -s -r -s -(r+s) (xy)Q == x{yQ) S. xQc ~ Qc c = Qc e por-
- -tanto xy E Q. Vamos mostrar agora que Q satisfaz as outras con 

Oições de quase-anel, mas antes observelCJos que se r < s então 

-r -s -r (s-r) -s ~-r -s 
Qc c Qc . Realmente, como qc == qc c == (qc·J ) c e 

como q E Q e, por O E Q t - cs-r c Q s-r > , corr"J c en ao <:;::; temos 

--r -s 
qc E Qc . Agora, é claro que como Q C Q, O e 1 est~ão em Q. 

- -
Para mostrarmos que existe z E Q com z(Q ~ Q) C Q considere-

rr.os z talgue z{Q+Q)CQ,entãose a,bEÔ temos aQCQc-r 

-s 
e bQ C Qc , tomemos r~ s, então pela observação acima 

-r - -s -r -c; 
Oc -C Qc e z(a ± b)Q = z(aQ ~ bQ) c z(Qc- ± Qc -) ~ 

-s -s -s -s 
~ z(Qc ~ Qc ) = z(Q ± Q)c ~ Qc e portanto z(Q ± Q) C Q 

Falta r.'tostrar somente que K' = Õ' (Ô')-l. Para isso seja x E K' 

então PXi.ste V com xV' .::_ Q, tornemos u E v· n Q' então 

r~- -l c o-- (Q--1-l 
X<=><;U _- e portanto K' C õ· \Õ') -l. Como é claro que 

K" ~ Q· (Q·) -l t.emos a igualdade e po:ctanto Q é um quase anel 

Na verdade Q e um quase anel de valorização pois: como Q C Q 

temos 8 como 

-1 -1 -1 
c QQ C c Q = Qc então e Q e wn quase anel de va 

lorização. 

Consideremos agora o anel Q*, gerado por Q, ou seja, 

Vamos mostrar que Q* é um anel de valorização. Seja a E Q*, 

então a pode ser escrito como a = a 1 ± ± a (acrescentamos 
2n 



o se .for necessário). Seja z E Q tal que z(Ô _ Ql S Q, então 

Q 
-l" Q c z Q e portanto a E z -no, logo Q* C { z -n/n E lN" }Q. C2_ 

mo Q c Q* temos uma vizinhança de o e como z E- Q temos 

limitado. Como Q e limitado e {z-n/n E 1N} é li-

witado, temos Q* limitado e pela proposiç~o 3.11, Q* gera a t2 

pologia de K. Como Q c Q* verifica- se de maneira aná Joga, a q1Je 

foi feito para Q, que Q* e um anel de valorização e portanto a 

topologia em K e 9erada por uma valorização de Krull. 

~ imediato, ã partir da proposição 2.13, que essa valorização 

nao e um valor absoluto .• 

Para finalizar o parii.grafo, vamos verificar a observaçào do 

parágrafo 2, que dizia que para que wn corpo topológico fosse ge-

rado por urn valor absolt1to era necessário somente que a topologia 

fosse do tipo V e que possuísse elementos nilpotentes diferentes 

do O. Faremos isso mostrando que se existir elementos nilpotentes 

diferentes de O então o conjunto dos elementos nilpotentes é a-

berto e portanto a condtção do conjunto dos elementos nilpotentes 

ser aberto nâo é necessária pois, isso vem imediatamente do fato 

de existir elementos nilpotentes diferentes de O . 

PROPOSIÇÃO 3.18 - Seja T uma topologia limitada e t um elemento 

nilpotente diferente do O . Então existe uma vizinhança limitada 

do O, consistindo de elementos nilpotentes. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja Q o quase anel que gera a topologia e 

um elemento nilpotente de K, diferente de O. Consideremos U -

= tQ n Q. Como Q e aberto e t f- O temos tQ aberto e porbm-

to tQ í: Q ê aberto c como O E Q temos O E U. Logo U ê una v_~ 

zinhança aberta do O . Como Q e liml ta do, xQ ,;om x t:.~ K · for-

ma um sisterr.a fundamental de vizinhanças para o O, conformE' pro-

pos.ição 3 .11. Como , dado xQ existe n, com tn C .xQ, temos 

tnQ C xQ e portu.nto { tnQ/n E JN} é um sistema fundam.ental de vi 

zinhanças para o O, nessa topologia. Como para todo xQ temos 

um sistema fundamental de vizinhanças para o O Vamos a!Jora mos 

t · d "" b n que, (tQ n. Q) 11 c t 11 Q ~. Q r ar por 1.n uçao so re _ _ _ '' Para n = l, 

isso é verdadeiro. Suponhamos válido para n, então 

(tQ ~ Q)n+l = (tQ ~ Qln(tQ n Q) c (tn Q n Q) (tQ n Q) ~ (tnQtÇ) r 

n Q - .. (tn+lQQ) n Q c tn+lQ 'I Q, Temos também que, (tO n Q)n+m 

" (tQ n Q) 11 (tQ n Q)m c (t 11 Q n Q)Qm 'O (t11
Q n Q)Q 'O t

11
Q 0

• (L 

Varu.os ::nost.rar que ·tQ n Q é a vizinhança de elementos nilpo-

tentes procurada. Realmente, se x E tQ n Q então n rt 
X E (t.Q nQ)- ~ 

~ tnQ n Q e para todo s > n temos x 5 E tnQ n Q, logo para to-

0 Q (1 Q · 1 x" E tnQ n Q t d do t , exl.st.e n ta que para o o s > n 

ou seja, xn converge para O e x e mn elemento nilpotente .• 

Reuniremos no próximo teorema as conclusões acima: 
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TEOREfvi,A 3.19 - Se K é um corpo V-topológico com elementos nilp9_ 

tentes, diferentes de O, então a topologia de K e gerada por 

um valor absoluto. 

DEMONSTRAÇÃO: Como K e um corpo V-topológico temos pela pr:opos1_ 

çà.o 3.14 que K e um corpo topológico limitado, Então, pela pro­

posiçâo 3.18 temos que existe uma vizinhança limitada de O, con­

sistindo de elementos nilpotentes. Pela proposição 2.23, o conju~ 

t.o dos elementos nilpotentes de K é aberto. Portanto, pelo teo-

rema 2.20 temos que a topologia de 

lu-:-_o. 
111 

K é gerada por um valor abso 
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