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INTRODUGCAQ

Em [19], H. S. Ribeirc estuda um sistema hiperbdlico de duas
equagoes diferenciais parcials, com condigbes de fronteira en-
volvendo derivadas, proveniente de um problema em linhas de
transmissao com perdas, e da uma versao do Teorema de Bifurcagao

de Hopf em espagos de dimensao infinita para equagdes da forma

(1) 3‘; = Av(s) + £(r,v(s)) (s > 0).

Motivados por este trabalho e por trabalhos anteriores, Brayton.
[1], [2], Crandall e Rabinowitz [3], Henry {71, [81], Lima
[12], Lopes [13], Oliveira [15] e Sattinger {20] entre outros,
procuramos generalizar alguns dos resultados, Com este objetivo
estudamocs no Capitulo I um sistema hiperbdlico com n equagoés di-
ferenclais parciais, com condigdes de fronteira mista, que aparece
no livro de Godunov [{4] , e no Capitulo II demonstramos um Teo-
rema de Bifurca¢ao de Hopf, para equagoes do tipo acima onde o

parametro r perturba também a parte ilimitada A({(r).

0 procedimento adotado no nosso trabalho, para o estudo do
Sistema Hiperbdlico, & o de transformar o problema dado, em uma
equagac diferencial ordinaria % (t) = Ax(t) (t > 0) num espago de
Hilbert H onde A & um operador linear fechado definido num sub-
espago vetorial denso de H, gque gera um Semi-Grupo fortemente con

tinuo {T(t): t > 0} de operadores lineares continuos scbre  H.
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Estudamos aqui o espectro do operador A e chtemos uma expressaoc
para o operador resolvente R{X :A) do operador A4, entretando o©
objetivo principal €& obter estimativas exponenciais para o Semi-

Grupo T({t).

Através da divisao do espectro do operador A por retas ver-
ticais no plano complexo, conseguimos decompor © espacgo de Hilbert
H em soma direta de sub-espagos X e Y, invariantes pcr A, com
Y de dimensao finita. A estimativa exponencial para o Semi~Grupo
restrito a X segue via Transformada Inversa de Laplace, com o}
operador resolvente R{X :A) expandido de maneira conveniente, O
resultado principal na obtencgao dessa expansio, aparece no Teorema,
4.1. Anteriormente Pazy [16] encontrou uma condi¢ac necessaria e
suficiente, (de dificil aplicagao) para um Semi-Grupo T(t) sa-
tisfazer a estimativa exponencial (T ()il < Me-ut’ onde M > 1 e

u > 0, num espago de Hilbert, isto fol obtido através de fungoes

de Lyapunov.

O Teorema de Bifurcacao de Hopf, garante unicidade e existén-—
cia de bifurcagdo de solugles periddicas de uma equagdo de evo-
lugao. Neste trabalho nds provamos uma versao deste teorema, num

espago de dimensdao infinita para equagdes da forma

(2) = A)vis) + £r,v(s)) (s > 0)

onde A(r), para |r| <mn, n > 0, & un operador linear fechado,

definide num sub-espago vetorial P (independente de r), A(r) & o
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gerador infinitesimal de um Semi~Grupo, fortemente continuo,
{T{r,t) :t > 0} de operadores lineares continuos, nao necessaria-
mente analitico. Colocamos hipdteses de decomposigao do espago em
soma direta de sub-espacgos Xr e Yr invariantes em relacao a

A(r), com dim Y. =2 e NIT(r,ti < Mle-at, a > 0, em X, e

ainda hipoteses de regularidade de fungao £.

O problema de bifurcacdo de solugoes periddicas, (existéncia,
unicidade, estabilidade de solugoes, etc.) tem atraido a atengao
de muitos autores, desde 1942 com o trabalheo pioneiro de Hopf.
Desde entao, generalizagoes e problemas relacionados  tem  sido

desenvolvidos, e &€ dificil comparar tais trabalhos, devido as di-

ferentes técnicas e ds diferentes hipOteses utilizadas.

A motivagao e o procedimento empregados agui, aparecem nos
trabalhos de Ribeiro [19], Oliveira [15] e Lima [12]. Consiste na
introdugao de um novo pardmetro na equagac, relativo ao periodo,
e utilizando as hipiteses de decomposigao do espago, de dicotomia
exponencial para o Semi-Grupo, € 0 Teorema das Fungoes Implicitas
obter solucoes "mild", dependendo de parametros, mas com periodo
conhecido. Trabalhamos portanto diretamente na classe das fungoes
periddicas. A semelhanga entre o nosso trabalho e os trabalhos
citados acima € 0 desconhecimento a priori da diferenciabilidade
dessas solugoes "mild", e isto € o ponto crucial na obtencao da
bifurcagac. A dificuldade adicional encontrada, com relagdo a esses
trabalhos, & devido 3 perturbacao na parte - ilimitada, pelo pa-

rametro r. Esta dificuldade & estudada no paragrafo 1 do Capitulo



iv

II, onde obtemos resultados sobre a diferenciabilidade do Semi=-
Grupo T{r,t)u, em relagao a r, para u € 0, e sobre a dife-
renciabilidade das solugoes da eqguacgdo (2), com condigoes iniciais
diferenciavelmente perturbadas. Tais resultados s3o obtidos uti-
lizando-se o Teorema de diferenciabilidade de Ponto Fixo dependente
de parametro. A partir dessas técnicas demonstra-se também o Teo-

rema de Bifurcacao de Hopf no pardgrafo 2.



CAPITULO 1
SISTEMAS HIPERBOLICOS

1. INTRODUGAO

Consideremos um sistema hiperbolico na sua forma candmica

du gu _

para ¢ < x <4 e t > 0, onde K & uma matriz diagonal
K = K{x) = diag(ki(x)); i=1,...,n

com ki >0 para i = 1,...N, ki <0 para i =N+ 1,...,n e

C =Ci{x) = (cij(x)); i,3 =1,...,n

e onde Zki e sa0 fungﬁes de x suficientemente suaves {de

c, .
1]

classe C? pelo menos).

Colocaremos

N n—-N . : - .
com v £ IR e we IR e tomaremos o sistema hiperbdlico aci-

ma com as seguintes condigoes de fronteira:



v{d) = Ew{0Q)
(CL.FL)

wil) =Dv{i)
onde E e D sao matrizes constantes de tamanhos N x {(n~ N) e
(h — N) x N respectivamente.

2. O ESPECTRO E O OPERADDOR RESOLVENTE PARA O OPERADOR A,
ORIGINARIO DO SISTEMA HIPERBOLICO

Consideremos o Espago de Hilbert

H= (2 [0, 2" x (2 [0, 2)" N
com o produto inteiro usual dado por:
n L
{f,g? = Z J f. g
i=1 Jo *t°*
sz f = (fi) e g = (gi) pertencem a H e definimos ¢ operador A

A:D(AICH > H
por

A(?) = - K (

g ! v
’ 7)) - et ®)

! y



onde

DA) = {(p,y) €EH/(p,p) € (AC [0,21)™, (', 0") € 1 e

p(0) =EP(0), ¢(&) =Dp(2)}.
Temos que A & um operador linear fechado e P(A) € um sub-

espaco vetorial de H, denso em H.

Para determinar o conjunto resolvente p{A) e o operador re-
solvente R(A:A) do operador A, dado (f,g) € H, & preciso deter-

minar os valores complexos de )X para os quais

_ vy ¢ £
(1.2) (A = ) () (g)

admite solugao (¢,)) pertencente a D(A) e dependendo continuamen-

te de (f,g). Neste caso podembs escrever

v @' ¢, _ f
A(w} + K(wy) + C(w) = (gJ
R S B | 0 -1 .f
(w_.) = [- AK K ~C] (w) + K (g}
-1 -1 £y -1, f
e colocando K; ==K , C; ==K C e (gl) = K (g) ohtemos
g’ » £
{1.3) (w;) = (Cy + AKI)(w) + (gi)

s5a
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X{xX,y, )=

21 22
X (XIYIA) (n_,,N) x N X (X,Y,A) (n—N) X (n_N)

€ a matriz principal do sistema

]
(1.4) (i,) = (C, + AKll{z)
temos que X(Y,y,A} = I, que as solugdes desse sistema sao fun-

goes inteiras de A e gque as solucdes de (1.3) sao dadas, usando

a formula de variacdao das constantes, por

w(x) @ (0) X £y {y)
(1.5) = X(x,0,A) + [ X(x,y,A) dy.
P (x) Y (0) 0 g (y)

Colocando ¢{0) = Ey(0), temos, para x = 1, gue

w() = X'1(8,0,A)EQ(0) + X12¢(2,0,A) ¢(0) +
2
+ LJ(Xll(R,y,A)fl(y) + X2 (2,y,2) gy (y))dy

p(2) = X21 (2,0, M)EyY(0) + X22(%,0,Ar) ¢(0) +

2
+ J (21 {2,y A Ep{y) + X22(2,y,A)g; (y))dy
0

e para termos y{&) = D¢(%) & preciso que



(1.6) [ x21(%,0,0)E + %22(2,0,%) - DX} (2,0,M)E - DX12(2,0,7)] ¢ (0) =

%
= - f (X2 (2, y, M £1{y) + X22(%,y, M) g; (y))dy +
O

. |
+ Dj (X11(2,y, )€, (¥) + X12(%,y,\) g (y))dy.
0O

Portanto colocando
H(X) = X21(4,0,0)E + X22(%,0,A) - DXx!1(2,0,A)E - DX12(%,0,)
h(x) = det H(X}

temos que, h(A) & uma funcdo inteira de A, e:

l. Os zeros de h(A}) pertencem ac espectro pontual OP(AJ,

do operador A, pois

¢ (%)

= X (x,0,1) &5
¥ (x)

onde, b & uma solugdoc ndo nula do sistema H{)X)b = 0, satisfaz
Yy oo
(A A)(¢) =0

2, Os valores complexos de A tais que hi{i) #0 - pertencemn
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a0 conjunto resolvente p(A), do operador A, pois (1.6) fornece

2

1.7 w0y = 5O - J (K21 (%,y, )1 (v) + X22(2,y, A gy (v))dy +
[e]

L
+ D J (X112, y, 0 £ (y) + X12(2,y,Mg;(y))day 1
0

portanto, colocando ¢(0) =Eyp(0) em (1.5) obtemcs (v,y) € D(A)

e (p,¥) dependem linearmente e continuamente de (f,g).

Portanto, temos que:
g(A) = Gp(A) = {x /h{A} = 0}

e se A & o{A), entao

£ E Y (0) X £1(y)
R (A :A}(g)(X) = X{x,0,%) + [ X(X,¥,A) dy
Y (0) 0 gl(y)
\
. £ -1 f
vnde  ¢(0) e dade por (1.7} e () =K " {1).

g g



3. SEMI-GRUPO, FORTEMENTE CONTINUO, DE OPERADORES LINEARES
CONTINUOS, DEFINIDOS SOBRE O ESPACO DE HILBERT H E

GERADO PELO OPERADOR A

TEOREMA 3.1: 0 operadon A degindde sacbre TV(B) com valonres em H

e o ggnadok infinitesimal de um Semi-Grupo, fortemente continuo,
{T(t) : £ > 0}
de operadones Lineares continucs definidos sobre H, satdisfazendo
ITein < Me¥ ;¢ >0

para M > 0 e w€ IR e, alem disse, para u € D(A?)

bt
Plt)u = J MR (A £ A)ud)
b=

2Ti

onde b > max {0,w}.

DEMONSTRAGAO: Temos que, para (¢,P) € D(A),

!

ey _ _ @ _ 2
A(w) K(w.) C {w)
onde K = K{x} = diag(ki(x)) e C =Clix} = (Cij(x)). Como © ope-

rador



fHCf; fz(fl;--o ;fn)EH
€ um operador linear limitado definido scobre H pois

n
HCfHH =1 E

j Cijfj)”H (l :lfl..fn)

1

logo, pela desigualdade de Schwarz, temos

— ] “,é
n £ n ,
tCEll,, = P J (% C,.(x)f,(x))%dx <
T =1 /o 9=1 1) 3 }
1
- noton ) *
< Z J (2 ci.ix) - I f.(x)dx
_i=l Jo g=1 HJ j=1 J

portanto, tomando

n
My =max { sup ( 2 Ci.(x)J : i =1,2,...,n}
0<x<t j=1 -7

temos que

L n 1
ety < [nM; - J z f‘z.(bf:}d}«:]/2 =vnM £l
h o j=1 J

isto &

ICEH, < MUEN, com M=+vnM



portanto, basta mostrar que o operador linear

A : D(a) - H
dado por

oW p'
A = -
(w) K(w,J

gera Semi~Grupo fortemente continuo, e para isto, (aplicando o

Teorema de Lumer - Phillips em A - w;I) temos de verificar que

p(Ad,0) < Wi u¢u1}, o € D(A)

onde p & o produto inteiro sobre H, equivalente ao produto ori-

ginal de H, dado por

n L
plf,g) = iil L) ui(x)fi(x)gi(X)dx; f = (fi) e g = (gi) em H

~ - 1
onde 0s pesos ui(x) sao funcgoes positivas de classe C [0,8]
que serao escolhidas convenientemente de modo a obter a seguinte

condigao de dissipatividade:

n

i) T u; 00k, (0)¢5(0) < 0
i=1
(1.8)
n 2
ii) z ui(ﬁ)ki(2]¢i(£) >0 com ¢ = {¢i) € D{a}
i=1
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e | Iip € a norwa em H, proveniente do produto interno p. Jus-
tificaremos a existéncia dos pesos ui(x), i=1,.,..,n, observando

que, se P = (¢i) € D(A), temos

N
9, (2) = Z 4d..0. () para i =N+1,...,n

)

se E = (e,

i3 e D = ‘d

N> (n-N) i3) (n-N) %N

portanto, substituindo em i) de (1.8) e usando a desigualdade de

Schwarz podemos escrever

n N n
Z oy, (0)k, 200y = Z u,(0)k, (0 b 9. 1(0))% +
21 Ul( ) l(0)¢l( ) ) uy )kl( )(j=N+1.elj¢J( ))
n 2
+ X u.(0)k,(0)Z(0) <
j=N+1 > I
N n ” n 2 iy 2
< oy, (k) 2 el ( T ¢Z(0)) + & u,(0)k.(0)¢.(0)
~oi=1 * * j=n+l 0 gen+1 3 j=N+1 J ?

pois ki para i=1,...,N e My o i=1,...,n, sd3o fungoes posi-

tivas, logo temos

n n N

2
I WOk @620 < T [T {0k, (0)E el +u, (0)k. (0} 147 (0)
=1 4 j=l =t - 1 3 o
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que para obter a desigualdade i) de (1.8) basta tomar fungoes
ui{x), i=1l,...,N, com ui(O) suficientemente pequenos, pois
kj(O) <0 para j =N+ 1,...,n. De modo analogo, para obter o
item 1ii) de (1.8), devemos escolher fungoes 1ﬂ}x),i =N+ 1,...,n

com ui(z) suficientemente pequenos.

Nessas condigdes temos, para ¢ € D(A), que

~ n '8
plAd,¢) = X - f ui(x)ki{x)¢£(x)¢i(x)dx =
i=1 o}
)
d
== "'%" § f l-li(x)ki(X)"é; (¢iz(x))dx =
i=1l ‘o
n g
__ 2 g [F a4 2
= -5 izl [Ui(x)ki(x)¢i(x)]0 L) e (Hi(X)ki(x))¢i(x)dx

portanto, usando i) e ii) de (1.8), podemos escrever que

- no2
pae0) = 5 2 [ & (ui(x)ki(x)) o2 (x)dx =
i=1 ‘o
nooR i (0k, (%)
= —:ZL- z f U, (x)[ T2 + k! (x):‘ 6% (x)dx
. 1 1 1
i=l Jo Hy (x)

logo, tomando

w, = max { sup -

1 U_.i'_ (X)ki {x)
Oixil

+ k!(x) J :i=1,...,n}
i
ui(x)

obtemos
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p(Ad,$) < w, 12 se b€ D),

Como D(A) & denso em H e o espectro de A sao zeros de uma fun-
¢ao analitica ndo nula, portanto pontos isolados, podemos afirmar
gue operader A :PD(A) > H gera um Semi-Grupo, fortemente - conti~
nuo, de operadores lineares continuos, definidos sobre H, T{t},
t » 0, satisfazendo

iT(e)h < Me™®, M > 1, we R

e pelo Corolario 7.5, pg. 31 de (Pazy, [17]) temocs, para uEINA?);

bh+iee

1 At

T(tlu = f e
21wl ‘b-iw

R{x : A)udr

onde b > max {0,w } completando a prova do teorema. U
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4. EXPANSAQ DAS MATRIZES

O teorema seguinte nos darid uma expansao da matriz principal
de solugoes do sistema (1.4) para X # 0, que exercera um papel
fundamental nos resultados que se seguirdo neste capitulo, que sao:
Uma analise mais detalhada do espectro do operador A e a obten-
cao de uma dicotomia exponencial para o Semi-Grupc gerado por A,
a partir da divisao do espectro de A no plano complexo, por uma

reta vertical. Para isto colocaremos

C, =Cy(x) == K(x) 'Clx) = (a;,(); 4,3 =1,...,n
. .
K, = K;(x) = - K(x) ! = diag (A, (x))
onde
Ai(X) .
ki(XJ

portanto A, <0 para i=1,...,N e Ai >0 para i=N+1,...,n

TEQREMA 4.1: A matriz princdipal de so0lucoes X(x,A), A € C,
X(0,2) = I, do sisfema
g! ¥

¢ dada, para A # 0, por
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1 1
X{x,A) = XO(}{,)\) + _A_ Xy (x,x) + 72" Xo (x,A)
onde:
X X
A J AL {s)ds + J a..(s)ds\\
i ii
i) Xo(x;l)= diag| e © ©
ii) X, (x,A) = (dij} onde
b 4 p4
A A d . . d
La J(s) s LD ajj(s? s
e a,.(x)e
d.. = ! -
13
Aj(x) - li ()
X X
RJ; li(S)ds L) aii(s)ds
B e aij{OJE
Aj{O) - li(UJ
para i # j, e
X X
X [ A.(s)ds + f a,.(s)ds
o 1 o i X aik(y}akiﬁy)
dii = e J z dy
0 k#i ki(y) - Ak(y)
iii) Para 0 < x <& e ' er| <o (o >0) existe uma

consfante XK =XKL .5) > 0 tal que, se



entao
[Xp (x,0)] < K
para 0 < x <%, |Rer| <o, cnde
[Xo {x,)) | = max |eij(x,l)|; i,3=12,...,n.

15

DEMONSTRAGAQO: Mostraremos primeiramente que, se f & de classe
C2, entdo para 1 # j e X complexo nao nulo, temos:
X Y
X AJ li(s}ds + A J Aj(sjds
(1.9) Je Y © fly)dy =
e}
X X
k[ Aj(s)ds A L ki{s)ds
0
- L. £ £(0) .
J\j(x)-ki(x) )\j(O) - J\i((})
1
+ g IKij(f,x,}\)
com
(1.10)  [K, (£,x,0)] < ™ K, se 0cx<t e |Red|<o  o>0,



le

onde IX;=IK,(£,2,0) >0, [ (x)] <M para 02 x <% e

i1 =1,...,n. De fato, como

X Y
% AJ J\i(s)ds + A [ij(s)ds
J e ¥ f(y)dy =
o}

X Y
AJ A, (5)ds [x AJ 0 (s) = A (s))ds
4]}
e
Q

= e fly)ay =
X Yy
}\J Xi(s)ds b A[ {(A.{s) -~ X, (s))ds
R f a o 3 i £ (y)
= @ o —a—y— e . dy
Mkj(yJ- Ay (y)
temos integrando por partes que
{1.11}
X Yy
% A J Ai(s)ds + A JO Aj(s)ds
J e ¥ £(y)dy =
o)
X X
A f A.(s)ds A f A, (s)ds
! o £ (x) o T £(0)
= _i_ e - e
Aj(x)—ki(x) Aj(O)-li(O)
X Y
N A JO Ai(s)ds A fo(lj(s) —ki(s)}ds

onde



17

Ay - 2 L)
Aj(y) ~ Ki(y)

Integrando novamente por partes o Gltimo termo, obtemos que

X Y
L A J Ai(S)ds (X lf (kj(S) - Ai(s)JdS

- T e J e ° hiy)dy =
Jo
X X
lj A.(s)ds kf A, (s}ds
D B D h (x) s o o 7 h(0) .
2 - -
A Kj{x) Ay (x) kj(O} Ai(O)

y +X
X X[ kj(s)ds + AJ Ai(s)ds

+ J e ° Y gly)dy
O

onde

d hiy)

gly) = 3
Y -
Aj(y) Xi(y}

portanto chamando o termo entre colchetes acima de IKij(f,x,A)

justificamos a igualdade (1.9), e para 0 < x < & e |Rei| <o

temos que

lmij (flxlk)

< eGMx 2 sup
0<x<%

h(x) oML
- + e sup [g(x)|g
Aj(x) li(x) o<x<4 J

portanto para obter (1.10) basta tomar
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K; =max [ 2 sup b (x) + oM sup Jg(x)f -2 .

i#3 0<X<A kj(xJ - A ) O<X< L

Comegaremos a demonstragéo do teorema tomando

X({x,A) = Xo(x,k) + Y (x,A),

Yl (X,}L) X(X,l) = XO(X,A).
Temos que

xl

{Cl + }\KI)X,

(X
-AI Ki(s)das
portanto multiplicando esta igualdade por e © chega-

mos a

X X
—RJ K (s)ds —AJ K;{s)ds

d 0 _ o] ot h ey
Ix e X = e Cy (Y)X(y,A)

logo

X y
-k[ K;(s)ds —AJ K, (s)ds
o)

4
e © X(x,x) =1+ ( e Ci (y)X({y,\)dy

ou melhor

X

A K,(s)ds X Af K, (s}ds

X{x,\) =e + J e ¥ Ci{y)X(y,r}dy
o)



seque dai, que

A.J Kl (S)dS
(1.12)  ¥i{x,2) =e © - X (x,2) +

X
I'x AJ K;{s)ds -

+J e Y Cl(y)<Y1(x,k) + Xo(x,)\)> dy .
O

Analisaremos primeiramente a matriz

X
% A! K (s)ds

(1.13) e Y Cy (y) X, (x,))dy
(o]

que possui na posigao 1ij o termo

fx Y ¥
A Ai(s)ds AJ Aj(s)ds + f ajj(s)ds

)
e y aij(y} e © 0

X
dy =

X Y by 4
% hf Ai(sts + hjo Aj(s)ds [ ajj(s) s

0
aij(y) e

para 1 = 1] temos

X % X Y
. J\J )‘i (s)ds J a (s)ds J\J }\_i{s]ds X Iaii[s)ds

o o] : (o} d o

e aii(y)e = e g, ¢ dy

o o Y

X X X

;\J li(s)ds + J aii(s)ds ;\J li (s)ds
o o} o

19
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isto &, a diagonal da matriz (1.13) & igual a diagonal de

x
A[ K, (s)ds

XO(X,A) - = © r

para 1 #3, usamos a igualdade dada em {1.9) con

i . ajj(s)ds
fly) = aij(y) e

de modo que a igualdade (1.12) fica

Y (X, 2) =
S X X x
Al A, d . .
L 3 {s)ds Lajj (sids ,\th(s)ds 0
. aj_j (%) e a‘ij ({
— fe - e
A kj(xJ - Ai(x) Aj(O) - Ai(o)
L

j ajj(s)ds
1 o

P P +
= :mlj (alj( ) e , X, A)

X
x Af K; (s)ds
4 J e y C]_ {Y)Yl (YI)\)dY
0

onde a primeira matriz dessa soma possui a diagonal nula.

41
Colocando Y; = 5 obtemos




X(x,A) = X (x,0) + 2 z2,(x0)

A

onde Z, deve satisfazer

X

, (X :
)\J A, (s)ds fajj(S)dS X
1 0l & e *I 819 o o)
Z1(x,A)H e ) - e © 1]
Ay 0= Ay () A0 = 3 (0)
f a..{s}ds
1.14) T e 77
(1. 3 i3 aij( ) e r X A) +
i#3
X
x lf K, {s}ds
+ f e ¥ Cy{y)z;(y,A)dy.

Procuraremos entac determinar numa matriz

A # 0, deve satisfazer

X
%
Af A (s)ds J"J‘jj(S)dS
Q- ] aij(x) =

Xi(x,2) = e - e

Aj(x) - ki(x)

(1.15)
X
% Xf KI(S)dS

+ f e ¥ C1 (Y) Xy (y M) dy + =
9

onde

X1 (x,A} tal que,

(ry5 M)

21

para
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(1.16) |Yij(x,h)] < eGMXIKz se 0<x<% e [ReAl|< o,
com
]I{z =]}<2(H’;U) > 0.
Procuraremos X;(x,A) na forma de uma soma
1 2
X]_ (X,k] = XI(X,k) + XI(X,;\)
onde
X
A[ A.(s)ds
1 o
X1 (x,A} = e ui.(x)
J n=n
L=}
X
k[ A, {s)ds
2 o *
Xi{x,A) = e Bij(X) nxn

temos entado que

X
x )\J Kl {s)ds

o

e

Y Criy) X (v, 2

X
% AJ K, {(s)ds

X
X Xf Kl (S)dS

ydy =

C, (y)X] (y,\)dy +

¢, (yXI (y,Ndy

o
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e o0 problema pode ser dividido em duas partes:

12 PARTE: A matriz

X
N Af K, {s)ds ,
f o ¥ C,(y)X{{y,2)dy
Q

possul na posigcac ij o termo

X Y

n X Xfy li(s)ds‘ A . Aj(s)ds

)3 [ e a., (y) e o . (y)dy =
k=1 ‘o ik k3

X Y
n x )\fy Ai{slds + AL hj(s)ds

= X f e a,, (Y)o, . (y)dy

k=1 ‘o ik k]

que para i # j, através da igualdade (1.11) com

fly) = aik(y)akj(Y):

pode ser transformado numa expressiao em —%— do tipo 7%_ Yij(x,lj
satisfazendo (1.16), qualquer que seja akj(y) continuamente di-

ferenciavel considerada, logo podemos tomar

X
fo ajj (s)ds
a..(x) e
(1.17) o34 (0 = = ;i
Aj(x) - Ai(x)

gue os termos 1 # j de
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x
X )tf Kl(S)dS
[ e Y Cl(Y)X%(Y:A)dY

A
remos de acordo com a igualdade (1.15). Na posigao ii temos o

serao eliminados pelos termos da matriz < (Yij(x,h)} e esta-

termo

X
" AJ Ai(s)ds
J e aik(y)uki(deY

portanto para Xi{x,l) satisfazer (1.15) procuraremos aii(x)

que satisfaga

X ‘ X
AL Ai(s)ds n AL Ai(s)ds
e A X = 2 e f ay (Yo, (vidy
=1 o]
isto é
n x
a,, (x}) = Z [ a., yla, . (y)dy =
ii et Jo ik
p.4 X
- J a, Way; (yay + T J a (Yo, (v)dy
o} lk#i ‘0
logo, resolvendo achamos
Y x
x -L)aii{s)ds L)aii(sts
ayq () = J Zoag oy, (y)e €

o k#l
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como aki(y), para k # i, & dada por {1.17) obtemos

X

i (sids ag (¥)ay; (¥)

_ o)
(1.18) a,,(x) =e E. dy
o k#L A, (y) = A ()

22 PARTE: A matriz

X
AJ Ki{s})ds
=z
[ e Y ¢y (y)x? (y)dy
O

possui na posigao ij o termo

X Yy

n % A[y Ai(s)ds ALD hk{s)ds

) e a,, ly) e B (¥)dy =
k=1 ‘o ik ki

X Y
n X Afy li{S)ds + Afo Ak(s)ds

= I f e a., (y)B, . (yv)dy

k=1 Jo ik kj

agui, como na 12 parte, podemos eliminar os termos para oS quais
kK # i, usando a igualdade (1.11), portanto temos que considerar

na posigao ij somente a expressao

X
% AJ Ai(s)ds
o

N e : aii(y)Bij{y}dy (k = 1)

logo para X?{X,R) satisfazer (1.15) procuraremos Bij(x) gue
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satisfaga, para 1 # 3
X X
XLD ki(s)ds ALD Ai(s)ds aij(o)
e Bij (x) = - e +
lj(D) - hi(O}
X
" AL li{s)ds
+ . e aii(Y)Bij(Y)dY
isto &,
X aij(O) 2 i)
B..(x) = J a,.{y)B..(y)dy - : {i j
13 o ** 1J A.{0) = 2, (0)
3j i
portanto, resoclvendo achamos
p:8
_ aij(o) LD aii(s)ds
(1.19) By (x) = a ; (L # 3)
J As{(0) - A, (D)
]
e para 1 = 3
X X
ALD ki(s)ds % XLD Ai(s)ds
logo
(1.20) .. {x) = 0.

ii
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Determinamos dessa maneira, ditens (1.17) a (1,20), a matriz

Xy (x,)) satisfazendo o item ii} do teorema.

Temos que

X(x,0) = X_(x,}) + —%— 2 (%, 1)

onde 2;{x,A} satisfaz {1.14), logo fazendo

Zl{x,)\) = Xl (X,)L) + _%‘_ X2 (X,AJ

obtemos

X(x,1) = X_(x,1) + Loxixn) + X (x,A)

A AZ
onde

Ko (x,A) = A2 (x,0) - Xqp{x,A)).

Por (1.14) e (l.15) obtemos gue

X
% AJ Ky (s)ds

2y {x,2) =Xy (%,4) =f e ¥ (h(Y(Z1WwA)— Xl@fkgdy
o

+ 1 Y. . (X,A)
A 13 Il Xn

onde
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APFYCI2 ORI ™M™ ®y se |Rer| <o, o >0

e IK; > 0, portanto

Xo (X,%) = Jo e < Cy(y)Xy (y,A)dy + R(X,})
cnde.
[R(x,A)| < eUMxIK3 se |Rei| <o
portanto para os valores comp}exos de A com |Re}x| < a temos

XK
X2 (%, 1) | 5,[ MY 1o )] Ixs (v lay + "M, =
o]

X

M _

e’ X[ J ey ty) | e O le(y,MIdY*"mz]
lw]

loge

-GMx X — oM
M, | < B ¢ | o] € Pxp v lay
Q

e aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos:

X

" |Cy (y) | dy
e T Xy (%, 0)] <Kze ©
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portanto

L
f |C) (y) |dy
(X (x,2)] < oMt Kz e = K

onde K =IK(L,0) > 0 satisfaz o item iii) do teorema. O

Como

XL (x,A): X12(x,))

NxN N x (n-N)

X{x,2}) = X(x,0,)) =

X2l (x,x) X22 (x,1) .

(n-N). xN (n=N) x {(N-N)

podemos escrever, usando o teorema 4,1, que:

X' (x,0) = X311 (x,A) + —— x11(x,%) + X1 (x,2)
O A 1 22 2
12 - 1 12 1 12
X12(x,%) = + == x12(x,%) + x12 (%, %)
X 1 2
1
(1.21)  x*'ex,n) = e P e + 2 2 (x,0)
A Az 2
22 2 1
X2, = x22(x,0) + = X2 (x,0) 4 —2 x22 (1)
o A 1 ).2 2
onde |X;J(x,A)| & limitado para 0 < x< %, |Rexr| limitado,

i, 3 = 1i,2 e dal enunciar o seguinte corolirio.
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COROLARIO 4.1: A matrdiz principal de solugoes X(x,y,\) do sis~

tema {1.4), X(y,y,A) =1I, para X # 0, ¢ dada por

X(err)\) = XO(X:YJA) + _l_ XI(X:YI)\) + x2(for)\)

A

onde

X (x,7,0) = XO(X,X)XO(y,A)_l

X106y, = (X (,4) = X 00D X (v, 07 X v, 1 x e

e |Xo(x,¥y,A2)| e Limitado para 0 < x, y < & e |Rer| Limitado,

e ainda mais, como

XM (x,y,0) X12{x,y,2)

N x N N x {n-N)

X{x,y,2) =

X2 {x,y,A) X22(X,7,A)

(n-N) xN (n-N) x (n-N)

obfemos gque

11 ¢l 11 -1 1 11 -
K1t {x,y,A) = X0 (x,A)XO {y,A) + : [ Xl {x, A}

- Xél(x,k)xg1y,h)_lx%1[y,h}] Xél(y.,)t)"1 + termo em A
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12 _ 1 12
X (XrYrA) = + T [xl (x,2) -
- Xél(x,k)Xél(yfk)—IXiz(y,A)] Xéztyyh)_l + termo em A

le (foIA) = + '—i-_ [ x121(x:;\) -

- xgz (x,x)xg(y,x)"lel(y,m_] xg)lty,;\)“l + termo em A 2

-1 1
X22 (X;y;l) = XgZ(X,A)Xéz (Y:A) + T [ X122 (X,)\) -

- xgg(x,A)xgzty,A}'lef2(y,A) ] 2-%2(3/,J\J'1 + termo em )

com as matrizes nos termos em X 2 tambim Limitadas para O < x,

y <% e [Re)x] ZLimitado.

DEMONSTRAGCAO: Temos, pelo teorema 4.1, que

X(y,A) = X_(y,A) + + Xy (y,A) + X, (v, 1)

com

Yy Y
KI li(s)ds + J aii(s)ds
XO(y,A) = diag e © ©

portanto podemos escrever que
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x(y,}\)_l = ]:( i+ % X (y,}\)XO(y,)\)_l + ——}\-1-2— X (y,}\)XO(y,}x)—l) xo(y,;\):I ;1
-1 1 _ o1\

= Xo(y,l) <j:4--r Xl(y,l)XO(y,k) + = XZ(Y,R)XO(Y,AJ

- xo(y,xf'1<1:- + Xy, DXy 7 s Ai R(y,x))

pois, para |A| grande com |Rei| limitado, a inversa

1 _ =1
I+ 5 Xy X (y.A) +

-1
-]
Xz(y,A)Xo(y,M )

dada pela série

M1

i 1

1 -
- = Xy X T -

X2 (YIA}XO{Yr)\)

8

2\2

¢ ainda mais, a matriz R{y,A) & inteira em A com |R(y,A}| Lli-

mitado para 0 <y < 2 e |Rei| limitado. Obtemos dessa wmaneira

uma expansdo para a matriz X(y,)\) ', A # 0, dada por

e L Ziyen

, -1 -1 1 -1 _
Xy, 07 =Xy, 0T = X 0T R (v, )R (Y o) >

A

onde

Xy 0 = Xy, M RGN
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Como
-1
X(X!Yrk} = X(xrA)X(YIA)

temos, multiplicando as expansoes ja obtidas, a  expansio de

X{x,y,A) dada no corolario. Para obter a segunda parte, observa-

mos que
-1
/Xélfx,l) 0 X1y, 0
-1
xo(xﬂx) = XA =
-1
22 22
0 X22 (x,) 0 X22 (y,))
xilix,AJ xiZ{x,A)
X1(X,AJ =
Xfl(x,l) Xf2(x,h)

e dal substituindo na expansdo de X(x,y,\) e efetuando as opera-
¢oes indicadas obtemos as expressdes de XM (x,y,10); i,j =1,2,

colocadas no corolario. O
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5. DISTRIBUICAC DO ESPECTRO DO OPERADOR A E DECOMPOSIQKO DO
ESPACO DE HILBERT H EM SOMA DIRETA DE SUB-ESPACOS

INVARIANTES POR A

Sabemos, pelo paragrafo 2, que o espectro o(A), do operador

A & formado pelos zeros da funcdo inteira h(}X) onde

h(x) = detH{X)

Com
H(x) = X2 (2, MYE + X22(2,2) - DX!1(e,n)E - DX12(4,))
que pode ser expandida, usando (1.21), para X # 0, na forma

i, A
(1.22) H{A) = Ho(l) + k Hy (A} +

Ho (3)
},LZ

onde
_ 22 . 11
Ho(A) = X22 (4,0 = DX} (4, M)E
Hy () = X212, 0E + X32(2,3) - DX]' (&, A)E = DX1? (&,2)

e H,()) & inteira com [H,(X\)| limitado para |Re X| limita-

do.
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Como

'3 L
li)li(s)ds + Ljaii(s)ds
Xélfi,l) = diag | e

A, < 0, i=1,...,N

£ ')
l{ Ai(sts + f aii(s)ds
xézm,x) = diag | e © -

A, > 0, i=N+1,...,n

e D e E sao matrizes constantes, podemos escrever que

n
0 AW

det H {A) = £ b, e
[o] k=1 k

ho{A)

com bk e wy reais, e ainda mais, usando a =xpansido (1.22), och-

temos que

it

1
(1.23) B3} = hy (A) + == 1, ()

com h; inteira e limitada em faixas verticais do plano complexo.

I

LEMA 5.1: Se % = {A,/ho(kl 0} e a < B, entao:

i} Cs elemenios de 2 possuem parte real Limitada.

ii) Exdste N_, tal que h_ (A} tem no maximo N, zenos em
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{A/a <ReX < B e t=<Imi<t+1l}

qualquenr que 4eja t € IR.

1ii) Pana tode & > 0, exdisfe m(d) > O tafl: que, se
o0 < Red < B e dist(i,2) > ¢,

entao Iho(A)| > m(8).
DEMONSTRAGCAO: Veja Levin [11].

TEOREMA 5.1: 04 pontos do espectro de A, o(A) = {Aa] h(x}) = 0},

possuem parte neald menor ou Agual a w, e se
g > o, = sup{Re}\/hO(J\) = 0}
entdo, o namero de clementos A € o(A), com o < ReX, € finito.

DEMONSTRAGAO: Que os pontos do espectro de A possuem parte real
menor ou igual a w segue do fato de que A & o gerador infinite-
simal do C _-Semi-Grupo T (t) satisfazento T (t)l iMew-t. Para
completar a demonstragao, suponha que a guantidade de zeros de
h(X) com 0 < Rex < w & infinita, entdo se U‘j)jEN € uma  se-
quencia desses zeros, temos que [Q\j] =+ + », pois os zeros da fungao

inteira h sao pontos isolados, e de (1.23}), que
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- -1
hy (1) = T hy O4g)

logo, como |h1(lj)] & limitado, obtemos que ]hO(AjJ] + 0 que

contraria o item iii) do Lema 5.1.

TEOREMA 5.2 (Divisdo do Espectro): Seja T' uma curva fechada, sim-
ples, diferenciavel por partes do plano complexo, Zal qgue h #0
em D, Defindimos ¢ operadon Lineax Pp, definido sobre ¢ espago

de Hilbenrt H, pon:

-1
2w i

P

s f R(A : A)udx, u€H
r

' ondentada no sentido anti-horaric. Entdo:

i) P ¢ uma profegdo Linear continua idefinida sobre H.

ii)  Se X = Nielfeo de P, e ¥ = Imagem de P, temos que

com X e Y sub-espacos de H Anvariantes em relagac ao operador
A de tal maneira que a nestiricdo de A a X, gque ¢ um operador ALAi-
near fechado definido num sub-espago vetorial denso de X, possui
espectro foamado pelos pontos do espectro de A (zenos de h)  que

estao fora da curva I', e a nestriedo de A a ¥, @ um operadon



{inearn Limitado defindido sobre Y, cujo espectro e formado pelos

pontos do espectro de A que estaoc ne interion da cunva Y.

iii} Se U € X e t > 0, temos que

1

2mi

H
<

f PR\ :A)u_dA
r O

iv) Se A, e um zeno simples de h e ¢ o dnico zero do in-

terndon da curva T, femos que

dimy = 1.

DEMONSTRACAO: Para os itens i) e 1ii) veja (Kato [ 9 ]), para o

item iii) veja (Ribeiro [19]) e para iv), temos por hipdtese que
h(x) = (A = ko)h*{k)

com h* # 0 no interior de I' , portanto podemos afirmar que
H(AO) & uma matriz cow nficlec de dimensao 1. Por outro lado como,

para A € € com h(A) # 0 temos que

\
R{} :t AY () (x) = X{x,A) + J X{x,y,}) dy
4 v (0) o g1 (y)

onde
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P (0} = H{X) B(E,g,X)

com

2
BUE, 9o M) (w1 T JO [(-xﬂ(ft,y,k\) + DX“(R,y,A)) £1ly) +

+ (" xzz(ErY:}\) + DX12 (RfYr;\)) ‘31(Y” dy

e a Qltima parcela do operador resolvente é analitica no interior

de T' , vem, para (£f,g) € H, que

£ -1 £
P (T )(x) = JR()\:A)()(X)d?\z
I'g 2mi Ir g
EH(M T - B(£,9,))
I J X (x, \) dx
2ni ‘T 1
H{x) +» B(f,qg,X)
Fazendo
GO = (A = Ay) - B!

temos que G(i) e analitica num dominio contendo [' e seu interior,
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, -1
G(AO) =lim (A - AO)H(A) .
k+Ao

Observe que a matriz G()) também pode ser olhada como

G(A) = adj H(A)

h* (»)

onde adj H()X) @ a transposta da matriz dos cofatores de H(A),

portanto temos que

EG(X) « B(f,g9,A)

- f
PF(S) (x) = =& J X(x,A) o
2ni P -y G{x} - B{f,9,})
EG(X} - B(flg!k)
= - residuo X{x, X)) | B
A=Ay G()X) « B(f,g,A) A=A
o]
EG(}O) * B(f!gl}‘o}
= - X(K;AO)
G(l;]} . B(frgrko)
Como

1im H(A) - (n - J\O)H(J\)_l =

ke\o

H(Ao) . G(lo)

li

lim (Xx - AO)I =0
A+ho
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vem que a imagem de G(AO) esta contida no nficleo de H(ko}, por-

tanto

dim (Im G(AO)) =1
logo existe a(lo) € EnHN, gerador da imagem de G(Ao), de tal
modo gue

G(AO) . B(f,g,lo) = k(f,g,lo) . a(lol

onde k(f,g,ko) € €, portanto

Ea(}\o}
f = - »
PF(g)(x] = k(f,g.lo) [%(X,Ao)
| a{i,)

donde podemos concluir que Y = P, (H) tem dimensao 1 e & gerado

por

Eal(ix_ )
o)

X(x,ho) a
a{ko)
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6. EXPANSAO DO OPERADOR RESOLVENTE R() : A) E ESTIMATIVAS

EXPONENCIAIS PARA O SEMI-GRUPO GERADO POR A

LEMA 6.1: Seja G, como no teorema 3.1 e o, < a <8, entdo pata

03 valornes complexos de A tais que

a < Rek < B, hix) #0 e A A0

temes que:
© Ay @ Re Ay.
i) -+ - 3 a e X com z ]ak[e e w
h_(A) k=1 k=1
o
i) [H )7 € 2imitado
131) HOO ™ = w07 - e oo T e oos_ o7 2 ro)
o A o ! o 32
com |F(A)| Limitado,

DEMONSTRAGCAO: Os itens i} e ii) seguem do resultado de Pitt,
veja [18]. A expansao dada em 1iii) & obtida pelo mesmo processo

usado na demonstragao do Corolario 4.1. O

Daremos no prdximo teorema uma expansao para o operador re-
solvente R{A : &) do operador A, onde colocaremos somente as ex-
pressces da primeira componente desse operador, isto devido ao

tamanho das expressoes envolvidas e do fato que a segunda
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componente, tem o© mesmo tipo da primeira, nao necessitando por-

tanto de uma analise especial,

TEOREMA 6.1: Seja G, como no Zeonema 5.1. Para 04 valones A € C

tais que
h{x) = det H(A) # 0 e g, < Re A
temos, pana (f,9) € H e A #A 0, gue

A £, _ . £
R (A .A)(g) = RO(A .A)(g) +

+ = R0 :A)(g) +

f
X Ro (A 2 A) (g)

}\2

onde

£
IRo (4 2 2) ()1

¢ Limitado para o < a < Re X < B e ainda se:

. £ o
RO(K -A)(g) wo
Y1
Ry (x :A) (D) =
d v
1

entaoc
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Z
-1 -1
v (x) = XI1(x,))EBH_(X) LD [ngltﬂ,a)xgl(y,x) £14y) -

X
-] -1
- x22 22 11 11
Xo (ﬁ;l)xo (y,2) gl(y)]dy + L XO (X”\)Xo (y,A) "£i(y)dy

'}
_ 1 =1
g (x) = xé {x,}\)EHO(A) J

{ [- X3 (e,n) + DXit(r,A) +
Q

. 22 22 =121 - 11 11 —1,11 (11 -1
FXZSL MK (Y, R) X) "y, A)- DX (R,MXO (Y, A) X3 (y,h}:[ (S yA) TE )t
+ [_ x22(2,%) + DXIZ(2,)) + X22 (2, M X2% (y, 1) 22 (y,A) -

-1 -1
- DT (L, )Xy, A) x{z(y,x)] X2Z (v h) gl(y)} dy +

R

. ) -1 -1 -1
+ [(kil{x,}\)E+X}2(x,A)) H () —xél (x, MJEH_(A) "Hy (A H (k}:| J [Dxél (2,1) -

Q

-] -1
c x0T E ) - X222, 022 (v, 0) gl(y}J dy +

X - -
o J { [x{‘(x,x) RSN CIPOR SERIPY : -xil(y,MJXél(y,k) i ly) ¥
0

+ [xiztx,x)-—xél(x,x)xél(y,x}'lx}z(y,x)]xg%y,x)'lgqu} dy

£,

g1
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DEMONSTRACAQ: Temos, pelo paragrafo 2, que a primeira componente

do operador resolvente &
[Xll(x,l}E + xlz(x,l)] y(0) +

b4
+ f [Xll(x,y,k)flty) + xlz(x.y,k)gl(y)] dy
O

onde

%

P0) = H(A) ! f [ (— X2U(e,y,n) + DXL (2,v,)) ) £i(y) +

O

+ (— X22(2,y,A) + Dx?2(£,y.k)) g1(y)de

logo para obter a expansao dada neste teorema, basta substituir
nas expressoOes acima, as expansoes colocadas em (1.21), no Cola-

rioc 4.1 e no Lema 6.1. O
TEOREMA 6.2: (Translagcao)! Seja
r = [a,b]XI-r,r]

o netangulo de planc complexo, onde o, < o, h(}) nao se anula em

Re(A) = a, b >max {0, w} e r >r , de modo que I' contenha em

O

seu Lintendion Zodos 0s zernos de h com pante real maiorn que o. En-

tao, s4e X = Nicleo de P dado pelo Zecrema 5.2, temos que
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gt+iew
T(t)uy = —= *E RO AYuar
2Tl o =1e0
para u€ DA% NnxX e t > 0.

DEMONSTRACAO: Se a > max {0, w} o teorema & imediato.Casc con-

trario, usando os teoremas 5.2 e 3.1, temos para obter que

a+ie

T(t)u = 1 f ektR(A : A)udxr

27i g—ie

se u € D(Az) NnX e t >0, basta mostrar que

sR"
lim f . MR ia)udn = 0
r>ew I3R™
“ o 5 onde B3R’ indica os segmnentos do planc com—
o)
plexo com extremidades o t ir e b + ir
BR_r 1 respectivamente, e para isto € suficiente

— o
verificar o termo em A do operador re-
solvente, Ro(k : A)u, dado no teorema 6.1, gque envolve expressoes

do tipo

b4 &

k=1 o)

X 2 Yy
A u o+ I u , -A M
i o o ) ; My * o
a(x) e a, e by} e hi{v)ady

que pode ser simplificada para a forma
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'
B(x,\) J e o fy)ldy
Q

onde [B(x,\)] & limitado se 0 < x < & e a < Rexi < b.Podemos
supor, sem perda de generalidade, que f & continuamente diferen-
ciavel e dai, como u # 0, através de uma integragao por partes,

podemos mostrar que

Y
g '7‘1 H
H , o't [B(x,x)f e © f(y)dy]dk
aR™ o}

completando a demonstragao., [

TEOREMA 6.3: (Estimativa exponenciall: Sefa o tal gue 0, <ae

h{}) nao se anufa em Re)l = a. Escolhemos r, tal que
I'= {a,b ] x [-r,.r,l

contenha em seu Aintenion todes 04 zeros de h com parte hreal maion

que . Entac exdisdte K [que depende de a) tal que

Ity < kSFpun,, ¢

| v
o

se u€ p@a? n X, onde X = Nicleo de Pp

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema 6.2, temos para ¢ € U Nas condigoes

acima, que



48

1
21 i

eAtR(A s Ayudh, t > 0.

a+iee
T(t)u = j

=i

Usaremos a expansdo do operador resolvente, dada no Teorema 6.1,
para obter a estimativa exponencial colocada no enunciado. Aqui,
como no Teorema 6.1, trabalharemos somente com a primeira compo-
nente do resclvente. A estimativa para © termo em A2 & imediata,

o 1 . - .
para os termos em A e A veja os calculos abaixo:

12 PARTE: O termo em A° envolve expressdes do tipo:

X L ¥
k([ U+I u) % ”Af“
alx) e © it

> A 2
( p) a e k)f b(y) e ° hiy)dy
k=1 o

onde a, b e u sao fungoes continuas definidas em [0, &1,
Y €EMR e M #0, logo a estimativa exponencial para este termo

pode ser justificada usando a integral pacfotipo seguinte:

X £ Y
oo A u +J M o =-Af M
L (%" st ( o o ) A\ (% lo
- e a(xje z a, e b{y) e hi{y)dy|dAr
2mi Jg-iw k=1 0 -
e fazendo A = o + is e Tx u o+ (% u = ci{x), temos que esta

Jo Jo

integral pode ser colocada na forma
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[ea) oy

(1.24) 1 a(x)eat eaC(X) zZ a e K
2m k
k=1
Y y
8 - —a 011 r is(t + c(x) + Yk —J u)

lim f [b(y) e h{y)} [ e o ds] dy
ro-m Jp -I

resolvendo a integral em s, obtemos gque a segunda linha de (1.24)

& igual a
Y Y
2 | u 2 sen r(t+c(x)+yk—[ u)
(1.25) limJb(yJe ° hy) S dy
>« JQ
Y
t + c(x) + Yk - J 0
¢}
Y
fazendo h = 0 fora do intervalo [0,2] e colocando Z o= f u,
0

temos que y = £(2) com £ continuamente diferenciavel de modo

gue (1.25) & igual a

senr(t + ¢(x) Y Z}
€' (z)dz

(1.26) 21im | b(E(z))e “h(E (2))
r+ o -~ t+c(x}+yk-z

como, vale a férmula

© senr{f - z)} " -
lim f f(z) dz = - [f(e + 0) + £{6 - O)J
- B - z

-+

se f & de variagdo limitada, veja [21] pg. 25, temos que (1.26)

& igual a
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—a(t+c{x)+yk)
Th{E{t + c(x) +Yk}) e E'(t + c(x) +Yk) .

[B(E@ + o + vy +0) +BE®E + el + v - 0)]

e esta expressao € nao nula somente se 0 < £(t + c(x) + Yk) < %

portanto t + c(x) + v, também & limitado e levando em conta gue

ad ay
P> |ak]e kK w podemos escrever que (1.24) em mddulo €& menor
k=1

ou igual a

K1 [R(E(t + ) + v + 0)) + h(E(E + <l + vy ~0))]

e dal obter finalmente que \
v c
. x| nu _’
a+ico A (x) o0 Ay 2 -
“ 1 J elt [a(x)e z ay e k Jb(y)e © h(y}dy]dl ” 25 {
211 Jo-ie k=1 o/ L —
ot
< Ke HhHLz.
-1
2% PARTE: As matrizes que entram no termo em X do operador

resolvente dado no Teorema 6.1 possuem em cada posigao expressoes

do tipc

oo }L‘Y
)w(x), ? e k’ b (y) oM B(y)
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logo apés efetuarmos as Operagaes indicadas no referido teorema,
vamos obter uma matriz que em cada posigao possue uma soma finita

de termos do tipo

<0 Ay 2 _
= atx) eV ( 2 a e k) [b(y)e"s(y) h(y)dy
k=1 o)

logo uma integral protcifipe, para este caso, terd a forma

2ni .
Qo0 (o}

o +ier- At @ Ay 2
(1.27) -l-—f [%—- a(x)eY ¥ (kzlake k) fb(y)e"s‘y’.h_(ymy] ax

onde a, y, b e B s3ao continuas em [0,%]. Fazendo A = ¢ + is

em (1.27) obtemos

(1.28) alx) %t oY (X) 5

. is(t Y +v (x} +B({y)

2
. B 1
lim J [b(y) e P Wy (y) f e . ds :[dy.
r+w« g -r o + 18

Nao & dificil calcular e obter que
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is(t + vy + v{x) + B(y))

lim — f = ds =
o -r a + 1is
-af{t +Yk+Y(x) +B8{y})
ie se oflt + Yy * y(x) + B(ly))
=<% se (t + Yy t v(x) + B(y))
L0 se a(t+yk+y(x) + B(y))
logo
r iS{t+Yk+Y(X}+B(Y))
lim 21 = ds <
- m -r a + is

e dal segue que (1.27) em médulo & menor ou igual a

la(x) | et v x) 3

oy b3
I layle kj biy) [e*f ¥ ny) |ay

1 o}

logo existe K; tal que este termo & menor ou igual a

K ot %
1€ |h(y) |dy
o

portanto

W

P
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L2

Q410 At o Ay 9
"}""f [e"'a"" eW(X)( Z a e k) fb(y)em‘y’h(ymy] an
k=l O

< ket Iht 25 t>0. 0

COROLARIO 6.1: Com as mesmas hipoteses do Teorema 6.3, Lemos que

exdiste K fal que

at
IIT(t)uIIH < Ke Iiuf!H t >0

para 1 € X = Niacleo de Pn oo



CAPITULO II

BIFURCACAO DE HOPF EM ESPACOS DE DIMENSAO INFINITA

COM PERTURBAGCAQ NA PARTE ILIMITADA

1. DIFERENCIABILIDADE EM RELACAO AQO PARAMETRO

Seja (W, Il i) um espago de Banach e [-n,n}, n > 0, um in-
tervalo real. Suponhamos que para cada r € [-n,n], temos um
operador linear fechado A(r), definido num sub-espago vetorial
P(A(r)) = D (independente de r), denso em W, e com valores em W

tal que:

(HA-1) 0 operaden A(r), r € [-n,nl, & fortemente continuamente

diferenciavel em D0, Lsto 2, a fungdo u(r) =A(r)u para

u € D e continuamente diferenciavel em [-n,n) com
u’ (r) = A'(rju.
Temos portanto, que A'(r) & um operador linear definido em v,

fortemente continuo em U. Indicaremos por p o conjunto formado
pelos valores complexos XA tais que A - A(r) possui inversa 1i-
mitada R{A :A(r)) = (A - A(r))" ' para r € [-n,n].

TEOREMA 1.1: Nasé condigoes acima, se X € p, femos que:

i) A(r)R(A :A(s)) @& um operadon Linearn Limitado definido
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em W, continuo na worma do espage L {(W,W) dos operadores

Lineanes Limitados, em nelagdo a r ¢ s, -n < r, S < n.

ii) A(rIR(X :A(s)) e R{} :A(r)) sao forntemente diferenciaveds

em relacaoc a r cam

"5%"('A(r}R(K :A(S)}) = A'"(r)R(A :A(s))

ai (R(A :A(r))) = R{A :A())A"(x)R(X : A{x))

e ainda mais A'(r)R(A :A(s)) e um operadon Linean Limdi-
Lado fortemente continuo com funcac das duas varniaveis r

e s.

DEMONSTRAGCAO: Para a demonstragao veja Krein [10]1 , paginas

176 - 180.
Em particular, segue desse lema e do Teorema de Banach-
Steinhaus, gue A'(r)R(A :A(r})) é& uniformente 1limitado,

TA' (£)R(A s A{xH)I re€ [-n,n].

[ A
o)

LW, W)
Suponhamos ainda que:

(HA=2) 0 operador A(r) ¢ o gerador infinitesimal de um  Semi-

Grupo, gontemente continuo, de operadonres Lineares Limitados

T(r,t); t >0
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Lal que

1T (r,t) < MePt, £ 0

Ve w,w)

onde M e B sao constantes posdtivas que independem de r.

OBSERVAQAO 1.1: Para simplificar as expressbes deste pardgrafo,

vamos supor, sem perda de generalidade, que 0 € p, de modo que
-1
A (r); re€ [-n, nl]
€ um operador limitado.

TEOREMA 1.2: Nas condigoes anterndiones, temos que:

i) Se r_~>r em (-n,nl, quandec n - =, entdo
T{rn,t)w - T(r,t)w, t > 0, WwEW

quando n = =, uniformemente em t e w para t € [0,T],

T>0, ¢ we K o¢nde K & um sub-conjunto compacto de W,
ii) T(r,t) & gontemente diferenciavel em nelagac a r em D

com

~§F (T(r,t)u) = f T(r,t -s)A'(r)T(r,s)uds, u € n,
c
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DEMONSTRAGAO: i) Como A{-)u & continuo se u € P, segue do teo

rema de aproximagao de Trotter, veja 3.4 de Pazy [17] que

T(rn,t)w - T(r,t)w

guando n = =, uniformemente para t em intervalos limitados e

W € W, Logo para wW € K existe n, tal que

WT(r_,t)w - T{r,t)wl < e/3

se n > n, qualquer que seja t € [0,T]. Para w' € B; {w) onde
B.{w) € a bola aberta com centro em w e raio § = —E—, te-
6 3me BT
e
nos que
IIT(rn,t}w' - T{r,t)w'l < IIT(rn,t}w' - 'I'(rn,t)wfl +

+ IIT(rn,t)w - T(r,t)wll + IT{(xr,t)w - T(r,t)w'll <

6T

< 2Me fw!' ~ wi + IIT(rn,t}w - T{r,t)wl < ¢

As bolas BG (w) cobrem o compacto IK, logo tomando a subco-

bertura finita Ba(wl)"”’Bd(wk) e
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ll.‘.

temos, para n > no r que

HT(rn,t)w - T(r,t)wll < ¢

para todo t em [0, T] e tcdo w &€ IK.

Para o item ii) temos de mostrar que

t
(1.1} T{r + h,t}ju - T(r,t)u - h [ T{r,t - s)A'{(r)T(r,s)uds
o
& o(h) gquande h - 0, para t € [0,7], T > 0, Usando o Lema

4.1, pg. 87 de Pazy [17] temos gue

A" (r + h) [T(r + h,t) - T(r,t) :l A N r)w =

t
= j T(r + h,t-—sJ[A ](r) - Aﬁl(r + h) |T{r,s)wds
o -

vale para wE€ W e t > 0, portante tomando w € W tal que
-1
u=AaA " (r)w

podemos escrever que

T(r + h,t)u - T(r,t}u =

£
= A(r +h) [ T (r +h --s)[A’ltr) -2 Y (r +h)]T(r,s)wds
. _
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e usando que A(r) & um operador fechado e comuta com T(r,t} em

P, para r € [-n,n] e t > 0, obtemos que

T(r + h,tJu - T(r,t)u =

t
=‘[ T(r+h,t —s)[A{r-+h) -~ A(r]]A—I(r)T[r,s)wds
o}

-1 -
portanto, como A ~(r) também comuta com T(r,t), temos que (1.1)

€ igual a

it - _ -
j T(r~%h,t-—s)[A(r-¥h)A 1(r) -A(r}A 1(r) -hA'(r)A 1{r}}T(r,s)wds
O

t
4-h[ bﬂr+h4t-SHV(ﬂA-”rJ—Tw,t-sHV(mA-%rq T{r,s)wds
o

a segunda parcela da soma acima € o(h) pelo item i) desse teo-

rema e pelo Teorema 1.1, para a primeira parcela, observamos que
[A(r + h)A_l(r) - A(r}A-l(r{]T(r,s)w =

1
J ~é%- A(r + 6h)A" () T(r,s)wdb =
O

]

1
h f A'(r + 61)A” ()T (r,s)wds
@)

portanto
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[A(r +ma ) - ama e - hA'(r)A_l(r)J T(r,s)w =
L -1 -1
= llf [A'(r + 8h}A " (r) - A'(r)A (r)] T(r,s)wdse
o

como {T(r,s)w: 0 < s < T} & compacto em W temos gue este ter-
mo & ©o(h) gquando h - 0, uniformemente em s, para 0 <s <,
logo a primeira parcela da soma acima também & o(h), gquando

h - 0, completando a demonstracac do teorema. D

Seque dos Teoremas 1.1 e 1.2 o seguinte corolirio:

COROLARIO 1l.1l: Se f(r,t) ¢ continuamente diferenciavel em r e

t, para r € [-n,n] e t 0, ¢ X € p, entdo

Y

T(r,t}R(A :A(r))£f{r,t)

e continuamente diferenciavel em relacdec a r e a *t.

Consideremos o problema de evolucac a valores iniciais nao

linear em W,

f a
g T AW+ EE)
(1.2) <
wi(0) =wO

onde A & o gerador infinitesimal de um Semi-~Grupo, . fortemente
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continuo T(t) e f & uma fun¢ao continua de [0,T] x W em W.

DEFINIGAO 1.1: Uma {fungac continua wi(t), 0 < t < t; e chamada
de solucac "mifd" do problema a valonres inciais {1.2) . se  wi(t)
satisgaz a equagao Linteghal

t

wit) = T(t)w0 + J T(t -~ s)f(s,w(s))ds.
0

Nessas condigdes podemos enunciar ¢ seguinte resultado.
TEOREMA 1.3: Se w: [0,ty) » W 2 uma sc0fucdo "migd" de (1.2},
w € D(A) e £ ¢ continuamente diferenciavel, entdo w & conti-

nuamente diferenciaved.

DEMONSTRAGAO: Seja t, um ponto de (0,t:), mostraremos que w é

continuamente diferenciivel em [O,tol. O problema a valores
iniciais
.
AV Av+ £ (t,wit)) + £ (E,wWit))v
dt tt! wo
<
vi{0) = Awo + f(O,wO)

possui uma solugao "mild" v{t) continua en [O,to]. A idéia é
mostrar que w(t) & diferenciavel com @(t) = v(t), para isto, con-

sideremos
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Rh(t) =w(t + h) - w(t) - hv(t)

logo
(1.3) w(t + h}) - w(t) = Ry () + hv(t)
e temos de mostrar que HRh{t)H € o(h) guando h - 0,
t+h
R () = T(t + h)w + f T(t +h - s)E(s,w(s)) ds -
o)
t
- T(t)w0 + f T(t - s)f{s,w(s))ds -
o

hT(t) (Awo + f{O,wO)) -

t
- h j T(t - s) [ft(s,w(s)) + fw(s,w(sJ) v(s)} ds.
o e

Notando gque

t t+h
[ T(t - s}f(s + h,w(s + h))ds = f Tt + h - g)f{s,w(s)) ds
0 h

podemos escrever gue
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R, (t)

T(t)'[(T(h) - I)wO - hAwé] +

h
+ J [T(t + h - s)f(s,w(s)) = T(t)f(O,wO)}cis +
o

{(1.4)

t
+ [ T(t'-s)[f{s-+h,w(s-+h)) - f{s,w{s +h)) - hft(s,w(s))]ds
(&)

t
+f T(t—s)[f(s,w(s +h)) —f(s,w(s)) - hfw(s,w(:s)}v{sJ] ds
o]

as trés primeiras parcelas sao o(h) guandc h - 0, com relagdo g

ultima parcela, observamos que

1
f(s,w(s + h)) - fi{g,w(g)) = J 7%;(f(s,8w(s-+h) + (1 ~8)wi{s}) dg =
o}

1
= J £ (s:6w(s + h) + (1 - 8)w(s})) + (w(s + h) - w(s)) 46
o]

colocando
S(s,h) = f fw(s,ew(s + h) + (1 - 8)wi(s)) c#b

temos, pela continuidade de fw(s,w) e pela compacidade de
{w(s) : 0 <s < to} que f_(s,w) & limitado para w numa  vizi-~
nhanga de {w(s) : 0 < s < t,} de modo que, para h suficiente —
mente pequeno, ¢ operador S{s,h) & uniformemente limitado,

0 <s <t , e S(s,h) & fortemente convergente para fw(s,w{s)},

Q
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portanto usando (1.3} podemos escrever que

f(s,w(s + h})) - f£(s,w(s)) = S(s,hJRh(s) + hS(s,h) + v(s)

poer (1.4} gue

t
Rh(t) =[ T(t-—s)[S(s,h)Rh(s) +h({s(s,h})) -fw(s,w(s))v{s)]ds + o(h)
o

portanto

t
HRh(t)H‘g KJ; HRh(sHIds + oi(h)

logo, obtemos que

Kto
iR, ()1 < e Zo(n)

completando a demonstragao. 0O

Consideremos agora o problema a valores iniciais

em W

dw
S = Al{r}w + f(r,w)

(1.5) J

w{r,0) = wo(r)

perturbado
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onde A(r) satisfaz as hipdteses (HA-1, 2) anteriores e f(r,w) &

uma fungao continua de [-n,n] x W em W.

TEOREMA 1.4: Se wo(r) € 7 ¢ A(r) wo(r) ¢ coniinua pana
r € [-n,nl, £lr,w) ¢ continuamente diferencidvel e wir,t) e uma
solucac "mifd" de {1.5) continua em r ¢ t para r € [-n,nl e
t € [0,t,1, entae w(r,t) ¢ continuamente diferenciavel em nelagdo
a t com x:r(r,t) - v.v(f,t), guande r * r, uniformemeniec em t para

t €q0,e,].

DEMONSTRAGRO: Temos pelo teorema anterior que, para cada

r< [-n,nl, wi{r,t) €& diferencidvel em relagac a t e se

w{r,t) = v(r,t), entio
t
vir,t) = T(r,t)vo(r) + J T{r,t - s)fw(r,w(r,s)] + v(r,s)ds
o
onde Vo(r) = A(r)wo(r) + f(r,wo(r)) & continuva e v(r,t}) € con-

tinna em t para r fixo. Para r e T em [-n,n] temos que

vir,t) - v(r,t) = T(r,t)v_(r) - T(r,t)v_(¥) +

(L.6) + J ds +

Tt - s E e [vir,s) - vEs)
Q

v(r,s)ds

t
+ J [T(r,t -s)f (r,w(r,s)) -T(r,t ~s)f_ (r,w(r,s))
O B
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chamando de Sr 0 operador, dado por

Sru(tJ = [ T{r,t - s)fw(r,w(r,s])u(s)ds
o
definido sobre o espago C({ [O,tO]), das fungoes continuas de
[0, tO] em W com a norma usual do supremo, temos que (I - Sr)
& inversivel com inversa (I - Sr)“1 uniformemente limitada  por

uma constante k, para r € [~n,n], de modo que da igualdade (1.6)

podemos escrever
IV(r,8) = v@E e <0 (T =807+ (T(r,t) - TE,£)v_ (5l +
+ (T = )7 (T (E v () - T(E,E)v, (D)) +
-1t — - _
+ ” (1-5,) L [T(r,t -S)f(r,w(r,s)) - T(r,t—s)fw{r,w(r,s))]v(r,s)ds“

usando agora a continuidade de vo(r) e a compacidade dos conjun-

tos v (r) : -n<r<n} e {v(r,s) : 0<s < t_} temos que
0 lado direito da desigualdade anterior tende a zero uniformemen-
te em t para t € [O,tO] gquando r - r, completando a demonstra

cao. O

TEOREMA 1.5: (Diferenciabifidade de Ponto Fixo, Dependendo de

Parametnrno},

Sejam X e Y espacos de Banach, A C Y abento e

Hiﬁi AN
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F:r A x X=X

satisdazendo:

i)

id)

F{e,x) ¢+ A > X continua, x € X.

Fly,*) : X~> X continua, y € A.

iii) Para cada y € A, F(y,*} Lem um ponte fixo x*(y) gue

iwv)

v)

depende continuamente de vy.

Se F = {x*(y) : y € A} entdo F e digerenciavel em re-

Lagao a y, para (y,x) € A x F com

oF
LAY

(*,x*(*)) + A > L(Y,X)

continua.

F & diferenciaveld em nrelacdo a x, com

(I - —%ﬁ- (v :X*(Yz}g

, - . -1,
anvensavel, e com a invensa (I - %i (yl,x*(ya)a und

fonmemente Limitada e fortemente continua em y; €  yoa;
Yi » Y2 € A Entac y > x*(y) & continuamente diferencia-

vel em relagdo a y com

T = = 2= (v, x*(9)).

* -
Ayl —(1- L (y,x*(y)J) R



68

DEMONSTRACKO: Para vy € A e h &Y temos, para t suficien —

temente pequeno, que
x*{y + th) - x*(y) =.F{y + th,x*{y + th)) - Fly,x*({y)) =
= F(y + th,x*(y + th)} - F{y + th,x*{y)) + F(y + th,x*{y)) -
- Fly,x*(y)) =

= —=—— (y +th,x*(y)) » [x*(y +th) -x*(y)] + oflix*(y + th}) - x*(y)i}

+ _g._;l, (y,x*(y)) » th + o(lth [ )

e dai podemos escrever que

aF

x*(y + th) - x*{y) =<I - X (y + th, X*(y”>_1

. o(lx*(y + th) - x*(¥)I) + (I -2y th'x*(y)D—I

OF .
[ 3y (Y, x*(y)) th + O(chll)}

e COmnO

<I - gi' (y + th,x*(y’)lﬂl' o (Ix*(y + th) - x*(y)l) =

= o(lx*(y + th) - x*{y}I)
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~ vem que

x*(y + th) - x*{y) - of{lx*(y + th) - x*(y)I) =
(1.7}

-1 -
=< - —g——i— (y + th,x*(y))) . [—g}F-; (v x*{y}) 'th+0("th")J

Meostraremeos agora que

o(lix*(y + th) =~ x*(y}i)
gl

- 0
quando t = 0, para isto, basta mostrar que

ll x* (v + til) - X*(y) ”

€ limitado, quando t -+ (. Temos gue
hx* (y +th) ~x*(y)il < Ix*(y +th) —=x*(y) —o(lx*(y +th) -x*(y}l) I +

+ flo(lix*(y + th) - x*(y)I)I

logo

| x* (y +th) - x*(y)I

| A

2l x*(y +th) = x*{y) - o(lix*{y +th) - x*{)ii)l
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para |t] < to p tO suficientemente pequeno, pois

olllx*(y + th) - x*(y)l) < = lx*(y + th) - x*(y)i

para |t| < tO . Portanto usando a igualdade (1.7) obtemos que

” X*(y + th) - x*(y) " P
t —_

-1
<21 (I - 5% ‘Y"‘th'x*‘y’b H% (y,x*(y)) +h + -2tienl) ”IET") } u

gque & limitado, quando t - 0. Temos portanto da igualdade (1.7}

que

* hy = w=*
lim x*(y + th) X* (y) _
t+ 0o t
3 F -1
= (F - == (y,x*(y)i> . —%{? (y,x*(y)) = h

e ainda mais, como

-1 d
y = ( ) ‘%’% (y,x*(y))> . —% (y,x*(y))} € £(Y,X)

€ continua, podemos afirmar que x*{(y) & continuamente diferen-

ciavel com
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i%ﬁ = (I - -g—f{—‘- (y,x*(y)D_1 . —g—f,— (v, x*(y))

completando a demonstragao. O

TEOREMA 1.6: Se w_(r) € D, A(r)w_(r) e continua e w, (r) Z2 con-
tinuamente difernenciaveld para r € [-n,nl; flr,w) & continuamente
difenenciavel ¢ possui denivadas mistas confinuas; e w*{r,t) e
uma s0lucdo "mifd" de (1.5}, continua em r ¢ t para r € [-n,n]
e t € [O,tO], entdo w*{r,t) & continuamente diferenciavel nas

duas variavels r e t com

dw*(r, i) 3W*(r,t)
st 2t

dwW* (r,t) . dw*(r,t)
s r or

quando ¥ = T, uniformemente em t, para t € (0,t 1.
DEMONSTRAGAO: O Teorema 1.4 garante a diferenciabilidade e a con-
tinuidade da derivada de w?*(r,t) em relagac a t. Para a dife-

renciabilidade em relagao ao parametro r, consideremos o operador

F :[-nn] x C{[O, to]) = C{ [U;tol)

dadoc por
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t
F(r,w) (t) = T(r,t)wo(r} + J T(r,t - s)f(r,wi(s))ds
o}

temos gque F & continua em cada variavel, w*(r,+«) & ponto fixo de

F(r,+)}, F é diferenciavel em relacao a w com

SF t
~5e (r,w) *» u(t) = L) T(r,t —'s)fw(r,w(s)}u(s)ds

logo
3F t
S {(ry,w*{rp,*))u(t) = [ T(r,,t - s)fw(rl,w*(rz,s)) « u(s)ds
o .

e o niicleo T(rl,t)fw(rl,w*(rz,s)) & uniformemente limitado para

-n<ry, ra<n e 0<t, s <t . Portanto a inversa
aF -1
(} = e (F1awrl(ra o, t))
existe e & fortemente continua em r; e 1, . Dal para aplicar-

mos o Teorema 1.5, temos que analisar a diferenciabilidade de F

em relagao ao parametro r, para (r,w) € [-n,n] x F, onde

F = {w*(xr,*) : r € {-n,n1}}

para isto temos que, w & continuamente diferenciavel, e podemos

escrever que
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il

t
T(r,t)wo{r) + J T({r,t - s)f(r,wi{s))ds =
o

Flr,w) (L)

i

t
T(r,t)wo(r} + J T(r,t-s)A(r}A_I(r)f(r,w(s))ds =
e}

T(r,t)w_(r) A Y (r)f(e,w(s))ds =

t dT{r ,t =g)
ds

o

T(r,thw_(x) + T(r,t)A " (r)£(r,w(0)) - A (r)£(r,w(t))

t .
+ J T(r,t = s}A-l(r)fw(r,w(s)J - wis)ds
0

logo F({r,w) & diferenciivel em relagao a r para (r,w) € {-nnl xF,

pelo Corolario 1.1, e ainda mais

My

continua em r, portanto, pelo Teorema 1.5, temos (ue

r — w*(r, )

é continuamente diferencidvel em relagao ao parametro r, comple-

tando a demonstracao. O
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2. BIFURCACAQ DE HOPF

Nosso objetivo neste paragrafo & obter uma versac do teorema
de Bifurcagao de Hopf para a equacgao diferencial ordiniria per-

turbada em W

dv

E‘ = Al{r)vi{s) + fir,vis)) (s > 0)

(2.1)
onde W & um Espago de Banach real, A(r) satisfaz as hipGteses

HA-1, 2, mais a seguinte hipotese de decomposigao do es5pacgo:

(HA-3) Para cada 1t € [-n,n] o espace W pode sen  decomposio

com Aowma direfa de Xr com Yr

com projeqoes sobre X, e Y_, fortemente continuamente

diferenciavedls em relacao a r, com X e Y_ dnvariantes em

nefagdo & A(r) ¢ ainda mais

ot

IT(r,t)xli < Mie " Ixl

para todo x € X, ¢t >0, onde My >1 e a>0 sa0

=y

constantes que Lndependem de r, Y. um sub-espaco de

dimensao 2 de W, com uma base {eq(r), e,(r)}, em rela-

=1

¢ao a qual a matriz da restricde de A(r) a Y
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a{r) B(r)

[A(r)] =

L -8 (x) a{r)

com al{r) e B{r) continuamente difenenciaveis e satis-

fazendo:

i} a(0) =0, B{0) = vy
ii) B(r) # o0, r < [-n,nl

iii) «'(0) # 0 (Hipotese de Hopf).

A fungao £ : [-n,n] x W = W, com componentes Fy e fY em
r r

relagdo a decomposi¢ao em soma direta citada em (HA-3)

flr,w) = fxr(f,w) + fYr(r,w) € X, 8 Y

satisfaz:

(Hf-1) £ possud derivadas contlnuas ate a segunda crdem em ‘re-

Lagao a r e W,

(Hf~-2) f(r,0) =0, r € [-n,nl

of
Hf-3) 2f (0,0) =0 e ———EE— {r,0) = ( ref- ]
' ow ' I w e r nen
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(Hf-4) Existem L >0 e 8 >0, tais que

a £ SfX
I

li—gf—mwﬂw - (r,wz)w" < Llwy - woll Twl

onde we€ W e |r| <n, twell < 28, 4 =1,2.

Dentro dessas hipOteses estamos interessados nas possiveis so-
lugbes periddicas da equagao (2.1), como esta equagao & autdnoma,
nao conhecemos as priori o perfiodo de tais solugdes, introduzire-

mog entaoc um novo parametro p na equagdo, relativo ao  periodo,

-

colocando

s = (1 +p)t, p >~ 1
(2.2)

wit) = v{(1 + p)t)

com essa mudanga de variavel (2.1) fica equivalente a

(2.3) wit) = (1 + p)A{x)w{t) + (1 + p)f(r,w(t))

onde o ponto indica derivagao em relagao a t.

Observe que a cada solugao w-periddica de {2.3) temos em cor-—

respondéncia, através da mudanca de variavel (2.2), uma solugao
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(1 + p)w-periddica de (2.3). Nosso procedimento entdo serd o de

buscar solugoes de (2.3) wo—periédicas para um w_ conveniente.

Com relagao a decomposigao em soma direta e a base

{e;(r),ey{r)} dadas em (HA-3), fixaremos algumas notagoes:

1. x{r,t) e y(r,t) para indicar as projegoes de wit) € W

em Xr e Yr respectivamente, de modo que

wit) = x{r,t}) + yilr,t) € Xr & Yr .
yi{r,t)
2.
Yo (r:t)
para indicar as coordenadas de yi{r,t) em relacao a base

{e,lr),ey{r)}, identificando portanto vy(r,t) com

v (r,t)

identificagao esta que serda usada até o final deste capitulo.

3. Da mesma maneira que em 2.,

¢ (Ew(e))

r

£

f;j (r,wit))
X
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indica as coordenadas de £, (r,w(t)) em relagao a base
r

{e;(r),ey(x)}.

Nessas condigbes a equagao {(2.3) & equivalente &s  equagoes

abaixo em X e Y
r r

x{r,t}) = (1 + p)A(r)x(r,t) + (1 + p) £, (r,wit))
r
(2.4)
y(r,t) = (1 + pA(D)y(r,£) + (1 + p)£, (r,wit))
r
em coordenadas a segunda equagac de (2.4) fica
y1(r,t) vy (r,t) £, (r,wit))
r
= (1 +p)}[A(x)] + (1 +p)
¥2(r,t) ys (r,t) £2 (r,w(t))
r

Trabalharemos com essa equagac na seguinte forma

y1(r,t) v, (r,t)
(2.5) = [A(0)] + glr,p,wit))

}."2(rrt) yo(r,t)

onde

glr, +, ) = (-1, ® X W>Y ; |r| < 7
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€ dada, em coordenadas, por

g1 (r,p,w)
gl{r,p,w} = =
gZ(rfpfw)
y1(r) £, (r,w) vy (r)
r
= (1 +p)s [A(r)] + - [A{0)]
y2 {r) f; {r,w) ya2(xr)
r
y1(x)
onde w = x(r) + y(r) € X_ 8 Y_ e sdao as coordenadas
y2 (r)

de vy(r) em relagdo & base {e;(r),e,(r)}. Temos que g possui as

seguintes propriedades:

a) glr,p,0) = 0; le] < n e p > = i.

b} g €& continuamente diferencidvel em todas as varidveis, com

(2.6) —%% (r,p,w) também continuamente diferenciavel em todas
as variaveis, e %%%— (0,0,0) = 0.

Dado um espago de Banach IE, denotaremos por Pw {Ik) o es-
o}

pago das fungoes continuas, wo~peri6dicas, definidas em IR, e

com valores em IE, equipado com & norma do sSupremo.

Usaremos as notacoes ¢ o4 resulftados dados em Hale [ 5] pag.

263, no nosso caso, obtendo que:
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i}

ii}

a matriz ¢(t) cujas colunas formam uma base para as Sso=~

lugoes w_ = m o periddicas de
o Vg
(2.7) x =[A(0) 1x

& a matriz principal do sistema, isto &,

[A(O)]t cos(vot) sen(vot)

p(t) = e =
—sen(vot) cos{vot)

a matriz ¢ {t) cujas linhas formam uma base para as solu-

coes wo-periédicas da eguagao adjunta

(2.8) x == x [A{0)]

é
-[Aa(0)]t
Pty = e = ¢'(t) (' denota transporita)

logo, temos que C =D = WOI (I = matriz identidade}, e final-

mente que as projegoes P e Q gue projetam Pw (IR? ) respectiva
o}
mente sobre o sub-espago de P (IR?}) gerado pelas solugdes de
o
(2.7) e sobre o sub-espago de P (IR°) gerado pela transposta das
o}

solugoes de equagao adjunta (2.8) também sao iguais e dadas por:
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Ph =Qh = ¢(+}b
onde
w
1 )
b = —— f ¢(t)h{t)dt
WO C

iii) se h € Pw (R?) e Qh = 0, ent3o existe uma Unica solu-
o

¢ao da equagao
x = [A(0)] x + h(t)

worperiédica Kh, tal gque PKh = 0 e ainda mais K{(I-Q)

€ um operador linear continuo de P, (IRZ ) em P, (IR2 ) .
o o

Nessas condigdes se o sistema (2.4) tiver uma solugcao w(t).

wo—periédica, devemos ter, usado - a forma (2.5), que

[ (I - Q) (y(r,~) - [A(0)]y(r,*)) = (I ~ Q) (g(r,p,wi=)))

<

i (Q(y(x,*) - [A(0)]y(r,*)) = Q(g(r,p,w(+)))

mas
WD
Qi tr, ) = A@]y(x, ) =4 & [ 0@yED -poaoyE e =
o )
1 Yo . . _ 1 7 Y
=6 (p(t)y(r,t) +p{t)y{r,t))dt = ¢-;—[wﬁﬂyu,ﬂ =0
o o o o
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logo
ylr,+) = [B(0)]ly(r,*) + (I - Q) « glr,p,w(«))

Qi{glr,p,w(-))) =0 (Equacdo de bifurcagdo)

Como o sistema & autdnomo, existe a, tal gue
(2.9)  y(r,t) = $(£) () + K(I - Q) - glr,p,wit)).

Por outro lado, usando a primeira equacao de (2.4}, podemos*

escrever que
(2.10) x{r,t) = T(r, (1 + p)t}xo +

t
+ ( T(r,(1 + p) (t = s}l + p}fX (r,w(s)})ds
O ¥

onde 1%) deve satisfazer

w
]

xo==T(r,(1-+p)wO)xo + L) T(r,(i-kp)(wo-s))d1-kp}fxr(r,w{s))ds.

Como em Xr temos a estimativa de decaimento exponencial para o

Semi-Grupoc

IT(r, ) xi < My e *Epxl, x € X
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obtemos que

{2.11) X, = xo(r.p,w(-)) =

w
o)

-y !
= {(I=-T(r, (1 +plw,)) 1} T(x,{1+p){w -sJ}J1-+p)fx (r,w(s))ds
o © r

dail, com base nas igualdades (2.9) e (2.10), definimos o seguin-

te cperador:

F:®R x[=-n,n] x (= 1,®) x P (W)-*PW (W)
o & ]

por

Fla,r,p,w)(t) wi{t) - T(r, (1 + p)t)xo(r.p,WJ -

rt
- J T(r, (1 + py{t - s))(1 + p)f, (r,w(s))ds -
o) r

$(t) (5) - K(I -~ Q)g(r,p,w(t))

onde xo(r,p,w) & dado por (2.11). Observe gue o operador F esta

bem definido, isto &, F(a,r,p,*) aplica P, (W) em P (W) .
o 0

LEMA 2.1: Com as hipoteses (HA-1, 2, 3) e (Hf-1, 2, 3, 4) existem

constantes posaitivas a_,r e uma fungac w*(a,r,p) de-

o’ To ¢ Po
ginida para fa| < a , fr] <r e |p] <p, e comvalores enm
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PwO(W) tais que:

i) F(a:r:P:W*(a:rrP)) = 0
il) w* & continua
iii) w* ¢ continuamente diferenciavel em refacdo a a

iv) w*{0,r,p) = 0O,

DEMONSTRAGAO: Temos que F & continua, continuamente diferencia-

vel nas varidveis a e w, F(0,0,0,0) =0 e —QE(O,O,O,O) = J R
ow Pw (W)
0

portanto o Teorema das Fungoes Implicitas garante a existéncia das
constantes a_,r_,p, e da fungao w* satisfazendo as condigdes
do lema, sendo que o item 1iv) decorre da unicidade do Teorema

das Fungoes Implicitas e do fato gue F(0,r,p,0) = 0.

LEMA 2.2: Com as hipoteses {(HA-1, 2, 3), (Hf-1, 2, 3, 4) e diminuindo

se necesdario as constantes ayr ¥, @ Py dados no Lema 2.1, fe-

mos que w*(a,r,p) (t) 2 continuamente difenenciavel em nefagde a t.

DEMONSTRAGAO: Temos que
W*(a!rfp) (t) = X*(a:rrp) (t)y + Y*(a,r,p(t} € Xr i3] Yr

onde
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x*(a,r,p)(t) = T(x, {1 + p)t)xo(r,p,w*(a,r,p)) +

t

{1 + P)‘[ T({r, (1 + p}(t - s))fX (r,w*{a,r,p) is))ds
(o} r

y*¥{a,r,p) (t) = ¢(t)(g) + RK{(I - Q) - gl{r,p,w*{a,r,p)(t))

logo y*(a,r,p)(t) & continuamente diferencifvel em relagdo a t,
temos portanto que analisar a diferenciabilidade de x*(a,r,p})(t)
em relagao a t e faremos isto aproximande x*(a,r,p)(t) por uma
seguéncia x*(a,r,p) (t) de fungbes continuamente diferenciaveis em

relagao a t. Comegaremos definindo o operador

: P (Xr) > P, (Xr)

por
Sa'r'p(}{) (t) T(r,(1 + p)t,}.xo(r'p'x + y (a'r,p)) +
tk
+ (1 + P)J T(r,(1 + p} (t-s))f, (r,x(s) + y*{a,r,p)(s))ds
o r
for
& i1 *
temos que sa,r,p esta bem definido e como " (r,w), v*{a,r,p)
of
siio contlnuas e £, (r,0) =0, awr (0,0) = 0, y*(0,0,0)=0, entdo

r
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existem constantes positivas a, s rO r Py e € 7 onde tomamos
0.< £, < 04 (8, € dado na hipbtese Hf-4) tais que:
" for
——L (rup) - w| < lw |
oW 4 M3
1

(2.12) I £, (r,wpdll < o W

r 4M1

Hy*(a,r,p}HP w < g

W
o]

se |a| < a ., r] < r . lpl < Por Wil £2e e weW

sas condigoes, podemos afirmar que a restrigao de S p’
r L

lal < a lr| < r, e Ip| < p,» a bola fechada BEO , de
tro na origem e raio ¢_, & um operador de E; em ﬁ; ,
0 o
satisfaz
(2.13) #s (x1) - 8 (x2)1 < %y - xp
a,r,p a,r,p Pw (W) — 2 P,
o o

Nes-—

para

cen-

que

(W)

para x; e X; em B_ ., Para a justificativa veja os calculos

£
0

abaixo. Se x € EZ temos que
0
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on(r,p,x + y*(a,r,p)l <

M](l +p) WO "O‘.(]+p) (wo-—s)
b =0 {1 +p)w0 fo Mle ” er(r'x(s) +y*(a,r,p)) ”ds
1-e
M%(I + p) o “ " , _e—a(l-+p)wo
< = * =~ jix + y*{a,r,p) <
| —e a(t +plw, t?.M:]i PwO(W) a(l + p) n

1 €
2M; o

[

portanto

r

[ Sa r'p(X) () < N1T{c, {1 + p)t)xo(r’p’_x + y*(a,r,p))l +

t
+ (1 + le IT{(x, (1 + p)(t-s))f, (r,x(s) + y*(a,r,p){s) lds <
0 r
_ £ _ ma{l +p)t
< Mlea“+p)t 2_;)—' + ] = 2¢ < £ .
- 1 o - o]

4 M2

A desigualdade (2.13) segue através de calculos semelhantes.

Temos portanto, que §_ _ p para lal < ag fr] < x, e Iplipo'

é uma contragao de B, em  B_ cujo TUnico pontc fixe &
0 o
x*(a,r,p), logo
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il x*{a,r,p)l Pw (W)

O

e x*{a,r,p) & aproximada pela sequéncia (xf(a,r,p)) onde
x;(a,r,p) = 0

* - *® _
xn+i{a,r,p) Sa’r’p(xn{a,r,p)} n=0,1,2,...
portanto, temos por recorréncia que xﬁ(a,r,p](t) & continua em
todas as variadveis e continuamente diferencidvel em relacdo a t

com

i:;;ﬂ(a,r,p} (t) =

W
- (9]

= T(r, (1 +p) (t)(l -7 (r, (1 +p}wo)) e +p1f T(r, (1 +p) bu ~5)) *

o

afx
. awr <r,xr*1(a,r,p) (s) + y*(a,r,p} (s)) .

t
(2.14) '(X; (arr:p) (s) + }-’* (arrrp) (SDdS + (]"I"p)f TO’-’:U"‘P) {t-s}) -
@]

fo
r

-T (r,xﬁ(a,r,p} (s) + y*{(a,r,p) (5)> .

.(:::I’;(a,r,p) (s) + y*(a,r,p) (s)) ds.
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seque dai que

. v 1wt
le;‘;ﬂ(a,r,p)llP w < 3 Hx;(a,r,.p}tlP (W) = ny*(a,r,p)HP W)

W W
(@) wO o

n=0,1,2,..., portanto

y — i ok -
Hx;+1(a,r,p)HP (W) < o L )y (a,L,p)HP (W)
w 2 W
o o}
logo
* * . = 2
Hxn+1(a,r,p)HP (W) <y (a,r,p}up (W) n 0,1,2,...
\ W
o} o)
e ainda mais, usando a hipotese (Hf-4), podemos mostrar, para
n=20,1",2,..., gque
Hx;+!(a,r,p)(t) - x;(a,r,p)(t)ﬁ <

_ 1 . . . _
[ * -k + = * - ,r,

< Lyllx*(a,r,p) xn_l(a,r,p)llP (W) > Ix*(a,r,p)-x* (a r,pl, W)

o o)

L] I - -
—_ * - * — *

< Hx1(a,r,p)HP (W) + Hxn(a,r,p) xn_!(a,r,pJHP (W)
~n=1 wo W

onde L, & uma constante gue independe de a, r, p e t se

at < a_, |rf < X lp| < P, © t >0, temos portanto que
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ui;+](a,r,p1(t) -~ x*(a,r,p) () <

n 1 .
o bilxt@rply, g v o IxMarel,

2 Y5 2 Yo

<

[ ]
logo xﬁ(a,r,p)(t) converge, quando n - «, uniformemente em re-

, lr] <«

o Ty [pl < P, © t>0,

lagao a a, r, pe t, se lal < a

entao

x*(a,r,p) = lim =x*(a,r,p) enm Pw (W)
n-> o n 0

€ continuamente diferenciavel em relagdo a t com

x*(a,r,p) (£) = lim Xx*{a,r,p) (t)

In-—»> w

completando a demonstracgao. U

LEMA 2.3: Com as hipoteses (HA-1, 2,3) e (HE-1, 2,3, 4) temos que
w*(a,r,p) (t) 2 continuamente diferencidvel em todas as variavedis,
para la| < ag, lel <r, Ipl <p, e t >0, onde a_ , I, e

P, sao constante positivas convenientes.

DEMONSTRAGAO: A diferenciabilidade em relagio a a e a t  de-
correm respectivamente dos Lemas 2.1 e 2.2. A diferenciabilidade
em relagdao a r e p serd feita via Teorema 1.5 (Diferenciabili —

dade de ponto fixo dependendo de parametro)}. Temos que w*(a,r,p)
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(T

ponto fixo do operador dado por

E(a,r,p,w)(t) =wi{t) - Fla,r,p,w) (t) =

t

T(r,(1-+p)t)xo(r,prw)-+f T(r,(1-+p)(t-—s)).(1+p)fX (r,w(s))ds +
o) r

+4(8) (0) + K(I - Q) « g(r,p,w(t)).
onde xo(r,p,wJ é dado por (2.11), isto &,

xO(r,p,wJ =

W
_ o)
= (I - T(r, (1 +p)w09 1 j T(r, {1 +p) (wo—s)).(1 +p)fx (r,wi{{s))ds.

r
O

Seja

F = {w*(a,r,p) /la] < a, s x| < r, © ipl < PO}

para w* € F, temos que w*(t) & continuamente diferenciavel, lo-

go colocando

t
¢(r,p,t) = J T(x, (1 + p)(t - s}t + p)fx (r,w*{s})ds =
(o] r

(1 +p)t
J ))ds

. _ s
T(r.b)fx (r,w*(t T p
o r
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temos que ¢(r,p,t) também & continuamente diferenciavel em rela-

¢ao a t, pertence a U e satisfaz

&(r.P;t) = (1 + pA(p)y(r,p,t) + (1 + }_:>)fX (r,w*(t})
I

portanto, segue dai que

xo(r,p,w*)== (} - T{r,{t + p)wob—qﬁ(r,prwo)

também pertence a U, pois (I - T(x,(1 + p)wo))“1 preserva o
dominic 7 e ainda mais, como
t

p{r,p,t) =f T(x, (1 +p) (£t =s)){] +p)A(r)A_1(r)fx {r,w*(s))ds =
0 r

t
_ dT(r, (1 +p){t-s)) ,71!
= L L 1 A (r)fxr(r,w*(s)lds

temos, integrando por partes, que

p (r,p,t) =
= T(r, (14+P) )AL (@ E, (r,w*(0)) = AT (X)f, (r,wH(t))
r r
. B afxr .
+ [ T(x, (1 +p){t-8))A " (r)—5 (r,w*(s)) « w*(s)ds

o
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logo v (r,p,t) também & continuamente diferenciével em relagac a
r e p, portanto o operador E & diferenciavel em relagao aos pa-
rametros r e p e satisfaz as condigbes do Teorema 1.5, comple-

tando assim a demonstracac. O

Estamos agora preparadas para justificar a seguinte versao do

Teorema de Bifurcagao de Hopf.

TEOREMA 2.1 (Bifurcacgac de Hopf): Se A(r) e fir,w) satisfazenm
as hipoteses (HA-1, 2,3) e (Hf-1, 2,3, 4) hrespectivamente, entdo
existem constantes positivas o

o By Y, » uma funcao r*(a),

la] < a, e uma famiiia

{v*{a) : Jal| < a t

de solfugoes peritdicas da equagao

'gxgéél {8} = A(r*{a)) v*(a)(s) + f(r*{(a), v*(a)(s)); s > 0

com perfodo Pla) onde:

i} v*(a), r*(a) e Pl(a) sa0 continuamente diferenciavedls pa-

ra  lal| < o,

dr* _ dx* _ -
3a (0) = 35 {0) = 0, onde x*(a) e a componente de

ii)

v*{a) segundo Kpw (2) da decomposigac em soma direta de

W.
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1ii) P(0) = w_ = 32 ¢ |P@ -w | <y, lal <a

iv) v*(0) =0, v*(a) #0 se 0 < |a| < a, e

Lv* ()l < 8
PP{a)(W} 0

v} A menos de translfacgaoc no fempo, toda solucaoc v(s), w-pe-

riodica de v'{s) = A(r)v(s) + f{r,vis)), s > 0 com

lw-w | <v, e ‘]V“PW(W) < B, pentence @ famifia acima.

DEMONSTRACAQ: Temos que w*{a,r,p) dada no Lema 2.3 satisfaz

wla,r,p)(t) = (1 + plA(r)w(a,r,p) (t} + (1 + p)f(r,w*(a,r,p) (t))

- Q@ * g{r,p,w*(a,r,p) {t))

portanto basta resclver

Q - g(r,p,w*{a,r,p)(t)) =0

para p € r como fungao de a. Como isto nao pode ser feito dd-

netamente via Teorema das Fungoes Implicitas, pois

Q * glr,p,w*(0,r,p)) =0 r< x| e [p|] <p,

visto que g(r,p,0) =0 e w*(0,r,p) = 0, resclveremos entao
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G(arf:P) =0

onde

i *
Q=2 (r,;p.0) + 2L (0,r,p); |r|<x, e [p} < p,

o]

G(a,r,p)= <

1 |
— Q-9(r,pwra,x,p)): 0<|af <aj,[r|<r e lp| <p,

L

temos que G € continuamente diferenciivel e como

w*{a,r,p) = x*(a,r,p) + y*(a,r,p) € X, 0 Y,

com

yila,r,p)
y*{a,r,p) =

y;(a,r,p)

em relagao a4 base {e,(r),e,(r)}, ndo & dificil verificar que:

AL
52 (0,0,p)

[
G(0,0,p) = pQlA(0)] {
| ay;.

\aa (0,0,p)
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0
22 (0,0,0) (£) = ¢(t)
P
-V
Q
f ayq{;
A (0,r,0)
3f
Yr ow*
G(0,r,0) =Q ¢ [A(r)] + e X, 0) - T (0,r,0)
Ja 1Ly
y3(0,r,0)
- [a(0)] >
y3(0,r,0) )
3G [ at(0)
ST (0,0,0) (£t) = ¢ (&)
~B* (0)

sendo que na ultima igualdade usamos que

BfY

r a
Y
r

dado pela hipdtese (Hf-3), portanto
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0 a'(0) |
det {39%%?9L%l } = det = v,a'(0) #0
23 v, -8 (0)

pela hipdtese de Hopf dada em (HA-3) e dal pelo Teorema das Fun-

coes Implicitas existe 0, € fungoes r*(a) e p*(al definidas

para |a| < a, tais que:

Gla,r*(a), p*{a}) = 0
r*(0) =0
p*{(0) = 0O

r* e p* sao continuamente diferencifveis

dr? 0y = 2% (0) = 0, pois 28

da 3a 2a (0,0.0 =0
Finalmente colocando
— S -
v*(a) (s) = w*{a,r*(a),p*(a)) (-T—;—E;TET ): lal < @,

temos que v*{a) & solugao perid’lica da equacdo dada com periodo

Pla) = (1 + p*(a))wO , completando a demonstracao do teorema. [
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