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T - INTRODICAD

Nas analises de estudos epidemiclogicos geralmente a in

formacao sobre os individuos & sumarizada numa forma substancial-

mente reduzida, tal como conjuntos de tabelas 2x2, ou ateavés so-

mente de uma tabela simples 2x2, sendo esses dados reduzidos uti-
lizados na obtencao de resultados estatisticos referentes a medi-
das epidemioclogicas de interesse.

Existem dois tipos basicos de estudos epidemioloqgicos
que sao os estudos de Segmento ou estudos de Coortes e os estudos
de Caso e Controle. Nos estudos de Segmento grupos de individuos
que se identificam com a presenga ou ausencia de alguma caracte-
ristica ou exposicdo sao seguidos através do tempo, para que me-
didas epidemiolbgicas relacionadas com alquma doenga, possam ser
estimadas em cada grupc para posteriores analises estatisticas.Ja
nos estudos de Caso e Controle, individuos com determinadas doen-
cas sdao comparados com aqueles sem a doenga pela frequencia rela-
tiva da exposicao historica de ambos, de tal forma que se possa
estimar e analisar estatisticamente medidas epidemiolégicas de in
teresse. Existem outros tipos de estudos epidemiolégicos gue nao
serac tratados no contexto deste trabalho, pois nos restringire
mos apenas aos estudos mencionados acima relacionados com a medi-
da epidemiocldgica Risco Relativo, compreendido em tabelas de con-
tigencia 2x2.

0 Risco Relative @ uma medida muito usuval em epidemiolp
gia sendo o mesmo definido para uma populacac como a razao entre
a proporgao das pessoas expostas ou com alguma caracteristica que

possuam uma determinada doenga e a propor¢ao das pessoas nao ex-
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postas ou sem a caracteristica que também possuam a Zoencga.Desde
1951 quando Jerome Cornfield[ 8 ]definiu 0 Risco Relativo procu-
rou-se estimar e testar esta medida, sendo que em alguns Ccasos
como nos estudos de Caso e Controle o 0dds Ratio & utilizado co-
mo uma medida aproximada do Risco Relativo, devido principalmen-
te a algumas propriedades 6timas que o mesmo traz em  situacdes
onde a utilizagdo direta do Risco Relativo seria de dificel solu
cao tedrica. Ja nos estudos de Segmento & possivel a utilizacao
direta do Risco Relativo tanto nos casos de estimagao,quantd nos
casos de testes, podendo o mesmo ser aproximado em algumas situa
coes pelo Odds Ratio. A estimagao do Odds Ratio vem sendo muito
estudada na literatura, principalmente devido a inexisténcia de
algum estimador que seja nao viciado, havendo no entanto propos
tas de variog estimadores como a de WOolf[ZB] com modificagoes /
sugeridas por Gart e Zweifel [14] ;, & de Mantel e Hanszel [19 ]e
a de Birch[ 3 ]com modificagaes feitas por Goodman [15 ]além de
outros menos usuais; e existe ainda trabalhos como por exemplo o
de Mckinlay {20] onde o mesmo utiliza métodos de Monte Carlo pa-
ra uma comparagao dos vicios dos principais estimadores do 0dds
Ratioc, ou o trabalho de Breslow[ 6 1que compara diversos estima-
dores quando o niimero de tabelas cresce.

Em nosso trabalho, nao sera tratada diretamente a esti
macao do Risco Relativo e do 0Odds Ratio e sim sera apresentado u
ma resenha dos principais testes existentes envelvendo as duas
medidas,como também iremos propor um teste alternative a dois ja
existentes e um outro inexistente na literatura, o qual chama-

remos de "isotonico", sendo o mesmo baseado na teoria desenvelvi
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g por Barlow b oal E l]. Tara 0 ultimo ceste, aplesentarcisos  u-
ma complementagao utilizande métodos de Monte Carlo onde  compara
noz o poder do teste isotonico feito vara alternativan  ordenadas

com o poder de teste de razao du verossimilhanga felto para alter

rativas de pelo menos waa diforanga.
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II - ESTUDOS DE CASO E CONTROLE

I1.1. - Introdugao

Vamos supor que temos uma populagao dividida numa tabe-

la de contigéncia 2x2 da seguinte forma:

5 onde:{N: Possue uma determinada doenga.
ClPyy |Ps (15: N3ao possue a doenga.
—_ | C: Ter pertencido a uma subclasse.
C|P,, [P,
21 22
_C: Nao ter pertencido a subclasse.

sendo Pij as respectivas proporg¢oes com Pij>0 e
¥ = a i,j=1,2.
T Pij 1l para i,j=1

Na literatura ¢ definido

[ll (P +Pl ] : Risco de contrair a doenca para os elementos

que pertenceram a subclasse.

EZl/(P21+P2éﬂ : Risco de contrair a doencga para os elementos

que ndo pertenceram & subclasse.

RR =[?ll/(Pll+Plzﬂ /[?21/(P21+P2éﬂ : Risco Relativo de se con
trair a doenga, dos que pertenceram em relagao aos que nao

pertenceram a subclasse.
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Tuando le o wa SAGC MULITO DOCHeIon Gl LU LagiE0 3 ?2? <
4 4 -
Fliae Lesoectivamente, © Tisco Nelative e bhom anroxinado pelo

0Oddds Ratio, dado por:

-

clemontos den

1 1 I

re agueles gJue poswmuchn a doenga © n, elementos dentbre acjue lesg

IROsirancs antao para essa pomilagasc,

T

rjue nae possuem a ccenga, @ Jdefininos:

e

Ny, 1 onumero de elementos dentre os on que pertenceran subclas

[

lf
se.

i namero de clementos dentre os RPY que nao pertenceran a SU

bclasse.

v, : probabllidade de um clemento que possue a doenga ter perten
cido a subclasse.

D, @ probabilidade de um elemento que nac nossue a doenda ter

pertencide a subclasse.

Com assa notacao temos que:

B o= Eﬁﬁlwpzﬂ,/gh(l—piﬂ

E podemos estocasticamente considerar que:
Kl - b(nl,pl) ¢ X, o~ b(nz,p2) e as mesmas sejam independentes,

onde b{n,p) representa a distribuigao Binomial com n tentativas



2 probabilidade de sucesso p.
Logo a funcao distribuigao de probabilidade conjunta de

X, e X, sera dada por:

1
f(xl,x?) = P(X1=X1’X2ZX?) =
''n n
l >< 2 )
x (n,—x,) X (n.—%.)
1 11 2 27 %2 _
(’“1 %y JPp T{17Py) Py T {lmpy) IAl(Xl)IA?(XZ) -
( . )< . )
= nl n'?
Xy /%y (l~pl) (l—pz) exp[}lﬁn(w) +
+ {xl + xz}ﬁn(pz/(l—pz)ﬂ IAI(XI)Ihz(XZJ (TI.1.1)
onde A, = {O,l,...,nl} e A, = {0,1,...,n2}
Na literatura também & muito utilizada a distribuigao
condicional de Xl dadas as marginals fixas(Kl+X?:ml), devido

nrinciralmente ao fato de o distribulgno resultante estar 50—
nente en fungao do 0dds Ratio, o que faciiita om muito as infe
rencias 3chre ¢ mesno.

Definimos antao:



ny\/ n,
' by {n,~x) (m,-x,) {(n,~-m,+x,)
(x > m ->:1>pl Yappy T e, b ey 7 L

3 1 1
AR (n,-w)  (m, -u) ( ru)
ihi n.—u m. -u [ 111 u
L - ) _ 1 1 ~ 21
u=K \ U mymujpy (17py) P (1-p,)

(r7.1.7)

H

max(O,ml*n?)

min(ml,nl)

onde : K

1

It

Xy = K,K+1l,...,%

O<m.£<n, +n
171 2

quando m,=0 ou m,=n.+n,, a fungao distribuicac de

1 171 72f

probabilidade acima & degenerada em x,=0 e

1 1°h

1

Lrespectivamentc.

e temos as sequintes propriedades para {I11.1.2)

(i) - Seja a sequinte transformagao: B=tn(y), logo 8§ € R



‘e denotaremos

onde: 1 (nl< n? )
G{xy) = _
1 Xy A\ 7%,
<
pr AV
w(e) = -=-in / exp {fu)
u AAm, -
L u=K 1

portanto concluimos que f(x; / my;8) para todo # & uma familia ex

ponencial.

(ii) - Aplicando o teorema 2.3.2 de Bickel[ 2 ](ver apendice A.1l),

nods concluimos que existem

o = =t
Le(xl / ml) Wwr ()
I
= - f
Varg(xl / ml) W)
(iii) - Definindo ¥ como sendo a moda da fungao distribuigao de pro_
habi lidade f(xl / ml:w) temos que(Cornfiold[ 9 ] )
(X + 1Y (n.—-m +x+1) T na,-m, 2}
- 2 1~ >t o2 HQ L - (IT.1.13)
(nl—x)(ml—x) {nl—x+1)(ml—x+l}

de fato, pela definigao de moda,
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£(x / myiv) % f{x-1 / my W)

entao,
n ; n n n ’
1) 2 V% 1 . %=1
X my =X il 2\ %=1 ml—x+l I (IT.1.4)

£(x / ml;¢) > F(X+1 / ml:$)

entao,
n n n 2 n
1 2 \ x 1 2 x+1
g ml—ﬁ}m | ®lfm -EeL )y (11.1.5)
desenvolvendo (II.1.4) o (IT.1.5) chega-se 3 desiqualdade (IT.1.3).

Ouando nlrn,),ml e n +n9~ml sao grandes, podemos ascre-

1
ver:
x{n,-m,+X)
271
b= - .
tnl—X)(ml~x}
(iv) - Quando nl,nq,ml e n1+n7_ml sao qrandes(Cornfield[9 ] o

HannanLlQJ), temos que

1 , 1 Ty 2
fix, / m, ;) = exp{ﬂ {(x,=3) }
1 1 1'/2_'”'0' 202 1
onde:
-1
(12"—“ -+ 1 + 1 ~ -+ 1 -
X n, X Ty X nﬁ*ml+x
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oo AaL1lsE.an

PSSR Yy
. 2T
)
T — —
tnl"ﬁ)(mL )
oy asja 4, - JI{T,a?) .

T1.2. - Testes couy a povdulacac nas astratificada

-

Auando a povulagac n2o esta astratificada, podemos redu-

zi-~la a una tabela de contifancia 2x2 zcomo fol definddeo om (T7.L.)

o0 OAds Ratio zera utilizado como uma aprozinacac de Ndsoo Telati

Procuramos ontao, oter bestes para hipdioeses envolvenao

1A% (voer Lamberm apendi-

™

o 01ds Ratlo o por Lehnann [18] ngs. 134
ce MN.?), ac utilizarmos a fungao distribuigac de probabilidade nao
condicional definida em (IT.1.1) quanto a fungiao distribuigao de
probabilidade condicional definida em (II.1.2), encontraremos sem
vre os mesmos testes para tr@s possibilidades de hipotescs do 0dds
Ratio, sendo que, ao supormos a primeira situagao, os testes obti-
dos seraoc sempre UMPU{Uniformemente Mais Poderoso nao Viciado), no
entanto, supondo a sequnda situagao, para duas hipoteses os testes
resultantes serac UMP, engquantc que para a restante o teste sera
UMPU.
As mais usuais situagoes de testes de hipoteses envolven
do ¢ 0dds Ratioc sac as seguintes:
(1) Hozwgwg VE . }Ilzw>¢o
(ii) H :u>y vs. H <
0 1 0

i1 = 5. RIS
(iii) HO /] wo v Hl ] wo



Ohtengan dns toshes:

1) g
™ : M -
' (17.2.1)

I =-h>ah

)

}=2

. . . e . . .
Para um nivel de simnificancia ~, o teste "™P para{Il.2.

st considerarnes {(171.1.2) ou WP se considerarmos (IT1.1.1) & dado
DO
1 cuandsn x> C (i)
i 1 7ol
odxs,my) =(y {m.} quando x.=C (m,) (T7T.2.2)
1LY L Tty 1 1 g 'Y (
N cquando x, <C _{my )
i [ 1
nrdo O o saoem Ao o
I By

i ™ e », /ot = ~ TRl g Moo=V 4V,
17 ['l(”l' H} ; q{} L, Aara tado ml gnando = ]+\2

Geralmente fica mauite dificel o cAlecvlo nara sc encontrar

Y, ® ho' havendo no entanto a noessibilidade de utilizarmos anroxima

H ]

cao normal conforme (iv) de (I1.1.). Portanto quando Dy el el

n1+n2—ml zac gyrandes, teromns o saeauinte teste:
-k

1 quando (¥

f quando {x, -x) e !



o0
«qua

= 1 . 1 + 1 . 1

i —~ - — —

’ b 1, =X m, ~x 1., T, kN

1 1 2 1
o % deve satisfazer @ Q(nz—ml+§)
- (IT.2.4)

Suando ¢O¢l, ohservamos qua (II.2.4) & uma QAUAGAC ua-

: - : T . - . . -~
dratica em » sendo gque somenbtae ama railz ira satiasfazer COI‘hdlf;aC)

para %, onde rnax(G,RH*ﬂ12)$xﬁndj1h11,ml}, SO0 A4 mesing sennos cada

So= ARG anne = - +om, by -
2\ -1
3]
' 1
1 f Dy, ? Tl J'
N A < , |
- = + o, Ty -
2\ ¢ -1 ’ ) g, Tk
[ '}
ARG medulo.

Alcuns autores preferem en (IT.2.2) 4 utilizazao da cor
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ragio de continuidade. Hesse caso, rejeitamos H o se:
[
xl“‘~0.5
z Cf (I1.2.5)
ﬂ - \J
(314) IIP: h;@o
’ (IT.2.0)
1 swaah
1 o
PR ~ . ) -
Para um nivel de sionificancia o, o keste D nara

(TI.2.0) 50 considerarmos (IT7.1.2) ou M™MPU se considorarmos (TL.1.1)

& dado nor:

1 suando Klﬁcn(ml)
i S T and . =C {m I.2.7)
,z(hl, 1 ﬁYg(ml} quando kl Co(ml) (T 7
0 cquando xl>Co(ml)

onde C_ e Y, saem de;

b ¢ {2 = D todo s o M.o=H_+X,. .
Iwo[ 5 Ly oM ) / m ] v, para todo m, send 1T T
irmi i te ¢ i P ENES ! : - i M
Similarmente a (i), agrando NysMy,My e ny 0, Ty ficam
grandes, teremos 0 seguinte teste:
. . ( ,_\, !
1 quando (34 }/00\ .
d ! (: Y = (I1.2.%)
Do (xq ey
2 aquando (x -%) /o >C!

G



onde Cé sal de

Xl/ml

P {(Xl“x)/GOSCé) = P{Z$Cé)m n

1

onde 2 -~ M(0,1)
com ¢ e x devendo seguir as mesmas relacoes de (i).
i

Utilizando corregao de continuidade, rejeitanos HO SC:

< ¢! (IT7.2.9)
o 0
0
(1ii) H =
¢ 0 (II.2.10)

sl

Hl.¢#u0
Para um nivel de significancia ¢, 0 teste UMPU para

(IT.2.10} se considerarmeos (IT.1.2) ou (II.l.1} & dado por:

( "
1 cquando 11<Cl(ml) ou Xi>C2(ml)
. — T o= t = 1
bB(xl,ml) <Yi(ml) aquando Xy Ci(ml) i=1,2 (IT.2.11%1}
[0 quando Cl(ml)<xl<C2(m2)

onde Cl e C2 (C1<C2); Y, € Y, saem de s
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E@ ¢3(X1’Ml) / mi} = g

e

By | X05(X M) / mi} = aﬂ¢oﬁl / mi]

oL

1

=

n =X.+X., .
para todo m, sendo Ml Xl X2

Quando nl,n,),ml e nl+n°-ml sac grandes temog © seguinte

teste:

— 1 . ?r'\l
1 quando (xl x)/oogcl ou (kl X)/UO Cs

' —
¢3(xl'ml) - (IT.2.12)

| g |
0 quando Cl<(x1 x)/oO<C2

: 1 ' .
onde Cl e C2 saem de:

- 8/
({X.,-%)/o <C!) + P
by 1 o 1 v

{(X 'X)/UOBCT) =

1 2

P(2<C]) + P(23Ch) = & tal que Z ~ N(0O,1)
¢ o e X devem sequir as meswmas relacles de (i).

No caso de Ciz—Cé(situagao usual), rejeitamos H o se:

—wy 2 2t [ — 290ty = 4 .
(x)7%) /oozc3 e C} sal de P(XlzCB) o

Utilizando correc¢ao de continuidade, rejeitamos H se:



([xl*x[wO.SJZ
> C} (1T.2.13)
a? '
a
(iv) Caso particular ( quando ¢ =1 )
OQuando Y=l PllPEZ:PIEP?l
e nesse Ccaso:
D = 2 - + =
P LRy = (Byg¥R o) (Byy#Pyy) Pry + PyaPoy + PPy F PPy
- 2 - = 2 - =
= P}, + Py Py PyoPyy F PygPoy = Pyy F Py (IPyyd = Py
= 2 ferl
Pp P, = (Pyy#Py 0 (P *+Py) P1iPyp * PygPpy * Py + PioPoy
~ p? 2 - _
= PE, 4+ Py P, + PPy H PP, = Po, F B, (IR = By,
— . 2 —
P, P = Py V(P q#P, ) = PoyPoy # POy F PooPyy F PooFay 7
_ p2 - p? _ -
=PI+ Py P PP, PPy = POy H P (IR = Py
- - 2
P, P, = (Py#P,0) (By+P))) PoyPig * BoygPpy T PPyt Py
- 2 = 2 - -
= P2yt PooPoy F PooPrg + PraPoy = Poy b Py (I7P50) = Py
Portanto quando =1 <« Pij=Pi P : para i,j=1,2 ; ou
seja ha independéncia estocastica na tabela 2x2.
Nesse caso a fungido distribuigao de probabilidade de-.



finida em (I1.1.2) se reduz a:

'nl / T, ) /ny v/ D, 4
*1 /AAM™ Xl) “&”x12

f(xl / ml:l) = - =
u=K u ml“u

com Kgxlsi onde K=max (0,m

l“n2) e 2=m1n(ml,nl).
Ou seja, obtemos a fun¢ao distribuigao de probabilidade
de uma distribuigao Hipergeométrica, sendo que para a mesma temos

que :

El(Xl / ml) = (nlml)/(nl+n2)
n.n.m (n 4+n.-m.)
varl(xl / ml) - L2171 271
2
{n1+n2) (nl+n2—1}

Sob a hipdtese de que w=wo=l, Thomasl_zaj, fez progra-
mas que calculam as regioes criticas exatas para os testes ¢1,¢?

S Y quando nl,nz,ml e n,¥ n,-my sao grandes, podemos utilizar a

proximagao normal para a Hipergeométrica{ver apéndice A.5) e nes

se caso, reieitamos HO em (IT1.2.1),{II.2.6) e (I1.2.10) se :

n._m n.n.m, (n,+n 12

_ 1), yfofy (nytm,mmy )
2 -
(nl+n2) (nl+n2) (nl+n2 1)

{1 X
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n.m n.n.m,{n +n_ -m,} V2
@ [ %, 17 S22 12 171 < o
{nl+n2) (nl+n2} (nl+n?-l}
n.m n.n.m, (n.+n.-m.)
[ x, A TR N W M A A >
(nl+n?) {nl+n2)2(nl+n2—l)

respectivamente; onde P(ché}= a, 7 ~ N(0O,1) e P(x22C5)=a
1

Utilizando correcao de continuidade, rejeitamos 1, se:

n.m /on.nom. {n.4n.-m.)
tr)<xl - o t1 sy yfr2t 1 =21 >
2 “ o
(nl+n2) (n1+n2) (n1+n2 1)
- 12
(“'}(x ) nomy C o5 ), / nln2ml(nl+n2 ml) e
" 1 _— A , - ¢ -c!
(nl+n2) (nl+n2) (r:l+n_,‘3 1)
2 / -
3y be. - nlml 0 s y nlnzml(nlﬂl2 ml) o
1 (n1+n2} (nl+n2)2(nl+n2"l) 3

respectivamente em (II.2.1),(II1.2.6) e {IT.2.10).

Birch[:3 ], apresenta uma analise mais detalhada para o
caso acima, apresentando inclusive uma aproximacdo para o poder

dos testes quando ¢ esta proximo de 1.

IT.3. - Testes com a populacac estratificada
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Em muitas situacles nos estudos de Caso e Controle, ha
intereasse em dividir a populacdo através de uma ou mais rovaria-
velis (sexo,idade,estado civil,etc) para que se possa testar medi-
das epidemioldgicas entre os estratos formados, como por exemplo
no caso do estimagao do 2dds Ratio onde a estratificncan em nui-

a5 casos ¢ felta para se obter uma estinmngan mais odraoisa.

3

s

]

in, aanaralizarnde as Aafinicoes dadas om (17.1), ado

Lhremns o soqouinto notacao s
L)

o0 0dds Matio no k-aaine ootrabo.

As Tungoes dlstribuicoes de probahilidades condicional

W

s o eondicional scorao dadas Hor:

i 4 - ki N K = =
FT__. * ]l_ t \21, ; =" ? (I ]_-!': 2 11, 2 2‘: '2]{) -
2NN ISURRY
Tx 21") i ':T"T T ) 2’12‘ (h?'{ _v')r )
= . N S = ey - Tt YT (e
S APV A P AT ok ] BT ”7{
1}:\ ok
_ ! 1 nllif.r 1”7?. ol [ ) .
=\ e\ For /Py TP F[ SRR
+ o, +x o (3 /{L-n T e , b I1.3.1)
USRS VLRSI \”] NS TR WL
AnAe M = {ﬂ,l,...,nlk} e N, T {ﬂ,l,...,nzk}
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ot

s

2 seqguem as nronricdades

Ty - . 1 ~ .
Chamandn o, =

n. n
ik 4 «
y M X .1k
S . K 1 J \;,' .
1k 1 71k N (17.3.2)
a
< Y k\ n?b
: i1
=1, 1 / ! =1k S,
K y 1k i
. = nax{n M., )

e 8 !T—n bl - o2
4 1% 2k

2 = i/ .
2 min{m T )
18 RS T N

1
™ = K ,H i, ..,5
i T MRk TR ey

Jgm

1y oy

cquando mlP:O ou m

-

L =L T a funcac dis
1x ik T2k ¥

de probabilidade acima e degenerada om x

\Xlk:nlk raspectivamenta.

(L) a (iv) »ara {(TT.2.7).
comin (g, ) seqwe por (11} Je TN
ERN i
o Sy, = =~
3y, A 1i S
1T e f-r a _oraleg o Al
Wl Ve, / ___,__\, - J,Il\'J?'_;
it oy 1'12,'
- "{:l‘l L s ‘A"’(uﬂ'l.}
E: | M., A .
i e / L
5

(r7.1.},

tribuigao

=M

1k ¢



% +1Y {n., -m < +1) X, (n., ~m.. +%,
(1) Ingy gy g ) S
’/'.J\,:} - T
(9. =T (. %) S L -3 s
S P R R S T R P
sendo ae quando My s Mgy r gy © }lh4112k”‘ p A0 drandes:
nk U]2k~n1}_rnn,
:f'1.. -
I il -
{n,. =2 ) o, —w )
1l 7k ik v

- X4

para k=1, 2, ..., .

Iremos considerar as variaveis X, 1=1,2 @ k=Li,..., K mu
tuamente independentes, o consedquentemente as fungoes distribaigo
es de probabilidades cenjuntas condicional e nao condicional so-

o regpectlivamnnte dadas nor:

B

hod
- = T f =
Bl o %) = 8y BB v xgy)
X ny Py ! .
1 Sk, 2k -
kel xlk Koy (1 le} (1 p2k) exp(uqk

+h
[
.
Rl
}
o
1
!
e
ki
"
1

Jexn (x kB +

L L (8,0



onde,

com,

._.22._

K K
= G(gl)exp g Xlkek + 15 wk(ek) (I1.3.4)
k=1 k=1
X ( nlk)( "ok )
G{x,} = I _
L =\ *u A Mk TNk

= z’ 1 - 2

X, (Xil, '\iK) para i=1,

Podemos verificar facilmente que em ambos 0S8 Casog se
tem familias exponenciais.
Temos também que:
K
E (X, /m) = ¢ E, (X, / m)
67 1. ~1 k=1 Bk ik 1k
K
varg Xy, /m) = Lo Varg Oy /omy)
- k=1 k
K
= r = LI = 1
onde Xl. kil Xig ¢ My (mll,...,le} e f (81,... ,BK} .
No caso de estratificagao existem duas situacgdes envolven
do o 0dds Ratic:
I1.3.1. - Quando o 0dds Ratio & constante nos estratos

mo em {(IT.

Nessa situagao temos que ¢ serad o mesmo para todo kX e co-

2.}, utilizando Lehmannlil3] pgs. 134 a 140, obteremos
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testes UMP e UMPU para as sequintes situacoes de hipoteses:

i }.‘I T \< VS . II . | >
( ) 0 IJ ~ \ ll) IPJ
( ) lIJ Jf Ve . r} 'J

Obtencgao dos testes:

(i) H g
o
© (I1.3.5)
H >
11 ¥ wo
Para um nivel de significancia o, o teste UMP nara

(IT1.3.5) se considerarmos (IT.3.4) ou UMPU se considerarmos{II.3.3)

& dado por:

K
1 quando kilxlk>c0(91)
K
¢l(§l;@l) =§YO(TI) quando kilxlk:CO(Tl) (IT.3.6)}
K
h ¥
& qQuando I x4y <C{my)
k=1
onde C_ e v _saen de:
o] o)
Ew l?l(§l’§l] / my =, para todo m, sendo M., =X +X, .
o)

Como fica muito doficel o calculo para se encontrar Yo

+ —
e Co’ nos casos de valores grandes de nlk’n2k'mlk e nlk ngk mlk
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para todo k, utilizamos aproximagac normal conforme (iv) de (II.1.}.

Logo teremos o seqguinte teste:

—_ > )
1 quando (Xl. x.)/oO-éco
]
¢p{x,my)
— =}
0 guando (xl. x.)/UO‘>LO
onde Cé sai de:
X, /m
- - —— f ~ 1 -
P¢D ((Xl' x.)/Uo_écg) P(ZéCO) o
_-1/2
onde % ~ N{0,1) , _ 1 1 1 1 i
O’Ok = = + -+ ~ + -
- - - +
L L s A AR

e % deve satisfazer:
k % {n. -m, +x )
ko T T

(nlk_xk)(mlkmxk)

que para wO#l & uma equagao quadratica em ik e a raiz ( como em

(IT1.2.)) deverda ser dada por:

{ 2 ol +n
X, = ABS [ABS' 1/ 1k "2k + m + n 1
k 1 1? ~ 1k 1k J’
v -1
O /

f/ 1, 1/2

V1 Mok { My P o
” { ol B LS A §19 - T

1 2 II)O-'l _ J lJJO-l J

ABS: modulo

Se utilizarmos correcac de continuidade, entao rejeita-




mos HO quando:

> cé (IT.3.8)

(i1}  H :ux{
© © (IT.3.9)

H1:¢<wo

Para testarmos (I1.3.9) teremos os mesmos testes de (i)

com o sinal da desigualdade invertido.

(iii) H :p=y
© © (17.3.10)
. |
Hl.w#uo

Para um nivel de significancia o, o teste UMPU nara

(IT.3.10) se considerarmos (II1.3.3) ou (I1.3.4) & dado por:

K
1 quando kilxlk<cl(gl) ou kE1X1K>C?(T?)
K
¢3(§l,gl) = Yi(Tl) quando kilxlkzci(gl) i=1,2 (IT.3.11)
K
k0 cquando Cl(Tl)<kilxlk<C2(@l)

onde Cl’C2 (C1<C2)f Yl =) Y2 saem de:

2y [tz /|-

e



o [Xl.%“fl"i‘l) / I:‘?lJ = 0By %/ 5"}

para todo m, sendo M,=X +K

~1

Quando n e n.,,+tn,, -m ficam grandes para todo

1k Mok M1k

k, teremos © seguinte teste:

1 quando (xl ~X. }/0 S i ou (Xl._x )/”0.2C5
f —
o3 (xq,m) = (11.3.12)
) quando Ci<(xl.—x.)/dof Cé
I I .
onde Cl e C2 saem de:
X, /m Xl/ml
-~ -~ _ t + iy 1 e
Py ((Xy X. /o, €C1) Py (X, -x.)/0 2C))
0 e}
P(ZSCi} + P(ZEC%) = o tal que 72 ~ N(0,1)

e 0, © Ek devem satisfazer as mesmas relac¢oes de (i} para todo k.

Se considerarmos Ci=—Cé(situagao usual), rejeitamos H_

se:

iy 2 2 ! - - 2 1 =
(Xl. X. ) /00_2C3 e C3 & tal que P(xlzCB)

Utilizando corregao de continuidade, rejeitamos H_ se:

-%.] - 0.5)°?

1. > C)
0?.
[

(1x

(IT.3.13)
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(iv) Caso particular{ guando ¢O=l)

Nuando b, =1 r

X Pllkp22k: para todo k

21kY 12k

2 nesse casol(similarmente a (iv) de (I1.2.)):

PrafPimk T Prax Y Paine Pl P! T P
PixPlok T Plok T Piak P Pig) T PigBeok
Pox®ik T Paue T Pam Pl Pand T Ponc®
PokPoox = Poox * Pook P 1k Pon) T Pon® ke
para k=1,...,K
Portanto cquando wkxl e Pijk:(Pi.kp.jk)/P_.k vara

i,3=1,2 e k=1,...,K , ou seja, ha independéncia estocastica parci

al na k-ésima tabela.

Nesse caso a fungao distribuigao de probabilidade(II.3.2)

s¢ reduz para todo k a:

(“1k )f "ok ) f'”u;>( i
“ik \ Py k.ylk M

£ A " : = = . - =

B Geqge /My W= =
?53 / “1k)f oy ) /o
u;ﬁy\\ v ;Kmlk_u, K My /

).

oM Kkéxlkéﬁk ondea Kkzmaxiﬂ,mlk—nzk) . Qk:min{mlh,nlk



= cono en {ivy de {IT.2.) obtemos a funcas Jdistribuc-

pao Qe probabilidale do uma Sistribotoldo diooroonndtrion, oads

- P . . - ’ .
gy /o) s (g ap)Sngtag)
- ‘ b . JH]}:( Ny —;\,-‘.lk)
var, (X, / ) E =
a U 'EY o
n . .L\lf 3 {Iﬂ 11 .
(nyptrg ) Ty g~

L novanmcnto ¢itanos Thomas[26tL1ue foez nrogramag que cal

.o T oL o o .
culan as regioes cribticas exatas para os toestes birdo © by aeska
: - R

secgao. Nos casos de n,, /n e m., sorem grandeg para

Ve Por Ty © Pyt M

todo k, podemos utilizar aproximacao normal, sendo Hg, rejeitada em

(IT.3.5),(T1.3.9) e (ITI.3.10) se:

R n.,m K Ny Nay My, (Do +Na, =M, ) V7
(1) « _ v 1k71k / ¥ 1k 2% 1k " 71k 2k 1k s ot
1 k=1 (n.. +n.. ) k=1 (n, +n. ) %(n, +n., _~1)
1k 2k ) 1k ’k 1k 2k
K n.,, m K ﬁ N, m,, (n,, +n.. =m., } 12
(2) % _ z 1IkT1k / ) 1k 21k Y1k 2k 1k el
o —_ _ T
1. k=1 (n., +n., } k=1 n,, +n., Y% (n,, +n_, ~1)
1k 2k 1k 2k 1k 2k
K n,, mm \2 K n,,n., m., ( + -m.. )
3y [ x. - L 1k 1k PR s S "M Mk S o
1 k=1 (n,, +n.. ) k=1 n, +n, )% (n, +n_, -1) 3
1k “"2k°/ 1k "2k Ik "2k

regspectivamente,

onde P(23Cl) = o com Z ~ N{0,1) e P(x*3CY)= a
1

1
3

Utilizando corre¢ao de continuidade, rejeitamos Ho Ie:
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. A K /myn, m. (n. +n, -m, V2
(1« - I 1SS z](u DS U i s VA SR
1. k=1 - k= 2 N s
_ (ypetngy) My tngp ) (o h),
K In m K n n m (n -1 —m )‘-UZ
oy . - T 11350 S RS (0 15 il L i S .30 R
. 1.~ k=1 : k= ” ] %
(nyytng) (nping ) (mytng ~1),
K K
! .'. .
Golle oo MM [ s ST LAV S S VLR BN
1. k=1 (n,,+n_, ) k=1 (n,. +n., )%*(n,, +n.. ~1) 3
1 ok PR 1k ok

respectivamente em (ITL.3.5),(I1.3.9) e {(II.3.10).

. . 3 ] .
Novamente citamos Blrch[ gue apresenta uma aproxima-

$ao para o poder dos testes acima quando ¥ estd proximo de 1.
(v) Quando o numerc de tabelas cresce.

Para o k-esimo estrato temos:

F=4

£y (Kyp /My ity

se chamarmos 8k=£n(¢k),loqo
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<“1k Mox )
® My, =X exp(x,, 8. )
, ~ 1k 1k *1k PRk
fk(xlk/mlk’ Bk) ;

Ef ( “uj( Moy )

u:Kk 1 My Tu exp(ugk)

considerando que o Odds Ratio & © mesmo nos estratos ,
teremos a funcao distribuig¢ao de probabilidade conjunta:

-

~

( MY Mk
K X m,, =X exp{x,,.0)
£(x./m.: §) = T ¢ 1k 1k "1k 1k 8
ey Ray § =1 2
v k n n
Z: ( 1k)( 2k )
R u A Mgy exp (uj}

equivale testarmos :

H! =y

! - T —_—
H1 .¢#¢o onde wo exp(eo}

Considerando a situacao ende as frequencias nas tabelas
sao fixas e o numero de tabelas cresce, iremos aplicar o teste

da razao de verossimilhanga, dado por:




sup L{8 / X

) - Gzﬂa
sup L(9 / X

g ~R

onde L:funcac de verossimilhanga,

nl}:

{ 3 - wo{m, R
E 1k S "lk‘CL > ’!:_p{ &

¢
'k
" Ei: 1) Mok
u mo=tt exp(uﬂq)

u=Kk 1k

o]

1k Moy

¢ X My, =X axm {x,, 8)
- 1 - 1%
sL(A Y= T ¢ = LS. - >

T

Z: "1k 2k
- -1 o (af)
u=k, \ g T (a8 J

onda N aa agticmativa &2 muw. {(mavima veresgimithangal a2 9

1

Se ascravormos a funcan de vorcssimithanca condinida o

i

For—n cunanenotal,  tames ceges
.- i . : L

LIG / w) = O

At AR Ta i



¢ -
K 1M 2V
Of~,)y = I
0 b o,
=1\ "1k n- e
<
0 , _
LT oy
W%y = —fn E
oo 1 m,, =1 fex (7))
™ n=K e /5
- .
Tomandn 1noaritma
w
{ n BT (n)

Calculandn a »rimeira e seounda derivadas am 0 ohtenos:

K
Aln (L) _ x, + 151 9y (0)
an - T
K
d 2?,“(]-1} . ‘-: LA BLE NS
s ]k (A)

an

para k=1,...,K

I

r!,:rT"l( 0 } = —Vare (‘:lk / mll,)

Lodgo (exceto para o caso deyenarado), e para todo k,

e < W) < 0 oo A rwal que
s f




IS

15 - L 7 [
A O oS OO Manina.,

Portanto % malisaati v oo (i verossimilhanca nara O

X a v \'
) 1k Yo
- . . fyL B
N o 1 H O U DG I A N R
"\'L":l'\‘_’ 1]:
P __ - ) _ ’]
E A 1.
K= " n ot
1k 2k
w M. il g tal)
n=Kg, 1%
N ) I
O nolinonic acima ¢ de gran TN, e CcomD nositraranos

r Y — .- P - 2 m - . P P pra—— L4 B -
20 (TT.3.2.), 3 3era a unica raiz »ositiva! se axistir] do nasmo.

conseuenLenInce,

k=1 2

-!TJ
- . - ar ” e e AN
aanco Ko ot s (A ) PR A T A A A [27]?)_\,.; < -

i



- bt
Quanda @ =0t (=1}, Y{x,} =0 roduz a:
wt -
P " N
ic Ty AP
zz: LY 1. —1 ravETy .:—‘ :
o e | TRV EER
1 :1 ¢ : —
n= .
|-]..‘- iy
A £
1a t‘,_'){h__}\.., )
il 1

i “a
AN i
: n.,. Mo,
A PRy
-2 E: mn ~ u m.. —u fexn{(fa - Ix. -
k=l u=K, ) 1k p(fw) ik
fa
n., +n =
1k 2k
-tnl = 2Tk, - o ()
L1 . n= £
1
anche s
|_~ 'Q\ I 1
k o/ n !
Z: 1k N
= u My, ~u kv (Ju)
A=Kk, 1% .
LY = =
* -y
Nyt
m,
ik

TT.3.2. - Do ¢ O.3ds Ratio nao

[
0
S
ul
or
o
cr
le
i
)
L
.
il
T
H
w
rr
O
3

e

finsna situagido ha A necessidade de testar-se a homegenida

da do ¢dds Ratio nos castratros.Para tal, podermes utilizar tanto a
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Luu'do distr 1&@13&0 de nrobabilidade nao condicional defintda  om
{IT.3.1) 7muanto a funcao Aistribuiciao de probabilidade condicio-

nal definida em (IT1.3.7), saendo gque a utilizacac da 0ltina Ay

sy fmita rruandoe as narginails das tahelas forem consideradas fi-

Tremes entao anresentar trads testos mara 2 Ritﬂaqﬁo aci
M, sendn can o se AN {ons ng o snrginais Tixas)
sresantade ma Ilteratura, talvez pelo brabalhoso doesenvolvimento
Ladrico que o iwmswo exioe ou pele fato do o jue const larar as Mardgi

nain Jixas nao tenha muite sentido pratics; mesmo assim, no deson

volvirments teorico aparecem situagoes de muito interosse, como  a
estimagac do 0dds Ratio pelo criterio da mixima verossimilhanga ,
polis © mesmo nao possue um estimador naoe viciado ou pelo menos
um viciado gue tenha sempre menor vicic, e o estimador de maxima
verossinmilhan¢ga c¢ondicional pede em muitos casos dar boas estima-

tivas{ver Mckinlay [20] ).

Temos entao as sequintes situagodes:

(i) Utilizando a fungdo distribuigdo de probabilidade nac condi-

cional (II.3.1), gueremos testar:

P11 (17Pyy)

P, (1-p_ )
i _ - L1X 2K

p,, (1=-p..} (1-p,.)
H o S N # ——l_—-*~lw para algum i/47)

Poy (17Py3) Poy (17Py4)



Definimos:
Q - { E = (pllfp“_:lf"-'!le!ij}l ; piJ‘}O i:]_"') e j:l;---,K}
5]
_ _ 1. P (al ) 8 (l“’D .)
QO— {E"(pll’p?l""’le’p?K) i1l 21 . . 71K 2K -
Poyy 1Py, Pog (170!

Pi§°0 para i=1,2 e j=1,...,K

Aplicamos entac o teste da razao de verossimilhanca,dado

por:

sup L{p / Elfﬁq)

E"QO

A(lea‘{q) =
- = sup L(p / 51;52)
Ref

onde L : funcao de verossimilhanga

E temos gue:

sup L(p / 51'57)
peo

n n
K 1k 2k ) )
il ( iy )( . )3 Xlk(l—ﬁ )(nlk xlk)g K?k(l—ﬁ )(“2k X.)

= (xik/nik) para i=1,2 ¢ k=1,...,K.



..3'?'....
sup L(p/ 51,57)

I para enceontrarmos 0 = 27 devemos obter um
Load

w0 tal que :

Pqyq {1l n,,) P (1m0,
o= A L - 0 = 22 anans ag ohaorvating
- ¥ T
p}?(l ; ]]) J?T(ri ‘11_”)
—

{0 . L, o ]
W ( 11° ) 21 1 T /
A, - -
A
I —T Fy T L I o Ayt
11 1 LI A T A
e . e e L (TT-?‘.lA}
1 iy [ - T 4, 3
{ 1?’|,kp?w m}v M{dnv, 1)
LEY -7 /‘I‘} - T PRI
il ! Jrrd - ok i ERREE B ¢l
A LS RN -
"
o~ ¥ 5
com A ocondicao de que | DR OLORVATD B S (vror Tleyvton - <1
’ i=1 7 1in 1.
Finast [12] V.
Lo derng o sfnionn oo TRl aenaoneg o ¥R dpofeoi bae

e deve ser reagolvido iteoerativamontkao.,
Para ofoitn Ar computaqﬁo, maando h#1  nodemos agcrever

(vnr anéndice A.4) E(Hl./m} (i=1,...,K) comn:
" i

T(X,,/ M) = ABS{ ARBS

13 14 14

n,,+n : 172
1 i 21 m. LT
- o R PR ¥ B ~J%a~lL£~ (17.3.15)



ARS ; modulo.
As equagoes (IT.3.14) e (II.3.15) poden ser resolvidas
itevativamente nara ¥ por sucessivas aproxiiiicdan .

Im alacritme ¢ wronosto por Gnrt[l3j, sendo que €
lizado como valor inicial do nrocoedimentoe itevrati v« nara 3 o
lor do estinador nronosto por tantel ¢ Hanﬂquizlgj,dado [OT :

b v (n., -y, ) 8 SN s DR R
1 ) 1y TT2L T2 ’ . 11 1 ‘TT 311
U . /ol (TT.3.16
T - Th, . +Na. n,.+n.,,,
1i 21 1i 21
S50bh HO @ vara i=1l,...,k toenos que:
E (., /7)) a,
kS _ ( lL/' _ 1
14
o} n. . i)
11 i
e s i
n, .o S 0,
(1-5 . 1L (\ll/' B i
li)} n n
) Y11 1i
-5 ™) o,
3 - l (\ll/ - 1
=71
o .. n.,
21 21
N, . =my, 8, /™) a,
(1-5 yo AL AN A - 1
YT .
4] 11 1

™
-
.
]

E consoquoantenente,

Va



N
n n.,
1 )( 21 ) ® (n, ., —-x..) X {n_.-x_.}
= 11 ,,_ 11 7lit - 21,4 21 21
K ( *11 Xoy /Ppg  (17Pyy ) Doy HPgy
- 0 0 0
<
i=1 n N,
1i 21 _ _
(’x )( x )5 *14 (1-9 ](nll Xll) . %ai (15 )(n7l K71)
11 21 / P14 1i 21 Pay
A
X, . {n..—-x..) x (n..=X..)
K( 3 >11( g )11 1i1° = 21 3 21 ?11
= ]'[ i - [ 1 ; ( 1 1 )
1=l ¥y N ERR T ¥t T21 %1 J
e
K al Bl
= -9 -El xllin 5y + (nli*xll)£n<n MX___"> +
1= 1i 11 714
éi d. l
+ xqiin —_— + (nzi—x?i)ﬁn ﬂ—w:£~_w~> (IT.3.17)
) X2y i ¥04
— L
e por Wilks L27] pg. 419 , sob HO, +2£nk(§l,§?) > X%ml quando
n + o

Portanto para grandes valores de n,, , rejeitamos HD pa-

. ) . ) »
ra um nivel de significancia o se:

-2fni(x.,%x.) 2 ¢ tal que P(ximlzc) = a .

%1%
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(i1) - Utilizando a funcac distribuic¢ac de probabilidade condicio

nal (IT.3.7), aqueremos tostar:

(TT.3.1R)
H o wi#wj para algum i=)

s¢ chamarmos °k=°n(Tp) (k=1,...,K) equivale testarmos:

H : .= ..., =P '

o 1 R (1T.3.19)
H : 0,20, para algum 1~j

1 i 3

Teremos as sequintcs situacoes:

(1) Teste com o estimador de maxima verossimilhanga oxato.

Nofinines:

N={ 9={2,,...,0.)" £al gque Dyﬁ(—m,m) nara k=1,...,K }
el
0 ={ 5. = ... =0, g (~m,®) )
0 1l K
A funcao de verassinmilhanca serh dada pov:
18 4
L(Q/xl) = G(xl)oxﬂ b xlbq] + DIRS A G
' k=1 -7 & =1 "~
aonde G(x,) o W (7 ) nara k=1,...,% dofinidnn o fnrme (TT,3.)
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Aplicamos entao o teste da razaoc de verossimilhanga:

Sun L(ﬂfxwl

aen
E(Kl) - °_
- sun L{2/x.)
nen
Miando *¢™,  mara encontrarmos o suni{i), calaoniamos "n{l)

nodorivando em £, ohtomos:

Ttilizando o ftecorema 3.3.2 de BickelL 1 ]para a fungao dig

ig
tribulcao de probabilidade definida em (T7.3.4), ao iqualarmos a nri

-

meira derivada acimn a zero, temos que uma solugao scrd o estimati-

va e mLv. nara 8.Togo 3P(Ostimativn Ao m.v. Ae 8, em ) & una solu
can de:
Ty ! n - -
) Ry
ou soja,
n
1- nl*\ Mo
Z u\ M., = fwn {(ud
u=K,. /N My )
- - = g, nara k=1, ...,K
Q i
T n,, mn
E: 1x 2
u B n /e (uft
u=K, 1k D k)
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Como $P=exp(§k) logo @k serh solugao de:

K (“1k>( Dok )
M'Ll
=3 u My "W _(u—xlk)ﬂk = 0

que & um nolinomio de grau ?P=min(nlk,mlk) para k=1,...,K
Para um k qualquer, se chamarmos:

a=K , b=t ;o CEXy, e x=$k , centdao o polinomio a

a a+l c~-1 c+ 1 h
-a_ M =z 3 = .. & k g X ... tta =
A X 141 PRI ta % Q% N
(IT.3.20)
onde s
M1k Mok
a_ =\ u m,, ~u /tu-c| para u=a,...,h.
u , ik /-
Fazendo o mesmo nrocedimento para encontrarmos f sob Ho'
(onde 8 & a estimativa de m.v. de B=81=...=8K), temos que § & uma
solugao de:
. 3
L )
x (“u<)( Mo )
K ., = fexp (ufl
3 u:Kk u\ u My o exp (uh)
k=1 Rk n Toon ’
< ( lk)( 2k >
‘L‘ _ —
JzKy u My "4 exp (ug)




- i al oo - , : u
- . (u—xl JK) N RV . - o H
—~ i S - o [ 1 4 AT, . [ (s
1 N 1 e
LA
e
paeow oo wmlinomio e graun DL,
o e
L
S cianarins:
. .
1w 1
= 5 ::I ) oo 2 ey, = \ -:-”I'I PG S RN 3 i;fJT il
1.7 ~ A | . 4 -
e A Joo-
~mio aoina ooderd snr oserilo oomno:
. - - . bl . -
Sk Rt ) -1 S , RN
-4 ¥ - a .. S A 1o, & U B AP
a s 1 [ 2T b
fTr.z.z1}
DIz 3
. ! ..
i 111 /_k.
1 r-) _ | 34
\“:‘ = — i ___r
-3 - JT"l Aoy
Yol ks ¥ ks
r
4
1 LI — -, L
¢ os £ s sao tais que ¥ f = 5 COM 3=, .50

Pelo teorema do Sinal, de Descartes [lO] rambes os poli-
nomios acima possuem no maximo uma ralz positiva, sendo que,quando
esta existir, a mesma sera a estinmativa de m.v. para o Odds Ratio.
Yao teremos ralz positiva para os poliném;os acimal ver apéndice

A.6)} quando pelo menos uma das frequencias observadas de um mesno
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tipe ou de mesma diagonal for igual a zero aem cada tabela.

Entao conhecendo 1, Vs eon 4 ﬁK , No teste da razao

lL’lr f2

de verossimilhanga, rejeitamos I—IO sa:

i
X . "k n n
M mhlk / 5 1k 2k T‘u
k=1 u=Ky u My U "
A(fl) = — - S )< C*
N ﬁ] 1
' Xy < n n u
1 Eﬁrlh Y, 5 1k 2k 0.
k=1 K u=K u ST A
\ - k "1k -/
tal que PH {A(Xl]sc*} =« onde a: nivel de significincia.
o)

(b} Teste com o estimador de m.v. assintotico.

Quando nlk’n2k‘mlk s nlk+n2k~mlk sao grandes para todo k,

temos que

para k=1,...,K

e consequentemente

Xy (Do "My 3 )

= para todo k ,

(n Dy xk}(m xk)

E%(Xl_/@ y=x. e wk

Portanto nessa situacao a estimativa de m.v. para wk e

sera dada por:




.. {n..-m_. +x. )
- - 1k "2k 1k 1k e T _
wk = pois X =X,y (k=1,...,K)

(nyy =%y ) {myy =%y )

e = ontinotivade m.v. para ¥ em Qo sera a solugao d¢ seguinte sis

tema de equacgoes:

O sistema acima possue K+l equagoes e K+1 incognitas, de
vendo ser resolvido iterativamente; o mesmo € similar ao sistema
apresentade em (i) para a obtencao . esilrabiva o oLy, 00 0dds
Ratio sob HO, utilizando a fungao distribuigdo de probabilidade nao
condicional. Portanto o estimador de m.v. para o 0dds Ratio sob HO,
tanto utilizande a fungao distribuicgac de probabilidade condicional
para grandes valores quanto a funcgao distribuigao de probabilidade

nao condicional, & o mesmo.

(iii) Teste aproximado. -

Utilizando o fato de que a fungao distribuigao de probabi

o]

lidade condicional definida em (IX.3.2) guando nlk'n2k’mlk

n m crescem para todo k, se aproxima a fun¢ao densidade

+ —_—
1k T2k 1k
de uma variadvel com distribuigac Normal de média x, e variancia o,
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recentemente Hellbron [1?] e Breslow[:7 ] mencionaram o se-
guinte teste aproximado para testar-se a homogenidade do 0dds
Ratio nos estratos:

- E(xlk/@)}z{var(x /o

2
X homog k:l{ 1k 1

onde E(Xlk/ﬁ) & a solugdo nara ik do sistema de equagdes dado em

{(h) de (il), enguanto Qar(xlb/ﬁ) & dado vor:

; -1f2
1
1, R S 1
I T M Ma Mt

E conforme Heilbhron e Breslow, sob a hipdtese do homoge-

nidada Ao Ndds Ratio n estatistica 2 se aproxima assintHiica

= Tyt

nente 2 uma Y2 con K-1 graus de liberdade. Toqgo vejnitamos a hipo

ta2se do honogenidade ge:

- il
XZHOWOﬁ > ¢ onde ¢ 2 tal fue P(K*V_} > ) o= o,
. - .. I FRY .
1 - * . R A .
onde o 2 o nival Ao airmiFicancia,

IT.4.1 - Consumo e alcool ¢ enfarte nan fatal do miocir-

din(Stason et aL[ﬁ5]).

Foi feito um astudo de Caso e Controle em pacientes inscri

pae

tps anmo particinantes requlares do Boston Collaboratiwe Pruqg Survi-




llance Proqram, para yorificar a associagan ontre o conaumo de al-
conl 2 o anfarte nao fatal do miocardio. N astude foi limitado a
nacientes de cor branca entre 40 o 69 anos inscritos oentre 17639 e
1274, A analise envolveu 397 casos e 2435 controles, sendo cs  do-
dos agrunados em estratos fque foran construldos alraves doum 5o
»: haseado nuna funcao lincar discriminants, formando arianos o

Cazs e Controle. Tol entdo construlda a tabzla 1 sorands o consumo

Je dlcool o o3 escoras dados neala fungao diseriminante.

O primeiro Leste apiicads Tol poara werdifiocoar o fwsangeniaa
doeodo Odds Ratio ontre os astrabos sendo consideradas para andlise
as caracteristicas Ge consumo de dlcool didrio o consune e aleool
ooasional ou nunea, |

tilizou-soe o taste Jaefinido em (L) de{II.3.2.)

e foram ohtidos oz soguintes resultados:

R I e

nyes,) = 1341

G 3 ot 1D . ~ ey s

Aonrobabi lidude Qo osignd DTicancic Jdo nonbo aodaa Nl
.- : e ey a . FIR I R S R P, - e e
o4 araasn Jde Liberiade Jeu-acs B.851, logo podenes Acelisr oa alue

325 Ratio sezr uniferne ontro os astratos.

D sequndo teske aplicado £ol para verificar sc exisoc wa
Aas “Ovldth entre o conswne de alcool (conswan dildrio x ocasional  oa

nanea) ¢ o enfarte naso fotal do mioccardio. Aplicands entao o tes

ci (IT.2.12) wara o = 1 , obtesnwos o valor 0030158 nara a  2sta-
r 2 . i 2 a < - -a ot .- ..,
Ligtica ¢ a nrobabilidade Je siqmificancia sob a hipdtesc de

nac associagac ¢ dada pox 0.503  poritante podenos alirmar pue



nao ha associacldo significativa entre o consune de aleoovl( ser di!

[N

rio ou zor ocasiondal ou nunca ) e o enfarte nao fatal Jdo miocardio.

Tahela 1-Consumo de alcool e casog de enfarte Jdo miccardio.

Consumo de alcool

tunca ! Diario

ou ! Menos que | Mais gue
Estrato | Series | Ocasional !| Total ! 6 drinks/dia ! 6 drinks/dia

1 Casos 64 15 14 1
Controles 1409 219 219 100
2 Casos 17 3 7 1
Controles 331 53 A5 3
3 Casos 68 14 11 3
Controles lel 4] 29 12
4 Casos 57 1 5 7
Controles 71 18 9 9
5 Casos 64 12 13 1
Controles 09 4 3 1

fonte: Stason et al. [25].

TI.4.” - Hormdnios exGgenos o outras exposigSen de drogas

em criancas com doengas congenitas do coragac{ Kenneth

er al.[23] y .

ot
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Todas as criangas nagcidas de mulheres do ecstado de
Massachusetts durante 0s trés anos 1973-1275 com doencas congéni
tas do coragao foram considerados os casos. Os controles consis-
tivam de 1500 nascimentos selecionados aleatoriamente do restan-
te dos nascimentos em Massachusetts para o periocde de 3 anos de
estude. Um total de 4R0 casos fol considerado.

Apos cada ano de estudo, questionarios foram mandados
nara as maes controlcs selacionadas e n»ara as macs dos casos  i-
dentificados durante aquele ano. 0g rquastionarios nerquntavan so

hye a1 1dndr dn mae, oueacin, hiarfeia vosivednutiva, Wigboria onn

. o r
tracentiva o axposigian an tabaca, Alanal o denrne anknno o Ouran-
s oA aravidaz., Nitn mor conte Tan o wRon canos o 6.4 s annio s

FRr sontralos man Faram locali-tndas. Dan 222 cason o~ 1101 oon-

+ - L}

trnlas srun racehoran panaticnnarios, o nevcenthinl do o posorabsg fod
— ey I - o e oy - EET S EE L T PR

An 12 nor coniio era ag o casas o 89 e et v o SRS R
Tad amtoe et THoada n sn|naci aoan anlire o oo e Antormi—,

Asm dAyonneg 2 3 anresantican on nan Az dooncna ormeanitas do cora

ann an ervianan,
¥ k3

Anrasentamos antao s tahela 2, alouns Hinos de Arogas

aoma Eambam as estimativas Ae mAvima verossimilhanca do 0dds Ra-
l’\l
tin{ &) em cada tabhnla 2x2 e A nrobahilidade de sianificancia
( 2 ) mara ns testes referentes a (I1.2.1) nara ¢ =1 .
0

5 LIRS SO R e d TR et q :

Obscervamos fae o prosabllidade de sigrilicancla para a
droga Biazenan foi de 2.91, logo nodenos aceltar a hinotese Qo

- . . . A~ 13 Lal - . - “w -
arsociacao mara un nivel Ao sionificaacia d: 1% . Drocuramas ago

ra verificar se essa associacao ¢ ou nao significativarente  nal



Tabela 2*Estim§géo do efeito de drogas sobre z prevaléncia de doencas congénitas do
coragao.
Droga n? de casos | ne deTcgntroles 7 o
exposto | nac exposto | expostolnao exposto
Hormonios ExXogenos 29 361 65 1189 1.5 0.05
Drogas Hormonais 10 380 20 1234 1.6 0.1
Testes hormonais de gravidez 14 374 35 1211 1.3 0.2
Anticoncepcionais orais 3 336 20 1106 1.3 G.3
Ampicilina 7 383 7 1247 3.3 0.02
Aspirina 8¢ 310 203 1051 1.3 0.02
Suxinato de Doxilamina,
Hidroclorideo Diciclomideo e
Hidroclorideo Piridoxidio 24 366 46 1208 1.8 0.01
Clorodiazopoxideo 4 386 4 1250 3.2 0.06
Codeina 5 355 4 1250 4.1 0.02
Diazepan 15 375 27 - 12372 2.2 0.01
Difenilidandoina 4 386 3 1251 4.3 0.03
Insulina 6 334 1 1253 20.0 0.005
Penobarbital 6 334 4 1250 4.9 0.009
Fenotiazina 5 335 4 1250 4.1 0.02
Fenilefrina 10 330 15 1239 2.2 0.04
Tetraciclina 8 387 3 1246 3.3 0.01

fonte: Kenneth et al. [ 23] .

_..GS_



—i
L™

o

Tag

(RS0

53

. Aplicano

2.0

oY a0

L

£
o

—

[

T3

Sl g

llC

3

1

]

o

tadi

AL

L

-1
sS4 L

[RFES R

4L

L

orento

rof

1
i

Hak i i



e . [REALAE IR aT s B e B EA N ARt
T - J'\..'._Z- I R P R R A

ITI.1, =~ ©ivo Donsidade G Ineidencia fouanalativa

ITI.1.1. - Introcdugio

N3 estudos do Segmento conciobon om o acomeanhiar wny datoer

PR H — ria B . | S, R .- e -

ninada anoskra comulacional atravas o kamma, absarvanaso oo mosnd
~

e . . 1. L . - - T P . A e, T - I

o oanarigao Jo letoerminadaz doengas, sonad qpun o ting Deagilads do

Tucldonela fAewwlativa consi oo marid e jue r.os

sanos dividir a populagace atraves Jda seguinto tabhaelt 227

U

“11

[

-
—
it

{‘Jl
3
=

!

s

ol

.
P,
.

Contrair uma determinada doenca durante o periodo.

Mao contrair a doenga durante o periodo.

o)

Pertencer a uma subclasse durante o pericdo.

9]

C : Nao pertencer a subclasse durante o pexiodo.

com as respactivas proporgoes Qij>0 para i,3j=1,2 e

I Q.. = 1.
1]

Nesses cstudos o Risco Relativo de se contrair a doenga

sera dade por:

[Qll/(oll+Q12)J /[921/‘%1*022)]
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0 mesmo pode ser bem aproximado pele 0dds Ratio guando
a doenga € rara ou seja quando Qyy € Qg sao muito pequenos  em
relagéo a e 0 respectivamente, sendo nesse caso dado por:

12 “272

vo= QllQ22/Ql2Q?l:| con U’C(O;"")

AmCstramos entao para essa populagao mqy elemnentos den-

tre aqueles que pertencem a subclasse e n, elementos dentre aque

les que nao pertencerazm a subclasse, e definimos:

Y, : numero de elementos dentre os m,, gue contrairam a doenga no

1 1

periodo.

Y. : numero de elementos dentre o0s m que nao contrairam a doen

-).F

¢a no periodo.

9y ¢ probabilidade de um elemento gue pertence A subclasse contra

ir a doenca no periodo.

q, : probabilidade de um elemento que nao pertence a subclasse con

trair a doenga no periodo.

Assim sendo, temos:

RR = E;l/q:?:l

b= [y may )/ [a, ma )]

E estocasticamente consideraremos que :
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Yl ~ b{ml,ql) ' Y2 - b(mz,q?) e Yl seja independente de Y?.

Logo,

f(ylryg) = P(leyer?:Y?) =

ml ]Tl_.)
; Y (m,-y.,} ¥ (m.,-y.)
5 1 17Yy) Yy 27Yy B
*( ) >( Y, >q1 (1=q,) q, ~{1-9;) Ip ypIg (y,) =

L\ T2
Y1 mi-yq) ¥, (m,=y,)
=\Y; /\ Y, /{@,RR) T(1-q,RR) q, “{1-q,) ‘ IBl{yl)IBﬁ(y21

(IrT.1.1.1})

onde B, = {O,...,ml} e B? = {O,...,mz}

Nos estudos de Segmento, similarmente acs de Caso e Contro
le, a distribuicao condicional de Yy dadas as marginais fixas( Yl+Y9

=n. ) & muito utilizada, pois como mostraremos a segulr, a mesma es-

1
tari somente em funcdo do Odds Ratio sendo que a fungao distribuigao
de probabilidade resultante sera identica dquela apresentada em
(TI.1.2) .

pDefinimos entao

¥y /my
glyy/myiv) = PO =y / ¥y#¥y=ny) =P, 7 T{¥y=y,) o =

™ i)
2

my m.,
( )( - ) u (ml—u} (nl—u) (m?—nl+u)
G\ v A mypru/ay () q, (1-q,)
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(aleis)e B

cnde K'=max(0,nl~m2) e £=min(ml,nl).

Como nl—m2=ml—n2,

minador da expressao acima por n

ao multiplicarmos o numerador e o deno

in,! {onde n,=n? de nac doentes) ,

172 2
olrtemos:
n n \
' 1 oy
Yy
g(Yl / nl,lb) = ( le my yl> u i
onde : K=max(0,ml—n2)

£=m1n(ml;nl)

yl=K,K+l,...,£
<n.+
<0<ml n,+n,
Quando mle ou m,=n,+n,, a fungao distribuig¢ao

de probabilidade acima & degenerada em x,=0 e

respectivamente.

lxl:nl

Portanto g{yl/nl;¢) & idéntica a f(xl/ml;w) definida em
(IT.1.2), segqguindo-se entao todas as propriedades apresentadas em

(IT.1.) para g(yl/nl:w).

IIT.1.2. - Testes com a populagdo nac estratificada

Como nos estudos de Caso e Controle, quando a populagao

nao esta estratificada, podemos reduzi-la a uma takela de conti-
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géncia 2x2 conforme definido em (III.1.l.} e se gueremos obter tég
tes UMP, devemos necessariamente utilizar o Odds Ratio como aproxi
magao para o Risco Relative, pois fica diricel a obtengao de tes
tes Otimos utilizande diretamente o Risco Relativo.

Como foi mostrado em (IITI.1.1,) a fungao distribuigaoc de
probabilidade condicional dos estudos de Segmento coincide com a
fungao distribuicdao de probabilidade condicional dos estudos de Ca
so e Controle, portanto todos Qs testes apresentados em {(II.2.) se
rao os mesmos quando queremos testar o 0dds Ratio nos estudos de

Segmento.

II7.1.3. - Testes com a populacao estratificada

(i} - Quando o 0dds Ratio & constante nos estratos,

Nessa situacao também todos 0s testes apresentados em
(IT.3.1.) seraoc os mesmos para testar o Odds Ratioc nos estudos de

Segmento.

{(ii) - Quando o (¢dds Ratio nao € constante nos estratos.

Similarmente a (i), todos os testes apresentados em

(II.3.2.) serao os mesmos para testar a homogenidade do Odds Ratio

entre os egtratos nos estudos de Segmento.

(iii) - Quando o Risco Relativo nao @ constante nos estratos.

Quando a doenga & rara podemos aproximar o Risco Relati

vo( RR ) pelo 0dds Ratio{ ¢ ) e utilizarmos os testes apresentados



em (II.3.1.}) e
a funcao distribuicao de probabilidade nac condicional esta em
fungao do Risco Relative, podemos nos casos da doenga nao
rara utilizarmos o teste da razao de verossimilhanca para

tarmos a homogenidade do Risco Relativo nos estratos.

entao:

RR
k

L{6 /

onde
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R

Yo
ke
Goy (17

] e

= {0,...,m

1k 1k

1 <3
I§

(RR,q) '

}3}:{ = (RR]_,..-;RRK)'

na

= (ql,...,qK)'
r = = !
3'1- (!11'...’}’1}()

_ . '
Yo T (Yoyreer¥oy)

Queremos entac testar

H : RRy,= ... = BRR
O

1 K

(

>(q2kRRKj

Moy "Y oy )

o RRi#RRj nara algum i#]

I

Y1k

Risco Relativo no k—-Csimo estrato { k=1, ..

(T“U:J( Mok
Yr¥o) = ge=p\ Yix Yor (11,

(I1.3.2.}. No caso Jdos estudos de Segmento,

como

ser
tes-

Definimos

LK)
(M, ~Y 4. )
1 “ 1k
Ty By )
VI, (va,)
Py 2k
(ITT.1.3.1)



das

por:

[l
1

Sejam

Qoz{ RRy= ..o =RR, (0,0) @ q, (n,1) mara k=1,...,K
e

Q={ RR = (RRl,....,RRK)' tal que RRy e(0,«} para k=1,...,K

e qzkc(O,l) para k=1,...,K-}

Aplicamos entao o teste da razao de verossimilhanga

sup L0 / yir¥n)

QEQO
'Ya) =
2 sup L{8 / gl,go}
6 el -
Sob R, como & sabildo, , as estimativas de m.v. serao da
~ AT " Yo
RRk= 21k 2k e S 2Kk para k=1,...,K
Yox™ik Mok
Sob Qo(tomando Rh1=...=RRK:RR), temos que:
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Aplicando logaritmo em I obtemos:

K m m,.. K
tnn o=z oen[ FYORN 4wy antq,rR) 4
=1 v v x=1 1k -
1 2k
K K
+ L {m,, -~y )in(l-g. RR) + L ya inidg,, ) +
wop Lk TIk 2k ko1 2K "k
K
+ (mzk—yzk) T in(l_q?k)
k=1
Derivando em RR e qﬁk(k=l,...,K) obtemos :
AnL ? e~ Do MYy
I = -
dr k=1|RR (1-q,, RR)
asnp _ Y | PROG,TYRO o Yok o (MaVyy)
Aoy Doy (1=q 5y RR) Doy (1=d )
pvara k=1,...,K
2 K |y K ((d,,.) 2 (my,~v,.)
d%nl  _ g LiLk A 2k ke Tl
d(RR) 2 k=1| (RR)? k=1{ (1l-q,, RR)?
2 - -
a*gnL My _ o (RRYT(moy 7y gy ) (Mo =Y oy )
2 Z _ 2 — 2
alq, ) (q,) (1-q,, RR) (1-a,, )

para k=1,...,K
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Portanto igualando as primeiras derivadas a zero, ob-

temos ponto de mAximo.

.Logo RR e ﬁ?k(k=l,...,K) saem de

~ Ky (myy =y )

= RR I =
k=1| (1=, RR)

{ I e B

Y1k

k=1

e

~ A ~
K] Yo (g MO Ry My ¥ |
-+
K ARG
= s m
A ) e 1 (TT1.1.3.2)

k=1 (1—ﬁ?kﬁ§)

~

o
- 2 (M =Y )
vy o Rmpevnd 0 Y o Doy
- - FaN ~ - :
oy (LG, RR) Ty (1-G )
—F
] - 2z _ e AT ~ = .
RRm y (g ) (¥ 3 FMgy FRRIM #RRY ) )Ty + Ny )

para k=1,...,X

obtemos uma equagac quadratica em §7k' cuja raiz tal que ﬁch[o,l}

sera dada por{ver apendice A.6):

~
. RR
Y b Myt ORRIM AT, )
Ny
T J\m.k
A
y.. + m., + RR{m, +y., ) 12 y o, ¥
B 1 ok kY ox Ty 1 (ITI.1.3.3)

P /\D (
T TRy
2R“m.k J RRm
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Para resolver (IIT1.1.3.7) Miettinen [21] propos uma es

timativa inicial para ﬁﬁ, dada por:

K [
T
I wkﬂn(RRk}
@ k=1
RRw = exXp
K
how
k=1 ]
onde : W, = [nlkmlkm?k]/[%2k(nlk+n?k}]

3

m&’{yﬁmde}mmm}

Logo ~2¢nA (yq,y,) sera dado por:

K d... RRm SPNE N
5 1 {yy tn 2 | Yot 21k N
k=1 Yk Yok
G RR) (1-§.. )
(-, RR)m “Q . T,
+ (mlk—ylk}ﬁn 2k 1k + (m?k—yﬁk)in 2k 7k
(Mg Y 1) o (R Yoy )

(ITI1.1.3.4)

L
. ' - 2
E por Wilks [27] pg. 419, sob HO Eﬂnl(gl,zz) T Xk-1

quando m,. > ®

Portanto para grandes valores de m.., rejeitamos Ho pa-

- P 2
ra um nivel de significancia a se:

—22nl(gl,¥2)zc tal que P(XZK_lzc} = q .
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Motodnaa BEnidarminlaaicaos om Prarmeansg P1ininre ! Yonnath

HERS

J. Pnthhan[24]?-

Magtns artiago os antoras anregentam num avornla dn motodeos
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IZT.2. — 7iwo hensidades e Incldencia

TIT.2.). = Introducio

0 tipo Densidade de Incidéncia € um estudo de Segmento on
de amostramos inicialmente elementos que pertencem a subclasse c
elementos dque nao wpertencem a subclasse, no cntantce o tempo de ob-
servagao nao & o mesmo para cada individuec, sendo esse tempo inclui
do nas analises estatisticas. O tipo Densidade de Incidéncia permi-

te formarmos a seqguinte tabela:

C C
Dimn 1l-m
pessoas-tempo | Ny No_
AU R
.
onde : C: Pertencer a uma subclasse.

C: Nao pertencer a subclasse.

D: Contrair uma determinada doenga.

<t NGamero de pesscas-tempo de observagao,referente
aos elementos que pertencem a subclasse.,

N : Numero de pessoas-temnpo de ohservaqﬁo,referente

aos elementos que nao pertencem & subclasse.
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sendo 1 e 1=t as respectivas proporgées de uma pessoa que contra-
iu a doenga pertencer e nao pertencer a subclasse, com me (0,1).De
notaremos T=N, + N .
1 o
Nesses estudos, uma medida utilizada para verificar a
associacao entre as subclasses e a doenga € o Risco Relativo, da-
do por:
ﬁ/Nl WNO
RR = ——7"r = — (I71.2.1.1)
(l—ﬂ}/NO (1—W)Nl
Seja M o nimero de pessoas que contrairam a doenga apGs
um perliodo de estudo e seja A © numero dos que contrairam a doen
ca pertencendo & subclasse. A fungado distribuigdc de probabilida-
de de A condicional a M eventos & dada por (III.2.1.2), onde i

& a prchabilidade de um elemento que contraiu a doenga pertencer

3 subclasse.

M
P (A=a) = (a>na(1—n)m”a) (ITT.2.1.2)

Utilizando (III.2.1.1), a funcao distribuigaoc de proba-
bilidade {(III.2.1.2} pode ser reparametrizada conforme(IIT.2.1.3),

em termos de RR:

N /N M-a)
P (A=a) = RR ol 1 (ITT.2.1.3)
a RR+N /N RR+NO/Nl(

I111.2.2. - Testes com a populagao nac estratificada

F
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Iremos apresentar apenas a situagao de testarmos se ha
associagao entre a doenga e as subclasses.

Quandc RR=1 +r F=N1/T ou seja,a probabilidade de um e-
lemento que contraiu a doenga pertencer & subclasse depende so-
mente do numero de pesscas tempo de observacaco dos elementos que
pertencem a subclasse, logo testarmos esta situagao equivale tes
tarmos se ha ou nao associacgao entre a doenga e a subclasse.

Principais situagoes para testes:

(i) Ho: RR=1 vSs. HE: RR=1

(ii) HO: RRg1 vs . H : RR>1
1

(1ii) HO: RR>»1 vs. sz RR<1

Obtencac dos testes:

RR=1
© (I11.2.2.1)
H : RR#]

(i) H

"

Para um nivel de significancia «, o teste UMPU para tes

tarmos {III.2.2.1) & dado por:

1l se a<Cl ou a>C:2
= = § == 2 .00
¢1(a) Yy se a Ci i=1l,2 (I11.2.2.2)
\O se C1<a<c2

onde C.,C (C1<C2), Y, & v, sac tais que:

1'72

PH {A<Cl) + P

3 (A>C2) + YlPHO(A:Cl) + Y?PHO(A=C2) = o

i
0



(ii) HO: RRg1

(ITLI.2.2.3)

H : RR>1
1

Para um nivel de significancia o, o teste UMP para tes-

tarmos (ITIT.2.2.3) & dado por:

1 se a>C,
¢2(a) = (Y sa a:C2 {(ITIT.2.2.4)
0 se a<C2

onde C., e Yy saem de:

2

Py (A>C,) + yP, (A=C,) = «
o] o]

(iii) HO: RR21
(I11.2.2.5}

H : RR<l
1

3 - L] 4
Para um nivel de significancia a, o teste UMP para tes-

tarmos (II1.2.2.5) & dado por:

1 se acCl
= = e
¢3(aJ Y se a Cl (I171.2.2.6)
0 se a>Cl

onde C; e Y sao tais que:

PHO(A<C1) + YPHO(A=C1) = q

Para calcularmos as prcbabilidades de siqnificgncia de
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valores de A, podemos utilizar as equac¢oes abaixo, conforme Boi-

ce e Rothrnan[-_5 ]:

a
pl(l) = I P(A=k} = 1 - P{ F{u,v)>(a+1}N /bN.)
k=0 ot
com u=2bh e v=2{a+l) .
e
M
p{2) = L P{a=k) = P F(u,v)>aN0/(b+l)Nl }
k=a

com u=2(b+l} e wv=Za

e F(u,v) &€ uma variavel aleatdria com distribuicaoc F de Fisher com

1 e v graus de liberdade.

IIT1.2.3. - Testes com a populacac estratificada

O principal teste para essa situacao & verificar se ha ou
nao homogenidade do Risco Relativo entre os estratos. Definimos en-

tao:

RRk : Risco Relativo no k-ésimo estrato.



onde:

_GSH
Ny Numero de pessoas~tempo de observagao referente
aocs elementos que pertencem a subclasse no k—é-

simo estrato.

N o Nimero de pessoas-tempo de observagao referente

aos elementos que nac paertencem a subclasse no

k~&simo estrato.

x ¢ U1k Mok

Probabilidade de um elemento que contraiu a doen

k
¢a pertencer a subclasse no k-ésimo estrato.
para k=1,...,K
E seja:
K ? a (M, —a, )
L(RR/2) = e LT R B -
k=1 a
a . (M -a, )
K Iy R Kk N , /N Ik k
- 7 % > . ok’ 1k (I1.2.3.1)
=1\ /| Ry HN G Ny RRy M ok N1
= T
RR = (RRj,-.. RRy)
a = (ay,...8,)"

Oueremos testar:
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RR.= ... =
HO Rl RRK
H : RRi#RRj para algum i~7
1
Sejam:

Q={ RR, tal que RRkE[O,m) para k=1,...,K }

Aa)

dadas por:

Aplicames entao o teste da razao de verossimilhanca:

sup L(RR/a)
QBEQO

sup L(RR/a)
RR ef

Em & as estimativas de m.v. para RRk(k=l,...

o akNok _
RR, = para k=1,...,K (sendo bP:Mk—aP).
PNy
Sob £ (tomando RR = ... =RR =RR}, temos rue:
a (M —-a, )}
% M RR k N /Ny %%
k=1 RR+NOk/Nl RR+NOk/le
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Aplicando logaritmo em L obtemos:

K K
inL = ¥ &n Mk + X ak£n< RR > +
k=1 a, k=1 IRR+N0k/le
K / N . /N
+ 5 (Mk‘ak)in ok’ 1k -
k=1 RR+NOk/Nlk
K K
= £ &n Mk + )X akﬁn(RR) +
k=1 ay k=1
K N _, /N K
+ I M n ok’ 1k - I a An (N, /Ny )
k=1 RR+NOk/Nlk k=1
Derivandc em RR, obtemos:
atnL _ A _ . My
dRR k=1 RR k=1 RR+Nok/le
2 K a K
d ian .. s, . M :
d {RR) k=1 {RR} k=1 (RR+NOk/le)

Quando substituimos o valor de RR cobtido igualando a pri

obtemos

meira derivada a

zero na expressaoc da segqunda derivada,

un valor negativo.
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L - -
Consequentemente RR sera a solugac positiva de

% ~ K M,
T - RR I | = =0 (I1.2.3.2)
k=1 k=1 R+Nok/le

Para resolver (I11.7.3.2), Boice e Rothman[iS ], propuse

N\
ram uma estimativa inicial para RR, dada por:

-~ X K
RR = r a N, /T / I b, N_ /T
w oy Kok ke oy 1k
E -2&ni{a) sera dado por:
~\
K R
k=1 ak(RR+N0k/le)
+ bkﬂ,n -Mk 1 - ';\—““R—R“’—‘“—_'> {ITI1.2.3.3)
Py RRAN 1 /Ny
L

e por Wilks [2?] pg. 413, sob H_, -2&nX (A) - X;—l quando

M, = o

Portanto para grandes valores de M., rejeitamos Ho para

. . . ~ .
um nivel de significancia o se:

-22nx(a)> ¢ tal que P(x;_lzc) = q,
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TIT.2.%. — ZXCIIOS

TIT.2.4.2 - Tiads aspecifica da Lo i) e
vonfrias entre Coilloonen Srltlaicos Tuanion ooaan Tooantoes Jo oL
garrcas [ Doll e Hill[ll]).

Q artigo menciona wn e2studo feito para verificar a associ

acao entre © habito de [umar @ a morie por dosnas (das aorounirias /

-

P e s ~- 5
ontre Jdoutores Britanicos, no neriodo de 1901 a 12610 As obhserva

cOes comegaram i 1201, qguardo Lol aplicado un s tionirio ¢ obti-

das informacoes a rospeito Jdos habitos de funar oentre o3 doutores
oritanicos, sendo nos Jdex Anes sequentes corputadas as morkboes noY

doencas das coreonarias. A tabela 4 apresenta uma os tratificagac da
populagao em 4 faixas etarias, sendo anrcsentado cm cada falxa o)
ntmero total de pessoas tempo de observagao como também © niumero de

mortes por doengas das coronarias.

Tabela 4 Casos de mortes entre doutores Britanicos fumantes
e nao fumantes de cigarros.

fumantes nao-fumantes
idade mortes pesscas—-anos mortes pessoas-—-anos
45-54 104 43248 12 10673
55-64 206 28612 28 5710
65-74 186 12663 28 2585
75-84 102 5317 31 1462

fonte: Doll e Hill [ll] ]

Procuramos entdo verificar se ha ou nao homogenidade sig-

nificativa do Risco Relativo nos estratos. Para tal aplicamos o tes

te {(I¥I.2.3.3) e obtemos os seguintes valores:



RR = 1.345

~3£nl(§) = 6.2%5

A probabilidade de significancia para o ponto acima numa
y? com 3 graus de liberdade deu-nos 0.099, portanto ha pelo menos

uma diferencga significativa entre os estratos formados se conside-

rarmos qualquer nivel de significancia acima de 0.099.

I11.2.4.2 - Casos de cancer de peito e pessocas anos de
observagao para mulheres com tuberculese repetidamente expostas a
miltiplos raios—-X fluoroscopicos e mulheres com tuberculose e nao
expostas (Boice e Monson[ 4 ])-

0 artigo menciona um estudo de Segmentoc feito com 1764 pa
cientes do sexo feminino internados em dois sanatdrios de Massachu-
setts entre 1930 e 1954.Neste periodo 1047 mulheres receberam tra-
tamentos com raios-X fluoroscOpicos enquanto um grupo de compa
ragao de 717 mulheres com tuberculose receberam outros tratamentos
que nao requeriam fluoroscopia, e foram computados no periodo oS
casos de cancer de peito.

Na tabela 5 & apresentado os casos de cancer e O nimero
de pessoas tempo de observacac tanto referente as mulheres expos
tas quanto aquelas nao expostas.

Tabela 5~-Casos de cancer de peito
em mulheres com tuberculose ex-

postas e nac expostas a radiagao.

Exposicao a Radiacao

Sim Nao
Casos 4] 15
Pesgssoas—-anos 7?5010 19017

fonte: Boice e Monson [ 4 ] .
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0 teste de interesse neste exemplo &€ verificar se exis-
te uma associagao positiva(RR>1) ou nao entre a aplicagaoc de rai-
os fluoroscopicos e a obtengao de cancer de peito em mulheres com
tuberculose.

Foi entao aplicado o teste (III.2.2.4) e a probabilida-
de de significgncia para o valor observado de A{a=41) & dada por
p(1)=0.019, logo para um nivel de siqnificﬁncia N=0.019 aceitamos
a hipdtese de associagac positiva entre a aplicagao de raios fluo
roscopicos e a obtengdo de cancer de peito em mulheres com tuber-

culose.

ITI.2.5. - Teste Isotdnico

Em muitas situac¢oes experimentais podem existir razoes
fortes para suspeitar-se que o Risco Relativo esteja ordenado con
forme os estratos, como por exemplo, um crescimento conforme a i-

dade, conforme a classe social,etc. Podemos entao guerer testar:

HO:RR1= .- =RRK

. o)
Hl.Rng e sRRK (ITT.2.5.1)

com desigualdade estrita para

<
pelo menos um RRi RRi+l

Utilizando os conceitos, notagao e nomenclatura de Bar-
low, Bartholomew, Bremner e Brunkl;l ] apresentamos um teste iso-
tonico para testarmos (IIX.2.5.1).0 desenvolvimento matematico ne
cessario estad no apéndice A.8. Na secgaoc {III.2.6.) €& apresenta-
do um exemplo e na secgao (III.2.7.) e feita uma comparagao, uti

lizando métodos de Monte Carlo, entre o poder do teste isotonico



_?5_
e o do teste usual (II1I.2.3.3).

Foi utilizada uma transformagdo para que o teste x; da
secgéo 3.2 do Barlow et al.[ 1 ] pudesse ser desenvolvido, no en
tanto, a transformacao somente sera satisfatdria quando (N_, /Ny5)
= C para tedo i, e como esta situagéo & pouco comum na prética,
podemos obter boas aproximaqﬁes guando os Ci‘s ronde Ci:(uoi/Nli)’

nao forem muito diferentes, usando o valor comum C=(NO_/N1.).

A transformacao, quando C:(Noi/Nli) para todo i, €:
z=Cin{2x/C + 2{(x/C) [1+(x/C)]}¥* + 1} x>0 (IIT.2.5.2)
que € monOtona crescente para todo x.

0 teste isotdnico € dado vor:

Xg = - fe (III.2.5.3)

onde

i= can{2RR/C + 2{(§k/c)[1 + (ﬁk/c)}}vz+l}

- N N . Fas .
i, =Cen{2RR,/C + 2{(RR,/C) [1 + (RR,/C) ]} *+1]

i=1,...,K
= 2
wy=by (N /N0

ﬁ; (i=1,...,K) sac a regressao isotonica

de §. com pesos w, .
U:l.. 1% 1

e H, de (III.2.5.1) & rejeitada contra H_ para grandes valores de

. . . . PR .
Para encontrarmos a prebabilidade de significancia temos
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K
TOP(L,K;wP(yE .20y c>0 (II1.2.5.4)
g ~ 2-1

it

P (X52c)

onde y=(wl,...,wK]‘ e P(2,K;w) e a probabilidade sob H de que
a funcao de regressao ﬁ; tome exatamente % valores distintos e
Xi—l & uma variavel aleatdria tendo uma distribuigao Qui-Quadra-
do com £-1 graus de liberdade.

Tabelas para os P(Q,K;Y}'s sao apresentadas no apéndi-
ce B.l para algquns valores esneciais guando Kg4.

0 teste estatistico (III.2.5.3) devera ser utilizado /
se 0s bi's s3ao grandes, o que sera suficiente para que os resul-
tados apresentados no apéndice possam ser utilizados como uma
aproximagao razoavel.

Se, no entanto, os ai's forem grandes devera ser dada
preferéncia a estatistica (A.8.19) ( apendice A.8). Se ambos  ©s

ai's e 0§ bi's sao grandes qualquer dos testes podera ser utili

zado.

IT1.7.6., - Exemplo

0 exemplo consiste em verificarmos se 0 Risco Relativo
de um doutor Britanico que fuma cigarro em relacao aquele que
nac fuma cigarro contrair alguma doenga das coronari as diminu%
conforme a idade.Utilizamos para tal, as 4 faixas ctarias apre-/
sentadas no exemplo (III.2.4.1).

Tamos entao

Fas
RR4 = 2.139 ( estimativa de m.v. do Risco Relativo na

faixa 45-54).
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RR,=1.469

RR.=1.356
R,=1.35

R.=0.90
RR,=0.905

C,=0.247, €,=0.199, C_=0.204, C,=0.275 e para a popula-
cao toda C=0,227.
chamando:
= 14
6,=C,/C l¢isd

temos que §.,=1.211, 5220.899, §.,=0.87T7 e 64=1.088.

1 3

Aplicando a transformacao (A.8.23) paré o valor de C a-
cima, temos que a aproximacao fica satisfatdria a medida que 6i+l
para todo i, pois as variancias nao ficam totalmente estabiliza-
das quando 61#1, logo 0s pesos nac sac exatamente agqueles apresen
tados.

Como os Gi acima nao ficam muitc distantes de 1, obtere

mos para este caso uma aproximacgao razoavel com 0s sequintes re-

sultados :
Ny = 4.246
i, = 3.511
iy = 3.321
Ry, = 2.322
N = 3.525

a ﬁﬁ, solugéo de (111.2.3.7), dado por:
el
RR = 1.345

05 pesos Sao:
pl=7.?l2

p,=7.751



p3=8.204
p4=6.334

e com oS ﬁi' s em ordem cresecente, logo estes serao os ﬁ;’s.

Xj = 7.311
e conforme Barlow et al. pg. 136

plz=0.429

p23=0.470
Utilizandoe a tabela (B.1l.1) temos que a probabilidade de
significancia para o valor acima de fi & menor que 0.025; portanto

para um nivel de significancia o=0.025 aceitamos a hipbtese do Ris

co Relativo decrescer conforme a idade.

ITI.?.7. - Estudos de Monte Carlo

Foi feito um estudo com métodos de Monte Carlo para veri

ficarmos o comportamento do poder do teste isotonico em relacgac ao

teste (II1II.2.3.3).Para tal, foram gerados 500 grupos de tabelas

nas seguintes situagoes:

a=0.05, K=3, Mi=200 1<i«3 e ©=7,3,5/3,1,3/5,1/3,1/7 sendo uti
lizada a aproximagao de (b) de (A.3).
Foi entao obtida, para todos os valores de C acima, a ta

bela 6 e podemos verificar pela figura l{referente a tabela 6) que
para os valores dos wi's utilizados, sempre o teste isotdnico é

mais poderoso que o teste (IIT.2.3.3).

i
T



Tabela 6 -~ Valores dos ni’s,

----- 1 A
A 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
nl' 0.30 0.30 0.30 0.30 0.30 0.30 09,30 19.30 N1.30 A.30 0,30
T,| 0.30 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35 0.36 0.37 0N.38 0.39 0.40
T, 0.30 0.32 0.34 0.3 0,38 0N.40 0,42 0.44 0,46 0.48 0.50
Pyl 0.060 0.064 0.154 0.182 0.304 0.458 7.600 0,760 N.850 0.936 0.972
P,| 0.066 9.106 0.196 0.334 0.474 0.626 0.804 0.876 N.938 0.982 0.992

P_:

1 Poder do teste (TTI.2.3.3).

P2: Poder do tegte Tgotdnico.

Figura 1 - Curvas referentes aos valores do noder do teste isotd
nico e do teste (I1I.72.3.3). h

r
|
1
c - r T ]
0 5 th
—— Poder do teste Isctonico.
. Poder do teste (IT1I.2.3.3).
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un ponto interior de II.

Logo, aplicando o teorema acima,

B, (X / m) > [l(:ﬂ = -1 (9)

L
Var9 Xlﬁml) = Var[%{%ﬂ = -13'"(p)

para tode 6 cm R.

(A.2) - Adaptagﬁo a teoria de Lehmann qu] bqs. 134 a 140,

Pelo teorema 4.3 de Lehmannl_lﬂj , se (U,T) sao distri

buldas conjuntamente conforme:

U,T K
ap>’ = C{9,v)exp(fu + I vit

(A.2.1}
B, v i=1

i)dV(ur t)

I}

com {(0,v)eQ , v={v1,...,vK}' c t:(tl,...,tK)', entao to

dos 0s testes apresentados naguela secgac, para as situagoes:

(1) H,: BQGO vs. Kis B>GO

(") Hi: 0?80 VS . Ki: 9<OO

{(2) HZ: es@lou 8302 vs. KQ: 01<3<62

(3) H3: 81$0662 vs. KB: Bcﬂlou 8>92
(4) Hy: 9=GO vs. Kyt 820

serao sempre UMPU.

Quando T=t, U & uma variavel uni-dimensional c nelo Lema

R do capitulo 2 de Lehmann!_lﬂj , a distribuicao condicicnal de U
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dado t & dada por:

dPg/t(u) = Ct(ﬁ)expfﬁu}dvt(u) (A.2.2)

que & uma familia exponencial.

Se queremos testes para A nas situagSes acima, novamen-
te por ILehmann 5€Ccac (4.4) teremos os mesmos testes quando uti-
lizamos a distribuigao (A.2.1), sendo que para as situagoes Hoo
Hy e H, os mesmos serac sempre UMP, enquanto que para as  restan
tes estes serac sempre UMPU.

Considerando entao a fungao distribuicao de probabilida

de definida em (II.l.l), se chamarmos para K=l

=20 ()

vlﬁin[pz/(l-Pz)}

l.1=}{l

t=xl+x2 . .
N - 1,4 2

C(e,vl) = {1 pl) {1 pg}

n n
dv(u t)=( 3->( ’
' *1/\ %2

logo (II.1.1) fica reparametrizada conforme a distribuigao (A.2.1)
e consequentemente podemos aplicar todos os testes da secgao (4.4)
de lenmann para 0{equivalentemente para Y pois a transformagac &
mondotona crescente). Em(II.2.) apresentamos os testes referentes as
situagoes Hl’Hi e 1, respectivamente, devido ds mesmas serem as
mais usuais na pratica. Se tomarros a distribuigao condicional de

U dado T=t obtemos a fungao distribuigao de probabilidade definida
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em (II.1.2) que & da forma (A.2.2) ( podemos verificar reparame-
trizando (IT.1.2), ou utilizando o Lema ® do capitulo 2 de  Leh
mann}, logo os testes apresentados na seccac (II.2.) para A, se
considerarmos a fungac distribuicao de probabilidade (II.1.2) se

rao sempre UMP para as situagdes M, e H) e UMPU para a situa-

1
cao Hd'
Considerando agora a fungao distribuicao de probabilida
de definida em (II.3.3) com Wk:* para todo k, se chamarmos para

um K genérico :

N=0n ()

K
u= ¥ x..
i=1 11
ty=¥3 %05
K Ny Mg
i=1
a _ § nli / n21

com i=1,...,K

temos que ({IX.3.3) fica reparametrizada conforme (A.2.1) e similar
mente ao caso anterior, podemos obter todos os testes da secgﬁo
(4.4) de Lehmann, no entanto sao aprescntados oz tostes para as
situacoes mais usuais na pratica. Ao tomarmos a distribuicao con-
dicional de U dado T=t, utilizando ¢ Lema & do canitulo 2 de Leh-
mann, verificamos que a distribuigao resultante & da forma{A.2.2),
logo conforme a secgao (4.4} de Lehmann, os testes apresentados em
(IT.3) serao sempre MP para as situagoes !, o iy~ UMPU para  a

1

situacgao H,.
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(A.3) - Equacionamento da raiz de X.

Temos que x definido em (iii) de (II.l.) para grandes va

lores de nj,n,,m; e n +n,-m é a solugac de:

1 1 1

X{n.~-m_+%)
p o= 2. (A.3.1)

(n1~x)(ml—§)

com a condigac de que max(O,ml-nq)SQSmin(nl,ml).

Desenvolvendo {A.3.1) obtemos:

(p-1)% 2 + (ml_n2" w{ml+nl))i + nlmlw =0

e as ralzes para =1 serao dadas por:

1+

r={-{m, - n, - w(ml + nl)}

1l 2
£t { (m ~n, = (m +mn)))* - 4nlmlw($~l)}vz}/2{w—l)
podemos escrever,
n, - my + ';'(m1 + nl) =n, - my + wml + ¢n1
n, - m + wml + wnl +n; -0y =ng +n, + (w—l)(ml + nl)
logo,
r = { { ng +n, + (w—l)(ml + nl)) +
£ { (np +n, + (U=1)(my + ny)) % - dnympbiy-13¥1/2(p-1) =



‘n, + n 2 m n. Y
bﬁl(;_z *ml*'nl)} _omny
2 p-1 ' p-1

temos que :

{a) b>0

(b} quando a<0 entao P<l , nesse €aso a*%b? e como
b>0, logo b laf e r=a + b =b - [al.

(c) quando a>0 e y>1 temos b*a? e como h>0,logo b<lal
e r=a -~ b = la] - b pols para r=a + b,r>min{n,,m,)
e quande #<1 temos b*>a’ ¢ nesse caso devemos to-
mar como ralz r=b - lalpelo mesmo motivo acima.

Portanto por (a},(b) e {c) podemos escrever:

r=1|lal - bl .
{A.4) - Eguacionamento de E(Xli/w) para i=1,...,K.

Por (i) de (TI.3.2.) temos gue E(Xli/w) deve ser a solu

cao de

E (X, /W) {n,, =m +E(X, /1))

{nli—E(xli/$}}{mli—E(xli/w)}



com & condigao de que max(O,mli—nli)éE(Xli/¢]$mln(nli,mli

Para P#1L e um i genérico se chamarmos §=E(Xli/w), ny=nqy

=m.. e utilizarmos ¢ que fol mostrado em (A.3), temos:

n=n.eml 1i

2 23

n,, + n,,
E(X,./b) = ABSJABS L (—li-——35
1 | w1

Y

2 v-1

2 2
B A i F N A, l LTI
1i 1i J
onde ABS: modulo.

{(A.H) - Aproximagéo normal para a Hipergeométrica.

Sejam nj/n, e x inteiros positivos e supomos dque cles

1
tendem para infinito talque:

+ t g T *+ D : —_ T q r D<t,p,q<l ,

h(xl - mlp) + X

onde h = 1/ Enl+n2)pqt(l—t)};é

;T n n,+n
- 1 2 1"
X1 1% M

onde ¢(x) & a funcao densidade de probabilidade de uma N(0,1).

{A.4) - Situagoes onde nio temos ralz positiva para o estimador de

m.v. condicional.

).



(A.6.1) - Situacao de uma unica tabela.

Essa situagac refere-se ao estudo do polinomio(II.3.20).
Casos a considerar:

{i) - Quando a>0 ou seja My Ty
Temos duas possibilidades:
{a) - Quando c=h ou xlk=mln(m1k’nlk)'

Nessa situagao o polinomio (II.3.20) fica da seguin

te forma:

-a xa - a xa+l - - a xb"l 0
a a+l o h-1 -

Logo teremos para o polinomic acima, uma ralz igual a ze
ro e as demaig ralzes negativas ou complexas.Nessa situagao ou pelo
menos a frequencia cbservada mlk—xlk=0 cu pelo menos a frequencia g

bservada nlk~xlk=0.

(b) - Quandc c=a ou Xlk:mlk“nZk'

Nessa situagao o polindmio (I1.3.20) fica da seguin

te forma:

a Xa+l + a a+? b
a+l

E teremos para o polinGmio acima, uma ralz igual a zeroc e
o restante das ralzes negativas ou complexas.Para essa situagao te-

mos pelc menos a frequencia observada n9k_mlk+xlk_0'
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(1i) - Quando a=0 ou seja m,, ¢n

k™7 2k

Temos duas possibilidades:

).

a) - a = =mi
{a) Quando c=b ou Xlk mln(mlk,nlk

Nessa situagao o polindmioc (II.3.20) fica da seguin

te forma:

~ a+l L1
~aa aa+lx - ... - a b:d = 0

Logo para esse polindomio acima todas as raizes seraoc nega
tivas ou complexas.Para essa situagac pelo menos ou temos a frequen

cia observada m X,,.=0 ou a frequencia observada nlk-xlkmo.

1x "1k

(b} - Ouando c=a ou Xlk=0'

Nessa situacao o polindmio (II.3.722) fica da sequin

te forma:

xa+l - A Xa+", N - oa %h -0
at+l a+? Tt : -

Para esse polindomio acima teremos uma ralz igual a zero e
o restante das ralzes complexas ou negativas e para essa situagao pe

lo menos a frequencia observada xlk=0.

Portanto quando temos pelo menos uma frequencia observada
iqual a zero, sempre cairemos em pelo menos uma das 4 situagoes aci

ma e consequentemente nadc teremos ralz positiva para o polinomio.

(A.6.7) - Situacao de K tabelas.
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Essa situagcdo refere-se ao estudo do polindmio(IT.3.21).

Casos a considerar:

(i} - Quando a~0 ou seja pelo menos existe um k tal que My Ny .

Temos duas possibilidades:

K

{a) - Quando c=b ou xl.= lemin(mlk,nlk}.

Nessa situagdo o polindmio (II1.3.71) fica da seqguin

te forma:

a_ x> a xa+l - - a -1
a atl TUT

Logo teremos para o pelinomio acima, uma raiz igual a ze-
ro ¢ o restante sando ralzes negativas ou complexas.llessa situagao
para a kK~ésima tabela ou pelo menos a frequencia ohscrvada May "%q3. %

4. -

0 ou pelo menos a frequencia observada “1k"xlk:0'

1

(b - Quando c=a ou x, = max{0,m Na, ).

1. 1k 2k

k=1

Nessa situacao o polindmic (II.3.21} fica da seguin
te forma:

a+1 a+? b
¢ + a_ % + ... +Fax =0
at+?

a+1l b

L teremos para o polindmio acima, uma rafz igual a zero e
o restante das raizes necgativas ou comnlexas.Para cssa situagﬁo na

k-Gsima tabela devemos ter pelo menos a froguencia obscrvada Ny

o gy F el e e T .. o
froquaenci o Oosarva i X zzd)

™ + oo = N 201 2elo Manos a .
: ) 1k
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11) - 2uande 2= ou s32ja mg, dn,, para todo k.
2w L

. - - - - L -y v om
Tomos Jdaas mossibhilidade::

fa) - Nuands =L ou = L ~in(m

[}

Messa situacac o volinomic (1T1.2.71) IZica da geculin
te forna:

a+1l b
- = a e ~ ... oA ! L n
-1

Logo para esse nolinomio acima todas as rafzes sorao nega
tivas ou complexas, e devemos ter na k-esima tabela ou pelo menos a

frerjuencia observada Ry X =0 ou pelo menos a frequencia ohservada

1k
n.,, = =0,
1k 1k
(b} - Nuando c=a ou Xlkzo para todo k.
Nessa situagac o polindmio (IT.3.21) fica da sequin
te forma:
~a xa+l - a Xa+2 _ - a Xb = 0
a+l a+? Ut b B

Para esse polindmic acima temos uma raiz iqual a zero e

o restante complexas ou negativas e para essa situagao pelo menos

na k-ésima tabela a frequencia observada 13,0 .

Logo quando temos nas K tabelas frequencias de um mesmo ti
po e/ou de uma mesma diaqgonal iguais a zero, havendo em cada tabela
pelo menos uma fredquencia nula, calremos sempre numa das 4 situag5es

acima e consequentemente nao teremos ralz positiva nara o polindmio.

(A.7) - Equacionamento da ralz A,y Para k=l,...,K.
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Temos ane A, , aatimativa do m.v. de b (] Jdofink
L .?1: 2!{ O! il
- b 3 . n
da em (IIT.1.3.73) 2 a raiz »ositiva do
“: T 2 - { vl 4 / ) f
R (M, 1 ¢ ~ v, ARty SOV B S =
ARy Ty Gy [ xR A -1]—._’J IS LR SR
(7.1
com A condicao de que g, oo (9,1).

[HAFRY

- . - - b L T
A5 oralaon Ao f;l.?._s.) SO0 Lm0l S

R A 1k Ok .
= = *
ATy .
4 \‘\(I‘]]:*IZ}:)
- : 2 f 1 "
vr 45 + 732 £y AT o T !
! 1y Rl\("'l}; . _f"};) 3 ik 2?—-:) '
- N\ ~ e
2rN Ly, g, N, Py, ) I
Ao o AP o |
- s,
So chamarnos:
~
N 1, R TS )
- <1k 2k g 1k <2k
i - N
PALHES IR S
1.7
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crincipalmoate para deaingas raras ond Gif1lcoel insluiv muitos ca-

s¢3 cxbostos. Considere entdo o5 ai, lgigll cono fizos © 0 Y, jrooe-

des. dedan D 5 variaveis aleatdrias independentes com distribuigaoc Ge

omdtrica e parametros (l~nij, l€ick, lsjébi, 0<ﬂi<l.Sejam:

i
I
-\.41

r A,./b, . lgigX (A.8.1}
13771

tal que



e tambén

T(A .) = ﬂi/(l—ﬂi) = My

Var{a, ) =
i

“,«L/[(l”*";ﬂ2 bJ = oi/by

Pelo teorema Central do Limite,

Definindo,

S,=A, (N h
BN /)

1 1.

entio,

E by = 11
(5,) =y

Var(s,) =
1

]

tal que por (A.2.5) e

P(Si=si} =

L
) -

I, o
2

N(O,of)

1i

1 b -
“oi/hli} Rni

» |3 2.2

(M, /M) oi/by

: ; 2 _ 2
CNVERE IGEREN
(A-Bv:‘) '

P(A, =a,) =
i.7 %1

{(h.8.2)

(A.8.3)

(n.8.4)

{A.3.5)

(A.3.6)

(A.3.7)



RR. i
_ Ry LTI (h.5.2)
. R .+'\I ] ) T - D ) el
a; Rl L01/N11 RRi"moi/\lli
e conseguentemente
K /M, -1 . D,

P(s=s) = 1 < 1 Ry Lo e/ Y (A.3.9)
i= .+ . . N v A\ D T
i=1 a RRl NOl/Nl RRl IOl/Nl_

= PP ! = + == ] '

cnde S (Sl, : SK) e s (sl, SK)_

Portanto para maximizarmos (A.5.9) sob H e Hl de
0

(ITT.2.5.1) & equivalente a maximizarmos (ITI.2.3.1). JA que os S,/
l¢igK sao assintodoticamente normais com médias RR, e variancias dadas
por (A.8.7), testar H, vs. Hl de (III.2.5.1) é(assintoticamente) e~
quivalente a testar a iqualdade de K médias de normais contra uma al
ternativa ordenada.Existe, contudo, um problema adicional para ser
resolvido, pois as variancias dependem dos'ni’s.

Para a i-@sima varidvel a transformagao que estabiliza a

variancia e

z,= Cien{2s8./C, + n[(si/ci)(1+(si/ci))1V2 + 1)
(A.3.10)
onde C =H_./N,.

e os Zi’ 1<igK , (por Wilks[z?:]pg. ?59) sac assintoticamente normais.,

tal que para bi grande a distribuicao de Zi pode ser aproximada por:

N(gi,ci) (A.8,11)



onde
£,=C. 2n{2RR, /C. + 2{(RR,/C,) [1+(RR, /Cc)T}¥2+ 1} (A.3.12)
2 2
;i“{Noi/Nli} (l/bi) {A.3.13)

Desde que a transformacao (A.8.10) & continua, um a um e
monotona crescente,entao, quando C,=C para todo i, a ordem em i,
de (ITII.2.5.1) @ preservada sob ela e, conforme Barlow et al. (1972
secgao 3.2), o teste isotdnico pmara (III.2.5.1) & rejeitar para

grandes wvalores de:

DK 8.14
wi(ui—u) (A.8.14)

onde
fi= can{2fR/C + 2{(RR/C) [1+(RR/C)]} ¥+ 1} (A.3.15)

IA* Ead Rl L]
Ui sao a regressao isotonica de

H; com pesos w. . {A.8.16)
- A\ N S .
i;= C2an{?RR,/C + 2{(RR, /C) [1+(RR, /C) 1} ¥+ 1} (A.8.17)
= 2 » 2 N LD
W l/;i bi(ﬂli/ﬂgi} {A.0.18)

LA ~ S
e RR ¢ a solugao de (IIT.2.3.2) e RR,=a,! ,/(b,N,. ).
i 71 ol i

1i




....9'?_
(b) - Se os a; s 1<ig<K sao grandes, de maneira analoga ao Item an-

terior, o teste igotdnico é rejeitar Ho vs. Hy de (III.2.5.1) pa-

1
ra grandes valores de

Xg = iilpi(ﬁ; - 2 (A.8.19)

onde
P, = ai(Noi/Nliﬁ (A.8.20)
fi= (1/C)2n{2C/RR + 2[c/ﬁﬁ(1 roC/RRYTVE 4 1} (A.8.21)

ﬁ; sdac a regressao isotOnica

dos ﬁi com pesos p, . (A.8.22)

- A r [ A l/t
fiy= (1/C)an{2C/RR, + 2{c/RR (1 + C/RRi)] + 1} (A.8.23)
Fay -~ . —
e RR e RRi’ 1<ig<K sao conforme (a).

(c) - Se ambos os a;, 1<€i<K e os by sao grandes, tanto (A.0.14)

guanto {(A.8.19) podem ser utilizados.
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APENDICE B

(B.1) - Alguns valores de P(%,K;w)e tabelas com valores criticos
e
de Xk
Como foi mencionado em (III.2.5.) P(%,K;w) € a probabili

dade sob HO de que a funcao de reqressao ﬁ; tome exatamente & valo

res distintos, e conforme Barlow et al. pgs.l40 e 141,

para K=3

P(1,3;w) = 1/4 - (l/?w)sin4p1?
P(2,3;w) = 1/2

P(3,3;w) = 1/2 = P{1,3:w)

@ para K=4

P(lr’l?W) = 1 - P(?,d:tf}
P(2,4;w) = 1 - P{4,4;w)

. - 1 4
P(3'4'Y) 3/8 + (1/4m) {sin P17.3 4+ sin 023)
P(4,4;w) = 1/8 + (1/4w)(sin*p12 + sidlpZB)

onde
I ]
V2
. _ WiV
12
{wl+w2) (w2+w3)
- - 1/2
_ WoW y
23 T 7 (v, +w,) (w4 )
2073 3 4J

_ F19
912.3 .2 !/2
[ 23
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Para obtencao dos P{2,K;w)'s e de valores criticos de
i?, apresentamos a seguir quatro tabelas (B.1.1 a B.l.4) para al
gumas situacoes particulares.

As tabelas B.l.1l e B.1.2 sao de valores criticos de
Q; referentes a niveis de significancia(a) de 10%, 5%, 2.5%, l3e
0.5% , sob a hipdtese H, de (ITI.2.5.1) quando K=3 e K=4 respec-
tivamente; a tabela B.l.l apresenta valores criticos de xj tabu
lados contra o coeficiente de correlagac pj, e a tabela B.1.2 a-
presenta os valores criticos de EZ tabulados contra os coeficien
tes de correlacao Pig & Pyqr COM A condicao de que pfz +p§3sl .

A tabela B.l.3 apresenta os valores criticos de E; pa-
ra K=3(1)12 referentes a niveis de significBncia{a) de 10%,5% ,
2.5%, 1% e 0.5%, quando os pesos sao iguais para as K tabelas.

A tabela B.l.4 apresenta valores de P({,K;w)para K,% =

2{1) 12 para situacoes de pesos iguais nasK tabelas.

obs., Quando utilizarmos a aproximagao definida em (b) de (A.3) ,
vale tudo o que fol apresentado acima, apenas sendo neces -
sario substituirmos os p's no lugar dos w's @& o0os n's no lu-

gar dos u's.

Tabela B.1.1 - Valores erfticos de 3.

—fa 0.0 o1 02 0.3 0.4 0.5 046 0.1 0.8 09 10

.1 1.952 2,865  Z.EI6 2742 2664 2,580 2486 2370 1.251 1,040 1.642
03 4,231 4,158 4081 4.001 1914 3820 1715 3.503 3.446 31243 2,706
Qazs 5,537 5.455 5378 5292 52300 5093 4.94F 4852 4,689 1.445 3841
al 7.289  7.208 1123 7.030 6.532 6.822 6.700 6.556 6377 6.130 5.413
0% 8,628 8,543 8455 £.360 8254 8 146 4.016 1.865 1.677 1413 6,635

o

(=) =N-F~§ -}

fonte: Barlow et al.[ 1 ].

Arhh
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Tabela 3.1.2 - Valores criticos de 7.

—pya
— o — et .
Aa3 .0 0.1 0.2 0.} 0.4 L] 0.4 0.7
0.1 4,010
0.05 5435
0.0 0,025 4.861
LR | B.Mb
0,005 1171
0.1 3952 1851
0.05 5372 5.305
0.1 0.1 6,754 6.724
0.01 8.674 8.60!
0.005 10,093 10.020
0.1 3,853 1,827 1,158
0.03 3307 5.215 5060
¢.2 0.025 6,723 6.649 6570
0.0} B.602 §.522 B.437
0.005 10.022 9.81% $.851
0.1 1431 3780 3645 3606
0.05 5.239 5.162 5,080 4,993
0.3 0.025 6.653 6,371 6,444 6.391
[ERH ] 8.52% 8,438 #4346 B.246
0,005 9.942 9.852 9.756 9.653
Q! 3.76% 1,658 3607 3519 3.42)
.08 5.168 s.083 4.994 4.498 4,79
0.4 0.028 6.575 £.486 1,392 4,184 6174
0.0l 8.442 B 348 £.247 #.137 8.014
0.005 9.855 9.758 %653 9.3y 9441
0.1 1.695 3610 3.521 3422 1,113 ERE:¥)
.03 5063 4,997 4,898 4.751 4.670 4,528
0.5 0.023 6.4%1 6.394 6.285 6,112 £.041 £.891
1R} B.152 8 248 g.136 §.011 1.873 7709
8.005 9.761 0.654 9.537 9.40% 9,364 9.092
3.1 107 3521 1412 1310 ENF] 3.031 26317
0.0% 5.002 4.%00 4.TH9 4,665 4.514 4.154 4.£33
0.8 0.025 6398 6.289 6,170 6,038 5.4 5702 5462
0.01 8,151 B 135 §.008 T.407 7.703 7.504 7.244
0.00% 9.656 9.535 G404 9.256 5.085 8.877 B.604
Q.1 3.530 3422 3305 an ERN 2622 2,550 1.987
0,05 4.5904 4,787 4,657 4.550 4.311 4,118 1,808 3137
0.7 0.0258 4,291 £.166 6,017 5470 5652 5441 5.100 4.146
0.01 8,135 §.002 7.854 7644 7.443 1.123 6846 £.000
0.005 9.534 9,195 $.242 9.U65 5.651 4,581 183 1119
0.1 3,427 3,296 151 2041 2910 2472 1642
0.0% 4,747 4644 4,481 4294 4.056 3718 2,706
0.4 0.025 6.163 £.011 5438 5.6 5.375 4.959 1841
o 7.654 7.832 7.647 7427 7.146 6.724 5,412
0,005 9,385 9.217 40258 §. 795 §.500 B 064 6,633
0.1 1291 KNI 2.897 2.621 1.166
0.05 4.631 4.422 4,193 1883 3.353
0.9 p.oz5 3.990 5778 5.313 5,182 4.591
0. T.H04 1.577 7.303 .93} 6,277
0005 183 §.5948 B.e81 8273 1576
Q.1 2.952
0.058 4.231
1.0 0.025 5.537
0.01 7.289
0.005 §.628

fonte: Barlow et al.[ 1 ] .

mabala B.1l.3 - Valores criticos de Qﬁ
iyguais . '

para pesos

& 3 4 5 & 7 [ 9 in 11 i2
0.1 2,580 3187 1.636 3.994 4289 4,542 4761 4,450 3.130 3288
0.05 3820 4,528 5.049 5.460 5,800 6.0HE 6,339 &.500 6,738 6,937
at 0.025 5.098 3.891 6.471 6,918 7.304 T.624 T.901 8,145 5,363 B.561
0.0! 6822 1.799 8,336 8,865 9.2484 9,639 5.546 10214 10,458 10.676
0.00% 8,146 5.092 9.784 10,127 10.774 1H.153 11,450 11.767 12,025 12257

fonte : Barlow et al. [_l } .
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Tabela B.1.4 - Valores de P(l,K,w) para pasos
iguais.

e Dol Q0w 008333

20000 016647 014286
AOIvE 028290 0.26627 015146

G000 033313 025000 2 (8
41667 0.28036  0,35000 3.22411

0.5
4.50000 050000 0.45833

1 i} a.l
2 0 0.3
k| DA&6ET 025000 029167 031350 oann 32569 0032552 031316 031950 0.3j507
4 004167 008133 011806 (14583 QLIATHE 018542 019941 021068 D.2{974
5 000833 002083 003472 0.04861 0.06186 0.07422 0.0856) 0.096062
6 0.00132 000417 000799 0.01250 001744  0.02240 0.D2785
7 000020 000069 0.00150 000260 0.00135 000551
8 0.00002 6.00010 0.00024 0.00045 000075
9 000000  $.00001 000003 000007
10 Q00000 000000 0.00000
11 QL0003 CLOMHO0
12 0. 00000
fonte : Rarlow et al. [l }.

(3.2} - Fluxograma e programa referentes ao Monte Carlo.

Dhara estinarnos o nodery do tesbe (TT

—

LZ2.000) 2 o o noder

Jo oo BLZ2.2 esord

L0 teste lscotonico, utllizaros o ureogranma listad

0

=t

to na linguargen FORTRAN IV, cujo fluxodqrama & exibido em B.2.
O nrograna utiliza subrotinas do IMSL(  ILTITHATIONAL

PATHEMATICAL & STATISTICAL LIRBRARIES ) para Obtengio das nrobabl

lidades de significancia e vara obtengao da ralz do polindmio

(I11.2.3.2). NHas geragoes das tabelas foi utilizado a fungdo RAN

existente na bhiblicteca de FTORTRAN IV.

{R.2.1) - Fluxograma .



Leitura dos

valores £i-
x0S3 .,

1l
[

ICONT1
ICONT2

)]
=

-102-

!

Obter as es-
timativas de
m.v. isotdni
Cas .

GCerar um va-—
lor de casos
exnostos en
cada tabela.

ha
violagao?

N

;

recalcular
as estima-
tivas de
m.v. isot.

Yy

Obter os coe—[
fiecs. do pol.

(I1IT.2.3.2)em

cada tabela.

Cbhter o wvalor
de (ITI.2.3.3)

Obter o valor
de (ITIE.2.5.3)

!

Obter um va-
lor inicial
n/a ralz de
(I11.2.3.2)em
cada tabela.

Obter 0s
P(2,3;§)'s.

Obhter a ralz
de (ITIT.2.3.2)
em cada tahe-

a.*

Cbhter a prob.[
de significan
cia de

(I11.2.3.3}

|

-



Y

Obter a prob.

de significan
cia de
(I11.2.5.3)

de signific.
de (ITI1.2.3.3
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ICONT1 =
ICONTL + 1

E prob.
de signigic.
e{III.2.5.3

ICONTZ2 =
ICONT2 + 1

Y

B ne de _
tabelas gera >
das 3 500

(B.2.2) - Programa

]

1

P1=ICONT1/500

P2=ICONT2/SOO

Imprimir Pl e
p

h

v
@

onde

Pl:Poder do teste (ITI.2.3.3)

P.:Poder do teste Isotonico.

a :nivel de significancia.
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DIMENSION XN1(S),XNO(S) B (5)sP(5),NA(S),NE(3),RR(3),W (5],
wZM{8),TOT(5),T1(5),T2(5),PV3I(5)
pOUBLE PRECISION ¥
CeMrdn D(S)
EXTeRHAL F
pg 14609 IXI=sl,tl
Y=4eS
ICONTM=0
ICOUNTS=0
1=

15=3

LEITURA DOS LADOS

REABLLE , 22)51G, K HT

FORMAT(FS,.2,12,1%)

oo 2 I=1;K

REARCIE, 4)XN1CI) , XNO(I) ,MCI) B ()

FORMAT(2F9,2,14,F5,2)
WRITECLIS,,ITILoXNICL),XNOCIY MCI),R(10)
FOHRMAT(30X, L2, A", 14, "TABELA ', 14X, 2¥9,.2,14,F5,.2)

TOTEI)ZXNICI}+ANA(])

CORTInUE

U0 14 IM=1,NT

vo ¢t L=i,b5

NA(L)=O

HE(L)I=y

00 8 1=1,K

GERAR M{I) UNIFORHES

21
o)

Do 8 J=i,M01)

Y=RAN(Y)

IF(Y.GT.P(1)) GO Tg 27
NHALZI)=NA(I)+1

GG fU 5

NB{R)=NB(I)+1

CUNTINUE

CALCULY DUS COEFICIENTES DO POLINOMIO

NAT®Q

e gt

00 & L=l,K
HATSNAT+NA(L)
MMasMmy (L)
CONTISKUE
DEVI=FLOATCHAT=MHM)

DC2YS(XNOCLY /XNT (L) IRFLOAT(NAT=M(2)=1(3) )+ (X80 (2)/XN1(2) )%

SELOMT(HAT=M(1)~"(3) )+ (XNO(3)/XNI(3)I#FLOAT (NAT=M(1)=M(2))

D3I UXHOQIYZXNT (L) YW (ANDCI)/XNI(3) )R LUAL(NAT=M(2))+(XHU(1)/
RXHLTE1) )% (N0 C23 /701 (2))I#F LUATCNAT=MC3Y )+ (X NO(2Y/XNI{2) % (XRV(3)/

€LH1€3)IWFLOAT(NAT=M (1))

U{eISFLOAT(HNAT)*(XNGCL) ZXHIC1)I*CXNOQCLAYZXNLI{2)I*(XNQC3)/ZXNL1(3))
b CALCULD DE UMA ESTIMATIVA INICIAL PaRA A RALZ

51z,

s2=¢9.

00 7 1=1,K
51=S14+(FLOAT(NA(IY)#X[OCI))/TOT(])
S2=824 (FLOAT(NB{I I #XH1CI) 3 /T0T(T)
CONTINLE

HRE®31/52

ENCONTRAR A RAIZ

362

AxHRE=J ] #RRE
HERKE+Q , 1 #RRE
N&IG=4
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MAXFN=ID0
ERS=0,0001
CALL ZBRENT(F,EPS,NS51G,A,B,HAXFN,IER)
IE{iERLEQ,0)GO Ty 3pi
IECIER.EQ,129)C0 TO 301
KRE=B
GO 10 302
C CALCULO DAS ESTIMATIVAS ISUTONICAS
301 pe & L=i,K
RRC(E)I=(FLOAT(NACL) ) #X}O(L)YY/(FLOAT{NB(L))*XNI(L))
XPR=2Z2 _ #SQRT{(RRCILI#XNLI(L) /XNOCL)Y## 24+ (RR(LIXNLI(L)/ZXNO(L)Y}Y)
IMELIS{XNO(L) /XNLICLI I HALOG [ a4 (2, #XNI(L)*RRCLIIZXNOCL)+XPR)
WOLI=FLOAT(HB(L) Y *#(XNLICL)/ZXRO(L) ) »#2
8 CONTINUE
XPR=2 #SQRT( (RRE#XNI(K)/XNO(K))##24(RRE#XN1(K)/XNO(CK)))
ZSUXBOLIKYZXNICKYIHALOG(L  # {2, #XN1(K)*RRE) /XNO(K)+XPR)
C VERIFICACAO SE HA VIULACAD
Js i
Ls3
IE(ZM(U) .LELZM(2)) GO TQ 200
IRCZ)=(WLQIRZM(IY+W(2I#EM(2) )7 {RTII+W(2))
ZNCJ)YRIN(2)
IFCZM{2) . LELZM{LY) GO TD 203
IRCLIS(HCOIRZH(I) N (2I22M(2) W (LY *ZM{L) ) A (N (D)WL 2)I+W{L))
ZR(2)=2M(L)
ZM(JI=ZM(2)
Ge 10 203
200 LIF(2M(2YLELZM(L)) GO TQ 203
ZM(LY= (W (2)*2ZM{2) 4 W (LI*ZMCLI) /(W {2)+w (L))
M (2)=2M(L)
IFE({ZM(J)JLELZM(2)) GO TO 293
IM{IYRCWOI) 2N+ W[ 2I#ZH(2) 4w L) *ZA (L) Y/ (HEJ)+W(2)+W(L))
2mlzy=2m( )

mL)=2M(2)
203 >8=0,
C CALCULD DU CHI=QUADRADD DQ MIETTINEN
DO 11 L=1,K

T1(L)=HRE4FLOAT(M(L)) /(FLOAT(NA(L) ) *(HKRE+XNO(LY/XNL(L)))
T2(L)=FLOAT(M{L) ) # (XBO{L)/XNLI(LY)/(FLAOAT(NBCL) I*#(RRE+XNV(L)/
#XLLIEL)Y)
TLC(E)=FPLOAT(NACL) I *ALOG(TLI(L))
T2(L)Y=FLOAT(NB(L))#ALQG(T2(L))
55=85+T1(L)+T2(L)
11 CONTINUE
QUIMZ=2,%55
C CALTULU DU CHI-QUADRADO ISQTOANICO
35=0,
DU 12 L=1,K
SS3S+u (L) #(2M (L) =2y nu2
12 CONTINUE
QUIsU=SS
C CALCULU D85 PROBABILIDADES DE VIOLACAO PAHA K=3
RO122 090 W {3)3 /70 (W) +WL2)) (W {2)Yew (333D
Rui2==5QRT{(RU12)
RU12=ASIN(RO12)
PY¥3(1)=20.25=0,15915494%R0O12
PVI(2)50,5
PV3€3)=0.5=pVv3(1)
C CALCULY DaS PROPABILIDADES DE SBIGHIFICANCIA
PDE=ELOAT(K=))
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CALE WMDCHE(QUIM,DF,PP,IER)
Puiigl =PP

PIisp=su,

PO 13 L=1,K=1

PFsFLUAT(L)

CALL »DCH(QUISO,DF,PP,ILE)
PISOsPISO+(1,=PPIXPYI(L+])
CUNTINUL

COMPARACAAD COM O MLVEL DE SIGNIFICARNCIA

IF(PHY LE,SIG) LCONTHM=ICUNTHM+S
IF(PISO LE,S5IG) ICONTSSFICNNTS+1

COUNTINUE
PHMISFLOATC(ICONTM) /FLOAT(RT)
PIEO=FLOATCICONTS)Y/FLODAT(INT)
XLIwz=PH]I=] 96 %3SQRT(PMIA(1 =PHT) /FLOATINT))
XLSMzPMI+]  FOMIUHRT(PMI# {1 =PMI)/FLOAT(NTY)
ALIISPIS0=19020G0RT(PISHM(L ,=PISOI/FLUATINTY)
ALSI=FI30+ 1,900 5upT{PISNA(1,-PIs0)/FLUATINT))
HRITE(YS,25) '
FORMAT(S(/),30X,'PODER HIET,f,3X,'INTERVY, 95%',7X,'PUDER ISOT,',3X
#'INTERY, 95%')
HRITE(IGQ QG)PHI; XLI“;XLSH; PISO; i If TLSIT
FORMAT (32X ,F6.4,5X,F6,4,3X,F6,4,06X,Fb,4,5X,F6.4,3%,F6,4)
fli1oro  CONTINUE
L sTUR
END
FUNCTIUON F(X)
COMMUN D(5)
FaD{1)Y#Xan3+DC2)nXne2+0(3)%X+0(4)
RETURY
EhD
SUBROQUTINE MRDCH(CS,UF,F,IER)}
REAL PT2
poubLe PRECISION ArZrDGAMEPS i g WY, 2y LY HALE »ONE, TRRTEN, THRD
REAL GAMMA
HEAL RINFMH:%:C
OATA EPS/1,0D0wb/,HALF /5, D=1/, THRPEN/13,D0/,0NE/1 DG/
DATA THRD/.333333333333433333D0/
DATA PT2/,228222224280/
DATA RIAFM/"4099000000000/
FUNC(W, A, Z)=W*DEXP(A#DLOG(2Z)=2)
FIRST EXECUTARLE STATEMENT
TEST FOR IaVALID INPUT VALUES
IF (DEF JGE. .5 LAND, DF L LE, 2,E5 LAND, €5 ,GE, 9,0) GO Tu &
1ERR129
P=RINEN
GU TO 90060
S lenso
ST P=0, IV C8 I3 LESS THAN OR
EQUAL TO 10,#%(«12)
IF ¢CS _GT, 1.E=12) GO T0 15
10 P=0;0

Ga TO 9005

15 1F(BF,LE.06,) GO TO 20

USE NORMAL O1STRIBUTION APPROXIMATION
FOF LARGE UEGKEES OF FREEDOM
IF(CS.LT.2,0) GO TO 10
X=((CS/DF)»eTHRD~(ONE=PT2/DF) ) /SQRT(PT2/DF)
IF €X GT. 549) GO TU 50



C
C
20
C
25
v
C
3s
40
45
50
C
C
55
3000
90035
C
C
C
C
C

*
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IF ¢x JLT, =11,3123708) GU TQ %5
CALL MDNUR (X,P)
G0 70 9005
INITIALIAZACION FOR CALCULATION USING
INCOMPLETE GAMMA FUNCTIOHN
IF €S ,GT, 2008,.) GO 70 50
A=HALE#DF
L=HALE#CS
C = A
VGAN = GAMMA(C)
AZDMAX L (HALF®A, THRTEN)
1F ¢Z2 ,GE, W) GU TO 33
IF (DF LGTs 23. LAND. CS LT, 2.) GO TO i¢
CALCULATE OUSING EQUATION MO, €,5,.29
A=ZONE/ {DGAMNA)
Al=w
pg 5 I=i1,50
B=1
Wi=Wi#Z/(CA+B)
IF (WY LE. EPS#4) GO TO 30
LELE 2R
CONTINUE
P=FUNC(HW, A, Z)
GaO TD 9045
CALCULATE USING EQUATIDN RO, 6.%,32
Zi=BHE/Z
B=ATinE
Wwiapnli
WAaUNEYW]
PO 40 Ia2,50
BEoh=0ONy
WizWiwpazZ1
IF (Wl _LE. EPG%¥4W} GO TO 45
WaweWi
CONTINUE
A=ZI#FUNC(W,A,2)
PEONE=-W/DGAM
GO TO 9005
p=1,0
GO TO 90058
WARNING LERROR « UNDERFLOW WOULD HAVE
OCCURRED
P=0;0
IER=® 34
CONTINUE
CALL UERTST (LER,6HMDCH )
HETURN
eND

REAL FUNCTIGON GAMMA (X)
SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

REAL X
SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIARLES
REAL PsQ,P2,BIGL,P1,XMIL, XINF,SIGN,Y,T,R,A,TOP,
DEN, B
INTEGER I,1EHD,IENDY, TEHD2, 1ER,d
LOGICAL MELAG
DIMENSION P(5),u(4),P4(3)

CREFFICIENTS FOR MINIMAX
APPROXIMATION TO GAMMA(X),



10

20

25

30

a5
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2,0 JLE, X .LE, 3.0

DATA P(1)/=51,4995173/,9(2)/80,0539761/,
. P(3)/=201.465881/,P(4)/=1.88943945/,
» PL5)/9,89554608/

DATA WC1)2130,5%26292/,9(2)/-303,589783/,
» 9(3)/26.8417354/,004)/=19,5237498/

APPRUXIMATION TO LN{GAMNA(X)),
12,6 JLE. X

DATM P4(3)/,918948533/,P4(2)/,833333215K=-01/,
* P4(3)/=,277092722E~02/

DATA IEHD/S/,TENDY /47, TEND2/ 3/

DATA XIgE/"31rE111139771/

DATA PL/"202622077385/

GAMMA(XMLN) LAPPROX, XINP
GAMMA(HISE) JAPPRUX, XINF
DATA XMIN/A"002400000000/
DATHA BIGLI/34.844/
FIrST EXECuTaBLE STATEMENT
I#a = 0 '
MFLAG = JFALSE,
T = X
IF €ABRS(T).GTLXMIN) GO TQ 5
IER = 11390
GAMMA = XINF
IF ¢T,LE.0.0) GAMMA = =XINF
GO 70 9000
IF ¢ABS(T).LT.BIGL)Y GO TO 190
LER = 129
GAMMA = XINF
GO TO 99200
IF ¢T,GT.0,0) GO TO 25
ARGUMENT I3 wEGATIVE
MFLAG = TRUE,
T 5 =1
B = AINT(T}
SIGw = 1,0
IF (AMOD(R,2,.0) .EG, 0,.0) SIGH = =1,
R % T=R
IF (R NEL0,0) GO TO 29
JER = 13y
GAMMA = XINF
1IF (S5IGN ,EQ «1,0) GAMMA = =XINF
G0 FJ 9000
ARGUMEMT IS NOT A HEGATIVE INTEGEE
PIZSIN(R#PI}#SIGHN
Tel,.9

11

R

T
EVALUATE APPROXIMATION FOR CGAMMA(T)

T .GT. XMIN

F ¢T.GT.12,0) GO TQ 60

T

1.0

F II.CT52) GU TU qﬁ

I+1

D TU (30,35,59),1

?oun

I
i
A
I
1
G

0.0 -L‘T. T .L‘T. 1O0
A = A/(TH(T+1.0))

T = TeZ,.0
GO 20 5

1.0 JLE, T LT, 2.0
A = A/T

il



40
45

50

55

60

9000

3005
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T = T+1,.0
GO 10 59

uo 45 J=3,1

T =2 T=1.0

A = AnT
CONTINUE

2.0 JLE. T JLE, 3.0

TOP = P(IENDLI)*T+P(IEND)
DEN = T+Q(IE#DL)
vl 8% J={,IENDZ

TOF = TOP#T+P(.J)

PEN = DEN*T+U(J)
CONTINUE
Y = (TUP/DEN)#*A
IF EMFLAG) Y = R/Y
GAMMA = Y
GO TO 9005

TOP = ALOG(T)

TP & TH{TOP=1.0)«,5#T0P

T = 1.0/T

B TaT

Y (P4{3)#B+P4(2))8T+P4(1)+TOP
Y RAP(Y)

IF €MFLAG) Y = R/Y

GAMNA = Y

GO *0 9005

CORERINUE

CALL UVERTST(=IER,6H MGAHMA)
CALE UERTST(IER,HHGAMMA )
RETURN

END

H umn

SUBROUTINE MDNOR  (Y,P)
SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

REAL - PrX

SPECIFICATIUONS FOF LOCAL VARIABLES
REAL 530R1D2
DATA SQRID2/,707106781/

FIRST EXECUTABLE STATEMENT
P = o5 #% ERFC(«Y*¥35UR{D2]}
RETURN
END

SUBROUTINE UERTST (IER,NAME)
SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS

INTEGER TER,NAME(2)
SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER NAMSET(2), NAMEG(2)
DATA NAMSET/SHUERSE, LHT/
DATA NAMEQ/SH J14 7
FIRST EXECUTABLE STATEMENT
DATA LEVEL/4/,1EGDF/0/, LEQ/1H=/

IF ¢IER.GT.999) GO TO 25
AF (LERLT,.=32) GO TOU 55
1F €IeR,LE,128) GU TO %
IF (LEVEL,LT,.1Y GU TU 30
PRINT TERMINAL MESSAGE
CALL UGETIO(L,HIN, IQUHNIT)
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IF §IEQDFEQ,1) WRITE(ICUNIT,35) IER,NAMEQ,IcQ,NAHE
IF €1t@DFEQ,.U) #RITE(LIUNIT, 351 1ER, NAME
GO TU 39
5 IF ¢leR,LEL.64) GO TQ 10
IF ¢LEVEL,LT,2) G2 TO 32
PRINT WAHNING WITH FIX HESSAGE
CALL UGETIOClsNIN,IQUNEIT)
IF (IEQDF ENL1) WRITE{INUNIT,30) [ER,5NAMEG, I+ NAME
{F (LEGDF EQ,U) WRITE(IOQUNIT,40) IER,4YAME
GU TO 30
10 IF $ieR_ LE.32) GO TQ 15
PRINT WARNING MES3AGE
I[F ¢(LEVEL, LT,3}Y GO TO 30
CALL VUGETIO{1,NIN,IQUNIT)
1F CILQDF.EQ41) WRITE(IDUNIT,45) IER,“AMEU, TEQ,NAHE
IF (ItwDF EQ.Y) WRITE(ICQUNIT,49) 1ER,NANE
GuU TU 3¢
15 CUNTINUE
CHECK FOR UERSET CALL
o 20 I=ti,2
IF (NAME(I) NEJNAMSET(I)) GO Tu 25
20 CONTINUE
LEVEeLD = LEVEL
LEVEL 3 IER
LEX = LEVOLD
IF (LEVEL,LT,0) LEVEL
JF €L VEL GT,_.4) LEVEL
=3 TU 32
?5 CONTINUE
IF (LEVEL . LT.4) GO TO 38

PRIKT HOUOd=DEFINED MESSAGE
CALL UGETIO(1,MIN,IQUNIT)
LF (IeQDF EQ.1) WRITE(IDUNIT,S0) ITER,NAMEQ,IEQ, NAME
IF (IEQDF_ EQ.0) WRITE(LUUNIT,S50) 1ER,NAME
30 IEQRF = O
HRETURN
35 FORMNAT(19H w#wx TERMINAL ERROR,10X,TH(1Er = ,13,
1 20H) FROM INMSL ROUTINE ,AS,Al,31,AS5,A1)
40 FUORMAT(IOH ##% WARNING WITH FIX ERROR (IfR = ,13,
i 20H) FROM I®SL ROUTINE ,A59,A1,31,A%,A0)
45 FORMAT(L18H #s% AARNING ERROR, 11X, 7H{ILR = ,14,
1 29H) FROM IMgL ROUTINE ,A5,A1,41,A5,A4¢1)
50 FORMAT(20H »wax UNDEFINED ERRDR,9X,TH(IEK =z ,15,
1 20H0) FROM IMSL ROUTINE ,A5,R1,01,A%,A1)
SAVE P FUR P = R CA3E
P IS THE PAGE NAME
K L5 THE HOUTINE MAME

55 IZQDF = 1

L0 89 1=1,2
60 NAMEG(I) = NAME(I)
65 RETUKN

END

SUBROUTINE UGETIO(IOPT,NIN,NOUT)
‘ SPECIFICATIONS FUOR ARGUMENTS

IHTEGER IOPT,NIN,HOUT

SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER NIND,RJUTD
VATA NIND/2/,HOUTD/3/

FIRST EXECUTABLE STATEMENT
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IF ¢(ICOPTLEQ,I) GO To 190
IF (I0PT EQ.2) G TG 5
IF (I0PTLNEL1) GO T0O 9005
NIN = NIND

NUUT = NOQUTD

GO Y0 90485

NINB = NIN

GO TO 900%

NUUTD 3 NQUT

RETYRN

END

REAL FUNCTION ERFC(Y)

SPECIFICATIONS FOH ARGUMENTS

IF (X.LT.,.477EQ0) GO TO 10

IF (X.LE,4.0E0) GO TQ 25

{F €ISw ,GT, 9) GO Tu 35

IF €X LT.XLARGE) GO T0 490

RES = 2_0ED

GO TU 5%
ABS{Y) LT, 477, EVALUATE
APPRUXIMATLION FOR ERFC

IF (X.LTJXMIN) GO TQ 5

XS0 5 X=X

XNUM = (P(L1)*#XSQ+P(2))#XSQ+P(3)

XDEN = (XSO+Q01)I*X3u4+0(2)

REAL ¥
SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES
INTEGER ISW, 1
MIMENSION P(3},9(2),P105),01(43,P2(3),02(2)
REAL PyQ,P1,01,P2,02,XMIN, XLARGE,SQGRPI /X,
* RES ¢ X5Q, XNUM, XDEN, X1 XBIG
COEFFICIENTS FOR 0,0 LLE,
.477
DATA  P(1)7,316652894/,0(2)/1,72227577/,
* P(3)/21.3853322/
DATA 9(11/7,84374571/,Q(02)718,9522572/
COEFFICIENTS FOR ,477 LE, ¥
LE. 4,0
DATA P1(1)/,563169619/,71(2)/3,03179934/,
* P1(3)/6,86501848/,P1(4)/7,37388831/,
» P1(5)/4,.31877187E=5/
DATA Q1(1)/5,.35421679/,91(2)/12.7955295/,
* §1(3)715,18490827,91(4)/7,3739609/
COEFFICIENTS FOR 4,0 (LT,
DATA P2(1)/=5,16882262E~2/,P2(2)/=,196008974/,
* P2(3)/=4,25799644E~2/
DATA Q2(34)/.92194%2412/,9202)/,150942071/
CONSTANTS
DATA XMIN/1,0E=5/,XLARGE/4,1875E0/
ERFC(XBIG) .APPRUX, SETAP
DATA XBI1G/9,25/
DATA SQRP1/,564189584/
FIRST EXECUTABLE STATEMENT
X =YX
Isw =
IF (X.GE.0,0EQ) GO TO 5
I5W = =1
X = =X
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RES = X#XNUM/XDEN
GU TO 20
RES 3 X#P(3)/74(2)
IF (ISn EQ,=}) RES = =RES
HES = 1 ,0EU-RES
0 TO 55
«2771 JLE, ABS(T) LLE, 4,0
EVALUATE APPHOXIMATION FOR ERFC
X500 = X#X
XHUN = PL(S)#X+P1(1)
XDER = X+Q1(})
pa ad I=2; 4
XNUM = XNUM#X+Pi(I)
YDEN = XDEN®X+U1(1)

CUNTINUE
RES = XNUM/XDEN
GO TO 45
4.0 LT, A#S(Y), EVALUATE
MINIMAX APPROXIMATION FUR ERFC
IF ¢X,GYJXBIGY GO Tg 5¢

X53G = X#X

x1 = 1,0E0/X50Q

ANUM = (P2(1)#XI14P2(2)2%XI+P2(3)
XORN = (XI+Q2(1))eXT+Q2(2)

RES % (SQRPI+XI¥XNUM/XDEN)/X
RES = RES*#EXP(-X5Q)

IF (ISW,EW.~{) RES = 2,0EQ=RES
GJ TO 55

HES = [ 0ED

ERFC = RES

RETURN

END

REAL FUNCTION GGUHFS (DSEED)
SPECIFICATIUNS FOKR ARGUMENTS
DOUBLE PRECISION DSEED
. SPELCIFICATIONS FOK LOCAL VARIABLES
DOUBLE PRECISION N2PJI1N, D2P3Y
D2E3ItM=(2¥n31) = 1 )

D2P3) =(4*#31)(DR AN ADJUSTED VALUE)

DATA D2P3ILM/21474830647 00/
DATA . D2P31 /2147483655,D0/
~ FIRST EXECUTABLE STATEMENT
DSEED = DMOD(16807.DO0*DSEED,D2P31M)
GGUBFS = DSEED 7 2ip31
HE'TURN
END
SUBROUTINE ZBRENT (F,EPS,NSIG,A,B,MAXFN,IER)
SPECIFICATIONS FDR ARGUMENTS

INTEGEHN HSIG, MAXFN, IR
SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARTABLES
INTEGER _ ic
RE AR RO, HALF, ONE, THREE , TEN,
T,FAFB,C,FC,D,E, THL,R¥, 5, P,0,H, RUHE, TEMP
DATA ZERO/Q 0/ HALF/.B/7,0ME/S 07, THREE/ 0/,
TEH/L10,0/
FIRST EXECUTABLE STATEMENT
IER = @

T = Teh##{=NSIG)
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IC = 2
S = A
FA ® F(8)
5 = B
FB 3 F(8)
TEST FOR SAME SIGHN
IF (FA»FE GT,ZERD) GO To 59
C = A
FC = FA
D = BeC
E =D
IF (ABS(FC)_ GELABS(FB)) GO TO 15
A =
[ -
C =

» OO

FA =% FB
FB x FC
FC ® FA
CONTINUE
TOL = T#AMAX1(RABS(B),0,.,1)
EM = (CwB)#*HALF '
TEST FOR FIRST CORVERGENCE CRITERL:2
IF (ABS(FB) LE.EPS) GO TO 40
TEST FOR SECOND CUONVERGENCE CRITERIA
IF €ABS(C=B) JLE,TOL) GO TO 40
CHECK EVALUATION COUNTER
IF €IC.GE_ MAXFN) GO TO 4% :
IS BISECTIGN FQRCED
IF (ABS(E). LT,TOL) Gu T0 30
IF €AgS(FA) LEJABS(FB)Y) GO TO 30
5 =2 FB/FA
IF €A NELCY GO Tu 20
LINEAR INTERPOLATION
P = (CaB)xS
@ % (ONE=S3
GO TO 25
INVERSE QUADHATIC INTERPOLATION
G4 = FAJFC
H =3 FB/FC
RONE = R=(QNE
P a3 82((C-8)«Qu(Qd~R)=(B=A)«RONE)
@ 2 (Q=0ONE)#RONE#(S=-0NE)
IF (P.GT,ZERY) Q = =(Q
IF (P.LTLZERQ) P = =p
5 =z B
& = U -
IF ABS{P/Q),GE_ 75S#ABS{C=B) THEN
FORCE BISECTION
IF (P+P.GE,THREE#RM#Q) GO T0O 30
IF ABS(P/Q).GE, , 5#ABS(S8) THEN FORCE
RISECTLION, 3 = THE VALUE OF P/U
ON THE STEP BEFORE THE LAST ONE
IF ¢P+P.GE.ABS(S#G)) GO To 30

v = P/Q
G0 T 35
BISECTION
E % RM
b= &
INCREMENT B
A =B
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FA ¢ FB

TEMR = D

IF (ABS(TEMP)} LE HALF#TOL) TEMP = SIGHEHALF*TOL, RY)
s 3 B+TEMP

S =B

FBe s ¥(3)

IC ¢ IC+1

1¥ §Fu%FC.LE.ZERO) GO TO 10

G3 T0 5

CONVERGENCE OF B
49 A = C
MAXEN = IC
GO 20 9005
MAXFN EVALUATIONS
45 IEK = 129
A =C
MAXFN 3 IC
GO TO 9000
TERMINAL ERRCOR « F(A) AND F(B) HAVE
THE SAME SIGN
50 IER = 130
| MAXEN = IC
Mpoe COnNTINUE
| CALbL UERTST (IER,6HZBRENT)
flpos RETURN
| END
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