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ERRATA 

Onde estiver escrito função distribuição de probabilid~ 

de leia- se função de probabilidade. 
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I - INTRODTJCn_O 

Nas análises de estudos epidemiolÓgicos .. geralmente a i~ 

formação sobre os indivíduos é sumarizada numa forma substancial-

mente reduzida, tal como conjuntos de tabelas 2x2, ou ateavés so-

mente de uma tabela simples 2x2, sendo esses dados reduzidos uti-

lizados na obtenção de resultados estatísticos referentes a medi-

das epidemiológicas de interesse. 

Existem dois tipos básicos de estudos epidemiológicos 

-que sao os estudos de Segmento ou estudos de Coortes e os estudos 

de Caso e Controle. Nos estudos de Seqmento grupos de indivÍduos 

que se identificam com a presença ou ausência de alquma caracte-

r!stica ou exposição são seguidos através do tempo, para que me-

didas epidemiolÓgicas relacionadas com alguma doença, possam ser 

estimadas em cada grupo para posteriores análises estatísticas.Já 

nos estudos de Caso e Controle, indivÍduos com determinadas doen-

ças sao comparados com aqueles sem a doença pelõ frequencia rela-

tiva da exposição histórica de ambos, de tal formn que se possa 

estimar e analisar estatisticamente medidas epidemiolégicas de in 

teresse. Existem outros tipos de estudos epidemiológicos que nao 

serão tratados no contexto deste trabalho, pois nos restringir~ 

mos apenas aos estudos mencionados acima relacionados com a medi-

da epidemiolÓgica Risco Relativo, compreendido em tabelas de con-

tiqência 2x2. 

O Risco Relativo é uma medida muito usual em epidemiolQ 

qia sendo o mesmo definido para uma população como n razao entre 

a proporçao das pessoas expostas ou com alguma característica que 

possuam uma determinada doença e a proporção das pessoas não ex-
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postas ou sem a característica que também possuam a doença.Desde 

1951 quando Jerome Cornfield[ S ]definiu o Risco Relativo procu-

rou-se estimar e testar esta medida, sendo que em alguns casos 

como nos estudos de Caso e Controle o Odds Ratio é utilizado co-

mo uma medida aproximada do Risco Relativo, devido principalmen-

te a al~umas propriedades Ótimas que o mesmo traz em situações 

onde n utilização direta do Risco Relativo seria de difÍcel solu 

ção teórica. Já nos estudos de Seqmento é possível a utilização 

direta do Risco Relativo tanto nos casos de estimação,~~antb nos 

casos de testes, podendo o mesmo ser aproximado em algumas situa 

ções pelo Odds Ratio. A estimação do Odds Ratio vem sendo muito 

estudada na literatura, principalmente devido a inexistência de 

algum estimador que seja não viciado, havendo no ent.anto propo~ 

tas de vários estimadores como a de ~Voolf[23] com modificações I 

sugeridas por Gart e Zweifel [ 14] , a de Hantel e Hcmszel [ 19 ] G 

a de Birch [ 3 ]com modificações feitas por Goodman [ 15] além de 

outros menos usuais; e existe ainda trabalhos como por exemplo o 

de Hckinlay [ 20} onde o mesmo utiliza métodos de Monte Carla pa-

ra uma comparação dos vícios dos principais estimadores do Odds 

Ratio, ou o trabalho de Breslow [ 6 ]que compara divE~rsos estima-

dores quando o número de tabelas cresce. 

Em nosso trabalho, não será tratada diretamente a est.b_ 

maçao do Risco Relativo e do Odds Ratio e sim será apresentado ~ 

duas ma resenha dos principais testes existentes envolve~~do as 

medidas,como também iremos propor um teste alternat.lvo a dois já 

existentes e um outro inexistente na literatura, o qual chama-

remos de '1isotônico 11 , sendo o mesmo baseado na teoria desenvolvi 
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~11 t.i :no u-

:-:-1a complem<:3nta.ç::io uliliz<tndo l'K~todos de !1ontc Ca.rlo cJ:-HiC! 

Cu".··.l o po•'c·· .-lo rc•.· .. t•.' d""· ,- ... ,-::-, .... ,l, V"rC'"c"''ll'l'-,··,-., . ., , '-"-'-'-' _ , '-'··"··"'"" _ !,,, .. .L..Llc,:,c. 
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II - ESTUDOS DE CASO E CONTROLE 

II.l. - Introdução 

Vamos supor que temos uma populJção dividida numa tabe

la de contigência 2x2 da segu.inte forma: 

D D 
onde: D: Possue uma determinada doença. 

c pll pl2 o, Não possue a doença. 

c, Ter pertencido a uma subclasse, ·--· 

p21 p:22 c 
c, Não ter pertencido a subclasse. 

-
sendo P .. as respectivas proporçoes com P .. >0 e 

~J ~J 

E P .. ~ l para i,j=l,2. 
l] 

-Na literatura c definido 

Risco de contrair a doença para os elementos 

que pertenceram à subclasse. 

Risco de contrair a doença para os elementos 

que não pertenceram à subclasse. 

RR Risco Relativo de se con 

trair a doença, dos que pertenceram em relação aos que -na o 

pertenceram à subclasse. 
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22 

Ü ',,.;c:-,--,-, ,',<"-' ·"" Lcl' V') ,-::; 1,,<''·'·· --.T)''O"l. r·-,~!u· "--'~'-' - '-' ~ - -- '-'~-'--• ... ·'''-"' nr_:: lo 

Odds no. tio, liado por: 

con ~~ 

.!'}Uêlcs que J)Os~·;uc'n u. dOCllÇW c n
2 

elementos der, tre 

'jllC e ,__1,_::~5..nin.o:~: 

-nuncro dr: (_~lcrr.cnto:-_; ücntr.c- c~; rjUe pcrtencct:-n::-t a subclas 

:...;c. 

~·JClilSSC. 

cido 3 subcl<E:;sP. 

J._JrolJ abi li da de de urn e lcJ~V';n to que na o ~JOS sue rt L~lC r:'; a 

Com ;:ossa notaçáo t.ernus que: 

E podemos estocasticamente consic1erar que: 

independentes, 

onde b(n,p) representa a distribuição ninomial com n tenta ti v as 
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e probabilidade de suces5o p. 

Logo a função distribuição de probabilidv.de conjunta de 

x
1 

e x
2 

será dada por: 

+ (II.l.l) 

Na li tern.tura também é mui to utilizada a distribuição 

:Jrinr~i:nlmente ao f,tto :'11:! ,1. riistrihniçilo rcsulto.n-t<:~ c3tur so-

11~ontc er<1 funçiio do Oc1r1s Ratio, o IJ'-1'' facilit.:.t c:~ muito tts inf:e 

Defini rr;os !õn tz:io: 



onde 

)( 

K 

x
1 

= K,K+l, ••• ,t 

O~mr .. <n 1 +n~ 

- 7 ·-

(r:.,~m,+u) 

. " 

(II.l.'"1) 

quando m
1

=o ou m
1

=n
1

+n 2 , a função distribuição de 

probabilidade acima é deqenerada em x 1 =o e 

respecti vamentc. 

xl=nl 

e temos as seguintes propriedades para {II.l.2) 

(i.) ~ Seja a se']uinte transformação: logo 8 f R 
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e denotaremos : 

I t (nlx n~ )cxp(Oul 
U""K u . nl u 

= 

= 

onde: 

9~ 

' L-
u=K 

+ 

portanto concluímos que f(x
1 

I m1 ;8) para todo 8 e uma famÍlia ex 

ponencinl. 

(ii) -Aplicando o teorema ~.1.2 de Bickcl[ 2 1 (ver apêndice A.l), 

nós concluímos que existem 

= -\;'(8) 

V IX I I -1:-'11(0) 
ar G 1 ml = ' ~ 

(iii) - Definindo X como sendo a moda dn função distribuição de pr~ 

babilidade f(x
1 

/ m
1

;,;,) temos que(Cornficld[ g] ) : 

(X + 1) (n
2
-m

1
+X+l) 

(n
1

-XJ (T'1
1
-Xl 

de fato, pela definição cir moda, 

X (n?-rrtJ +X) 

{n
1
-X+l) (rn

1
-X+l) 

(II.l.1) 
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então, 

(II.l.4) 

e 

então, 

(II.l.5) 

dr~senvolvendo (II.l.-1) o (II.l.5) chega-se a desicrualdade (11.1.3). 

ver: 

X (n
2 
-m

1 
+X) 

in1-xl im1-xJ 

escre-

(iv) -Quando n
1

,n
2

1m
1 

e n 1 +n~-m 1 são <Jrandes(Cornfield [9] ou 

llannan [16]) , temos que 

o'= [ ~ + 
l 

-n -x 
1 

+ 

1 
,1}'7i'a 

1 + _n_" __ .-c:,-1-+-::xc--r 



x(oc
2 

.. TZ) 

(u 1 <~:) (c·\··X) 

ou -:;8JLl "'"1 
• 

-na o 

-n:;_o 

rrr.l.) 

'J(-'. 

o 0JC.:o ~aLio<:! LJOr Lc!ut.:nm [ 18] 

-ce l\. 2), ao utiliz,:lTJllo:, na o 

probu~ilidu.J.8 condicional dcfini<.la em (II.l.2), encontraremos sem 

"?re os mesmos testes para três possibilid.udcs de hipótesr~s do Odds 

F~atio, sendo que, ao supormos a primeira situação, os testes obti-

elos serão sempre UHPU(Uniformcmente Mais Poderoso não Viciudo), no 

entanto, supondo a sequnda situação, para duas hipÓteses os testes 

resultantes serão UHP, enquanto que para a restante o teste ser a 

m1PU. 

As mais usuais situações de testes de hipóteses cnvolven 

do o Odds Ratio sao as seguintes: 

li I n : lJJ~\v vs. H : l.V>IJ! 
o o I O 

lii I H : ~J)~J vs. li :~<~ 
o o ' o 

(iii) H : ~!=~J vs. H :iJJ""lJl o o I O 
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(TT.2._l_l 

P:lrrt urn n1v~l. rl_e sjrmi_fl_r;;,nciCJ ~ .. , o test10 r!''1P na.ru_(TI.2.l) 

v 
'c 

l 

-- y {n1
1

1 
o 

n 

F [I ('' 'I I . ,I, ' l ''-1 t ' J ,, I '" J I 'l 

"[U"l.l 1 "' '-" >C (;r \ L •i ,_,u ""l (' , 11 i 

'luandu }:, <C (~1 1 I 
_L L) -

(TT.2.~) 

y r:> ,., :tavcn.Jo no entanto a n•;ssib.-i.l_i(l_arle de tll:il.Lz.-lrlflu:'i anroximd 
O - Ü I -

çilo nor:-:tul conforme (iv) c1e (II.l.). Portctnto •Juando n
1

,n
2

,;·;
1 

~ 

('{ -:::_)/n :,;.('' .. l . - '_) 

-1ll.-lndn 



:-\ /TTI 
~ l lI I;; -) I >"f I lJ \(,,~)',;'1~<-

•,J .L J] ('' 

o 

onde Z - ;:(J,l) 

l 

n -~x 

l 

+ l 
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:~ (:~1-'-=f) 
·~ 

e ::: deve sati3fazer 
:'; 

o 

;': (!12 -ml +X) 

tn
1

-XJ (m
1

-XJ 

'' 

(11.2.4) 

ohc;ervar:~os CJUO (II.2.·1l (; 
-unta 1.oq uaç ao q ua-

-
~~aru x, onde 11V1.X (0 ,J;l,-n

2
) ~:Xz:;riin (n 1 , ·-;--,_) 

- -- L 

X , +-r{ ~cl 1

"2 + I n ) } -·., .. _, , ... _,,' . ' 
2 :, -l ' l 

·o 

-f{; ( n, -+-: t -, )}' ·11_. rJ ~ < + -:-!1l ' 
-l L 'l -l 

. ,. !) 

.=tulorcs ~L uU_lLz,c--::êio cor 

--'! 
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r.~ç.l.o :1c cont.inuLlatk. i lesse caso 1 rejeitamos li se: 
(:. 

{i i) 

:;;. C' 
o 

(II.?.f>) 

'?cn_a ·ur.1 nÍ'hõl ·:\c c-· tl'1l. ~ 7 1' C~J1·~.; ., 
·" .J,. --'' ~ ,, ,__ .. .J., o tcst:c -'.Fí~ 

I,Tl.C.',é.>) .•,r: ~~o·,,,.,l.! 1 ,~".1'•"·'·0S (TT lO) 'J'l"U ' 1 O (TT 1 1 ) ___ ""'- _,_ ,_ .. ~ ou,·-~ se con~;lc.~~r.J.;.-r:< ·.; ~~-·"'"·-'-

~ claüo no r: 

' (x '" \ 't':J. lI Lll/ 

onde C
0 

e y
0 

saem de: 

(II.~.7) 

Similarmente n (i), q"<'tndo n
1
,n

2
,m

1 
e n

1
+n?-;nl fica;n 

iJrar.J.es, teremos o seguinte teste: 

quanrlo 

'lu anelo 

(x 1-XJ /a ~c' 
o o 

(x -X) /a >C' 
l o C; 

(II.2.'l) 



onde c' sai de 
o 

onde ~ - a (O, 1) 
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P (Z.(,C 1
)"" rt 

o 

com a e X devendo seguir as mesmas relações de (i). 
o 

Utilizando correçao de continuidade, reje:i. tantos !i se: 
o 

(i i i} 1-I : lJ_J =;f! 
o o 

H ::f!~i./J 

' o 

X -x-·-0 "-1 " . J 

a 
o 

~ C' 
o 

(H.2.10) 

(II.2.9) 

Para um nível de significância a, o teste UMPU 

(II.~.lO) se considerarmos {II.l.2) ou (II.l.l) é dado por: 

para 

(II.2.lll 
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c 

para todo m1 sendo M
1

=X 1+xL. 

quando Cx 1 -XJ/ 00 ~ci ou (x 1 ~·Xl/a 0 ~c2 
(II.2.12) 

onde Ci e c2 saem de: 

X /m 
+Pl 1 ((X-x)/o>C')o 

~ 1 o' 2 
o 

tal que Z - :-1(0,1) 

<: a e X devem seguir as mesmas relações de (i) • 
o 

No caso de C]_=-C2(situação usual), rejeitamos H
0 

se: 

Utilizando correçao de continuidade, rejeitamos H se: 
o 
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a' 
o 

(II.2.13) 

(i v) Caso particular ( quando l)J =l ) o 

e nesse caso: 

= 

= 

= 

Portanto quando ~~=1 +--+ P .. =P. P . para i,j=l,2 
~ J 1. • • J 

seJa há independência estocástica na tabela 2x2. 

= 

ou 

Nesse caso a função distribuição de probabilidade de-

' 



\ 
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finida em (!!.1.2) se reduz a: 

cl )( n2 ) 
n

1 
1 n2 \ 

xl ml-xl 
f(x

1
;m

1
;l) = 

xlml-xl 
= 

t ( n 1 
)( n~ ) ( n~:n 2 ) 

u=K u ml u 

Ou seja, obtemos a função distribuição 'de probabi li da de 

de uma distribuição Hipergeométrica, sendo que para a mesma temos 

que: 

= 

n
1

n
2

rn
1 

(n
1
+n

2
-m

1
J 

{nl+n2) 2(nl+n2-l) 

Sob a hipÓtese de que ljl=\jl 0 =1, Thomas [ 2h], fez progra

mas c1ue calculam as reqiÕes críticas exatas para os testes <1>
1 

,rp 2 

e rt
3

; quando n
1

,n
2

,m
1 

e n
1

+n
2

-m
1 

são grandes, podemos utilizar a 

proximação normal para a Hipergeométrica(ver apêndic:e l\.5) e nes 

se caso, rejeitamos H em (II.2.l) 1 {II.2.G) e (!1.2 .. 10) se 
o 

( 1) 
nln2ml (nl+n2-ml) 

(nl+n2) 2 (nl+n2-l) 
c• 

o 
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(2) ( xl -
nlml ) /( nln7ml ~nl+n2-ml) J ~ -C' 

{nl+n2) {n
1

+n
2

) {n
1
+n

2
-l) o 

{3)(x1 -
nlml ) /( nln2ml ~nl+n2-ml) ) > C' 

(nl+n7) 
, 3 

(n
1

+n?.) (n
1

+n
2
-l) 

respectivamente; onde P(Z~c;}= a, z - N(O,l) e P(x~~CJl=a 

Uti lizu.ndo correçao de continuidad.e 1 rejeitamos H se: o 

{"' { xl 
nlml 

(nl+n2) 

(3' { x1 -
nlml 

(nl+n2} 

/ nln2ml (nl+n2-P1l) 

l {nl+n2) '(nl+n2-l) 

) I n 1n 2m1 {n1+n?-ml) 
o.5 I l (nl+n2)2 (nl+n2-l) 

- o .5) /( nln2ml (nl+n2-ml) 

(nl+n2) 2(nl+n2-l) 

respectivamente em (II.~.l), (II.2.fl) e (II.?.lO). 

r 
) 

C' 
o 

" -C' 
o 

>C' ' 3 

Birch[3 ], apresenta uma análise ~ais detalhada para o 

caso acima, apresentando inclusive uma aproximação para o poder 

dos testes quando t está prÓximo de 1. 

II.3. -Testes com a população estratificada 

., 
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Em mui tas situações nos estudos de Caso e Controle, há 

interc:.se em dividir a poymlação através de uma ou m:lis r::ovariá-

veis (sexo,_idade,estado civil, etc) para lJUe se possa testar medi-

das epidemiolÓgicu.s entre os estrntos form:1clos, como por exer;plo 

nn caso de estimação do ')rJd~. P.-:":1 nu.i-

l\s 

7\ 1 ,_ 
-' 

fU'l'~Õ(-''' - ' ';'- ~ ·' 

., """·· 1 
21: 21-: I 

r.- ' T r" I 
I l ~ •" ~ l' ' ?}": 

"I!> '2'-~ - -

( 

n 11• \( ~l 2v- ) 
-- v·"J x ·' (1·-'J )nll:ll-·> 1

11
7.].-r.·, ... _,[(., ·(''!) + 

--Jl:l · 2l:. · 1 Hc · - L'?Jr · -· t 'l'··. · 'Y: 

(x
1

v-+x
2
v-)On(r

2
k/(l_-,,

2
,_)}lr,.. (x 1 ,~)I (.:-: 21_1 

, .. -· r, 'j --]lc r•. A21 .. 

{ r') f ]_ I n 1 
- - - ' ll: -

- . - ( 

(I1.3.1) 
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nlk 

k ( nll-\( n,,_ ) I: .c •.• 

U-'-"'I:._ u J ~l"!.- -u ,',,u 
h . .. ( 

:ne1.x ( 0, 1":"1
1

, -n ')' l 
"\. ._K 

.. ,,·nr'"" ,~ ) 
''- • I "11-::. '"'lk 

:)(f'llk~nll-: I n:.:Ok 

r1uando m , :::O ou m
1

,_::::n.,+n
2

,, a funçâ.o Lli.:;tri'.Jlüção 
lK r.. .L , _r.._ 

de pro~abiliLlu.(le ;Jcimi:t é dc')en~r.:l,b em ;.;lk =0 c 

x
1
k=n

1
k rcspecl~ivarK!ll"lc. 

(: 1 -)d~'Uo~r\'", -.,_·oc~n(if,_) :·;ê~·-'un ~-'C'r (ii) ,_:c.; f T~ . ) . ,_ --
" .·• 

•• ~-:, T : o. 

''- , .. 
-. •l 

--:; ,)(J:r (iii) de (II.l.), 
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X
1
" (n

21
. -m,._+X._) 

• \ _L.~. ''-

Irer,ws consiJ.crox cu .i""' l, 2 i2 1: '"" l t ••• 1 JZ ::i_:J: 

cs Uc prohc.üüli<lo.des conjuntus concHciono.l c niirJ con;:Jic:Lon<_tl s-----

;·:1,-_) r0.::;~Jccti\'ill!1r~nte .JaJas ~1or: 

, . .. 

K ~-

kl~lLG(xlk)exp (xlko 
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+ {II.3.4) 

onde, 

Podemos verificar fácilmente que em ambos os casos se 

tem famílias exponenciais. 

onde 

Temos também que: 

= 
K 
~ 

k=l 

= 

= 

K 
l: 

k=l 

K 
l: 

k=l 

~1 :::: 

No caso de estratificação existem duas situações envolven 

do o Odds Ratio: 

II.3.l. - Quando o Odds Ratio e constante nos estratos 

Nessa situação temos que W será o mesmo para todo };: e co-

mo em {II.:.?.), utilizando Lehmann [1.3] pqs. 134 a 140, obteremos 
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testes U~P e UMPU para as seguintes situações de hipóteses: 

li I H '~'~ vs. H : tjJ>tJ! o . o l o 

lii I li : tJ!~ \)! vs. H : tp< t,IJ 
o o l o 

( iii) 11 : tV ""ti' vs. 11 : tV #ot/J 
o o ' o 

Obtenção dos testes: 

li I 
III.3.51 

H : t)J>tp 
l o 

Para um nível de si<Jnificância a., o teste UMP ~lo. r a 

(11.3.5) se considerarmos (11.3.4) ou UMPU se considerarmos(1I.3.3) 

é dado por: 

K 
' l quando I x 1k>C Cm1 ) 

k:::::l o -
K 

41 1<::::1'~1) = Yolrnll quando z: xll =C (~1) III.3.61 
k=l ( o 

K 

lo quando ;~ xll <C (ml) 
k=l ( o -

onde c
0 

e y
0 

sae~ de: 

-l m j' = 

Como fica muito dofÍcel o cálculo nara sH encontrar y - o 

e c 0 , nos casos de valores grandes de n 1k ,n 2k ,m1k e n 1k +n 2k -m 1k 
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para todo k, utilizamos aproximaçao normal conforme (iv) de(II.l.). 

Logo teremos o seguinte teste: 

onde C' sai de: 
o 

X /m 

quando (x1 -X.)/a ~C' . o. o 

quando (x
1 

-X.)/a >C' . o. o 

-1 -1 - 1 P
1 

((X
1 

-x.)/0 ~C) "'P(Z~C') =a 
~ . o. o o 

o 

onde Z- N(O,l) 1 1 
0 ok = -- + 

e xk deve satisfazer: 

que para ~ #1 é o 

(II.".)) deverá 

-xk ~ 

r j 1 ( ll 2 

ABS: módulo 

uma 

~' o 

-equaçao quadrática 

ser dada por: 

r r 1 ( nlk+n2k 

ABSlABSl; 
~ -1 

o 

nlk+n2k 
+ mlk + 

~ -1 
o 

1 
+ 

em xk e a raíz ( como 

+ m1k + n1k )} 

f nlk 1 
mlkn1k'1'o l 

1/J -1 
o 

em 

-

1/2 1 
f 

Se utilizarmos correção de continuidade, então rejeita-

1 



mos H quando: 
o 

I i i I 

xl. -X.-0 .5 

' o. 

) 

(11.3.9) 

- ?.5 -

C' 
o 

(II.3.8) 

Para testarmos (II.3.9) teremos os mesmos testes de (i) 

com o sinal da desigualdade invertido. 

(iii) 
(II.3.10) 

Para um nível de significância o:, o testr. UHPU para 

(II.3.10) se considerarmos (II.3.3) ou (II.3.4) é dado por: 

l quando 

quando 

quando 

K 

l: xlk<Cl(:::l) ou 
k=l 

K 

k:lxlk=Ci (~1) i=1,2 

K 

cl (12:1) <k:l xlk <c2 (~;ll 

(II.3.ll) 
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E~ofl.'''JI~l'~ll I Dll] ~ 

para todo 12: 1 sendo ~ 1 =~ 1 +~ 2 . 

Quando n
1

k ,n)k ,m
1

k e n 1k +n 2k -m 1k ficam grandes para todo 

k, teremos o seguinte teste: 

~r 
quando (x

1 
-X.)/0 ~<C}_ ou (x 1 _-X.)/rT 0 _~c~ . o. 

Y) (~1 '~ll (II.3.17) 

quando c'<(x -X.)jo < c.; 
l 1. o. '• 

onde Ci e c; saem de: 

+ tal que ~ - N(O,l) 

e o
0

k e~ devem satisfazer as mesmas relações de (i} para todo k. 

se: 

Se considerarmos Ci=-C2(situação usual), rejeitamos 

-Utilizando correçao de continuidade, rejo i tamos H se: o 

ilxl.-x.l - 0.51' 
> C' • 3 (II.3.13) 

I! 
o 
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{ivl Caso particular{ quando,;,· =1) 
·o 

c nesse caso{similarmente a {iv) de (II.2.)) 

pl.kp.lk = P{lk + pllk (P .. k -pllk) = p llkp . . k 

pl.kp.2k = ' pl2k + Pl2k (P .. k -Pl2k) = pl7kP .. k 

p2.kp .lk ' p2lkiP .. k-P2lk) 
p p = p2lk + 
2lk .. k 

p].kp.2k = p;2k + p22k (P .. k-P22k) = p p 
22k .. k 

para k=l, ••. ,K 

Portanto c1uanJo 1\ =l p -([' D )'P ... ]·- . k" . k I k ].]·, l- -J~ .. 
para 

i,j=l,2 e k=l, •.. ,K, ou seja, há independência estoc,J.stica parei 

al na k-ésima tahela. 

Nesse ca.so a função distri.huiçÃ.o de probnhilidac1o(II.3.~) 

se reduz para todo k a: 

11 1k+n2k \ 

ml:c ) 

onôc Kk=l"'l<~'<('),;.:ll:-n 2 kl 



(II . .! . I 

C i :::_éFlOS que ca_! 

-se cç uo. Nos c as os de nll:, n 2k, ~. lk e n ll: +n lk -m1k s C! rr:~T'l ~JranC.e s par a 

·todo k, podemos ut.ilizar aproximação normal, sendo H0 rejeitada em 

(!!.3.5), (!!.3.9) e (II.3.10) se: 

(li ( xl. 

K 
~ clk 11 2kmlk (nlk +n2k -mlk I)'" r 11

lkmlk ) 
I " C' -

k=l 
(nlk +n2k) 

k=l ' o 
- (nlk+n~k) (nlk+n2k-l) 

( xl. 

K 

K ( )r (") r 11
lkmlk ) I r. 0 lk 0 1kmlk (n lk +n2k -mlk ~-c, 

k=l 
(nlk +n2k) k=l ( I' li o nlk+n2k (nlk+n2k-

(3) (xl. K 

) ~ clk
11

êkmlk (nlk+ 11 2k -mlk 1 ) l: nlkmlk 
I ~ C' -

k=l k=l 2 3 
(nlk +n2k 1 (nlk +n2k). (nlk +n2k -l) 

respectivamente, 

onde P (Z~C6) = a com Z - N(O,l) e P(x 2 ~C 3 ')= a . 
I . 

Utilizando correçao de continuidade, rejeitamos H se: 
o 

., 
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ll'{xl. 

K o .s); ~ {nlkn2kmlk (nlk+n2k -mlkl)" ~C' I nlkmlk 
-
k~l 

(nlk+n2k} k~ I I' I l 0 
nlk +n2k nlk +n7.k- l_ 

(O'(xl. 

K o.} K~ )b L nlkmlk L nlkn:::kmlk( 0 lk+n~k-mlk) ~c~ - -
k~l 

(nlk+n2k) 
k= 2 o 

- (nlk+n7.k) (nlk+n?k-1)_ 

(3'{\xl. 
K o.} ~ cl):nck1"lk (nlk+nOk -mlk)) I nlkmlk 

>C' - -
k~l 

(nlk +n)k) 
k=l 2 / 3 

_ (nlk +n7.k) (nlk +n7.k -l) 

respectivamente em (II.3.5), (II.3.9) e (II.3.10). 

Novamente citamos Birch [ 3 ]que apresentc:t uma aproxima-

çao para o poder dos testes aci~11a quando 1/J está prÓximo de 1. 

(v) Quando o numero dQ tabelas cresce. 

Para o k-ési~o estrato te~os: 

~ 

se chamarmos ok =ín ( ~'k)' logo 



'l 

- 30 -

11 2k 

mlk-xlk 8xp(xlkek) 

Consirl.erando que o Odds Rat.io é o mesmo nos es triltos 

ten~mos a função distribuição de probabilidail.c conjunta: 

nlk 0
2k 

K xlk Pllk -xlk exp (x1ko) 

f 1~1/:nl' 8) = rr 
k=l ~k 

[ ( nlk)( n2k ) 
u m

1
k·-u exp(u9} u=K k 

Se queremos testar; 

H ; A;'A 
o 

equivale testarmos 

H' ;~=o) 
o o 

H' ;~J'<I! 
1 o 

onde o) = exp (8 ) 
o o 

Considerando a situação onde as frequencias nas tabelas 

são fixas e o nÚmero de tabelas cresce, iremos aplicar o teste 

da razão de verossimilhança, dado por: 
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L(B I X I -l 

sup L(li I ~ 1 ) 

e --E 

o:~dc L:função de verossimilhançi1, 

sunT,(fl/~ 1 ) =-= 

A::::(l 

~ ex nl:c!~Jcxn(::l':n~l __ _ 

l:=ll ,tl: c~k )( m:::n)exp (u~n) 

n 
~-~ --= l 

u=i\,r 
( n'~k)( n2k ) 

"1 _,, L''"'' ( .,;; \ lk ' ....... -' ' 
,, 

Lf8 / ::;l1 



~-.)'k { ·l) -- - r.n 

On (L) = 

~cn_ LL2_ 
no 

:J 2~Tl_(L)_ 
(j f.1 2 

+ ilv 
l ' 

+ 

+ 

- 12 --

,,, In I 

" 

Otilj_zanclo o teorema 2.3.2 de 3ickel[2 ], obb~mos: 

pu.ra k=l, ••. ,I< 

-v~,- (" / I" ) 
-~'-"-e ··1k 'lk 

LorJO (exceto naru. o caso .Jeqc!n,~rat1o), e nara todo J· - - l • r 

-.:: T-J 11 10) -.. (] k , .. o 

l 



·-' ' ' ~- ~ ._ •2 

( .. ' : .. : } ~ 

' 

[ ( 
l1 ~--h, 

L 

)( 

l 3 -

~.'I; ) 

T --·1 ·• .. .,-, 'u?J' . '1~.. '• - -'-! \ i 

s 
] 

o ''l'~o· ·~ _ I,(, ·'" r:1lu r_rrau 

1 
k==l 

,. 
" 

); 

I: ll) 

( 
''lk) 

01

2L ) 
... ,- -v ~\'') (?>- ) 

'--·'_1,·",.'-'--'--··_' "] c;-:_~"-·-'l"l,,c,._'~· ._._' ~· - .·_l_; :_._ __ _ 

.,o,-r: 
u=l~,_ 

'· J ) 

')',, .·, 127 J ··· .. · .. --~c-r · ,-:_ l 



I " c 

Lo=l 

\ 

QLlé'.)1(l(' .'-', :oo:f"\ ( ,',~)) 1 ' I v ) 
' :.:.: 

1 

( ~,,_ )( 'o• ) r " '' ~q "'"'1(' 'I' 
'· -:'-. ' 1]-- - -- ' ' ' 

·------~----

( '11_ c 
·~·) . '·' 

' , , 1 n .. .. t '. ) ' "" - ' ) 

"~ 

· -2·',.\( · 1 '"'.-.P ..... ,"". -'.~ •• •.,, lol·l.". ,, '"· ·;2:1' _j - J 

K 

rr 
k=l 

- -l1ilO e nos c::-~ tr a. tos 

ê.::! c~o Odc_b :'1llti0 nos c:~tr<ltros.P.:tra tal, uodl'!nus ut.ili::::u.- tcmto ::~ 

' 
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., 

nau 

{li. 3.1) l"<J.anto a func-Zio (lic;tribuir-J.o de' lF0:!Ja!.:·ilicbcle conc1icio·-

•:stimac)lc do Odds Ratio pcdo cri tê rio da máxima verossimilhança 

0ois o :nesmo nao possue um estimador não viciado ou pGlo menos 

um viciado que tenha sempre menor vício, e o estimador de máxima 

vcrossirni lhança condicionul podG em mui tos casos dar boas estima

ti v as C ver ~1clcinlay [ ?.0] ) 

Temos então as sequinte.s situaçOes: 

(i) Utilizando a função distribuição de probabilidade nao condi-

cional (II.J.l), queremos testar: 

H 
o 

11 

Pu(l-p2l) 

p2l(l-pll) 

pl. (1-p.,.) 
l ' J para al~Jum i!'j 



por: 

- 36 -

Definimos: 

e 

:lo= fe=tpll'P'l' ... ,plK'P?KJ '; Pll (l-p2ll = 

Pn (1-pu) 

p .. >n '12 '1 '· 1. J par a l = , e J = , ••• , K, 

Aplicamos então o teste da razão de verossimilhança,dado 

= 

sup L(p I ~l'~?) 

p.Q 
- o 

sup L(p I :::: 1 ,~ 2 ) 

-eEn 

onde L função de verossimilhança . 

E temos que: 

sup L(p I ~ 1 ,~ 2 ) 

Prrl 
' 

= 

(n1k-xlk 1- x"k - (n2k-x21:) 
· n ·· ( 1-n ) - · ·· · 

'· )k "2k 
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sup 
2 <:2 devemos obter 

:lJ>O tul (JU8 

'-'('\ I . ' li' 

pll(l-()1.? 1 

~l~ (l-:"'1]_]_) 

- ------~-

I'('' /·'·) f,1 _,., -l- "';(V ;.·1 ) 1 
·"''11' '21.11 '1]' 

1' ( ., /,I,) 
' ' 'l i' ' . 

--,.lL'ê':nr~r; n v; 1 

(i_=l, .•. ,K) r:om_o: 

ABS{~RS{ ( - +c 
I!•) = l "H -'2i 

+ -------
rrt 1 i 

2 t,IJ-_l 
+ ) } -

- [{ l ( n 1 .+n?. 
... 1 -1 + ------ TTIU 

2 ·!o-·1 
+ 

um 
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.r..ns módulo. 

As equaçoes (II.3.1<1) e (II . .l.lS) pcdcJ·.l sc..>r rc~wlvic1a.c; 

iter_·aU.va.r:lcnte !J.=tra J, por ::;ucessi'l<lc:; ."lpro:dl·;:t·~·:Jc~·;. 

Um ?tlc)crltT"lo é ~)H)~)03to ;)o_-,_~ ·~n.rt [13], :-:;c:;ndo '·JUC 

:L'lnUo:l c ~ían·>z·~l[l9] ,,\adD 

,. 
·' 

-e -..tti 

i-" 1 l"' In -v '] 
'·1' ... . . ·-, . i 

1. /_ l ·- .! 1 
; i=l [

".,. (n1. -xl' ll ._ l l_ -l \TI .].JG) 

(1-,:;, . 
. ..... l 

:7 2i 
o 

c) 

n
1

.+n?. 
l ·- l 

E(.-:
1

.;:'1 
L . 

!1.1 . 
•. l 

-.o. 
l 

:11 " 
.L l . 

. ( ' • I..,. I 
!1,.-1. ·'1·/'-' 

.LL l 

] .. I.. '"'I "11, ·~:.. A1. I··,-
l l 

-c. 
l 

•• _., -f-]-·' (V I(', I 
'1--"':. I" 
' L' 2i 

n
2

. -.t,. _, 1 ,,
1
.,. 

l J.l .. 1. 

n 

n
1

. +n ..... 
l il 

n, . 
.Ll 

' u. 
l 

"2 . 
- l 



( ::: ) ( 
c:: ) ( 

= -? 

+ 

n2i ) xl. - " X?. pl. __ l ~ 

e por Wilks [ 27] pg. 419 

n. . + co 
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\ 

-->= 
i ln

1
. -x

1
. I 

- " " (1-plil 
(n 0 .-x 7 .1J 

(l-·j3'),) r.l .. l 
.. l 

ln
1
.-x

1
. I x

2
. (n').-x..,. ll 

) " 1 ( - ).1( a ~" " l . ·<: . n?i -~2i ) J 
e 

+ + 

+ 

L 
, sob H , 

o -2tnÀ(~ 1 ,~ 2 l ~ x~-l quando 

Portanto para grandes valores de n .. , rejeitamos H pao 

ra um nível de significância ~ se: 
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(ií) -Utilizando a função distribuição de fJrobabilidade concUcio· 

nal (II.3.?) 1 1neremos tcst<'lr: 

H 
o 

H 

H 
o 

H n ir-o j parn algum .i~j 

(TI .1.18) 

(TI.1.l0) 

Teremos QS se~uintcs situações: 

(<l) Teste com o cstimador rtc mil.x:L:na vc;ro;;si'""'itlhnnç,t .;;xoto. 

~=={ ]c.~(::'1 1 , .•• ,Q __ ) 1 t?ll 'lU(; 

- " 
O c(-m "') -r: - I 

n2rc1 Jt.~--1, •.• ,E 

G 

L (-w,oo) '· 

pnr: 

+ 

~<::"!:'i0 C(;.;,) 
-,_ 



Aplicamos entao o teste da raza.o cte vorosstmil~~,ança.: 

' I " ' ' :.:l' 

_cl_J.:J_8_ 
i\ O 

-

c,UT) T.{~/_::l) 
0 E0 -

0 

I ; : l_ }_ + 1·J• r n 1 l l . 1 1 

' 

y + ' 111 ( ll ) 
·"}";-( ··y K 

Utilizo.ndo o b::orerw 3.1.2 de Rick.::el[ l lpara 0 

t 
u=K 

]: 

'"" xll: 
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o 

que e um IJOlinÔmio de grau ~ k =min (nlk 1 m1k) para k=l, ... 1 K 

Para um k qualquer, se chamarmos: 

a=K 
k 

então o polinômio a e 

cima pocterá ser escrito como: 

i1 
-a x 

a 
a+l 

- ::ta+lx 
c-1 .c+l.+ .h_ - a 

1
x +o. 

1
x .... +abx - 0 

c- c+ 

onde: 

il 
u 

( n . 3 . 20 I 

para u=a, ... ,b. 

Fazendo o mesmo procedimento para encontrarmos Õ sob 

(onde 8 e a estimativa de m.v. de 8=8 1= ••• =8K), temos CJ:Ue 9 é 

solução de: 

tk Cl'< )( n2l: ) 'L K u u m
1
k -u cxp (ufí) 

\ u=K 
k 

~ 
·------ c v 

""]. 
k=l tk ( n~kx "2k ) ~ 

~ m
1
k-u cxp(uÕ) u=K 

k 

I! ' o 

uma 

' 



f> 
~~ 1' "'·'-, 

(u-xl./K)( )( 

,. 
" - .. 

" ' 
,_) 

'· ' ... 
' 

' ~ ( 'I -:; ' ' 
1. '"-l 

ü os SilO 

.1::. 

<o-

)~ u [··· i 

(')( -}u]} - . -
~ '.l ,_ ~ 

'j _ 

--·l 

,. 
' 

... ]_ 

' ~ 

I X ll, 
c -,_-

_i_/_ 

I 

n.,k 
L ) ;nlk - [, 

.. 
' 

KS 

-. 1. '-},:r· -- S 1::.=1 __ , 

.. 

. ' 1 
'-'...::+.1.:-: !- ~ ".' ' ) -- " 

(1T.~.2l) 

CO~'\ ~3""',"1 1 ••• 1b. 

Pelo teorema do Sinal, de Descartes [ 10 ] ,ambos os poli-

nÔmios acimu_ possuem no máximo urna raiz positiva, o,:en(lo que ,quando 

esta existir, a mesL<ct será a cstil:"~Cltiva de m.v. para o Ocld.s Ratio. 

~i3.o teremos raíz positiva pura os polinômios acima ( ver apêndice 

h.6) quando pelo menos uma das frequencias observadas de um mesmo 
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tipo ou de mesma diaÇJonal for igual a zero em cada tabela. 

Então conhecendo íJj, i;i;
1

, í)í
2

, .•. , ~K , no teste da razao 

de verossimilhança, 

K [ x n ;r, lk 
k=l ' 

rejeitamos H se: 
o 

I 

I 

~ C* 

tal !JUC P
11 

{.\(~l)~C*} = ('t onc1c lt: nível ele signifi_cS.ncia.. 
o 

(b) Teste com o e.stimador de m.v. assintóttco. 

-
Quando nlk'nlk'mlk c n 1k+n 2k-mlk sao qrandes para todo k, 

temos que 

e consequentemente 

-= xk para k=l, ... ,K 

xk (n~k -mlk +~) 

lnlk -xk) lmlk -xkl 
para todo k . 

Portanto nessa situação a estimativa de m.v. para I)Jk em D 

-sera dada por: 



= 
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xlk( 0 2k-mlk+xlk) 

(nlk -xlk) (mlk -xlk) 

e para \jJ em Q sera a solução do seguinte sis 
o 

tema de equaçoes: 

K 
t 

k=l 
= 

e 

\ (n2k -mlk +)\I 

(nlk -xkl Cmlk -\I 
para k=l, .•. ,K 

O sistema acima possue K+l equaçoes e K+l incógnitas, de 

vendo ser resolvido iterativamente; o mesmo e similar ao sistema 

apresentado em (i) para a obtenção ~i._L ,-! :~ ._il "' t-_ L'-'-'- ; l- .. - Odds 

Ratio sob H , utilizando a função distribuição de probabilidade nao 
o 

condicional. Portanto o estimador de m.v. para o Odds Ratio sob H , 
o 

tanto utilizando a função distribuição de probabilidade condicional 

para grandes valores quanto a função distribuição de probabilidade 

não condicional, é o mesmo. 

(iii) Teste aproximado. 

Utilizando o fato de que 21 função élistrib·J.ição de probabi 

!idade condicional definida em (II.3.2) quando n
1
k,:n

2
k,mlk 

nlk +n
2

k -m
1

k crescem para todo k, se aproxima à função 

de uma variável com distribuição Hormal de média Xk e variqncia 
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recentemente Heilbron [ 17 ] e Bres low [ 7 ] mencionaram o se-

guinte teste aproximado para testar-se a homoqenidacle do Odds 

Ratio nos estratos: 

' X homog 

onde t: (XlkjJr) e a solução !]ara Xk do sistema de equaçoes dado em 

(h) de (i i), enquzmto Ou.r(;~u/7·) é CJ>.c1o :)o-:_-: 

+ l l 
+ + 

se C'ln~o:-:_i. ~,.J .1 ·~.s i.n tót.i. C ::'I 

TI. •1.1 - Consn:'!O rlr:> illcool e enfarte nan fntnl do mioc.3.r

cUo (Stason et nl.[~sJ). 

Poi :f c i to um ec;h!!"lo cte Caso e Controle em 'Drtcientcs inseri 
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P<-1.cientes ele cor brancil entre ti(] e 69 ano:-~ inscritos ·,":!ntre l')G"-J ~ 

1174. ;, análise envolveu J:J') C;:tSO:"'> e 2.-13s c:Jn.-trolcs, c;endo os 

C> :o·::; 0 Controle. f' oi então 

_71coo 1 '--" 

l.tl~}J 

-2'_,,,1, {:-:1,:-.:~) - -/_ 

. ::._.' i 
. 
• 

-~ -· 
·-~ L\ --

:) segundo b~sl.:::o o.pl"Lco.C.o foi lJc1ro. vc:ri.Eicc:.r se r~xi~tc UJ:l.J. 

:<,:.nc<t} ,: o enfarte nan f.:-1t<1l do miocELn1io. t\pLLC<.ln'.l:J cnt::in u te~~ 

(I:L.~.12) l 

•_!_ s t.i c a 
o . 

s:J;ni fi.canCl?l. Pu''> -, '- l' ')0- t·•c,-, _, • <.-t 1 I •-·''--

'iUü 



Ta'Jcln. l-Consumo c1G álconl c casos de. en:Ltrte .Jo :"'lioc,~r-;_~io. 

Consumo de álcool 

I 
Nunca Diario 

·OU Henos que !''ais que 
Estrato sêriesl Ocasional Total 6 drinks/Uia 6 drinl~s/dia 

l Casos 64 15 l4 1 

Controles 1409 219 219 100 

Casos 7 1 

Controles 3H 53 45 

3 Casos 68 14 ll 3 

Controles 161 41 

4 Casos 67 1:-:' 5 7 

Controles 7l 18 9 9 

5 Casos 1? 1 

Controles "9 3 1 

fonte: .Stason ct al. [ 25 J . 
TI. 4." - Hormônios cxo\jenus e outra~:; exposicÕc:> de drogas 

em crian.~,ts com doenças con<Jêni tas do coraçêlo ( Kenneth 

al.[23 J ) 

' ., 
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Todas as crianças nascicl.rts de mulheres do r~stadD de 

!lassachusctts durante os três .=~nos 1973--1'?75 cor~; doenc,~a.s conryên~-

tas do coração foram considerac1o:o:: C;~:; c?tsoc; _ Os controle~-; consis-

::ir:am Jc 1500 nascimentos selecionados ale<J.toriamente do restan-

te rlos nascimentos em ~1assachusetts para o i_Jeríodo de 3 anos de 

estudo. Um total de 4h0 casos foi considerado. 

l\nÓs cadu ano de estudo, quGstionârios foram mandados 

r1cnt.i.:icudos durante A.flucle ano. ns r}ur_;stion'í.r:ios "'Jcrqunti'l.VCt::l. so 

tjCJ( ~I) 

rr,ferQnt~s u (II.2.1) ;->Zl.F1 ·,!, ool 
o 

..,,.,.-c L' .~=:n '"r· 11~ .,:r,,~, .',•'. ·.-.J'.r.•_,•,_c,·_,<':" .. c1.' .", '.•.' :t.• y\J , '--'",."'---
0

)<t <.l. .,, • _L,( •• L ' • -OI - --



Tabela 2-Estirnação do e:::Qi to de drO')<l.S sobr2 ~ prevalência dto' doenças congênitas do 
coraçao. 

Droga 
n9 de casos n9 de controles 

ex os to na o ex os to exoosto 1 nao exposto p 

Hormônios Exógenos 79 361 65 1189 1.5 o . os 

Drogas Hormonais lO 380 20 1234 1.6 o .l 

Testes hormonais de gravidez 14 374 35 1211 1.3 o . 2 

Anticoncepcionais orais 3 3 36 20 1106 1.3 o. 3 

Ampicilina 7 383 7 1247 3. 3 o . o 2 

Aspirina RO 310 20 3 1051 1.3 0.02 

Suxinato de Doxilamina, 

Hidroc1orídeo Diciclomídeo e "' o 

Hidroc1orídeo Piridoxídio 24 366 46 1208 1.8 0.01 

Clorodiazopoxídeo 4 3% 4 1750 3. 2 0.06 

Codeína 5 385 4 1250 4 .l 0.02 

Diazepan 15 375 n 1231 2.2 0.01 

Di feni 1idandoÍna 4 3% 3 1251 4. 3 0.03 

Insulina 6 384 l 1253 20.0 0.005 

Fenobarbi tal 6 334 4 1150 4.9 0.009 

Fenotiazina 5 335 4 1250 4.1 0.02 

Fenilefrina lO 330 15 1239 2.2 o . o 4 

'l;e traciclina B 3~? 8 1246 3.3 0.01 

fonte: Kennet!-1 ~t al. [ 23 J . 
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III.l.l. 

·.-;oen ;.ts, 

i· .l "-2 _: ? -, ') . -'--

,_ n _ __ , 

'" 
'122 

Contr<:ür "U!lét deterPi.nzH1il doença Jurante o perÍodo. 

D Não contrair a doença durante o perÍodo. 

C Pertencer a uma subcl.J.ssc clurante o nerÍodo. 

C Não pertencer à subclasse durante o período. 

com a.s rcspectivus proporçocs Qij>O para i,j:-::1,2 e 

~ l 

Nesses estudos o Risco Relativo de se contrair a doença 

-sera dado por: 

' 
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O mesmo pode ser bem aproximado pelo Odds Ratio quando 

a doença é rara ou seja quando Q
11 

e Q:l são muito pequenos em 

relação a Q11 e 0 2 ? respectivamente, sendo nesse caso dado por: 

Amostramos então para essa rorulação m
1 

elorncntos den

tre aqueles que pertenceJTl à subclnsse e n
2 
elemento~ dentre a'1u~ 

- -lcs c1ue nao pertencer:::r.\ a subclu.sse, e definimos: 

-Y 
1 

numero de elementos dentre os m
1

, que contraíram a doença no 

período. 

número de elementos dentre os que nao contrairam a doen 

ça no período. 

q 1 probabilidade de um elemento que pertence à subclasse contra 

ir a doença no perÍodo. 

-q
2 

probabilidade de um elemento que nao pertence a subclasse con 

trair a doença no periodo. 

Assim sendo, temos: 

RR ~ ~1/q2] 

~ ~ [ql 11-CJcl] I [ q' 11-'111] 

E estocasticamente consideraremos que 
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Logo, 

(III .l.l.l) 

onde n
1 

= {0, ..• ,m
1

} e B'} = {0, ••• ,m..,} 

Nos estudos de Segmento, similarmente aos de Caso e ContrQ 

le, a distribuição condicional de Y1 dadas as marginais fixas ( Y1+Y 2 

=n
1 

é muito utilizada, pois como mostraremos a seguir, a mesma es

tará somente em função do Odds Ratio sendo que a função distribuição 

de probabilidade resultante será idêntica àquela apresentada em 

III.l. c) 

Definimos então 

~ 

~ 

., 
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Como n
1

-m
2

=m
1
-n

2
, ao multiplicarmos o numerador e o den~ 

minador da expressão acima por n
1

! n
2

! {o:1dr- r,
2

=-n9 de não docnt2s) 

obtemos: 

onde K=max (O ,m
1
-n

2
) 

Q.=min(m
1

,n
1

) 

y
1

=K,K+l, .. • ,9. 

O~m 1 ~n 1 +n 2 
Quando m

1
=0 ou m

1
=n

1
+n

2
, a função distribuição 

de probabilidade acima e degenerada ,Bm x
1 

=O e 

x
1

=n
1 

respectivamente. 

Portanto g{y 1 ;n 1 ;~) é idêntica à f(x 1 ;m 1 ;~) definida em 

(II.l.2), seguindo-se então todas as propriedades apresentadas em 

III.l.2. -Testes com a população nao estratificada 

Como nos estudos de Caso e Controle, quando a população 

nao está estratificada, podemos reduzi-la a uma tabela de conti.-
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gência 2x1 conforme definido em (III .1.1.) e se queremos obter t€s 

tes UMP, devemos necessariamente utilizar o Odds Ratio como aproxi 

mação para o Risco Relativo, pois f_i_r:.:l l~itlcel a obtenção de tes 

tes Ótimos utilizando diretamente o Risco Relativo. 

Como foi mostrado em (III.l.l.) a função distribuição de 

probabilidade condicional dos estudos de Seqmento coincide com a 

função distribuição de probabilidade condicional dos estudos de Ca 

soe Controle, portanto todos os testes apresentados em {II.2.) se 

-rao os mesmos. quando queremos testar o Odds Ratio nos estudos de 

Segmento. 

III.l.3. -Testes com a população estratificada 

(i) - Quando o Odds Ratio e constante nos estratos, 

Nessa situação também todos os testes apresentados em 

(II.3.l.) serao os mesmos para testar o Odds Ratio nos estudos de 

Segmento. 

-(ii) -Quando o Odds Ratio nao e constante nos estratos. 

Similarmente a (i), todos os testes apresentados em 

(II.3.?..) serão os mesmos para testar a homogenidade do Odds Ratio 

entre os estratos nos estudos de Segmento. 

(iii) -Quando o Risco Relativo nao e constante nos estratos. 

Quando a doença e rara podemos aproximar o Risco Relati 

vo( RR ) pelo Odds Ratio( 1J; ) e utilizarmos os testes apresentados 
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em (II.J.l.) e (II.3.::.). No caso Uos estudos de Segmento, como 

a função distribuição de probabilidade não condicional está em 

função do Risco Relativo, podemos nos casos da doença não ser 

rura utilizarmos o teste da razão de verossimilhança para tes-

tarmos a homoqenidade do Risco Relntivo nos estratos. Definimos 

então: 

RRl: Risco Relativo no k-ésimn estrato { l:=l, ... ,}:) 

L ( 8 I 

Yok (mok-yOk) J 
qok (l-qOk) I" (ylk) IP (vo,J 

.. '"lk "''2k L.~ 

onde (III.l.J.l) 

e ""' (RR,qJ ' 
- - -
@::::: (RR

1
, ••• ,RRK) 1 

Queremos então testar. 

H R 'R., #Rl~. n;tr;l. .\lryu~ itj 
I é J 



das por: 

L 
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e 

0.={ RR = (RR
1

, .... ,RRK)' tal que RRJ:r(O,ro) para k=l, ... ,K 

e <J
2
kc(O,l) para k=l, ... ,K·} 

Aplicamos então o teste da razao de verossimilhança 

sup L(Q I z1 ,z 2 l 

e Eri
0 

Sob n, como e su~)L1o, , as estimativas de m.v. scrao da 

e para k=l, ... ,K 

= 

(mo -y )] 
( 1_ I .. k 2k 

q:::k 



dtnL 

dRR 

Aplicando lo']arítmo em L obtemos: 

.tnL = K ( L ~n 

k=l 

K 

k;;/ lktn (q2kRR) 

K K 
+ k;;l (mlk-ylk)tn(l-q2kRR) + L Yok~n(q"'k) 

k=l ,_ ' 

K 
+ lm2k-y,k) L tn(l-q,k) 

,(... k=l ·~ 

Derivando em RR e q
2
k(k=l, ••• ,K) obtP-mos 

RR (mlk -y lk) 

( 1-q?k RR) 
+ 

( m1k -y :n: l 

(l-q?k) 

para k=l, ••• ,K 

d 2.tnL 

d(RR) 2 K ~lk l -L -
k=l (RR) 2 

(RR) '(mlk-ylk) 

(l-rt:2kRR) 2 

parak=l, •.. ,K 

+ 

+ 

< o 
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Portanto igualando as primeiras derivadas a zero, ob-

temos ponto de mFi.x.ir1o. 

~ -Logo RR e q
2
k(k=l, ... ,K) saem de 

K 
L y = 

k=l lk 

~ - ' RRm.k(q2k) 

o 

(III.l.1.?) 

(m2k ·-y 2k) 

(l-ij2k) 
= 

para k=l, ••• ,K 

n 

obtemos uma cquaçao quadrática eM fi?:k, cuja raíz tal que q2k r (O, 1) 

será dada por{ver apêndice A.6): 

(III.l.3.3) 
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Para resolver (III .1. 3. ') Hiettinen [ :n] propos uma es 

~ 

timativa inicial para RR, dada por: 

onde 

= exp 

e 

-ser a dado por: 

K 
[ q2k~lk l -? " Ylk~n + y~kQ.n 

k=l ylk 

+ (mlk-ylk)tn 
[ (l-éj2kRRI mlk l + 

(mlk -y lk I 

E por Wilks [ 27] p<J. 4lq, sob H 
o 

quando m .. + "" • 

[ q2kmok] + 
y1k 

(m2k -yokl ~n 
[ (l-ij2klm2k ] 

(m~k-y~k) 

(III.l.3.4) 

L 

-2~nA<y 1 .~ 2 > ~ x~-l 

Portanto para grandes valores de m .. , re:jeitamos H pao 

ra um nível de significância a se: 



1TT.l.1.- ~x~~~ln 

~~étnrl0:; Epi_rl0"1ir:d.;·li r:ns rrn T"lrnr!'~~sns rl_fni rnc ( Y.':'nn~+:-_1-, 

,J. T;:nth,,an[ 24]). 

cpidcrüolóqicos em processos c1Inico3, "lcr:ci.oJ,Eln:Ju o UnLvursj L·i 

1) r_, • 

.. "· ._ 
'-"-··~·--

totc:tl 

n Ulttc:ro ,1z:: 

1.'-lC· __ , ;r_, 

·_:; J .:tnos 

_: lCi 1'20 

T 
' . 

~-·..::-:>te 

h2 

'- ~ ~ '-- : -'- -.. i ~-

(llT.l 

2 ' '· 

' ' 

c 3 

n --.; 

c r; ·10 cu.u-

·--:~té_--~-J(). 

l 
~ 

' 

' e 

o c " ) 
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I1I.2.1. T n trm\uc ilo 

-, ' ' '' L~· 

O ·tipo DensidaêlG c~e InciG.ência é um estudo de Scr;mcnto on 

de etmostra:nos inicialmente elencmtos que pertencem à su]Jclasse c 

elementos que não pertencem Fi subcla5se, no entanto o LL!.<npo ele ob-

scrvação não é o mesmo para caUa indivíduo, sendo 8SSC tc~po incluí 

(lo n~s análises estatísticas. O tipo Densidade de Incidência permi-

te formarmos a seguinte tnbela: 

onde 

c c 
D n 1-n 

pessoas-tempo N
1 

N 
o 

C: Pertencer a uma subclns~e. 

C: ~Jão ;?ertencer à subclasse. 

D: Contrair uma determinada doença. 

u
1

: NÚmero de pessoas-terctpo de olJ.servação,rcfcrente 

aos elcJTLentos que pertencem à subclassr~. 

N NÚmc:ro de pessoa.s-tenpo de observação,rcferente 
o 

aos elemento:.> IJUC não rcrtenccm à subclasse. 
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sendo 1T e 1-rr as respectivas proporçoes de uma pessoa que contra-

iu a doença pertencer e não pertencer à subclasse, com vc (0,1) .De 

notaremos T=N1 + N0 . 

Nesses estudos, uma medida utilizada para verificar a 

associação entre as subclasses e a doença é o Risco Relativo, da-

do por: 

RR = 
(1-rr)/N 

o 

= 
rrN 

o (III.2.l.ll 

Seja ~·1 o número de pessoas que contraíram a doença apos 

um perlodo ele estudo e seja A o número dos que contraíram a doen 

ça pertencendo à suhclasse. A função distribuiç~o de probabilida-

de de A condicional a ~1 eventos é dada por (III.2.l.::n, onde rr 

e a probabilidade de um elemento que contraiu a doença pertencer 

-a subclasse. 

P(l\=a) = {III.2.l.~) 

Utilizando (III.~.l.l), a função distribuição de proba-

bilidade (III.1.l.~) pode ser reparamet:rizada conforme{III./..1.3), 

em termos de RR: 

p (1\=a) (III.2.1.3) 

III.2.2. -Testes com a população nao estratificada 
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Iremos apresentar apenas a situação de te:starmos se há 

associação entre a doença e as subclasses. 

Quando RR=l ~ rr=N
1

/T ou seja,a probabilidade de um e

lemento que contraiu a doença pertencer à subclasse depende so-

mente do número de pessoas tempo de observação dos elementos que 

pertencem à subclasse, logo testarmos esta situação equivale tes 

tarmos se há ou não associação entre a doença e a subclasse. 

li I 

Principais situações para testes: 

(i) H : RR~l 
o 

(ii) H : RR~l 
o 

(i i i) H : RR"}l 
o 

Obtenção dos testes: 

H : RR=l 
o 

H : RR#l 
(III.2.2.l) 

vs. 

vs. 

vs. 

H : RR>'l 
I 

H : RR>l 

H : RR<l 
I 

Para um nível de signific~ncia a., o testE~ UMPU para tes 

tarmos (III.2.~.1) é dado por: 

l se a<C
1 

ou a>c
2 

~ l (a) ~ yi se a=C. 
l 

i=l,:'. IIII.".? .. el 

o se c 1 <a<C~ 

-onde c
1

,c
2 

(c
1

<c
2
), y

1 
e y~ sac tais que: 



Cii I H : RR~l 
o 

H : RR>l 
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(III.2.2.3) 

Para um nivel de significância a, o teste UMP para tes-

tarmos (III.2.2.3) é dado por: 

onde c2 

(i i i) 

l se a>CJ 

~2 (a) = y se a=C'> 

o se a<c 2 

e y saem de: 

PH (A>C
2
) + yPH (A=C

2
i 

o 

H : RR~l 
o 

H : RR<l 

o 

(III.2.2.5) 

(III.2.~.4) 

a 

Para um nível de signific~ncia a, o teste UMP para tes-

tarmos (III.).2.5) é dado por: 

~J(a) 

l 

y 

o 

onde c
1 

e Y sao tais que: 

se a<c
1 

se a""C 
l 

(III.2.2.6) 

a 

A 

Para calcularmos as probabilidades de significancia de 



- 6 7 -

-valores de A, podemos utilizar as equaçoes abaixo, conforme Boi-

ce e Rothman [ .S J : 

" p(l) = L P(A=k) 
k=O 

com u=2b e v=~(a+l) 

M 
p(;:) = L P(A=k) 

k=a 

e 

= Pl F(u,v)>aN /(b+liN
1 

I 
o 

com u=2(b+l} e v=?a 

e F(u,v) é uma variável aleatÓria com distribuição F de Fisher com 

u e v graus de liberdade. 

III.~.3. -Testes com a população estrat:Lficada 

O principal teste para essa situação é VE~rificar se há ou 

nao homogenidade do Risco Relativo entre os estratos. Definimos en-

tão: 

R~ Risco Relativo no k-ésimo estrato. 
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Nlk NÚmero de pessoas-tempo de observação referente 

aos elementos que pertencem à subclasse no k-é-

simo estrato. 

N
0
k NÚmero de pessoas-tempo de observa~ão referente 

aos elementos que não pertencem à suhclasse no 

k-ésimo estrato. 

nk Probabilidade de um elemento que contraiu a doe~ 

ça pertencer à subclasse no k-ésimo estrato. 

E seja: 

L(RR/a) -- = 

J3B = {RR
1

, ••• ,RRK)' 

~ = (al, ... ,aK)' 

Queremos testar: 

para k=l, ... ,K 

= 

(II.2.3.l) 

' 
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H0 RR 1= ••• = RRK 

H : RR,PRR. para algum iFj 
l l J 

Sej an: 

pn - -R" .\.J,l- ..• ·- j'l" 

·' 
} 

e 

Q={ R~ tal que R~E(O,ro) para k=l, ... ,K} 

-Aplicamos entao o teste da razao de verossimilhança: 

À (a) = 

sup L(RR/a) 
RRd1 ~ -
- o 

dadas por: 

L = 

sup L(Jl.R/a) 
JlR Efl -

Em Q as estimativas de m.v. para R~(k=l, ... ,K) sao 

A 

R~ = para k=l, ••. ,K (sendo b =H. -a ) • 
k k ll 

Sob i1 0 ( tor.1u.nCo RR 
1 

= . . • =RRK=RR) , temos que: 

K 
rr 

k=l 
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Aplicando logaritmo em L obtemos: 

tnL "" + 

+ 

~ t (~) 
k=l n '\: 

+ 

+ 

Derivando em RR, obtemos: 

d.Q.nL 

dRR 

K 
E 

k=l 

K 
E 

k=l 
+ 

{RR) 2 

+ 

+ 

K 

k~laktn(Nok/Nlkl 

Quando substituímos o valor de RR obtido igualando a pr~ 

meira derivada a zero na expressão da segunda derivada, obtemos 

um valor negativo. 

1 
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" -Consequentemente RR ser a a solução positiva de 

r "k 
k~l 

~O (III.2.3.2) 

Para resolver (III.?. 3 .~), Boice e Rothrnan [ 5 ] , propus~ 

" ram uma estimativa inicial para RR, dada por: 

E -~lnÀ{~) sera dado por: 

K 
-2 E 
k~l 

e por Wi lks 

M. ~ oo • 

+ 

og. 419, sob li , 
> o 

+ 

RR ·)lj (III.2.3.3) 
RR+Nok/Nlk 1 

L 

~ 'C' 
I K-1 quando 

Portanto para grandes valores de M., rejf~itamos H
0 

para 

um nível de significância a se: 

tal que P(x~_ 1 ~c) =a. 
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III.2.!.2. 

Doll c Yii.ll [ ll]) . 

.-..;;ltro (:autores Srit3nico.s, no :.1erÍodo de 1'):;1 <\ l')(il. 7\s 

']ou torcs 

:1UD1cro total de pessoas tem~o de obscrva.çrio como tal'iliÔm o número de 

mortes por doenças das coronárias. 

'i'abe la 4-Casos 
e nao 

de mortes e11tre doutores 
fumantes de cigarros. 

Britânicos fumu.ntes 

·------

fumantns não- fur~an tt~s 

idade mortes pessoas-anos mortes pessoas-unos 

4S-54 104 43248 12 lfJG73 

55-64 206 28612 28 5 710 

65-71 186 1266 3 28 2585 

75-84 102 5317 31 146 2 
--------~-

fonte: Doll e Ilill [11] 

Procuramos então verificar se há ou nao homogenidade sig-

nificativa do Risco Relativo nos estratos. Para tal aplicamos o tes 

te (III.2.3.3) e obtemos os seguintes valores: 
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~ 

RR = 1.345 

-2Q.nÀ (a) = 6 •. ?SS 

A probabilidade de significância para o ponto acima numa 

x 2 com 3 graus de liberdade deu-nos O .099, portanto há pelo menos 

uma diferença significativa entre os estratos formados se conside-

rarmos qualquer nível de significância acima de O .0~19. 

III.2.4.2 -Casos de cancer de peito e pessoas anos de 

observação para mulheres com tuberculose repetidamente expostas a 

mÚltiplos raios-X fluoroscópicos e mulheres com tubE~rculose e não 

expostas (Boice e r-1onson [ 4 ] ) . 

O artigo menciona um estudo de Segmento feü to com 176 4 p~ 

cientes do sexo feminino internados em dois sanatór.i.os de Hassachu-

setts entre 1930 e 1954.Neste per!odo 1047 mulheres receberam tra-

tamcntos com raios-X fluoroscópicos enquanto um qrupo de comp~ 

ração de 717 mulheres com tuberculose receberam out:r-os tratamentos 

que não requeriam fluoroscopia, e foram computados !1.0 perÍodo os 

casos de cancer de peito. 

Na tabela 5 é apresentado os casos de cancer e o -numero 

de pessoas tempo de observação tanto referente às mulheres expo~ 

tas quanto àquelas não expostas. 

Tabela 5-Casos de cancer de peito 

em mulheres com tuberculose ex-

postas e não expostas à radiação. 

Exposição a Radiação 

Sim Não 

Casos 41 15 

Pessoas-anos 0 3010 19017 

fonte: Boice e Monson [ 4 ] 
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O teste de interesse neste exemplo é verificar se exis-

te uma associação positiva(RR>l) ou não entre a aplicação de rai-

os fluoroscÓpicos e a obtenção de cancer de peito em mulheres com 

tuberculose. 

Foi então aplicado o teste (III.?../..4) e a probabilida

de de signific~ncia para o valor observado de A{a=4l) é dada por 

p ( 1) =0. O 19, logo para um nível de signi ficância (1=0. O 19 aceitamos 

a hipótese de associação positiva entre a aplicação de raios fluo 

roscÕpicos e a obtenção de cancer de peito em mulheres com tuber-

culose. 

III.7:.5. -Teste Isotônico 

Em muitas situações experimentais podem existir razoes 

fortes para suspeitar-se que o Risco Relativo esteja ordenado co~ 

forme os estratos, como por exemplo, um crescimento conforme a i-

dade, conforme a classe social,etc. Podemos então querer testar: 

=Rl1< 

(III.2.5.l) 

com desigualdade estrita para 

Utilizando os conceitos, notação e nomenclatura de Bar

low, Bartholome~N, I3remner e Brunk I_ l J apresentamos um teste iso-

tônico para testarmos (III.2.5.l) .O desenvolvimento matemático ne 

cessário está no apêndice A.8. Na secção {III.2.0.) é apresenta-

do um exemplo e -na secçao (III.2.7.) é feita uma comparação, ut~ 

lizando métodos de Monte Carla, entre o poder do teste isotônico 
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e o do teste usual (III.2 .).3). 

- , Foi utilizada uma transformaçao para que o teste xK da 

secçao 3.:?: do Barlow et al. [ 1 J pudesse ser desenvolvido, no en 

tanto, a transformação somente será satisfatória quando (N . /N
1

.) 
01 1 

""C para todo i, e como esta situação é pouco comum na prática, 

podemos obter boas aproximações quando os C., s ,onde C.= (N . /N
1
.), 

- 1 1. Ol. l. 

não forem mui to diferentes, usando o valor comum C== (N
0

_./N 
1

,) . 

A transformação, quando C=(N0i/Nli) para todo i, é; 

z~C~n{2x/C + 2{(x/C) [l+(x/C)lJY' + l} x>O (III. 2.5. ?) 

que e monótona crescente para todo x. 

onde 

O teste isotÔnico é dado por: 

K 
xK2 = z: w. cu~- íil 2 

k=l 1 1 
(III.2.5.3) 

r- A /\ 1 

w~ Ctn{?RR/C + 2{ (RR/C) [l + (RR/C) ]}"+l} 

• A 
IJ.=C~n{2RR./C + 

1 1 

wi~b. (N
1

./N . )' 
1 l 01 

A ' 

+ (RR./Cl]}''+l} 
1 

i=l, ... ,K 

íii (i=l, ... ,K) são a regressao isotônica 

de \.l. com pesos w .• 
1 1 

e H
1 

de (III.~.5.1) é rejeitada contra H
0 

para grandes valores de 

-, 
XK 

A 
Para encontrarmos a probabilidade de significancia temos 
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K 
~ P(i,K;~)P(X~_ 1 >c) 

i=~ 

c>O (III.2.5.4) 

-e P(2,K;w) e a probabilidade sob H0 de que 

a função de regressão 0~ tome exatamente Q, valores distintos c 
l 

xi-l é uma variável aleatória tendo uma distribuição Qui-Quadra-

do com i-1 graus de liberdade. 

'rabelas para os P(ll,,K;':!_} 's s0o apresentadfts no apêndi-

ce B.l para alguns valores es~eciais quando K$4. 

O teste estatístico (III.2.5.3) deverá ser utilizado/ 

se os bi's são grandes, o que será suficiente para que os resul

tados apresentados no apêndice possam ser utilizados como uma 

aproximação razoável. 

Se, no entanto, os a. 's forem grandes deverá ser dada 
l 

preferência ã estatística (A.8.19) ( apêndice l\.8). Se ambos os 

a 's e os b. 's sao grandes qualquer elos testes poder R ser utili 
i l 

zado. 

III.~.G. Exemplo 

O exemplo consiste em verificarmos se o Risco Relativo 

de um doutor Britânico que fuma cigarro em re.la<;ão ãrp1cle 

não fuma ci0arro contrair alguma doença das coronárias 

<]úC 

diminue 
( 

conforme 0. idade .Utilizamos para tnL as 11 faixas ct?irias aprc-/ 

sentadas no exemplo (III.2.4.1) 

Temos então : 

A 

RR = 2.139 
4 

estimativa (1c m.v. do Risco Relativo na 

faixa 45-54). 
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Á 

RR 3 ~l.468 
A 

RR 2 ~l. 356 

-çno toUa C=0.227. 

chamando: 

ó.=C./C l.~i~4 
l l 

temos que 0 1=1.211, 8 2=0.399, 6 3=0.377 e 6 4=l.OJA. 

cima, 

Aplicando a transformação (A.8.23) para o valor de C a-

temos que a aproximação fica satisfatÓria à medida que ô.+l 
l 

para todo i, pois as variancias não ficam totalmcnt.e estabiliza-

das quando 6
1
:Fl, loqo os pesos não são exatamente aqueles aprese~ 

tados. 

Como os 6. acima nao ficam muito distantes de 1, obter~ 
l 

mos para este caso uma aproximação rnzoável com os seguintes re-

sultados 

~ 4.246 

~ 3. Sll 

~ 1. 331 

~ 2. 322 

n ~ 3.525 

~ 

e RR, solução de (III.2.3.<), dado por: 

A 

RR ~ 1.345 

-os pesos sao: 

pl~7.7l2 

p 2 ~7. 751 
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- ' e com os n
1 

sem ordem cresecente, logo estes serao os n~'s. 
1 

e conforme Barlow et al. pg. 136 

- pl2=0.429 

- p23=0.470 

Utilizando a tabela (13 .1.1) temos que a probabi !idade de 

significância para o valor acima de X~ e menor que 0.0~5; portanto 

para um nível de significância a=0.025 aceitamos a hipÓtese do Ris 

co Relativo decrescer conforme a idade. 

III.?.7. - Estudos de Monte Carla 

Foi feito um estudo com métodos de Monte Carla para veri 

ficarmos o comportamento do poder do teste isotônico em relação ao 

teste (III.2.3.3) .Para tal, foram gerados 500 grupos de 

nas seguintes situaçÕes: 

a=O.OS, K=3, M.=200 l$1$3 e C=7,3,5/3,1,3/5,1/3,1/7 
1 

lizada a aproximação de (b) de (A.8). 

tabelas 

sendo uti 

Foi então obtida, para todos os valores de C acima, a ta 

bela 6 e podemos verificar pela figura l{referente à tabela 6) que 

para os valores dos 1f i 's utilizados, sempre o teste isotônico e 

mais poderoso que o teste {!!!.2.3.3). 

'l 
' 
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·r21be la 6 - Valores dos 

o l 7 3 4 5 6 7 8 9 lO 

0.30 o. 30 o. 30 o. 30 0.30 0.30 0,30 0.30 o. 30 1),30 0.30 

o. 30 0.31 0.32 0.33 o. 35 0.3!S o. 37 0.3B 0.39 0.40 

'3 0.30 0.32 0.3~ 0.38 0.12 0.44 0.46 o. 48 0.50 

Pl 0.060 0.064 0.154 0.182 0.304 0.458 O,GOO 0.7GO 0.850 0.935 0.972 

p2 0.066 0,106 0.196 0.334 0.471 0.626 0,804 0.976 0,938 0.982 0.992 

(*) {P1: Por1er 
P 

2
: Poc'lGr 

do teste (III.2 .3. 3). 

do te~tQ Isotônico. 

Fiqura 1 - Curvas referentes ao!'; V('ll\Jros do ~.X-)(1or do teste isotô 
nico e do teste (III ·2 .J. 3}. 

p 

~ ~ 
A······ 

.11··· 

(!.'' 

(l;..· 

.· 

. A ./ 
~/······· 

o 
o 5 

~odGr do teste IsotÔnico. 

Po<lcr Uo teste (III .2 ,3. 3). 



,\p;;:;!Jtrr_.: 

I • , 1 
· •• _!_J 

:-:.-·, 

'J 
o 

( l't ) 
r 

' 

( ;.;, 1' ... ' 

'1' 

} '' I .·• ,' 

' ' 

' ,, ... ,' 

! ...; :-: .. 

·'•:·' 

... ' 

[ ' ' 

[,~ 

} 

n' 

(x; 

( >-.) 

80 

'' " 

; 

·} 

c 

'' 

,, 
' 

' 'J ',',! .~-: ('\ ), ' i.; 

' 'J \••: 
,...,(') 

; ·-"~ 

I.L'.: 



' 

,-["IY)]c ~ _._ , .. 

·:! I 

'.' (r: 
l1 :-c.;; 

·-- - - I ·1 · ·- I -"··11,1 .•. ,- .• ,--,.2. 
' 

'-:n<-(·1 ,. I ..• _,"-Li •. l, 'l' 

(7\.LJ.) .:~ r, • • . -
'-O ' 'Lt 



- .37 -

un :;onto interior t}c I!. 

Lor_Jo, aplicunclo o teorema aclma, 

F (Y '() --1 I mll - , G· o~~ o -j:;' ( 1 I 

e 

Var
0 

(X
1

/m
1

l = V ar ~ (~j = -T-J"(O) 

para todo O em R. 

(i1. 21 hduptação à teoria Uc Lehmann [ 111] ;Jq~J. 131\ a 1·10. 

-Pelo teorema 4. 3 de Lf'hmann [ 18] , se (U,T) sao distri 

buídas conjuntamente conforme: 

dPlJ,T 
8' v 

C{8,v)exp(8u + 
K 

r v. t. I d ( ti 
io=l J. l v u, 

(A.".ll 

dos os testes apresentados naquela secçao, para as situações: 

(li I! 1: 8(0 vs. Kl: 8>0 
o o 

( l' I H i: 0>8 vs. K'. 0<0 
o l" o 

(?I H2: e' e 1 ou AJ.0
2 

VS. K'): o < ,l < 0 
l 2 

( 3 I II 3 : e
1 
{O~e 2 vs. K-:.: 8<8 1ou 8>02 

J 

( 4 I H4: :t =·J vs. l(4: 01'0 
o o 

-ser ao sempre UHPU. 

Quando T=t, u -e UDil. variável uni -c1imens iona.l c pelo Lema 

.'\ do capitulo 2 de Lellmann [v1] , a distribuição condicional de U 

. ! 
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ct (8)exp(8u)d (u) 
vt 

que é uma famÍlia exponencial. 

(A.2.2) 

Se queremos testes para 0 nas situações acima, novamen-

te por LAhmn.nn secçao (4.4) teremos os mesmos test.es quando uti-

lizamos a distribuição (A.2.1), sendo que para as situações H
1

, 

Hi e H2 os mesmos serao sempre UHP, enquanto que para as restan 

tes estes serao sempre UHPU. 

Considerando então a função distribuição de probabilida 

de definida em (II.l.l), se chamarmos para K=l : 

e~tnl~l 

v 1 ~~n[p/ll-p 2 )] 

u=x l 

t=x +x 
1 ~ 

c(e,v
1

) 

logo (II.l.l) fica reparametrizada conforme a distr.ihuição (A.2.1) 

e consequentemente podemos aplicar todos os testes da secção (4.4) 

de Lenmann para 8 (equivalentemente para 1./J pois a 1:ransformação e 

monótona crescente), Em(II.2.} apresentamos os tes't:es referentes as 

situações H 
1

, H}. e H 
4 

respectivamente, devido às mesmas serem as 

mais usuais na prática. Se tomarros a distribuição condicional de 

U dado T=t obtemos a função distribuição de probab:ilidade definida 
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em (II.l.2) que é da forma (A.2.2) podemos verificar reparame-

trizando (II.l.2), ou utilizando o Lema R do capítulo 2 de Leh 

mann), logo os testes apresentados na secção (II.2.) para A, se 

considerarmos a função distribuição de rrobabilidude (II.l.~) se 

rã o sempre UMP para as situações H 
1 

e H]_ c u~1PU para a si tua-

-çao H-1. 

Considerando agora a função distribuição de probabilida 

de definida em (I I. 3. 3) com llik =":J para todo k, se chamarmos para 

um K genérico : 

v.•ln[p,./11-p,.)J] 
1 ~l ~1 

K 

u==.~lxli 
1-

t. =x
1

. +x
7

. 
1 l -l 

C(G,v)• 
K n 1 . n,. 
f[ (1-ol.) 1.(1-p.).) ·-l 

i=l - l ,_]. 

I( (. n 1 . )/ n,. ) d =TI l.jd. 

v(u,t) \ 
i=l xli x2i 

COJTI i=l, ... ,K 

temos que (!!.3.3) fica reparametrizada conforme (A.2.1) e similar 

-
mente ao caso anterior, poriemos obter todos os teste r; ria secçao 

(4.4) cte Lehma.nn, no entanto são o.pr.:õ:o;contac1o~ os b:stcs para as 

- . . - . l' .... . l . -si. tuaçoc s maJ.. s us ua 1 s na pr a. tJ.. c a. 1\o tomarMos u ~_ 1 :; -..rl.Jul c;: ao con-

diciona.l de tJ du.do T=t, utilizando o L0mi1 3 do canítulo 2 de Leh~ 

mann, verificamos rrue a üistribuiç:l.o resultante é r1a forrrta(l\.2.'2), 

lü<JO conforl'le a secção (4.4) de Lchn1ann, os testes nprc·~;c:ntrH1os em 

(II. 3) seáí.o scr;1nre T1!1P pa.r:-1 as situnçÕ0s n
1 

o Hl ,.., Tl!'-1DT_T ~il.r.-:t a 

sit11ação n
4

. 

• 
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(A. 3) - Equactonamento da raíz de X. 

Temos que X definido em (iii) de (II.l.) para grandes va 

X {n
2 

-m
1 

+X) 

in
1
-xi im1-xi 

(A.J.l) 

Desenvolvendo (A.3.1) obtemos: 

1~-11x'+ + 

e as raizes para ~#l serao dadas por: 

podemos escrever, 

logo, 

~{; ( + + 

~ o 

)} ± 
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± [{H n 1 + n~ 
+ ml + nl)}' 

ml nl ~ J "'l 
~-1 ~J-1 f 

se chamarmos 

{; ( "1 + n~ 
+ + 

nl)} a ~ ml 
~-1 

' 

b =[{; (n 1 + n:> 
+ + nl)}' 

mlnl~Y' 
ml 

•b-1 1);-l 

temos que 

(a) b>O 

(b) quando a~O então W<l nesse caso a 2< b 2 e como 

b>O, logo b la I e r~a + b ~ b - la I. 

(c) quando a>O e 1/J>l temos b 2<a 2 e como b>O ,logo b< I a f 

e r=a- b = lal - b pois para r=a + b,r>min{n 1 ,m1 l 

e quando ~;< l temos b 2 >a" c nnssc caso devemos to-

mar como r aí::: r=b - la]relo mesmo motivo acima. 

Portanto por (a) ' (b) e I c l poilemos escrever: 

r ~ li ai bj 

{A.4)- Equacionamento de E(x
11

/ljJ) para i=l, ... ,K. 

çao de 

Por (i) de (II.3.2.) temos que E(X
11

/W) deve ser a solu 

E(Xli/~) {n2i-mli+E(Xli/~)} 

{nli -E (Xli/ljJ)} {mli -E (Xli/ljJ) } 

l 
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' 
Para 1~Fl e um i generico se chamarmos X=E (X li /1/J) , n 1 =n 1i, 

n 2=n
2

i e m1 =m
11 

e utilizarmos o que foi mostrado ern (A.3) 1 temos: 

+ + 

onde ABS: módulo. 

m
1

.n
1

.w 
' ·' 
1/J-l 

)} -

(A.S) - Aproximação normal para a Hipergeométrica. 

Sejam n 1 ,n~ c x
1 

inteiros positivos e supomos que eles 

tendem para infinito talque: 

+ t + p + q !)<t,p,q<l 1 

onde h 

então ) - M{x) 

onde O(x) e a função densidade de probabilidade de uma N(0 1 1). 

{A.4) - Situações onde nao temos raíz positiva para o estimador de 

m.v. condicional. 



- ~3 -

(A.6.1) -Situação de uma Única tabela. 

Essa situação refere-se ao estudo do polinômio(II.3.~0) 

Casos a considerar: 

(i) - Quando a>O ou seja m1k>n 2k 

Temos duas possibilidades: 

Nessa situação o polinômio (II.3.20) fica da segui~ 

te forma: 

= o 

Logo teremos para o polinÔmio acima, uma raíz igual a ze 

ro e as demais raízes negativas ou complexas.Nessa situação ou pelo 

menos a frequencia observada m1k-xlk=O ou pelo menos a frequencia ~ 

bservada n 1k-xlk=O. 

Nessa situação o polinÔmio (11.3.?0) fica da segui~ 

te forma: 

a+? 
a +~x 

a " 
+ •.. + = o 

E teremos para o polinÔmio ucima, uma raiz igual a zero e 

o restante das raízes negativas ou complexas.Para essa situação te-

mos pelo menos a frequencia observada n~k-mlk+x 1 k=O. 

1 



89 -

(ii) -Quando a=O ou seja m
1
k{n

2
k. 

•remos duas possibilidades: 

Nessa situaç~o o polin6mio (11.3.20) fica da segui~ 

te forma: 

-a a 
b-1 

- ab-lx ~ o 

Logo para esse polinÔmio acima todas as :raízes serao neg~ 

ti vas ou complexas .Para essa situação pelo menos o·J. temos a fre'1ue~ 

cia obs8rvada m1k -x 1k =O ou a frequcncia observada n 1k -x 1k =O. 

(b) -Quando c=a ou x 1k=O. 

Nessa situação o polinÔmio (II.3.~0) fica da segui~ 

te forma: 

a+l -a x 
a+l 

a+' - a x 
a+~ 

~ o 

Para esse polinÔMio acim0 teremo;, uma raíz igual a zero e 

o restante das raízes complexas ou negativas e para essa situação p~ 

lo menos a frequencia observada x
1
k=O. 

Portanto quando temos pelo menos uma frequencia observada 

igual a zero, sempre cairemos em pelo menos uma das 4 situações ac~ 

ma e consequentemente não teremos raiz posit.iva para o polinômio. 

(fi.6.7) -Situação de K tabelas. 
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Essa situação refere-se ao estudo do polinÔmio(II.3.2tl 

Casos a considerar: 

(i) - Quando a"Ü ou seja pelo menos existe um k tal que m1k --n 2k. 

Temos duas possibilidades: 

(a) Quando c~b ou x 1 .= 
K 

'\ min(mlk'nlk) 
k=l 

Nessa sib.wç_~ão o polinômio (II.3.'1l) fica dél segui~ 

te forma: 

a -a x a 
a+l 

aa+lx -- o 

Logo teremos para o polinÔmio acima, una ra{z i<Jual a ze-

ro ~o r0stantc sendo raízes negativas ou complcxas.~lessi1 situação 

par,'J u k-ésima tabelR ou pelo menos a frcquenc_i..u_ observada rlllí -xH:. = 

O ou I?elo menos u fre(}uenci<J. observ<tda nlk -x
1
k=0. 

(b) 
K 

- Qurmdo C""'a ou x
1

• = ~ r::ax (O, mlk -n 2k) 
k=l 

Nessa situação o polinÔmio (II. 3. 21) fica ela segui_!! 

te forma: 

E teremos paru o polinÔmio aci~a, umu ruiz igual a zero ~ 

o restante das r.:1lzcs nogativJs ou co:n:;le:ms .Par.::t cs~a situZlç5:o na 

Y::-ésima tubcla dcvc>:mo.s ter pelo nenos ü frcqucnc.i.a ohscnr,'v1u n2};_ -

; ,,_ 
"-

' -t") .. :..;;:,y '.'·él ,;, 

., 
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Loso 9ara esse nolin6mio acima todas as raizes scrao nc!CJ~ 

tivas ou complexas, c devemos ter na k-ésimc:t tabela ou pelo mcno:::; a 

frcquencia observuda m
1

k -x
1

k =0 ou pelo menos a frerrucmcia observada 

(b) -- Quando c=a ou xlk =O para todo k. 

Nessa situação o polinÔmio (II .3.~1) fica da scqui!}_ 

te forma: 

a+l 
-aa+lx 

a+2 
- a x 

a+~ 

b 
- a x 

b 
o 

Para esse polinômio acima temos uma raíz igual a zero e 

o restante complexas ou neqativas e para essa situação pelo 

na k-ésima tabela a frequencia observada x 1k=O. 

menos 

Logo quando temos nas K tabelas frecruenci 21s de um mesmo ti 

po e/ou de uma mesrr1a dLl.<JOnal iguais a zero, havendo em cada tabela 

pelo menos uma fret}Ucncia nula, cairemos sempre numa das 4 situações 

acima e consequcntemente não teremos raíz positiva rJara o polinôm.io. 

(A.7) - Equacionamento da raiz q 2k para k=l, ... ,K. 
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{ -;) "<•<: 

(\-,i 1- ~;. ': 

( -=) " 
2>l) 2 lrwo ~>I; 

I,, I 'l..f-:) ~ l 

, •• ,_, ••• '_! • 

' c) )'__;,;_• \' ~ <l c. o l.( ' c 
1~ " -;.),J 

.l 

,. ' '":!l.nn. :o C'3 lx::: . ~ ., ,. 
.:1_(_) r;r c ',!' Cl, 1_ .::- _, n ·-; , " .. . 

i 

! :t) , ; ::.n 

OI:l6 tri c a e par .:i.r.~e tros (l-1r.l 
l 

l~L~K I l~j.:Sb., IJ<n. <l.Sejam: 
l 1 

tnl que 

P(A .. =a) 
l] 

A .. /b. 
l] l 

a ,,(1-,.) 
)_ l 

r( b. 

'~ij=ai) = (a +h -1) , l 1 1 a 1 .)i 
' "· (1·-oo.) 

i =1 
Cl. l l 

.1 

(~.R.1) 

c 



c tumbér:.1 

então, 

e 

- 94 -

J l l 

1)a. w.-b.l 
rr, ·(1--rr,) 

1 1 

ElA. I • TI./11-n.l • "· 
l. l 1 l 

V ar (1\. ) 
1 • 

TI./[11-n.l
2

b.J 
1 1 1 

P { I\. =-u. /L.) 
l. l l 

Pelo teorema Central do Limite, 

L 
lb."IÃ. - ~ 1 . I 

1 1. b' -H,o 
1 

Definindo, 

S. •A. IN
0

./él
1

. I 
l _l. l l 

N(O,a~} 
1 

EIS. I 
1 

)!, (H ./N
1

.J = :rm
1
. 

l OJ. l 

Var(S.) = (H .;:·r
1

.) ~o:/b. 
l Ol l l l 

= IN ./111. l 2
rr .1[11-" .l'b.J 

01 1 J. l l 

tal que por (A.B.S) e {1\.3.::?), 

PIS. =s. I 
1 1 

P (i\. =a.) 
.1. • J._ 

"! 

l/\.~.21 

IA.8.31 

1! •. 3.41 

lh.3.51 

(2\.:=).6) 

l/\.3.71 



' 
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( 
r1. -lx RR )a. ( /N )' ~ . l N . 

1
. l 

= a. RR.+N ~/N 1 . RR.~~ ./~l' 
~ l Ol l l Ol l 

e consequentemente 

K ci-Á RR. Ji ( N /Nl j'i P(S=sl = n 
i=l ai RRi+No~/Nl. RRi~~oi/~1' 

onde s = (Sl, ... ' s I ' K e s = ( s 1' ... ' SK) 

Portanto para maximizarmos H 
o 

(1!!.2.5.1) é equivalente a maximizarmos (III.2.3.l). 

(A.3.8) 

(A. 3. 9 I 

e H1 
Já que os 

de 

1-::::i.::::K são assintóticamente normais com médias RR. e variancias dadas 
l 

por (A.8.7), testar H
0 

vs. H
1 

ele (11!.2.5.1) é(assintóticamente) e-

quivalente a testar a i..rrualdade de K médias de norTTlnis contra uma al 

ternativa ordenada.Existe, contudo, um problema adicional para ser 

resolvido, pois as variancias d.cpcndem dos n 1 ' s. 

Para a i-ésima variável a transformação 1uc estabiliza a 

-variancia e 

(A.8.101 

e os z
1

, l~i$K , (por Wilks[ 27 ]pg. ~59) sao assintóticamente normais,. 

tal que para b. grande a distribuição de Z. pode ser aproximada por: 
l l 

(A.8.lll 
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onde 

I;.=C.~n(2RR./C. + 2((RR./C.) [l+(RR./C.)l}V2 + 1} (A,q,12) 
~ ~ 1 1 1 1 1 1 ~ 

Ç~=(N ./N
1
i) 2(1/b.) (A.8.13) 

1 01 1 

Desde que a transformação (A.8.10) é contínua, um a um e 

monótona crescente,então, quando c
1

=c para todo i, a ordem em H1 

de (III.2.s.l} é preservada sob ela e, conforme Barlow et al.(l972 

secção 3.2), o teste isotônico para (III.2.5 .1) é rejeitar para 

grandes valores de: 

onde 

~ ~ ~ 

w= C~n(2RR/C + 2((RR/C) [l+(RR/CJ]Jll2+ 1} 

. w.= 
' 

·* 
~i sao a regressao isotônica de 

~ 

C~n\ORR. /C 
' 

b,(N
1
./'l .) 2 

l l. 01 

A " e RR e a soluçiio de (III.2.3.2) e RR,=a.n ./(b.N
1
.). 

1. J_ o.t _t t 

(J\.S.14) 

(A.3.15) 

(J\.8.16) 

(J\.8.17) 

(.;.8.18) 
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(b) - Se os a. , 
l 

l.5i~E são granües, de maneira análoga ao ítem an-· 

terior, o teste isotônico é rejeitar H
0 

vs. n
1 

de (]CII.?..S .1) pa

ra grandes valores de : 

onde 

K 
r c·· " P. n. 

i=l l l 

p, -a, (N ./N1 .)1 

J.. 1. Ol l 

f\- (l/C) ~nUC/RR + 2 ~C/RR(l + C/RRI] V• + ll 

. n.= 
l 

A A 

Ai sao a regressao isotônica 

dos ~i com pesos p
1

. 

A 

(l/C)~n{2C/RR. 
l 

+ C/RR' I l •tz + l} 
l -

e RR c RRi' l~i~K sao conforme (a). 

(A.S.l9) 

(A.8.?0) 

(A.~.2l) 

(A.~.22) 

(A.3.23) 

(c) - Se ambos os a,, l.{i~K e os b. sao gramles, tanto (A.8.14) 
l l 

quanto (A.8.19) podem ser utilizados. 
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AP~NDICE B 

(B.l) -Alguns valores de P(t,K;w)e tabelas com valores críticos 

Corno foi mencionado em (III.2.5.) P(~,K;~) é a probabil~ 

dade sob H
0 

de que a função de regressão íif tome exatamente Q, valo 

res distintos, e conforme Barlow et al. pgs.l40 e 141, 

onde 

para K=J 

P(l,3;w) = l/4- (l/2rr)sin-1 pp 

P(2,3;~) = 1/2 

P(3,3;w) = l/2- P(l,3;wl 

e para K=4 

P(l,4;w) = 1- P(3,4;w) 

P(2,4;w) = 1- P(4,4;w) 

P(3,4;wl = 3/B + ll/4n) (sin" Pp_ 3 + sin-
1 

Pnl 

P(4,4;w) = 1/~ + {1/41T) (sin-1 r12 + sin-1 p23 J 
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Para obtenção dos P(t,K;w) 's e de valores crÍticos de 

-, xK' apresentamos a seguir quatro tabelas (B.l.l a B.l.4) para al 

gumas situaçÕes particulares. 

As tabelas D.l.l e B.l.2 são de valores críticos de 

-, A 
xK referentes a níveis de significancia(a) de 10%, 5%, ~.5%, l%e 

0.5% , sob a hipÓtese H de (III.?:.S.l) quando K=3 e K=4 respec-
o 

tivamente; 
. -, 

a tabela B.l.l apresenta valores crlticos de x3 
tabu 

lados contra o coeficiente de correlação pl7. e a tabela B.l.~ a

presenta os valores crÍticos de X~ tabulados contra os coeficien 

tes de correlação p
12 

e p
23

, com a condição de que p{
2 

+ p
2
2

3
.:%1 

A tabela 8.1.3 apresenta os valores críticos de X~ pa

ra K~3(1)12 referentes a níveis de significância(a) de 10%,5% 

2.5%, 1% e 0.5%, quando os pesos são iguais para as. K tabelas. 

A tabela B.l.4 apresenta valores de P(~,K;w)para K,~ = 

~(1)12 para situações de pesos iquais nasK tabelas. 

obs. Quando utilizarmos a aproximação definida em (b) de (A. 8) 

vale tudo o que foi apresentado acima, apenas sendo neces -

sário substituirmos os p's no lugar dos w's e os n's no lu-

gar dos JJ's. 

Tabela n .1.1 - Valor<?:> ' .. de -? 
<:Tl .... lCG.S X3· 

-p\0 M '·' 0,? o.; "" O.> 0.6 O? o.< "" l.(l 

("' 
2.9~2 2.SSS 2.816 2.742 2,6<>-1 uso 2.4~6 2.379 1.251 1.0~0 1.642 

om 4.23! 4.1~8 4.081 4.001 ] 914 ),820 1.715 3.591 3.446 3.245 2.706 
~ 0.025 S.SJJ $.459 5.J7S 5.291 DOO 5.098 ~-9~'i 4.SS1 4.689 U6'i 38~1 

0.01 7.289 7.208 7.!22 7.030 6.932 6.822 6.700 6.556 6.371 6.130 5.41.3 
0.005 8.628 8.543 8.455 8.360 S.2'i8 8.!46 8.016 7.86.'i 7.677 7.4!) 6,635 

foatc: "Sarlüí·l et ill. [ l J . 
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'I'abcla 3.1.2 Valores críticos c1e X' 4 • 

-.o., o 
0.0 O.> O.> 

-p·~ 
~----------

" OA o' o .• o; 

o o( 
o.• 4,010 
0.05 5.435 
0,025 6.S61 
0,01 8.7~6 

0,005 10.171 

''( 
,_, 3.952 J.B91 
0.05 5.172 S.JOS 
0.1125 6.794 6.724 
0.01 8.676 8.601 
0.005 10.098 10.020 

,,( ,_, ],89J 3.827 3.15B 
0.0) 5.307 5.2.15 S. IM! 
0.015 6.725 6.649 6.HO 
0.01 8.602 8.522 8.437 
0.005 10.011 9.9H 9,851 

o;( '' Ull l.7ó0 J.MS ).606 

o.os S.2J9 5.162 5.0~0 4.993 
0.025 6.651 6.571 6.4H4 6.191 

0.01 8.S25 8,4.18 H.H6 M.246 

0,005 9.942 9.851 9.756 9.653 

"( 
O.> 3.765 ].6~8 l.ó07 3.51~ 3.421 
0.05 5.166 5.083 4.994 4.89~ 4.191 
0.015 6.575 6.486 h.J92 ó.lRQ 6.1H 
a.ot 8.442 8.348 H.l47 ~.ll7 a.Ol4 
0.005 9.BH 9.758 9MJ 9.H9 9.411 

''( '' ].695 J.610 j,521 ].42) l,lll ).187 

0.05 5.038 4.997 4,898 4.791 4.670 4.528 

O.OH 6.491 6.194 6.289 6,\ 7l 6,04] 5.891 
0,01 8.152 8.24~ B. 116 8.01 J 7.SIJ 7.709 

0.005 9.761 9.654 9.5l"l 9.409 9.264 9.092 

o o( 
O.> J.~l7 UH l.4l2 J.JlO 1.1 ~J l.Oll 2.Hl7 

O.Ol 5.002 uoo 4.7~9 4.Ml 4.H4 4 154 4.1n 

O.Ol5 6.19~ 6.2H9 6.170 6.0)3 j ~~" l.70l j 4ól 

0.01 ~.25 I 8.1H ~.008 7.~1>7 7.70) 7.504 7.244 
O.OOl 9.656 9.llS 9.404 9.256 9.085 B.S77 H 604 

"( 
O.> 1.530 JAn J.JO!i 3172 3.017 UH l llO 1.9M7 

0.05 4.904 4.787 4.6H 4.510 4337 4.11 ~ l 801 l.IJ7 

0.015 6.291 6.166 ~.017 j: ~70 $.681 5.441 5.100 4 ]46 
0.01 ~.IH 8.002 7.854 7.6~4 7.4Xl 7.121 6.8411 ~.000 

0.005 9.514 9.195 9.242 9.Ubl 8.85] USI ~.1 ~J 7.179 

o•( 
'·' 1.427 3.296 l.lll 2 9~ I 1.770 2.4 7) 1.642 
0.05 4.n7 

·~ 
4.48) 4 29< 4 016 ).715 2.706 

0.025 6.lfil 6.011 Hl8 5 634 5.375 4.999 J.B.ll 
0.01 7.994 7.832 7.6•P 7.417 7.\46 6.734 5.412 

0.005 9.385 9.217 9.025 U9l 8.500 '-"" 0.635 

o•( 
'' 1.291 1.110 2.897 2.1>21 2.1M 
0.05 4.63! 4.4l2 4.195 .H~l 3.351 
D.OZ5 ~.990 un 5.521 S.l ~1 4.591 
0.01 uo~ 7.'.77 7.)03 b.9JJ 6.277 
0.005 9.1~1 8.9~8 8.661 U"ll 7.576 

'o( 
"·' 2.9H 
o.os 4.231 
0.025 5.531 
0.01 7.289 
0.005 K.b28 

fonte: :sarloN et al. [ 1 J 
'!'o.bela B .1. 3 Valores críticos de 

-o 
x;~ para pesos 

'c 

' ' o • '" " " 

('' 1.5~0 3.187 ~.636 3.994 4.289 4.542 4.761 4.95b 5.1 lO 5.288 
o.os 3.820 4.528 5.049 S.4b0 5.800 6.0~~ 6.339 6.%0 ó.758 6.937 

" 0.025 5.098 5.891 6.471 6.918 7.304 7.624 7.901 ~.145 B.lôl 8.%1 
0.01 6.822 7.709 8.156 8.865 9.1H 9.639 9.946 10.216 10.458 10.676 
0.005 8.1-<6 9.09! 9.7B4 IO.J27 10.774 11 15.1 1\.480 11.767 12.025 12.257 

fonte I3arlow et al. [ 1 l 
J 

~-.1 p 

''HTRA.l 
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Tabela B.l.4 Valores de P (9. ,K,,_v) para pl~sos 
i quais. 

' ' ~----c---:------:'--
2 l b 7 

--------------- ---------, 
a 9 10 11 12 

' 0.50000 O.JJJJJ 0.2SOOO 0.20000 0.16bó7 0.1~186 0.12~00 0.11111 0.10'-"XI 0.0\1091 O.O~lJJ 

' 0,50000 0.50000 0.458ll 0.41667 0.18056 0.3511110 0.11411 0.10198 0.28290 0.2&627 O.Hióó 

' 0.16667 o 25000 0.19167 O.J\150 0.12221 O.JHó9 O.l25Sl O.lHI6 0.11950 O.l1S07 • 0.04167 0_08Dl 0.11806 0.145~1 0.167~8 0.18542 0.19941 O.liOóB 0.21974 

' 0.00833 0,02081 0.014/2 0.(4861 0.06186 0.01422 0.08S6l 0.09602 • 0.00119 0.!1~17 ll.00799 0.01250 0,01744 0.02260 0.027K~ 

' 0.00020 O.(I()O(i9 O.OOJSO 0,00260 0.001% O.OO:lll 

" 0.00002 0.00010 0.00024 O.OOIJ45 o.ooon 
' 0.00000 0.00001 0.00001 0.00007 

" 0.00000 0.0000) 0.00000 

" 0.0000) 0.-

" 0.-

fonte '3arlow et al. [ l J-

C3 _ 2) ·- Fluxograma e prosram.:t referentes .:to .'--1on te Carlo. 

0 ~Jroqran.:l utilizo subrotinas ci.o r1sr. ( I:. ;·r:~ T:ti i\ 'l'l Cl ;_-_J]\j-' 

:m':'I-lEi'!l\'I'ICli.L & STl\.TISTIC.'\L LII3J.:.li.RIES ) para obtençã-:1 do.:; ~1robct!..ii 

lill.J.dcs de significancia e para obtenção da rô.Iz do polinÕ:llio 

{III.2.3.2) _ nas gerações das tabelas foi utilizado o. função P,A;-~ 

e:-d.stcntc:: na biblioteca de PORTRAN IV. 

(B.2.1) -Fluxograma. 



Leitura dos 

valores fi
xos. 

ICONTl = O 

ICON'l'2 = O 

Gerar um va
lor de casos 
expostos er.~ 

cada tabela. 

Obter os coe
fies. do pol. 
(III.2.3.2)em 
cada tabela. 

Obter um va
lor inicial 
p/a raiz de 
(III.2.3.2)em 
cada tabela. 

Obter a raíz 
de (III.2.3.2) 
em cada tabe
la. 

1 
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t 
Obb3r a::; es-
tir:tativas de 
m.v. isotôni 

·-c as 

há 
violação? 

'I 

Obter o valor 

de(III.2.3.3) 

Obter o valor 

de(III.2.5.3) 

Obter os 

P(.ll.,JiW) ' s . 

Obter a prob. 
de significa!!_ 
cia de 

(III. 2. 3. 3) 

t 

~ 

s recalcular 
as estima-
tivas de 
m.v. isot. 



Obter a prob. 

de significan 
cia de 

(III.2.5.3) 

~ prob. 
de s_ignific. 
de (III.2. 3. 3 

( a 

N 

É prob. 
de signigic. 

e (III. 2.5. 3 

N 

~ n9 de 
tabelas gera 

das ~ 500 -

s 

s 

N 

(B.2.2) - Programa 

1 
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ICONTl 
ICONTl + 1 

ICONT2 = 

ICONT2 + 1 

s ' Íll' 

P 
1 
~rcoNT1/500 

P 2 ~ICONT2/500 

r 

Eir P 1 e 
. 

onde : 

P
1

:Poder do teste (III.2.3.3) 

P '):Poder do teste Isotônico. 

a :nível de significância. 
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0IM[NIION XN1(5) 0 XN0(5) 0 M(5) 0 P(5) 0 NA(5),NB(5l 0 RRI5) 0 W(5), 
•ZMii),TQT(5),T!(SJoT2(5) 0 PV3(5) 
DOU~L~ PRICISION Y 

C9MMON U(S) 
~XTidHIAL F 
UU lúOV II::t1 1 11 

'(;:{:1,5 

iCOt-4T~i=O 

!CfJ~TS=O 

H-:=4 
15•3 

L~IT0H~ DOS !lADOS 
HtA&(li,~2)SlG,K,~T 

1.2 fUR~A'ICF5.1,I2,15) 

00 2 1=1 1 K 
REA6(IE,t)XN1(l),XNO(!),M(I) 0 P{l) 

4 FORMA1(2F9.2,14,F5.2) 
WRlTE(lS 1 37llrXNl(l),XNO(I),M(l),P( [) 

17 fQRMAT(30X,l2,'A.' 1 1~,'~ARELA 1 1 1X 1 2f9.2,14,F5.2) 

TOTflJ=XNl(IJ+XHO(I) 
2 CllNTl•UE 

úO 14 lM:1 1 NT 
UU i: L:l,~ 

NA(L)•O 
1 NBILJ=Q 

UO li I=t,K 
GEBAH Mlll UNifORMES 

DO i J:l,HI!l 
i•l<AtH YJ 
IPIY.GT.P(l)) CO TO 27 
NAUJ=HA(IJ.l 
GO TU 5 

27 NB(l)=NB(l)tl 
s CIJNTI~UE: 

CALCIILLJ OUS COEFICif_N'I'ES DO POLINlNIO 
NA.TsV 
;-!!1;;E)" 

00 li L=l,K 
NATsNAT+NA(L) 
M"';MMt!~(L) 

& CONTINUE 
U(l)=fLUAT(NAT~MM) 

O(~l=tXNO(!)/XNI(l))*fLDAT(NAT••C2J•M{l))t{Xd0(2)/XNI(2J)O 

•fLO~T{HAT•M(1)•1'(3))+(Xrl0(3)/XN1(3))*FLUA1(~AT-M(t)-M(~)) 

0(3j=lXN0(1)/XN1(1))*{XNU(3)/XN1(3))*VLUA1(NA·r•M(2))+(XNU(1)/ 
lloXlll ( 1}) *CXl·JO ( 2) /Xt!l ( 2)) *FLUAT (NAT•H ( 3)) + ( X!JO( 2) IXNl ( 2) }11- (XtJlJ ( 3) I 
•ANJ(J))*FLOAT(N~T•M(l)) 

U(qJ:fLOAT{NA1) 0 (XftU(!)/X!l!I!)J•(XNO(•JtXN!(2))*(XNU(3)/XN!(l)) 
CALCULO U~ UMA ESTIMATIVA l!~ICIAL PAHA A RAIZ 

Sl=O • 
.:;:l=o. 
LJO 7 J:l,K 
S!=S!o(fLOAT(NI(I))oX~O(l))/TDT(!J 

S2:S~+(fLOAT(N8(l)l*XNl(l))/TOT(IJ 

7 CON1flt-.UE 
HR~a:Sl/.S~ 

I::llCUNTH~H A RAIZ 
302 A~HH~-U.l•RRE 

ti•Ht-~t::+O.,l•~Ht. 

NSI'>=4 

'1 



\ 

MAXFN:100 
EPS•O.OOO! 
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CALL ZHRENT(F,EPS,NSIG,A,6 1 MA~FN,I~i~) 

l~(IER.IO.O)GO TU .301 
If(IER.EO.t29JGO 10 301 
liPE=-B 
GO 1·0 302 

C CALCULO DÃS ESTIMATIVAS I50TONICAS 
301 oe • L•!,K 

RR(t)•(FLOAT(NA(L))oXtiO(L))/(FLOAT(NB(L))*XNI(L)) 
XPR•J.*SURTI(RAILI•XNI(LJ/XNO(Lll*•ZtiHHILI*XIl(Ll/XNO(L)J) 
ZM!Ll•IXND(L)/XN11LI)*AL0G(I.t(2.*XNI(L)*RA(L))/INO(L)+XPR) 
~ILt•!LOATIUBILIJ•IXNIILI/XNOILJl**Z 

8 CONIINUE 
XPR•l.•SOR!((RRE•XNI(KJ/XNOIK))**Z+(HREoXNl(K)/XNO(K))) 
Zo!X•oiK)/X~liK))*ILQG(l.ti2.•XNl(K)*RREI/XNO(K)+XPR) 

C VERiflCACAO SE HA VlULACAO 
J•l 
L•J 
I~(ZM(J).LE.ZH!21) GO TO 200 
ZMI2)•1WIJJ*Z"IJitW(2l*ZMI2JJ/I•IJJ+WI2JJ 
ZNIJJ 0 ZMI21 
IFI7M(2).LE.ZM(L)) GO TO 203 
ZM(LJ•IW(J)*ZM(J)+W(ZI*ZM(2ltW(L)*ZM(L))/(W(J)+W(2)+W(L)) 
ZN(2J•ZMILI 
Z•IJl=ZMOJ 
GO 10 203 

200 lf(ZM(l).LE.Z•IL)) GO TO 203 
ZM(L):(~(2l*~M(2)oW(Ll*ZMCL))/(w(2)+w(L)) 

Z•C2l•ZM(Ll 
IFIZ"IJJ.LE.ZMI2)) GO TO 203 
Z~lJ):(W(J)•t~(J)+W(2)*ZM(2)+~(L)*Z:~(L)l/(~[J)+W(2)+W(L)) 

ZMI<J•ZM(J) 
z•tL)•ZM(2) 

203 ,::,$:0. 
C CALCULO Dü CHI•QUADRADO DO M!ETTIN~N 

DO 11 L•!,~ 

T!(L)•HRE•FLOAT(M(L))/(FLOAT(NA(L))o(HRK+XND(L)/XN!(L))) 
T~(Ll•FLOAT(MILll*CXNO(Ll/XNIILJ)/(FLOAíiNB(L))*IRREtXNU(L)/ 

•X!HfL})) 
Tl(Ll•fLOAT(NA(L))*ALOG(Tl(Lll 
T21Ll•FLDAT(NB(L])*ALOG(T2(L)) 
SS•SS+TliLitT21L) 

11 CON1J'lNUE 
QUIM=-2.•SS 

C CALCULO DO CHI•QUADRIDO ISOTONICO 
.ss=•· 
DO ll L=1 1 K 
~S=$S+W(L)*(ZM(L)-Z)**2 

12 CONTli"'UE 
QUUU•SS 

C CALCULU D'S PROBABILIDADES DE VIOLACAO PAkA ~=3 

HUtl:((W(!)oW(3))/((W(l)oW(2))o(W(2)+0(j)))) 
RUll••SQRTIROI21 
Rül2=AS!N(R012) 

PV311)•0.25•0.!59!5491•R012 
PV3(2J:0.5 
PV313l•0.5•PV311] 

C CALCLILO DAS PROBABILIDADES DE SIGNifiCANCIA 
Df'o&LOATI K•ll 



CALL ~UCH(QUI~,GF,PP,IERJ 
Pl-llsl.•PP 
Pl.so=u. 
t>U tJ L=1 1 K•1 
Vf=FLuAT(L) 
CALL ~DCH(~UISO,DF,pP,IEk) 

PlSo:PISOt(l.,•PPl•PVJ(L+l) 
13 CUNTlNUE 
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COMPAHACA~O COM O hlYEL DE SIGNIFICANCIA 
IF(PMl.L~.SIGl 1CQNTM=ICUNTM+1 
lf(PlSO.L~.SIG) !CONTS:tCONTStl 

14 CUNTlNU.t. 
PMlaFLOAT(!CONT•JifLOAT(.TJ 
PlSO=~LOATCICONTS)/FLUAT(NT) 

XL1~=PM1•1.96~SURTCPMI•CI.•PMI}/FLUATLNT)) 

XLS~=~MI+l.9ó*5YHT(?MI*(l.•PMI)/fLOAT(~'f)) 

XLIJ=~lSU·1.96•5~Rt(PI~D*(1.·PI50J/fLUAT(NT)) 

A.L;:,l =f' l.SU+ 1 .. 96•ôYK1' { PI.5n * ( 1 • •P I.sü) /FLiJA'f C N'l')) 
wRU'EOS,25) 

25 f0Hf4A1(5(/),30X 1
1 PODER iHET .. ',3X,'INT!'.HV., 95%',7X, 1 PUDf':R ISOT., 1 ,3X 

* '!NTt-:HV. 95% I) 
WR I'J'E ll~, 26) PIH, XLI."1, XL;;~l, PISO, XLI I, XLS I 

26 FOR~AtC)1X,F6.4,5X,F6.4 1 3X,F6.4,6X,F6.4,5X,Fb.4,3X,F&.4) 
1000 CUN'lliWE 

STUP 
C,N[; 

>"UNCTIUN f(X) 
CQHMUrJ D(Sl 
F•Ufl)*X**3+0(2)*X**2+D(3)*X+0(4) 
Ri:TUflrl 

t'..tllJ 

SV~ROUTINE HDCfi(CSrOF,P,IERl 
KEAL PT2 
DUUeL~ PRECISION A,Z,DGAM,EPS,~,Wl,~,zl,H~LF,ONE,TH~TEN,Tflkll 

REAL GAMMA 
HEAL Rl~fMtXrC 

0ATA gPS/1.UD-6/,HALF/S.D-11,TilRTEN/13.D0/ 1 0NE/1.n0/ 
UATA TrlHD/~33333333333Jj3333jOO/ 

uATA PT2/,lZ2222Z•2EO/ 
UAl. RINf~/~40UOUU0000011/ 

FUNC(•,A,Z)••*DEXP(I*DLOG(Z)•Z) 
fiRST EXSCU!ABL~ STATEMENT 
TESf FOR T~VALlO lNPUT VALUES 

lf (DF .GE •• s .AND• Df .LE. 2.E.5 .ANi 1 • CS .GF.. J.O) GO l'ü 5 
l.ERt:1.i9 
P=tHIJFM 
GU TO 9000 

s 1 Ln.-o 

IF ICS ,GT, I.E•!l) GJ TO 15 
to P:o,o 

Gu TO 9005 
15 lfC»f.LE.b6.J GO TO 20 

SET P:O. It- CS IS LESS THAN OR 
~ULJAL TO l0.*•(-12) 

USl NORMA[, OISTRIBUTION APPROXI~ATIUN 
FUP LARGF: U~~B~~S Of FR~EDOM 

lf(CS.LT.2,0) Gú TO 10 
X:((CS/DF)*•THRD-(ONE·PT2/DF))/SQRT(P-f2/UF) 
lf fX .GT. s.o) Gü TU 50 

. ' 
' 



c 
c 
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IF IX .LT. -11.3!3708) GU TO 55 
CALL >-DNUR (~,P) 

GO TO 9005 

20 !f IC6 .GT. 200.) GO TO 50 
A=HJ,LF *DF 
Z=HALto*CS 
C = A 
UGAM = GAMMA(C) 
~=DMA~1(HALF•A,THRTEN) 

lf fl .G~. W) GU TO 35 

INITIALI~Af!ON FOR CALCULATTON U&ING 
!NCO•PL~TE GAMMA FUNCT!ON 

IF tOl"' .GT. 25 •• ANO. CS .LT. 2.) GO TO 10 
C CALCULATE USING EQUATION NO. 6.5.29 

rl=Ot.IE/(OGAM*A) 
,..l=W 

00 25 I:~t,SO 

e=• 
•!=W1•ZI(A+B) 
JF (Wt .LE. EPS*~l GO TO 30 
W=llltWl 

25 EONTINUE 
3U p:FUNC(W,A 1 Z) 

GO TO 90<l5 
C CALCULATt: USING EUUATION NO. 6.5.32 

c 
c 

c 

c 

c 

c 
c 

35 Z 1=9NUZ 
8:1\"rÚNE 

Wl.;:i;Hll 
WõtUNE-tWt 

ElO 40 J:~2,~0 

B=8•0N~ 

Wl=Wl*B*Zl 
lf (Wl .LE. EPS*W) GO TO 45 
\li:b+Wl 

40 CONTl!JUE 
45 ~=ZI•f·U~C(W,A,Z) 

P=ON~·WIUGAM 

GO TO 9005 
50 P=l..;O 

GO !J'O 9005 

50 P=O.,: O 
IE~s:34 

'!OOU CONli'It<UE 

WAHNJNC t!~~OR - UNDERFLOW WOULD HAVE 
OCCURRED 

CALL UoRTST (IER,6HMDCH ) 
'_-:1 00;. t<E.TUf<r; 

C:N[) 

RE;AL > UNCTION 

REAL 

REAL 
• 

INHGt.R 
LrJGICAL 
DIMLNSION 

G Mt~A (X) 
SPlCIF!CATIDNS FOR ARGUMENTS 

X 
SPEClfiCOTiONS FOR LOCAL VARIABLES 

p,Q 1 P4 1 BIG1,Pl,XMlt1,XlNF 1 SIGN 1 Y1 T1 R,A,TOP, 
o~~~ra 

IriEND,IEND1,JEND2,IER,J 
MF'LAG 
P(5) ,Q(4) ,P4(3) 

COEFFICI~NTS FOR MIN!MAX 
APPROXIMATlON TO G~MMA(X), 



* • 
• 

• 

DATA 

IJATA 

DAn 

DATA 
llf1TJ 
OATA 

DAU 
DA 'f~ 

I2R = o 
>IFLlG = 
T • X 

.FALSE. 
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2.0 .LE. X .LE. 3.0 
P(l)/•51.499511t/ 0 ~(l)/H0.051976!/ 0 
P(])/•20!.4658~1/oP(0)/•!.86943945/ 0 

p(5)19.e9554609/ 
U(i)/llO.b2&292/,Q(2)/•l03.5B9783/, 
Q(J)/~b.B4!7354/,Q(4)/•IY.~2314YH/ 

APPRUXIMATIUN TO LN(GAMHA(X)), 
12.0 .LE. X 

P4(!)1.9!89JH53J/ 0 P4(2l/.Bllll32!5S•OI/, 
p4(3)1·.277092722E•O'/ 
I~IJD/51,IEND1/4/ 1 ILN02/J/ 

Xl~f/"3777777717771 

Pl/"202622077325/ 
GAM~A(XMlN) .APPROX. XINr 
GAMMA(H!C!) .APPRUX. IINf 

XMlN/"002400000000/ 
BIGI/34.844/ 

f!OST EX~CUTAHLE STATEMENT 

If (A8S(T).GT.XMIN) GO TO 5 
IER • 130 
GAM•A • XINF 
If (T.LE.O.O) GAMMA o •XINF 
Go ro 9ooo 

5 lF (ABS(T).LT.B!Gil GO TO 10 
!E~ = 12Y 
GAMMA • XINF 
GO TO 9000 

10 lf IT.GT.O.OJ GO TO 25 

MF'LAG : .TRUE. 
T :o •1 

H = AINT(T) 
SIGN = 1.0 

ARGUM~NT IS NEGATlVE 

If IA•ODC~,2.0J .EO. 0.01 SIGN = •1. 
H ;;: T•FI 

If IH.NE.O.O) GO TO 20 
!E~ = !]V 
GAMMA • XINF 
IF ISIGN.~Q.•1.D) GAMMA • •XINF 
~o iú 9ooo 

ARGUMENT IS ~OT A NEGATIVE INTEGE~ 

20 R • Pl/SINCR•PlJ•SlGN 
T : T·tl.O 

25 IF 
! = 
A = 
!F 
l • 
.;o 

JO A = 
T = 
Gu 

35 A = 

H.GT.12.0l co 
T 
1.0 

O.GT.2) GO TO 
I+l 

TU (30,35,50),1 

A/(To(Tt!.O)) 
T+l.O 

TO ~" 

AIT 

To 60 

40 

EVALUATE IPPROX!OAT!ON FOR GAMMA(T) 
T .GT. Xr<\IN 

o.o .LT. T .LT. 1.0 

1.0 .L~. T .LT. 2.0 

~. 

' 



'· 

c 

c 

c 

c 

T = T+1.0 

GO rU ~V 

<10 UO 4S J:::3 1 I 
T : T•1.0 
A :. A*T 

45 CONTINUE 

50 TOP : P(IEND1J•T+P(IENDJ 
D€N : 1-tQ(li=;rWl) 

uO ~;, J•l,IEN02 
TOP :: TOP*T+P(J) 
Dl!.N ;;:; DEN•l'tl.l(J) 

55 CONTI•UE 
'i = (TOP/DENl*A 
IF IMILAG) Y = R/Y 
GAMHA = '{ 
GO TO 9005 

60 TOP : ALOG(TJ 
TüP : T•CTOP•l.O)•.S•TOP 
T = 1.0/T 
B = T•T 
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3.0 .LE. T .LE. 12.0 

2.0 .LE. T .LE. 3.D 

T .G1'. ll..,i.i 

'i: (P4(3)*B+P4(2JJ•TtP111J+TOP 
'i • EXP(Y) 
IF IMfLAG) Y = R/Y 
GAMNA • Y 
GO TO 9005 

9000 COtlUNUE 
CALL UERTSTC•IER,6H MGA•AJ 
ÇA~b UEATST(IER,6HGAM~A l 

9005 REIURN 
f NU 

SUB8UUTINE MDNOR (Y,P) 
C SPlClFIC4TJONS FOR ARGUMENTS 

R~AL PrY 
C SP~CIFlCATlUNS FOR LOCAL VARIABLES 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

REAL 
DAU 

SQR1D2 
SOR1Dl/.707106781/ 

FIRST EX~CUTABLE STATEMENT 
P = .s * ERfC(•Y*SOR102) 
RETURN 
END 

SVBRUVTINE UERTST CIER,NAME) 

INTEG<~ 

lNHGER 
iJATI 
UATA 

DATa 

lf llCR.GT.999) 
.Lf I1<H.LT.·l2) 
!F 11'-~.~1:.128) 

IF IHVEL.LT.l) 

SPICIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
IER,NAME(2) 

SPICIFICAT!ONS FOR LOCAL VARIABLES 
NAHSET(2),NA•I0(2) 
NAMSET/5HU~RSE,1HT/ 

NAMEQ/SH ,1H I 

FlRST EXECUTABLE STATEMENT 
LEVEL/4/,IEQDf/O/,I~~/lH=/ 

GO TO 25 
GU TU 55 
GU TO 5 
GO TU 30 

PRINT tEHMINAL MESSAG~ 

CALL UGETI0(1,NIN,IOUNITI 
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IF fl~QDF.EG.1) riRlTE(IOUNIT,J5) IER,NAM~G,l~Q,NAME 

lf f1~GDf.EO.Ol riRIT~(l0UNIT,l5l l~R,~A~~ 

éO TU 30 
5 IF El€R 0 L8.64) GO TO !O 

IF t~tVEL.LT.l) GJ !O 30 

CALL UGETIO(ltNIN,IOUNlT) 
PRINT ~AkNING WITH FIX MESSAGE 

lf (l~QOF.EL).l) ~RITE(í8U~IT,40) JER,~A~EY 1 If:rl,NAM~ 

!F (I[QDf.EQ.U) ~RITE(IOUNIT,4U) !ER,iAM~ 

GJ TO 30 
10 lf lltR.LE.lZI GU lO !5 

If (L~VEL.LT.ll GO TU 30 
CALL UG~TIU(l,NlN,IUUlllT) 

PHINT WAftNING M~SSAG~ 

If fltQDf.EU.l) WRlTE(IfJU~IT 1 45) IEK,~AMEQ 1 IEQ,NA11~ 

If (lt~Df.EQ.U) WR1TE(IOUNIT,15] lER,~AME 

~U TU JO 
1S CUNfl~UE 

CH~CK FOR UE~SET CALL 
DO 20 1•1,2 

lf (NAHE(I).NE.~AHSET(l)) GQ TU 25 
20 CONTl•UE 

L~VOLD = LEVEL 
LEVEL • leR 
lEH • LEVOLD 
IF ILEVEL.LT.O) LEVEL = 4 
!F (LlVEL.GT.•l L~VlL : 4 
~O TU JJ 

25 CUNTl~UE 
lF ILIVEL.LT.t) GO TO 3D 

CALL UGETI0(1,NlN 1 IOUNITJ 
lF fl~UDF.EQ.J) WRIT~(1UUNIT 1 50) IER,~AME~ 1 IE0 1 NAME 
!F (l~QOF.~U.O) WRIT€(1UUNIT,5U) iER,rlAM~ 

30 IEODF • O 
~tTUR~ 

35 fük~A1(1YH ••• TERMINAL ~RROR 1 10X 1 7t!(lEH : 1 13 1 

1 2úH) FHOM lMSL NDUTINE ,A5,A1 1 Al,A~,Al) 
40 fJH~A1(l6H *** WAHNING ~lTH f'IX EKROR (lER = rll, 

1 20H) FRO~ IMSL ROUTINE ,AS,Al,~l,AS,All 

45 FOHNAf(18H *** ~ARNING ERROR,11X,'IH(I~R : ,13 1 

1 2QH) FROM IMSL ROUTINE ,AS,A1,41,A5,A1) 
50 FONMAt(20H *~* UNO~FlNED ~RRDR,YX,7H(1Ek : ,!5, 

1 20H) FROM IMSL BOUTINE 1 AS,~1 1 111 1 A5 1 A1) 

55 IôQ~f = I 
vo 60 1=1,2 

bO NAM[Q(l) = NAME(l) 
b, RETU"N 

~NU 

SAVE P FUR P = R CASE 
P IS TfiS PAGE NAME 
H IS T~E HOUTI~E NAME 

SUB~OUTINE UGETIO(lOPT 1 NIN,NOUT) 

r•rrGtR 
' SPfCIFICATIONS FOR ARGUMENTS 

IOPT 1 NIN 1 NOUT 
SPOÇlfiC•TlONS FOR ~OCAL VARIABLEI 

NINO,NOUTD 
NIND/2/,NOUTU/3/ 

fiHSI EXECUIABL~ STATEMENT 



c 
c 

c 

c 

c 
c 

c 
c 

c 

c 

c 

c 

c 
c 

5 

10 
9005 

• 

lf 1IOPT.E0.3) 
lf llUPT.EQ.2) 
!F IIOPT.NE.l) 
NIN : NINO 
1'4UU'f = NOUTD 
GU YO 9005 
NlNe = NIH 
GO TO 9005 
NUUTO • NOUT 
HE'.l'URN 

ENO 

HEAL fÜNCTION 

REAL 

lNTEGI:-R 
IJ!M~NSlON 

~EAL 

DATA 

• 
DATA 

DATA 

• 
• 

OATl 
• 

DATA 
• 

DATA 

DAU 
DA'l'A 

X = y 
rsw = 1 
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GO To 10 
Gü TQ 5 
GU 'f O 9005 

ERFC (Yl 
SPECiflCATlONS FOR ARGUMENTS 

y 
SPECIFICATIONS FOR LQCAL VARIABL~S 

ISW,l 
P(3),Q(2),P115J,Q!C4J,P2(3),Q2(2) 
P,a,Pl,Ql,P2 1 Q2 1 XMIN,XLARGErSORPirX 1 

RESrXSQ,XI~UM,XDEN,XlrXBlG 

COEFFICII:-NTS FOR D.O ,Li. I ,LT, 
.477 

PII)/,3!6602B91/ 0 PC2J/1.72227577/ 0 

PIJ)t:ll.3853.í2U 
Q (I) 17.843745 711, Q C 2) 11 B. 95225721 

CO.fflCltNTS FOR ,477 .LE, I 
.Ll .. 4,.0 

P!(I)I.S631u9b191,P1(2)/3.031799341, 
P1(3)1b.Bb501849/ 1 P1(4J/7.373H9831/ 1 

P1(~)14.3187787E•5/ 

Ql(I)IS.3542!619/,YIC2J/12.1955295/, 
Q1(3l/15,1B49082/ 0 0114J/7,3l396U9/ 

COEFflCI~NTS FOR 4.0 .LT. Y 
P2(1)1·5,!6BB22b2E•21,P2(2)1•,!960b8914/ 0 

P2(3)/•4.25799644E•2/ 
QZ(ll/,921•52412/ 0 W2C2J/,!5094207l/ 

CDNSTANTS 
IMIN/l,OE•S/ 0 XLARGi/4,1875EO/ 

ERFC IXBlél .APP~OI, SETAP 
XBIG/9,25/ 
SQRPI/,564189584/ 

f!RST EXECUTABLE STATEMENT 

If !X.GE.O.OEO) GO TO 5 
rsw = -1 
x = -x 

5 IF IX.LT.,477EO) GO TO 10 
lf !X.LE 0 4,0EO) GO TO 25 
jf IISw .GT, 0) GO TU 35 
íf ÍXoLT.XLARGE) GD TO 40 
Hi':S = 2.uEO 

GD TO 55 

10 IF !X.LT.XMIN) GO TO 15 
xsu :; x•x 

ABS(Y) ,C,T, ,477 0 EVALUATE 
APPRUXIMATlON FOR EMFC 

XNUM: (P(I)•XSO•PI2J)*XSQ•P(3) 
XDEN = (XSU•Q(l)l•XSQ•v(2) 



RES = X•XNUM/XDEN 
GU TO 2 O 
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15 R,ô : X~P(3)/Q(2) 

~O IF tiSw.EU.•l) itES = -~ES 
~~S • 1.0E-U•RES 
GO TO 55 

.477 .LE. ABS(Y) .LE. 4.0 
EVALUATE APPPOXI~ATION FOR oRFC 

25 xso = x•x 
INUM: P1(5)~1tP1(1) 
XDER ~ X+Ql(l) 
DO 30 1-=2 1 4 

XNUM = XNUM*ItP1(l) 
JDON : IDEN*X+UI(l) 

30 CUNTINUE 
R~S • XNUM/XOEN 
GO TO 45 

4.0 .LT. AIJS<Y), EVALUATE 
MIN!MIX APPROX!MATION FUR ERFC 

35 lf IX.GT.XB!GI GO TO 50 
10 XSQ ;:; X•X 

XI • I.OEO/XSO 
&NUM • (P2(1l*XloP2(2)1*XloP2(J) 
XDiN • (XloQl(l)l•XIoQ2(2) 
RES • (SQRPI+XI*~NUM/XDEN)/X 

15 H~S ~ ~es•EXP(•XSQ) 

!F !ISW.E"··Il RES • 2.0EO•RES 
Gú TO 5~ 

50 HES • O.OEO 
5~ i.HfC : RES 

Rt.TUR/11 

I 

t, ~I !J 

REAL fUNCTION GGUHfS (OSEED) 
SP~CIFlCATJDNS FDk AHGUM~NTS 

DOUBLE PRECISION OSEED 
SPLÇIF!C;\TI.l)t-.S FO~ L!lCl\L VM-l.IABLE:S 

DOU6Lt PRSCISION D2P31~,02P31 

D1P31~;(2••31) • 1 
U2P31 =(~*•Jl)(OR AN ADJUSTEP VALUE) 

DATA D~Pl1~/21474d)b47.!)0/ 

UA1A D2Pl1 /214748Jb~5.!JO/ 

FlHST EXf..:CUTAB-Lt STAH:'1t:n 
USEED : D~0D(lb807.DO*DSEED,D2P31M) 

~GUBFS : OSEED I ry2p31 
H~;·r~Rf'l 

i. NO 
SUBROUTINE ZBBENT 

. 
IN'tr.GE.fl 
Hi:,;J.\L 

INTEGtH 
t<t;AL 

(f,SPS,NSIG,A,B,MAXfN,IER) 
SP~CIFICATIONS FOR AHGlJMENTô 

NSIG,HAXFN,lt:f: 
F,[;PS,A,tl 

SP~ClfiCATIO~S FOR LIJCAL VARIABL~S 

IC 
Z~RO,HALf 1 0N~,THRE~,TEN, 

DATA 
1 

T, FA, fF3, C, FC ,D, E, T1JL, RI-I, S, P, [}, !-1. 1 FW!lE, TEMP 
ZERO/O.OJ,HALFI.S/,ON~Il.OI,THHEEI3.UI, 

TEt-J/10.0/ 
FIRST EXECUTABLE STAT~~EilT 

181! = o 
T : Tr.N**{•NSIG) 



c 

c 

IC • 2 
S = A 
FA • F(S) 
s = 8 
FB • HS) 

!F lfAof&.GT.ZERO) GO TO 50 
5 C = A 

fo'C • FA 
o = s-e 
t • u 
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TEST FOR SAM. S!GN 

10 !f IABS(fCJ.GE.ABS(FB)) GO TO 15 
A = e 
tl = c 
c = Ã 

~·A • f 8 

f8 • fC 
f C • f A 

15 CON'l'INUE 
TDL • T•AMAXI(ABS(BJ,O.IJ 
l<M a CC•B)*HALF 

If IABS(fBl.LE.EPS) GO TO 40 
TEST FOR F!RST CONVERGENCE CRITERlA 

C TEST FOR SECOND CONVERGENCE CR!TERIA 
IF IABS(C•BJ.LE.TOL) GO TO 40 

C CHECK EVALUATION COUNTER 

c 

c 

c 

c 
c 

!F IIC.GE.MAXFNJ GO TO 45 
IS BISECTION FORCED 

lf IABS(E).LT.TOL) GU TO 30 
!F IA.S(fA).LE.ABSCFB)) GO TO 30 
S : lt~/FA 

!f IA.Nê.Cl GO TO 20 

P = CC-B)*S 
l,) a ONE•S 
GO TO l5 

20 O : f"AIFC 
H :: fB/fC 
A.ONE = R•otiE 

LINEAR INTERPOLATION 

INVERSE ~UADNITIC INTERPOLATION 

P : S•((C•B)oO•(Q~R)~(B•A)•RONE) 

" : (Q~ONEJ•RONE•(S~ONE) 

25 !F IP.GT.ZEROJ Q • •O 
lf IP.LT.ZERO) P = •P 
s = e 
E. = u 

If ABS(P/Q).GE.75•ABS(Ç•B) THEN 
FORCE BIS<CT!Oii 

If !PtP.GE.THREE•RH•Q) GO 10 30 
C If ABS(P/Q).GE •• S•ABS(Sl THEN FORCE 
C B!SECTION. S • THE VALUE DF P/Q 
C ON THf STEP BEFORE THE LAST ONl 

!f !PtP.GE.ABS(SoQ)) GO TO 30 
il = PIQ 

co ro 35 
C BISECTION 

30 E :;: RM 
I) = t. 

c lNCREMt-:NT B 
35 A • B 



-114-

fA iJ fB 
tEM~ • D 
IF (AP.S(TEMP),.LF..,.HALF*TOL) TEMP = S!G:•l(Hli.Lf*TOL,R~1) 
~ :s B+.fEHP 

s :; tj 

Fll • HSl 
rc • .LC+t 
!f IF••FC.LE.ZERD) GO TO 10 
GD TO 5 

C CONVERGENC~ OF B 

40 A = C 
MAXFN = IC 
GO TO 9005 

C MAXFN EVALU~TIONS 

I 

! 
'c 
c 

45 lEk = 1<9 
À = c 
MAAFN = IC 
GO TO 9000 

50 IER • 130 
~AXFN : IC 

00 COoUNOf. 
CALb OlRTST (lER,6HZBRENTl 

05 RETURN 

~NU 

TERMINAL ERROR • f(A) AND f(B) HAVE 
THt. SAME SlGN 
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