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"Doravante, o espirito humano renuncia ds .pes—
quisas absolutas (metafisicas e teoldgicas) que 80
convinham a sua infancia; ele circunscreve seus esfor
cos ao dominio exclusivo da verdadeira observagao, a
inica base possivel dos conhecimentos verdadeiramente
acessiveis, sabiamente adaptados as nossas necessida
des reais. Numa palavra, a revolugac Fundamental que
caracteriza a virilidade de nossa inteligcneia  con-
siste essencialmente em substituir, em todos os domi-
nios, a inacessivel determinagao das causas propria-
mente ditas, pela simples procura das leis, isto e,
das relacoes constantes que existem entre os fendme-

nos observados'.

Comte.



SINTESE

Apresenta-se um modelo global para dinamica populacional de
uma espécle isolada. H& mengao ao Modelo de Malthus e ao Modelo de

Verhulst.

Sugere-se como teécnica para estimar os parametros, minimi-
zar uma funcao sujeitoc a restrigoes de desigualdades. Transforma-
se este problema de otimizagao restrito em irrestrito por penali-

zagcao. Ha um estudo scbre penalizagaoc externa.

Resolve-se o problema dirrestrito usando-se o Maetodo de

Nelder-Mead. H& uma apresentacao deste método.
Sugere-se uma sequencia de problemas gue tém o objetivo de
determinar uma faixa de previsaoc para tempos naao tahelados.
Finalmente, simula-se uma populacao ficticia por uma equa-
gao logistica, a fim de ajusta-la ac modelo global. Ha teste com

a populacao da India e do Brasill.



INTRODUGAD

CAPITULD

CAPITULG

CAPITULD

3

2

INDICE

I - D0OIS MODELOS CLASSICOS

Consideragoes Gerais
0 Modelo de Malthus ., .

0 Modelo Logistico . . .

Estabilidade das Solugdes Constantes

IT - UM MODELO GLOBAL PARA UMA ESPECIE ISOLADA

0 Modelo Global A e e s

Fstabilidade das Solugoes Constantes

Solugdes do Modelo Dentro do Intervalo

III - ANALISE NUMERICA

Formulagado do Problema Numerico

0 Método de Penalizagao
Introdugao e Comentarios
0 Metodo . . . . . . . .
Convergencia .

Aplicagao ao Problema

0 Método de Nelder-Mead
Introdugan , . . . .

0 Método e o Algoritmo

x

11

11

14

15

20

20

24

24

25

27

31

32

32

33



3.3. Comentarios .« . . .
3.4, Fluxograma do Método Simplex

4. Extrapolacao

CAPITULD TV - AJUSTE DE DADBDS . . .« « « - « .« .

1. BR/2000 Crescimentao Populacional Zero
1.1. 0 Modelo Global e a Populagao do Brasil
2. Ajuste do Modelo Global a Populagao da India

3. A Logistica 2 o Modelo Global . . . . . .

APEMDICE + v v e e e e e e e e

BIBLIDGRAFIA + + « « « « & & v 4 & &« s % 4 &

36

37

38

44

44

45

48

49

52

6a



INTRODUGAQC

Do ponte de vista academico e cient{fico parece dificil jus
tificar uma tese de Mestrado. Se, porem, deve existir, ela deve
ser fruto de um trabslho de pesguisa e sobre tudo de aprendizagem

de um aluno de Pos-Graduagaa,

Mais do que uma avaliegao academica, uma tese de Mestrado
deve fornecer subsidios praticos e tedricos para resolver algum

problema dentro dea sociedade.

4 objetivo maic importante deste trabalho € sugerir um mode

lo global para dinamica populacional de uma espécie isolada.

Caom ¢ proposito de formular, identificar e ajustar tal mode
lo, apresentecremos dois modelos classicos, descritos por equagoes
diferenciais ordindrias, que sao impertantes por sua simplicidade
tedrica e pela simplicidade de aplica-los, para fazer previsoes

sobre estagics da populagao no futuro.

Os fenomenas biolégicos:e sociologicos sao bastantes aplics
dos, contendo um grande numero de fatores importantes, o gue tor-
na dificil fazer um modelo simples que seja representado no caso
real.

Por outro lado, nds achamos que nerhum modelo sobre dinami-
ca populacional estd completo se nao sugerir procedimentas para
gstimar seus parametros e como devemos proceder em caso de pre-

visao.



[
o

Assim sendn, este trabalho apresenta um modelo global para
dinamica populacional de uma espécie isolada que tem camo Caso
particular o medele logIistico. Sugere ainda técnicas numéricas de
otimizaga2o, bem como procedimentos para avaliar o comportamente da

populacgado no futuro.



CAPITULDO I

DOIS MODELGS CLASSICOS

1. CONSIDERAGDES GERAIS

A primeira vista,parece impossivel representar a dinamica po
pulacibnal de uma especie isclada por uma equagao diferencial,uma
vez que uma populacao de qualguer espécie varia por acréscimos iﬂ
teiros. Consequentemente, a populagao de qualquer especie nunca
pode ser uma fungao diferenciavel do tempo. Entretanto, se uma da
da populacgao & muito grande e subltemente aumenta ou diminui de
um individuo, entac a variegao & muito pequena comparacda com a po
pulagas dada. Assim, admitimos, aproximademente, gue grandes popu

lagoes variam continuamente e mesmo diferencialmente com o tempo.

Q isclamento de uma espécie, para seu estudo, em um sistema
grologico em gue esta vive, @ geralmente uma simplificagao gue se
afasts drasticamente da realidade, ja que toda espécie em um sis-
tema gcologico, ou serve de alimento a2 ocutra especie na cadeia de
alimentos do sistema, ou se aliments de alimentos comuns & varias
espécies que vivem em lugares tambeém comuns & outras espacies. .Além
disso, mais de uma destas situacgoes podem ocorrer simultansamente.
0 estudo da dinamica populacional de uma especie isolada se justi
fica, porque, assim, pode-se apresentar modelos que se ajustam ra

zoavelmente bem na avaliag¢ao ou previsdo de populagoes humana ou de



populagbes quase isolada, apesar das simplificagoes citadas. Sen-
do assim, suponhamos gue no sistema ecoldgico em conslderagao, cam
ex;eg&u de uma espécie E, ndo existe outra espécie gue se alimen
te dos produtos gue E  consome cu gue vivam em lupares nos guails
E vive. Suponhamos também, gue a espécie E ndoc serve de alimen
te a nenhuma das especies que vivem no habitat em que E vive.

Consideraremos tambem gque nao ha migragac, isto &, o sistema ecold-

gico em censideragao & simples e fechado.

NOs construiremos nosso modelo baseado na hipotese de que a
taxa de variagao dX/dt, num instante de tempo t, do namero de
individuos X, de gualguer espécie isolada E, sujelto as conside
ragdes anteriores, dependem exclusivamente e de alguma maneira in
definida do numero de individuos desta especie. Com isto, nos res

tringiremos nossa analise para um sistema dinamico do tipo:

a populagdc de E no instante de tempo t -

oy

onde X
]

2. 0 MODELG DE MALTHUS

seja X o numero de individuos de uma espécie isolada gue

vivem num sistema ecologico simples e fechado, no instante de tempo

t »



J mogela medis simples possivel para descraver esta situagéo
fol proposto pelo economista ingles T.R. Malthus (1766-1834) em
1798 no gual ele supoe que a taxa de variagdop dX/dt da popula-
cao de E, num instante de tempo t, € somente proporcional ao ng

mero de individuos de £ . Entao,

dxX
T ax
(2]
x(t ) = X
0 0
onde 0 < a € IR,
Logo, a populagdo X[(t) da espécie isolada E, de acordo

com a solucgao da equagao diferencial (2), & descrita por

X{t) = XD[EXD alt - tD]I (3}

Note que (3] descreve um crescimento dilimitado quando

t —» + 9w,

A eguagado (3) como solugao de (2}, é conhecida como Lei ds

Malthus para crescimento populacicnal.

Malthus [ 9 ] formulou um modelo extremamente simples para
o cresczimento populacicnal. Taoc simples, gue scmos capazes de re-
solve-1o analiticamente em poucas limhas. Entretanto, & importan-
te obsarvar se este modelo com sua simplicidade tem alguma rela-

- X . . g
gac com a realidade. Com efeito, seja X = 3,06 x 10 a popu-

o

lagac da Terra, no ano de 1961, e a = 2% a texa de crescimento



populacional estimadae para o perfodo 19650-1970. Portanto,

t = 1961
u]

X = 3,06 % 109
D

a = 0,02

dX _

a 0,02 %

de mmdu.que,
N 9 -
A{t) = 3,06 x 10 x Exp[0.02(t - 1961)] (4)

Gbservou-se que & equagaoc (4) reflete com surpreendente pre
cisdo & populagas da Terra estimada para o periodo 1700-1961. Po-
rem, o masmo n3do acontece para periodes de tempo suficientemente
grances. Com efedito, por volta do ano 25000, a populagao da Ter-
ra seriag exlbeomomente grande, se Tosse predito peli euacan (4. A equa
gau [4) prediz gus a populacao da Terra sera de 3.600.000 bhilhdecs
de habitantes no anoc de 2B70. Tal namero € extremamente absurdo
se lezvarmos cm conta que a superflicie da Terra e de 510.001.000 qui

lometros guadrados.

0 mais importante incoveniente na Lei de Malthus e que ela
nao leva em conta a competencia inevitavel por habitat e alimen-
tos entre individuos, quands a densidade destes & suficlentemente

grande. Porém, o modelo de Mathus nao & completamente inlUtil porgue
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gle se ajusta razoavelmente bem quando o habitat e os alimentos
sao abundantes, pois negste caso a paxa de crescimento & independen
te dnslracursas. Por outro lado, note gue em gualquer modelo, uma
populagac inicial nula deve manter-se constantemente nula., O mode
lo de Malthus cumpre esta Gltima condigdo, mas nac cumpre a condil
gao de limitar a populagao quendo 0s recursos sao escassos. 0 mo-
dela mais simples no qual estas duas condigGes se cumprem e conhe

cido camo Modelo Logistico ou Modelo de Verhulst (1804-1848).,

Chamaremos de fase de crescimento exponencial ao periodo de
tempo no qual a populagao de uma espécie isolada, pode ser descrl

tg pegla mooelo de Malthus.

3. 0 MIDELO LanIaTIito

0 modelo lpgistico [9 ] consiste em considerar a taxa de va
riagdo dx/dt do nGmerc de individuos X, no instante de tempo t,

como uma fungdo guadratica de X, isto €,

dX 2
ol ax + bX
{5)
X(t 1 = X%
] ]

com a > 0, b< 0 e a,b € IR.

Uma justificative para se tomar a eguagao (5) como um mode-

lp alternativo, sem contudo desprezar completamente o modelo de



Malthus, e a seguinte: Dado que o modelo de Malthus nao reflete a

ccmpepéncia de recursos por individucs, uma escolha conveniente

de um terme corretivo,para englobar a disputa por recursos, o
2 -

bX" , onde b & uma constante negatilva, pols a media estatistica

do numarc de choques entre dois individuos por unidade de tempo &

proporcional a X2.

Quando a densidade da populagao X for peguena, havera re-
cursos suficientes de modo gue a taxa de crescimento sera indepen
dente #dos recursos e. partanto, aproximadamente proporcional a po
pulagaa. A gonstante b, em geral, sera muito pequena se campara-
da com a caonstante a, de modo que se& X nao e hastante grande, en-

o WA .
tac o termo DX deve ser desprezivel se comparado com aX, e nes-
te caso, a populagao crescerd exponencialmente. Entretanto, a me-
dida gue a populacgoo aumenta, os recursos disponiveis por indivi-
duos praduziréo um efeito inibitoric no crescimento populacional.
Z

Neste caso, 0 termo hX nao @ mais desprezivel e portanto serve

para diminuir a velocidede de crescimento da populagac. As cons-

[l

tantes a4 e b sao geralmente denominadas coeficientes vitais.

LH

fom o objetivo de determlnar que tipo de populagac o modelo
de Vars.lst preve, examinaremos com detalhes a equagao diferencial
(5}).

Suyponhanos inicialmente gyue X # 0 e X # -a/0. Assim, pode

mos escrever a eguagaoc (5} como



dXx - 4t
X(a + bhX)
(6}
X(t }» = X
0 0

Se a >0 e b <0, entac a solugdo de (8) & a familia com

respeito aoc parametrg Xo de curvas logisticas, dadas por

aXD
X{t) =

(a +bXD)Exp{—a[t —tOJ] - b¥X

(73
0

Fig. 1. Cspage de fase da

equacgac (7).



E importante separar nosso estudo para os casos em  gue
0 < XU < -a/b e Xo > -a/b, posto gque a taxa de crescimento nes-

tes intervalos muda de sinal.,

Se 0 < X_ < -a/b entao a taxa de crescimento & positiva ,

0 que acarreta X = X(t] ser monctona crescente e X{t}» -a/b

quando  t >k @,

Se X > -a/b entao a taxa de crescimentc & negativa, o
que acarreta X = X(t) ssr monotona decrescente e X(t}—> -a/b

quanda  t > +

lLogo, independente de seu valor inicial Xo’ a populagédo ten

de sempre ao valar limite -a/b, desde que Xy £ 0. Alem disso, de
42X

i = ¥ (@ 4+ bX}(a + 2bX) {a)
o t‘)'

temos que dX/dt € crescente,se X <-a/2b e que dX/dt é(kmrei
cente, se X r-a/2b,
Partankto, se XD < -a/b, o grafico de X = X(it) dave ser da

forma da {igura 2.



—

Fig. 2

3.1. ESTABILIGADE DAS SOLUCOES CONSTANTES

Seja X{t) = 0 uma solugao constante de (8), isto &, se

XE = 0 wentaa X1t} = 0, para todo t. Isto significa que se co-
i

megarmcs com uma populacgao inicial XD = 0, Jjamais teremos algum

individun desta populagaon. Agora, suponhamos que Se comece c¢om um
peqgqueno nimero de individuos XD # U. A guestao & saber se conti-
nuaremons com este pequenoc nimero. Observande a equagao (7} e/ou a
figura 1 , fica claro gue a resposta e negativa. Isto deve-se ao

fato de que, quando Xo # -a/b  entao X{t)—> -a/b guando t = +w,



10

F. comum dizer que a solugao X(t) = 0 € uma sclugdo insta-
vel di wguagao ().

fonsidere agora a solugao X{t) = -a/b, isto 2, se XD:~a/b
entac  X{t) = -a/b. Isto significa gue se comegarmos com uma popu
gan indecial XO = -a/b, jamais teremos um agutro nimero de indivi-

duos desta pepulacan. Porem se perturbarmos ligeiramente este va-
lor, isto €, se nossa populagdc inicial & gualquer valor positive
diferente de zero e -a/b, entado nossa populagae final sera -a/b,
como pode ser pbservado no planc de fase da figure 1. Neste caso, di

zemos gue X(t) =-a/b & uma solugao estavel da equagao (5],

COMENTARIOS.

£ clarc gue desenvolvimentos tecnolagicos, consideragoes fi
sicas e svciuldgicas téem grande influencia sobre os coeficientesvi
tzis a ® b. Portanto, eles devem ser reavaliadaos em peguenos
periodos de tempo.

Uma outra critica levantada a Lei Logistica de crescimento
Fepulaclional, € gue se observou que algumas populactes flutuam pe
rindicamente entre dois valores, e nenhum tipo de flutuagao apare

ce numna Lei lLogi=tica.
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solugdo de (9) nao tivesse a propriedade de trajetdria dnica.
A propriedade de trajetoria Unica pode ser assegurada se
F(X) em (8) cumpre a seguinte condigdoa:
I - F{X) deve ser continua, limitada e Lipschitziana numa
regiao R do plano TX.
Além disso, gostariamos gue F = F(X) também cumprisse uma

outra condigaoc gue chamaremos de II, que &:

II - Dentro de um certo intervalo [U,XL] .onde X, dave ser tao
grande guanto desejamos, a fungao F(X) tenha um ndmero

finito de raizes reais, todaes elas de ordem finita.

Partindo das condigoes I g II nosso modelo prupoe escrever

n \.Ji
FIX) = m (X -X,] WX (10)
: i
i=0
com
il < < < <
— Xo - ><l — — XL
WIX) # 0, ¥x € fU,XL], continua,
g v, 1indice o grau de multiplicidade da raiz Xi.
i
Consequentemente, nossa dinamica populacional global de uma
gspeciv lsplada & descrita por

B Nt S J R I S I (11)
dt , 1
=10



CAPITULD IX

UM MODELO GLOBAL PARA UMA ESPECIE ISOLADA

1. 0 MODELG GLOBAL

3eja X = X[t,ta,xo] ou simplesmente X = X(t} o ndmerc de

individuos de uma espécie isolada, que vivem no instante de tempo t.

Nos desejamous estabelescer alpumas hipoteses a respeito de
uma classe de fungoes F = F(X], de tal forma que o sistema dina-
mico

X
—- = FOQ)
(5]
ALt Y = X
o o
descreva cam razoavel precisac a dinamica populacional de

uma enspecie isclada E

As fungoes F = F(X) podem ser as mais gerais possiveis con
tanto que X = X(t,tn,xa] tenha a propriedade de trajetoria Unica
-PTU- :ome solucac de {(8). A propriecade de trajetoria Gnica sim
plesmente significa que, se em algum tempo tl, depois de to' al-

gUBm rizde X individuos e em algum tempo . depois de t . al-

1
guem nide X, individuos, entao no tempo t, - t, depois de t,
deve-32 medir X2 individuos. Esta & uma hipotese bastante rea-

lista, pois seria uma situagao scoldgica bastante estranha se a
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Como 1lustracao, podemos ftomar um caso particular de modelo

{11), fazendo

FIX) = X(X - XCJ{X - Xm]. (12}
ance X, g uma populagao critica, isto &, dada uma populagan
inicial XO inferior a XD, 8 populagao X({t) da especie descri
ta por (12] tende a extingao e dada uma populagéo inicial supe-
rior a XC, a populagao descrita por (12) desencadeia um cresci-

mento limitado pela populacdoc maxima Xm; Note gue,

L
"

X € 10,Xx }, entaa WX} = (X-X 1,
C : m

[1F)
L1}

¥ [KP,Xm], entao W(X) = X e

7]
114

X € {G.xm], entac W{X) = 1.

WNeste casg podemos temar para XL gualquer valor maior gue

® pessivel demonstrar que o modelo logistico & um ceso par-

ticulasr do modelo (11). Com efeito, podemos reescrever (5] fazendo

dX/dt = {X-0}(X+a/blb. Comparando com (11) temos que Xl = 0, X2=

= -a/b, v, T v2 =1 e Wi{X) = b#0. Logo, se uma dada populagao

pode ser ajustada por uma logistica. Entaoc ela tambem pode ser a-

justada por (11].
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t

Fig. 3. Espago de fase para o caso
de uma espécie com popula-
¢ao critica e populagdo ma

xima.

7. ESTABILIDANE DAS SOLUGCHOFS CONSTANTES E PTU.

Observando que F[XiJ = 0, para todo 0 < i < n, & facil ver
que fungoes do tipo X[t,tO,Xi] = )(i s30 as solugbes constantes do
sistema (11}, ndo importando qual tD & temado como tempo ini-

cial. Como estes pontos ou solugces sdo imutaveis durante o pas-
ar 4o tempo, eles sdo ditos pontos de equilibrioc do modelo (11].
Tais pontos podem ser estaveis ou instaveis, porém isto depende
da fungan  F(X) en gquestan. No caso do exemplo descrito pela egua
zao (172]), X, & ponto de equilibrioc instavel e X € pento de

pquilibrin estavel,

' importante termos em mente © gue gueremos dizer com ponto



de equilibrio estavel e instavel.
Dizemos que X, € ponto de eguilibrio de (11) se F[XiJ= c.

Saja Xi, um  ponto de eqguilibrio de (11). Entédo dize-

mos qQue Xj e:

I - Estavel se, dade qualguer € > 0, existe & > 0 tal que
h € - X, 5 .
se X o,x, 1 e |x - X, <&, entdo RASPRIOP IS xi]<e
para toado t > 0.

II - Instdvel se nao & estavel,

Na verdade X, & ponto de equilibrio assinteoticamente esta

vel, isto e,

Timitef x(t,t ,Xx 1 - x.| = 0.
b O oo o’ "o 1
4 hipotese 1, imposta para F(X), implica que as salugdes

de (11) tem a propriedade de trajetoria GUnica. Assim, se para o

- koL h LN )= IR g dols X, consecutivos, ditus ¥..X. _ . en
tempo L,:,X.. o U’\: X{J pota entre d yl . cU d 37" 5e1r B0

tac parz todo tempo t.X{t,tD,XO] se mantera dentrn do intervala {Xj.Xj+]}

tenda Xj como limite infzrior e Xj+1 como limite superior. Em virtude
dieto, podemos e devemos restringir o nosso estude pare solugdes

de (11) a limites de X, _ consecutivaos,

MR =]

3. SOLUGOES 1O MODELO DENTRO DO INTERVALO [Xj,Xj+l]ﬂ

Sejam X, B Xj*l duas raizes consecutivas da fungae F(X).

Para X € (Xj,K +1] a fungdo F(X]) pode ser escrita como

J
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vV, V.+1
FOX) = (X=X} 9(x - x. ) 27w o, (13)
J j+1 3
onde vj e v1+1 sao respectivamente as multiplicidades das ra£
zes X e X g W [(X) #0 ara todo X € [(X. ,X. .}
3 j+l ] P UREES!

Logo, o sistema (11) pode ser escritoc como

\Y)
dX ) Jev i+l
I (X ij (X - X,,,) W, (X

|

(14)

X(t ) = X
0 0

Supor gue F(X) e continua, limitada e Lipschitiziana numa

reglda R do plano 7X, €& necessario para garantir a existéncila e

F]

unicidade da solugao X X(t,tD,XD]. Além disso, se W, (X} & co-

J
nhecida, o sistems (14) pods ser resolvido por separagao de varia
vals, abtendo-se assim uma solugao implicita t = t(X) e pelo teo
rema das fungoes implicitas & possivel determiner uma representa
g8c local da solugdo X = X[t,tD,XOJ. Contudo nem sempre a fungao
Nj[X] 2 conhecida, mas sabemos que Nj(X) = Wj[X[t,tD.XO]]. Logo,

& possivel integrar por partes o sistema (14), 0 qual acarreta em

X t
| aX - j W (X)dt, (15)

J v,
Xo tx-x.) Jix-x.
] i+

fstudaremos cada uma das integrais de (15]) separadamente.
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A integral
X
A dX , (18)

JX \)j \)"*‘l
- - J
u] (X Xj] (X Xj+1]

para diferentes v _,v, podemos resolver usando uma tecnica co-

A R
nhecide como fragoes parciais.
Grafaremos por S=S{XD.X o X » X) as diferentes solucoes de [1B).

j- i+l

{a) Se vj =y, = 1, gntao

o .. (17)

S, (X X, 0% S KT = A-4
170" § 7 3+1 Ijhx X )

onde

(b) Se Vj =1 e Vv, =m # 1, entao

m+1l.m [X_Xj] B

" ) 1
Xx)1=(-1" "8".en 750 N [m_l]%x Xi41)

=m 1-m
(XO Xj+1} } (18]

onae
1
B = e ———r—
Xj Xj+1
(o} e VvV, =m#1 8 VvV, 1, entao
i+l
(X, =K} .
. ) , 1 1 i+l B L 1-m l-m}
g ¥)=(-] . X - - -
“3[XD'Xj’Xj*L’\] (-11'B RH[X. e + (l*m]{ XjJ {KD Xj] (19)
1 u] J
ognde
i
3 = 5 —



{d} Se
onde A = (X

A inte

Sado
namico X

tro lado, W,
J

ij,xj+1]j
t e R . Tst
agla uma fun

H
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Vv, =m#El e 2 = ¥ 1, entao
A j+1
{":“ =
g [Xo’xj’xj+l’xJ
S g O P RN S T U0 b B
I-m a]
B 1-n 1-n
) -n ~ _ -m
; kj+l} e B (Xj+1 Xj]
ol
t
j W, [(X)dt. (21)
g '
=]
XOo€ (XWX, ) e t € R a solugado o sistema di-
J i+l o
X(t,t ,X ) fica dentro do intervalo (X _ ,X. .}. Pcr ou
o’ o J i+l -

{X} € continue e nao se anula dentro do intervalo

t

Fntao wj[X{t s O.XD]] tambem nao se anula para todo

0 acarreza

|

¢ao continua monotonica para

que

t
WoOX(E,t ,X 1)dt = ¢(t,t LX) (22)
3 o’ o o’’'o

t
O

. X
o 0

t € R+ . ©am ¢{to.t



=
oo

A furgao ¢t t ,KnJ nem sempre e conhecida; Isto porque
o' 'cC
nem sempre conhecemos a fungao Nj(X], Porem, dado gue ¢U;to,&£ e

monotonica e continua, entac ela pode ser aproximada per um poli

namio do tipo
m
plt,t X ) = {(t-t ) I o (t -t 31 . (23)
o’ "o 0 : Q

Finalmente, as sclucdes do sistema (14) sasc aproximagoss da

furgdo & = S{X ,X_,,X. _.X) no intervalo (X, ,X ), istn &,
o" J J+l Jooarl

1l
S{X ,X_,X LX) = (t-t ) © a lt-t )" . (24)
: ] - 1 o



CAPITULD ITIT
ANALISE NUMERICA

1. FORMULACAO DO PROBLEMA NUMERICO

Pada uma determinada tabela de medldas experimentais {cen-~

)

sas), de uma populagac isclada, com um conjunto de pontos [ti,yi

i =0,1,...,n , onde vy 2 0 numero de individuos no tempo t

i i’
quer-se ajustar estas medlidas ao modelo {14) com um erro nao supe
rior a £ %. Este €% sendo a soma dos erros percentuais que in-
cidem am cada yi e Tinalmente prever o seu comportamento ao lon

go do %fempo {(extrapolagao).

A tarefas de ajustar os dados ao modeloc consiste nos seguin-

tes procedimentos:

T - Determinar entre as fungoes S = S{X ,X,,X, .,XJ], do
o J° 3+l

Capitulo II, a mais apropriada ap ajuste dos dados tabelados.

II - Estimar um intervalo (Xj,Xj+1] que melhor limita a dind

mica diescrita pela funcao S = S[XD,X , X ,X) escolhida no proce

j i+l
dimentn anterior.
TTI - Decidir o grau minimo do polinomio p(t) que melhor ajus

ta a fungao S = SI(X ,X,.,X, .,X} escolhida.
0’3 g+l

TV =~ Calcular os coeficientes o, gue melhor aproxima o po-

linomio pl(t)} a fungao S = S(X ,X,.X LX),
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Neste trabalho serd tomado como ponto de partida a fungao

Si 2 scra fFixado o grdu do polinomio p(t) em n < 3, restando as

sim, o calculo dos coeficientes ai g, o gue & mais importante,a
eslimaetiva dos parametros Xj, xj+1 gque determinam o intervalo
(X WX, .

Joa+l

Amsim se tem que & dinsmica populacicnal da espécie tabela-

da & decscrita num intervalo [Xj’xj+1] por
aX
——a (X - X J(X - X, L TW, (X))
4t J j*1° 7]
(25)
X(t ) =y,
{ ar € ' -
com W,(X! # & para todo X [XJ Xj+1]
Coma
X _ (X, . -X)ly -X)
JV el N gn —att o ] (25)
0 DK  ) X (X=X 10K oy )
=]
i
J W (X)dt = plt,t } = plt) (27)
J O
I
8]
enuao,
{X “X3ly -X.]
L SN PR 9O Jd . = pre), (28)
X X (X-X,) (X -y 3}
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limiteXit] = Xy, » ldmite X(t) = X e X(t ) =y
t >+ ) J toe® j a e}
0 que demonsira ser X = X{t] compativel com o modelo (25).

Come X = X{t] repressnta uma classe de fungdes nos parame-
tros Kj 2 X1+l’ entao devemos estimar estes parametros de tal
forma yue, atraves de (30}, seja possivel predizer medidas f{cen-
505) Ei = X[til que devem ser comparados com os Yy g tabelados,

afim de que a soma dos residuos percentuais seja minimizada. Con

sequentemente, temos uma fungdo erro nas variaveis Xj =] Xj+l que

deve ser minimizada sob a condigaoc v, € [Xj’xj+l}' Grafaremos

Xyo Xy em substituicao a Xj e xj+l' respectivamente.
Fntan, o nosso problema e

Minimizar

| (31)

n
EAX 0,0 = i |

sujeito a

Laleslamos o valor E[Xl,xz] de acordo com o seguinte fluxo

de operagoes

(X[,X,) —>5 = p —> X(t,) —> E(X,X,),

“

1

para toda (XI,X2] ne conjunto R de restrigoes do preblema (31).
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isto 2, devemos aproximar {(26) a um polindmio do tipo plt) =a1t+

Z )
+ o .t o+ a_t . i @ t = 0.
5 5 pois pl o]
Cste problema sera resolvido utilizando o Métmndo dos MiIni-

mcs Ruadrados Linsaress.

5 Metodo dos Minimos Quadrados Lineares [ 7 ] diz que plt)
e uma boa aproximagao da fungao S se os coeficientes de pit) &

uma solugao do problema.

Minimizar
o 2
s = —
%{al.uz,a3l iED (S[XO,Xj,Xj+l,yi) p[tiJJ . (29)

 evidente gue para se resclver este problema, € necessario

gue s¢ sstime 08 parametros Xj e X Entao, por razdes ecold-

g1
gicas & para ficar de acordo com (25), nos temeos que estes parame

50 ais z < < < < 2
tros sao tais qui 0 < xj Yo & Y, Xj+1 < Yis onde 3,deS 8

tdo grande quanto desejarmos.

Deste modo, & possivel escrever uma expressado anallitica que
descreve a populacaa X = X(t) dependendo funcionalmente do tem-
pa t.

Asgzim,

X, oy =X, )+ x (X, .-y JExpllX, ,-Xx,)plx)]

1

Hote que,
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NOos resolvemos o problema (31) utilizando o Método de Pena-
lizagao Externa [ 10] ou simplesmente penalizecdo., o qual descreve

remas na proxima sendo.

2. 0 METODD DE PENALTZAGAD.

2.1 INTRODUGAC E COMENTARIDS

Este método tem como objetivo transformar um problema de oti
mizagao restrito em um problema de otimizagaéo ndo restrito. A
transformagano € feita pela adicao, a fungao objetivo, de um termo
que impoe um alto "custo", para as restrigoes violadas. Dal o no-
me de'penalizaqéo. Associado com este metodo, esta um parametro p
que determina & severidade da penalizagd@o e consequentemente 0
grau de otimalidade entre o problema nédo restrito e o problema
restrito. Esperamos qgue guande Y -—»> +w a aproximacao torne-se gra-

dualmente precilsa.

Existem duas guestoes fundamentais assocciadas com este meto
doy A primeira tem a ver como dquao bem o problema nao restrito
aproxima o problema restrito. Isto & fundamental no exame se, guan
do © perametro | & aumentado em diregac ao infinito, a solugdc do
problema nae reslrito converge para uma solugao ac problema restrito.
Aooutre gquestao, mals importante do pento de vista pratico, € a
guestéo de gomo resolver um problema nao restrito dado, guando a
sua fungao chjetivo contém um termo de penalizagao. Ocorre que,

quando i g avmentado para produzir um problema de boa apruximaq&m
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a estrutura correspondente ao problema ndo restrito torna-se gra-
dualmente desfavoravel,retardando assim a velocidade de conver-
gércia de muitos algoritmos gue podem ser aplicados para resolver
o praoblemsa nao restrito. £ necessario, entadc, imaginar um método
de aceleracaoc gue atenue este fenomeno de convergencia lenta. Pa-
ra resnlver este fenomeno, nos partimos inicialmente com valores
razoavalmente grande de W . NOs obhservamags gue a otimalidade do
problema naoc restrito, resolvido por um metode direto, conhecldo
como Matodo de Nelder-Mead ocu M&todo Simplex [12] naéao varia muito
quanda trabalhamos eom U grande. Istoc deve-se, sem divida, a gran
de vernatilidade do Metodo Simplex. Oportunamente descreveremos co

mg funvciona este método.

0 Metodo de Penalizagao & de grande importancia tanto para
o pratico comd pera o teorico. Para o pratico, ele oferece um me-
todo simples pars resolver problemas restritos gue podem ser  dim-

plementados em somputadores nao sofisticados.

Para o tedrico porque, na tentativa de ter o controle desta
aproximagdo pratica pelo dominioc de sua copvergencia ineresntemen-
te lenta, =2le ngcessita recorrer 3 guase todos o3 aspectos da teo

ria da otimilzagao.

2.2. 0 METODOD

Tonsidere o probliema



28

Minimizar f(X)
{32)

Suyjeito a X € R,

-~ = - n - )
onde < & uma fungao continua em R e R & um conjunto de res

1l abjetivo de um nétodo de penalizagao € substituir o pro-

blema (32) sor um problema nao restrito da forma

Minimizar f(X) + uP[X) (33)

- Y - ~ n .
onde W e uma constante positivea ¢ P & uma fungao em R satisfa

Zendo:.
i - P & continua
n

It - pP{X; > 0, para todo X € R &

IIT - PI(X) = 0 se, e somente se X &€ R.

Por exemplo, suponha gue R & definido por um numero de restri-

coes de desigualdades

R={x : g (X)) <0, 1 =1,2,....p}.

Uma funcgdo de penalidade muito usada neste caso &

Emax[D,gi[X]]JQ : (34)
1

PIX)

it
noe1o

i

Fara U grande, @ claro gue o ponto minimo do problema (33}
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gstara na regiéa onde P & pequenp. Assim, com o aumento de U es-
pgra-se gue a solugao correspondente esteja proxima do fecho de R
e conseguentsemente proximo da solugdo de (32). Ideslmente, espera
se gque a seguéncia de solugbes dos problemas penalizados convirja

para uma solucdéoc do problema (32), guando W —> + @

Os procedimentos para resolver o problema (32}, pelo metodo

de penalizagdo, consiste em: Seja {yk} , k= 1,2,..., uma seguen
cié tendendo paras o infinito tal gue pars cada K, uk >0, uk+1
>\
Hk
Define-se a fungan
glt,X) = F(X) + uP(Xx]. (35)
Fara cadas k resolve-se 0 problema
Minimizar gluy, , X) (36)

k

gbtendo-se uma solugao Xk'

NOs assumimos gue, para cada k , o problema (3B) tem uma so

1ucao.

2.%. DONVERGENCIA

0 lema seguinte da um coenjunto de desigualdades que se se-

guem diretamente da definigaoc de Xk e a desigualdads Meel > My e



LEMA 1.

gl X 3 < gl % )

BPIX ] > P(X )

f[XK] < FX )

PROVA. q(uk+1,Xk+11 = f(X ] o+ uk+lpka+1} > F[Xk

k+1

PIX,)

CEP X ) 2 RO e PO

q[uk,XK] que prova (37).

Nos temos tambeém que

g0 3
FOX D 4 PUX ) < FOX ) PUX )

yu
FOX ) n PO g0 2 FIX ) e L PIX)
Somanda (40} e [41) temos
[uk+l "UKJPLXK+1I < Euk+1 UKJPEXKJ s

que proveae (28],

28

(37)

{38}

(39)

+1) +

(40)

(41)



Tamhén

FIX

g oML PIX Jo» FIX,) o+ BPEX D

fo+ 1 - k.

e portanto usando £33) nos obtemos (397,

LEMA 2. Seja X* uma solugas para o problema (32). Entéo, para

cada i

PREVA.

T{X*) = f[X*) + UKP[X*J > F{XKJ +

{ UkFlXK] > f[Xh].
A convergéncia global do matodo de penalidade ou, mais pre-
cisamante, a demonstragac de gue gualquer ponto limite da sequen-
cia f(K} € uma solugdo do problema restrito, segue-se facilmen-

te dos Jdois lamas acima.

TEOREMA. Saja {Xk} uma sequencia gerada pelo método de penalida
de. Entdo, gualguer ponto limite desta sequencia & uma solugaoc pa

ra o probleme resiritao.

PROVA. Suponha gque a seguencia {Xh}, k € K & uma subseqguencia



convergents de XK , tendo como limite X. Entéo. pela continui-

dade de f, nads temos que

limite F(X )} = F(X) (42)
k&K

Seja f* o valor otimo sssociado ao problema restrito {327,
Entdc, de accrdo com os lemas 1 & 2, a sequéncia de numeros reais

q[Uk’XK] & decrescente e limitada acima de f*. Assim,

limite q[uk,x ) = g* < §%, (43)

Subtraindo (42) de (43)
limite ukP[Xh} = g% - £(X). (44)
Dezsde que P[Xk) >0 s uh.~%>-%w , (44) implica que
lim}te P(XK] = 0.
k&K

Usando-se a continuidade de P, isto implica gue P(X} = O.

NGs,per engquanto, temos mostrado que o ponto limite X e um pon-

ta factivel para o problema restritoc (32). Para mostrar que X &

Gtimo, nos notamos que do lema 2,

?[Xk] < f* e portanto
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FIX) = limite ?(xk) < £*
k €K

2.4. APLICAGCAD A0 PROBLEMA

Para garantir a existeéncia de uma solugadoc para o problema

(31), nos gostariamos que o conjunte R de restrigdes fosse com-

pacto. Para tanto, nGs esperamos que, sem perda de generalidades,

se R' & um subconjunto compacto de R definido por [Xl‘XZ] € R’ se,
; < < - - § < < . § &

@ somente se 0 < X1 < v, § e Y, ¢ < X, £ Yig onde € um

numero real positivo td&o peguenoc guanto se deseje. Entado a proble

ma de

Minmimizar E[Xl,xz)

(45)
q i i E < Ll 3 e !
Sujeito a {Xl Xz] R
tem uma bea solucsa para o problema [(31].
da aplicagao do método de penalidade ao problema (45) nos

dafinimos
4

Z
= e = > = - X
.[XI'XZJ ‘T [max(D,gi]] onde g, !
i=1
By T XY PO L my Ty v 8- X e g, = X, - X
Logo,

- ’ z
(1) P[XI,X ] € continua em IR

2

0 para todo (Xl,le € IR

r—
[N
T
e
>
%
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(3) P(X.,%x.) = 0 se, e somente se [Xl,X2] € R'.

Agora, aplicar o meétodo de penalizagdo ao problema (45) e

resolver, para cada W, o0 problema nao restrito

Minimizar t[xl.xz} + uP[Xl,Xzi {(46)
Fara resolver o problema (46) nos utilizamos o método dire-
to conhecido como método simplex ou tambeém por método de Nelder-

-Mead, o gual descreveremos na proxima secén.

3. 0 METRGO LE MELDER-MEAD

3.1. THTROOUCAD.

Us mitodos diretos para determinar ¢ ponte de otimalidade de
um problema irrestrito, tal como em (46), s3o geralmente iterativos,
sendo rnecessario pare iniciar o processo de busca, sstimar um ve
lor injcial para a sclugao. Desta forma € gerada uma seqguéncia de

aproximagoes sucessivas, até atingir o valor otimo.

Os diferentes procedimentos sao caracterizados pelas estra-
tezias utilizadas pera produzir esta série de aproximagoes. Os me
todos diretos cdo agueles em que a estratépgia de busca € baseada
na comparagao dos valores gue a fungao assume em cada ponto. Tais
m&étados naas avaliam as derivades da fungao. Entre estes metodos

gncontra-se o Método de Nelder - Mead ou Metodo Simplex gue
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passaremos a descrever sm 3.Z.

3.7, O METODD £ 0 ALSOQrRITMO.

Udm conjunto de n+l pontocs, num espago N-dimensional, ferma
o que definimos por simplex. Quando os pontos sao equidistantes ,

o simplex e denominado regular,

A ideia principal do método e formar, a partir do simplex
original, uma seqguencis de simplexes com o objetivo de gue estes

"cerguem” o ponto de otimalidade.

Seja entap o problema

Minimizar f(X) {47)
xe Rr"

onde f & uma fungao continua.
Pare deserever o processo, introduzimos as notagoes,
- I ={1,2,...,n+1}

- X, & o vartice correspondsnte para fth] =max fl(X,]
i€l

- XS ¢ o vertice correspondente para f(X_J) =max f(Xi]

i€T1,1i#h
- X, € o vértice correspondente para P[X£] = min f(X,)
iel
- X & centroide definido por
o
n+1
X == 3 X, : (48)
o n i
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A seguir definiremos trés operagCes bésicas usadas por este

metodo.

taflexao - Xh e substituido por

X = X oalX - X3, (49)

onde o coeficiente de reflex3n o > 0 @& a razao entre a distancia
X .X ) e f{X ,XD]. Tama-se o > 0 convenientemente .

T ] b

Expansao - X e expandido na diregao de [XP -XD}, tal que

um melhor valor da fungdo & esperado. Usa-se a relacgao

{50

ondes © coeficiente de expansdo Y > 1 & expresso pela razao en-
tre as distancias de [XP,XD] e {Xr,xolu Toma-se Yy » 1 «convenien

temante.

Contragao - £ a operagao através da qual o simplex e reduzi

do. Usa-s2 a relagao

= - (51
X XO + B(Xh XD], )

onde © coeficiente de contracaoc B 8 a razao entre as dista@ncias

[ ,Xx 1 e [Kh,XD}, satigfazendo 0 < B < 1, Toma-se tambem B, con
2’ o n

venientomente.



Podemos definir o processo como se seguet

U simplex original & formado e a fungdo objetivo € alia

da em coada vertice para determinar Xh,
5 o

Realiso-se g relflexdo sobre X} B avallia-se o ponto e
1 —
flotido .
r

Sp Flx ) » F(X )1 > F(X ), substitue-se ¥ 5
B rlo- L h r

reestrutura-se o processo com a formagao de um novo sim

D]{.':X.

Se FIX ) < f(X_,), &€ de se esperar que a direcao (X -X )
r £ r o
possa indicar um valor melhor da fungao. Logo, expandi-

mog 0 novo simplex nessa direcaoc. A expansao tera suces

sp sSe F(XQ} > ?[XEJ; Nesse caso, Xh & substituido por

Ko Caso contrario, Xh & suhstituido par X . Em  am-
i

bos os casos, 0 processo € reestruturado o partir de um

aeva simplax.

g N6 mavimentu de reflexao do procedimente 2, & avalia

jdo de X @ tal gue FIX) > (X ) > #(X_), substitue

r
se Xh por XP e resliza-se o movimento rde contragao.
Nepols de efetuarmos a contragao, compara-se F[Xh] =)
Flx ). se fix, ) > £(X_ ) a contragan tem sucesso; X, &

substituido por X g reinicia-se o pProcesso Bm um nNo-
c
vo simplex. No case de falha, ?[Xhl < F{X ), entao o
- I
Ultima simplex € vontraido em torno do ponto XE' onde

a fungao assume o menor valor pela relagao

UNICAMP
BIRITOTECA (ENTRAL



36

1 .
Yi 5 (Xi Xﬂl _

recomegando-se 0 processo & partir de procedimento 1.

J gritério de parada do algoritmo sugerido por WNelder-Mead

g dado por

+
> -
2 roxy - s TV e (53)
onde ¢ & um nlmero real, pre-fixado, suficientemente pegueno.

3.53. COMENTARIDS

0 metado de Nelder-Mead requer apenas a continuldade da fun
gac objetivo, sendo de grande utilidade pratica nos casos onde a
fungdo objetivo & nac diferencidvel ou quando esta apresenta difi

culdade na avaliagdo numericae de suas derivadas parcilais.

A maior vantagem deste metedo € & facllidade de programagao.
No referente a convergéncia, esta em geral e lenta e a rapidez da

mesms depende da estimativa dada aoc ponto inicial.

Fste método fol desenvolvido, assim como os demais metodos
diretos, por processos heurlsticos. Apesar disso, nenhuma prova sg
bre sua convergéncia foi realizada atée hoje. Experiéncias computa
cionais realizadas por muitos autores [11] asseguram que este

meétodec € o melhor método direto disponivel.



3.4. FLUXOGRAMA DO METODO SIMPLEX.
Calcule ns X, e F(X.)
i i
i=1,2,.v.,n*1 do simplex inicial
I
Calcule Xh’xs’xﬁ 2] XG
e
1
Calocule X =(1+u)X -aX
r 0 h
4
Calecule F{X )
r
) 1
6 FX I<FX07 220 Fex asFix ) F2E gs Fix > F(x )7 222
r 'S r 5 r h
— - - -
| sim nac sim| ¥ v
Calcula X_=(1+y)X -yX
- S ¢ Trogue X
que X_
i por  Xp.
Caloule F[XE] ¢
i v
nao Troque Xh
2 F{X.} <F[X,)7 - - - e
- R por X, [}alcule Xch Xh![l B]XD
{
i
Trogue Xr '
! Calcule  FIX.)
IoT XE - -
i
néCJ - - =i P
1 — _ . e F[Xn]. ILXh].
rogue Xh .
! t l por X -
J c Trogque todos on Xi
1
. por §[><:|-_ N Xq)
ﬂ
“ i -
______ an _.{ 0 mif‘]il’ﬂt‘j foi F_ll[!i'iﬂ(;ad[]? 5im F]‘ﬂlR}]

37
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4, EXTRAPOLACAD

Até o momente nods estabelecemos um modelo global para dina-
mica populacional de uma espeécie isolada e procedimentos para ava
liar ns seus parametros. Nos gostarfamog também gue tais parame -
tros fnssem utilizados na avaliagéa de populagoes nac tabeladas ,
isto e, desejamos fazer previsoes ou extrapolagoes. NS achamos
que um bom procedimento seria determinar, para cada tempo ndo ta-
belado tp, um intervalo de previsao. Sendo assim, gostariamos que,
dentro de uma pequena margem de erro pre-estabelecida 66. deter-
minar duas fungdes X = X{t); uma gque subestime a populagao, a
qual chamamos de envolvente minima & putra que superestime,a gual

chamamns de eavolwvente maxima.

) ponto (x*,x?), como solugdo do problema (45], determina

1

[RNES-

a melhar curva X% = X*{t) gue se ajusta a tahela (ti’yi]' NOs
gqueremns &ncantrar duas putras curvas da classe de X =X[t.tD,XG]

dentro de uma vizinhanga V{[X;,X;],ée] gue se aproxime de X* =

= x*{t). A figura seguinte ilustra melhor esta preccupagao.
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Xa(t)
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Fig. 4.

Af¥irmamos Que & sequéncia de problemas,

envnlventss desejadas.

sgja  (X*,x*)  uma solugdo do problema
J 172

1 - Minimizar (X, - X

Sujeito a E(X,.X, )] < g + &

] £
= X
X3 1
< <
vy £ X5 L Yig

(]

(4

seguir,

5) e ¢ <= E{X¥,x*)
D 1

determina

57

{(54)



2 - Maximize (x2 - X.)

-

_ + ] * (
Sujeito a ELXI,XZJ < €

8]
- *
X, 5 X
<
Vo < Ko S ¥s

4+

0

€

40

(59)
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- o
.
Fig. 6.
Zejo [Xf,g ) e (x*¥ ?é] solugoes e 1 e 2 respactivamente.

2 1’

Maximize (X - X.)

Sujeito a E(X,,X,)] <€ + §
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Minimize

Sujeito a
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{57]



43

g
ff1g. 8
0 nossao procedimento para resolver estes fgquatro problemas

f51 o mesmo utilizado pare resclver o preoblema (31}, isto e, pri-
meiro aplicamos o método de penalizagao aas problemas restritos e

em seguida aplicamos o método simplex.

Saia X]{t} a envolvente minima definida pela colugao do pro-

blema (56)

)

x. (t) a envolvente maxima definida pela snlugao do

™o

problema (573. Nefinimes como faixa de previsac na tempo &t _, nao

o
tahelada, oo intervalo T = [X_(t ),x_ {t J].
1 'p 2 p



CAPITULO IV

AJUSTE DL UADOS

1. BR/ZZ000 CRESCTIMENTD FOFULACIONAL ZERD

Una estimativa razoavel do crescimento populacional de uma
nagao, & de vital importancia no planejamento econamica e social.
Novos empregos a serem gerados, producgdoc agricola, tonsumo energg
tico, escolas, habitagtes etc., tudo deve ser planejado com hase

no crescimento populacional.

Emt tempos de crise, a pregséu por novos empregos, maior dis
ponibilidade de produtos agricolas, malor ndmerc de escolas e ha-
bitacgdes podem ser consequencia de um crescimento populacional

que nin & conzcordante com o crescimento economico de uma Nagao.

No caso do Hrasil, o aumento, ano a ano, do produtc interno
bruta, requer um estorgoe consideravel da svciedade. Por este moti
vo, odbe se pergnnlar se euta defasagem entre o crescimento popu-
lacional e o aumento dao PIB irso levar o Brasil, mais e mais, em

contingacas crises economicas e sociais.

Jaseado em dados demograficos do IBGE e da UNFSCD e aplican
do o models plobal de uma wspeécle isolada, proposto no capituls 171,
com 049 prooedimentos numéricos propostos no capituln ITi, a previ
5&0 ¢o crescimwento popuiacional do Brasil e bastante otimista. No
fim do proximo sezulo, o Brasil devera atingir o pslamar de ocres-

cimenzo populacional zero. Isto pode significar o fim das pressoes
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demogréaficas na economia & sugere um futuro econdmico social BSta

vel & provavaelmente prospero.

1.1. 0 MODELO GLOBAL E A POPULAGAD DO BRASIL.

0s dados sepundo as fontes:

TABELA I

Dados censitéarios segundo as fontes

ANO IBGE UNESCO (%]
1872 10.112 - -
1890 14.334 - -
1800 17.438 - -
1820 30.8638 27.404 13.548
1840 41.253 41,233 d.048
1850 £1.876 52.872 1.723
15680 70,070 71.513 2.059
1378 53.139 95.322 2.343

Fontes: I8CE - Anuario Estatisticoc - 1980

UMESCO - Boletim Dernografice - 1880.

() Di~“erenga Percentual.

(") Valor uobtido por Amopstragem.

Nevido a grande diferenga entre os dados do IBGE e de UNESCO,
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no ano de 1920, este dado nac foil considerado num primeiro ajuste
pumérico do modelo global. Alnda o dado da 1860, por ser dado de
amostragem, também nac foi considerado. 0 modelo global ajustou
os outros dados da Tabela I, com erro inferior a 0.9% em cada pon
to (ver Tabela Il). A interpolagac para o ano de 1920 estima ouma
populacao de 2B.115 milkoes de habitantes, confirmando o dado da
UNESCED. Para o ann de 1960, a interpolacac estimou 69.003 mi-
lhdes e habitantes caonfirmando o dado obtido por amostragem do

IBGE.

Qs daedos previstos no modelo, entre os anes de 1877 e 1870,

estaoc na Tabela 117X,

A extrapolacac do modelo, prevé uma populagao maxima para o
Brasil ertre 3063 milhoes e 466 milhoes de habitantes,a qual deve
ra ser atingidas por volta de 2050, Ticando estavel apds o comego

do século XXI, como mostra a Tabela IV.
Resultados sm milhoes de habitantes

TABELA II

Ajuste Numérice de dados censitarios

H I18GE Modelo Global Erro %
1872 10.112 i0.112 0.000
1830 14.334 14.334 0.000
1900 17,439 17.461 0.128
1940 41.253 40.840 0.758
1850 51.4978B 52.383 0.802

18970 93.138 893.010 0.138



TABELA TT1I

Intuerpolagde numerica de anos censitarios

Aty MODELU GLOBAL
LG72 10.112
1890 14.334
1800 17.4861
18920 26.115
1940 40.940
1950 52.393
1960 59.002
1970 33.010
TABELA IV

Extrapolagao numerica da populagao brasileira

AND PREV. MINIMA PREV, MAXIMA
1875 108.027 109.70d
13340 125.941 1300507
1385 14€£.618 156.000
1340 169,323 186,622
10495 195.361 227,244
2000 222.031 261.820
2005 248,875 303.171
2010 273.878 343.25°
2015 296,348 378.9406
2020 315.2086 4107 .4980

20540 3e2.847 465.8843



Z. AJUSTE DO MODELD GLOBAL A POPULAGCAD DA TINDIA

TABELA V

Daodos censitarios

AND

1831

1841

1951

1361

1971

1381

CENSO

278,321

3148.135

361.088

433.235

548.168

683.810

Em milhoes de habitantes

Fonte:

SJemographic Yearbook, United.

Resultado Numéerico

1961

1971

1562

TABELA VI

Ajuste numearico de dados censit

CENSO

2780321

318.135

3gl.0086

439,235

MODELQ GLOBAL

278,321

316.356

ag3.o80

437 .332

548,605

6G3.8140

segundo a fonte

Ney Yark, 13882.

arios

EREC

.00

LB6E

A7

i.437%

.o8n

LGGU

<
%@

48
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Os parametros da fungdo X = X(t) definidos pela solugdc do pro-

grama -45), através do método simplex sao

X, = 0.000 =
3 . Xj+1 852.4915,
[, Tk . -3 -4
&T = -0.2044 x 10 , az = [0.2083 x 10 e &3 = -0.12496 x 14
TABELA VII
Fxtrapolagao Numérica
AND PREVISAD PREV. MINIMA PREV. MAXIMA
1331 791,272 /7684.8567 805.711
2001 339.444 /87.458 B73.323
2011 B91.214 790.311 Bo5,719
2021 352 .7496 790.487 900.203
2031 852.511 790.471 9500.746
Observa-se gue a4 populacgao da India, segundo o modelo global, de-

va estabilizar-se por volta do ano 2011, =e controles populacio —

nais nao forem adotados.

3. A LOGISTICA £ C MODELD GLOBAL.

Jé& muostramaos analiticamente, que o modelo logistico e um ca
so par*ticular do modelo global,logo, € procedente obhservar coma se com
portam os resultados numericos através dos algoritmos propnstos no

capituic I[I, guando og dados veém de uma equacgao logpistica. Seja
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entao a

TABELA VIII

Nados Ficticios segundo uma logistica

AND LOGISTICA
1900 10.000
1910 24.359
1920 58.528
1930 136,195
1940 295,786
1950 564.920
1960 896.608
1970 1177.755
18&9 1345,.842
1990 1435.085
2000 1472.316

A tabela VIII contem uma populagao ficticia, definida pela
4

eguacéo (7], ctom a = 0.08, b = -0.6 X 10, XD = 10., tD =
19006, isto e
\ ~ 0.8 (58)
X{t} = 5

0.9006 Exp(-0.09T) - 0.6 x 10

ande T = t - 1300.
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Teoricament®, BSPRTCG-SE QUE Xj = 0, Xj+1 = 1500 e que os
coeficientes do polinomio plt) na equagdo (30) seja G, = 0.089,
a_ = . = 0

2 3
0 ajuste numérico desta populagéo do modelo descrito por

(203, vcomo aplicagae dos algoritmos propostos no cepitule 117,

tém como solucao a

TABELA IX

Ajuste numérico de dados logisticos

ANC LOGESTICA MODELO GLOBAL ERRO 3%
1900 10.0600 10.000 0,000
1910 24,358 24.349 0.042
1320 58.528 58.503 D.038
183D 136,185 136.178 g.01z2
1943 295,746 295.833 0D.0186
1950 564,921 565.073 0.027
1860 896.609 896.761 0,017
1870 11727.755 1177.779 0.002
1980 134%.8472 1349.779 0,005
1880 1435,095 1435.847 0.003
2000 1472.916 1472.933 0.001
Neste caso os parametros de X = X(t) em (30), definidos pe

la solugdo do problema (31), sao:

X. = 0.001 , X, = 1500.,217 , X_ = 10.000 , t_ = 1900
J J+1 0 o
1

- -5 -
al = -0.8933 x 0 > O, F d.2977 x 10 e GS = -0.3051 % 10 / .

0 que demonstra serem estes parametros umabna aproximagao do esperado.



APENDICE

CUBRDTISA FARA UM BJUSTE LOGISTICO HWAU-LINEAR

CORRFOAUTING MLMLID, ¥, M, TOL, EFS. TTHRAX, YF, NF, S0, SYF, PL, TERD
ARJETIVO: RIUSTRE UMA FORPULACARO DE UMA ESFECIE ISCLALA 2]
U# MLDELD LOGISTICO NRO LINERAR - MODELD GLOBAL.

PARFNETRIS DE ENTRADA:

B MOTEIZ REBL DM, 2y GUE DEYE COHTER WA PRINMEIKA COLUNA
05 AL0S CENGITRARIOS E NA SEGUNDR AS FOPULRCOES CORRESFON-
DENTES EM ORDEHW CRESCENTES DQS RNOS

M- HUMERO DE LINHAS DA MATRIZ D, W DEVE SERPMENOR OU IGUAL
FCEN.

- GRAL DO POLINOMIC DA LOGISTICA MRO LIMEAR, N DEYE SER
MENOR OU IGUAL A DEZ.

TOL: MUMERC PERUENGO DR ORDEWH DE PRECISAO TR MARUINA

EPS: TOLERANCIR NO CRITERIO DE FPARADA NO HETODOD LE NELDER
~WERD. BUANDD R CONVERGENCIA OCORRE “ERS" E UMA ECTIMRTIVA
ENTRE ¢XJ.¥3i1) E A SOLUCAD. SUGERE-SE TOMAR EFS=1. D-B2.
TTMAY: NUMERD HMAXINO DE AVALIACOES FERMITICO RO METODRD DE
NELDER-HERD FREP AVALIAR A FUNCAOD ERRO. SUGERE-SE 1THAK=584
YPo WETOR REAL BE KF POSICOES DIMENETOMARDO NO PRUCKAMA
PRIMCIPAL, REHAZENADO FOR COLUMAR. WP DEVE CONTER DI NP
ANGS WAD-CEHGITARIDS FARA INTERFPOLACAO OU EXTRAFOLACHD

WP NUMERD DE LINHAS DO YETOR YF.

FARAMETRDS OB SHIDA.

5D- PMATRIZ SEAL SEcM, 40 ARMAZENADOD FPOR COLUNA NA

PRIWETRA COLUHR S0 COMTEM QS HANOS CENSITRARIOL, WA SE-
GUNEE COLUNR RS FOPULACOES CENSITARIARS CORRDSPONDENTES |
NR TERCEIRA COLUNR A INTERPOLNCAQ PREVISTA PELO MOGELO
GLDEHL £ HA QUARTHE COLUNAR 0 ERRC PERCEMWTURL THMRADDG COMO
BASE 0% DADPOS CENSITREIQRS.

T BYP: HATRIZ REAL SYFCNF, 4> DIMENSIQNADO HO FROGRAHMA

PRINCIPRL ARMACENADA FOR COLUHA. S¥F CONTEM NA FRIMEIRH
COLUMA DS ANDS RERUERIDCS FOR WF, MNH SEGUNDH COLUMA A
PREVIGAN CORRESFONDENTE A ESTE AND, UARAR POR W= 0T,

MR TERCELIRA COLUNA A FREYISAO MINIWA, WA GUARTA A FPREYIZHOD
WAKIHA . QUAKDD O AHO CORRESFONDENTE NACQ FOR INTERPOLADOR.
pL- VETOR RERL OE N+2 POSICOES. FPL COMTEM NESTA OQRELEM. 0%
PARBMETROS ¥4 E ¥J+1 E DS COEFICIENTES DE P=sF(T) BN K=XIT)
BUE HELHOR RJIJUSTAR OS5 DADRDS CERSITRARIOEL.

1ER: DECLASER RS COMDILOES DE SRIDA NGO METODD DE MELDER-BHERD.
SE TER=L1, ENTAD O NUWMERD HMAXIWNO DE AYALIACOES CITHAK) RO
ATINGIDD. TER=6 INDICH CONVERGEMCIR.

NIMENGION Acles, 160, BC1a6), ITRPTY¥CLED, AUKOARD. FOas, Joll)
DIMEMGTION ¥W(zy, WECZT, EXCZ, STERPCZD, KTL1600, X(L10). ¥ o180

CDIMEWNGION CH(23.C0I(2, SDOLAB, ¢, SYFCLAB, 40, Dolad, <0, FLO1E:

COMMANSDRADLARF L LBE8), THI100)
SOMMON/DPDZAHLE, PER, KHI, HMJ4F
SOMMONARREDTABIT. RILFNT. KJL1FHRA
CHTERNRL ERROD



10

28

38

TEXTERNAL FMRIH

EXTERNAL FHAR
EXTERNAL COYERI
EXTERMAL COVERS
bD 56 I=1.H
ATC1osbol, 10
KPCIy=hul, 23

T¢I =RTCII=KTOL)

B YO RERE A NG

SDCY, 2a=KP{IJ
CONYINUE

ZB=XFi1)

KN=RPOMD

T8=XT<1

TH=XT (WD

XLS=2. wHL:

KW1=5. E28

XY di=0. DA

Ky @ =0, Sx{ELS+RND
NR=HN+2
STERCLz=@ 1KY L)
STEP(2 =8 LakYCd)

CALL MELDERCERRO, B, FE, STEP, EFS, ¥, ITHAK, TER, P M, N, TOLD

XKIF=n¥cld

RTLF =Ky 8D

DR M I=1,c

PLCT YT

RECT =Ry (17

[ L INEER A A ]

CONTINUE

PER=FE+L. 10

PER=:, +IHTOFRER+LE, 2

PER=0 1oFER

CHLL AJUSTE(M. M, ¥P, T, 0. X, B AD
CHLL:HINHRQH;B;HxﬂpN;IE:RES:TDL;IPIV;HUH}
Bo o I=3 WA

PLEI =K d-E)

CONT THUE

ofp @9 I=i K

T=7113

CHLL oPnF ol 8 WE N T KWED

Shel T

S IO VERE: A S SR S I IR 01 Bt N B
CORTIHLE

STEF L)=M

STER L ia=f, Sadnhi-KILrD

CRLIL HELPER:EHIN, ¥E, Fitl, STEF, FFS, K, TTHARR, T3, P H N TOLS

30 ORhn ial, 2
CeOLexECTD

o
Yd
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7e

102

181

Lr Ml |

TONTINUE

KELFMI=RE{Z

STEPRCLa=8

ETEPc2a=ixklS-J1F 3+ 3

CRLL NELDEFR:EMAK, ¥, FMA, STEF, EFS, K. ITHAX, 12, P, M, N, TOL >
Do 70 I=4.2

CICTI =il

CONTINUE

RILFIA=XY (&)

STERCLy =8, Gx{Ki~-KJF

SYEPR =0,

CALL NELDER<COVERI,CI.FCI,STEF.EPS, K, ITHAX, L, F, M, N, TOL)
CALL RJUSTECH. N, XF, Tx, BE, C1, B, M

CALL ‘MINGRCA, B, ¥, M, N, ICT, RES, TOL, TV, ALK
STEFCLa=-8. SxKJIF

STEFR . 20=01

PALL NELDERCCOVERS, CG, FCS, STEF, ERPS, K, TTHAK, J, F L, W, TOL
CRHLL AJUSTECH, N, KPP, T, &8, 5, B, A2

CALL WMINGRCA, B, 7, M. N, 105, RES, TOL, TR, ARED
DO §0L I=1, NP

TY=YPoLn

T=TT--TG

VP2l 1D=TT

[ECT Y. ST, TE, AME. TT.OLT. TH» G0 TO 162

CALL BPOPSk, KB ER, W T EAD

SYEC !, Z)=XH

CRLL REFOGFOH.®H, CI % T, WAZ

SUFY [ TarmKAE

CALL RPOPFCH, WE, S 2 T, BHL

SURC T, da=iRAL

GO T 18l

CALL REOPCMN. WEn EXy iy Ty KB

SHPL L 20=KA

EYPOT. el e

SRR, da=T~7

CONTIHUE

RETUHRK

END

FURDTIDH ERROCRY, M N, TOL

DIMEZHIION G, TRPIVCLEDY, KYL2D, {16
GIMEMZTION ARCIEGH, 160, B4R/, ALEKCL1E)D
COAAIN/DADL " HP{LBHL, Tioimab
cominysDBR2 ELE, FER, BRI, BJL1F
COMMINARRDIARIF. MJILFHI, RILFMA
XB=Hir(d>

FH=BP 2

RIzhtals
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58

48

b

%J«nwvf
G R

uliJ -
ﬂZ‘l"'[
EL VISt R
Gﬁ4=-:”*i w“rL
CRLL HOUST2oM N
CﬁLLIHINUR(HJH;
SE=E

DO 4. T=dH
(=T 13

CRLL RFOFON, S8,

' F T

Lo, WY B RD
L,H t, IF, RES, TOL, IPIV, AUKED

Ay W, T, WRD

SE=CR+ (CRBSCHFCII=KAY D #L1EB. 2 KFLTD

CONTHUE

SGI=L

Do 6 I=1.4
TFEcGatn. LT B0
SHEIenGI+GT hw
CONTTHUE
FE=CE+iMI+nis]
ERRD=FE

RETUI'N

THD

FUNLTTION FMIHCLE
DIMEHGION KECZ,
DIMENSION Haihd
COMHORADADL,

Gulr=B.

RN, TOLD
GLBo, MY
165, B
J1LA@y, TRO1a80

Chga, TRIVCLA)D
16085, M 18)

LDHMIHrDHur;an.FEk;mHI::IlF
COMMANADRADIAHIF, RILFHIT, KILFMA

XB=hitndo
M=K M)
KI=ETCLD
KJl*ﬂEﬁEﬁ

E(l' USRI SR
e MM(J

G _‘--I.-‘ RN I e
GEgrmabitd, —wdl
CPRLL BJIUETZIM: N,

WP TH, ¥

0, WES B AD

PALL AINDROA, B,K, M N, IR, RES, TOL IFTY. AL

SE=0

k0o @H Eri,ﬁ
T=Tue

CALL ‘DUP’N,N@}

SE=GLIHC e RES T

CONT I HUE
G(5:=SE-FER
SGI=4.

DO Gy I=L, S

HEL W T.- :‘lFl"'
PR BN E kN Ll pAWECID

14
R
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3 e

48

aa

[ % o J

FFCletr LT 0.3 Geld=@
SRTIuSGlI+Gn L Y%y
TANTIHUE

FHI = TL-EIF+HMI+506]T
FMIN=FHT

RETUHIN

THD

FUMET IO FHAKC Y, M, N, TR
DIMENLGION HYo@n, GLG%, “il@y, IFIYVI(1aD
STHENSION RCLAn, 400, BCABE), ALEC(L6)
COHHORADRDL/RFOLEA), THLBED
COHHONADRD2/HLE, PER, NI, KJ1F
CDHMHNHDHDE#HJFJHJlFMI,KJlFMH
XB=XPolo

AH=KeoMo

RI=ptald

EJl=nyCdy

¢y =KI~-Ki+1L,

GC2r=-nd

GCIra=RFL-%LE

R4 =RILF-KIL

CHRLL RJUST2OM, N, KF, TH, K@, XY, B, RD
CALL MINORCR, B, ¥, M, N, IFP, RES, TOL, IPIV, AUKD
5E=H. :

pp 45 1=1.M

T=THe1D

CALL RPOFCH, KB, KY, 6, Ty 8RD

SE=SE+C ARSI RP I ~KAY » 108, 2 AKPLT )
CONTINUE

(53 =SE~-PER

SRI=H.

DD GA 1=, 9

IFeGety, LT, 4.3 Gela=0.
SETI=GGI+ECT v hwl

CONT 1 HUE

FMA= dF~KIL AT #SG T

FMRAK=FHA

RETHEN

END

FUNCTION COVERTICY. M, N TOLD
DIMEHZTON ClE2y, GOS), K18y, IFIVILA)
DIMENSTOR AC206, 163, BCLBG, RUKO10)
CORMDHADRELAKPELBEY, THILAGD
COMHNNADRDE KL, PER, HMI, KJ1F
COMMONSDHDZT HIF, KJ1FHL, KILFHR

[
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FERAERE
KN=HP LMD
RI=0rd1y
QFis0142)
BC Y =RIJF-KJ

CBERYmKI-RBL

GCRI=RIL-KLE
Godd =R+l ~HIL
CALL RJIVSTROH, N, ¥P, T, K@, C1

s B HD

CRALL MINORCA, £, %, 1, N, IF. RES, TOL, IPIV, AUD

SE=6.

DO 40t I=4 M

T=TWw¢ld

CRLL 'RPOFCN, ¥, CI, K, T, KA

SE=GE+CCABCCHPC I ~KAY I R1BA. A AKPCT)

CONTINUE

B(Hr=GE-FER

SGI=0.

DD BB I=L.5
IFCGCTY LT, 8.0 Galo=8.
SGI=SGBI+GITIY vk
CONTIRUE
FOI=HTAFHAR-KI+EMI*+EG]
COVERI=FLCI

RETURHN

END

FUNCTION COWVEREZICS. M, N, TOLD

DIMEHSION €S420, GCS), KO1B), IPTIV 18D
DIMEWSION RCLAH, 107, BECLEAD, AUKCLED

COMMONSBADL A RFP LB, TH{L002

COMMON/DADZ ARLE, FER, KRT, XJ1F
COMMONDRDI/ARIF, KILFUT, ¥J1FHA

L ERALEE R
XNz HP D

KT =00n L

KF1=0odEs

B4 e
BLos e I=MIF

G20 f1-%NLa
GCgreghel, =Rl
CALL SJUSTZOM, HoOKP.

LE=d

PO 4 1=4,H

T=Vaily

CRLL PE=N, Wp. 06, H, T, KAD

SE=UE+ {RBICAF Y P2 -1 T w1Rg.

VLoMA, CS,E, R
CRLL #INDRCA, BLW, MoW, TR, RES, TOL, IFTY,

LS A

Ftlts D

=4
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[ B - ]

18

i@
28

CONY LHUE

GeS)=SE-FoF

361=1

o ma 1=4.5

IEcGa D LY. a0 Gl s=@,
SEI=AET 40T b
CONTIHLUE

Feoet J=R¥ItF1+KMI=EG]
Rt LA ol

RETUEH

ERD

SUBRNUTIHE RFOFCN, KB, K X, T, KM

CDYIHENSIOH WONY, RYCZ2

RI=Y LD
RIi=sY ey
P=t.

S,

Do 1% 1=1. N
P=puT
GeGepwi] D
PL=KT1~-KB
PRelf-KJ
Ri=EVFORD
K2=kfl®Fe
Kimp bl
Kzl e +EeE
£amfowii+tre
WR=MG 05
RETL=H

LHD

SUBREAUTINE AJUSTECM, N, ©“0. KT, KB, XY, B, HD

DIMEHSTON ACH, 0, BOMD, SDOR Y, BTOMY, )Y
XJ=iv (L)

RId s

o o J=1.M

DO 11 I, M

KL=kl 10

T=WT 10

RCT, 1o =THeFLORT T

TFCS. BB HD BolamGo ), 0, KT, KJ10
CONT (HUE

COHTIRGE

RE Tt

END
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Al=F-¥
Az=Y¥-u
AZ=i-H
A=
A5=RLweH
AG=Hwrld
B7=H5 M
SRl OGBCHT
RETURN

EHD

SUBENNTINE AJUSTZOM N BD) ©YT, K8, ©Y, B, H
DIHENGTON B, N, B0Hr, BEGH, KT, KO
LS R N A

KIL=n 2D

DD 28 J=1,H

PO 1@ I=1., M
RE=KbI2

T=RTu15

AT, Jo=TexFLORY(J)
1F{Jd. ER. WD Be1x=SS4R0, BB, WJ, AJLD
CONTIRUE

CONTINLUE

RETURN

END

FUNCTION &500, % W, &5

Al=&-k

R2=Y-H

RI=i-H

Rg=g~Y

AS=fikRz

AG=RZ+R4

R7=R5S/RE

SE=ALNGCABS (AT Y 2

RETHRN
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LREBOPATORIG DE MATEMATICA APLICADRA - UHICANME -

SUBRDUTINE WELDERCFUN, ¥, F, STEF, EFS, KON, ITHAK, 1ER,

1 ¥ H, TALD

PRRA MIHIMITAR UMA FUNCAO DE "NY YARIAVEIS SEM RESTRICOES

E SEM DERIYADRT. "NY DEVE SER =50

FRRHNETHOS:

CFUHLN, ¢, F, STEF, ERPS, KON TTYMAK, TER, F7

FUN: £ f FUNCED GUE CRLCULR O VALOR bBE nER. DEVE SER DECLA-
REDN  "ENTERHAL™ NO FROGRAMA FRINGIFAL. SEU UNICO HEGLHIEN -
To E° "¥o, 4 FORTO ONDE O WALOR DE "F" VAI SER CALUULADROD

K- A0 ENTRAR NR SLERQUTINA NELDER E- O VETOR INICTAL FOR-
NECIDPG. N& SRINA CONTEM A MELHOR APROKIMACAO A SOLUCAOD GBTI-

DR ND PROCEZE0.

F- CARTERA 2 YRALOR DR FUHCRO OBJETIVO.

STEP«13: E- A YARIACARC INRICIAL MA COORGEWADA "It RE K

8% N PRIMEIRDS FONTOS QUE R SUBROUTIHA RYALIARA SERAD
MRsCTERLTIYSESTS, ONDE E<I) E” @ I-ESIMD WETOR DA BASE
CANOWICA. E° RUONCELHAYEL COLOCAR CTEP(T =L AL00%(H DIFEREN-

CA ESTIHMADR ENTRE B CCUORDENACA 1 DE X E A COORDENADRS 1 DA

SQLUCANY SF 0 FOWNTO IMICIAL FARECE ESTAR LORNGE 0A SOLUCAND

£° TASGAVEL DAE YALORES GRANDES PARA "STER".

DEVE SER CTMEMSIDHADG COM FELO MENOS “HY FOSTLOES NO FRO-

GRAAM PRINCIFAL

EPS  TOLERANGIA NO CRITERIO DE FARRADA. GUANDO A COMYERGENCTIA QCO-
RE "ERFS® E7 UKA ESTIMATIYAR 0A DISTRANCIA ENTRE "X°© E A sSaLUCAOD,

KON NUMERC DE AVALIACOES.

1THAE: NUMERD MAXIMO OE AYALTIACOES FERMITILO

1ER DERLARRA A% CONDICOES DE SAIDHA

CE IIR=H. INDICA CONVERGENCIA.

CE IFER=1, 0 MUMERD KRKIMO DE AYALIACOES DA FUM-

fAD 721 dsADLL

P UETOR AUSILIAR QUE DEVE SER  DIMENSIONRDO RO FROGRAMA
PR:WLIPAL COH FELO MENQOS Wx{N+1) FOSICDES

DIMERTION WOZy. STEFCE), Fo2, 40, KLCE8, KH 3R

K, KECS@0, KBOSEY, AECSAY, KHLIGBY, KOCSaN, EFECSLY
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F=1

FRHA -
EOH=3
RRAARR 0 SIWFLEX INICIAL
80 L I=1.N

PCoI, Hla=Mls

po 2 J=1.HN



po o3 i=1, N
o, ra=ROl)
PO, Ga=ROT, JYHSTERLT )
AVRLIARR A FUNCRO WOS VERTICES DO SIMFLEX INICIAL
50 4 121, N1
KOH=A0H+d
IFcEad, GE. ITHRXIGOTOZE
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IFCESECTY GT. FIGATO4
F=pEFeEdl>
phoEy KisLoH
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CONTIHUE
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pe FHENGR=1. EZA
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PD 5 T=1, N4
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COHTINUE
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FEYibTH
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o0 ra (=1, N
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IFcq nn. GE., ITHRAGOTOZE
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CALCULTE RE

b "o l1=1,N
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F=Fyl
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TFECENN GE. ITHAKIGOTOZE
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po ar I=1.H
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EFE i 5r=FRE
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PO 01 I=4.M
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EFE tri=FHf

GO T fad
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FO BT FrROTDEE
R

4% Ki=1,H
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EFE

T=1, N
y I =0
ClHY =R RE

60 TH 414w

Lo

T3 Jg=1, B

JAL

IF<J. ER. ILOGD TO 24
0O ES I=d4,H

PCE, Jd=Ral, JO40. SkCKLLID=-PCI, d2)
EFECT)=FUNSTCL, J2, M, N TOLD
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LARCREATORIO DE VATEMATICA RPLICADA - UNICAWFE -

CUEROUTING MINCECH, B, K. M N, P RESZ, TOL, TRIV, ALK
GRIETIVD:. DEDAS B NMATRIZ FACMKHY E B MATRIZ BCNKNCE).
ARESTENASAS POR COLUNES (VER DECLARACAO DIMENSION:. MIHOR CRLCULA
Ve -1 &R, OMDE R4y E R PSEUDCOINVERSR DE WOORE-FENROSE DE A
vew § O DOCUMENTECAD BE WINOR FARA CASOS PARTICULARES DESTH
CITHFCAD

FARRNETRES

BOERTRADAY . UM YETOR DE WMKN PRSICOES QUE DEYE COHTER A

HATHIZ B, AGHAZENADA POR COLUMAS . E DESTRUIDA NO FPROCESSO
. HUKERD DE LINHAS DE A

H:  KUMERG LE COLUNRS DE A

B CEHTRABAY: UM YETOR [E MXNCE POSICOES QUE DEVE CONTER A
MATEI? B RRMAZEMADA POR COLUNRS. DESTRUILRA NO PROCESESO

HEB: MUMERD DE COLUNAS DE B '

v O(EE10A) 0 MATRIZ AC+Y#B, CALCULARA FOR MINDR (NXNCE POSI-
COES, ARMAZEMADA POR COLUNAS)

P (SEIDAY . WUWMERD INTEIRD, FPOSTD DE A

RESY (SAIDPAY: YETOR DE NCB FOSICOES QUE CONTEW, ERNCETO ERROS

DE RRRECONDAMENTQ, 0% SUADRALOS DOS RESIDUDS DE CRCA UK TOS

NCB FROBLEHMAS UE QURDRADDS MINIWDS RESOLYIDOS FOR MINOR

TOL (ERTRADAS - NUMERD FEQUENG, TR ORDEM DR FRECISRO DA

MADLINE, QUE SEREVE PARA DECLARAR SE UMA COLUNR DE

R ESTH NO SUBESFACO GERADD POR OUTRAS

IPIY: YETOR BUXILIAR IMTEIRQ DE PELD HMENDS N FOSICOES

RUX: YETOR HURILIARR REAL DE FELD MENGS WAMOE FOSICOES

METOLD: HA CLASSIFICARCAO DE N SHINOZAKI, M. SIBUYAR & K. TANREE
("NUWERICAL RLGORITHMS FOR THE MOORE-FENROSE INYEERSE OF A MATRIX
PIRECT HBETHHODS*, ANNALS OF THE INST. OF STAT. WATH. . YoL 24,

NRD &, 1972) TRATR-SE DE UM METORO [0 TIFD 1. & €

PROGERMADD FOR J. M WMARTINEZ, FEVEREIRO OE 1%9@cz.

BIMENSTION ACLER, 1@, BCLAE, 12, IFIVCI0), RUKILE, 13,67 1@, 1

1 S RES24L0

INTEGER P

HOR=1

HN=MTHECH, N

po otk J=1. K

[RINCId =

ROl J=L, MN

Ji=J+ 1

BUSCE DR MELHOR CCoLUNA FRRA PIVOTHE
SEREAR=H.

ph oL K=J.H

J=g.

pO Z0 1=4008

AR SN S O
Ji=l
Josty RTLO)
TFCd, IR 1xGUutTladn

PO I=10 -5
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1.48
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120

LT, L. 8-200G0T0GE

hﬂﬂim;{

Ll ol N o B 1

“Ph“ LY. SENMAXKIGOTOTA
kfﬁﬁ;£~l

CEHERR=SEND

PHOMREK=23

R R E

GDTUML

PECEY LT, L E~EEGOTOLE
TF472. LT, SEMHRLLGOTOLE
EWAK =K

EHOWRE=Z

g S LR

SENRPK=ZZ

CONTINUE
TFesEMMAK. GE. TOLXGOTOED
P=J-1

GOTOLY A

FERMUTRRE COLUNAS J B KMAR
TECKMMK. E& J3GRTOER
LL=IFIV{RMAK

IPIYCEHAK =TIV ID

PRIV ga=LL

D oFE T=1,H

ALY, KREED

Rl PRAK»=RIE, 3

Ay, 3=z

CALCULA 8 TRANSFOREMACHD DE HOUSEHDLERER
TFog, ER MGOTRLEE

'EF' iy Eye, A Ja l_] A, o iz R - HQ
WY = e I RHO+RNOMAK R, &
BeJ, di=RGE e RED

HrL}Lﬂk A OTRARNSEORHEACHRD B3 QUTRAS COLUNAL

TESTER WAROTRICR
[ 156 KedioH

HY WP

r oSy I=J.0H

BT Y b
Brap sy
EA N R B N S

TR B T I T DY B2 S R AP
E N IERE NS
fpri b dR A TRHHEFORARTRD B &
P+ fv R R, R

BT i o,

Bxodoe 1=d.w

HTYF oW T s de {1y T Bol, b0
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158

160

i7a
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183

5@

288
2ig
228
21@

Lar B B ot B W
=
o]

250

2ea
ava
280
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lan
1ia

HYWF=WT¥R2E 2,

DO el I=d.

AHTYD

BET, bowBol, Ki-WT¥P+a01, J2

SOHT T HBE

ACT, Jo=-Rild
COHTIHUE

P=pi

P10y @l HEE

L

ERILN AR AN
TILTIME
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CE R=L, MOTR

ORGP A I T S E DO

_______

|
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FE
-

)
s
=

pooFud T, 1, -1
e Jalel P
AT SN B3 | I S

] B S (i G TN SN

SONT DD

I N R N P R R VR R R

G D k=L NTE

B0 o 1=L00

RN U & S AN
RESLLYEE DS OLUYRES
CHA THEIMITAHS SO UTOES
B OGP NDEMA PININA

B0 G e N

R RN NI S

TELE 0 32 00Tao 3

an pedy [=P-ni, -1

A=y,

G0 oL o LEIELF

AC=Fr=Fs T LosROL, 10
U ), An =R, J

T FRPEEHE B Sl NN
AT, SaafglEy s
SON iU
GARTEAaORHELT AR BE LIHHAR
A G Je=Lr

ST LRI N S P

B, Th=f

L3
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Fod, Tl
i

R T I A Y
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398
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Py 3240 g-=
e, do=ED. drkE
LR IR TE I ST 0 5
Bl Bambail, Kass
Trel FR PO GTozsn
pOEOR Leiedl F
Fi=t
Do Erfr JFeL

Prapp+nct. JragL, J

o owop Jebe R

BeL, Jr=RIL J=FExRCI, 2

Ba V8 K=4, MCEB

Brl, Koa=0qL, y-FEsBo T, K2

CANTINUE

CONTIMUE

MULTIPLICAR B FELA TRANSPOSTR DA ORTONORMAL 1ZADS
DO 486 ¥, NMCE

o 460 J=i,H

AUKeS, K=,

Lo osGp I=41,F

HU T, KyegUSOF, KO+RACT, Jo+BCT, KD

pECPERBUTAR PRREA GUE R SOLUCRO FIHAL FIQUE EMW K

B3 oens K=1,H0E

PO osnE D=d, i

we TR owe Ll Ku s HNGIT L ED
RETLERHE
D gLt E
b osdR T
MOl r=d
RETURKN
END
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