SISTEMAS NAO-LINEARES
DA FISICA E DA
ENGENHARIA

Este exemplar corresponde a redacao final da
tese devidamente corrigida e defendida pelo
Sr. DANIEL NORBERTO KOZAKEVICH

e aprovada pela Comissao Julgadora.

Campinas, 20 de Junho de 1995

José Mario Martinez

\

Tese apresentada ao Instituto de Ma-
tematica, Estatistica e Ciéncia da Com-
putaciao, UNICAMP. como requisito parcial
para a obtencio do titulo de DOUTOR em
MATEMATICA APLICADA.




Tese defendida e aprovada em, 20 de junho de 1995

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

| Y
7
/p//""’)/_:» ——"__ﬁ
Q A
e
Prof(a). Dr(a). {JOSE TINEZ PEREZ

-l

Prof (a) . Dr(a) .CLOVIS RAIMUNDO MALISKA

/}Qﬁ .

ER 3

Prof(a) Dr{(a). JOSE ALBERTO CUMINATO

TN

/////’///’Prof(a). ;ETiiy ILO FRANCISCO THOME

1072

Prof{a). Dr(a). MARIO CESAR ZAMBALDI




Departamento de Matemadtica Aplicada
Instituto de Matematica, Estatistica ¢ Ciéncia da Computacio
Universidade Estadual de Campinas

Sistemas Nao Lineares
da Fisica e da Engenharia,

Daniel Norberto Kozakevich!
Juiho 1995

Dissertagao submetida ao Departamento de Matematica Aplicada
Universidade Estadual de Campinas, como requisito parcial para
a obtencio do titulo de Doutor em Matemadtica Aplicada




(© Daniel Norberto Kozakevich, 1995.
Todos os direitos reservados.

1l



Dr. José Mario Martinez, DMA-IMECC-UNICAMP
(Orientador)

Dr. Clévis R. Maliska, FEM-UFSC

Dr. José A. Cuminato, DM, USP-S.Carlos

Dr. Murilo F. Thomé, DM, USP--S.Carlos

Mario C. Zambaldi, DM-CFM-UFSC

1° Suplente: Marcia A. Gomes-Ruggiero, DMA-IMECC-UNICAMP

2° Suplente: Vera L. Rocha Lopes, DMA-IMECC-UNICAMP

3¢ Suplente: José V. Zago, DMA-IMECC-UNICAMP

4% Suplente: Alvaro De Pierro, DMA-IMECC-UNICAMP

1ii



Prefacio

Esta tese contém contribuigdes tedricas e praticas no campo da resolucdo de sistemas algébricos
nao lineares de grande porte. Esse tipo de sistemas aparece com muita frequencia em aplica¢des
de engenharia e fisica, portanto, € nesse tipo de problemas que nos concentramos.

Nosso aporte comprende quatro areas:

e A comparacio controlada, do ponto de vista computacional, dos métodos de Newton,
Newton modificado, Broyden e Column-Updating, com e sem estratégias de globalizacéo,
em um conjunto de problemas originados na discretiza¢do de equacbes diferenciais parci-
ais., Procuramos aqui 1dentificar situagdes problematicas e fornecer um panorama claro
sobre 0 que é de se esperar de algoritmos mais ou menos cldssicos para resolver problemas
com variados graus de dificuldade.

e A anédlise e resolugho exaustiva do “problema da cavidade™, para altos nimeros de Rey-
nolds, descartando as estratégias de globalizacdo por otimizacdo (de pobre desempenho
neste caso) e reivindicando taticas homotopicas muito simples. O desempenho de alguns
métodos quase-Newton, neste caso, € muito bom.

¢ A introdugdo de um método novo do tipo Newton-inexato, com uma variagao que permite
uma resolugio eficiente de problemas de autovalores nio lineares. Esses problemas sao,
por direito préprio, sistemas ndo lineares mas, ao mesmo tempo, refletem com bhastante
fidelidade o grau de dificuldade que pode ser encontrada em outros sistemas dependentes

de um parametro.

e A resolucdo de um problema de evolugdo {petrdleo) onde em cada nivel temporal deve
ser resolvido um sistema ndo linear. Neste caso, métodos quase-Newton com Jacobiano
inicial escolhido como fatoracido incompleta provaram ser notavelmente eficientes.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho analisaremos o desempenho-de um conjunto de algoritmos para resolver siste-
mas néo lineares originados em problemas reais. Selecionamos para isso, diversos problemas da
Fisica e da Engenharia e varios algoritmos cujas implementaces computacionais se encontram
em diferentes estdgios de experimentacéo.

Descreveremos a seguir, em forma sintética, alguns dos métodos para a resolucio de sistemas
nao lineares de equagdes, que serdo usados nos capitulos posteriores.

1.1 Algoritmos para a Resolucao de Sistemas Nao Li-

neares
Dada F: R* — R*, F = (fi,..., fa)?, desejamos achar a solugio de

F(z)=0. (1.1)

Suporemos que I esta bem definida e tem derivadas parciais continuas em um conjunto
aberto de JR™; denotamos com J{z) a matriz das derivadas parciais de F (matriz Jacobiana).

Assim
fi(z) VA=) %(:c) - gx%(x)
J{z) = F'(z) = : = : = : :
fulz) V fulz)T S(z) ... ()

Sera de nosso principal interesse, o estudo de problemas de grande porte onde n é grande
e J(z) é estruturalmente esparsa, o que significa que a majoria dos coeficientes de J(z) sao
zero para todo z no dominio de F. Esparsidade é um caso particular do conceito mais geral
de estrufura. As matrizes Jacobianas podem ser simétricas, antisimétricas, positivas definidas,
combinagio de matrizes com estruturas especiais, etc.. Usualmente é aproveitada a estrutura
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particular de J(z) com a finalidade de melhorar as caracteristicas computacionais do algoritmo

usado para resolver (1.1).

0Os métodos ordindrios para resolver sistemas nao lineares sao locais. Um método local é
um procedimento iterativo que converge, se a aproximagao intcial esta suficientemente perto
da solucao. Uma caracterizagdo qualitativa do algoritmo é dada pela taza de convergéncia que
indica a velocidade de aproximagao assintdtica a solucao. Na mailoria dos casos o dominio de
convergéncia destes métodos € grande, e por este motivo sdo assiduamente usados. Porém,
quando a aproximagao inicial nao for suficientemente boa, os métodos locais devem ser modi-
ficados para incorporar propriedades de convergéncia global.

Disemos que um método para resolver (1.1) é globalmente convergente se, ao menos, um
ponto limite da sequéncia gerada pelo método € a solugéo ou, no minimeo, um ponte estaciondrio
onde, V|| F(z)lj> = 0. A maioria das vezes todos os pontos limites sdo solugdes ou pontos
estaciondrios e frequentemente a sequéncia converge completamente a solucdo. Em geral. os
métodos globais sdo modificagbes de métodos locais que tentam preservar as propriedades de
convergéncia do método local original.

1.1.1 O Método de Newton

0 Método de Newton é costumeiramente usado para resolver (1.1). Dada uma estimativa
da solucdo como ponto inicial 2°% o método considera a cada iteracdo a aproximagao

Fla) = Li(z) = F(2*) + J(&")(z — 2%) (1.2)

1

e calcula z**! como a solugdo do sistema linear Li{z} = 0. Assim, uma iteragdo do método de

Newton pode ser descrita por

J(e¥)s* = ~F(a"), (1.3)
gt = o* + §F. (1.4)

A cada iteracio de Newton devemos avaliar o Jacobiano J(z*) e resolver o sistema linear
(1.3). Usando técnicas de diferenciagio automética (ver Rall [62] e [63], Griewank [26], etc) é
possivel calcular F(z) e J(z) de uma forma confiavel e com baixo custo computacional.

Se n nao for excessivamente grande consegue-se resolver (1.3) usando a fatoragdo LU com
pivotamento parcial ou com a fatoragio QR (ver Golub and Van Loan [22]). O custo destes
métodos é da ordem de n® operagdes em artitmética de ponto flutuante. Varios algoritmos para
fatoraces esparsas estdo compilados em Duff, Erisman and Reid [16].

Gomes-Ruggiero, Martinez e Moretti [25] descreveram uma primeira versdo do pacote com-
putacional Rouxinol onde estio implementados diversos algoritmos para resolver sistemas nao
lineares esparsos. Os sistemas lineares sdo resolvidos com a metodologia de George e Ng [21}].
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O sistema (1.1) tem uma iinica solu¢do se e somente se J{z*) é nio singular. Um Jacobiano
quase singular ou um sistema linear mal condicionado usualmente causam grandes incrementos
s*; logo, a grandeza de ||s*|| deve ser controlada. O tamanho do passo é comumente normalizado
com

A
s* + min{1, W}sk.
s

onde A é um parametro dado pelo usuario.
O principal resultado relativo & convergéncia ao método de Newton estd dado no seguinte
teorema

Teorema 1 Suponhamos que F' : Q0 C R™ — IR";  um conjunto aberto € conexo; F' € CH{(}),
F(z*) =0, J(z*) ndo singular, e que existam L,p > 0 tal que para todo z € )

17(z) = J ()|l < Lljz — 2"|PP. (1.5)

Entéo existe ¢ > 0 tal que se ||2® — z*|| < &, a sequéncia {z*} gerada por (1.3)-(1.4) estd

bem definida e converge a x*, e satisfaz

2" — &7} < efja® — 27| (1.6)

(Prova: Ver Ortega e Rheinboldt [61], Dennis e Schnabel [13], etc.). 0

A consecugdo da convergéncia quadritica (p = 1) dependera da satisfagio da condigio de
Holder (1.5), sem a qual, pode ser provada apenas convergéncia superlinear para {z*}.

1.1.2 Métodos Quase-Newton

Denominamos Métodos Quase-Newton a aqueles que resolvem (1.1) com uma férmula do
tipo

2" = 2F ~ BoVF(2F). (1.7)

Oz métodos Quase-Newton caracterizam-se por evitar o calculo das derivadas e a necessidade
de resolver integralmente os sistemas lineares a cada iteracdo. Em consequéncia, o custo de
cada iteracdo diminui sendo que ha uma leve perda das propriedades de convergéncia em relagéo

a0 método de Newton.

Uma meodificacdo destes métodos é realizada introduzindo recomegos. Isto significa que
By = J(x"‘) se k é wn muiltiplo de um inteiro m ou se nio hd um decréscimo suficiente de
| F'(z*)|l; Bx é obtida a partir de By nos outros casos.



1.1.  Algoritmos para a Resolu¢do de Sistemas Ndo Lineares 4

O Método de Newton FEstaciondrio é o mais simples dos métodos Quase-Newton, onde
By = J(2°) para todo k € IV. Neste método as derivadas sdo avaliadas no ponto inicial sendo
necessaria somente uma fatoracio LU de J(z°). H4 uma paulatina piora nos métodos Newton
estaciondrios, ja que, exceto quando & = 0 {mod m), B; nédo incorpora informacgio de z* e
F(2*). Logo, a semelhanca do modelo Li(7) = F(z*) + Bi(x — 2*) com F(z) pode diminuir
com k. Observamos que por (1.7}, nos métodos Quase-Newton, z**! se define como a solugio
de Li(z) = 0, que existe e é unica se By é ndo singular. Uma maneira de incorporar informagio

vinda de F sobre o modelo linear consiste em impor condigbes interpolatérias.

Lyt (z*) = F(z¥), (1.8)
Lis1 (2z5¥1) = F(a**), (1.9)

Definindo
y* = F(z") — F(z*) (1.10)

e subtraindo (1.8) de (1.9) obtemos a Fquagdo Secante

Biyrst =4 (1.11)

* e ¥, Designamos Métodos

Reciprocamente, se Bry satisfaz (1.11), Lx41 interpola F' em z
Secantes & familia dos métodos haseados em (1.7) e (1.11).

Se n > 2, existem infinitas possibilidades para escolher Bry1 de modo a satisfazer (1.11).
Esta versatilidade permite através de uma escolha apropriada, garantir estabilidade numérica.
O Método de Broyden “bom” (Primeiro Método de Broyden, [4] ¢ 0 Método de Atunalizagio da

Coluna (COLUM) (Martinez [42]) se aproveitam desta possibilidade. Em ambos métodos

(y* — Brs®)(2%)7

Bry1 = Br + Vs (1.12)
onde
7 = (1.13)
para o método de Broyden, e
25 = ¥, (1.14)
()7 s* = |ls"llo (1.15)
para COLUM onde {e!,...,e"} é a base canonica IR".

Aplicando a férmula de Sherman-Morrison a (1.12) (Golub and Van Loan [22]) obtemos

(Sk . B;lyk)(zk)T
(VB

Bily =Bt + B (1.16)

Observamos que

Bl = (I +4*(*)T)Bg, (1.17)
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onde u* = {s¥ — By 'y*)/(:¥)T By 'y*, e assim
Bi' = (I + (=) (T4 By, (1.18)

para k=1,2,3... Se n for grande a férmula (1.18} é utilizada.

0O Método de Broyden € um caso particular da familia dos Métodos de Atualizagao Secante
com Varia¢io Mimima (Dennis e Schnabel [12],{13], Dennis ¢ Walker [14], Martinez [48], [50]),
que inclue varios algoritmos que sio iteis para problemas com estrutura particular (ver Hart
e Soul [32], Kelley e Sachs [35]), para problemas separdveis com métodos Quase-Newton Par-
ticionados (Griewank e Toint [27], [28], [29], [30], Toint [66]), métodos com Atualizagio Direta
na Fatorizacao (Dennis and Marwil [10), Johnson e Austria [34], Chadee [6], Martinez [47]),
algoritmos do tipo BFGS e DFP para minimizagio irrestrita (ver Dennis e Schnabel [13]), etc.

Os principais resultados sobre a convergéncia dos algoritmos Quase-Newton sao enunciados

a seguir:

Assumimos que como no Teorema 1, F : @ C R* — R*, Q1 ¢ aberto e convexo, I’ € C'(Q),
F(z"}) =0, J(z") é ndo-singular e que a condigao de Holder é satisfeita.

Teorema 2 Dado r € {0.1), existem £,8 > 0 tal que se ||2° —z*|| < e e ||By — J(z*)|| < 6
para todo k € IN entdo a sequéncia {z*} gerada por (1.7) estd bem definida, converge a z*, €
satisfaz

jz*tt — 2*|| < rllz® — 27| (1.19)

para todo k € IN.
Prova: ver por exemplo, Dennis e Walker [14]. i,
P

Usando o teorema anterior podemos provar que o Método de Newton Estacionario com re-
comegos tem convergéncia local, com taxa linear.

A ferramenta fundamental para provar convergéncia superlinear para os métodos Quasi-
Newton é o teorema seguinte, devido a Dennis e More.

Teorema 3 Assumamos que {z*} gerada por (1.7) estd bem definida e converge paraz™. Entao
as duas sequintes propriedades sdo equivalentes

)t B JE@E )
S e o]

= (1.20)

RN T il

i OE—— N 1.21
e JlF — 2] (121
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(Prova: ver Dennis e Moré [11].) |

A equagio {1.20) é chamada a condigio de Dennis-Moré. Usando (1.20), podemos provar que
o Método de Newton Estaciondrio com recomegos periédicos (para o qual limy..o, By = J{&™))
tem convergéncia superlinear. A condigdo de Dennis-Moré estd relacionada com a Equacio
Secante e permite obter o seguinte resultado (Broyden, Dennis e Moré [3]).

Lema 1 Se a sequéncia gerada por um Método Secante converge a z* e além disso,

entdo a convergéncia € superlinear.

O Teorema 3 néo garante a convergéncia local de todos os Método Secantes. Em verdade,
a hipdtese deste teorema requer que lodas as By devam pertencer a uma vizinhanca de J(z*)
de radio 4. Entanto devemos observar que, mesmo se a primeira By pertence a esta vizinhanca
existiria a possibilidade de que ||Bx — J(z*)|| > [|Bo — J(2™)||, destruindo a convergéncia.
Afortunadamente, para os métodos LCSU (incluindo o método de Broyden) é possivel provar
que existe 8 > 0 tal que {| By — J(z™)}| < § para todo &k € IV, se | By — J(z)]| < &'.

Teorema 4 Eristem e,6 > 0 tal que, se ||z° —2*|| < ¢ e ||Bo— J(z*)|| £ 8, a sequéncia gerada
pelo método de Broyden estd bem definida, converge para =* e satisfaz (1.21)

(Prova: Ver Broyden, Dennis Moré [5]. Uma extensdo para outros métodos LCSU é mos-
trada em Martinez [48], [30]. i

0O método COLUM nédo pertence a familia dos métodos LCSU, logo a convergéncia local
superlinear ndo pode ser provada usando as técnicas baseadas em Propriedades de Deterioragio
Limitada. Para COLUM conseguimos esse resultado mediante o seguinte teorema

Teorema 5 Suponhamos que a sequéncia {z*} seja gerada pelo método COLUM, exceto quando
k=0 (modm), Br = J(z*). Entdo, existe ¢ > 0 tal que, se ||a”—a*|| < ¢, a sequéncia converge
superlinearmente a z”.

(Prova: ver Martinez [42]). 0

Um resultado similar pode ser obtido para o Método de Atualizacio de uma Coluna da
matriz Inversa (ICOLUM), ver Martinez e Zambaldi [56).

Teorema 6 Suponhamos que n = 2. Seja r € (0,1). FEnido existem ¢,6 > 0 tal que, se
l2® — 2|} < 2 e |Bo— J(z*)l| £ 6, a sequéncia {z*} gerada por COLUAM estd bem definida,
converge para x*, e salisfaz (1.21).
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=1

(Prova: ver Martinez [52]). O

Teorema 7 Suponhamos que a sequéncia {2*} gerada por COLUM esteja bem definida, con-
virja para ™ e satisfaca (1.21). Entdo

. ”xk+2n — :B*H B .
L P 1:2)
€
lim [|2* — 2*[[/* = 0. (1.24)

(Prova: ver Martinez [52}). A propriedade (1.24) determina uma convergéncia R-superlinear.
O

1.2 Meétodos Newton Inexatos

Quando o método de Newton € aplicdvel a resolugio de (1.1), é recoméndavel o uso de
algoritmos mais eficientes como CUM ou Broyden com recomecos de Newton. No pacote
Rouxinol foi incorporade um procedimento automatico, no qual uma iteracao de Newton é
realizada somente quando ha expectativas de que sua eficiéncia melhore a correspondente da
Quase-Newton que vem sendo efetuada.

O uso de uma fatoragao esparsa LU para resolver (1.3}, pode ser altamente inadequada no
caso da matriz Jacobiana ter uma estrutura desfavoravel. Um excessivo enchimento durante
o processo de fatoracdo impossibilita o uso de tais técnicas, devido a uma grande demanda de
memdria computacional e um tempo exagerado de computacdo a cada iteragio. Uma alternativa
plausivel é a introdugio de »Jacobianos Falsos”. FEsta estratégia consiste, no recomeco de
uma iteragio Quase-Newton. em substituir By = J{z*) por B, = J(z¥), onde J(z*) é um
” Jacobiano simplificado” de tal forma que a fatoragao LU possa ser desenvolvida. Infelizmente,
pode acontecer que ||J{z*) — J(z%)|| seja tao grande que o método Quase-Newton perca as

propriedades de convergéncia local.

Em tais circunstdncias o uso de um método Newton-Inexato é altamente recomendavel.
A inconveniéncia de se usar um método direto (LU) leva a resolver (1.3) com um Método
Iterativo Linear. Usualmente, os métodos iterativos lineares preferidos sdo aqueles definidos
sobre espagos de Krylov (Ver Golub e Van Loan [22], Hestenes e Stiefel [33], Saad e Schultz
[64], etc.). Essencialmente. a memodria exigida é aproximadamente da mesma ordem que para

armazenar o sistema inicial.

Quando resolvemos {1.3) usando um método iterativo linear precisamos providenciar um
critério de parada para decidir quando terminar o processo de calculo (correspondente ao lago
interno). Um critério que parece razodvel (baseado no valor do residuo do lago externo) é
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o

17(2*)s" + PN < 8| F(Y), (1.25)

onde &, € (0,1). A condigao 8; < 1 é necessiria para que eventualmente, um incremento
s* = 0 possa ser aceito como solugdo aproximada de {1.3). Por outro lado se 8; = 0, o niimero
de iteragdes necessirias pelo método iterativo linear para satisfazer (1.25) poderia ser muito
grande. Um valor usualmente adotado é §; ~ 0.1.

Dembo, Eisenstat e Steihaug [9], introduziram um algoritmo impondo o critério (1.25) e
provaram as principais propriedades de convergéncia local.

Teorema 8 Suponhamos que F(z*) =0, J(z*) ndo singular e continuo em &*, € 8 < Opax <
§ < 1. Entdo existe £ > 0 tal que, se [|2°—27|| < ¢, a sequéncia {x*} obtida satisfazendo (1.25)
€Om Tray = T+ & converge a x* e satisfaz

27 — 2] < Bfl* - 2]

para todo k > 0, onde ||y|| = [|J(z*)yll. Se limi_n8; =0 a convergéncia é superlinear.
( Prova: Ver Dembo, Eisenstat e Steihaug [9]) O

Os métodos definidos sobre espagos de Krylov sdo costumeiramente implementados usando
um precondicionador. (Ver Axelsson [3]). Basicamente, um precondicionador para o sistema
linear Az = b ¢ uma matriz H tal que a resolugio do sistema HAz = Hb demande menor
esfor¢o que o sistema original. Aplicado sobre (1.3) resulta

H'J(aR)s* = —HVF(25) (1.26)
onde H;' (ou no minimo o produto H;'z) seja facil de calcular sendo Hj ~ J{(z*).

Diversos precondicionadores para problemas especificos podem ser encontrados em Spedi-
cato [65], em sua grande maioria baseados sobre Fatorizagbes Incompletas. Uma caracteristica
comum aos diferentes esquemas de precondicionamento aplicados ao sistema Az = b, é que
a primeira iteracio do método iterativo linear é z' = AH~1b, onde H ¢ o precondicionador.
Assim, para (1.3), o primeiro incremento deveria ser da forma —AH; ' F(z*). Este valor para
s* serd aceito se satisfizer (1.25). Entretanto, ja que (1.3) néo é um sistema linear isolado seria
criterioso usar a informacio decorrente em iteragdes futuras. Com efeito, J(z*) = J(2°1),
principalmente quando k — co. Este fato, motiva o uso de Hy, F(z¥), F(a**1), «**1, z* para
construir o precondicionador Hjy; de tal modo que satisfaca a Condicido Secante. Assim, é
razodvel introduzir um algoritmo baseado em (1.25) onde a sequéncia de precondicionadores
Hy, = B, sao escolhidos de modo a satisfazer (1.11) para todo k € V.

Existem infinitas possibilidades para a escotha By satisfazendo (1.11). Nazareth e Nocedal
[59] e Nash [60] sugeriram o uso da férmula classica BFGS para precondicionar (1.3) quando
se trata de problemas de minimizagao.
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Uma outra opgao € definir

B-’H-l_ - CH.} "‘I" Dk+] (127)

onde Cry1 é um precondicionador classico e Dy, € escolhida de modo a satisfazer (1.11).

Martinez [51] mostrou que o uso de uma férmula precondicionadora secante possibilita obter
resultados de convergéncia mais fortes que as enunciadas no Teorema 8. Isto é, a obtencgdo de
convergéncia superlinear sem a imposigio 8 — 0. Um Método Newton Inexato Precondicio-
nado foi introduzido por Martinez [51] com convergéncia superlinear sem impor uma precisio
tendendo a infinito na solugio de (1.3).

Algoritmo 1 Seja 8; € (0,6) para todo k € IV,8 € (0,1) e im0, = 0. Suponhamos gue
® € IR® seja uma aproximagdo inicial para a solu¢go de (1.1) e que By € IR™™ seja um
precondicionador inicial ndo singular. Dado a* € R* e By ndo singular, os passos para obter

a**1 By sdo os sequintes:

e Passo 1
Calcular
sg = —B;'F(a%). (1.28)
¢ Passo 2
Se
1 J(z%)sh + F(*)]| < 0] F (=) (1.29)
definir
sF =g (1.30)

Sendo, obter um incremento s* tal que satisfaca (1.25) usando um método iterativo.

e Passo 3
Fazer o¥+1 = 2% + s*. 2

O teorema seguinte estabelece os principais resultados relacionados ao algoritmo anterior.

Teorema 9 Suponhamos que F : @ C R™ — IR*, Q um conjunto aberto e convero; F' €
CYQ), J{z*) ndo singular, F(z*) = 0, e que (1.6) seja salisfeita pare algum L > 0,p 2
1. Suponhamos que ||Bil|| e ||B;']| estejam limitadas e que a condigdo de Dennis-More seja
satisteita. Entdo existe € > 0 tal que, se ||c® —*|| £ ¢ a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo
4.2 converge superlinecarmente a z~. Além disso existe ko € IV tal que 5% = 8§ para todo k > ko.

{Prova: Ver Martinez [51]). O

O teorema anterior estabelece que se o precondicionador usado satisfizer a condigéo de
Dennis-Moré, a convergéncia superlinear € obtida sem lin; ..o = 0. Em verdade, a primeira
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iteragdo sf; satisfard (1.23) e sera aceita como o novo incremento preservando a superlinearidade.
As Férmulas de Atualizagio Secante (LCSU) podem ser usadas. satisfazendo as hipdtese do
Teorema 4.3.

Recentemente, Abaffy [1] considerou a possibilidade de usar algoritmos iterativos, ponde-
rando as variagdes das componentes, sem a necessidade de avaliar o residuo integralmente e
introduzindo um novo critério de parada,

1.3 Estratégias de Globalizagao

Os métodos locais caracterizam-se por apresentar altas taxas de convergéncia quando o
ponto inicial esta suficientemente proximo da solugao. Entretanto, podem divergir se esta
condigio nao for satisfeita ou se o sistema nao linear apresentar fortes ndo linearidades. Com a
finalidade de eliminar ou reduzir esta possibilidade, os algoritmos baseados em métodos locais
sao usualmente modificados incorporando propriedades de convergéncia global.

1.3.1 Globalizag¢ao por Otimizagao

Uma forma de implementar esta estratégia consiste em transformar (1.1) em um problema
de Otimizagdo, através de uma fungdo de mérito como f(z) = || F(z}||?, uma vez que qualquer
solugdo de (1.1) serd um minimo da funcao f. A opcdo de usar um método que minimize f para
resolver (1.1}, em geral, pode nao ser satisfatéria. Os métodos locais convergem rapidamente
para a solugao, sendo que a seqiiéncia gerada {z*}, ndo é necessariamente monétona. Nestes ca-
so0s, 0 método local puro serd mais eficiente que a minimizagio de f. Por outro lado, os métodos
de minimizagio convergem a minimos locais (ndo globais) de f. enquanto que o método local
converge para a solugdo de (1.1}. Diferentes solugbes tem sido propostas para este problema.
( Ver Gripo, Lampariello e Lucidi [31] ). Descreveremos a estratégia que combina algoritmos
locais e métodos de minimizacio que foi implementada no pacote computacional Rouxinol.
Chamamos de iteragdo ordindria a cada iteragdo realizada pelo método local e iteragcdo especial
a correspondente do algoritmo de minimizacido de f. Definimos, para todo k& & IV,

a* = Argmin {f(z%),..., f(z")}. (1.31)

As iteracbes ordindrias e especiais sao combinadas mediante uma estratégia tolerante.

Algoritmo 2 Inicializar: k «+ 0, FLAG « 1.
Seja ¢ > 0 um inteiro, v € (0,1).

o Passo 1
Se FLAG =1, obter z**! por meio de uma iteragdo ordindria.
Sendo x5t serd obtido usando uma iteracdo especial.
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¢ Passo 2
Se
F(a) < 2f(e) (1.32)
Tomar FLAG « 1,k — %k 4 1,
Voltar ao Passo 1.
Sendo, redefinir
Rl gt

FLAG «— -1,k +«— k+1.

Voltar ao Passo 1. o

Se a condigdo (1.32) for satisfeita um nimero infinito de vezes, entdo existira um subsequéncia
{z*} tal que limi_..||F(z*){| = 0. Se a segiiéncia for limitada serd possivel achar uma solugio
de (1.1) que satisfaga uma precisdo predeterminada. Contrariamente, se {1.32) néo for satisfeita
para todo k > kg, entdo todas as iteragdes que comecam em ko, serdo especiais € a convergéncia
da seqiéncia serd controlada pelas propriedades de convergéncia do algoritmo de minimizagao.

A principio, qualquer algoritmo de minimizagao descrito na literatura pode ser usado para
definir uma iferagdo especial( Dennis and Schnabel [13], Fletcher [18], etc.). Em Rouxinol,
visando a resolugdo de problemas de grande porte, foram implementadas estratégias baseadas
em Regides de Conflan¢a combinadas com critérios tipo Newton Inexatos (Friedlander, Gomes-
Ruggiero, Martinez and Santos [20]). Esta estratégia estd descrita pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 3 Suponhamos que Amyin > 0, € (0,1) sejam dadas independentemente da tteragdo
k. Define-se vu(z) = |F(2F) + J(z*)(z — 25))? , A = Awin-

e Passo 1
Calcular um minimizador aprozimado T de ¥r(x) dentro da caiza ||z — z¥||o < A tal que

i(e) < n(zd),
xb € a projegdo de z* — 2J (25T F{2*) /My na caiza e My = 2||J(@i){l: || J{(24)]] o0 -

s Passo 2

Se

IF@)I? < IF O + als(ax) — 4u(T) (1.33)

definir ¥+l =%,
Sendo
Escolher Axovo € 0.1 — z*||,0.9A]. Substituir A by Anovo-

o

Voltar co Passo 1.
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O custo computacional no Algortimo 2 é dado principalmente pela resolucéo de

Minimizar () }

ot e —afo <A (1:34)

que consiste em minimizar uma quadritica em uma caixa n-dimensional.

Para estes problemas, hd uma preferencia em usar algoritmos que combinam métodas em
Subespacgos de Krylov com estratégias de Gradientes Projetados. Em Rouxinol, a solugio
aproximada de (1.34) estd definida por ¥x(z) < ¥r{af) ¢ além disso a norma do gradiente
projetado de ¥i(z) é menor que 0.1]J(z*)T F(2*)|. Também é selecionada Amm = 0.001x
(valor tipico de |[2]), como valor inicial de A = Aq = ||z°%], Anovo = 0.5 — 2¥||, outra escolha
é A =4 x A. As propriedades de convergéncia do Algoritmo 2 estdo dadas em [20]. Cada
ponto limite 2= da seqiiéncia {z*} gerada por este algoritmo satisfaz J{(z*)' F(z*) = 0. Logo,
z* serd a soluglo de (1.1} se J(&*) for néo singular. Infelizmente, se J(z*) for singular, existira
a possibilidade F(z*) # 0. Justamente este é o caso onde qualquer algoritmo de minimizagéo
baseado na globalizagdo de (1.1) esbarrara.

Uma caracteristica interessante das iteracdes especiais baseadas em regides de confianca
consiste na facilidade de se adaptar naturalmente a problemas com restri¢des para resolver
(1.1). Métodos desenvolvidos recentemente com uma abordagem Newton Inexato podem ser

encontrados en [§] e [17].

1.3.2 Globalizagao por Homotopias

Uma técnica alternativa para incluir propriedades de globalizagdo, quando nao € possivel
fornecer uma boa aproximacgao inicial para resolver (1.1) estd baseada em métodos homotdpicos.

Podemos definir uma homotopia associada para este problema através de uma funcio

H(z,t): R* x R — IR tal que

H(2%,0) = 0.
Se H satisfaz (1.35) é de esperar-se que

H(z,1) = F(a) } (1.35)

T={(e,t) e R"x B | H(z,1)=0,0<1t<1} (1.36)

seja uma curva que conecta a aproximacéo inicial z° com uma solugdo z*. As técnicas ho-
motdpicas consistem em tragar [ desde t = 0 a t = 1 de maneira confidvel e eficiente. A fixacéo
dos extremos é arbitrdria. Propostas precursoras para construir homotopias sdo encontradas
em [36] e [8].

O tracado da curva constitui em alguns problemas um objetivo em s1 mesmo. O caso onde
interessa apenas a solugdo de H(x,1) = 0 conduz a uma situacdo especial, com consequéncias
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praticas. Com efeito, a tentativa de abandonar o tragado da curva, quande ¢ estd préximo
de 1 e passar para um método local, sem cuidar excessivamente das solucdes intermediariass,
resultard em tornar o processo de resolver H(z,1} = 0 mais eficaz.

Alguns resultados classicos da Geometria Diferencial garantem que o tracado da curva,
comegando em ¥ conduz & solugao de (1.35) (Milnor [58], Ortega e Rheinboldt [61], Chow,
Mallet-Paret e Yorke [7], Watson [11] e [12], etc.).

Homotopias naturais aparecem com freqiiéncia; esta designagio origina-se pelo fato que
o parametro ¢ passa a representar um valor caracteristico do préprio problema. Em outras
ocasies, é necessario introduzir homotopias artificiais, aplicaveis em principio a qualquer pro-
blema da forma (1.35). A homotopia de Redugdo do Residuo estd definida como

H(z,t) = F(z) + (t — 1)F(z°).

A homotopia “regularizante”, implementada no pacote computacional HOMPACK {Watson,
Billups e Morgan [70]) est& definida como

H(z,t) =tF(z)+ (1 — t)(x - 29).

Em geral, a construgdo da curva demanda o uso de um método numérico. Apds escolher H |
o procedimento para o tragado da curva se inicia com a parametrizagao de I' . Fregiientemente
o proprio parametro ¢ pode ser usado. Quando para um determinado t, temos que H.(z,1)
é singular, ¢ ndo pode ser explicitado em funcdo ¢ em uma vizinhanga de ¢p, 0 que obriga a
decrescer t, com o objeto de progredir em I'. Por isso, usualmente o tragado de I € feito usando
o comprimento de arco s como parametro. Neste caso o procedimento usualmente recomendado
para tragar I' é do tipo Preditor-Corretor.

Independentemente da escolha da homotopia, do parametro e da técnica para o tragado da
curva, cada ponto solugio de (1.35) serd obtido aplicando um método local ao sistema néo linear
H{z,t) = 0, constituindo-se na fase corretora, com aproximagéao inicial fornecida pela etapa
preditora. Se neste sistema consideramos ¢ também como uma variavel, teremos n equagdes
com n + 1 incdgnitas. Algoritmos especiais locais para sistemas néo lineares subdeterminados
foram desenvolvidos por Walker e Watson [67], Martinez [49], etc. Uma interessante discussio

sobre métodos homotdpicos encontra-se em [19].
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Capitulo 2

Métodos tipo Newton para problemas
com valor de contorno

2.1 Introdugao

Os sistemas originados pela discretizacéo de problemas de contorno podem ser considerados
como uma das aplicacdes mais importantes dos métodos para resolver sistemas nio lineares
esparsos € de grande porte.

As modelagens de diversos problemas da mecénica de fluidos. transferéncia de calor e massa,
etc., dad origem a problemas deste tipo que podem ser representados por operadores da forma

G(u) = V2u+ H(X u, uz, Uy, .. uyy) — flz,y), (2,9) € Q,
(2.1)
u=¢(z,y),(v,y) € 00

sendo 2 C R%, A € R e H uma fung¢io nao linear.

Selecionamos para este trabalho as equacdes de Poisson Néo-Linear [10], o Problema de
Bratu Modificado [3] e o Problema de Convecgio-Difusiao Nio-Linear [7] que serdo aproxima-
das usando o método das diferencas finitas. Embora a equacao de Poisson tenha sido criada
artificialmente , podemos considerar esta colegdo de equagdes ndo lineares como protétipos de

problemas reais.

O principal esfor¢o neste trabalho estara concentrado em resojver cada um dos problemas em
uma forma padrao identificando valores de A para os quais o problema apresente caracteristicas
especlals. _

Para isto, seleclonamos varios algoritmos baseados nas idéias quase-Newton, que foram
implementados incorporando-thes uma estratégia de globalizacdo, com o intuito de estabelecer
um marco de referéncia para a resolugdo de um conjunto de problemas definidos como em (2.1).

A introducio dos termos originados pela discretizagio de H produzem uma deterioragio das
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propriedades do sistema gerado pela discretizagao do Laplaciano, picrando o condicionamento
e nos dois dltimos casos causando a perda da simetria. Em geral o pardmetro A, que pondera
os termos nao lineares acentua estas caracteristicas. Valores de A para os quais o Jacobiano é
singular sdo denominados autovalores do sistema ndo linear (2.1).

O conjunto dos sistemas algébricos ndo lineares originados pela discretizacio das corres-
pondentes equagdes , constitue uma colecio de problemas teste para a validagio dos Métodos
Especializados na Resolugao de Sistemas Néo-Lineares Esparsos e de Grande Porte {Ortega e
Rheinblodt [9], Schwandt [10], Watson [11], [12], [13], Watson e Scott [14] , Watson e Wang
(18], etc. ).

Comegaremos inicialmente descrevendo a estratégia de globalizacio implementada; logo a
seguir os problemas que foram objeto de estudo e suas respectivas discretizagdes, salientando
as caracteristicas numéricas que consideramos mais relevantes; na Secdo 5 apresentaremos os
testes numeéricos e analise dos resultados e finalmente na ultima Secio, conclusdes e futuros
trabalhos,

O conjunto de métodos e algoritmos basicos de resolugio que serdo utilizados neste trabalho
estdo descritos no Capitulo 1.



2.2. Globalizagdo por “backtracking” ”

2.2 Globalizacao por “backtracking”

Como mencionamos na Introdugao, os métodos quase-Newton ndo possuem a propriedade
de decrescimento monotono

£ (@pa )] < 17 ()l (2.2)

e sdo localmente convergentes, o que significa que conseguem achar a solugio do sistema no
caso em que a aproxXimacao inicial seja muito boa. Esta tdltima afirmacdo, na maioria das
vezes pode ser considerada pessimista. Ocorre que devido a boas propriedades da matriz Ja-
cobiana, consegue-se convergéncia em um numero finito de iteragbes € o método passa a exjbir
propriedades de convergéncia global.

Habitualmente incorporam-se modificagbes sobre as iteracdes locais para satisfazer (2.2) de
tal modo que essa imposicdo aumente a possibilidade de obter convergéncia global.

Uma das formas de satisfazer (2.2) consiste em introduzir um procedimento denominado
estratégia de retrocesso (“backtracking”). Neste caso a iteragdo bésica se transforma em

Tpe] = Tp — Oka,':IF(wk), (23)
onde ay, é obtido da sequéncia {27, i = 0,1,...}. A existéncia de oy satisfazendo (2.2) estd
garantida se d, = — By F(z;) for uma direcio de descida, isto é

[(J(zi)de) T F(z) < 0. (2.4)

Esta condicio é obviamente satisfeita pela iteragdo de Newton. Nos métodos quase-Newton a
condigéo (2.4) deve ser previamente conferida antes de efetuar o processo de retrocesso. Um
procedimento alternativo que evita a necessidade de calcular o Jacobiano consiste em definir
uma outra sequéncia para az, como {(—1Y*127, i = 0,1,...} de tal modo a satisfazer (2.2).
Esta estratégia, que poderia ser denominada como retrocesso bidirecionado, serd usada nas
experiéncias numéricas. O processo descrito é costumeiramente incorporado aos algoritmos
definidos pelos métodos basicos por razdes de ordem prética. Analisaremos o desempenho
dos métodos quase-Newton com e sem a estratégia de globalizacio para resolver os sistemas
mencionados acima. Nio pretendemos mostrar qual é o melhor dos métodos para resolver
um determinado problema mas sim, detectar situa¢des onde alguns deles apresentam alguma
deficiéncia ou um comportamento particular.

2.3 Descricao dos problemas

Nesta Seccao descreveremos os problemas em que o Laplaciano é combinado com outros
termos nao lineares. Em todos os casos acharemos as solugdes aproximadas das equacées
discretizadas no quadrado unitario € : {[0,1] x [0,1}. Resulta relativamente fécil encontrar
uma solucio exata que satisfaca as condi¢des de fromteira, ajustando o termo independente

f(z,y). Para todos os casos escolhemos
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2.3 Descricio dos problemas

w(z,y) = ay(l — z){(1 — y) expz*®

(ver [7]); em consequéncia (z,y) = 0. f é avaliada em cada né da malha de tal forma que uy*,
a discretizagdo de u*, € uma solucio exata das equagdes discretizadas.

O fato de ter definido a priori a solugéo exata, nos permite definir o seguinte critério de

parada

i = 1107 g |,
assim o processo iterativo serd interrompido na k—ésima itera¢io, quando o erro relativo em
cada componente da solugdo up for menor que 107 .

Devido aos distintos efeitos que introduzem diferentes escolhas de H nas propriedades dos
sistemas, estes problemas sdo usados extensamente como problemas teste padrdes; tanto para
mostrar a eficicia dos algoritmos para a resolugio dos sistemas lineares subjacentes, como para
a construcio de precondicionadores, etc. A nossa abordagem visa mostrar o desempenho de
um determinado processo para methorar a convergéncia de um método ao resolver o sistema
nio linear.

Os problemas testes sio listados a seguir juntamente com suas respectivas aproximacgdes.

P1 - Problema de Poisson Nao Linear

153

1+;r2+y2_

cuja discretizacao pode ser escrita como

—Au+ A hlz,y)=0

4 — (Uiery + gy + Ui + Uijt1)
F RN w1422 4,7 — R Al ys) = 0 (25)

léiajS(L_l)

Se A > 0 o problema é ficil; a dificuldade cresce para valores negativos de A.
P2 - Problema de Bratu

—Au + g—qu ret — faz,y) =0
£

sendo discretizado como

dui; — (uu’—l,j + Uipr t Ui+ u,-_,_,,;H)
+ b (g — wie1g) / 2+ B2 A €9 — R oy, ) = 0 (2.6)

1<i,j<(L-1)
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P3 - Problema de Convecgao-Difusao

du  Ou
—-Au + Au(a: + a—y) - f;;(:z:,y) =0

sendo discretizado como

4ui; — (Wimyg + iy + i1+ tijr)

o
-
p

+ RJ2 X uij (digry — Uiy + Ui — tigo1) — B2 fa(zi,y;) =0 (2.

1<4,j<(L~-1)

Em todos os casos se conserva o mesmo padriao de esparsidade que gera a aproximacio do
operador Laplaciano. Nos dois tltimos problemas os sistemas sdo nao simétricos.

2.4 Aproximaciao Numérica

As equagdes diferenciais serdo aproximadas usando o método das diferencas finitas com uma
discretizagao padrio de segunda ordem sobre uma malha uniformemente espagada de tamanho
h = 1/L, onde L é o nimero de divisdes. Denotamos o dominio discretizado por €1 sendo
z; = th,y; = jh as coordenadas dos nés de {2;. Assim teremos (L — 1)? nés em €1, e L nés

sobre cada lado de dQ;,.
Para uma func¢io de malha qualquer u; ; definimos, em cada né, os seguintes operadores de
diferencas que serdo utilizados nos diferentes problemas:

Druij = (Uigrj — ti-15)/2h
Dyuij = (uije1 — wij-1)/2h
Dozupj = (wipnj — 2uij + i1, )/ B
Dyyttij = (i1 — 2uij + tigo1)/k?
vi“id = {Dgz + DyyJui;.

Fixamos em todos os casos, L = 64 obtendo assim N = 3969 incdgnitas.

2.5 Experiéncias numéricas

Para cada problema foi criada uma sequéncia de experiéncias para diferentes valores do
parametro A. Esta sequéncia foi gerada por um procedimento totalmente heuristico, procurando
achar os valores de A com o intuito de criar casos com o maior grau de dificuldade possivel, em
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relacio a sua resolugdo. Nao levamos em consideracio valores para A que tivessem significado
fisico, nem tivemos qualquer preocupacio em obter solugdes positivas.

Os métodos utilizados com e sem globalizagio, para a realizagio dos testes sdo: Newton,
Newton Modificado, Broyden (Primeiro Método) e Atualizagao de Coluna (ver Gémes-Ruggiero
(1990} [3]).

Os resultados das experiéncias sdo apresentados separadamente para cada problema, nas
respectivas tabelas. Cada coluna corresponde a um A diferente e cada parénteses contém o
numero de iteragdes e/ou, o nimero de iteragdes e 0 nimero de avaliagdes de fungio, para as
versdes com e sem globalizagdo, respectivamente.

Declararamos divergéncia (div) quando o mimero de iteragdes realizado pelo método ultra-
passa /11{ ez (nimero maximo de iteracdes permitidas) ou a norma do residuo supera ResMaz
(valor do residuo maximo permitido) sendo a experiéncia interrompida em ambos os casos. Em
todos os testes fixamos ResMaz = 10% e usamos a mesma aproximacio inicial & = 0.

Devido a fato de que o custo computacional de uma iteracdo de Newton é, em geral,
consideravelmente mais caro que uma itera¢do quase-Newton, sendo esta relagio muito mais
drastica quando comparada com a iteragdo de Newton Medificado, fixamos diferentes valores
para It az para cada método em particular, com o propésito de colocid-los em uma situagio
mais equilibrada. A realiza¢fio de algumas experiéncias preliminares nos permitiu padronizar
uma relag¢do que considera custos equitativos para cada método. Desta forma fixamos, para
cada iteracio de Newton, 15 de Broyden e Atualizagao de Coluna e 25 de Newton Modificado.
Vale esclarecer que existem pequenas variagoes destes valores para os distintos problemas e
obviamente entre os métodos de Broyden e Atualizacdo de Coluna. Estas experiéncias tamhém
nos possibilitaram estabelecer ItMazneyton = 10, considerando: um custo razoavel em tempo
real ¢ a demanda média do numero de iteragdes para conseguir convergéncia. O custo médio
em tempo real de uma iteragao de Newton € de aproximadamente 17 segundos.

Por outro lado, os critérios de parada para a convergéncia forem estabelecidos quando
alguma das seguintes condigoes foram satisfeitas:

& ~ 27| < 1074,

ou

I F{z) oo 1077,

Os casos em que as iteragées foram interrompidas por causa desta ultima condigao estao
indicadas com um asterisco o que eventualmente indica que a solucdo obtida ¢ outra diferente da
solucao exata. Nestes casos para corroborar esta hipotese, calculamos o erro entre as solugoes
exata e a calculadaem forma aproximada para a componente situada no meio do quadrado

cOmo
Erry = 2% — 2*|.

A resposta (stop) significa a impossibilidade de obter um decréscimo no residuo durante a
busca linear; também as iteragoes sdo interrompidas.
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Os testes foram realizados em uma SPARCStation-5, e os programas computacionais im-
plementados em linguagem Fortran77 com precisio dupla.

Analisamos a seguir os resultados obtidos para cada problema.

A — 204 —100 —-33 =10 200 1000
Método
Sem Global. | (> 10) (3)* (10)= {3) (8) {10}
Newton
Globalizado | (9,14) | (3,3)* | {10,10)= | (3,3) (6,6) (10,14)
Sem Global. {div) (x| (> 250) 7 (> 250) | {» 250)
Newton
Modif.  Globalizado | (stop) | (7,70« | (> 250} | (7,7) {17,66) | (28,143}

Sem Glohal. (35) {5)=* (15)= (4) (14} {73)
Broyden '
’ Globalizado | {stop) | {5,5)= | {15,15)* | (4,4} (13,29) {stop)

Sem Global. | (>150) | (5)x | (14)« (1) (23) | (>150)
Atual.
Coluna  Globalizade | (stop) | (5,5)= | (14,14}= | {stop) | (stop)} {stop)

Tabela 2.1: Equacgio de Poisson Néo Linear

Equacao de Poisson - Na Tabela (2.1) observamos que para A = —35 o numero de
iteracoes é notoriamente maior que para A = +100 o que nos faz suspeitar a proximidade de
um autovalor. Para A = 200, CUM (Atualizacio da Coluna} perde a convergéncia quando é
rodado com globalizacio; o mesmo acontece com Broyden para A = —200 e A = 1000.

Para ) = —100 e A = —35 obtivemos convergéncia com a norma do residuo; para o primeiro
caso constatamos a convergéncia para uma outra solugao; temos Err_jg0 = 0.71762801070788.
Para o outro valor de A obtivemos Err.ss = 6.9234404057972D — 03 muito préximo de 1074
Para A = —1000 ndo se obteve convergéncia em nenhum caso.

Para ) = 200 o método de Broyden globalizado mostrou uma pequena margem de vantagem,
com um tempo de execugio total de 26.38 segundos contra 26.60 segundos sem “backtracking”.

O dnico método favorecido com a globalizacio foi Newton Modificado para A = 200 e
A = 1000.

Equagdo de Bratu - Na Tabela (2.2) observamos que para A = —10 obtivermnos o que
poderia ser chamado de resultado padrdo em termos do nimero de iteragdes realizadas.

Para X € [-10,1000] a maioria dos métodos teve um desempenho semelhante. Todos os
testes rodaram sem fazer uso da globalizagio uma tnica vez.

Para A = —100 conseguimos convergéncia com Newton para uma outra solucao; temos
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Err_jo0 = 0.73267972007
com Err_szs = 1.2259745817774

Aparentemente para A € [-100, -40] existemn varias solugbes; a andlise das solugdes neste
intervalo esta fora do escopo de nosso trabalho.

Um teste realizado com A = 5000 produziu resultados similares aos obtidos com X = 1000.

852. Idem para A = —40 aparecendo uma outra solugao diferente,
177

.

by -100 -40 -25 -10 100 1000
Métado
Sem Global. | (8}« (5)= (8) (3) (4) (1)
Newton
Globalizada | (8,18)x | (550 | (6:8) | 33) | (44) | (4.4
Sem Global, {div) (47,47)* {66) (8) (18) {43)
Newton

Modif.  Globalizade | {stop) | {4747}« | (66,66) | (6,6) | (15.15) | (43)

Sem Global. j (> 151} {9)= (10} {4) {8) {7
Broyden
’ Globalizado {div) (9,9)« | (10,10) | (4,4) (6.6) (7.7

SemGlobal. | (>151) | (0« | (23 | @ | @ | ™
Atual,
Colmma  Globalizado (div) {(10,10)= | (div) [ (4.4} | (7.7) (7,7}

Tabela 2.2: Equacéo de Bratu

Equagao de Convecgao—Difusao - Na Tabela (2.3) reportamos os resultados para o Pro-
blema de Convec¢do-Difussao. Este se mostra um problema de dificil resolugdo. Curiosamente
ocorre um grande ndmero de casos onde a globalizacdo prejudica a convergéncia. Para os va-
lores de A = 4100 nédo conseguimos obter convergéncia com nenhum método. Este problema
apresenta resultados “simétricos” em relagao aos valores positivos e negativos de A.

2.6 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste Capitulo reunimos um conjunto de problemas néo lineares originados das discretizagdes
de problemas de contorno de segunda ordem. Os sistemas resultantes foram resolvidos com
algoritmos baseados nas idéias dos métodos quase-Newton e implementados com globalizagao.

Em geral a estratégia de globalizacio por “backtracking” foi acionada poucas vezes e em
vérios casos levou a divergéncia. Podemos concluir que as dire¢des geradas por cada um dos
métodos sio inadequadas e nio permitem obter um decréscimo do residuo; obviamente, nesta
situacdo, qualquer estratégia de globalizagdo serd imitil. Por outro lado, as modificacdes que
introduzem as globalizac¢des na sequéncia das solugdes eventualmente podem ser mal sucedidas.
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A -50 +20 -10 10 _{ 20 50
Métado
Sem Global. (8} {4)) {3) (3) (1) {7)
Newton
Globalizade | (> 10) (4.4 £3) (3.3 (4.4) (7,13}
Sem Global. | (> 250) | (> 250)) (44) {44) (> 250) | {> 250)
Newton

Modif.  Globalizado | (stop) {stop) {44) {44,44) | (stop) (stop)

Sern Global. | {>> 150} (16) (8) {9) (15) (> 150)
Broyden
Globalizado | (stop) (stop) (10,14} | {9,9) {stop) (stop)
Sem Global. | (> 150) (16) (9} {8) (15) (> 150)
Atual.

Coluna  (lobalizade | (stop} (stop) {8,8) (9.9} {18,36) (stop)

Tabela 2.3: Equacao de Convecgao-Difussao

Em geral, para uma mesma situacdo a versdo com globalizacdo melhorou ligeiramente o
custo computacional.

Em particular, a expectativa em termos de dificuldade para resolver um determinado pro-
blema nao linear como os apresentados deve ser formada em base as mudangas que produzem
os termos originados pela fungio H, nas propriedades estruturais da matriz Jacobiana.

Problemas de difusao nio-linear cuja equacéo arquetipica pode ser escrita como

du
77 = Ad(u) + f(u)-
at
tém recentemente suscitado um particular interesse, A solugdo estd definida em um dominio
espaco-temporal da forma § x [0,T]. Esta equagéo modela vérias situaces reais como:

du

— = Au™

ot
conhecida como “a equacdo em meios porosos’ que por sua vez representa outros casos como:
a equacio de calor com m = 1, a teoria de gases ionizados a altas temperaturas comm > 1, a
teoria de trasferéncia radiante, a teoria de camada limite, etc. Por outra parte, a equacao em
meios porosos representa o caso mais simples de uma classe de equagdes da forma:

% VK V4] + V. va(u)) + ¢(u) = 0
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Aqui, o termo de difusao A¢ é acrescido com termos nado-lineares convectivos V¢ e tipo
fonte/sumidouro ¢. Equagdes deste tipo sdo obtidas pelas modelagens de problemas como:
escoamento de dguas superficiais, dindmica populacional, reservatérios de petréleo, etc. O pro-
blema matematico correspondente consiste em deteminar de que forma a estrutura do operador
influird no comportamento da solugéo (ver Peleter e Serrin [8]).

Para a nossa abordagem atual, a sele¢do apropriada de alguns destes problemas conduziria
a definir um outro conjunto de problemas padrao que iriam complementar os escolhidos neste

trabalho.
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Capitulo 3

Métodos tipo Newton globalizados
para a equacgao biharmonica nao linear

3.1 Introducao

Neste capitulo analisaremos o desempenho de um conjunto de métodos quase-Newton globali-
zados € Newton-Inexato, para resolver as equagtes de Navier-Stokes em uma cavidade quadrada
para altos niimeros de Reynolds. O fluxo é newtoniano e incompressivel em regime estacionéario.
Formulado em termos da fun¢do-corrente define um problema de quarta ordem nio linear, com
valores de fronteira ( Peyret e Taylor [21]).

Uma primeira dificuldade neste problema, que é frequentemente abordado com um enfoque
numeérico-computacional { Walker [27], Deuflhard [8], Axelsson e Kaporin [1], etc ) aparece
associada ao termo advectivo. Na medida em que o pardmetro que pondera esse termo {0
nimero de Reynolds), é incrementado se produz correspondentemente, um aumento da nao
linearidade que por sua vez afeta as estruturas dos sistemas lineares subjacentes, o que se traduz
em um paulatino crescimento do mau condicionamento desses sistemas e gradual dissimetria.
Em nossos testes o nimero de Reynolds é incrementado até o aparecimento de solugdes espiirias
(vizinhanga de um ponto limite), { Schreiber e Keller [19]). A possibilidade de continuar
construindo a curva requer o uso de técnicas de Continuagio mais especializadas ( Schreiber e
Keller {24], Rheinblodt [18], etc.).

As discontinuidades nas condi¢des de fronteira requerem o uso de técnicas de discretizagio
mais apuradas. Torna-se dificil determinar a influéncia destas singularidades sobre a precisao
da solucdo. Neste sentido, tem-se realizados significativos esforcos, orientados principalmente
na direcdo de criar esquemas de discretizagdo alternativos ( Crochet, Davies e Walters [7])

As técnicas de discretizagao e os métodos utilizados ndo sio novos, tomados individualmente,
porém a escolha de uma de tais técnicas que aparece como sendo simples, precisa e robusta
combinada com o conjunto de algoritmos para a resolucio das equagdes resultantes, pretende
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criar um novo marco de procedimento na resolucdo numérica deste problema. A introducio de
diversas técnicas de globalizagdo pretende ampliar qualitativamente a defini¢cio deste marco, que
serd estabelecido através de um estudo comparativo dos métodos, em relacéo a sua capacidade e
eficiéncia em termos de esfor¢o computacional. Também, este problema se constitui em mais um
problema teste para validar os métodos especializados na Resolugdo de Sistemas Nao-Lineares
Esparsos ¢ de Grande Porte.

Consideramos conveniente aclarar que nosso principal objetivo consiste em analisar o de-
sempenho de algoritmos e técnicas complementares para uma estrutura que resulta interessante
"per s€” e que € originada pela modelagem de um problema real da mecénica dos fluidos, antes
que resolver otimamente este problema em particular.

Este Capitulo estd organizado como segue: inicialmente descreveremos o problema objeto
de estudo e sua discretizagio, salientando suas caracteristicas numéricas mais importantes do
ponto de vista que nos interessa; logo a seguir séo apresentados o testes numeéricos, andlise dos
resultados e as conclusdes. O conjunto de algoritmos de resolugdo utilizados sao os descritos
nos capitulos anteriores, sendo mencionados quando for necessdrio, alguns dos pardametros mais

relevantes.
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3.2 Formulacao Fungao-Corrente Vorticidade
Um fluxo incompressivel é caracterizado por
V-V =0
Quando esta condicao é introduzida na equagio de continuidade obtemos
dpfOt+V - -Vp=0

o que significa que a densidade p permanece constante ao longo da trajetéria das particulas do
fluido. Se a viscosidade u é constante, a equacdo de momento se reduz a

plOV /ot + (V- V)V]+ Vp — uV3V =1, (3.1)

que é denominada a forma néo-conservativa da equagbes de Navier-Stokes. Neste caso (for-
mulacdo nas varidvels primitivas) as incdgnitas sdo o campo de velocidades V e a pressio p.

Uma outra formulagio das equagdes de Navier-Stokes faz uso do vetor vorticidade

w=VxV (3.2)

Pela aplicacao do operador rotacional na equagio (3.1}, o termo que contém a pressdo desapa-
rece , resultando

O [0t + (V. Vw — (w- VIV = vV%0 = 1/pV x fo (3.3)

onde v = p/p & viscosidade cinematica. Esta equagdo é usualmente associada com o vetor
funcdo-corrente definido através de

V=VxW®¥ (3.4)

sendo assim automaticamente satisfeita a condigdo de incompressibilidade. Aplicando o rota-
cional a (3.4} e usando (3.2) obtemos

V2 4w =0. (3.5)
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Esta formulagio se torna interessante quando o vetor ¥ tem apenas uma componente, o que
acontece para um fluxo plano onde

V =V x (k¢)

sendo k é o vetor unitario normal ao plano do fluxo e ¥ é uma funcdo escalar.Neste caso, a
vorticidade w= wk e as equagdes (3.3) e (3.5) se transformam em equacgdes escalares

Qw8+ (V- V)w —vVi=1/pV x f, (3.6)

VU +w=0.

Como para as equacdes nas variaveis primitivas, a eq.(3.6) é chamada uma forma néo-conservativa
Como caracterisitica relevante, na formulagdo fungao corrente-vorticidade a pressdo nio aparece
explicitamente.

Em auséncia de campos externos e para o caso estacionario a eq.(3.6) se transforma em

(V- Viw—vViw =10 (3.7)
ViU 4w =0. (3.8)

onde v = ufp é a viscosidade cinematica.

Quando estas equagbes sio apropriadamente adimensionalizadas, € possivel substituir »
pelo reciproco do ndmero de Reynolds Re™ = v/V L sendo V uma velocidade média e L um
comprimento caracteristico do modelo fisico.

Eliminando w de (3.7) e (3.8) € tomando para as componentes do campo de velocidades V
como {u,v) =(0%¥/dz, —0v¥[dy) obtemos uma equagdo apenas em termos de i, nao linear, de
quarta ordem

F(g) = V* +Re[th,(V3); — $o(V2h)y] (3.9)

Podemos reescrever esta ultima equacio na forma

F(¥) = B(y) + ReG(2), (3.10)
sendo B(y) o operador biharmonico linear

V‘;i,b = 7;5’.7:&".1:.17 + ?%bm:yy + 11!’9’9’&’9‘

G(?z!)) = ¢y(v2¢)x - ¢x(v2¢)y

um termo nao linear em ¥ .
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3.3 O Problema da Cavidade

Consideramos o problema de resolver o fluxo bidimensional estacionario para um fluido
viscoso incompressivel. O dominio {1 onde determinaremos a solugio em termos da funcio
corrente, é definido como um quadrade de lado L, com seu lado superior aberto em contato
com um fluido viscoso que se desloca com velocidade unitaria V. Para um fluxo totalmente
desenvolvido, indicamos a existéncia de um vértice principal que ocupa a regido central e
uma série de vortices secundarios préximos aos vértices, girando em sentido contrario. Esta
configuragao € mostrada na Figura (3.1} conjuntamente com as condi¢des de fronteira

Assim, o problema consiste em achar ¥(z,y) € C* tal que

F($) = B(¢) + ReG(s)) = 0 em Q, (3.11)

onde = {(xr.y): 0 <z <1, 0<y<1})}eque satisfaca as seguintes condi¢des de contorno

P =0, (z,y) € 00,
¥=(0,y) =0, 0<y<l,
Ye(ly) =0, 0<y<1, (3.12)
$y(z,0)=0, 0<a<],

¢y(x?1)=11 Dga:ﬁl.

Esta forma de definir as condigbes na fronteira origina discontinuidades nas derivadas nor-
mais nos vértices superiores no lado aberto do quadrado. Uma tentativa para suavizar essas
discontinuidades é proposta em {3], mudando esta 1ltima condigio para

P {zr,1) = -162°(1 - z)*>, 0<z <1

Como 1, € singular nestes cantos, qualquer discretizagdo espalha esta singularidade aos nés
vizinhos de tal forma que o esquema considerado deve ser modificado para levar em conta
esta singularidade. Um tratamento rigoroso em tal sentido faz uso localmente de uma ex-
pressao analitica da singularidade [18]. Em [14] € apresentado um método considerando também
uma forma local para a singularidade, introduzindo-a dentro do esquema globhal em diferencas.
Qutros métodos alternativos como refinamento da malha, transformagio conforme, séries de
poténcias, etc. sdo listados em [10] ,[6].

3.4 Aproximacgao Numérica

Obteremos uma solu¢ao aproximada usande o método das diferencas finitas. Para isto esco-
lhemos uma discretizacdo padrao de segunda ordem definida sobre uma malha uniformemente
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NI $=0, ¢y =1

Y= Vértice Primaério =0, 1%.=0

p=0, ¢, =0
Figura 3.1: Vortices da Cavidade
espacada de tamanho h = 1/L, onde L € o nimero de divisdes, em ambas direcdes = e y.
Denotamos o dominio discretizado por {4 sendo &; = 2h,y; = jh as coordenadas dos nés de
Q. Assim teremos (L — 1)? nés em Qy e L nés sobre cada lado de 99,.

Para uma funcdo de malha qualquer u;; definimos em cada né os seguintes operadores de

diferencas
Dxu,-'j = (Uf+1,j - Ui—l,j)/gh

Dyu; ;= (wige1 — t5-1)/20
Dezui g = (uip1,j = 2uij + wiz1,5)/H?
Dyyuij = (Uiger — 2uij + wijoa) /B2

Viwi; = (Doe + Dyy i j
Vi = ((Dazoe + 2Dazyy + Dyyyy Juis) /B2

Gh(“:‘j) = (((Dy)(D::Vi) - (Dx)(Dyvi))ufj)/}ﬁ-

Quando a solugdo (i, y;) de (3.11) junto com (3.12) é aproximada nos correspondentes
nés por uma fungio de malha #;; satisfazendo um esquema em diferencas de acordo ao dado
acima, obtemos a seguinte fungdo de residuo
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Fili;) =
Vidij + ReGrldi;) =
209; 5 — 8(i1,; + it1,j + Pijo1 + Pijr1)
+2(imr01 + Piprio H Yicijor + Yigia)

tehica i+ Yirey + Yijez + Yije2
(3.13)
+Re/4(¢ ;41 — ijj-1)

(Wi + Yic15-1 + Yicr e — iay + $iga; = Yigr -1 — Pignie — Yoo j)
~Re[4(¥i1; — ic1,5)
(Cigoz + ®ic1 1+ Pin o1 — o1 + Wi — Yicr i — Yiprgar — Wigae)s

1<i.j<(L—-1)

Desde que Fr{1:;) = 0 deve ser satisfeita apenas para os nds de 2, teremos N = (L — 1)2
equacdes. Porém, os valores de 1);; sobre o contorno e exteriores vizinhos 4 fronteira, estardo
incluidos nestas equagdes.

Qs valores de contorno sao os analogos a {3.12) discretizados

i =0, (a2, y;) € 0,

Por outro lado, os valores de yy; nos nds exteriores a O, podem ser determinados apro-
ximando as derivadas normais especificadas na fronteira mediante um esquema de diferencas
centradas

i 1zin, 1 Lt < (L ~1)

Yirn=tiz-1.1 <1< (L -1)
Po1=t14.1 <7< (L —1)

Prrani=ta-n.51 $J S (L - 1)

Usando estes valores em {3.13) para eliminar os valores externos a {1, . obtemos N equacdes
para as NV incégnitas y; .

Este sistema de equagdes tém ndo linearidades quadriticas e é esparso. Cada equacio
contém 13 incégnitas dispostas em um arranjo molecular em forma de estrela como é mostrada
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na Figura (3.2). Esta é a forma padrdo para uma aproximagio em diferengas centradas de
segunda ordem para o operador biharmonico em uma malha retangular.

Yiv2

Yin $

¥i-1

Yiz

i

Ti—z Tix Ti Tir1  Tiyz

Figura 3.2: Molécula de 13 pontos para o operador biharmonico discretizado

3.5 Procedimento de Resolucao

O procedimento escolhido consiste na construcdo de uma “curva” (i, Re) satisfazendo
Fy.(¢, Re) = 0, para uma sequéncia crescente de nimeros de Reynolds : Re**! = Re* + ARe
até a vizinhanca de um ponto limite { ”singular point” } com passos fixos AFRe.

Desta forma, um conjunto de solugdes é gerado a partir de (¢°, Re = 0) resolvendo o sistema
Fi(2, Re + ARe) = 0 para cada passo ARe, utilizando come aproximacao inicial a solucéo de
Fh(lrﬂ', Re) =0

Procedimentos deste tipo, no gual um parametro {neste caso o nimero de Revnolds), va-
riando num intervalo é incrementado gradativamente e onde as solugbes intermediarias sdo
usadas como aproximacdes inicials para as préximas iteragoes, sio denominadas Técnicas de
Continuagéo.

Com o intuito de obter melhores aproximagcdes iniciais, uma abordagem cldssica para a im-
plementacao destas técnicas modifica o procedimento descrito acima {que pode ser considerado
como elementar), diferenciando em relagio ao pardmetro (mimero de Reynolds) e originando

uma equacao diferencial ordinaria com valor inicial

th(lf)h,Re)

R ¥ (Re) = Gal(tn, Be),

com 14(0) = 9.
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Por sua vez, essas aproximagoes podem ser aprimoradas com a utilizacido de técnicas mais
especializadas de integragdo. Uma técnica simples, conhecida como Euler-Newton se tem mos-
trada adequada, sempre que ndo existam pontos singulares; isto é, pontos onde D[F} (v, Re}]
seja singular.

Neste caso torna-se necessario parametrizar a curva pelo cumprimento de arco s em lu-
gar do Re e construir um caminho seguindo a curva. FEsta abordagem requer a solugio de
Fu(¢(s), Re(s)) = 0 mals uma equacdo néo linear para o comprimento de arco s que pode ser
aproximada por

(65)* = [I69|[} + (§Re)?

sendo que, para criar o problema com valor inicial, a derivacdo deve ser feita em relacéo a s,
com valores iniciais definidos por ¥3{0) = ¢} e Re(0) = 0.

A linearizagdo de Fi,(¢p, Re) = 0, pela aplicagio do método de Newton origina uma sequéncia
de problemas lineares,

J(¥", Re)8” = —F3(¥", Re) (3.14)

onde 6 = ¢+ — ¢* e Jyyxny € a matriz Jacobiana.

Bésicamente, a diferen¢a fundamental na capacidade dos métodos para resolver (3.13) esta
diretamente ligada com a forma com que resolvem os sistemas lineares (3.14) correspondentes;
os quais por sua vez, dependem da estrutura e propriedades do Jacobiano

J(4", Re) = OF,(y*, Re)/ 0y = Bi[v) + RedG[]/0%.

Os coeficientes da matriz Jacoblana estdo constituidos por constantes correspondentes as
derivadas de By e de uma parte antisimétrica 9G4 [¢"]/d, ponderada pelo niimero de Reynolds
e que depende da "suavidade ” da fungdo de malha ¢

Na Figura (3.5) mostramos uma linha da matriz Jacobiana onde

P = (i1 — i)

Q = ($icaj + Vi1 je1 + Yicr i — $icr; + Aivr; — Yigrj-1 — Yirrg+1 — Yitaj)
R = (tij41 — Vi -1}

S = (P 52 + Pic jo1 F Pir15-1 — i1 F 441 — Vic1 — Yirrje1 ~ Yigt2)

3.6 Analise dos Resultados Numéricos

A maioria dos testes e respectivos resultados que serao apresentados foram realizados sobre
uma malha uniformemente espagada, com L = 64 divisbes em ambas diregdes z e y, o que
origina um problema com .V = 3969 equacdes e incégnitas.
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1.- 2.~ -8+ 2.— .
Rex P ¢®® | Rex(P+R)|Rex(4P+5)|Re=(P-R)Y| °**®

1.—- -8.+ -8.+ 1.4
Re=R |Re+(4R~Q) 20. Rex(Q —4R)| RexR soe

2.— -8.— 2.4 . 1.+
®*% | Rex(P+R)|Rex(4P+5)|Rex(P-R)}| * Rex P

Figura 3.3: Estrutura da matriz jacobiana

Obtivemos varias sequéncias de solugdes para Re € [0, 11000}, usando o procedimento des-
crito anteriormente, fixando distintos valores para o passos A Re. O extremo superior do inter-
valo foi determinado pela proximidade de um ponto limite, indicado por um sibito aumento do
numero de iteragdes do algoritmo usado, com o aparecimento de pronunciadas distor¢des nos
graficos das solugdes.

Uma outra série de testes foi realizado com Re € [0, 500}, com diversos passos A Re utilizando
as técnicas de globalizacdo como “backtracking” {em forma andaloga ao feito no Capitulo 2) e
regido de confianca (da forma que foi descrito no Capitulo 1).

O esquema de discretizagio configurado, permite trabalhar com malhas de até aproximada-
mente 100 x 100 divisdes. Este imitante foi obtido de forma heuristica, observando a evolucao
dos graficos das curvas de nivel das soluges e refinando a malha gradualmente.

A escolha do tamanho da malha responde principalmente a possibilidade de realizar com-
paracdes dos resultados obtidos para igual dimensdo, com os apresentados por varios outros
autores {Axelsson [1993] , Deuflhard {1991}, Walker {1992], etc).

Por outro lado, os resultados obtidos com testes sob malhas mais refinadas praticamente
nio mostraram comportamento muito diferentes aos da malha selecionada.

Os algoritmos testados sdo os descritos na Capitulo 1, contidos nos pacotes computacionais
ROUXINOL, NI-GMRES e BOX-QUACAN .

Considerando que os métodos tipo Newton Inexatos tiveram um desempenho desencoraja-
dor, os testes com estes métodos tiveram que ser realizados enfraquecendo as exigéncias para
conseguir convergéncia, com tempos reais de execugao razoaveis. Assim, mostraremos um pe-
queno conjunto de resultados com NI-GMRES, com a tunica finalidade de mostrar o efeito que
produz o uso dos distintos precondicionadores sobre os sistemas lineares.

Apresentaremos uma analise mais exaustiva sobre um conjunto de resultados obtidos com
os métodos Quase-Newton implementados no pacote computacional ROUXINOL, que podem



3.6. Anadalise dos Resultados Numéricos 41

ser considerados como muito bem sucedidos.

Para este dltimo caso, e com o objetivo de realizar comparagdes entre alguns dos métodos in-
plementadds nesse pacote, geramos inicialmente uma sequéncia de solugdes usando o método de
Newton, usando um critério de parada sobre o residuo : || F(¢, Re) ||< 1071° . Posteriormente,
foram gerados os grificos respectivos, das curvas de nivel das solugdes, que foram padronizados
como representando as “solugdes verdadeiras”. Alguns destes grificos para Re = 0, 1000, 5000
e 11000, sao mostrades no Apéndice.

E conveniente aclarar que as curvas correspondentes a Re = { devem ser consideradas como
uma solugio assintética sem qualquer significado fisico. Numa situagio real, para este valor
do nimero de Reynolds deveriamos ter considerado simultaneamente 3, (z,1) =1, 0 <z <1
obtendo-se assim ¢ = 0.

A validade destas solugdes estd sustentada pela comparacido, para distintos ndmeros de
Reynolds, com as apresentadas por Ghia, Ghia e Shin {1982], usando uma malha de 256 x 256
e Benjamin e Denny [1973] para uma malha de 151 x 151, considerando a precisdo da nossa
aproximacao,

Para garantir que as solugdes originadas pelos métodos QQuase-Newton fossem, no minimo,
“t40 boas” como as obtidas com o método de Newton, foi repetido o mesmo processo descrito
acima, confrontando os graficos de cada uma das solucdes que compdem a sequéncia.

A “nao-convergéncia” de qualquer dos métodos foi estabelecida fixando o mimero maximo
de iteragdes tipo-Newton.

3.6.1 Métodos Newton e Quase-Newton

Nas Tabelas (3.1) e (3.2) sdo apresentados um conjunto de resultados para Re € [0, 11000].
com passos ARe = 250 e ARe = 500 respectivamente.

Cada linha, que representa um experimento para um determinado nimero de Reynolds,
indica os resultados para cada método através de dois ou trés nimeros (quando corresponde):
iteragoes de Newton, iteragdes Quase-Newton e tempo de execugéo {escalado). Em tempo real,
a execugao para um experimento particular, por exemplo para Re = 11000 usando o método
de Newton, demandou pouco mais de 10 minutos. '

Para ARe = 1000 todos os metodos excederam o ndmero maximo de iteracdes, e as ex-
periénciag realizadas com passos menores necessitaram tempos de execucdo consideravelmente
malores.

Podemaos observar que todos os métodos usam somente uma iteragao para resolver F(¥,0) =
0, ja que o sistema ¢é linear.

Em todos os casos, a primeira iteragfio é uma iteracao de Newton. Desta maneira, é forcada
a realizacdo de uma fatorizacio LU completa da matriz Jacobiana.

Pode ser observado a demanda de um esfor¢o um pouco maior para atingir Re = 1500.
Ultrapassado este valor, as iteractes continuam com uma demanda do tempo de execugio
uniforme, até o fim do intervalo.

Em termos de custo computacional, todos os métodos Quase-Newton tém um custo apro-
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Newton Newton Broyden CUM
Modificado
Nimero de
Reynolds

0j{1,18860) (1.0,19261) | (1,0,18832) { (1,0,189.80)
250 | (5,942.56) | (1,36,368.38) [ (1,23,26470) | (1,22, 258.69)
500 | (5,756.39) ! (1.18,244.80) | (¢ ,13,23061) |} (1,13, 230.06)
750 | (5,754.04) ( (1,14,232.29) | (1,8,21496) [ (1.8, 213.83)
1000 ) (5,73402) | (1,9,217.14) | (1,6,20783) | {(1,7,210.76}
1250 f (3,87277} ; (1.7,213.18} | {1,6,210.82) (1.6, 210.44)
1500 | (3,585.68) | (1.,7,214.27) | (1,5,211.31) | {1,5,210.68)
1750 | (3,594.76) | {1.,5,214.00) | (1,5,21457} | (1,5,21414)
2000 | (3,59895) | (1,5,21551) | {1,4,212.97) | (1.4,21249)
2250 | (3,602.59) | (1.5,216.90) | (1,5,21672) | (1,5, 216.61)
2500 f (3,60752) ) (1.5,219.08) | (1,5,218.01) | (1,5, 21947)
2750 | (3,60814) | {1.5,21910) | (1,5,21828) | (1,5, 21883)
3000 (3,61312) | (1,5,21966) { (1,5,219.74} | (1,5,219.83)
3250 | {3,61641) | (1.5,22096) | (1,5,22208) | (1.5, 221.17)
3500 | (3,61555) | (1.4,21814) (1,4,218.13) {1,4,21835)
3750 F {3,619.21) } (1.,4,219.01) (1,4,218.388) (1,5,22219)
4000 | (3,619.82) | (1.4,21886) | (1,4,21920) | {1,4, 21874}
4250 ¢ (3,62091) | {1.4,219.88) | (1,4,21986) | (1,4,21996)
4500 | {3,62130) | (1.4,219864) | (1,4,21982) | (1,4, 220023)
4750 | (3,624.95) | (1.4,22039) | (1,4,223.28) | (1,4, 22047)
5000 [ {3,62163) ! (1.4,221.01}) 1,4,223.61) (1,4, 22064)
5250 | (3,625.65) | (1.4,221.22) 1,4,221.28) | (1,4, 22089}
5500 | {3,627.07) | {1.4,221.32) 1,4,221.57) | (1,4,221.15)
5750 | (3,628.12) | (1,4,221.77 1,4,22234) | (1.4,221.90)
6000 | (3,627.15) | (1.4,221.28) 1,4,22164) | (1,4, 22098)
6250 | (3,62821) [ (1.4,222.28) 1,4,22250) § (1,4,221.65)
8500 | (3,63L.79) | (1,4,222.38) 1.4,22261) | (1,4, 222,89}
6750 § {3,631.67) | {1.4,222.21) 1,4,22325) | (1,4,22257)
7000 | (3,629.86) | (1,4,222.26} 1,3,21963) | (1,3,219.23)
7250 | (3,632.56) | (1.4,222.23) 1,3,21941% | (1.3,218.19)
7500 [ {3,630.92) | (1.4,223.35) 1,3,22057) | (1,3,220.19)
7750 | (3,645.42) | (1.3,220.05) 1,3,22021) | (1,3,22086)
8000 | (3,642.68) | (1.3,220.33) 1,3,21993) | (1,3, 220046)
8250 § (3,63328) } (1.3,220.31) 1,3,22129) | (1,3,220186)
8500 | (3,638.68) | (1.3,220.44) 1,3,22083) | (1.,3,270.20}
8750 | (3,632.14) | (1.3,220.54) 1,3,21956) | (1,3,22055)
9000 [ {3,642.20) | {1,3,221.26) 1,3,21856) | (1,3,22092)
9250 | (3,644.13) | {1,3,220.89} 1,3,221.24) | (1.3,221.05)
8500 | (3,644.02) | (1.3,22090) 1,3,22181) | (1,3,220.83)
9750 | (3,636.24) | {1.3,220.82) 1,3,221.19) § (1,3,221.18)
10000 | (3,637.02) | (1.3,220.87}) 1,3,22098) [ (1,3,22073)
10250 ) (3,63566) | (1.4,224.31) 1,3,221.593 | (1,3,22142)
10500 | {3,636.71) | {1.4,224.21) 1,4,224.97) {1.4,22455)
10750 | (3,636.46) { (1.4,224.70) 1.4,22512) | {1,4,224.85}
11000 | (2,635.87) | (1!,4,224.37) 1,4,224.71) | (1,4,22443)

Tabela 3.1: Métodos Newton e Quase-Newton, A Re = 250
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ximadamente 30 vezes menor que o método de Newton (uma iteragio de Newton requer em
média 67 segundos). Esta relacdo ¢ mantida ao longo de todo o intervalo.

Para ARe = 500 apenas os métodos de Newton e Broyden conseguem convergéncia, CUM
demandou um pouco mais de 100 iteragdes para Re = 250. Nesta tabela, também sio incluidos
resultados com a opgdo de recomegos com um desempenho um pouco pior, quando comparados
com os obtidos sem usar esta opcdo. A opcao de recomecos, no método de Newton Modificado,
nédo foi acionada uma iinica vez, devido a que a condigiao de decréscimo suficiente foi sempre
satisfeita. Em todos os casos, a demanda do custo computacional foi aproximadamente de 60%
que para AfRe = 250.

Newton Broyden _r
Niimero de Com Sem
Reynolds Recomegos Recomegos

' O (1,19289) | {1,0,188.64) (1,0,188.89)
500 | (6,1150.78) | (3,10,597.90) (1,79,477.47)
1000 | (5,961.07) | (2,7,399.75) (1,13,231.25)
1500 | (4,78263) | {1,8,221.82) {1,8,222.85)
2000 | {3, 599.87) (1,7,22288) {(1,7,223.33)
2500 { (3,607.67) | (1,7,22600) (1,7,227.24)
3000 | (3,612.56} | {(1,7,227.16) (1,7,227.90}
3500 | {3,617.13) | (1,6,225.96) (1,6,226.38)
4000 {3,619.79) (1,6,226.67} {1.6,22804)
4500 | (3,62349) | (1,6,227.39) (1,6,227.52)
5000 | (3, 623.93) (1,6,227.97) {1,6,220.29)
s500 | (3,62764) | (1,6,22846) (1,6,228.93)
6000 | (3,62809) | (1,5,225.97) (1,5,226.96)
8500 | (3,629.64) | (1,5,22667) (1,5,226.55)
7000 | (3,630.71) | (1,5,225.97) (1.5,227.41)
7500 | (3,63248) | (1,5,227.15) (1,5, 227.94)
5000 | (3,634.03) | {1,5,22757} (1.5,228.02)
8500 | (3,633.93) [ (1,4,22439) (1,4,224.61)
9000 | (3,636.06) | (1,4,22472) (1,4,22531)
9500 | {(3.63511) | (1,4,22478) (1,4,225.14)
10000 | (3,638.80) | (1,5,227.78) (1,5,228.21)
10500 } (3, 637.4%) (1,5,22883) (1,5,22862)
11000 | (3,638.72) | (1,6,232.29} (1,6,232.74)

Tabela 3.2: Métodos Newton e Quase-Newton, ARe = 500

QOutros métodos Quase-Newton como: Escalamento na Diagonal e Escalamento na Coluna
ndo conseguiram convergéncia sequer para Re = 250.

Os métodos Quase-Newton com Jacobiano Truncado, mostraram-se muito sensiveis a in-
troducdo de um Jacobiano inicial “falso” com resultados negativos.

Outra série de testes foram realizados para avaliar o efeito de introduzir estratégias de
globalizacdo. A globalizacio por “backtracking” ndo trouxe praticamente vantagens, somente
possibilitou a convergéncia para Newton Modificado entretanto prejudicou a convergéncia de
CUM para Re = 100. A introdugio da técnica de regido de confianga, implementada com
Newton Inexato, nio conseguiu melhorar o desempenho do algoritmo em nenhum caso.

Estes dltimos testes foram realizados em uma SPARCstation-5.
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AFRe = 250 ARe = 500
Método
Newton (141,0,7.881) (73,0,4.164)
Newton Maod, (45,260,2.797) | {NZo converge )
Com Reec. | (46,192,2.795) | (26,129,1.587)
Broyden
Seem Rec. | (45,205,2.753) [ (23,204,1.511)
Com Rec. | {47,185,2.835)
CUM {(N&o Converge)
Sem Rec. | {45,206, 2.750)

Tabela 3.3;: Métodos Newton ¢ Quase-Newton com e sem opgdes de recomegos

3.6.2 Maétodos Newton Inexatos - GMRES Precondicionados.

Os testes realizados com as diferentes op¢des que podem ser selecionadas usando estes
métodos, foram desalentadores quando comparados com o desempenho dos métodos Quase-
Newton. Nas condigdes exigidas para estes dltimos, ndo se obteve convergéncia em nenhum
caso.

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia dos diferentes precondicionadores implementados, os
requerimentos sobre distintos parametros tiveram que ser relaxados, para obter convergéncia.
Para isso, o tamanho do passo fol reduzido para ARe = 50 e a exigéncia sobre a diminui¢do no
valor do residuo foi aumentada para || F(3, Re) < 107 . Desta forma, conseguimos obter um
conjunto de resultados, que permitiu realizar uma analise minima. A mudanga no valor daquele
iltimo parametro, impede fazer qualquer tipo de comparagéo com os resuitados obtidos com os
métodos Quase-Newton, porque a convergéncia € obtida para solugdes aproximadas diferentes.

Em uma das experiéncias relativamente “bem sucedidas”, obtivernos convergéncia até Re =
9100 usando um precondicionador baseado na Fatoracdo Incompleta, com #;, = 0.1.

Uma tentativa para estimar qualitativamente a eficicia do precondicionador ao longo do in-
tervalo de convergéncia, foi feita calculando o quociente entre os valores acumulados do ndmero
de iteracdes dos lagos interno e externo em cada intervalo Re = Re + 1000. Os resultados
mostram que a eficdcia do precondicionador vai decaindo paulatinamente a cada intervalo.
Duas causas inter-relacionadas que contribuemn no mesmo sentido, podem explicar este com-
portamento: a perda de diagonal dominancia na matriz Jacobiana e a consequente perda na
qualidade do precondicionador, o qual estd sendo reconstruido sobre nma matriz cada vez pior
condicionada {1]. A irregularidade que se produz no intervalo [1000 — 2000} , coincide com a
apontada anteriormente usando os métodos diretos.
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Numero
de
Reynolds

0
50
100
150
200
230
300
350
400
450
500
330
600
630
700
730
800
850
900
950
1000

Resultados

Globais

Sern Precondicionamento Precondicionado
8 = 0.1 8, = 0.67 f,=0.1 8, = 0.67
(12,1114,10) (22,1208,1.1) {6,461 ,042) (15,354,038 )
(5,438,039) (2,373,036) {3,230,021) (8,1987,021)
(6,544 ,049) (11,594, 0.58) {3,234,021) (8,182,0.20)
(7,648 ,0.58) {12,567 ,0.54) {3,239,022) (8,231,024
(7.652,059) (12,677,063} (3,245,0.22) (8,258,0.268)
{8,754 ,068) (13,882,084) {3,250,023) {8,1262,0.26)
(10,955 ,0.86 ) (15,977 ,6.90) (3,252,023) (8,262,026)
(11,1053, 0.94) (15,977 ,090) (3,255,0.23) (8,275,028)
(12,1152,1.0) (15,588, 0.91) {3,258,023) {8,281 ,028}
{13,1252,1.1) {(17,1236,1.1) (4,364,033) (9,385,037)
{(16,1151,1.1} (19,1462 ,1.3) (4,361,032) (8,282,028)
(13,1250,1.1) (22,1764 ,16) (4,366,033} (9,286 ,029)
{20,1951,1.7) (20,1548 , 1.4} (3.272,0.24) (8,281,028)
(20,1950, 1.7) {28,2354,2.1) (5,498,044 } (9,426,041 )
{21,2140,19) {18,1215 ,1.1} (3,283,0.25) (8,317,021)
(23,2249, 20) (36,3158,2.8) (5,500,045) (10, 540, 0.51 }
(28,2749,25) (23,1821,1.7) {4,400,036) (9,425,041)
(22,2148 ,19) {49, 4441 ,4.0} (4,400,0.36 ) (11,841,060}
(41,4048, 3.6} (24,1926, 1.7) {5,500,045) (9,441, 042)
(22,2149,1.9) (63,5836,5.2) {4,400 ,0.36) (9,444 ,042)
{68 ,6748,6.0) (28,2317,21) (4,400,0.36) (14,949,087}
(385,37005,1.0) (471,36151,099) | ( 79,7168,0.19) (192,7719,0.22)
1

Tabela 3.4: Método de Newton Inexato, ARe = 50

45
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Com a mesma finalidade, uma outra série de testes foi realizado apenas no intervalo Re €
[0,1000] , usando o mesmo precondicionador, com o objeto de avaliar o efeito de se mudar o
pardmetro 8;. Os resultados sio mostrados na Tabela (3.4). Para cada valor do nimero de
Reynolds indicamos: mimero de iteragées dos lagos externo e interno e o tempo de execucio
(escalado), apenas para dois diferentes valores de 8, que sio os mais representativos sobre
um conjunto bem mais numeroso de testes. Podemos apreciar uma pequena vantagem para
o menor valor de &. Em tempo real, a execucdo para percorrer completamente o intervalo,
demandou mais de 4 horas.

Sem o uso de qualquer precondicionador nao se obteve convergéncia € os outros precondici-
onadores foram menos eficientes,

3.7 Conclusoes e trabalhos futuros.

Q estudo realizado neste Capitulo representa um esforco para definir um marco de referéncia
na solugdo das equagdes de Navier-Stokes em termos da fungio-corrente, usando diversos
Métodos tipo-Newton, para um problema que modela o fluxo em uma cavidade. para altos
numeros de Reynolds.

Um conjunto numeroso de solugdes discretas, em termos da fung¢ao-corrente, foi obtido para
nameros de Reynolds variando entre 0 — 11000. Este conjunto foi convalidado por comparacio
com as solucdes obtldas por outros pesquisadores.

Uma estimativa do desempenho e eficiéncia destes Métodos, orientada para a avaliagio do
esfor¢o computacional demandado, objeto principal deste trabalho, fol conseguida a partir da
realizacio de inumeras experiéncias, usando distintos pacotes computacionais que implemen-
tam aqueles métodos . A fixagio dos parametros préoprios de cada pacote, que eventualmente
aprimoraram sua eficiéncia, foram determinados através de extensos e minuciosos testes; alguns
dos quais foram explicitamente mostrados.

0s Métodos Quase-Newton se mostraram robustos e os mais eficazes. Ndo hd significativas
diferengas entre eles, entretanto exibiram um desempenho marcadamente superior ac Método
de Newton.

A selecdo de maijores passos, para incrementar o numero de Reynolds, tem-se mostrado como
a mais indicada em relagio a economia do custo computacional global. O aumento do tamanho
do passo estd associado ao problema de melhorar a aproximacgao inicial, para a resolugao do
sistema correspondente a cada mimero de Reynolds. Isto sugere a introeducgio de Técnicas de
Continuagdo mais apuradas, implementadas com subrutinas para a determinacio automatica
do tamanho do passo.

Os Métodos tipo-Newton Inexatos com Precondicionamento no sio competitivos; a inclusao
e comentarios acima dos resultados obtidos com este método pretendemn apenas mostrar o
desempenho de métodos iterativos na resolucdo de problemas com esta estrutura. Mesmo com
uma reducdo nas exigéncias estabelecidas como critério para aceitagio da solugdo, requereram,
no melhor dos casos, tempos de execugdo praticamente inaceitdveis,
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Os resultados obtidos mediante a formulagao definida pela minimizagio de f(x) =|| F(x) ||,
usando o pacote BOX-QUACAN foram definitivamente desencorajadores; nio se obteve con-
vergéncia sequer para Re = 0.

Uma tentativa para avaliar a eficacia do uso dos precondicionadores sobre os sistemas ori-
ginados na linearizagao de F(x) = 0, tampouco produziram uma melhoria significativa, porém
tendo como fato relevante, a consecugio de convergéncia. O pacote utilizado neste caso, NI-
GMRES foi testado com Precondicionadores Secantes e com uma Fatoracdo LU Truncada,
sendo esta ultima, a opgao melhor sucedida. Uma modificagdo na configuragdo do esquema
de discretizacdo do termo nao linear, que atenuasse ou evitasse o paulatino crescimento do
mau-condicionamento possibilitaria, em principlo, tornar o método mais competitivo.
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Figura 3.4: Vortices para Reynolds= 0
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Capitulo 4

Determinacao de Pontos Singulares
com Métodos Newton-Inexatos

4.1 Introducgao

Neste Capitulo, utilizaremos o método Newton-Inexato para a determinacdo de pontos sin-
gulares situados sobre uma curva homotépica (ver Cap. 1). Estes pontos estdo relacionados
intimamente com a estabilidade e multipliadade das solugGes.

Consideremos o seguinte problema nao linear de autovalor

H{y,t) =0, (4.1)

onde H : R™! — R™ y e R™, t € R,

Usualmente y = y(t) € considerada uma solugdo de (4.1) ja que nas aplicagdes fisicas o
autovalor t representa um parametro de especial interesse (por exemplo a carga sobre uma
estrutura, a tensido em um circuito, etc).

Se (yo,%0} € uma solucio de (4.1) e a matriz Jacobiana m x m, H,{y,t) é inversivel, é
possivel garantir a existéncia de uma unica curva solugdo (y,t) que passe por (yo.1o) de tal
forma a explicitar y(¢o) = yo.

Definimos I' = {(y,t) € R™ x R[H(y,t) = 0}.

Um ponto singular é um ponto de I’ onde H,{y,t} é singular. Quando as linhas de H'(y, ) =
H,(y,t), H{y,t) sdo linearmente independentes, isto é, H,(y,t) € R[H,(y,t)] (a imagem de
H,(y,t)}, o ponto singular é denominado ponto de retorno. Existe uma inica curva solugéo
que passa por esse ponto, porém a dy/dt é infinita € uma pequena variacio de ¢ produz um
aumento desproporcionadamente grande em ||y]]. Uma situacio tipica é mostrada na Figura
4.1.

Varios métodos tém sido propostos para a determinacdo de pontos de retorno. A idéia
bésica consiste em acrescentar uma o mais equagbes ao sistema (4.1) tal que a solugdo do
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(#=y 84

Figura 4.1: Ponto de retorno

sisterna aumentado

H(y,t)=0 ]
CHy(y,t=0 ¢ (4.2)
I(U) ~1=40 )

seja um ponto de retorno e de modo a garantir uma matriz Jacoblana nao-singular para este
novo sistema (ver [15], [14], [1]).

Todos estes métodos usam algum tipo de fatoragdo de matrizes, o que € inconveniente em
problemas de grande porte.

O Método de Newton-Inexato sera usado para resolver
Flz) =0, (4.3)

onde F' : IR* — IR™ é a fun¢ao que aproxima o sistema aumentado 4.2, cuja formulagdo é chave
do presente trabalho.

Na préxima segao introduziremos algoritmos globalmente convergentes; na Se¢io 3 mostra-
remos os novos sistemas aumentados, cujas solugdes sdo os pontos singulares de (4.1). Na Secio 4
apresentaremos os problemas testes conjuntamente com as experiéncias numéricas realizadas,
utilizando um método de Newton-Inexato globalizado para resolver os sistemas mostrados na
Secdo 3. A maioria dos problemas foram selecionados da cole¢io de Melhem e Rheinboldt [14].
As conclusdes serdo mostradas na Segéo 3.
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4.2 Algoritmos globalmente convergentes

Introduzimos algoritmos globalmente convergentes para resolver (£.3) cujas direcées sio
geradas pelo método de Newton-Inexato.

Nossa abordagem ¢ similar & de Fisenstat e Walker [3] ¢ de Martinez e Qi [11] porém sendo
mais geral, desde que podem ser consideradas estratégias ndo necessariamente baseadas em
buscas lineares. _

Consideramos para isso a soma do quadrados de F(z} como a fungio de mérito

(=) = gl F@I, (4.4

e umn algoritmo que reduz monotonamente f(z;). No que se segue, ||.|| representa a norma
Euclideana.

Algoritmo 4 Minimizacdo Mondtona

Suponhamos que: ¢ € (0,1), v € (0,1], m,712 € (0,1), ;1 < n2 sejam dados independente-
mente de k. zo € IR" seja ume aprozimagdio mcial arbitrdria e ap = 1.

Dado z € R*, af € (0,1], os passos para obter Ti41,ap; s60:

e Passo 1.
Escolher
d, ¢ IR". {4.5)
¢ Passo 2.
Se
flag + apdi) < f(zi) (4.6}

caleular 2341 = 2 + apdy. Se (4.6) ndo for satisfeita, definir Trp = 2.
e Passo 3.

Se
flzen) S {1 —oyar) fax) (4.7}

definir apy1 = 1. Sendo, escolher

arq1 € [mag, nagl. (4.8)

O algoritmo acima é muito geral. Nenhuma condigéo é exigida sobre as dire¢des dy e até
direcdes nulas dr = 0 podem ser aceitas.

Impondo condigbes sobre as direcdes dy é possivel provar interessantes resultados relativos
A convergéncia, que terdo implicagdes de ordem pratica.
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Teorema 10 Convergéncia Global

Suponhamos que {zx € IR* | f(z) < f(zo)} seja limitada. Seja {z} uma sequéncia
gerada pelo algoritmo anterior. Suponhamos que exista M > 0 tal que paratodo k =0,1,2,..

T

ldll < M (4.9)

(I 2y, F(z) < =)l (4.10)

Entdo

(a) Qualquer ponto limite z. de {z})} satisfaz F(z.) = 0.

(b) Se um ponto limite z, € uma solugdo iselada de (4.3) e o — 0, entdo {z;} converge a
T

(c) Se um ponto limite x. € uma solugdo isolada de ({.3) e existe 3 > 0 tal que ||di]] <
Bl F(2x)|| para todo k =0,1,2,..., entio {zx} converge a z..

Prova: {Ver Kozakevich, Martinez e Santos [9]) [

Essencialmente, o teorema estabelece que se for possivel calcular direcdes de busca dj. tais
que {4.9) e (4.10) sejam satisfeitas em cada iteracdo, entdo garante-se convergéncia global para
a solugdo do sistema. Se J(zi) € nao singular, a direcdo de Newton d = —J(z) " F(ax)
satisfaz (4.10) com v = 1. Em geral, se d; satisfaz

I (zr)de + Fau)ll? < LIF ()], (4.11)

com t € [0,1) temos que |
(I (), J(ax)de) + 200 (ze)dy, Flza)) < (E — 1)) Flay )|

Assim,
t—-1
(J(zp)di, Fza)} < —2*”F(l‘k)”2:
isto é, a condigdo (4.10) é satisfeita com y=1 —¢. A condigdo (4.11) é a “versio quadratica”
do critério cldssico para definir a iteragio de Newton-Inexato.

Vemos, em virtude deste teorema, que quando o método de Newton (ou a sua generalizagao
para Newton-Inexato) ndo converge, usando a globalizagéo dada pelo Algoritmo 4, entdo a
sequéncia de dire¢bes d; geradas € ilimitada. Neste caso, o método criara uma sequéncia que
tende para um ponto onde o Jacobiano ¢ singular. Este ponto ndo é necessariamente um

minimizador local, ou ainda nem um ponto estacionario de f(z).
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4.3 Implementacao

Nesta secao descrevernos a implementagio do Algoritmo 4. Basicamente, em cada iteracio
escolhemos, s = apdr como sendo um minimizador aprozimado de

4(s) = SN (n)s + Fa)]f

- sobre uma regido de confianga apropriada (ver Fletcher [4]} da forma |||l < A. Se 0 nio for
um minimizador de 1, isto é, J(z )T F(zx) # 0, devera ser possivel obter s; tal que

I (@i)s + Fledll” < [ Fzs)]®

o que implica que

(J(.’L‘k)dk,F(.’Ek-)) < (.
independentemente do valor de oy, > 0. Apds avaliarmos s, sdo conferidas as desigualdades
{4.9) e (4.10). Se alguma delas ndo for satisfeita, a execucio é interrompida. Isto acontece

quando o problema nio tem solugdo. A escolha da norma |||l em lugar da Euclideana responde
3 necessidade de considerar possiveis limitantes para as varigveis z;.

Algoritmo 5 Minimizagao em regides de confianga

Seja o € (0,1), v € (0,1], 1,2 € (0,1), m < 52, M > 0, tol € (0,1), maz € IN dados
independetemente de k e seja zo € IR™ um ponto inicial arbitrdrio, Ag = M e ag = 1.

Dado z; € R™ tal que J(2x) F(ay) #0, &g > 0 e ax € (0,1], 0s passos para obter Tiiq,
Apy1 € apgy sGo 03 sequintes: '

‘o Passo 1.
Calcular sp como uma “solugdo aproximada” e

Minimizar ¥ (s) = é”J(xk).s + Flzp)i? st |Is]lae < A (412)

A solucdo aprozimada de ({.12) € obtida aplicando o método descrito em [7] parando
quando '

[Ved(se)ll < tol IVee(0)l], (4.13)

{onde Vpi(s) € o gradiente projetado de 3 na caize |[slleo £ Ay) ou quando o nimero
de iteracdes usado pelo algoritmo (7] wlirapassa mazx. (Isto garante pelo menos que
T (ze)se + Fzi)ll < [1F(z)l])-

e Passo 2.
Definird, = sgfoy. Se (4.10) e (4.9} sdo satisfeitas, passar para o Passo §. Sendo, parar
(o algoritmo falhou, provavelmente pela prozimidade de um Jacobiane singular)
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e Passo 3.
Idem que o Passo 2 do Algoritmo 1.

e Passo 4.
Idem que o Passo 3 do Algoritmo 1.

¢ Passo 5.
Se appr = 1, definir Ay = M.
Sendo, definir Dpy1 = silleo/2.

Os parametros usados na implementagéo sdo ¢ = 1073, v = 1074, 5 =
tol = &, maz = n.

O cédigo computacional usado para a implementagao deste algoritmo é uma adaptagao do
algoritmo para minimizacao em caixas realizado por Friedlander, Martinez and Santos [6].

O algoritmo usado para obter as solugdes aproximadas de {(4.13) combina iteragdes conjuga-

y T2 = %1 M= 10107

1t

das e “chopped” (componentes cortadas) do gradiente. de tal forma que varias restri¢des ativas
podem ser acrescentadas ou eliminadas em uma iteragio.

4.3.1 A determinacao de pontos singulares

Dado H : ™1 — R™, H = H{y.t), H € CY(IR™*1), dizemos {conforme a [15]) que (y.,1.)
é um ponto singular de H(y,t) = 0 se e somente se H{y.,t.) = 0 e se H,(y.,t.) é singular. Se
o posto de (H'(y.,t.)) = m dizemos que (y.,t.) € um ponto de retorno. Pontos singulares sdo
solugles de

H(y,)=0 )

Hy(y,tlw=0 } (4.14)

lo]* =1

para algum v € IR™. O sistema (4.14) tem n = 2m + 1 equagdes e incognitas.

O algoritmo usado para obter as solugbes aproximadas de (1.12) combina iteracdes com
direcdes conjugadas € "chopped” do gradiente, de tal forma que as restri¢des ativas podem ser
acrescentadas ou eliminadas em uma iteragao.

A resolugao de (4.14) usando um método tipo Newton-Inexato requer o célculo de derivadas
segundas, Entretanto, ohservamos que

H,(y, )0 =}f}3}, H(y+hv,t];zH(y—hv,t). (4.15)
Resulta natural entio, substituir (4.14) pelo sistema
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H(y,t)=0 )
H(y+hv,z)2—hH{y—-hu,:) =0 (4.16)
foll? =1 )

para h > (. E de se esperar que as solucdes de (4.16) para valores pequenos h, sejam boas
aproximagdes das solucdes de {4.14). Uma segunda alternativa consiste em considerar en1 lugar
de (4.14), o sistema

N

H{y,t)=0
Hy(y,t)o=0 (4.17)

rfo=1

onde r € JR™ nao estda em R(H,(y,1)}, o que garante a existéncia da solugdo das duas ultimas
equacoes de (4.17). Este sistema fol usado por Moore e Spence [15] e Sevdel [21].
Considerando (4.17), e usando a aproximagcao (4.15), consideramos o sistema

H(y,f):O )

H Avt)—H{y—h L]
(y+ 1”2}1 {y—hut) _ 0 L (418)

rfy=1 J

A vantagem de (4.18) sobre (4.16) reside em que o termo nao-quadrético (|tj|? — 1)? na
funcio de mérito (4.4), for substituido por (rTv — 1)°. Entretanto, se por acaso escolhemos
r € R(H(y« 1)), onde (y. .1} € 0 ponto de retorno que estamos calculando, o sistema (4.17)
néo terd solugdo. Se o angulo entre r e R(H,(y..t.)) for pequeno, o problema de achar v que
satisfaca H (y,f)v =0 e rTv = 1 pode ser mal condicionado, conduzindo a resultados pouco
confidveis. Em nossas experiencias selecionamos r = vg = (1, ..., l)T/mlf.

Observamos que as matrizes Jacobianas Ji(y,t) e Jo(y, 1), dos sistemas (4.16) e {4.18) sdo

respectivamente
H'(y,t) 0 |
A(z) = H’(y+hv=i)2-;lH’{y'—hv’i) Hu(y+kv,i)';Hy(y-hUJl (4.19)

0 20T
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e =
H(y,1) 0 \
Jz(:l?) — H'(y-l'h‘l.',f)z—hH’(y—hU,i] Hy(y+hv,t}—;Hy(y—hv.t} (4-20)
_ 0 r J

E conveniente frisar, que na implementacio do Algoritmo 3.1 nio sio efetuadas fatoracdes
de matrizes. Em verdade, apenas precisamos de subrotinas que calculem o produto Jy(y,t)w
e Jo(y,t)w para vetores arbitrdrios w. Observando (4.19) e (4.20), notamos que podemos
aproveitar a estrutura destas matrizes de forma a facilitar a multiplicacdo por vetores.

4.4 Descrigao dos Problemas e Resultados Numéricos

Para a realiza¢do dos testes selecionamos os problemas apresentados ern [14] acrescentando-
se mais um outro, originado da modelagem de um problema de transferéncia de energia {2].
Cada problema é descrito sucintamente deixando claro o significado do ponto de retorno, e
colocando em relevincia alguns dos pardametros mals importantes, em relacéo ao problema e ao
algoritmo. Com a finalidade de reproduzir os resultados relatados, fomos forgados a introduzir
algumas correcdes em alguns dos dados indicados na referéncia [14].

Em cada Tabela, apresentada conjuntamente com a descricdo do problema, indicamos na
primeira coluna o sistema aumentado selecionado: “A” ou “B” que correspondem respecti-
vamente as formulagées (4.16) e {4.18); na préxima o ponto inicial, acompanhado com um
parametro caracteristico (como por exemplo, o tamanho do problema). Os resultados dos tes-
tes, sao mostrados a partir da terceira coluna, na qual colocamos o valor do ponto de retorno
t. achado em cada caso; a seguir indicamos os valores singulares minimos e maximos de f,
obtidos na aproximacio final; na quinta coluna, a soma dos quadrados de f(y.,%.) e finalmente,
nas duas dltimas colunas, o numero de iteracées e o numero de avaliagbes da funcéo realizadas
pelo algoritmo.

O cédigo computacional para cada problema, foi implementado usando FORTRAN 77,
com dupla precisio. Uma adaptagio do pacote computacional BOX-QUACAN [6] (para Mini-
mizacao em Caixas com Canalizagdes) fol usada como subrotina para resolver o problema de
minimizacio. Os testes correspondentes aos problemas 1-6, foram realizados em um PC486, e
o 7 em uma SUN SPARC-Station 2.

4.4.1 Problema I - Estruture de barras

Em [16), Oden apresenta um problema, que consiste em determinar os deslocamentos de
uma estrutura formada por duas barras construidas com um material isotrépico. A aplicagio
do método dos elementos finitos nas equagdes de equilibrio origina o seguinte sistema nio linear
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Fly,t)=Aly)y—tp, ye R*, te R, (4.21)

para o vetor de deslocamento y, onde

2 _ 3y, + 242 —
= (I e )
il — plz Y3 — M1+

sendo p € IR? é um vetor de carga dadoe u =2
Os testes foram realizados modificando as relagdes entre o vetores de carga e o ponto de
retorno informados em [14]. Em lugar de (0.3,0.91) usamos (/0. 9 1,0.3). Também, observamos

que em relagido ao primeiro vetor 2 + 725 corresponde a —5%= e 2= corresponde a 7%,

Vetores de Carga:

Q1 = (1,0), Q, = (+/0.9,03).

Pontos iniciais:
Pi(yo,to) = [(3,0), ~3], Pa(yo,t0) = [(0,0),5],
Pa(yo,t0) = [(1,1),1], Py(yo,te) = [(3,1),-3).

Sistema { (¥o,%0) ta o1{Hy)  oanlfHy) | flye,ts) | Iter. | Aval
A -3.079205 | 4.86e-08 6.66e-01 8.87e-00 9 10
Q1. H
B -3.079205 | 1.23e-08 6.66¢-01 4,38e-10 8 9
A 3.079201 | 5.70e-07 8B.66e-01 | 3.72e-10 8 9
Q1.
3.079209 6.27e-05 B.66e-01 7.23e-09 10 14
A 1.533818 394e16 0.47e-01 1.37e-10 4 5
QQ! P3
B 1.9333835 1.30e-07  0.47e-01 9.97e-14 b 8
A ~2.307787 | 3.06e-05  0.24e-01 7.894e-10 4 a
Qa, P
B -2.307831 | 1.04e-06 0.24e-01 3.73e-10 5 g

Tabela 4.1: Problema 1

4.4.2 Problema 2 - A func¢do de Freudenstein-Roth

O seguinte sistema de equagdes, originalmente formulado em [5], é usado frequentemente
como problema teste, por véarios autores.
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(4.22)

Y1— Y5 +0yE -2y + 34t —47=0
v+ ys+y?— 14y, + 108 -39 =0

Para 0 <t <1 obtemos dois pontos singulares.
Pontos Iniciais:

Pi{yo, to) = [(1,1),1], Pa{yo, to) = {(50,10),-10]

(ya,fo) Te [-£1 (Hy) O (Hy) _f(y..,i..} Iter. | Aval
Sistema
A 0.5875923 | 1.568e-06 1.88e+01 | 5.18e-09 14 22
A
B 0.5875873 | 5.68e-06 1.89e401 | 2.87e-11 20 36
A -0.6863575 | B.65e-05 7.73 8.05e-09 16 33
P
B 06863527 | 3.45e-08 7.73 1.00e-14 24 53

Tabela 4.2: Problema 2

4.4.3 Problema 3 - O problema de estabilidade em aeronavega¢ao

Uma versao simplificada das equagbes de equilibrio aerodinamico em aeronaves, que permi-
tem prever deslocamentos bruscos em resposta a manobras realizadas, envolve cinco equagoes e
oito varidveis ([y,u)T). Trés destas, (u = [u1,uz, us]7) que modelam o elevador, aileron € o de-
flector respectivamente, funcionam como varidveis de controle. Para o problema de estabilidade
de aeronavegacio estudado em [13], as equagdes adimensionalizadas tem a seguinte forma

T . 5 3 )
A[y,U] +¢(y,U)——U, Vyemaue-ﬂa (423)
onde
-3.933 0,107 0126 0 —9.99 ) —45.83 —7.64
0 ~0.987 0 —122.95 0 —18.37 a 0
A= 0.002 0] ~0.235 ] 5.67 0 -0.921 0 s
0 1.0 0 -1.0 0 —~{.168 0 a
0 ] -1.0 0 —0.196 0 —0.0071 o
e

—0.72Tyoys  +8.3%sys  —6%4.4y.ys +063.5y4y2
0.949y1ys  +0.1733195
dy,u) = | —.0176yy, —1.578nys +1.132y4y;
—liys
Yiy4
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Para realizar os calculos escolhemos ¢ = w9, e foram fixados uy = v € uz = 0. Q nuimero de
pontos de retorno varia com os valores de 7.
Neste caso foram necessirias duas corregdes: o elemento As == 0.002 na matriz A e na
funcao ¢, o termo yys por ¥y us.
Valores de «v:
v = —-0.05, v = —0.008, v3 = 0.00, 4 = 0.05, v = 0.10

Pontos iniciais:
P](yo, tg) = [(—3, 1, —.1., .5., —3), 5],
Pg(yg,fg) = [(—3, —.2, —.1, 02, 1), .2],
Pi{yo, to) = [(=2.5,—8,.03,—.04), .3],
Pi(yo, to) = [(=2.5,1.5, .06, —.08, .06), .7).

Sistema | *iP{yo0,1n) 1w a1{Hy}) an(Hy) Flye,te) | Iter. | Aval
A 0.5087968 1.26e-05 2.20e402 | 1.5Ge-10 68 139
T3P
B 0.50878839 2.64e-06 2.20e+402 1.04e-09 341 56122
A 0.2063399 5.17e-05 4.99e4-01 | 9.74e-09 33 52
v2: P2
B 0.2065148 2.07e-05 4.39e4+01 5.07e-09 49 T3
A 0.872326 1.09e-05 5.86e+01 1.08e-10 37 65
T3:Fa
B 0.3887848 1.62e-03 4.71401 8.62e-04 500 SR0
A 0.2929449 4.553e-05 1.84e4-02 .12e-09 22 37
~1:P3
B 0.2929355 7.84e-05 1.84e4+02 2.60e-10 61 kir
A 9.227714e-02 | 3.46e+401 7.96e+01 1.02e-01 (112 165
5%
2.780284e-02 2.26e-02 1.04e4-02 1.58e-01 105 214

Tabela 4.3: Problema 3

4.4.4 Problema 4 - O circuito gatilho

A operacdo de um circuito “gatitho” estd descrito em [17]. As equagdes que descrevem o
fluxo de corrente no circuito podem ser escritas na seguinte formas:

H(y,t) =
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(

(y1 — ¥3)/10000 + (y1 — y2)/39 + (y1 — t}/51 = 0
(y2 — ¥e)/10+ (y2 — 11)/39+ I(y2) = 0
(35 — 1)/10000 + (y3 — ¥4)/25.5 = 0
3 (4.24)
(ys — y3)/25.5 + y4/0.62 —ys +ya =0
(ys —ye) /13 + ys ~ys+ I(ys) =0
(e — ys5)/13 4 (ys — ¥2)/10 + (y6 — Ulys — y1)/0.201 =0

.3

Os dois diodos e o amplificador estdo modelados por I(z) := 5.6 x 1073(e®* — 1) , U(z) :=
7.65tan~1(1962x), respectivamente. As quantidades [(y1,...,¥s),?] representam voltagens, em
particular yg, a voltagem de saida, é de interesse pratico, sendo que ¢ € a voltagem de entrada.
O comportamento elétrico deste circuito gatilho esta caracterizado por dois pontos de retorno.

De acordo com [17], fizemos duas alteragdes: num coeficiente de H e no valor do diedo I(z).

Pontos iniciais:
P (yo, tg) = [(.05, .5,.05,.05,.15,.13),.5],
P(yo, to) =[(.2,.6,.2,.2,.6,9.5),.3].

{vo.%0) te a1{Hy) oa(Hy) | flye,te) | Iter. | Aval,
A 0.6020924 | 1.26e-04 1.03e-01 8.23e-09 98 215
A
B (1.6013642 [ 7.28e-05 1.03e4+01 ! 9.74e-09 | 118 148
A 0.3326203 | 1.82¢-05 2.08e+01 7.58e-09 A7 93
P
B 03329312 | 1.94e-05 2.07e4+01 8.5Te-09 27 43

Tabela 4.4: Problema 4

4.4.5 Problema 5 - Um problema de reagdo quimica

A equacdo integral

5)— t]l k(s,0) g(y(0)) do =1, 0< s <1, (4.25)
com k(s,0)=s—~1, s 20, k(s,0) = k(0,s) e onde
N 7B8(1 - 2)
g(z) =z exp(l +,6(1 _ 2’))’

fol usada por Moore e Spence [15] para testar algoritmos para calcular pontos de retorno. Esta
integral representa uma reformulacéo do problema estudado por Kubicek em {10] que descreve
a transferéncia de calor e massa em uma pastilha de catalizador poroso. A integral (4.25) é
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aproximada sobre uma malha regular s; = ¢A, ¢ = 1,...,m usando a regra do trapézio . Esta
discretizagdo conduz ao seguinte sistema de equagdes

yi—th> wik(s—4,8) gly;) —1=0, i=0,...,m (4.26)

com wy = 1/2, e w; = 1 nos outros casos. Com v = 20, 8 = 0.4 e m = 32, séo obtidos dois
pontos de retorno.
Pontos iniciais:

Pl(yﬂstﬂ) = [(1 T 1)3 2]3 P2(y05t0) = [(51 Py 5)1 1]

Sistema | {wo,to} s o1(Hy)  on(Hy) 1 flys,te) | Iter. | Aval.

P 0.1375316 | 3.28e-05 1.00 8.30e-09 4

e

A
P 0.07791575 | 8.48e-06 1.08 9.50e-11 6 11
1 31375395 | 2.22e-08 1.00 8.39e-11 4 3
B
P 0.07791559 | 4.60e-06 1.08 5.49e-10 6 14

Tabela 4.5: Problema 5

4.4.6 Problema 6 - A Equacao “H” de Chandrasekhar

Em 2], Chandrasekhar apresenta a seguinte equagiio integral, no contexto de problemas de
transporte de energia radiante.

s =1+5 [ Wdy (4.27)

O problema consiste em achar z(t) € C[0, 1], que satisfaca (4.27)
Aproximamos a integral usando quadratura com nds em {tg}?il e pesos {w,;}?il, resultando
assim no sistema néo linear

tox;
fle)= et 14 Zt .
J

=1

wij, t=1,..., M

com z € K"
Quando aumentamos o numero de pontos usados para aproximar a integral a matriz Jaco-
hiana perde esparsidade,

t; . .
a.fl_{ _1+ J:l:{_.:j:_w}.?zx.}

. e T
Jz; 2 i Wi , L F ]
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Malha: M = 8,16, 32.

Ponto inicial: P(yo, o) = [(.5,...,.5),.1]
Sistema | M te o1{Hy) on{Hy) | flve,ts) | Tter. | Aval

A 1.000003 | 3.42¢-06 8.88¢-01 | 3.67¢-10 | 6 o
8

B 1.000000 | 1.80e-08 8.88¢-01 | 4.30e-12 | 7 10

A 1.000000 | 4.48e-7 9.35¢.01 | 4.66e-11 | 9 12
16

B 1.000004 | 6.43¢-05 9.35¢-01 | 3.47e-00 | 7 12

A 1.000000 | 1.67¢-06 9.63¢-01 | 1.20e-09 | 8 11
32

B 1.00000¢ | 9.12¢-08 9.63e-01 | 2.2le-11 | 8 13

Tabela 4.6: Problema 6

4.4.7 Problema 7 - Um problema de wvalor de contorno

Consideremos a aproximagio do problema com valor de contorno nao linear, ( ver Simson
[22])
Au = —t g(u), Y(z,y)¥ €, (4.28)

uag = 0

sobre uma malha uniforme de tamanho & = 1/l em £ = [(0,1) x (0,1)], na qual definimos a
discretizacio de nove pontos para o operador de Laplace como

1
Dgtt; j = '6—};2‘[4(1155'3'_1 + i F i+ Yige1) T

(2o o1 + Wit jm1 + Wim1 j41 F Uit ge1) — 20ui 5],
=1, M—1

e para o laplaciano de g(u) uma discretizagio de cinco pontos

i : '
Osg(ui;) = ?;[g(u;,j_l) + g(tim;) + g(uigns) + 9(ui ) — 49(uis)l,

Li=1,..,M—1

Assim obtemos 1
Cou; j + t[g(u;,j) + i—z-hzl:f;j,g(u,"j)] = 0,
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iaj = 13"'!-'21{ -1

com as respectivas condi¢des de contorno discretizadas

U{,j=0,i=0,i:ﬂ:f,0§j§ﬁf,Ugigﬂf,j:01j=ﬁf

que representa uma aproximagdo da ordem de h* para (4.28).
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Desta forma, originamos um sistema nao-linear de V = (M —1)? equagdes com .V incégnitas
ui;, 1,4 =1,...,(I = 1), além do pardmetro 2.

Para g(u) foram escolhidos

2) g(u) = e

b) glu) = 1 + 252

14171002 "

e para o calculo dos pontos de retorno, tamanhos de malha M = 49,121, 225.
Ponto inicial: P(ys,to) = [(1,...,1),8]

Sistema | g(u}, M 1. s1{H,) oa(Hy) | Flye.ts) | Tter. | Aval

A 6.807507 8.35e-07 3.07e401 | 1.93e-09 6 7
z,43

B 6.807504 9.44e-07 3.07e401 1.44e-10 g8 9

A 6.808005 1.252-06 3.1de4M 3.38e-10 & 9
a,121

B 6.808005 1.44e-08 3.14e401 | 2.85e-10 8 9

A 6.808006 | 3.73244e 06 3.142401 ) 1.03e-09 9 10
e, 223

B 6.808045 1.04e-08 3.16e+01 1.68e-09 7 8

A 7.980354 5.582e-07 3.07e401 | 2.90e-11 15 30
b, 49

B 7.980359 1.14e-04 3.07e401 | 9.15e-09 13 23

A 7.981427 2.06e-05 3.14e401 | 2.76e-10 23 52
5,121

B 7.981423 1.16e-06 3.14e4-01 1.30e-1G 14 54

A 7.9816035 1.07e-04 3.16e+01 6.04e-09 44 76
b, 225

B 7.981612 8.60e-03 3.16e401 | 5.44e-09 23 24

Tabela 4.7: Problema 7
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4.5 Andlise dos resultados e conclusoes

Procedemos a uma. anilise dos resultados numéricos.

Para calcular os acréscimos em (4.14} e em (4.16) usamos em ambos casos, um incremento
h = 10~*. Este valor pode ser convalidado a partir dos valores singulares obtido para H, na
aproximacao final. Qutros valores foram testados sem modificar substancialmente os resultados.
Com excecio do Problema 3, o critério de convergéncia definido pela soma dos quadrados de
f(yx) = f(yx, tx) para a aproximacéo final foi fixada em || f(z)]| < 1075.

Para v = 0 e usando (4.18), atingiu-se o0 maximo nimero de itera¢des (300). A convergéncia
para v = 0.1 foi conseguida, devido a que o critério || Vp f(z)[| < 107° max{|f(zy)}|, 1}/ max{||xx
em relacdo ao gradiente projetado sobre a caixa —10 < y; < 10,i=1,....3,-1 <¢ <1 foi sa-
tisfeito.

O desempenho observado através dos experimentos, dos sistemas ampliados (4.16) e (4.18),
ndo permite concluir sobre a superioridade de quaisquer deles. Em geral, a eficicia de ambas
aproximagoes depende principalmente do ponto inicial escolhido e também da ndo linearidade
do problema.

No Capitulo 3 tratamos de um problema da dinamica dos fluidos onde o nimero de Reynolds
aparece naturalmente como o autovalor de (4.1). Schreiber e Keller [19] relatam varios pontos
de retorno para diferentes tamanhos de malha. Em nenhum caso o nosso método conseguiu
convergéncia, usando ambas formulacies e diferentes pontos iniciais. Neste sentido, outras
tentativas foram realizadas para obter solugbes em diferente pontos ndo-singulares, redefinindo
a funcdo de mérito como f(z) = ||H{y,t)||, com resultados também mal sucedidos. O método
de Newton-Inexato se mostra inadequado para resolver este problema devido probavelmente a
dispersio no espectro de autovalores da matriz Jacobiara H,(y,1).

Iniciamos este Capitulo apresentando um método tipo Newton-Inexato por Alinimizacao
para resolver sistemas ndo lineares de equagdes. O método ndo usa buscas lineares e estd
implementado usando estratégias de regiGes confianca. Na formulagdo selecionada. o sistema
resultante foi resolvido usando o algoritmo de minimiza¢io mencionado. Esta nova metodologia
de resolucio pode ser considerada como uma contribuicdo para a resolucao de problemas nao
lineares de autovalor.

Diversos tipos de problemas reais foram usados como testes para avaliar a eficiéncia e pre-
cisao deste novo esquema de resolugao.

Este método foi testado para calcular pontos singulares de curvas homotédpicas, que s&o
solucdes de sistemas aumentados aproximados. Salientamos que o ponto chave da nossa for-
mulagdo, consiste em substituir a equagdo gue estabelece que o espago nulo do Jacobiano tem
um vetor ndo nulo, por uma equacdo de diferencas, evitando o célculo de derivadas.

As experiéncias realizadas mostram que o método consegue achar as solu¢des em forma

precisa e permitem recomendar um valor para o pardmetro de discretizacéo. *

!Agradecimentos. A Dra. Sandra A. Santos, que acompanhou a implementacao e a realizagdo dos testes.
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Capitulo 5

Métodos Quase-Newton e Newton
Inexato para fluxos em meios porosos

5.1 Introdugao

A constru¢io de modelos que representem adequadamente o escoamento dos fluidos num
reservatorio permite realizar previsdes em relagdo a sua vida util, capacidade de produgio, etc.,
0 que determina em principio, a viabilidade da exploragéo da bacia petrolifera. Também, com a
finalidade de otimizar a extra¢do do dleo contido, possibilita o controle do regime de producio,
a selecdo de técnicas e a implementagdo de métodos alternativos de recuperagio secundéria.

A escolha de um modelo apropriado para um reservatdrio, dependerd basicamente das carac-
teristicas estruturais da rocha produtora e das propriedades dos fluidos presentes. Os modelos
tipo “black-0il” sio usados habitualmente na realizacio de testes orientados a avaliar as carac-

teristicas numéricas de um determinado algoritmo.

Consideraremos metodos numéricos para determinar o fluxo de dois fluidos imisciveis esco-
ando num meio poroso usando o método das diferencas finitas para aproximar as equagoes.

A maloria dos simuladores comerciais utilizam um tratamento temporal explicito para as
nao linearidades. Atualmente existe uma tendencia direcionada para o desenvolvimento de
simuladores que oferecam solugbes totalmente implicitas, cujas principais vantagens sdo as de
fornecer solugdes estiveis sem a necessidade de limitar o tamanho dos passos no tempo. Este
esquema origina sistemas acoplados de equagdes algébricas nao lineares a cada passo do tempo.
A linearizacdo destas equacoes gera sistemnas lineares de grande porte, esparsos e n&o simétricos.
Assim a eficdcia do esquema totalmente implicito serd dada principalmente pelas virtudes do
método para resolver os sistemas envolvidos.

Neste trabalho compararemos métodos Quase-Newton e Newton Inexatos para a resolugéo
dos sistemas de equagdes que modelam este problema para um escoamento bifdsico, bidimen-
sional considerando uma geometria simples do modelo fisico. Os testes foram orientados com
o duplo objetivo de mostrar algumas das caracteristicas de cada algoritmo e indicar princi-
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palmente qual deles é o mais eficiente para este problema em particular. Nos concentraremos
principalmente nos métodos que ja tém sua eficiéncia comprovada na resolucao de outros proble-
mas, confrontando métodos diretos e iterativos para os sistemas emergentes. Ambos os métodos
tém sido implementados com técnicas complementares baseadas em Fatoragdes Incompletas que
melhoram substancialmente seu desempenho.

Na proxima segdo, apresentamos as equagoes que regem o escoamento num melio poroso
e suas correspondentes discretizages espaciais e temporais. As caracteristicas do problema
implementado serdo mostradas na Secdo 3. Na Secdo 4 descreveremos sucintamente o conjunto
de métodos para sua resolugdo. Os resultados numéricos e respectivas analises serdao mostrados
na Secdo 5. Finalmente apresentaremos algumas conclusoes e sugestdes para futuros trabalhos.

5.2 Descricao do Problema

Os modelos “ black-0il” sdo considerados como protdtipos para este tipo de problemas e vém
sendo usados habitualmente na realizagdo de testes para diversos algoritmos na simulac¢do de
reservatérios (ver Aziz [2]).

Fazendo uso das hipdteses padroes que sdo habitualmente aplicadas sobre este modelo para
um fluxo multifisico, resultam as seguintes equagdes:

Equagao de conservagao de dleo
V- (Xe{Vpo =7, VD) = 8(¢,5./B,) [0t + Qs (5.1)
Equagéo de conservagao de agua
V(A (Vpo = VD)) = 8 ($uSu/Bu) [0 + Qu (5.2)
Equacéao de conservagao de gas
V- (Ag (Vpg — 1V D) + Ryoho (Vo — 1V D)) =
9 (¢85/ By + Bgo50/ Bo) [0t 4 (Qg + RyoQo)- (5-3)

Consideraremos para o nosso estudo o escoamento de dois fluidos imisciveis em um reser-
vatério bidimensional. As equagdes que regem o fluxo para este caso particular podem ser
obtidas a partir das equacoes de conservacdo listadas acima, resultando:

8 (MoBp./x) [0 + B (M.0p,/3y) JBy = D (8S./B,) |6t + Q, (5.4)

8 (AuOpuw/0z) [0z + O (Aupu/By) [0y = O($Su/Bu} [0t + Qu, (5.5)
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em que o ¢ w designam as fases presentes. O termo gravitacional é desprezado, supondo um
reservatorio horizontal.
As mobilidades das fases estdo dadas por

k, k,
Apf = p—f, sendo f = w,0;p=2,y.
Jby

As pressdes de ambas as fases estdo relacionadas através da pressdo capilar
PC = Po ~ Puw>
e a equagao de restrigdo para a saturagao como

Sw+ So=1.

Discretizacio

Aproximaremos numericamente as equacoes de fluxo sobre uma malha com espagamento
uniforme. A discretizagdo dos termos de fluxo conduz a :

0 Ops 1 Plisi; — Phi; Ptioa, — Pri;

-~ A&.’- P A _ 41,7 1,1 AI ) i—1,) 1.7 5.6
8$ ( f 3.’17 iy A-ﬁ?{ TPyt f2 A$£+1f2 + Pi-1f2 A-lfs-uz ] ( )
ad ( apf) 1 ( Pfijur — Pfi; Pfi,_1 — Pf, ) -
B D WAL £ B S D S LD WL et 5.7
8y Ll'f ay i,J ij YBiq1y ij.].lf‘z YP .1 /2 ij_j_‘/z ( J

e a aproximagao para o termo de acumulacdo pode ser escrita como

0951y, 1 {(#5)™ (45}
dt\ By ]~ At |\ By B;
Utilizando as aproximagdes (5.6) a (5.8) nas equagdes (5.4) e (5.5} e multiplicando pelo
volume do bloco da malha AV, ; = Az;Ay;Az , temos

. (5.8)

[Txﬁ_uz (p.f:‘ul.j - pf;,,-) + Tafiyae (pfi+1.i - pf*’-i)]u -

[Tyfj_m (pf:',j—-x - pf-‘,;) F Tefiang (pfi,_Hl "pf.',j)r = : (5.9)
e (507 - (5] + (@)

para f =w,0,1=1,2 .., N:,ej=12,..., N,
As transmissibilidades das fases nas diregdes z e y estio dadas por
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T ) Ay;Az
zfizigz = zfizipe F
iE1/2
c
T /\ A:chz
vz = Mfimp A .
Yit1/2

A taxa de producio (injegdo) do componente ¢ no bloco ¢, 7 em condigdes padroes é

Q"" = AI/i,ch-

Cig
O superscrito v indica o nivel na aproximagdo temporal: v = » 4 1 para um esquema
totalmente implicito; v = v para um esquema totalmente explicito.
O primeiro termo entre colchetes em {5.9) é a taxa do fluxo da fase f no bloco 7, § na direcéo
z. Podemos escrever este termo como se segue:

AT, tApy = Tffs—uz (pfi—:l,j - pfi,j) + wa.'u,!z (p.fa'-i-l,j - pf:',,‘) =
Qxf:'—lﬂ + Qxfw.uz

Similarmente, o segundo termo entre colchetes expressa a taxa do fluxo na diregdo y :

(5.10)

";‘Tyf&pf = Ty.f,'_.uz (pfi,:'—l “pfi,j) + Ty.fj+1;2 (pfi,JH _pf:‘,j) = (5-11)
Q&‘f;‘—uz + ny;+lf2
Assim, a equacdo (5.9) representa o halango de material da fase f no bloco ¢, j . Isto significa
que a taxa volumétrica de fluxo da fase f deve ser igual a taxa de variagdo de volume acrescida
por uma fonte ou sumidouro da fase f no bloco.
Usando a relagao de ca,pilarida.de'e a de saturacdo, as equacgdes discretizadas para ambas
fases podem ser expressas em termos de p, e S, como segue

(ATwApo)f-?j + (AwaAPC)f,J' + (ATywAPo)i,j + (ATywAPC)i,j =

(AVir /A A [95u/ Bl — 1Ol

(ATeedp,); ; + (ATyApo); ; =

(5.13)
(AVi; /A Ac[¢(1 — Su)/ Bol; — [Qoli

sendo A, = []"TF - []".
Estas equacdes em diferencas aplicadas ao longo da malha, podem ser escritas em forma

compacta como

AJ4]

_ T T O
F(LE) - [Fw(Po-, Sw)a Fo(Po, Sw)] - T C At

—-Q, (5.14)
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em que o vetor incognita z € definido como

T = (211, 212, o Tijm1s Lirjr Ti b1y s TNN)

sendo cada elemento de z um subvetor da forma z;; = (p,, Sw)?qj

A matriz de transmissibilidade T é pentadiagonal por blocos cuja estrutura é dada por:

Ticajpg o Tigae Ty Tigeape o Tigagey,
onde cada bloco é 2 x 2, sendo cada uma das submatrizes

T‘ R Tﬂ?wiiuz 0
i1/23 — T 0 s
L Toitf2 d
T. . e Tyw}ili-'t 0
I,J:l:lf? - T U H
L T ¥oi142 J

| X7, 0
e[ EE 0
em que

Z Tw = T-"-'wi—l;z + Ty‘”:‘»nz + Tzwa‘-l-ﬂ: + Tywj'.q.uzﬂ

Z TD = Tms-uz + T?s"‘-";—lﬁ + T"‘""Oi-f-l,fz + Tyﬂj+1;2'

A forma em que a matriz T e o vetor = estao definidos implica que a malha é percorrida
primeiro na diregdo y .

O vetores A, C e ( representam os termos de acumulagio, capilaridade e injecdo/producio
cujas componentes sdo dadas respectivamente por :

o[ (BVes./Bu, ]
T AV - s8]

1, 0 ,

@,
Qi = [ O J :

i3
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Tratamento das fransmissibilidades

As transmissibilidades das fases introduzem nio linearidades nas equacées aproximadas de-
vido a sua dependéncia com a pressio e saturacéo.
As transmissibilidades imterbloco na dire¢do z podem ser expressas como

_ Ay;Az 1 .
Tmfsiuz = (kxii1j2 Azisrs2) \Brits 1o Uwf)iil,fz ;

e similarmente na diregédo y,

AziAz 1
T = (ky“"*” ’ A?mez) (Bf#f)jiuz(krf)jﬂ’(z'

Como se pode observar em ambas equagoes, as transmissibilidades estdo compostas pelos

seguintes fatores: no primeiro fator aparece o fator geométrico F, que depende da geometria da
malha e da distribuigio da permeabilidade absoluta (a permeabilidade na interfase do bloco sera
avaliada utilizando a média harmdnica), o fator seguinte Fp contém os parametros dependentes
exclusivamente da pressdo, neste caso usamos uma ponderagido centrada; o dltimo fator Fy
depende apenas da saturagdo. A permeabilidade relativa k,; é intringecamente relacionada
com problemas convectivos com equagdes de natureza hiperbdlica; o uso de uma ponderacao
centrada pode conduzir a resultados sem significado fisico. Por este motivo é usado um esquema
“upstream” com a desvantagem de produzir dispersao numeérica na solucio.

As néo linearidades introduzidas pelas transmissibilidades podem ser divididas em dois
grupos: ndo linearidades fracas causadas pela dependéncia com a presséo, e nio linearidades
fortes que sdo os coeficientes dependentes da saturagao como k,5 e F..

Esquema totalmente implicito

Como pode ser observado em (5.14) as equagdes discretizadas para um fluxo bifdsico geram
sistemas nao lineares de equagdes em diferengas a cada passo do tempo.

Para alguns problemas que envolvem escoamento multidimensionais, os esquemas explicitos
ou parcialmente implicitos para as equagdes de fluxo discretizadas sao inadequados. A estabi-
lidade numérica impde limitacdes sérias sobre tais esquemas. Por este motivo, é necessirio um
tratamento totalmente implicito para a equagao (5.14) o que implica em resolver dado o valor

inicial zq,
F'*(2) =0

para v =0,1,....

A primeira etapa de qualquer método de resolugdo requer uma linearagao prévia de (5.14).
A escolha na aproximagio temporal nos termos de fluxe, acumulagio e injegiao-producio leva
a selecionar diferentes esquemas de linearizagdo que motivam outros tantos métodos. Os coe-
ficientes de transporte (transmissibilidades) introduzem as néo linearidades mais significativas
nas equacoes.

As funcdes dos residuos para as equagdes em diferencas podem ser escritas como
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76
Fuiy = (ATewAp,) + (ATpw APe) + (AT Ap,) + (AT AP) +
- (5.15)
(AMJ/A” At [éSw/Bw}i,j - [Qw] ;
Fos,; = (ATy0Ap,) + (AT Aps) +
(5.16)
(Avi.j/At) A, [¢’(1 - Sw)/B ]',j - [ ]’,J‘

A matriz Jacobiana do sistema (5.15) e

(5.16) tem a mesma estrutura que a matriz T e é
composta pelas seguintes submatrizes

8Rw;; ©Ru;

5 .55 35 )
p— Poy Wi g
Jg!J - 3Ro‘-l - 6Ro‘v‘ Y

Bpoy;  OBu;,

8Ru, ; 8Ru, ;

Jiz1/0,5 = 3;;::’ asw'f,:f’ ,
Opoisify  Swiniya,
)

Jigmp=| Rz T

8po; gE1 35“15,3':1;1
Os elementos destas submatrizes contém as derivadas dos residuos em relagao as variaveis

primarias p, € Sy. Usando {5.15) e (5.16) podemos ohter os elementos de cada submatriz de
J,;J;

8Ru,

s = (~ETu+ A ap, + AZE=Ap, ) -

g
Bpoy ; At Bu Bpoy; 0

AL AP + AZLe AP, | — 254 (21)5) oy
oy 5 i.j

CBRu;;

Ty (A ew-Ap, + Aggi L\Po) -
[(—ZTw) Pl(Sa) + (A o AP, + AE&AP)]

Q-
At By i 88“"'!',3 1

( ST, + A—f’-l"mApo A e Apo) —
@

3730
AV (1 _g. ) ( (p}Bw—éB‘;p(p!) ey
Nt Wy B? f,j ap"e’.j H

3R,
oy ;

Il

HRo,
C”Sw:.; = (Af%z;i._f AP, + A3 aT e Apo)

3 ~
AV,"! (_¢_) Qo
At B, ij

sendo
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=1
-1

LTy =Topisp + Lot + Doty + Tutiage:

Os elementos das submatrizes Ji+1/2,; estdo dados por:

8R.. . AT,
L5 S t:i:l{‘Z -
apo,.ﬂd. [Tzw:‘tuz + apo;im. (pOE:I:l,J' p"i‘j)] +
=
TYit1/2 _
A Fpoit1 (Pc‘ij--f PC"J)’
aRwi'!- — aTIwiﬂ:l :2 (
OSwig1; #Swi 41,5 850‘*1'3' _p""--?) +
' Tt/
wai:!:IJ’ZPC:'il,j + aswiﬂj (PCI'A:LJ' - Pcz',,') ’
aRol- - aTIO; E
Bpor. . T-"?Of:u : T3 .il . (poi:l:l — Da, ) 3
PO,:{:]_} { ,’Po,iLJ +} W3
PRois . o (p T )
3Sw|-i1_j 35.;,&1__1. Did1 .5 Doy )t

Anéilogamente, para as submatrizes J; ;1,/, temos

GRw‘-.- = T + aTﬁ"j:&l /2 ( _ ) +
ép‘o‘i.,jd:l' xw_,-i:_.!';T BPor ya1 Poi i1 — Po;
TWaE1/2 _
A OPo; ;41 (P':"-J'ii PC*-J) ’
Ry T gw
i3 —_ 3t1/2 _ !
35‘w,'_ji1 - 88, 41 (pov'.fil po-‘,;’) + Tx“‘;il/z Pc;‘;i1+
aTIwg’ilp P _ _P
85w, 41 i g1 iy}
ORoiy  _ T + Tsoi41y5 ( _ )
BPor ;41 TO5u1/2 BPoi,y21 Poije1 — Poij) s
oy . T,
B, 4r | BBwy ey \Poiam T Poiy )

A matriz Jacobiana pode ser decomposta como

J=T' —-T' — A - @

sendo T’ a derivada da matriz de transmissibilidade, 7! a derivada da matriz capilaridade-
transmissilidade, A’ a derivada do termo de acumulagdo e @' a derivada do termo de inje¢io/prode
Somente as matrizes 7' e T/ introduzem elementos fora da diagonal da matriz Jacobiana devido
a que os termos de transmissibilidades dependem das variaveis do bloco ¢, e dos nés vizinhes.
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5.3. Descricdo dos métodos

5.2.1 Caracterizacao do Problema

O problema sobre o qual serdo realizados os testes é caracterizado pelos seguintes conjuntos

de hipdteses e condicdes:

o Formulagao do modelo "black-0il” para simular o fluxo imiscivel de 6leo e dgua em reser-
‘vatdrios horizontais.

e Sistema bidimensional em coordenadas cartesianas.

¢ Admite-se compressibilidade de fluido e rocha. Viscosidade nio é dependente da pressio.

Meio isotrdpico.

o Reservatério heterogéneo com distribuicdes conhecidas de permeabilidade e porosidade.
o Vazdo nula na fronteira, Vp(t)-n=0emT.

o Curvas de permeabilidade relativa para as rochas presentes no reservatério cuja de-
pendéncia com 5y, é dada através de dados empiricos, kr, vs. Sy; a expressdo que interpola
os dados (obtida via regressio quadratica) é dada por k,p, = a,5,°.

o Processo de inje¢io de dgua em reservatdrios (para um esquema de um quarto de “five

spot” ).

e Discretizagdo temporal totalmente implicita.

5.3 Descricao dos métodos

Nesta secdo comentaremos a incorporagio de uma mesma técnica complementar em dois tipos
de métodos com concepgdes diferentes, que foram descritos no primeiro Capitulo. A introdugao
desta técnica (ver Zambaldi {17]) modifica drasticamente seu desempenho computacional.

A desvantagem na escolha do esquema totalmente implicito esta na necessidade de resolver,
um sistema nao-linear a cada passo do tempo. As matrizes envolvidas caracterizam-se por
ser de grande porte, esparsas e nao-simétricas. Neste contexto, o ponto crucial do ponto
de vista numérico, na aplicabilidade de um determinado método sobre um simulador, reside
principalmente na eficiéncia da resolucdo dos sistemas.

Embora 0s métodos diretos sejam robustos e precisos , o tempo de processamento e a de-
manda de armazenagem sao consideravelmente maiores que para os métodos iterativos. Uma
familia de métodos desta classe, denominados tipo Gradientes Conjugados reinem as carac-
teristicas desejadas desde que incluam o uso de precondicionadores.
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5.3.1 Newton Inexato com Precondicionadores de Fatoracées In-
completas

Um precondicionador adequado, para um sistema linear Az = b, em que a matriz 4 tem
uma estrutura esparsa arbitraria, pode ser construido usando uma fatoragio mcompleta Esta
técnica consiste em achar uma fatoracido aproximada de A L{! em que [, e U sao obtidas
por uma fatoracdo incompleta da matriz A, calculada por eliminagio Gaussiana, eliminando
os coeficientes que ocasionariam um enchimento na estrutura original de A. Os fatores Lel
que sdo matrizes triangulares inferiores e superiores devem reter 0 mesmo padrao de esparsi-
dade de A. Uma melhor aproximacao para a fatoracio implicard em uma. aceitacio na perda
desse padrao. Designamos a ILU(!) como sendo uma fatoracio incompleta com um nivel de
preenchimento definido por /.

Na abordagem de Lantangen [10] o nivel de preenchimento se estabelece mediante uma
matriz de {ndices P = [, j] associada diretamente ao parametro I, que representa o padrio de
esparsidade da fatoragio LU . Se P = {({,7)/A:; # 0}, onde A; ; representa todos os elementos
nao nulos de 4, conduz a uma matriz LU onde todos os elementos adicionais originados pela,
decomposicio sao rejeitados; ndo admitir qualquer preenchimento serd indicado por ! =
Lantangen define a matriz no nivel ! utilizando o padrdo de esparsidade do nivel imediato
inferior.

Assim, ILU(!) é definida em termos de ILU(! — 1} da seguinte forma;: seja a matriz P4
a matriz cujos coeficientes sdo os indices (7, j) correspondentes ao padrio de esparsidade no
nivel ( —1). Consideremos a seguir o preenchimento causado ao efetuar o produto L x U. P,
estard dada pelo conjunto de indices de P;_; adicionando-se aqueles correspondentes aos novos
coeficientes originados por efetuar o produto LU.

Para resolver F(z) = 0, o método Newton Inexato gera uma sequéncia {s*;}, j = 1,2,...
pela aplicacio de um método iterativo ao sistema linear

J(a")s = —F(z"),

de tal forma de obter um {s*;} “suficientemente bom”, cuja qualidade é determinada com um
critério prefixado (ver Capitulo 1). Neste trabalho utilizamos uma implementacio do método
Newton Inexato com o Método GMRES para resolver os sistemas lineares, usando precondici-
onadores baseados em Fatoragdes Incompletas.

5.3.2 Atualizacoes Secantes em Fatoragoes Incompletas

As diferentes estratégias concebidas para definir as fatoracbes incompletas encontradas na
literatura como foi descrito acima, tem como ohjetivo a construgao de precondicionadores para
diminuir o trabalho computacional na resolugio dos sistemas lineares.

Consideraremos neste trabalho, um conjunto de métodos Quase-Newton onde tanto By
como 0s B, s&o aproximagdes da matriz Jacobiana. Ou seja Bo=1J (zp) € Bk,q=} (zx), em que
J=J + E sendo J obtida a partir de J com algum critério. Espera-se com isso obter alguma
economia no produto By 'w e uma diminui¢io na demanda de armazenagem.
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Férmulas secantes

Os métodos quase Newton que obedecem a equacio secante, diferenciam-se entre si pelas
condicées adicionais impostas sobre as matrizes By, como preservar alguma estrutura da matriz
Jacobiana ou satisfazer algum principio de varia¢do minima.

Neste estudo consideraremos quatro férmulas secantes para gerar as matrizes de iteracio
dos algoritmos correspondentes aos métodos Quase-Newton usando Fatoragdes Incompletas.
As férmulas que apresentamos correspondem aos respectivos métodos secantes: Broyden-1
(Primeiro Método de Broyden); Broyden-2 (Segundo Método de Broyden); Atualizacéo de uma
Coluna{ COLUMN) e Atualizagio de uma Coluna da Inversa (ICOL).

Consideraremos a seguintes {érmulas para By:

Em todos os casos ¥y é definido como:

yk = Flae1) — Fze)

¢ Férmula de Broyden-1

— Brag
By =B+ (3 TR ¢)
SkSk

n

T
k

{Ver Broyden [6])

o Férmula de Broyden-2

sk~ Blye) vf

Bl =Bl + ( :
k+1 k yfyk

(Ver Broyden [6])

e Férmula de Atualizagao na Coluna (Column)

(yx — Brsk) )
Bir1 = Bi + - - ) % sendo | elesk 1=l skl

(Ver Martinez [11])

e Férmula de Atualizagdo na Coluna da Matriz Inversa (ICol)
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(- Br'w)

Bin =B+
+ e};cyk

» sendo | efyyi [=| i loo-

(Ver Martinez e Zambaldi [12])

As férmulas B-1 e Column satisfazem

Bl = (I + 'u.kz;‘:) (I +uk_lzf_1) (I + ugzg) B;t

em que os vetores uy, z; Sao:

-1
(o0~ 5'0)
Up = - Tro-1. ik = 8k
St By e
e
B—]
Sk — D Yk
Up = ———, 2} = €
T -1 ? 4

para cada formula, respectivamente.

Para calcular o produto By 'w para qualquer vetor arbitrdrio w € B™ necessitamos armaze-
nar 2kn posi¢Ges para Broyden-1 e apenas kn para Column.

Similarmente, para B-2 e para Icol temos

=1 T T T
Bk+1 = Urzp =+ Up—1%p_1 + ...+ (N

em que os vetores uy, z; 8d0:

-1
(51~ 57"
Up = =557 %k — %k
st By s
e
B—l
Sk — O Y
Up = ——F 17 » %k = €k
e By vk

B-1 e B-2 sdo férmulas LCSU, enquanto que Column e Icol ndo satisfazem o principio de
variacao minima.

Ja que a demanda de armazenamento de memdria para os algoritmos baseados nestas
férmulas cresce com k , devem ser implementados com recomecos.

Habitualmente By = J(zy), e 0s recomegos sao produzidos utilizando algum critério sobre a
taxa de diminuigfo do residuo restituindo a matriz By = J(z*) ou, a cada q iteracbes da forma
B, = J(a*); isto é, quando % for muiltiplo de um inteiro g a férmula de atualizagio nio é usada.
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Zambaldi [17] implementou uma familia de métodos quasenewtonianos usando Jacobianos
simplificados baseados numa fatoragio incompleta do tipo LU em forma andloga a Lantangen
[10] , com recomegos para valores de ¢ prefixados. Desta maneira B, vem definida pelo valor
do pardmetro ! e nas ¢ iteragdes a fatoracdo da matriz que aproxima o Jacobiano, é atualizada
utilizando algum método secante. Basicamente as itera¢des sio dadas por

~—1
2Pl = pF By F(xk)., (5.17)
Br,=J (k). (5.18)
sendo _ N
Boz'](xO)
em que

J(z0)= J(z0) + E

isto é. J(zo) vem de uma fatoragdo incompleta (ILU) de J(g), com recomegos a cada g
iteragoes.

Uma outra estratégia mais elementar para conseguir uma matriz com um menor padrdo de
esparsidade que a matriz Jacobiana, consiste em definir uma matriz aproximada 7 obtida pela
projecao de J(xx) sobre um subespago S € R***. O subespago S pode ser escolhido dentre
aqueles gerados por matrizes de banda. Esta aproximagao surge naturalmente na discretizagao
de problemas com valor de fronteira. Os resultados obtidos com diversas aproximacgoes deste
tipo foram totalmente desencorajadores.

5.4 Resultados numéricos

Um extenso conjunto de testes foram realizados utilizando diversos algoritmos com os métodos
de Newton, Quase-Newton (implementados em Rouxinol) e Newton Inexatos com Precondici-
onadores Secantes e Fatoragdes Incompletas (implementados em NIPrec).

Apresentaremos apenas os resultados obtidos utilizando os métodos descritos na segao
anterior por apresentar melhor desempenho, sobre um problema cujos parametros fisicos e
geométricos estdo listados no fim deste capitulo.

A convergéncia € aceita quando a condigéo

| F(z)]|o < 1071°

¢ satisfeita.

A divergéncia é declarada quando o nimero de iteragbes Quase Newtonianas ultrapassam
ItMazgn = 250 para os métodos QN-ILU, e quando o namero de iteragdes Newton Inexato
ultrapassa JtAfazy; = 1000 e/ou It Mazoyres = 25 para os métodos NI-ILU. Estes limitantes
foram determinados como um procedimento totalmente heuristico.
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Os resultados apresentam valores acumulados para os pardmetros de interesse, isto é, para,
o ciclo total da simulacéo.

Selecionamos vérias malhas que foram combinadas com outros tantos pardmetros préprios
dos algoritmos e do problema, 0 que gerou um nimero muito grande de testes.

5.4.1 Newton Inexatos Precondicionados

Mostramos o primeiro conjunto de resultados na Tabela 5.4.1 para diferentes niveis de pre-
enchimento e distintos valores de 8; (varios outros valores de 8 também foram testados).

Em cada paréntese informamos: { Iteragoes Newton Inexato Acumuladas, Iteragoes GMRES
Acumuladas, Tempo de Execucio Acumulado (CPU) [Seg])

Em termos de custo computacional 7LU(4) - 6 = 0.1 mostrou ser o mais eficiente, com
tempo de execugdo: 0.90e+07 enquanto que ILU(5) - 8, = 0.01 demandou um menor nimero
de iteracdes. Este fato pode ser explicado como se segue: com f; = 0.1 temos mais iteragdes
de GMRES porém em espagos de menor dimensio e, em consequéncia, com menor custo com-

putacional.

ILU(Y)

f = 0.1 8, = 0.01

I=21(264,20218, 509+13) { 214, 18807 , .487e+13)
[=3| (217,3693,.152e4+09) (159 ,3964 , .181e+10)
t=4 | {203,2208,.900e+07} (161, 2248, .142e+08)

{=5| (207, 2034, .520e+08) (162, 2001, .659¢+408 )

Tabela 5.1: Newton Inexato com Fatoracdo Incompleta . Malha: M = 50

5.4.2 Quase-Newton com Jacobianos de Fatoracoes Incompletas

Apresentamos uma sequéncia de tabelas para problemas de tamanhos crescentes, em que
o numero de resultados apresentados serdo gradualmente reduzidos, levando em consideragéo
o desempenho computacional ohservado. Iscolhemos vdrias malhas e realizamos diversas ex-
periéncias com varios niveis de preenchimento ! selecionando valores diferentes para os re-

comegos g. Os métodos usados foram:

e A : Método de Broyden-1 (Primeiro Método de Broyden)

¢ B : Método de Broyden-2 {Segundo Método de Broyden)
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o C : Método de Atualizacio de uma Coluna

e D : Método de Atualizacdo de uma Coluna da Inversa

=12 =3 =4 =235
2
18 > 250 > 250 > 250 2844, 289, 348403
25 > 250 2766, 129, .844e401 1672, 78, .168e+02 1607, 72, 956e+02
A
50 = 250 2087, 58, .514e4+M 1824, 51, .137e4-02 1863, 47, .B19e+02
o0 > 250 > 250 > 250 > 250
10 > 250 > 250 > 250 > 250
25 3839, 169, .318e402 1564, 82, .535e401 1188, 57, .135e+03 1123, 56, .656e402
B
50 1723, 46, .998e+00 1294, 38, .308401 1089, 32, .866e+01 1021, 32, .48%a402
100 15398, 30, .724e4-00 1346, 31, .297E4+01 1151, 31, .869E+01 1070, 31, .535e+4+02
10 > 250 > 250 > 250 > 250
25 = 250 3575, 181, .107e402 1727, 79, .175e4+02 1444, 87, .803e4-02
C
50 > 250 2258, 57, .442e-4-01 1773, 49, .132e+02 1593, 46, .680e+402
100 > 250 2486, 37, .315e401 2089, 37, 943401 2004, 37, .672e402
10 > 250 > 250 > 230 2391, 238 .253e403
25 > 250 1777, 86, .561e+01 1306, 61, .137e+4-02 1175, &7, .Yive482
D
bt 2049, 53, .9%4e+00 1445, 36, 327401 1181, 35, .8370=+01 1086, 33, .484e+02
100 1757, 30, .676e400 1457, 31, .285e+01 1206, 31, .873e401 1139, 31, .562e+02

84

Tabela 5.2: Quase-Newton com Fatoragdo Incompleta, Malha: Af = 30

Com [ = 0 e ! = 1 obtivemos convergéncia somente para esta malha, sendo { = 1 o nivel
que apresentou o melhor resultado.

Os recomecos pioram o tempo de execugio e em alguns casos inibem a convergéncia; para
¢ = 10 na maioria dos testes ultrapassou ItMazoy. Idealmente, o valor de ¢ (parametro que
fixa o ntimero de iteracdes para acionar os recomecos) deveria ser maximizado, porém ha uma
limitacio na capacidade de memdria para os vetores que armazenam as atualizacdes secan-
tes. Este fato que se repetird para as outras malhas, corrobora que a melhor aproximagao
ao Jacobiano corresponde aquela que conserva urn pouco mais o histérico que vem sendo re-
alizado pelos metodos secantes atualizando a fatoragdo incompleta. Contrariamente quando
recomecamos com a ILU do Jacobiano no ponto atual, este Jacobiano Incompleto estd mais
longe do Jacobiano verdadeiro que com as atualizagdes ILU + Q.

QObservamos que hd um comportamento regular considerando a eficiéncia do método em
relacio ao nivel de preenchimento com o tamanho da malka. Obviamente convém trabalhar,
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=2 {=23 =4 l=5
q
50 > 250 3742, 80, .60%e403 | 2484, 64, .268:403 | 2471, 62, .94Te404
A
100 > 250 > 230 > 250 > 250
50 | 2768, 68, 141.e403 | 1670, 46, 3452403 | 1288, 34, .146e+04 | 1193, 33, .715e+04
B
1G0 2091, 30..615e4+02 1632, 31, .2534e4-03 | 1342, 31, .133e+04 | 1240, 31, .624e--04
50 > 250 > 250 2445, 67, .270e404 | 2304, 80, .914e4-04
C
i00 > 250 > 250 3104, 47, .176e404 | 3096, 48, .T24e+04
650 | 3116, 73, .138e4+03 | 18984, 46, .333e+03 | 1447, 44, .176e+04 | 1311, 27, .587e404
D
100 | 2410, 32, .667e+02 | 1781, 31, .243e+03 [ 1460, 31, .131e404 | 1331, 31, .584e404

Tabela 5.3: Quase-Newton com Fatoragio Incompleta, Malha: M = 40

> 250

> 280

> 250

> 250

B | 25535, 30, .280E+-04

1921, 31, .858E4-04

1541, 31, 344403

1431, 31, 294E406

> 250

> 250

> 250

3556, 52, .405E406

D | 3462, 45, .345E+04

2140, 31, 814404

1682, 31, .320¢+05

1544, 31, .337e+06

Tabela 5.4: Quase-Newton com Fatoragdo Incompleta, Malha: M = 50

v 2]
n
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enquanto convergéncia, com o menor nivel de preenchimento. Entretanto, vale observar, que
para NI-ILU obtivemos o melhor desempenho com [ = 4

Em geral, o niimero de iteragdes totais diminui e o tempo de execugio (CPU) aumenta com
o incremento de [. Isto é devido a que por um lado o aumento de preenchimento da fatoracio
proporciona uma melhor aproximacio ao Jacobiano sendo que por outro lado é aumentado o
custo das iteracbes individuais pela perda de esparsidade.

Etapa | Passo de | Iteragdes | Tempo de Erro no Erre no

Tempo Q-N Execugao Balango Balango

[Dias] [Segundas] de }ig‘ua de Oleo
I 0.01 130 0.522E402 | 0.000E406 | 0.000E4+00
2 0.19 47 0.673E4+02 | 0.275E-09 0.919E-08
3 1.64 49 0.823E402 | 0.108E-08 0.684E-07
4 1.99 49 0.974E4-02 0.267E-08 0.189E-06
5 311 49 0.112E4-03 | 0.393E-08 0.283E-06
6 5.55 52 0.128E403 | 0.815E-08 0.601E-06
7 7.67 52 0.143E+03 | 0.167E-07 | 0.124E-03
8 10.2 54 0.159E4-03 | D.312E-07 0.228E-05
9 14.4 54 0.174E4+03 0.405E-07 {.288E-D3
10 19.0 55 0.189E+03 0.530E-07 0.3783E-05
11 25.1 63 0.204E4-03 | 0.796E-07 0.5268E-05
12 31.7 64 0.219E+03 0.126E-06 0.771E-05
13 40.7 77 0.234E+03 | 0.165E-06 0.961E-05
14 50.0 92 0.250E+03 0.225E-06 0.120E-04
15 50.0 B7 0.265E+03 | 0.261E-08 0.126E-04
16 50.0 82 0.279E+4+03 | 0.293E-08 0.139E-04
17 50.0 80 0.294E+4+03 0.350E-08 0.150E-04
18 50.0 81 0.309E+03 0.415E-06 0.160E-04
19 50.0 71 0.324E403 | 0.465E-06 0.182E-04
20 50.0 70 0.240E-+03 0.543E-06 0.205E-04
21 500 7 0.355E4+03 | 0.586E-06 0.220E-04
22 50,0 70 0.370E1+03 0.655E-08 1.226E-D4
23 50.0 66 0.385E+03 | 0.756E-06 0.240E-04

24 50.0 73 0.400E+03 | 0.818E-06 0.249E-04

25 50.0 7 0.414E+4+03 | 0.924E-06 0.262E-04
26 500 68 0.429E4+03 | 0.101E-03 0.290E-04
27 50.0 76 0.445E+03 | 0.114E-05 0.326E-04
28 50.0 67 0.460E403 0.134E-05 0.364E-04
28 50.0 76 0.474E403 | 0.143E-05 0.393E-04
30 50.0 69 0.486E4-03 | 0.161E-05 0.414E-04
31 500 69 0.489E4-03 0.165E-05 0.424E-04

Tahela 5.5: ICOL com Fatoracio Incompleta , Nivel: { =3

Na Tabela 5.5 mostramos uma experiéncia completa da simula¢io realizada para um tempo
total de evolugdo de pouco mais de 1000 dias (para isto selecionamos o método ICOL para uma
malha M = 50 e nivel I = 3). Para levar a cabo completamente a simulagéo foram necessarias
31 etapas determinadas através de uma rotina que controla automaticamente o tamanho. dos
passos a partir das variagdes maximas das variaveis entre dois passos consecutivos, Todas
as experiéncias forma realizadas respeitando esta sequéncia. O tamanho do passo méaximo
tolerado & de 50 dias. Na terceira e quarta coluna obervamos o mimero de iteragoes e o tempo
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de execucdo requerido para cada etapa. Nas duas ultimas colunas sdo mostrados os erros nos
balangos de massa {(agua e 6leo) acumulados durante a simulagéo.

Todas as experiéncias foram realizadas em uma Work Station Sparc-5; os cédigos computa-
cionais usados estio escritos em linguagem FORTRAN 77, em dupla precisdo,

5.5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, através de um vasto niumero de testes dentre os quais foram extraidos os
mais relevantes, mostramos que existe uma clara superioridade computacional dos métodos
quase-newtonianos combinados com Fatoragdes Incompletas sobre métodos iterativos precon-
dicionados que usam esta mesma técnica. Este resultado constitui uma contribuicdo para a
resolugdo deste tipo de problemas.

Os resultados obtidos com métodos quase-newtonianos com By = J(zp), como implemen-
tados em Rouxinol mosiraram-se pouco eficientes em relacdo aos outros.

0Os métodos Newton Inexato com precondicionadores construidos sobre Fatoragdes Incom-
pletas tiveram um melhor desempenho que quando usados com Precondicionadores Sec::mtes,

porém foram menos eficientes que os (Juase-Newton com Bo= LU com recomegos, em que LU
¢ obtida a partir de uma Fatoragdo Incompleta do Jacobiano.

Entre estes tltimos Broyden-2 e ICOL mostraram ser os mais eficientes, convergiram em
todos os casos e Broyden-2 apresentou uma leve vantagem sobre ICOL. Em condigdes de con-
vergéncia nenhum dos métodos mostrou uma notoria superioridade em relagdo aos outros.

Para problemas de evolucdo, onde um sistema nio linear e/ou vérios sistemas lineares
subjacentes sio resolvidos a cada passo do tempo, algoritmos que usam uma fatoracéo simbdlica
para as matrizes de iteragdo aumentam significativamente sua eficacia.

As caracteristicas do problema proporcionam um vasto e diverso conjunto de possibilida-
des a serem pesquisadas. Com propésito similar ao do presente trabalho tém-se desenvolvido
técnicas como: Decomposi¢io de Dominios, Formulagdes com Implicitude Varidvel, etc., que
eventualmente poderiam combinar-se com os métodos aqui apresentados.

Por outro lado, o modelo selecionado neste trabatho oferece a possibilidade de modificar a
dependéncia funcional da transmissiblidade com a saturacZo, permitindo implementar proble-
mas com diferente tipo de néo linearidades e analisar sua resposta dos distintos métodos em
cada caso. Quiras possiveis escolhas, diferentes da selecionada no presente trabalho podem ser:

kro =1- k‘l‘w‘l

. _ 5.2
1) k‘rw - ':|l-‘‘\:v,i.l'-"m.lj(1f-S'ﬂ.uz}‘l"-S":.u3 ?
11) kro =1- Sw: krw = Sw:

i) kro = 1 — Su?, krw = Su’.

Independentemente da relagio de dependéncia funcional, em geral as funcées de residuos
contém nio linearidades que podem ser encontradas nos diferentes termos que as compoem,



5.5. Conclusées e Trabalhos Futuros 88

como fot devidamente exposto.

Os diversos métodos de solugdo existentes, conforme a abordagem proposta por Rodriguez
[15], estao caracterizados por ter uma correspondéncia direta com um determinado nivel de
implicitude que podem ser identificados e correlacionados através de uma selecio apropriada
dos diferentes termos que compdem a matriz Jacobiana. Respectivamente, existe uma relacéo
explicita entre esse niveis de implicitude e o grau de nao linearidade das equacdes. Esta mesma
abordagem poderia ser aplicada como critério para escolher um Jacobiano Simplificado seleci-
onando um nivel de implicitude menor ao T1 para construir uma matriz que determinaria uma
maior esparsidade. Alternativamente sobre esta matriz “falsa” efetivar-se-iam as Atualizagdes
Secantes o que eventualmente serviria para aumentar o padréo de esparsidade na Fatoracao LU
Incompleta e assim conseguir alguma economia computacional adicional.

Existem diversos problemas na Engenharia de Simulacdo de Reservatdrios, onde o mimero de
incégnitas é significativamente maior. Consequentemente, a necessidade de diminuir os custos
computacionais passa a ser um item de importancia crucial. Exemplos de problemas deste tipo
sa0: escoamentos multifasicos com multicomponentes, refinamento de malhas em subdominios

especificos, ete.
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Parametros fisicos e geométricos do reservatério

Dimensdes laterais [, [{t]

Altura [ft]

ATpmin [Dias]

AT ez [Dias]

Tempo de evolugao [Dias]

Pressdo capilar P,

Viscosidade da dgua p, e do dleo i, [cp]

Porosidade ¢

Permeabilidade absoluta K [mD)]

Compressibilidade relativa da dgua ¢, e do dleo ¢, [psi™1]
Fator de formagio volumétrico da dgua B, e do dlec B, [psi]
Vazdo de injecio de dgua [bb/d] @;

Vazdo de produgdo de dgua e dleo @, [bb/d]

Presséo inicial p,[psi]

Saturacdo inicial Sy,

300.0
10.0
0.01
50.0

1600.0

1.0
0.10
12.5

1x1076

1.0

20.

20.

3000.

.25
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Apéndice A

Comentarios Finais

Neste trabalho analisamos o desempenho de um conjunto de algoritmos para resolver sistemas
ndo lineares originados em problemas reais. Selecionamos para isso, diversos problemas da
Fisica e da Engenharia e varios algoritmos cujas implementagdes computacionais se encontram

em diferentes estigios de experimentacio.

Os problemas foram escolhidos com diferentes critérios; por um lado objetivamos origi-
nar casos com diferentes dificuldades numéricas mais ou menos generalizadas em relagdo as
nio-linearidades e estruturas, por outro lado consideramos a assididuidade com que estes pro-
blemas aparecem na literatura como “problemas testes” para estimar a eficiéncia dos métodos.
Esta tltima consideragao nos levou a tratar com esses problemas e seus respectivos esquermnas
de aproximacio de maneira a reproduzi-los com a malor fidelidade, antes de nos preocupar
exessivamente em melhorar sua formulac¢io numérica. Com a finalidade de estabelecer formas
padrdes de resolucdo demos um tratamento numérico unificado o que eventualmente implicou
na necessidade de “ignorar” em algunas situagdes, particularidades fisicas e numeéricas préprias
do problema.

Os algoritmos especializados na resolugdo de sistermnas nio lineares de grande porte, cujas
implementacoes preexistentes foram adequadas para serem aplicadas aos sistemas, sdo baseados
nas idelas dos métodos de Newton, Quase-Newton e Newton Inexatos.

Em cada uma das respectivas implementagées existe um conjunto de parametros que de-
vem ser definidos pelo usuario. Em todos os casos a realizacdo de experiéncias preliminares
permitiu fixar valores para alguns desses parametros, sendo gue os considerados mais relevan-
tes foram deixados expressamente como variaveis constituindo-se em incégnitas adicionals a
serem determinadas ao longo das experiéncias. Devemos esclarecer que a determinagéo desses
valores de forma a otimizar o desempenho dos pacotes computacionais fol uma preocupagio se-
cundaria; assim mesmo consideramos que a sua determinagao constitul uma contribuigao para

o methoramento desses pacotes.

Majoritariamente os sistemas foram gerados pela aproximacéo de problemas de contorno
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com um pardmetro que pondera o termo nao linear, o qual origina dificuldades na convergéncia
dos algoritmos. Estes problemas possibilitaram uma comparagio da eficiéncia dos algoritmos
e uma analise do efeito de introduzir diferentes estratégias de globalizacdo.

Considerando a existéncia de “problemas padroes™ que representam formas simplificadas das
criadas pelas modelagens dos problemas reais selecionamos as equacdes de Poisson Nio-Linear, o
Problema de Bratu Modificado e o Problema de Convecgao-Difusdo Nao-Linear, estabelecendo
um marco de referéncia ao identificar valores do pardmetro para os quais a resolucio das
equagoes apresentam especiais dificuldades. Neste caso a nossa preocupagio esteve dirigida a
detectar situagdes problematicas sem nos interessar exessivamente com a eficicia dos algoritmos
utilizados.

Mediante o uso de técnicas elementares de continuagio, as equacdes de Navier-Stokes foram
resolvidas numa cavidade quadrada para altos nimeros de Reynolds. O fluxo é newtoniano e in-
compressivel em regime estactonario. A formulagao das equagdes em termos da funcao-corrente
define um problema de guarta ordem néo-linear, com valores de fronteira. Qutras técnicas de
globalizacao foram introduzidas para resolver este problema, cujos resultados complementam
os obtidos com operadores de segunda ordem.

Os métodos de globalizacdo por otimizagdo tiveram um desempenho pouco eficiente tanto
em relacdo a obtengdo de convergéncia quanto em relacéo ao tempo de execugao.

Um novo método para a determinagdo de pontos singulares situados sobre uma curva ho-
motopica foi testado sobre uma colegio de diversos problemas. Estes pontos estao relacionados
intimamente com a estabilidade e multiplicidade das solugdes. As solugdes sdo obtidas através
de sistemas aproximados aumentados. O ponto chave da formulacdo consiste em substituir a
equacio que estabelece que o espaco nulo do Jacobiano tem um vetor nio nulo por uma equacio
em diferengas, evitando o cilculo de derivadas.

Algoritmos com atualizages Secantes sobre Fatorizacdes Incompletas e Newton Inexatos
Precondicionados sdo comparados em termos de eficiéncia computacional para resolver as
equagdes que regem o escoamento bifasico bidimensional num meio poroso. Os sistemas fo-
ram gerados pela discretizagdo das equagées originadas por um modelo tipo “black-0il” com
uma formulacio totalmente implicita.

Para os tamanhos dos problemas definidos os métodos diretos mostraram ser robustos e
precisos apresentando vantagens em relagio aos métodos iterativos. O nimero de incégnitas
em cada caso foi determinado a partir das experiéncias realizadas por outros pesquisadores ou
por uma limitacio na capacidade do computador utilizado.

A eficiéncia dos métodos teve uma dependéncia mais marcante em relacdo as propriedades
estruturais das matrizes Jacobianas do que com o tipo ou “grau” da nio-linearidade das fung¢des

de residuos.
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O Método de Newton teve o melhor desempenho na consecugio de convergéneia sendo que
neste caso os métodos quase-newtonianos foram mais eficientes. Em termos gerais o Método
de Newton Modificado se mostrou como uma excelente opgao e deveria ser testado sempre por
quem esteja interessado em obter economia no custo computacional.

Métodos Quase-Newton combinados com Fatoractes Incompletas mostraram ser muito efi-
cientes. Isto é, métodos diretos funcionam melhor que os iterativos enquanto exista capacidade
de meméria computacional.



