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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho € analisar a aplicagdo de conceitos
geométricos e topologicos a teoria quantica de campos dentro do contexto da
teoria de Chern-Simons. Podemos dividi-lo em duas partes.

Na primeira parte, revisamos brevemente os conceitos de fibrados com
conexdo e classes caracteristicas para definirmos a classe caracteristica
secundaria de Chern & Simons. Demonstramos que esta € um invariante da
estrutura conforme de variedades riemannianas e representa uma obstrugéo
topologica a existéncia de imersdes conformes globais em espagos
euchlideanos.

A segunda parte ¢ dedicada & interagido entre geometria, topologia e
fisica que surgiu com os trabalhos de E. Witten no periodo 1988-90.
Comegamos por analisar a abordagem de¢ Witten ao polindmio de Jones
através de uma teoria quantica de campos baseada apenas no termo de Chern-
Simons. Ainda, esta abordagem permite a generalizagio do polindmio de
Jones para 3-variedades compactas ortentaveis. Demonstra-se que esta € uma
teoria topologica, ou seja, as quantidades fisicamente relevantes sdo
independentes da escolha de uma métrica.

Prosseguimos por observar que a ac¢do de Chern-Simons permite a
formulagdo da relatividade geral em dimensfo 2+1 como uma teoria de
calibre, possibilitando a quantizagdo do campo gravitacional e transi¢io de
topologia do espago.

Finalmente, analisamos o trabalho de Deser, Jackiw & Templeton no
qual o termo de Chern-Simons foi primeiro introduzido em teoria de campos.
A introdugdo deste termo na lagrangeana de Yang-Mills provoca o
aparecimento de bdsons vetoriais massivos e estatistica fraciondria, entre
outros efeitos.
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Capitulo 1

Introducao

12 bem conhecido que a geometria possul um papel bastante importante em
algumas teorias fisicas, a saber a mecénica classica e a relatividade geral
{geometria riemanniana). I14 apenas cerca vinte anos atras, entretanto, se
comegou a perceber que também a lopologia teria um papel igualmente fun-
damental, especialmente no que concerne a teoria guantica.

Tal conceito surgiu do enconiro entre a teoria de calibre, do lado [isico,
" com a teoria de fibrados, do lado matemadtico. A relagdo entre esles dois
topicos j& era conhecida desde 1963, mas fol em 1975 que tal fato rendeu bons
frutos. Neste ano, Belavin, Polyakov, Schwarz e Tyupkin [11] utilizaram-se
de métodos topoldgicos e geométricos para enconbrar uma solugao exata (nao
perturbativa) da equacgad de campo de Yang-Mills. Deste trabalho surgiram
nao apenas uma série de outros artigos procurando generalizar a solugao ali
obtida, que culminaram em [6], mas também toda uma nova drea de pesquisa
em fisica matematica.

A teoria dc calibre iniciou-se em 1918 com uma tentativa de Hermann
Weyl em unificar o eletromagnestismo com a relatividade geral. A idéia ori-
ginal de inserir-se um pardmetro multiplicativo no campo unificado (por isso
o nome calibre) provou-se errénea mais tarde. Foi no final da década de

20, apds a formulacdo da mecdnica quantica por Schrodinger em 1926, gue

2
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o proprio Weyl {[63], p.100) percebeu que a simetria das equacdes envolvi-
das apresentava uma liberdade de fose e nio de escale; a unificacio dava-se
entre o eletromagnetisimo e a matéria. Heisenberg & Pauli [31] procederam
a quantizacao desta teoria. lom 1954, procurando um modelo clissico para
a interagao nuclear forte entre piétons e néutrons, Yang e Mills [70] chega-
ram a uma geﬁeralizagé,o da teoria de Weyl e Heisenberg-Pauli para o campo
_eletromagnético: enquanto a tdltima chegava a uma equagao cujo grupo de
simetria era abeliano (U(1)), a primeira introduzia um grupo de simetria
nao-abeliano {(SU(2)). A formulagao de Feynman da mecénica quantica via
integrais de caminho, que mais tarde se tornou a base da teoria quintica de
campos, surgiu em 1948 [24]. .

Do ponto de vista classico, a teoria de fibrados ¢ conexdes ja sc fazia
presente na teoria de Kaluza-Klein para unificacao do eletromagnetismo com
a gravitagdo. Um artigo de Einstein & Bergmann de 1938 {22] apresenta a
teoria de Kaluza em um formato totalmente equivalente ao que mais tarde se
tornaria a teoria de fibrados com conexao, que entdo nascia com o trabalho
de Carian, Ehresmann e Koszul.

Do lado matematico, a teoria de fibrados também era conhecida desde
cedo. Generalizagao da geometria riemanniana utilizada por Einstein para
modelar o campo gravitacional, foi a fonte para a solugao de uma série de
problemas em geometrig e topologia nas décadas de 1930 ¢ 1940. O livro
de Steenrod [61] de 1953 e de Chern [15] de 1951 mostra que esta teoria
j4 se encontrava em estdgio bastante avancado tanto do ponto de vista to-
polégico como do ponto de vista geométrico (respectivamente) antes mesmo
do trabalho de Yang & Mills. .

O encontro destas duas correntes deu-se na década de 70, quando fisicos
comecaram a, pefceber a importancia de técnicas e métodos topoldgicos para
as suas teorias. Enquanto cstes encontraram uma grande quantidade de
trabathos em topologia produzidos desde o inicio do século, matemdticos

[oram lorcados a penelrar nas nem sempre claras e bem definidas teorias
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fisicas, especialmente a teoria quantica de campos. Uma série de teorias
hibridas vém surgindo e se desenvolvendo desde entao: teoria quantica de
campos topoldgica, grupos quanticos, cohomologia quantica etc.

A incessante interacao se da nos dois sentidos: assim como abordagens
fisicas estimularain o avanco matematico, teorias matematicas prontas foram
melhor entendidas e até generalizadas por argumentos fisicos. Atiyah [5]
aponta duas licoes a serem extraidas de todo este processo. Primeiro, apesar
da falta de wmina fundamentacio rigorosa para a teoria quantica de campos,
seus sucessivos sucessos om reobler resultados matematicos bem conhecidos
aumentam bastante a sua credibilidade. Segundo, a matematica deve incor-
porar os métodos globais nao-lineares introduzidos pela teoria quantica de
campos ao seu tradicional arsenal de téenicas lineares.

Talvez o mellior exemplo dos resultados obtidos a partir deste encontro
- seja a teoria de Donaldson [21]. Aplicando a teoria de calibre & topologia
de variedades 4-dimensionais, Donaldson ampliou resultados malematicos
classicos sobre a existéncia de estruturas diferencidveis associadas a varieda-
des topoldgicas. Do outro lade, Witten utilizou-se de métodos e técnicas de
teoria quantica de campos para reobter dentro deste contexto uma série de
invariantes topologicos em dimensoes 2, 3 ¢ 4.

O presente trabalho, que lida com aplicacdes de conceitos geométricos na
teoria de campos de calibre, tem por objetivo principal revisar os trabalhos
mais importantes sobre a teoria de Chern-Simons e suas aplicagbes em fisica
ledrica, servindo de introducao ao assunto. Ele é divido em duas partes: a
primeira ocupa-se com os aspectos matematicos da teoria de Chern-Simons de
classes caracteristicas c classes caracterfsticas secundarias e inclui os capitulos
2 e 3; a segunda lida com os aspectos fisicos e inclul os capitulos 4 e 5.

No segundo capitiio vamos apresentar o aparato matemadtico a ser utili-
zado no restante do trabalho, seguindo o artigo de Shiing-Shen Chern e James
Stmons [16]. O teorema 2.3 é especialmente interessante para as aplicagdes

cm fisica que se scguirao. O capitulo seguinte busca aplicar a teoria desenvol-
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vida a geometria riemanniana, demonstrando a existéncia de invariantes da
estrutura conforme de variedades riemannianas e um tecrema de obstrucao
a existéncia de imersao conforme em espacgos euclidianos, de acordo com a
proposta original de Chern & Simons. Apresentamos ainda a conexao com o
invariante espectral  de Atiyah-Patodi-Singer. :

O passo sepuinte é estudar a abordagem de Witten ao polinémio de Jones
elaborada em [67]. Os polindémios de Jones sdo invariantes da teoria de nds
e foram originalmente definidos em [35] através-do estudo de representagdes
das algebras de von Neumann. No trabalho aqui apresentado, Witten de-
monstra que as fungdes de correlagio de certos observiveis fisicos de uma
teoria quintica de campos (TQC) baseado no termo de Chern-Simons, como
é conliecido em fisica a segunda classe secunddria de Chern TCq(w), satisfa-
zem a mesma relagao de recorréncia que define o polinomio de Jones.

A grande vantagem desta nova abordagem ¢ que o método de Witten for-
nece uma descrigao intrinseca dos invariantes, o que nao ocorre no método
original de Jones. Ainda, a partir do novo método é possivel generalizar o po-
lindmio de Jones como invariante de ndés em qualquer 3-variedade, enquanto
que a definicao original ¢é vélida apenas para nés em R3 e 83, Trata-se de
um excelente exemplo do uso de técnicas de teoria de campos para se obter
resultados topoldgicos.

O capitulo final ¢ consagrado a teoria de campos e as propriedades do
termo de Chern-Simons neste contexto. Primeiramente, vamos mostrar que
a teoria de campos baseada somente no termo de Chern-Simons é uma teoria
topoldgica no sentido de Witlen, isto é, as fungdes de parti¢io e correlagio
nio dependem da escolha de uma métrica na variedade de base.

Em seguida veremos que a teoria de Chern-Simons é a chave para uma
formulacgdo da relatividade geral em dimensao 2+1 comno uma teoria de cali-
bre cujo grupo estrutural ¢ o grupo de Poincaré I1S0(2,1). Analisamos em
seguida a quantizacao desta teoria, calculando probabilidades de transigdo

da topologia do espago, tomado como sendo uma superficie de Riemann, e
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regras de sele¢do para este processo.

Finalmenle, passamos a apfesentag&o do trabalho de Deser, Jackiw e
Templeton [20] sobre a teoria de campos em dimensao 241 obtida somando-
se a lagrangeana de Yang-Mills usual com o termo de Chern-Simons. Uma
série de novos fenémenos novos surgem desta teoxiia., entre eles o fato das
particulas de calibre, que intermediam as interagdes eletromagnética e nu-
clear, adquirirem massa sem quebra espontanea de simetria de gauge. Comq
veremos, estas interagoes passam a ter alcance finito e o acoplamento com a
matéria (campos spinorial e escalar) também produz resultados interessan-
tes, inclusive o aparecimento de supersimetria. Este capitulo se encerra com
uma breve secgiio com outras aplicagoes do acoplamento da teoria abeliana
de Chern-Simons com elétrons.

Dada a grande quantidade de trabalhos nos mals diversos aspectos da
teorta de Chern-Simons, a presenie revisio é necessariamente incompleta,

Alguns pontos relevantes ficaram de fora, a saber:

o Teoria de campos conforme, que, como apontado por Witten no seu
* trabalho sobre o polinémio de Jones, estd bastante. ligada & teoria de
Chern-Simons em dimensao 2+4+1. Trata-se de um assunto por si sé
extenso e com vasta literatura, da qual utilizamos alguns resultados

sem malores discussodes.

o Quantizacao canénica da teoria de Chern-Simons pura, que envolve
uma série de questoes alheias ao tema central deste trabalho, além de

serem secundarias numa primeira leitura.

e Quantizacdo via integrais de caminho da teoria de Yang-Mills-Chern-
Simons e existéncia de estalistica fracionaria na teoria de abeliana,
por se tratarem de discussdes excessivamente técnicas e fora do escopo
principal do presente trabalho, o que poderia prejudicar o seu cardcter

introdutorio.
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O aubor procurou fornecer um grande niinero de referéncias cobrindo
estes topicos e todos os outros resultados matemdticos que sido utilizados
sem demonstragao. Em particular, as secgdes 4.2, 5.1 e 5.2, utilizam uma
boa quantidade destes resultados. A bibliogralia tenciona ainda servir de

ponto de partida para aqueles que desejarem se aprofundar nesta drea e em

areas relacionadas.

HISTORICO

Teoria de Campos Topologié/Gcometria

Weyl (1918)
clettomapnelisine <> gravilagio

«*Mec Quint
{1926)

Stiele! ¢ Whitney (1935), Chem
Weyl (1929) (1946}, Ponlirjagyn (1951)
{ibrados topoldgicos

eletromagnetismo <> maléria

Heisenberg & Pauli (1929) classes caraclerislicas
quanlizagiio
>Feynman (1948)
' Carlan, Ebresmann,
Yang & Mills (1954) . Koszul (anos 40}
iteragiio néutron-préton conexdio e eurvalurd

generalizaglio ndo-ubeliana

Delavin o al, (1975), Alivah et al. (1978)
sohigiio di equagdio de Yanp-Mills

Wilten { [0RD)) Jones (PUE5), Floer (TUER),
leoria gquiintica de cainpos Donaldson (19%h
 fopulagica resulfados emitopolopia de 2- e -
' saricdades

Seiheig & Witten (1993)
dichiele




Capitulo 2

Classes caracteristicas

2.1 Fibrado e conexao universais

Nés comecamos por revisar o conceito de fibrado principal com conexao.
Para uma exposigio completa, veja [37] ¢ [33]. Seja G um grupo de Liee M
uma. variedade diferenciavel orientavel. Um fibrado principal P{M,G) é uma

variedade diferenciavel satisfazendo as seguintes condigoes:

1. G age livre e diferenciavelimente a direita em P;

2. o espaco quociente de P pela agao de G é difeomorfo a variedade
M e a projecao n : P — M ¢é infinitamenle diferenciavel;
3. P é localmente trivial, isto &, para cada m € M existe uma vizi-

nhanga I/ de m tal que 7~1{U) ¢ difeomorfo a M x G.

O grupo G é chamado grupo estrutural do fibrado e M é a variedade de
base. Uma conezao sobre P(M, G) corresponde & escolha de uma distribuigao
horizontal H,, isto &, de um subespago de TP satisfazendo os seguintes

axiomas, para todo p € P:

1. T,P = H, ®V,, onde Vp € o subespago de T,P tangente a fibra

77 m), m = w(p);
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2. M, ¢é invariante pela agio de G, isto &, H,, = dRg(H,) para todo
g € G, onde Ry(p) = pg é o difeomorfismo de P induzido pela
aGao;

3. Hp depende diferenciavelmente de p.

Esta escolha defermina unicamente uma l-forma w com wvalores na algebra
de Lie G do grupo estrutural, chamada forma de conexao, impondo-se que
kerw(p} = Hp, Vo € P. 1D possivel demonstrar que w é ad-invariante, ou
seja, fyw = adg1w. A partir de agora nos referimos a forma de conexao
simplesmentc como conexdo. Note-se ainda que a todo fibrado pode ser
dada uma conexao; a demonstragao deste fato é via partigao da unidade.

A curvatura € associada & conexdo w é uma 2-forma com valores em
G definida como sendo a derivada exterior covariante de w. A equacio de
estrutura fornece uma expressio explicita para a curvatura em termos da
conexao: g

Q:dw—%[w,w]:dw-l-w/\w (2.1)

De (2.1) e da identidade de Jacobi segue a identidade de Bianchi
DQ = 0. A conexdo w é dita flat quando 2 = D = 0; todo librado
com conexdo flal e variedade de base simplesmente conexa. é trivial. Heuris-
ticamente, a curvatura é uma medida da nao trivialidade do fibrado,

Uma aplicacio diferencidvel f : P — @ entre dois fibrados P(M,G) e
@ (N, H) é um mapa de fibrados se f preserva as fibras, ou seja, se ps €
pHp) = flp) € Wal(f(pz)). Equivalentemente, podemos dizer que f
comuta com a a¢ao dos grupos (¢ e H nos respectivos fibrados. Esta aplicacio
induz de maneira natural uma aplicagao diferencidvel entre as variedades base
f:M— Ntalquergo f = f owp. Dois fibrados sobre a mesma variedade
base sio ditos isomorfos se f for um difeomorfismo e induzir a aplicagao
“identidade na base. Podemos, portanto, considerar classes de equivaléncia
de fibrados médulo isomorfisino; denota-se por [P (M, G)] a classe do fibrado

P sobre M pela relagao de equivaléncia acima.

i
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Também é possivel considerar classes de equivaléncia de librados com
conexdo. Duas conexdes w e w’ em P sio ditas equivalentes se existir uma
aplicacao g : M — G tal que w = adg-1w + gdg™*, onde ambos os lados
sao calculados em um mesmo ponto p € P. Ista transformacio é chamada
mudange de calibre. Assim, dois fibrados P(M, ) e P'(M,G) providos de
conexoes w e ', respectivamente, sao isomorfos se existir um difeomorfismo
f : P — P’ que induz o mapa identidade na base e cujo pullback de «’
coincide com w a menos de uma transformagao de calibre. Denota-se por
[P(M,G);w] esta classe de equivaléncia médulo isomorfismo.

A partir do fibrado Q(N,H) e uma aplicagao diferencidvel
f: M — N é possivel obter um outro fibrado sobre M com o mesmo grupo
estrutural. Basta tomar o subespaco de M x @ dos pontos (m,q) tais que
flm) = ng(g); o conjunto f*Q = {(m,q) € M x Q tq. f(m) = wglg)} é
chamado pullback de Q(N, H) por f. O fato essencial é que se dois mapas
f,g: M — N sdo homotdpicos entio os fibrados {*Q e g*@Q sdo isomorfos.
Veja |61}, parte 1, para a demonstragio deste fato.

Note ainda que se wg € uma conexao em Q (N, H), entio a 1-forma f*wg
em M obtida pelo pull-back via f também é uma conexdo em f*@Q. Da
mesma forma, dois mapas homotopicos f,g: M — N induzem fibrados com
conezao [f*Q,f*w] e [¢°Q ,g*w/] tsomorfos.

Um fibrado E(BG,G) é dito universal se para cada fibrado
P(M,G) com grupo estrutural (¢ existe uma aplicagao diferenciavel
[ M — BG tal que P(M,G) e f*(E) sdo isomorfos ¢ se g : M — BG
€ homotépica a f entdo f*(E) e g*(E) sdo isomorfos. O problema de clas-
sificacao de fibrados reduz-se, portanto, a um problema de classificagao de
homotopia.

O fibrado universal existe quando a base M é compacta e o subgrupo com-
pacto maximal de G é um grupo de Lie conexo; a base do fibrado universal
B(G depende apenas do grupo estrutural e é chamada espago de Icﬂasszﬁcagcio

do grupe G (veja [15], p. 47; o resultado pode ser refinado admitindo vari-
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edades paracompactas). Equivalentemente, o espago total F é universal até
dimensao n se n; = 0 para todo j < n — 1); uma demonstragao deste fato
cncontra-se em [61]. !

A wvariedade de Stiefel Vk,.n(C), definida como sendo o conjunto dos k-
referenciais ortonormais orientados em C"*, ¢ difeomorfa ao espago ho-
mogéneo dado por Vk,n(IC) = SU(n + k)/SU(k); a variedade de Grassmann
Grn(C) é definida como sendo o conjunto dos k-planos em C™* e represen-
tada por Gg,(C) = SU(n + k)/SU (k) x SU(n) ([33]). A projegao natural
T Ven(C) = Gra(C) que leva um k-relerencial no que k-plano por ele
definido torna a variedade de Stielel um SU(n)-fibrado sobre a variedade
de Grassmann. Como 7;(Vin{(C)) = 0 V) < k — 1, entdo V,(C) é o fi-
brado universal até dimensdo k — 1 dos grupos unitérios SU(n). Milnor [43]
apresenta oufra construgao explicita, mais topoldgica, de fibrados universais.
Os dois exemplos mais importantes para o presente trabalho seguem abaixo
(:=10,1,2...}; para a demonstrag¢io veja [44], capitulo 7}:

GRUPO BG HOMOLOGIA
S0(2)=U(1) CP>® H*BG,Z)=1%Z
S03) = SU(2) HP® HYBG,Z)=17
Mais geralmente, Ho; 1{BG,2) = 0 para qualquer grupo de Lie com initas
componentes conexas. Lembramos ainda que BGL;(R) = BSO(n) e que
BGLR(C) = BSU(n); em geral, o espago de classificacdo de um grupo nao-
compaclto coincide com o espago de classificagdo do seu subgrupe compacto
maximal.

A um fibrado universal E(BG, G) pode ser dada uma conexio o, chamada
conezao universal ou cononica, tal que todo fibrado com conexao [P(M,G)w]
pode ser obtido por pullback do fibrado universal [E(BG, G); o] provido da
conezao uniwersal via aplicagoes f : M — BG e aplicagoes homotdpicas
induzem fibrados com conexao isomorfos. Este resultado foi demonstrado
originalmente por Narasimhan & Ramanan em [47]; Schlafly apresenta outra

demonstragao, mais simples, em [57].
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2.2 Homomoi'ﬁ_smo de Welil

Seja G a algebra de Lie do grupo G e G¥ = G x ... x G. Aplicagbes multi-
lineares, simétricas £}, : G¥ — R sdo polinémios k-homogéneos na élgebra.
G age pela adjunta em G ad, : G — G tal que ady(A) = gAg™*. Polindémios

invariantes por esta acao, ou seja, tais que:
Fi(Ay, .y Ar) = Fr(adg(Ay), ..., ady(Ax)) (2.2)

- sdo chamados polindmios invariantes; com a adigdo e a multiplicacao usualis,
estes polindmios formam um anel /{G). '

Seja £ a curvatura associada a uma conexao w de um fibrado principal
P(M,G). Note que Fr(§2) = Fr(8, ..., ) é uma 2k-forma horizontal {i.e. que

- | - -
pode ser deflinida na base) com valores na 4lgebra. Segue o seguinte teorema.:

TEOREMA 2.1 (Chern-Weil) Existe um homomorfismo entre o anel de
polindmios invariantes I(G) e H*{M,R), o anel de cohomologia real da ve-
riedade de base do fibrado P(M,G).

Demonstra¢ao: Considere a scguinte aplicagio:

w: I{G)— H*{M,R)

Fi = {Fu()} (23)

onde k € Z* e £ é a curvatura associada a uma conexao w em P. O primeiro
passo € moslrar que a 2k-forma Fi(£2) é fechada e portanto define uma classe
{F ()} € H¥*(M,R). Note que:

dFk(Q) = iFk(Q, o dS ) = kF(dR,, ) (2.4)
i=1 ’

Temos porém da equagao de estrutura (2.1) que:
i = ld(jw,w]) = j(ldw, o] - [w,de] = :
= [dw,w] = [dw — Jw,w],w] = (2.5)
= [, w]
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Portanto dF(Q?) = kF(|Q, w], Q,...). Por outro lado, tome uma aplicagio
g M — G ek elementos da algebra fixos X; e diferencie a condi(;é".o-de
ad-invariancia, obtendo:
0= dlig(Xy,.., Xp) = db;k(adgxl, oy X ) = 26)
= i Fe(X1 ., [dg, Xi]! ey Xi)
onde dg : Tp,M — ¢, ou seja, dg ¢ uma l-forma em M com valores em G;
entdo dF,(2) = 0 para qualquer conexao w.

Resta mostrar que a classe {F(Q)} € H*(M,R) independe da escolha
de conexao; isto é feito mostrando-se que dadas .duas conexdes w ¢ ' entdo
Fir(92) e Fi(©Y) diferem por uma forma exata. Tome w; = w + te, onde «
é uma l-forma G -cvaluada tal que ¢ = ' — w, e £y = dw, — %[wt,u)t] =

Q+ t(de — [w, &) — 3t*[e, ¢]. Entéo:

d .
aFk(Qt) = kFy(do — [, af, 4, ...) (2.7)
por outro lado: |
dFi(o, Q,...) = Fr(da, $y, ..} — {k — 1) Fr(a, [, we], Qy, -..) (2.8)

I
segue porém da derivagio da condigio de ad-invaridncia que:

Fr(la,wy], @y, ) — (= 1) Fr{o, [, w4], 4, ...) = 0 (2.9)
portanto:
%Fk(ﬂ;) - d(ka(a’,Qg,”.)) (210)

e integrando a tltima expressao obtemos finalmente que:

Fol(S) — Fo() = d (fc /01 Fila, O, ...)dt) (2.11)

A aplica¢ao w, chamada homeomorfismo de Weil, fica portanto bem de-

finida; que w é um homeomorfisino de anéis segue de propriedades naturais
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dos polinémios invariantes I(G) quanto a soma e a multiplicagio. O

Considere agora [E(BG, &), ¢} o fibrado universal do grupo G provido da
conexao universal de Narasimhan-Ramanan. A aplicacao:

W 1(G) — H*(BG,R)

B(Fy) = Fu(E), (2.12)

onde ¥ é a curvatura associada a ¢, é um isomorfismo (para uma demons-
tracao deste fato veja [15] p.59-64, omitimo-la pois envolve o estudo mais
detalhado de espagos homogéneos, o que estd fora do escopo do presente

“trabalho). Observe ainda que o seguinte diagrama é comutativo;

1(G) % H*(MR)

Y (2.13)
H*(BG,R)
pois:
w(Fy) = {F(Q} = {F(f(E)} = (S (Fe(E)} = (2.14)

= ["{Fe(2)} = [* o w(FF)
onde f : M — BG é tal que f*{E(BG,G), 0] =[P(M,G),w].

A classe {Fi{f))}, é chamada classe caracterisiica da classe de isomor-
fismo do fibrado P(M, G). Para fibrados vetoriais complexos e U {n)-fibrados
* principais usamos as chamadas classes de Chern ' ¢, (P), que sdo aquelas
obtidas pelos polinémios invariantes Ck(§2) que surgem como coeficientes do

polinomio em ¢ dado por:
det (tfn + —2%9) =" — C{OW* L+ L+ (- 1)"CR(Q) (2.15)

Assim sendo, ex(P) = {C*(Q)} € H?*(M,Z). Ainda, é possivel demonstrar
que tais polindmios geram todo o anel I{U(n)) (veja [38] p.300). Portanto,

! Tais classes foram primeiramente definidas de maneira axiomdtica por Cherr em Ann.
of Math. A7, p.279 (1946).
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qualquer outra classe caracteristica de U(n)-fibrados pode ser obtida por
combinagio (somas e produtos) de classes de Chern.
Para fibrados vetoriais reais e O{n)-fibrados principais usamos as classes

de Pontriagin 2, definidas por
pe(P) = (=1)*ca(P%) € H* (M, 2Z) (2.16)

onde P¢ indica a complexilicagio do fibrado P(M, O(n})). Por outro lado,
as classes de Pontrjagin podem ser calculadas via polinémios invariantes, a

partir da expressao:
1
det (u,,, - EQ) = (" PUQ o (—1)Pa() (2.17)

As classes de Chern de uma variedade complexa M sao as classes de
Chern do seu fibrado tangente 7'M e sdo invariantes da estrutura complexa
de M. Para variedades reais, as classes de Pontrjagin, isto ¢, as classes de
Pontrjagin do fibrado lLangenie, sao invariantes da estrutura diferencial da
variedade. |

Também de grande importéncia sao as classes de Stiefel- Whitney, para
fibrados topoldgicos, e a classe de Euler, para fibrados vetoriais reais ori-
entéveis. Ambas, cntretanto, nao podem ser obtidas através de polindmios
invariantes. Para uma abordagem topoldgica de classes caracteristicas in-

cluindo as classes de Stiefel-Whitney e de Fuler remetemos a [44].

2.3 Classes caracteristicas secundarias
Na demonstracao do teorema de Chern-Weil obtivemos a seguinte exlareésﬁo:
1
FU@) = F@) = (i [ e, )ae) (2.18)
. 0

. Denotemos por TFi(w) a (2k — 1)-forma no interior do paréntese do lado

direito de (2.18). O primeiro fato a ser observado é que, diferentemente

ZIntroduzidas por Pontrjagin ¢m 1951
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de Fr(Q?), TFr(w) nao ¢ horizontal, ou seja, nao pode ser definida sobre a
base e depende da escolha de conexdo em P(M,G). Observe ainda que se
() = 0, entdo TFi(w) é uma forma fechada e portanto define uma classe

de cohomologia em H?~1(P,R)} (nao mais na cohomologia da base!); tais

classes sao chamadas classes caraclerisiicas secunddrias.

TEOREMA 2.2 Sejo w; uma familia a um parametro de conexoes em P e

2, as respeclivas curvaturas. Suponha que

L fd
Fk (awt, Qg, ) =0 (219)

Fntao:

1. {F(S)} € independente de t;

2. se ainda Fx($;) = 0, entdo a classe {TFr{w:)} € definida ¢ inde-
pende de t.

Demonstracdo: Defina ;(7) = dw; — %T[wt,wt] e ¢ = dt“’t Entao:

drk(qst:whgt(?_)s ) = Fk,(dét;wt; (T) )_
— Fr( oy dews, (1), o) — (b = 2)F*(gs, wy, [Qu(7), we), Qu(7), ) = (2.20)
= Fr(dey — 7w, ¢}, wey, (1), ..) — Frlgy, duy _.T[Wtswt]) (7))

Por outre lado, temos que:

LTFe(w) = £ 5 kFelws, Qu(r), .)dr =
=k fy Fi(ée, Q(7), .. )75 Ydr+ (2.21)
+(k — 1) fy Felwy, dée — %T[wt, di}, Q7). )75 ldr

Portanto, denotando Vi(t) = [y F*{,ws, Q(7),...)7% 1d7 e inserindo-se
(2.20) em (2.21):

GTE w) — (k — 1)avi(t) =

1l
kdl
( - 2 l[w,g,w,{] Qt(T) ) k_ldT

k [ Filoy, dwr (2.22)
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O integrando do lado direito da equagio acima pode ser expandido, a menos

do fator 771, da seguinte maneira (¢ = g—%fl :

Fk(qbt: dwt - g’%—;‘l[wt,wg], Qf('l")) b
= L’k(gﬁ;, Q,g - (1 — a’r)[w;, w;,], Qt + ]_Ez[whwt]---)

= (2.23)
= Fids, U, ) + S5 (1) Fil g, [wiy wi], Sy o)

onde a, (1) = ( k ?_ 2 ) (1—7)"+ ( :f: ‘1? ) (1 —7)"Y1—a7). O primeiro

termo é nulo por hipdtese; observando-se ainda que:

o (1=mydr = mEgy = f et Tldr =0 (2:24)

temos portanto que:

d .

ETFk(wt) = k(k — 1)dVi(t) (2.25)
e scgue Is;or integracao que:

TFy(w,) — TFe(ws) = d (k(k - l Vk(z)dat) (2.26)

O resultado segue imediatamente da expressio aciina, Posto que, por.
definigio, Fi(f2) = dTFi(w) e se Fi{};) = 0, entdo a classe {1'Fj(w,)} é

definida e independe do parametro £. 4

As condigOes do teorema acima sao trivialmente satisfeitas, por dimensao,
quando 2k > dimM + 1. neste caso, a classe {TF*w)} € H* (P, R)
independe da escolha de conexao em P. Ouiras siluagdes em que o teorema,
2.2 ¢é valido serao vistas no capitulo seguinte.

Como preparagac ao proximo resultado, recordemos que da sequéncia
exata curta0 — Z — R — R/Z:» 0 segue para toda a teoria homoldgica a

sequéncia de Bockstein:

. H*‘(X, Z) - H{(X,R)SHYX,R/Z) » H*NX,Z) - ... (2.27)
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Se © € uma k-forma com coeficientes reais, # denota a sua redugio médulo
Z. Ainda, se¢ {u} é uma classe real, entdo {u} é também uma classe inteira

se e 6 se {it} = 0.

TEOREMA 2.3 Seja [P(M,G)w] e Fr € I(G} tal que Fr(Q) = 0. Fntdo
existe {u} € H* (M R/Z) tal que

‘{Tﬁk(w)} =7"({#}) (2.28)
Demonstragio: O primeiro passo é demonstrar a seguinte relagdo:
TF(w) = (@) + da {2.29)

sendo suficiente demonstra-la no fibrado universal [E(BG, @), ¢], pois sua
validade em geral segue por pullback. A 2k-forma exala F(X) define uma
classe inteira em Hgk(BG, R), portanto ﬁk(E) representa a classe irivial em
HZ%(BQ,R/Z), entio Fi (L) é exz;.ta, i.e. existe {2k — 1)-forma @ com coefi-
cientes em R /Z sobre BG tal que dii = F(L). Segue entdo que:
dn* (@) = 7*(di) = 7*{(Fp(2)) = dT Fi(0)// = TF(0) = 7*(&) + do
: (2.30)
como queriamos mostrar. Voltando a um fibrado qualquer, temos que existe
(2k — 1)-forma @ com coeficientes em R /Z sobre a base tal que drn*{(a) = 0
pois, por hipélese, dT Fr{w) = Fr(Q?) = 0; segue que di = 0, portanto @ é
fechada e consequentemente deline uma classe {i} € H?* (M, R/Z) cujo

pullback para o espago total coincide com {T Fy(w)} por (2.29):
(TR} = 7 ({i}) | (2.31)
o que conclui a demonstragao. . -0
A classe {4} € H®* (M, R/Z) é chamada cardcter de Simons SFy(w). O

resultado acima & o primeiro passo para um rcfinamento da teoria de classes

caracteristicag elaborado por Simons & Cheeger em [14].
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Casos particulares

Porfim, passamos a examinar alguns casos pa.rticula.res que sao especial-
mente interessantes por suas aplicagoes em fisica: S'- e SU(2)-fibrados sobre
3- e 4-variedades. Antes, porém, fornecemos algumas férmulas explicitas para
as primeiras classes de Chern e as respectivas classes secunddrias, conforme

definidas em (2.15) e (2.18) (cx = {Cr(2)}):

(G = 1
C, = ﬁt’r(ﬂ)
TC]_ - "_i-T( )

S
I

=5 (ir(Q2 A 82) — (tr2) A (tr2))
= ztr(w/\dw + 2w AwAw) (2.32)
Cy = m=l- 21?(9/\9/\{2) +3(tr2 A Q) A (LrQ))
(trQ) (trS) A (trQ))
TC; = T3 3taf‘(w/\du.r/\ciu.i—I— 2w AwAwA dwt
L FlwAwAwAwAw)

~
5
]

A dlgebra de Lie de §' é simplesmente R; entdo a primeira classe de
Chein ¢ € a tnica nao-nula. Assim, os fibrados lineares, como sao chamados
os Sl-fibrados, sio classificados por ¢;, independentemente da dimensao da
variedade de base do fibrado. O primeiro termo da segunda classe secundaria
TCs também é nio nulo; o segundp (w Aw Aw), porém, anula-se. Note ainda
que {TC5} ¢ definida (pois c2 = 0) e depende da conexéo em P se a variedade
de base for 3- ou 4-dimensional.

A dlgebra de Lie de SU(2) é composta pelas matrizes complexas 2x2 anti-
hermitianas, porlanio tém trago nulo, o que simplifica bastante as [érmulas
acima para ¢; e ¢3. Como ja mencionamos anteriormente, BSU(2) = HP®
e HS(HE“’, R) = 0, portanto c3 é nula. Mais geralmente, cox = tr{Q2%) sdo
as Unicas nao triviais. '

Em particular, se dimM = 4, entdo co é a 1nica nao-nula; ou seja, a
sequnda classe de Chern classifica SU{2)-fibrados sobre {-variedades ®. Se

3Na teoria de Yang-Mills ndo-abeliana, a integral f €2 ¢ conhecida como instantorn
number,



CAPITULO 2. CLASSES CARACTERISTICAS 20

dimd = 3, entdo ¢ =.0, portanto SU{2)-fibrados sobre 3-variedades sao

sempre lrivigis. A segunda classe secundaria é portanto definida e em geral

nao-nula.



Capitulo 3

Aplicacoes a geometria
riemanniana

3.1 Invariancia conforme e projetiva

Passamos a aplicacio & geometria riemanniana .da teoria de classes carac-
teristicas e classes caracteristicas secundérias desenvolvida no capitulo ante-
rior. Comecemos por considerar M uma variedade riemanniana de dimensao
n e sejam gy ¢ g{; duas métricas conformes entre si, ou seja, existe v : M — R
tal que g;; = exp(27)g;;. Inserindo-se esta iltima relacdo na defini¢do dos
simbolos de Christoffel [23], obtemos a seguinte identidade temsorial (ado-
~ tando a convengio de FEinstein):

’ e, o
Y =T 4 sl 4 51 20

*oxd 7 Gzt

m_ 97
‘i—gijgz 3 (3.1)

Denotando por V a iconexdo riemanniana em M, lembramos que

Vi =TI,dz%; entdo (3.1) transforma-se na seguinte identidade matricial:
V -V =dyl,+a+4 (3.2)

onde a« = (é%dmj) e f = (gmd"rk‘%lﬁgﬂ). A familia & um parametro de

métricas conformes g; = exp{(2t7y)g conecta g = (gi;) e o' = (g};). De (3.2)

21
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segue que: _
(Vi —V)=dyl,+a+ g (3.3)

1
t

Seja Fy, € [(GL,(R)). Queremos mostar que Fk(-“fz Ve, O, ...) = 0, onde 2
¢ a curvatura riemanniana assoclada & métrica; esta relagao torna aplicavel
o teorema 2.2. Se k é impar entio 1r{{2¥) = 0 pois {1 é anti-simétrica; como
estes polinomios geram 1(G), segue que Fr(f2) = 0. Se k for par, do pardgrafo
anterior, temos:

d

Fk(‘(?f—,Vh ‘Qh ) - d’})}pk(]?h Qt: ) -+ Fk(a) Qh ) + Fk(ﬁ} Qh ) (34)
QO primeiro termo do lado direito é claramente nulo. Observando-se qﬁe:
1 O T . k=2 ]

tr{eAQ¥ ) =tr gﬁdx’/\Q/\Q =0 (3.5)

pois o termo sob a chave é identicamente nulo {23]; entio, o segundo termo
de (3.4) anula-se. Finalmente, o terceiro termo de (3.4) também é nulo [23],
pois:

: k-1 a7 k k-2
tr(BAQT) = tr ?gj Gikdz" AQAQ =0 (3.6)
X

Desta mnaneira, o resultado abaixo segue de imediato das consideracées

aclima ¢ do teorema 2.2:

TEOREMA 3.1 Seja [B(M,0(m)},V /] o fibrado das bases ortonormais de
uma variedade riemanniana M™ ¢ I'y € I{O(n)) de grau par. Entdo a 2k-
forma Fi(Q) é invariante por transformagoes conformes da métrica. Ainda,
se Fi(Q) = 0, entdo a classe secunddria {TF(V)} € H*Y(B,R) fica defi-

nida e depende apenas da estrulura conforme de M.

Uma transformacdo projeliva da variedade riemanniana (M", g) é aquela
que deixa invariantes as geodésicas de M [23|. Duas conexdes V ¢ V' per-
tencem a mesma classe projetiva se existir uma 1-forma A = a;(p)dz’ e uma

matriz & = (ai(p)ds?) tal que:

V' -V=2A,ta : (3.7)
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As conexoes V e V/ podem ser ligadas por uma familia a um parametro da
seguinte forma: Vi = (M, +a)— V. Todo o argumento acima ¢ novamente

valido e podemos reescrever o teorema 3.1 trocando a palavra conforme por

projetiva.

3.2 Teorema de 1imersao conforme

Nesta secgio denolaremos por E(M™) o GL{n, R)-fibrados de bases da vari-
edade riemanniana M de dimensdo n ¢ por F{M"} o O(n)-fibrado das bases
ortonormais de M, ambos com a conexao riemanniana V; F{M") é sub-
fibrado de £(M™). Seja também V, 1 (CYGnx(C),U(k)} o U(k)-fibrado de
Stiefel sobre a variedade de Grassmann Gy £{C), como descritos no segundo
capitulo, e o a conexao canodnica de Narasimhan-Ramanan.

Lembrando da definicdo dos polinémios invariantes gue dao origem as
~ classes de Chern {2.15), os polindmios inversos de Chern Ci sao definidos

pela scguinte relagao:

1

Q+CH+ . +CF+ M1+ 4+ +Ci ) =1 (3.8)

e a classe de Chern inversa fica definida por ¢ == {CH(82)}. Defini¢ao in-
teiramente andloga pode ser feita para as classes de Ponirjagin, usando-se
(2.17).

Qutra maneira de definir a classe de Chern inversa ¢ a seguinte. Sejam W
eV dois fibrados vetoriais de mesmo grupo estrutural e mesma base tais que a
soma de Whitney W @ V ¢ trivial. Entdo ¢;(W) = ¢} (V). Por exemplo, con-
sidere os fibrados de Stiefel V,, x(C)(Gni(C), U(k)) e Vin(C)(Gni(C), U(k))
e note que Vyx(C) @ Vin(C) = C**, portanto ¢;(Ven(C)) = e (Vor(C)).

Antes do teorema de imersao conforme de Chern & Simons, o resultado

principal deste capitulo, demonstraremos trés lemas preparatdrios.
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LEMA 3.1 Em [V,..{C), 0], parai > k, vale que:

1. CHEY=0
2. {TCHo)} € HE L (Vo u(©), Z)

Demonstracao: Da observagao acima temos que, para { > k:
& (Vap(C)) = ei(Vin(C)) = 0 (3.9)

Portanto a 2i-forma C;-(X) é exata em G,x(C). Porém, G, x(C) é uma
variedade riemanniana compacta e simétrica ¢ a forma Ci+(X) é invariante por
isometrias (essencialmente porque a conexao o é; veja {15} p. 76). Portanto
CHE) =0, demonstrancio o primeiro item.

A classe {TC{(0)} € H¥* 1 (V,4(C), Z) fica assim definida. Usando o teo-
rema. 2.3, podemos definir em uma classe {TCH (o)} € HE1(Gnx(C),R/2Z).
Mas os grupos de cohomologia de ordem impar de Gnx(C) sao todos triviais
(]15], p.72) portanto {TC(s)} = 0 e o segundo item segue deste fato e da

sequéncia de Bockstein. O

LEMA 3.2 Em [Vo(R), 0], parai > [%}, vale que:

LoPHZY =0
2 {TPHo)} € HY " (Vor(R), 2)

Demonstracgo: A inclusdo natural dos reais nos,complexos R — C induz a

seguinte aplicagao entre fibrados:

Vak(R) L Vik(C) |
! l (3.10)

Gri(R) 5 Gni(C)
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6} que:

(2.1
PAE) = (~1)9"(CA(%))
{TPL(O)_( (T CA(o ))} (3.11)

Segue do diagrama acima e da, definigao

Como ¢ > [%‘] = 2i > k o lema anterior se aplica, o que finaliza a presente
demonstracao. 0

O segundo item do lema acima pode ser ligeiramente refinado; é o que

faremos no iltimo e mais delicado lema.

LEMA 3.3 {{TP{0)} € H* (V,+(R), Z)

In

 Demonstracac: Da sequéncia exata curta 0 — Z2 = Z — Zy — ( temos a

seguinte sequéncia de Bockstein;
L= HYX,Z) - (X, )5 HYX, Z,) — B X,2)— ...  (3.12)

Uma classe inteira « € H'(Vn,k(C), Z) é par se e somente se sua redugéo mod?2
é nula. Basta mostrar, portanto, que para todo u € H*(V,,x(C), Z3) temos
que @ = 0.

Seja A = Z,Zs e ¢ = U(n),0(n). O primeirc passo é definir uma
aplicagao 7 : HY(BG;A) — H*(G;A). Tome {a} € HY{BG;A) e escolha
um representante v € {a} tal que v se anula nas fibras de 7 : £ — BG,
ou seja 7 *(7)lx-1(my = 0 para todo m € BG. Como o anel de cohomologia
de E ¢é trivial, pois 7, (£) = 0 para todo k, entdo n*(y) = §8, onde § é
o operador de cobordo. Restrito as fibras @ é exata, portanto define uma
classe {8} € H*1(G;A) e definimos 7({a}) = {#}. Segue da trivialidade de
H*(E;A) que 7 é bem definido, sendo independente das ccolhas de v e j.

Note ainda que: _
T({a}ud{a}) =a"(yUy) =6(BUn"(v)) =0 (3.13)

pois 7 (7)|r-1my=c = 0.
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A inclus@o natural ¢ ;. O(n) — U{n) induz o seginte diagrama comutativo:

| H*(ﬁ(n);zg) 1 (0(n); Zs)
T 71 (3.14)
H*(BU(n);Z2) & H*(BO(n);Zo)

Seja & € H2(U (n); Z2) a reducio mod2 da i-ésima classe de Chern ¢;; entéo
vale que p*(&;) = w; U w;, onde w; € HY{U(n);Zs) é a i-ésima classe de

Stiefel-Whitney. Assim, segue do diagrama que:
@"(7(2)) = T(p"(E)) = 7(w; U ws) = 0 (3.15)

por (3.13). Como é; sio geradores de H*(BU(n);Zg)}, entdo 7(¢&;) geram
H*(U(n); Zz), portanto ¢(2) = 0 para todo & € H*(U(n);Z2), onde i é a
reducio mod2 de uma classe u € H*(U(n); Z).

Para concluir a demonstragao do lema, basta observar que no diagrama

comutativo induzido por ¢ entre as cohomologias das variedades de Stiefel:

H* (Vai(C)iZo) 5 H*(Vau(R)i Zs)
[ . 3 | (3.16)
H*U(n +k);Z2) & H*(O(n +k); Zg)

as aplicagbes 71 : U(n + k) — U(n +k)/U(k) = Vpi(C)eng: O(n + k) —
O(n+k)/O(k) = V,x(R) sdo injetoras. Como vimos acima, a imagem de ¢*
é nula; segue portanto qile a imagem de $* também ¢ nula, como queriamos

demonstrar. O

IEstamos agora prontos para demonstrarmos o teorema de obstrugao a

existéncia de imersao conforme em espagos euclideanos de Chern & Simons:

TEOREMA 3.2 Se (M™ g) admite uma imersae conforme global em ql-
gum espago euclidiano R™* enldo, para i > [%], vale que PH(QY) = 0 e
(3T P-(V)} € HYHE(M™), Z)
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Demonstragao: Seja) - M™ — R"* uma imersao conforme. Por definicéo, g
¢ conforme & métrica induzida de R™**; portanto, pelo teorema 3.1, podemos
assumir. que ¥ € uma imersdo isoméirica, tornando M™ sub-variedade de
R™*. Seja F(M™) o fibrado das bases ortonormais de M e considere a
seguinte aplicagdo entre fibrados:. |

F(M™) = Viu(R)

l ! (3.17)
M L Gu(R)

onde ¥ é o mapa de Gauss, que leva p € M no seu espago tangenle. Se ¢ é
a conexdo candnica no fibrado de Stiefel entdo V = ¥*(o) L. Portanto, pelos
lemas 3.2 e 3.3, vale que PH(Q) = 0 e {$TPH(V)} € H¥(F(M™), Z) para
i > [gJ no fibrado F(M™). Como {TP}(V)} € H¥Y(E(M™),R) entdo
{TP+(V)} é uma classe inteira posto que a sua restricdo ao sub-fibrado
F(M™) C E(M™) define uma classe inteira. E, por invaridncia, P;5(2) = 0

também em E(M™), o que conclui a demonstragao. _ ' O

De acordo com a secgdo anterior, um resultado idéntico para imersoes
projetivas também pode ser demonstrado. Resultados semelhantes sobre
imersoes conformes forain posteriormente obtidos por Cheeger & Simons [14]
e por Atiyah, Patodi & Singer em [7] este dltimo através da relagao existente
entre o invariante 77(0) definido por estes autores e o invariante diferencial de

Chern & Simons aqui apresentado.

Relagio entre (0) e {TPH(V)}
Seja D um operador eliptico auto-adjunto de primeira ordem definido em

M. A funcio np(s) associada ao operador D é definida como sendo:

np(s) = D _(signA)|A|™ (3.18)
)

IPara uma demonstragao deste resultado de geometria riemanniana, veja a primeira
proposi¢ao do artigo de Schlafly {57] ou |38], p. 7-8.
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onde A sdo os autovalores de 7. IEstamos particularmente interessados no
caso em que D = {d * — * d) que leva formas de grau impar em formas de
grau impar e formas de grau par em formas de grau par.

Considere agora M uma (4 — 1)-variedade riemanniana tal que M = 6X,
onde X é uma 4k-variedade riemanniana; esta restrigao nao ¢ de fato séria,
pois sabemos da teoria de cobordismo que se dimM ¢ impar, entao 2M é
sempre bordo de alguma X. Suponha ainda gue em uma vizinhanga do
bordo vale que X = M x I. Nesta condigles vale a seguinte férmula, ([7],

teorema 4.14):
o(X) = [ L(r) = n0(0) (319

onde: (i) ¢(X) é a assinatura da forma quadratica Q(e, 8) = f[xyo A S em
H¥*{(X R); (ii) L(p) é o polinédmio L de Hirzebruch nas classes de Pontijagin
(veja [44] p. 224); (1ii) np(0) é a fungéo cta do operador D agindo nas formas
de grau par.

Seja C o cspaco das conexoes riemannianas em M. Dadas duas conexoes
Vo e V1 escolha um caminlio v : { — C ligando-as e levante o fibrado
tangente T'M para T(M x I), provendo-o de uma conexdo V tal que V é
trivial na direcdo I e restringe-se & Voem T'(M X {0}) ea Vi em T{M x {1}).
Aplicando (3.19) a X = M x I temos:

oM x 1) = [ L(p) = [10,(0) = 10 (0)] (3.20)

onde Dy sao os operadores [ associados as métricas que definem as conexodes
V1 € as classes de Pontrjagin sao calculadas a partir da conexado Vem M x[.

Como o(M x I) = 0, temos:

15,(0) = 10,(0) = [ L(p) (3.21)

Denotando por {2 a curvatura riemanniana da conexdo V, defina a se-
guinte aplicacao em C:
| (V) = /ML(Q) (3.22)
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V)= F(V0) = [ L@ (3.23)

xf

Assim:

Lembrando que §} também é funcao das classes de Pontrjagin e comparando

as duas iltimas expressoes, concluimos que:
np(0) = F(V) + cte (3.24)

Note que F(V) assume valores em R/Z. Se X ¢é variedade de dimensao

4k tal que M = 8X, extenda V para uma conexao V em X e defina:
F(V) = A L) (3.25)

se X' é outra 4k-varicdade tal que M = 8X’' com a conexdo V', cole X e
— X’ 20 longo de M formando uma 4k-variedade orientivel sem bordo Y com

conexao ¢ obtida colando-se V e V' a0 longo de V. Assinu:

fXL(S?Z)—fX’L(Q’) =LL(<I>) (3.26)

onde o lado direito é um inteiro pois é a assinatura de Y pelo teorema da
assinatura de Hirzebruch. Portanto, F(V) é bem definida em RmodZ. Po-
demos, portanto, encarar 7{(}) como sendo uma aplica¢io C — R/Z que leva
V em npwy(0) = F(V).

Semelhantemente, a integral da k-ésima classe caracteristica secundaria

também pode ser vista como utna aplicacdo H : ¢ — R/Z, definida por:
H(V) = ] T Pu(V) (3.27)
M

Ou seja, a aplicagao H envolvendo a classe secundaria de Chern-Simons e a
fungao 1 de Atiyah-Patodi-Singer sdo 0 mesmo tipo de objeto, i.e. aplicagbes

do espacgo de conexdes riemannianas em R/Z.
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Caso 3-dimensional

Examinemos agora o caso particular em que (M, ¢) é uma 3-variedade ri-
‘emanniana compacta orientdvel. Considere F (M) o SO(3)-fibrado das bases
ortonormais orientadas de M provide da conexao riemanniana V cujo tensor
de curvatura é £2. Recorde das observacdes [eitas no fim do capitulo anterior
que este fibrado é trivial (equivalentemente, toda 3-variedade é paralelizdvel).
Como P1(2) é uma 4-forma horizontal, temos que PL() = P1(2) = 0; entdo
a 3-forma TP)(V) é fechada e define uma classe que, pelo teorema 3.1, de-

pende apenas da estrutura conforme de (M, g):
{TP(V)} € H*(F(M),R) (3.28)

Do teorema 2.3, podemos definir uma classe {TP;(V)} € H3(M,R/Z) =
R/Z. Se esta classe for nula entao, pela sequéncia de Bockstein, {TF,(V)} €
H3F(M),Z).
Defina:
B(1) = J, TA(V) =
= str(VAIV +2VAVAV) =
= fy pztr(VAQ - 3VAVAVY) =
= for mz(Viz A Sz + Vizs A Qus -F Vaa A Ogs + Vi AV A Viz)

(3.29)

Note que, pelo teorema de de Rham, ®(M) € R/Z; assim, se M’ é a mesma
3-variedade com outra estrutura conforme entao ®(M’) = ®(M ) +n, n € Z.
Das consideragdes acima e dos teoremas 3.1 e 3.2 segue de imediato o seguinte

resultado:

TEOREMA 3.3 ®(M) ¢ um wnwvariante conforme (projetivo). Ainda, se M

admite uma imersdo conforme (projetiva) global em R, entdo ®(M) = 0.

Podemos mostrar explicilamente a relacio entre (M ) e o invariante n

de Atiyah-Patodi-Singer no caso de 3-variedades. Neste caso, a unica classe
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de Ponirjagin de X = M x [ ndo-nula é a primeira e o polinémio L de
Hirzebruch reduz-se a L{p) = %Pl(@'). ‘Segue entdo que:

1 - .
pl{0) = = PV 3.30
0@ =3 [ B(Y) (3.30)
O lado direito é o ndmero de autovalores positivos menos o nimero de auto-

valores negativos de D, portanto um inteiro. Por outro lado:

O(M) = -;-/M TP(V) = %fm! P (V) (3.31)

‘Estabelecemos desta maneira a seguinte proposicao:

PROPOSICAO 3.1 28(M) = 355(0)
O teorema 3.3 pode ser portanto reformulado em termos da fung¢do 5 do
operador D = (xd — dx) associado a métrica definida pela conexio rieman-

niana V agindo nas formas de grau par:

TEOREMA 3.4 9p(0) = 0 € um invariante conforme (projetivo). Ainda,

se M admile uma imersio conforme (projetiva) global em RHY, entao
np{0) = 0.

Outros resultados

Para aplicacao dos resultados desta secgao em exemplos concretos, veja
os trabalhos de J. Millson [42] ¢ K. Tsuboi [62]. Citamos agora, sem demon-
tracao, os principais teoremas destes trabalhos, simplesmente como exemplo
do tipo de resultados que podem ser obtidos. O primeiro deles nos fornece
um critério para decidirmos se quocientes da n-esfera por grupos finitos sao

ou nao conformemente imersiveis em baixa codimenséo:

TEOREMA 3.5 (Millson [42]) Seja p: G — O(n + 1) uma representagdo
de um grupo finito G e considere o espago quociente M = S™/(G, p}. Entao
{TPH(V)} € H¥ Y(M,R/Z) se anula se e somente se p* Pi- ¢ H¥(BG, Z)

também se anula para 4k — 1 < n.
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O segundo resultado é mais direto; como acima, M = S"/{G, p):

TEOREMA 3.6 (Tsuboi [62]) Sejan =3 (resp. n =7) tal que G = 71 (M)
nao € isomorfo d Loy (m > 1). Fnido {éTPlJ'(V)} € H*(O(M),R) (resp.
{TP+(V)} € H'(O(M),R)) ndo € wm inteiro para qualquer representagao

p- Bm particular, M nao € conformemente imersivel em R* (resp. R7).

Por exemplo, SO(3) = RP® = §%/Zs com a métrica de curvatira cons-
tante unitaria nao é conformemente imersivel em R* Ainda, RP7 = §7/Z,
nio conformemente imersivel em R, apesar de ser diferenciavelmente imersi-

vel em R® (pelo teorema de Whitney).

Conclusao

O aspeclo mais interessante da teoria desenvolvida nesta sec¢éo é o ca-
samento entre geometria, topologia e analise. Assim a existéncia de imersio
'conforme', (ue € um resultado geométrico, depende, pelo teorema 3.3, do anu-
lamento de uma certa classe de cohemologia, uma condicdo topolédgica, ou,
equivalentemente pela proposigao 3.1, do comportdmento dos autovalores de

um operador diferencial (teorema 3.4), uma condicio analftica.
1
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Capitulo 4

Polinémio de Jones segundo
Witten

4.1 NOs e seus invariantes

Um né é um mergulho K : 8! — M do S! em uma variedade 3-dimensional
M, usualmente R® ou 83, Dois nés Ky, K3 C M sio ditos isotdpicos se exis-
tir wma familia a um pardmetro de homeomorfismos da variedade ambiente
he: M — M tal que hg € o homeomorfismo identidade e A1 leva K, em Ko,
ou seja, tal que Ag = hy o K. Isotopia de nds é claramente uma relagao
de equivaléncia. Um né é dito trivial se for isotdpico a S' < R® A uniso
disjunta de p-nés distintos é chamada de elo. Trataremos apenas o caso de
nos; todos os resultados, entretanto, sao validos também para elos.

A teoria de nds surgiu no final do século pa,ssadb com a teoria atomica de
Lord Kelvin, segundo a qlual 0s atomos eram vétices de éter e a classificagao
de nds implicaria na classificagdo dos clementos, ¢ preocupa-se em classificar
n6s médulo jsotopia. Tal problema pode parecer bastante especifico; o esforgo
em resolvé-lo, entretanto, exige uma série de técnicas algébricas, topoldgicas e
geométricas de grande interesse. No presente trabalho, estamos interessandos
apenas em aspectos bastante especiais do problema. Para um boa introdugao,

veja (2] (capitulo 10} e [29]; [17] é o texto introdutdrio cléssico usualmente

33
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citado.

A forma natural de classificar nés € procurar invariantes de isotopia, ou
seja, objetos algébricos que se igualam quando dois nds sao isotdpicos. Alguns
dos invarianies descritos na literatura sao os seguintes, em ordem crescente

de forga:

1. determinante do no;
polindémio de Alexander;

grupo do no, dado por. 71 (M — K);

= W

indice da matriz de auto-interseccdo da superficie de Seifert asso-

ciado a um nd;

polinémio de Jones, primeiramente introduzido em [35];

_U'(

6. polindmio HOMFLY, generalizagao tanto do polinémio de Jones

como do polinémio de Alexander introduzida em [26].

Os quatro primeiros sdo invariantes cldssicos ¢ podem ser encontrados nas
referéncias ja citadas. Nosso interesse esta nos dois ultimos invariantes, em
especial no polinémio de Jones. Nenhum dos invariantes listados, entretanto,
é definitivo: se dois nds sdo isotopicos entdao o invarlante & igual, mas a
reciproca pode nao ser verdadeira. Por exemplo, o polinémio de Alexander do
nd de trés folhas € igual ao polinémio de Alexander da sua imagem especular,
apesar destas n&o serem isotépicas. O problema da completa classificacéio dos

nds continua, portanto, em aberto.

wé ve IHAGEH ~ J
u* TREs FOLMAS ESPECULAR D

Seja K um né; o polindmio de Jones Vi (t) de K ¢ um polinémio de

Laurent em uma variavel com coeficientes inteiros calculado a partir da sua
1
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projecio 2-dimensional. . Neste sentido, a definicdo usual do polinémio de
Jones é extrinseca, sendo necessario ainda demonstrar que Vi {t} ndo depende
da projegio. Assim como os outros dois invariantes polinomiais citados na
lista acima !, Vi (t) pode ser definido através de uma relacao de recorréncia,
chamada relagao de skein, que relaciona o polinémio de Jones de um né cuja
projecao possui n-cruzamentos com o de outro né cuja projegao tem (n — 1)-
cruzamentos, sendo necessario portanto dizer qual € o polinémio de Jones do
1é trivial que nao contém mnenhum cruzamento (normalizagio). Considere

trés nés LT, L™, L° idénticos a menos do interior de um pequeno disco, no

qual temaos: )
@& L o

LY L= I°
entdao os polinémios de Jones para L*, L™ e L° se relacionam da seguinte

maneira:
tVLe(8) 4+ W () + (V2 = YD) =0 (4.2)

e 0 polinémio do né trivial é dado por:

¢ -t
Vo(t) = (_“*—*“"31/2 — 5—1/2) (4.3)

O polinémio de Jones goza ainda de uma série de outras propriedades inte-
ressantes (veja [35]). A mals importante vemn do fato do polinémio de Jones
ser capaz de diferenciar um né da sua imagem especular nao-isotdpica (o
exemplo mais conhecido é o chamado nd de irés folhas), ao contrario dos
invariantes 1-3 da lista. Se K denota a imagem especular do né KX entéo
Vi
de Jones [35]).

(1) = Vg(1/t) (para uma demonstragio deste fato veja o artigo original

10g polinémios de Alexander o de Jones sio primeiramente definidos por topologia
e por representacgoes das dlgebras de von Neumann, respectivamente, e depois mostra-
se que & definicdo via relagdo de skein é equivalente. O polinémio HOMFLY é definido
direlamente via relagao de skein, ou através da algebra de Hecke.
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O argumento de Witten a ser detalhado na préxima seccio usa de ma-
neira cssenclal a possibtlidade de se definir o polinémio de Jones a partir das
relagbes (4.2) e (4.3). A estratégia é a seguinte: dentro do contexto de uma
teoria quantica de campos baseada puramente no termo de Chern-Simons (a
segunda classe secunddria), Witten define fungées de correlugdo de observa-
veis fisicos que sdo essencialmente a holonomia da conexdo {agora interpre-
tada como potencial de geuge) de um fibrado principal sobre M a medida que
se percorre o n¢. Verificando que tais funcoes satisfazem relacdes andlogas
a (4.2) e (4.3) temos uma analogia formal destas fungdes com o polindémio
de Jones. Como mencionamos anteriormente, este método é intrinseco, nio

sendo necessdrio projetar o ndé em um plano para se calcular a funcéo de

correlacdo associada.

4.2 Polindémio de Jones via TQC

Seja [P(M?®, SU(2)), A] um SU(2)-fibrado principal sobre uma 3-variedade
riemanniana compacta, sem bordo e orientavel M provido de uma conexio
A 2, que fisicamente ¢ interpretada como sendo o potencial de gauge. Tais
fibrados sdo sempre triviais, ou seja, ¢ = ¢ = ... = 0. Neste contexto,

considere o seguinte funcional sobre o espac¢o de conexoes A em P:

k 2
5= AdA+=ZANAN .
MA&(A dA + 3 A) (4.4)

que generaliza, a menocs da constante multiplicativa, o invariante ¢ definido
no final da seccdo 3.2 dado pela integral da segunda classe secundiria de
Chern TCo(V); k € a constante de auto-acoplamento, assim chamada por-
que o termo de Chern-Simons apresenta auto-acoplamento dos campos de
calibre. Note que para calcularmos o trago é necessirio escolher uma repre-

sentagao irredutivel do SU(2); utilizaremos sempre a representaciio matricial

2Passamos a denotar conexéo pela letra A e curvatura pela letra F ao invés de w e
utilizados no capitulo anterior, pois esta notagio & usual em fisica devido & analogia com
o potencial e o campo eletromagnétices.
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2-dimensional usual 2. Tomaremos S como sendo a agdo de uma leoria
quantica de campos topoldgica % '

O primeiro fato a ser observado é que & néo é invariante de calibre.
Entretanto, vimos que quandd a classe TCo(A) € H®(P,R) é definida entdo

& possivel definir uma classe com coeficientes em R/Z na base; portanto,

1

quando realizamos uma mudanga de calibre A — A’ = gAg™! + gdg™" entao

S = S + n(g), isto é, a agé‘o muda pela adigao de um inteiro que depende
de g € SU(2). Assim sendo, exp(iS) torna-se invariante de calibre desde que
k assuma apenas valores inteiros (assumindo uma normalizagdo conveniente
do trago), o que é a chamada condigdo de quantizagao da constante de auto-
acoplamnento. Definimos, entao, a funcdo de particao de M 3 como sendo o

funcional integral de Feynman dado por:
Z(M) = / D Aexp(iS) (4.5)

onde DA é uma medida no espago de conexoes, que pode nao ser matema-
ticamente bem definida; existem técnicas em fisica, entretanto, capazes de
contornar este problema e efetivamente computar (4.5).

O préximo ingrediente a ser introduzido sdo os chamados leops de Wilson
sobre 0 né K, que sao essencialmente o caleulo da holonomia da conexio A

a medida que se percorre K e fazem o papel de observiveis fisicos da teoria:

W(K) = trP exp (/ A) (4.6)

K
onde Pexp [ A := Il{1 — A(z;)6z;), onde z; é uma particio de K, é a in-
tegral de caminho ordenada, usual em teoria de campos (veja [52], p.276).

W{K) também ¢é invariante de calibre. Conforme observamos anteriormente,

3As representagdes irredutiveis do SU{2) sfo parametrizadas por¢=0,1,2,3, ..., onde
% ¢ fisicamente interpretado como o spin de uma particula quéntica; a representacao trivial
corresponde a ¢ = 0 e a representagao matricial 2-dimensional correponde a ¢ = 1. Para
demonstragao deste fato, veja [50], p.109-112.

AWitten utiliza a palavra ‘topolégica’ para designar covarifncia geral, ou seja, inde-
pendéncia da escolha de uma métrica na base.
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tomamos o trago como sendo o trago matricial usual. Fisicamente, um loop
de Wilson representa a trajetoria de uma particula sem massa e com carga
SU{2) dada pela representacio escolhida. Definimos agora a funcio de cor-

relag@o nao-normalizada do no K:

Z(M, K) = / DA exp(iS)W () (@.7)
e a fungéo de correlagiao normalizada é dada por Z{M, K) = %)Q Trata-

se de um objeto invariante de calibre e, em principio, topolégico, no sentido
que nao depende da escolha de uma métrica em M. Witten demonstra que
este € de fato o caso no limite em que o acoplamento dos campos de calibre é
pequeno (limite semi-cldssico), que corresponde a grandes valores do inteiro
k. Trata-se de um argumento fisico e que sera apresentado na segunda parte
deste trabalho, referente as propriedades fisicas do termo de Chern-Simons
(veja secgao 5.1). '

Deixando todos esses detalhes técnicos de lado, admitimos por enquanto
que a leoria de campos Icuja acdo é dada por (4.4) é bem delinida como
uma teoria topolégica em que as funcdes de particao e correlagio sao de fato
objetos topologicos, no sentido de Witten. Como afirmamos no fim da seccio
anterior, estas fungoes sdo os andlogos do polinénio de Jones; mostraremos
este fato verificando que elas satisfazem uma relacao de skein idéntica Aquela
que define o polindmio de Jones (4.2).

Outro ponto de grande importéncia, que aqui abordaremos apenas breve-
mente, é a quantizagdo candnica desta teoria; para um tratamento completo
deste problema, veja {8]. Tome M = ¥ x R, onde £ é uma superficie de
Riemann; isto corresponde & separagio de espago (X) e tempo (R). Quan-
tizar canonicamente uma teoria de campos em M = ¥ X R significa pro-
duzir um cspago de Hilbert Hy, o espago de estados quéanticos da teoria de
Chern-Simons em 3. Passamos a deserever brevemente como este espaco é

construido.
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O espago de fase classico a ser quantizado ¢ o espago de conexdes flat em
2 médulo transformacoes de gauge M = A;/G; este espago é uma variedade
compacta e de dimensao finita, possivelmente contendo singularidades, de-
pendendo da topologia de .. Tomando uma estrutura complexa J em 2, M
torna-se uma variedade Kahier, cuja forma simplética representa a primeira
classe de Chern de um certo fibrado linear. O espaco de Hilbert de estados
quanticos Hy € o espago de secgoes holomorfas globais deste fibrado; observe
que este é um espago de dimenséo finita, E importante mostrar ainda que Hy
ndo depende da escolha dc J em ; este fato esta ligado a existéncia conexdo
projetivamente flat natural no espago de mddulos das estruturas complexas
emn X; a construgio desta conexio é [eita explicitamente em [8]; veja também

(4].

Obtengao da relagao de recorréncia

Considere que M = M # M, é a soma conexa de duas outras 3-variedades
compactas orientdveis M; e Mz tal que 8M; = M, = % De acordo com
os principios da teoria quantica de campos, o cdlculo das fungoes de particao
Z(My) e Z(My) depende db valor do campo (neste caso, a conexio) nos
respectivos bordos, resultando em um objeto que é um funcional deste dado.
Este funcional do dado 'de fronteira pode ser heuristicamente interpretado
como uma fun¢ao de onda sobre o bordo, ou seja, um vetor em um espaco de
Hilbert, que denotaremos por Hg2. Devido a troca de orientagido , os espacos
Hs2(My) e Hse(Ms) sio duais entre si. Se Vi € Hpa(M1) e Vo € Hee(Ms)
sdo tais vetores, temos que Z(M) .= {V;]V5) 5.

Passamos agora a um breve exercicio visual. Seja,.M = 5% e considere

trés nés L™, L™, L° cada um merpulhado em uma cépia de S2, idénticos

5Veja também a formulago axiomética de um teoria quantica de campos topolégica
de Atiyah em [4].
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a menos do interior de uma pequena bola 2-dimensional, no interior da qual
eles diferem como em (4.1). Cortando-se ao longo desta 2-bola, dividimos
cada S em dois pedagos: o exterior Bg, que contém todo o né menos o
trecho no qual ele difere, e o .interior B, que contém o pequeno lrecho que
difere. Os bordos 0B; e B consistem de 2-esferas com quatro pontos mar-
cados com representacdes do SU(2), correspondentes aos pontos em que o
no cruza os bordos, que estao conectados dois a dois em Bj; denoctamos esta
esfera com ponios marcados por 8(24). Observe que S° = By US(24) Bg. Pro-
cedendo como no paragrafo anterior, a integragao das fungoes de correlagio
Z(Bg,K) e Z(By, L(+’_’0)) resulta em vetores no espago de Hilbert H_gv(:4),
que denctaremos por ¢, ¥1, ¥, ¥, respectivamente. Lembre ainda que
2(8% L9 = (gl (veja figura 1, pig. 48).

O procedimento de qua.ntizagﬁo canbnica apresentado acima ¢ a teoria
de campos conforme % nos fornece que Hge é 1-dimensional e Hg(zd) ¢ 2-
dimensional (veja {48], capfiulo XI). Agora, quaisquer trés vetores em um
espaco vetorial de dimensao 2 sao linearmente dependentes entre si; desta
maneira, existem coeficientes a{™ ™% tais que atyt +a~ ¢~ + a%° = 0.

Fazendo o produto interno desta tltima expressao com ¢ obtemos que:
atZ($* LN +a" Z(S% L) +e°Z2(S% L% =0 (4.8)

restando determinar os coeficientes (%, o que é feito recorrendo-se no-
vamente a teoria de campos conforme. Tais coeficientes dependem de dois
parametros: da constante de acoplamento dos campos de calibre & e da re-
presentagao do grupo estrutural, que no nosso caso estd fixado como sendo

SU(2}) com a representagao natural. Neste ponto, é possivel generalizar no

Neste ponto torna-se essencial o fato da agiio {segunda classe de Chern secundaria)
ser invariante da estrutura conforme de M, como mostramos ne capitule 2. A completa
lipagdo entre a teoria de Chern-Simons em dimensao 24-1 e uma certa classe de teorias de
cainpo conformes em dimensido 1+1 € feita em [46]; Witten aponta que esta relacio reside
no fato de que.o espago de blocos conformes ¢ exatamente o espage de Hilbers obtido
quanlizando-se canonicamente a teoria de Chern-Simons.
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sentido de tomarmos SU(n) (sempre com a representagio natural), obtendo,

assim, o andlogo do polindmio HOMFLY de 2 varidveis; o polinémio de Jones

torna-se o caso particular em (iue n = 2. Outra possibilidade é tomar SO(n)

como grupo estrutural, obtendo assim o chamado polindmio de Kaufmann

[36], também em duas variaveis; o polinémio de Jones é novamente um caso

particular, em que n = 3. Em cada caso, a determinacao dos coeficientes -
acima fornece a relacao de skein desejada.

Retornemos entretanto ao polinémio de Jones. A unica varidvel é a cons-
tante de acoplamento dos campo de calibre & {na verdade uma reparame-
trizacao de k). Os quatro pontos marcados da esfera 534) = 8B; podem
ser conectados de trés formas distintas no interior de By: L*, L—, L% .Um
difeomorfismo adequado de S? leva a configuracio L* em L° ¢ esta em L.
Ao nivel do espago de Hilbert H 52,1 existe uma transformacéao linear B as-
sociada a este difeomorfismo tal que p~ = By° = B¢t (figura 2, pig.
48) . A matriz de B, chamada mairiz de trangamento, satisfaz a equagdo

caracteristica:
B? — (trB).B + (detB) =0 = ¢~ — (trB)p° + (detB)yp* =0  (4.9)

donde vemos que os cocficientes a{t™%) estio ligados aos autovalores da
matriz B. Tal matriz é estudada no contexto da teoria de campos conforme

por Moore & Seiberg em [45]; este trabalho nos fornece que:

at = —exp (kzig) '
o — exp (;3:;:) {4.10)
a® = exp (ﬁ%) —XP (ff%)

e introduzindo-se a reparametrizagao ¢ = exp (1_2:3) temos finalmente que:

LZ(S3 L)~ 7 Z (8% L) + (12 — V) 283, L9 = g (4.11)

reobtendo (4.2). Dividindo-se pela [ungao de partigio Z(S?), vemos que a

relacao de skein também é satisfeita pela funcdo de correlagio normalizada.
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Resta ainda reobter a relagao (4.3). Seja Z(S% K) a funcio de correlagao
da 3-esfera com um né trivial e Z(S®, K2) a funcéo de correlagio da 3-esfera
com dois nés triviais disjuntos. Do desenho abaixo, obtemos da relagiao de

skein que:

efeanl(1))

Z(S3 K) —t7Z( 53 K) 4 (112 4=y 2(8%, K7) (4.12)

Considere agora uma 3aesfera com um elo trivial de duas componentes mer-
gulhados; como anteriormente, a fancao de correlagio é dada por Z(S3, K 2.
Corte eéta. esfera ao longo de uma 2-esfera em dois 3-hemisférios S_‘l e 53
de maneira que cada coinponent.e do clo figue em um 3-hemisfério dife-
rente, ficando o bordo sem pontos marcados. As fun¢des de correlagao

Z(8%,K) e Z(S3, K) sdo vetores ¥y e 1hg do espaco de Hilbert Hg e |
Z{S% K?) = {(¢n|¢s). Realizando o mesmo procedimento para esfera sem
qualquer 16, temos que Z(S°) = (¢n|bs) onde v s = Z{(Siys) € Hse

Mas Hsz ¢ 1-dimensional, portanto vale que:
(Onlds) Wnlvs) = (dnlps) (Pnlds) (4.13)
¢ note que {pn|¥s) = Z(S* K). Portanto:
Z(8%Z(8% K% = [5(8% K))? o (4.14)

Inserindo-se na relagao de skein, obtemos para a fungio de correlagao nor-

malizada:
28t Ky = [~
(5%, 1) = T2 172 (4.15)

reproduzindo (4.3).
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Deduzimos portanto que func¢oes de correlagio de loops de Wilson fazem
papel andlogo ao polinémio de Jones em S°. Neste ponto, mais uma genera-
lizagao é possivel. O polinémio de' Jones {oi originalmente deflinido para nés
em S° (ou R®*). O método de Witten permite generalizé-lo para qualquer

3-variedade como veremos em seguida.

Cirurgia

Exn Ldpologia, chamamos de cirurgia o seguinte procedimento. Seja M
uma 3-variedade e K um ndé mergulhado em1 M. Tome uma vizinhanca tu-
bular centrada em K homeomorfa a um toro sélido. Remova este toro sdlido,
partido M em duas novas 3-variedades: o toro solido My e seu complemento
Mc. Note que M1 = Mg = T? = S' x S1. Agindo em My por um
difeomorfismo S e recolando as duas partes obtemos uma nova 3-variedade,
que denotamos por MS = Mg U2 S(M7). O resultado fundamental é que
para qualquer 3-variedade compacta, conera e orientdvel M existe um ndé K
sobre a 3-esferu tal que M é homeemorfa ¢ 3-variedade oblida por cirurgia
em S% ao longo de K (demonstracao em [41]) 7.

O cdlculo das fungdes de particdo em Mg e Mt resulta em vetores ¢ e
P do espago de Iilbert Hr2, de maneira que Z(M, K) = {¢cldr). Ao nivel
do cspaco de Hilbert, o difeomorfismo 5 age como uma translormacao linear,
que também denotaremos por S'., de Hrz, portanto Z{M 5 K) = {¢c|Svr).
Fixando uma base em Hz2, S pode ser representada por uma matriz, cha-
mada de matriz de cirurgia.

A teoria de campos coulorme cubra novancnbe cm cena para sc csbudar as
propriedades da matriz de cirurgia. Esta teoria fornece uma escolha candnica

de base {5;}7 para Hp» de maneira que a cada elemento da base 7, esta

TPara um apresentagiio simples sobre cirurgia ¢ um resultado anilogo em superficies,
veja 2] p.161.
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1
associada uma representacio irredutivel R; do grupo estrutural SU(2). Uma

destas representacgoes ¢ necessariamente a representagio trivial, que ajus-
tamos como sendo 79. Na 1'epresenta(;§,0 trivial o loop de Wilson anula-se,
portanto calcular a funcao de correlagao do loop de Wilson de um né com a
representacao trivial é o mesmo que calcular a fungao de particao, ou seja,
no = 7. Nesta base a matriz de cirurgia é dada por (Sy) e S¥r = Son;-

Seja agora M = (S 3)8 uma 3-variedade qualquer, que se obtém por uma
cirurgia S a partir de S® ao longo do né K. A fungao de partigao de M é
portanto dada por:

Z{M) =" S Z(S% K, Ry) (4.16)
onde R; é a representacdo que associamos 2o n6 K C S3.

Seja agora L um né em M ao qual associamos uma representagao P; ¢
seja K o né sobre S° cuja cirurgia resulta em M; considere L e K disjun-
tos. Sabemos calcular a funcio de correlagao do loop de Wilson do né L
sobre 3-esfera Z(S%; L, P;). As repctidas cirurgias que transformam 5% em
M transportamn o né L e a representacgao associada para a nova variedade

ambiente. Assim, a funcao de correlagio de W (L, P;) em M fica dada por:
Z(M;L,P) =" 85y2(5° K,Rs; L, Py) (4.17)

Da ultima expressio é ficil de observar que as fungdes de correlagio ge-
neralizadas Z(M; K, R;) também obedecem a relagdo de skein. O cédlculo
de exemplos concretos depende da teoria de campos conforme e da teoria
de representacgoes de SU(2) para se conhecer a matriz de cirurgia. Um caso
particular € mostrado na seccdo seguinte: calculamos a funcao de particao
de $% x S e, por cirurgia, obtemos Z(S*).

Concluimos, assim, a apresentagio da abordagem de Witten ao polinémio
de Jones. Outra apresentagao seguindo a mesma linha mas matematicamentc
mais rigorosa pode ser enconlrada no longo artigo de Reshetikhin & Turaev
[55]; este trabalho é o primeiro de nma série de artigos que busca formalizar

matemmaticamente as idéias acima expostas.



CAPITULO 4. POLINOMIO DE JONES SEGUNDO WITTEN 45

4.3 Um exeniplo concreto

Nosso objetivo é calcular a funciao de particao da 3-esfera através de cirurgia
de 5% x S1. Comecamos com algumas consideragtes gerais sobre a fungao
" de partigio de 3-variedades da forma ¥ x S1, onde ¥ é uma superficie de
Riemann. .

Seja Hyx o espago de Hilbert associado a ¥ a teoria de campos con-
forme nos fornece a dimensao (neste caso finita) deste espaco. Introduza
uma diregdo temporal tomando o produto % x [0, 1] e propague, usando o
hamiltoniano da teoria de Chern-Simons, o espaco Hy do tempo ¢ = 0 ao
tempo t = 1. Esta operagio é, em geral, uma transformacao linear de Hy, o
hamiitoniano H da teoria. Finalmente, identificando & x {0} com ¥ x {1},

obtemos ¥ x S1. De principios da teoria quintica de campos:
Z(Z x 8) = tr [exp(iH )] (4.18)

Entretanto, o hamiltoniano da teoria de Chern-Simons é nulo 8. Entéo, sendo

Id a transformacao identidade:
Z(Z x §Y) = ¢rlid] = dim Hy (4.19)

Para conhecer o lado direito da expressao acliina novamente recorremios
para teoria de campos conforme. Apenas um caso particular é de interesse

para o nosso presente objetivo:

dimHge =1
. 1, seR=10 '
dim HS%.) 1 0, caso contririo (4.20)
) 1, se Ry = R»
dimHg = ’ ! 2
2 0, caso contrario

%0 hamiltoniano é dado pela componente 00 do tensor de energia-momento, gue cor-
responde a derivada funcional da lagrangeana em relacio a métrica; portanto toda teoria
topolégica, isto &, covariante geral, possui hamiltoniano nulo.
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onde 8(21,2) denota a 2-esfera comm um e dois pontos marcados com repre-
sentagoes 10y e 0 € a representagio trivial. Temos portanto que Z (8% x
SH =1 _

Conhecida Z(S? x S'), passamos a cirurgia de $% x 5! que resulta na
3-esfera. .

Para facilitar a visualizac@o, veja primeiro este exemplo 2-dimensional.
Comece imaginando um disco D? centrado na origem do plano R%. A
operacdo de inversao do plano {f(z) = E@P) leva o disco no seu comple-
mentar R? — D? deixando invariante o cfrculo 5 = 8D?%. Compactificando-
se R? — D? com um ponto no infinito obtemos um outro disco D2, que
.pode ser visto como sendo a imagem homeomorfa de D? pela inversio f(x).
Coian&o-se os dois discos, clujos bordos sao identificados, obtemos uma 2-
esfera % = D? U, D2, _

Agora tome um disco £ sobre a 2-eslera. Em 5% x S temos o toro sélido
D x 8%, no centro do qual podemos imaginar um circulo, ou seja, um néd
que chamamos de K. Note ainda que (S° — D) x S! também & um toro
sélido. Portanto S% x S! pode ser obtido colando-se dois toros sdlidos com o
homeomorfismo identidade ao longo do bordo 7% = 8(5% x §*).

Por outro lado, tome um toro sélido 7' mergulhado no R?, visto como
scndo a 3-esfera menos um ponto. A inversao deste toro leva-o no sen com-
plemento R® — T deixando fixo o seu bordo; acrecentando-se o ponto no
infinito ficamos com §° — T. Portanto, a 3-esfera também pode ser obtida a
partir de dols toros sélidos, colando-se-os pelo homeomorfismo inversio.

Portanto, para obtermos a 3-esfera a partir de S x S', corte um toro
solido T} de S? x 8! no centro do qual estd um né trivial KX, obtendo um
segundo toro Ty = (8% — D) x Sl Aja com o homeomorfismo inversio no
bordo 8T} e cole-o no segundo toro 7y, obtendo assim a 3-esfera.

A matriz correspondente a esta cirurgia é estudada por Gepner & Witten

em [28] usando ieoria de representacdes de algebras de Lie, sendo dada por
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(lembrando que o grupo estrutural ¢ SU{(2)):

[ 2 o (DG + D
Sy = ms ( k12 ) (4.21)

onde k é a constante de acoplamento dos campos de calibree i, j =0, 1, ..., &.
De (4.16) e (4.20) e sendo K um loop de Wilson ao longo do né que utiliza-

mos para fazcr a cirurgia descrita no pardgrafo anterior marcado com uma

representacao f; temos portanto que:
Z(8%) = 3, 80;2(8% x 8%, Ry) = Spp N
3 3 o (4.22)
= Z(S°) = \/gsen (k—JFQ)
e para a 3-esfera com um loop de Wilson do né trivial assocliada a repre-
sentagao fi;:
Z(S%Ri) =3, So; Z(S% x St Ry, Ry) = Sy
= Z(8%R,) = \/%sen (%E) (4.23)

Estes resultados juntamente com (4.12) e (4.15) e com o fato de que toda
3-variedade compacta pode ser obtida por repetidas cirurgias a partir da
3-esfera nos fornece, em principio, toda a informacio necessaria para calcu-
larmos fungdes de particao e correlagao em gualquer 3-variedade compacta
M. Restam entretanto, dois grandes obstaculos: conhecer a cirurgia que
transforma S em M e a respectiva matriz de cirurgia.

Existe uma boa quantidade de {rabalhos que se preocupam em compu-
tar os invariantes propostos por Witten em cerlas classes especiais de 3-
variedades. No mais importante deles, Freed & Gompf [25] calcularam outros
exemplos (variedades de Seifert), seguindo dois métodos, sendo o i)rimeiro
este que acabamos de apresentar, via cirurgia, e o segundo via integrais de
Feynman, gue apresentaremos em seguida (secgao 4.4). Os resultados obtidos
por um e outro batem; os autores inberpretam este fato como uma evidéncia
da validade, em algum sentido, das técnicas de teoria quantica de campos,
em especial da integral de Feynman, cujo pleno significado matematico per-

maiicce obscuro.
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FIGURAS

FIGURA 1: (a) mostra um né genérico C em
uma 3-esfera M, uma pequena esfera S
envolve um cruzamento tipo L. Em (b), M
foi cortada ao longo de S, produzindo o
interior (BI;) e o exterior (Bg) de S. A relagdo
de recorréncia é obtida consicierando—se a

troca de Bg como em {¢). (ref. [67])

GURA 2: (a) e (b) mostram como os pontos marcados sobre a 2-
era S%4) podem ser permutados entre si com um difeomorfisino, de

de surge a matriz de trancamento B. (ref. [67))

FIGURA 3: A variedade de transi¢do entre um tri-toro e dois bi-toros
pode ser obtida da seguinte maneira. Tome dois quadri-toros solidos V,
e V,. Do interior de V,, extraia dois bi-toros solidos como na ilustragdo
acima, obtendo W, tal que 6W,=0V,LZ,L,’. Agora do interior de V,

" extraia um tri-toro soélido, obtendo W, tal que AW,=6V,LX: A
variedade de transicio é obtida colando-se W, e W, ao longo do bordo
comum OV =dV,, (ref. {13])



Capitulo 5

Aplicacao a teoria de campos

5.1 Chern-Simons como teoria topolégica

Para iniciar o estudo das propriedades fisicas do termo de Chern-Simons,
vamos mostrar que a teoria de campos cuja acio é dada por (4.4) é uma teoria
topolégica, no sentido que as fungoes de partigao e correlagao associadas a
observaveis fisicos {loops de Wilson) nio dependem da métrica na variedade
de base. Isto serd feito, seguindo Witten [67], no limite semi-cldssico em que
o auto-acoplamento dos campos de calibre é pequeno; esta condigao também
€ essencial para que se possa fazer os calculos pertubativos usuais em teoria
de cam]ﬁos. '
Antes, porém, apresentamos apenas um breve eshbog¢o do argumento aquil
exposto com o objetivo de tornd-lo mais claro. A maneira usual de se cal-
cular a func¢do de particdo de uma teoria de calibre ndo-abeliana envolve a
escolha de um gauge e a introdugdo de termos compensantes na lagrangeana,
os chamados campos fantasmas de Faddcev-Popov. Tal escolha de gouge
envolve neste caso a cscolha de uma métrica na base. A resposta final fica
independente dos campos con'lp'e'nsantes, mas dependente da métrica. Tal

dependéncia é levantada verificando-se que a resposta final é proporcional a

49
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um invariante topolégico * conhecido como torgao de Ray-Singer. O primeiro
a notar a conexao entre o invariante de Ray-Singer e fungées de parti¢do em
uma certa de Leoria de campos foi Schwarz no interessante artigo [59].-

A func¢édo de particido da teoria de Chern-Simons é dada por:

ik

Z(M)zf’D.AeXp(4 /Mtr(/l/\dA~l—§A/\A/\A)) (5.1)

T

No limite em que k é grande, a exponencial torna-se fortemente oscilatéria
e os pontos criticos da acao'(solugdes classicas) sao os que contribuem mais
fortemente para a integral. Aproximamos entdo A por uma perturbagao em
torno do ponto critico A = Af + a. Entretanto, sabemos de (2.18) que os
pontos eriticos do termo de Chern-Simons sio as conexdes de curvatura nula,
chamadas conexoes flal; para uma demonstragio explicita deste fato veja
a dedugdo da equagdo de movimento da lagrangeana de Yang-Mills-Chern-
Simons na secgio 5.3. Classes de equivaléncia de calibre de tals conexées cor-
respondemn a classes de equivaléncia de homomorfismos A : 7 (M) — SU(2},
isto é, representacoes do grupo fundamental em SU(2). Como P{M 3, SU(2))
é trivial, cada homomorfismo h corresponde a uma conexao A tal Quc, se
{v} € = (M), entao R{{y}) é igual a holonomia da conexdo A quando se
percorre o caminho v.

Entramos agora com uma hipotese adicional: para que a nossa apro-
ximagao seja valida é necessdrio que a topologia de M seja tal que exista
apenas um ndmero finito de tais representacdes ?; consequentcinente, a a¢ao
de Chern-Simons terd apenas um niimero finito de pontos criticos; para tanto

é necessario que H1(M,R) = 0. Tal condigdo ¢ satisfeita, por exemplo, por
uma classe especialmente interessante de 3-variedades: as esferas de homo-

logia, que sdo 3-variedades com a mesma homologia da esfera.

INa verdade, um invariante diferencial, pois sua definicio baseia-se na cohomologia
de de Rham; & a generalizagho de um invariante puramente topolégico, a Lor¢io de
Reidemeister.

2Equivalentemente, o espago quociente A/G, onde A é o espago de conexdes flat e G &
o grupo de translormagées de calibre, tem dimensio zero.
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Assim sendo, podemos reescrever a agio S(4) da seguinte maneira (exclu-
indo-se o fator multiplicativo) em torno de um ponto critico Ay
S(A) = S(Af+a)= [jytrl{Af+a) ANd(Af +a)+
+§(Af—|—a,)/\(Af—l—a)/\(Af+a)] .
= S{Af)+2 fitrla A{dAr+ Af A Af)]+ (5.2)
+ farla A (da + 2a A Ap)] + O(a?)
= S(Af) + fystr{a Adaa) + 0(a®)
onde d 4, denota a derivada covariante em relagéo a conexao flat Ay; também
desprezamos os termos de ordem trés no campo perturbativo a. Nesta apro-

ximagao, (5.1) fica reescrita como sendo:

Z{M) =Y exp (ES(A?)) /‘Da exp (%/M'&r(a A dAfa)) (5.3)

onde p indexa os pontos criticos da agéo. Por simplicidade, passamos a deno-
tar por u(A,) a soma das cof’;tribuiqées das concxoes flal, que ja é puramente
topologica.

Para efetuar a integragao remanescente recorremos ao método de Faddeev-
Popov (sobre esta técnica, veja [56] p. 250; veja também o apéndice de [59]),
que consiste em substituir a acao & por uma agao eletiva incluindo um termo
de escollia de gauge ® e um termo cinético dos chamados campos [antasmas
para compensar esta escoltha. Para fixar um gauge conveniente para o pre-
sente caso € necessaria a escoiha de uma métrica em M, 0 que aparentemenie
estraga a covariancia geral da teoria. Veremos, entretanto, que o resultado
final fica independente desta métrica.

O gauge que escolhemos é dj,fa = (); a escolha de uma métrica esta
unplicita na definicao da coderivada covariante djlf' O resultado do proce-
dimento de IFaddeev-Popov é modificar a fungao de parti¢io para a seguinte.
exXpressao: _

Z{M) = p(4y) [ DaDeDy DT

:-. . _ 5.4
exp (ﬁfM . {a/\dAfa+2¢/\dAfﬂ,+dAf??/\dA!?}'}) (5.4)

3Tal escolha é necesséria para nao somar conexdes gauge-equivalentes.
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onde ¢ é uma 3-forma. que age como um multiplicador de Lagrange que
assegura a escolha de calibre e 7 € 9 sio os campos fantasmas (escalares

complexos).

Definindo convenientemente uma métrica e um operador tipo Dirac no
espaco de formas G-valuadas A (M, G) transformamos a integral acima numa

integral Gaussiana %. Se ¥1 e 99 sao k-formas, definimos o produto interno:

Wilba) = [ tronAxi) (5.5)

onde * é o operador estrela de Hodge e o seguinte operador definido sobre as

formas de grau impar:

DAY M, Gy A} M, G) — AYM,G)@ A*(M,G)

(a, §) - (xda, + dAf*)(a: #) (5.6)

ou, em formato matricial:

D(a, @) = ( Zi;‘i d*‘g’* ) ( :; ) (5.7)

Note que D ¢ auto-adjunto. Peitas as definigées, podemos reescrever os dois

 termos do integrando em (5.5) da seguinte maneira:
{(a,#)\D{a,#)) = fustr {a Ada,a+2¢ A diy 0}
\ i (5.8)
<??IdAfdAf7}'> = fM tr {dAf"'? A dAf?}}
Note que Ay = d*AfdA:, ¢ o laplaciano usual em O-formas. A funcao de

particao fica entao reescrita como sendo, em termos de integrais gaussianas

NOs Campos:
2001) = 14 [ DDEDIDTR (TG0, 1D ) + 01 @)

det (Ao)

y/det(D)

4Sobre este tipo de integrais muito importantes em tcoria de campos, veja [56], p.
191-194.

= Z(M) = p(4) (5.10)
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onde é importante notar que a métrica estd escondida no laplaciano e no

operador de Dirac D e que

¥das, dagx sda, dax Y [ Aq U)

'Dgz(dAf* 0 Jldyr 0 )7L 0 &
= [det(D))* = [det(A;)][det(Az)]

(5.12)

Independéncia da métrica e problema da fase

Chegamos agora a um ponto delicado. A escolha de calibre fcita para
calcularmos a funcio de particio Z{M ) fez com esta ficasse dependente da
escolha de uma métrica em M. O espectro laplaciano Ag é positivo definido,
o que nos garante que det(Ag) é um real positivo. Entretanto, o operador
de dirac [J, sendo de primeira ordem, nido necessariamente possui apenas

" autovalores reais; de fato, como mostra Witten em [67], /det(D) apresenta

uma fase nao trivial:
1 i 1
dot(D) 4 = oxp (F10(0) ) | det(D)|4 (5.12)

onde 7p(0) é a fungio eta do operador D descrito em {5.7), definida a partir
dos scus autovalores como em (3.18) °. _

Para levantarmos a dependéncia na métrica em (5.10) analisamos sepa-
radamente o valor absoluto e a fase do lado direito de {5.10).

O valor absoluto da razao de determinantes em (5.10) pode ser identifi-
- cada com a tor¢ao de Ray-Singer, definida em [54] como sendo:

2

log T (M, £ip) = 3 (~1Y jlog[det(A;)] (5.13)

=0
onde F, é o fibrado trivial comn conexdo Ay associados a uma representagio

h:mi(M) — SU(2) e A; denota o laplaciano em j-formas com valores na

5Na secgdo 3.2 mencionamos que a segunda classe secundéria estéd relacionada com o
invariante 7; é interessante notar que esta relagio ressurge no contexto de teoria quintica
de campos. '
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dlgebra su(2). Lembrando que xA; = A, ;% = det(A;) = det(A,_;), pois

* é um isomorfismo, € especializando para n = 3, temos que:
T(M,E) = [det{A;)] [det(Az)]*[det(As)]~>

— [det{Ag)]%[det{A,)] = (ﬁ;—(?%lﬁ) - (5.14)

Para que a tor¢do de Ray-Singer seja de fato independente da métrica
em M é necessdria mais uma restrigao sobre a topologia de M: os grupos de
cohomologia de de Rham das formas com valores na 4lgebra de Lie su(2) de-
vem ser todos triviais {veja teorema 2.1 de [54]). Esta restri¢ao surge porque
se os grupos de cohomologia forem nao-nulos entac pelo teorema de Hodge
o laplaciano A possui autovalores nulos e, porfanto, det(A;) = 0. Esta difi-
culdade técnica pode ser superada tomando-se o determinante det{A;) como
sendo o produto apenas dos autovalores ndo-nulos (portanto positivos) do
laplaciano. Assim, a demonstracio do teorema de invaridncia de Ray-Singer
funciona sem a forte restricao de trivialidade do anel de cohomologia de M.

Retornando ao problema da fase de det(D)“ﬁl, podemos proceder de ma-

neira semelhante ao que foi feito na secgao 3.2 para expressar 17p(0) em

. xd d*
termos de S{Ay). Seja B = dx 0

nexao nula, acoplado apenas a métrica embutida em *. Sendo [ um caminho

, isto é, o operador I? associado & co-

ligando a conexdo nula a Ay, podemos aplicar (3.21), obtendo:

e2(G)
27

(np(0) —75(0)) = S{Ay) - (5.15)

b =

onde co(G) é o valor do operador de Casimir do grupo de calibre G na repre-
scntagao adjunta, sendo c(SU(2)) = 4. '

Desta maneira, temos finalmente que:

Z(M) = X,exp (3(mn5(0) + e2(G)S(4p))) (AT (M, £y) %
= exp (Ena(0)) X, exp [i(k + 1e2(G))S(4,)] T(M, B,)
| (5.16)
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onde a soma ¢ sobre todos 0s pontos criticos da acao de Chern-Simons, isto &,
sobre todas as classes de calibre de conexdes flal. O primeiro efeito provocado
pela fase de y/det(D) é um shift da constante de acoplamento k pelo operador
de Casimir ¢x(G). A depen.dén(.:ia. na métrica estd agora apenas na fase
27(0), embutida na fungao eta. Nosso objetivo agora ¢ levantar esta iltima
dependéncia.

Para tanto devemos aplicar o feorema 4.2 de [7] (lembrando que estamos
trabalhando com esferas de homologia H(M,R) = 0). Este resultado nos
diz que: '

“15(0) + 5=5(9) (5.17)

onde V ¢ a conexéo riemanniana associada & métrica embutida em *, é um
invariante topologico, o indice do operador B agindo nas formas de grau par.
Podemos multiplicar a funcio de particao (5.16) por exp (ﬁS(V)), pois a
adicdo de uma fase global na funcdo de particdo é fisicamente irrelevante,

obtendo:

| Z(M) = exp [z'?r (%1’;3(0) + ﬁ;S(V))

Sy exp [ilk + $ea(C))S(Ap)| T(M, Bp) (5.18)

tornando-a finalmente independente da métrica, ou scja um invariante da
estrutura diferencivel da 3-variedade M.

No caso de H'(M,R) # 0, o espago médulo A/G é uma variedade dife-
renciavel pois A é um espago afim portanto uma variedade diferenciavel na
qual ¢ age liviemente. Witten argumenta em (68| que o procedimento acima
pode ser reproduszido, o resultado final sendo a troca da somatéria de (5.18)
por uma integral sobre toda variedade A/G.
| Concluimos, assim, que a teoria de Chern-Simons ¢ de fato uma teoria
topoldgica, no sentido de scr independente da escolha de uma métrica, pelo
menos no limite semi-cldssico de pequeno acoplamento entre os campos de

calibre e em variedades como 3-esferas de hoinologia.
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Teoria quantica de campuos topolégica

Outros dois trabalhos que lidam com a quanlizacdo da teoria de Chern-
Simons sao [8] (quantizacio geométrica quando M = X x R) e [9] (teoria
de perturbagio}. Para uma ektensa revisdo de teorias de campo topoldgicas,
veja [12]; igualmente interessante € a abordagem axiomatica de Atiyah em
[4]. Em trabalhos anteridres ([65] e |66]) ao apresentado no capitulo anterior
sobre o polinémio de Jones, Witten utilizou-se deste tipo de teoria para cons-
truir anadlogos em teoria quantica de campos dos polindomios de Donaldson
(invariantes da estrutura diferenciavel de 4-variedades compactas, simples-
mente conexas e orientdveis}, da homologia de Floer (invariante topoldgico
de 3-esferas de homologia) e do invariante de Gromov de curvas pseudo-
holomorfas em variedades complexas. Estes trabalhos sao talvez os melhores

exemplos do grau de interagao existente entre a topologla e a teoria quantica.

5.2 Relatividade geral em dimensao 241

Nosso objetivo nesta secgdo é mostrar como a relatividade geral em dimensao
2+1 pode scr feita equivalenie a uma teoria de calibre cujo potencial de cali-
bre ¢ construido a partir do dresbein ¢ da conexao de Levi-Civita associada.
O grupo de calibre é o grupo de Poincaré 1.50(2,1) ¢ a agdo envolve apenas
o termo de Chern-Simons (4.4). Esta apresentacdo segue os trabalhos de
Witten [64] e [68] . |
Seja M uma 3-variedade compacta com ou sem bordo modelando o espago-
tempo (2-+1)-dimensional, com uma métrica gy de assinatura loreniziana.
Na formulac¢ao usual da relatividade geral, a métrica gu € a Unica varidvel

dindmica. Faremos uso de uma formulacao ligeiramente diferente usando

como variaveis dinémicas os seguintes objetos associados & métrica:

SNeste trabalhos, Witten também trata o caso de constante cosmolégica nae nula, que
ndo aberdaremos aqui. '
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1. a conexao de Levi-Civita w, que também pode ser vista como uma
conexdo no fibrado P(M,S50(2,1))}, i.e. uma 1-forma com valores
na algebra de Lie do grupo de Lorentz; a respectiva curvatura

riemanniana € a 2-forma dada por R = dw + w A w;

2. o dreibein e, i.e. um referencial mével sobre M; os espagos tan-
gentes a M podemn ser vistos como algebras comutativas, sendo
cada vetor um operador de translacao; esta relacao resulta numa

~ 1-forma em M com valorcs na algebra das translagoes.
1

Incluindo o grupo de Lorentz ¢ 6 grupo das translacdes no grupo de
Poincaré a curvatura R e o dreibein ¢ passamn a ser uma 2- e uma J-forma
com valores na algebra de:I 150(2, 1), respectivamente. O escalar de curvatura
associado a ggp fica dado por e A R (lembre que estamos em dimensao 2+1)

¢ a lagrangcana de Linstein-Hilbert assume a [orma:
‘CEH = /ﬂl} e = ]M eijkég (ajw: — 8kw;-‘ - eabcw;-’wz) (519)

onde i, 7, k sio indices espaciais-temporais e @, b, ¢ sao indices na algebra de
180{2,1). Tmpondo variacdes de primeira ordem no dreibein e, = eg -+ 50 e
na conexao de Levi-Civita wy = wg + ta = R, = Ry + tDa, onde D denota
a derivada covariante em relacdo & w, e aplicando o meétodo variacional em
(5.19), obtemos:.

Ly (83, w;) == fM (eo A B+ t(eo M Da) + .5(‘3 A Rg) + 0(52)) (520)

donde segue que:

éit-C'EH 5420 = (60, *DO:) = {*Deo, O:) =0= Dey=10

'ﬁﬁEHLt:h ={Ro, ) =0=> Ro=0

(5.21)

A prineira equagao simplesmente nos diz que a métrica € livre de torgao, i.e.

que a conexao associada ao dreibein € de fato a conexdo de Levi-Civita. A
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segunda equacao € o analogo da equacgio de Einstein para o campo gravitaci-
onal livre, pois em dimens&ao 3 o tensor de Ricci € nulo se e s6 se a curvalura
escalar for nula. O procedimento acima ¢ conhecido com método de Palatini
para dedugado da equaciao de Finstein via método variacional.

Antes de produzirmos o campo de calibre A a partir de e e w precisarmos
estudar algumas propriedades do grupo de Poincaré. 1.50(2,1) é um grupo
de Lie ndo-compacto de dimensdo 6. Sua algebra de Lie é gerada pelos 3
geradores infinitesimals das transformacoes de Lorentz J* mais os 3 geradores

das translacgoes P2, sendo definida pelas seguintes relagoes de comutagao:
[Ja, Jb] = Eabc.]c [Ja, Pb] - EabcPc [Pa, Pbi ={ (5.22)

Note que os geradores das transformagdes de Lorentz J, formam uma subalge-
“bra, portanto SO(2,1) é um subgrupo de Lie de 180(2, 1); por outro lado,
os geradores das translaces formam uma subalgebra comutativa, portanto
as translacgoes formam um subgrupo abeliano de [ S0(2,1), que denotamos
por T note que T também possui uma estrutura vetorial natural.

O fato de que J, e P;, nao comulam implica que I1S0(2,1) # S0O(2,1) x
T. De fato, lembramos que existe um homeomorfismo de /SO(2, 1) para
S0(2,1) cujo nicleo é o subgrupo das translagdées 7. Desta forma, o grupo
de Lorentz pode ser visto como sendo um espago homogéneo SO(2,1) =
IS0(2,1)/T,ie I1S0(2,1) é o espago total de um T-fibrado sobre SO(2, 1).
Como T pode ser naturalmente identificado com o R?, IS 0(2,1) pode ser
identificado com o espago tangente do grupo de Lorentz T'S0O(2, 1); como vi-
mos, este fibrado é nio-trivial, mas necessariamente paralelizavel pois
S0(2,1) é uma 3-variedade. A escolha de um dreibein corresponde a escolha
de um paralelismo de SO(2,1). Esta fibragio ¢ fundamental, pois simplifica
muito o procedimento de quantiza¢ao candnica da teoria.

Qutro ponto relevante é o seguinte: para que uma teoria de calibre com
grupo 1 §0(2, 1) fique bem definida ¢ necessario que exista uma forma bilinear

invariante nao-degenerada na dlgebra de Lie de 7S0(2,1). No caso de grupos
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compactos usamos a forma de Cartan-Killing K (7,,7;) = tr{TxTp}. Tal
forma existe em ISO(2,1) e é dada por W = tr{J,P%}.

O potencial de calibre, i.e. a conexio no fibrado 13(M, 180(2,1)), é a
1-forma com valores na &lgebra de Lie de 150(2,1) dada por:

A= el Py + wiJ, (5.23)

Observe ainda que o objeto acima de falo se transforma como uma conexao.
Verifica-se que a agio de Chern-Simons (4.4) ¢ equivalente & agdo de Einstein-
Hiibert (5.19). O método de Palatini é imediatamente reproduzido. Como
observamos na sec¢ao anterior, a equacgio de movimento associada a lagrange-
ana de Chern-Simons é simplesmente o anulamento da curvatura associada
conexao: F = DA = ). Assimm, o anulamento da parte translacional da curva-
tura fornece a primeira das equagdes de movimento de (5.21) e o anulamento
da parte lorentziana nos fornece a segunda. Esta é uma primeira indicagao
que a lagrangeana de Chern-Simons descreve corretamente a relatividade ge-
ral em dimensao 24+1. Como evidéncia definitiva deste fato basta substituir
(5.23) na agio de Chern-Simons; este cdlculo pode ser feito usando-se coor-
"denadas e nao apresenta dificuldade, sendo importante notar que trJ* =0 e

que em dado momento usa-de a primeira equacao de movimento.

,
Quantizagao candnica e fungao de partigio

Passamos a0 problema de quantizar esta teoria, cujo ponto principal é
calcular a sua fungdo de partigao, semelhantemente ao que foi feito na secgio
anterior. Como veremos, h& uma pequena sutileza que simplifica o resultado
final: especificadamente, a problemédtica fase dependenie do invariante 5 é
cancelada.

Primeiro trataremos brevemente da quantizagio candnica da teoria, que

apresenta algumas particularidades em relagdo aquela apresentada na secgao
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4.2. Novamente o espago de fase classico a ser quantizado € o espago de
conexdes flat em P médulo transformagoes de calibre M = Af/G. A fibragio
de 1S0(2,1) sobre SO(2,1) e o fato de que DA =0 = De =0, Dw-=10
faz como que M seja uma fibragio sobre A/, o espago de conexdes flat sobre
P(M,S0(2,1)) médulo transformagoes de calibre: de fato, M ¢é o fibrado
cotangente de V.

Quanticamente, impomos que o dreibein e a conexao de Levi-Civita sao
variaveis canonicamente conjugadas (pols M = T*A), w fazendo o papel de
‘coordenada’ e e [azendo o papel de ‘momento’. Assim, o espago de Hilbert
H de estados quanticos é o espaco de funcoes de quadrado integrdvel em N
Veja que este espago € de dimensdo infinita, ao contrario do que ocorre no
caso tratado na secgao 4.2; isto deve-se ao fato do grupo de calibre /50(2, 1)
ser nao-compacto. Seria também possivel construir H de maneira andloga
a da seccao 4.2, mas a construcio apresentada acima é melhor por ser mais
explicita. '

O espaco A nao é conexo, sendo que cada componente estd associada a
um valor diferente da classe de Euler de P/{Z, S0(2, 1)). Se & tem género g,
a classe de Euler e(P’) pode assumir os valores 29 — 2, 29 — 3, ..., —(29 —2),
sendo que os valores negativos diferem dos positivos devido a inversdo da
orientacao. Como inversao da orientagac apenas transforma o espago de
Hilbert associado no seu dual, temos essencialmente 2g —~1 espagos de Hilbert,
um para cada componente de A a menos de orientagio.

Existe entretanto wma manecira de escolher canonicamente um destes
espacos. Cada ponto de' N pode ser visto como um homomorfismo
¥ ;w1 (T) — 80(2,1), via holonomia. Lembrando que H:(E,2) = m1(%),
pois o grupo fundamental é abeliano, tome a;, b; como sendo os geradores

deste grupo, onde ¢, 7 = 1, ..., g, submetidos & relacao
arbiar bt aghga, b, = 1 (5.24)

A imagem destes geradores em SQ(2, 1) via % sdo elementos [/, V; satisfa-
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zendo a relacio :
UV VLU VUV = 14 (5.25)

A invaridncia de calibre da teoria exige que esta representagao seja invariante
por conjugagao, i.e. dois homomorfismos 9 e ¥’ sao equivalentes se existir
E € 50(2,1) tal que U; = E~YWU/E e V; = E7'V/E. % é um mergulho
discreto se cada U;, V; # Id; apenas os homomorfismos que sao mergulhos
discretos sio fisicamente aceitiveis.

Entretanto, existe um resultado em teoria de superficies de Riemann di-
zendo que % ¢ um mergulho discreto de 71(%) em S0{2,1) se correspon-
der & holonomia de conexdes flat de um fibrado P/(X,S0(2,1)) tal que
e(P’) = 2g — 2. Assim, o espaco de Hilbert fisicamente relevante é aquele
associado a classe de Buler 2g — 2, ou seja, o espago das fungdes complexas
de quadrado integravel W(U;, V;) tais que: (i) sdo invariantes por conjugagéo;
(ii) I7;, V; delinem uma conexdo flat em P'(X, SO(2,1)).

Passamos a tratar agora do cilculo da fungdo de parti¢dio. Inicialmente,
considere M uma 3-variedade compacta sem bordo; o caso com bordo serd
tratado em seguida. O procedimento ¢ anédlogo ao da seccao 5.1, utilizando
o método de Fadeev-Popov e o resultado final sendo novamente identificado
éom a torcdo de Ray-Singer, i.e. um invariante topoldgico. Ha entretanto
algumas sutilezas. E importante lembrar que se H1(A, .Z) = {) entao o espaco
de médulos N tem dimenséo nula, ou seja, consiste de um nimero finito de
pontos isolados, o que transforma a integral da funcao de particdo numa
soma finita. O caso geral € bastante complicado, pois o espaco M, sendo o
espago total de um fibrado vetorial, é necessariamente ndo-compacto, levando
a divergéncia da fungiio de particao, o que é interpretando fisicamente por
Witten como sendo o cerne de uma teoria quantica da gravitacgio ([68], seccao
4.1). Entretanto, ndo abordaremos aqui este fato matematicamente pouco

consistente.
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Comegamos conl a eXpressao:

Z(M) :. f’Dé’Dw exp (z'/Me A R). {5.26)

O passo seguinte é introduzir uma escotha de calibre para os campos ¢ ¢ w
e os termos cinéticos para os respectivos campos fantasmas f, f e g, §. A
presenga de dois campos fanlasmas € a primeira diferenga importante em
relagao ao caso anterior.

O calibre é fixado de maneira idéntica:
dhe =0 diyw =0 {(5.27)

onde d% é a coderivada covariante em relagao & conexao A; note que a es-
colha de uma métrica auxiliar esta embuiida no operador d%. Introduzindo
multiplicadores de Lagrange u e v, a lagrangeana efefiva total, incluindo os

termos de fixacdo de calibre e de campos fantasmas é a seguinte:

Lof = eAR+FYundie+vAdiw+xf ADof ++7 A Dog

e A (B4 *dau) +v A dqw + ¥ A Aol + %7 A Dgg (5.28)

Veja que Lqs é lincar em € e em v, A partir da integral elementar (e # 0):

g—;exp (iwe) = 6(x) (5.29)

integramos primeiramente em De e em Dv, obtendo:

Z(M) = [DwDub(R+ xdau)f(dhw)x

JDfDgexp {—i Jar % A Dof + G A Aog} (5-30)

Como anteriormente, a segunda integral € gaussiana e resulta no quadrado
do determinante do laplaciano covariante Ag em 0-formas. Assim, lembrando

ainda que R = d,w e observando que §(7) = §(x7) pois * é um isomorfismo:

Z(M) = /Dw’Du&(*dAw + dau)d(da * w)det(Ag)]? (5.31)
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0 arguﬁento das fungdes § sao a imagem do operador D definido em (5.7)
agindo no par (w, *u), poisID(w, *u) = (xdaw +dg * u,dg % w). Devido a
presenga das funges §, a iltima integracao resulta simplesmente no determi-
nante deste operador, sem a problematica fase (5.12) que aparecia anterior-
mente. Lembrando que estamos trabalhando com a hipétese de que o espago

de modulos M tem dimensao nula, o resultado final fica sendo:
Z(M) =3 T(M, E)/* (5.32)
(4}

onde T(M, E) é a torgido de Ray-Singer, definida em (5.13) e a soma é sobre
os pontos criticos da agido. Witten aponta que no caso em que dimM # 0
a funcao de particao pode ser obtida simplesmente trocando-se a somatéria
pela integral de T'(M, £)71/2 Que passa a ser uma fungao em M; entretanto
M é nao compacto e a fungiio de particio diverge, conforme mencionamos
anteriormerte.

I possivel ainda introduzir os loops de Wilson (4.6) como observiveis da
teoria, como na seccdo 4.2. Aqui, estes observdveis também possuem uma
interpretacao fisica interessante. Segundo um tcorema cldssico de Wigner,
os represenlagoes unitarias de dimensao infinita do grupo de Poincaré sao
parametrizadas por m € 7, a massa e o spin de wma particula pontual.. Um
loop de Wilson descreve portanto um particula pontual de massa m e spin j

se propagando ao longo de um caminho C.

Mudanca de topologia
Considere agora 24 e 2o duas superficies compactas sem bordo nio ne-
cessariamente conexas e tome M uma 3-variedade tal que M = £ U Bg;

por cobordismo, tal M sempre existe ". Seja ainda w; e wy SO(2, 1)-conexdes

"Suporemos ainda que M satisfaz a condigo topolégica necessaria para que o espago de
moédulos tenha dimensdo nula e a fungao de particao ndo divirja, a saber H1(M,8M) = 0.
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nos fibrados Py 5(% 9, SO(2, 1)) e w uma conexdo em P (M, S0O(2, 1)) tal que
Wip, = w1 e wlp, = wo. Assim (¥, wy) ¢ interpretado como sendo o es-
tado espacial inicial e (£9,w3) o estado espacial final, sendo o par (M,w) o
caminho usado para a transigao.

Fisicamente, conhecendo o estado inicial da funcéo de onda ¥(w;) € Hy,,

o cstado final ¥{w;) € Hy, pode ser obtido pela integral:
Wlwa) = [ Duikk (S5, 5% (w) (5.33)
O nicleo K (%5, ¥1) é chamado propagaedor, sendo dado por:

K (%3, El):/'DeDwexp{i/Me/\R} (5.34)

onde a integragio é feita sobre todos as conexdes w tais que w

e w|g, = wg. Assim, K(X3, Z1) = Z(M), i.e. o propagador é a [ungdo

¥, = w1

de particio da variedade responsivel pela transicao entre os estados X, e
32, cuja probabilidade de transigio é dada por |K (2o, ©1)[2. Para integrar
5.34 repetimos o procedimento do pardgrafo anterior, resultando na soma
(ou integral, no caso mais geral) das torcoes de Ray-Singer associadas as
conexoes flat w que extendem wy e wa.

Para que estas probabilidades de transicio sejam bem definidas do ponto
de vista fisico é necessdrio que umna certa condigiao de fatorizacio elementar
seja satisfcita. Seja M uma 3-variedade tal que 8M = I; U £3. Podemos
partir o processo de transicio de {¥{,w;) para {¥3, ws) em duas ctapas ob-
servando um estado intermedidrio (32, we); isto pode ser feito cortando-se M
ao longo dc uma superficie ¥3 com a conexdo wy = w|y,. Os propagadores
K (%3, 3)), K(X3, X2) e K(X5,%;) devem satisfazer a seguinte condigio de
compatibilidade:

K(£551) = wa‘z.K(Eg, S0)I (S2, 51) (5.35)

ou seja, a probabilidade de transicdo de £, para £3 é a soma sobre todos os

estados intermediarios 25 possiveis. Witten nao demonstra a validade desta
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fé6rmula, citando um trabalho nao publicado no qual um resultado andlogo
para a torgao de Reidemeister é provado. O autor desta monogra.ﬁzy nio teve
acesso a este lrabalho. _

Carlip & Cosgrove [13] calculam explicitamente a probabilidade de transi-
¢do de wma superficie de género ¢ = 3 para duas superficies de géneros
g = 2 (figura 3, pig. 48). O problema aqui é o céleulo da torgio de Ray-
Singer; Carlip & Cosgrove contornam este problema usando a relagao entre a
tor¢cdo de Ray-Singer e a tor¢ao de Reidemeister, que € um objeto puramente
combinatorio, calculado a partir dos geradores da homologia das superficies
em questdo. Apesar de observarem que a probabilidade de transicio de
topologia nao é necessarialqellte nula, os autores afirmam que, devido as ja
mencionadas divergéncias, ainda nao € possivel tirar uma conclusao definitiva

sobre este tipo de processo.

Regra de selegao

Nas consideragées acima nao é feita nenhuma restrigio quanto as su-
perficies de Riemann que suposemos representar a parte espacial do espaco-
tempo M. Entretanto, para que esta interpretagao seja correta é necessério
que ¥ = M seja uma superficie tipo espago, i.e. que a restrigao do dreibein
e &4 2 induza uma métrica euclideana (positiva definida) em X. FEquivalente-
mente, devemos exigir que o fibrado P/(Z, S0(2,1)) = Pl seja redutivel a
um fibrado P#(X, §0(2)). Partindo desta observag¢io, Amano & Higuchi [1]
deduzem uma regra de selecio ® para os processos de transicio de topologia
descritos acima.

Mess demonstrou, em trabatho ndo publicado citade por Amano & Hi-

guchi, que se uma variedade compacta orientdvel com métrica de Lorentz

8Em teoria quantica, uma regra de selegiio é uma relagio entre os estados inicial e final
que deve ser satisfeita; transigoes que violem esta relagio sio automaticamente proibidas.
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desprovida de curvatura.M {exatamente o caso de interesse aqui) tem como
bordo uma superficie tipo espago entdo M tem nccessariamente a topologia
M = 8M x R. Claramente, este resultado proibe mudangas de topologia em
uma beoria cléssica da gravitacio. Entretanto, como ¢ apontado por Witten
[64], a teoria quantica permite métricas degeneradas, saindo do escopo do
resultado acima e abrindo a possibilidade de mudanca de topologia; i.e. tais
processos sao essencialmente quanticos.

A classe de euler e(P") € H?(X,Z) coincide com a primeira classe de
Chern deste e classifica P” completamente. Explicitamente, seja 8 uma
SO(2)-conexdo em P”, entdo a classe de Euler fica dada por (lembre que

a curvatura ¢ dada por © = d@):

e(P") = i? fz do (5.36)

A caracteristica de Euler de uma variedade & definida como sendo a classe
~de Euler do seu fibrado tangente: x(Z) = e(T'Z); para uma superficie de
Riemann de género g vale que x(T) = 2¢9 — 2.

Queremos mostrar o segulint,e resultado: se ¥ € uma superficie tipo espago
mergulhada em P(M,1S0(2,1)), entdo e(Plg) = e(P") = x{(3), ou seja, o
SO(2)-fibrado induzido P" é isomorfo ao fibrado tangente T, a menos de
orientecdo. De fato, seja ¥ uma superficie tipo espago mergulhada em M e
escolha wn refencial ortonormal {na métrica de Minkowiski) { fo, f1, f2} sobre
¥, ou seja (fq, fo} = nap. Como X ¢é tipo espago, podemos tomar fy como
sendo um campo normal & . Assim Plg = P’ = P" @ ¢!, onde P, P’ e
P sio vistos como os respectivos {ibrados vetoriais associados. Segue entio
que {f1, f2} formam um referencial ortonormal (agora na métrica euclidiana
usual} tangente & 33, ou seja P” = T'X, donde e(P") = x(X)}, como queriamos
demonstrar.

E interessante notar que a presente condicao é mais natural que aquela
apontada por Witten ao escolher a componente de A correspondente s co-

nexdes com classe de uler &(2¢g — 2) como fisicamente relevantes. Passamos
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agora & regra de selecio propriamente dita.
Seja M 3-variedade tal que M = ¥ = ¥, U...UX;, onde ; = ¥, U... UL,
e o estado espacial inicial e Xy = X U ... U X; é o estado espacial final.
Seja ainda P(Z,80(2)) um SO(2)-fibrado sobre ¥, de maneira que & ¢
um superficie tipo espago de M. Para que esta transigao seja permitida
é necessario que exista uma extensdo de P(X, SO(2)) para um [S0(2,1)-
fibrado sobre M P(M,I150(2,1)). Seja Q(M, SO(2)) um sub-fibrado de P
e tome uma conexao v em Q. Se ¥ tem a orientagao induzida de M, entao,
Iﬂelo teorema de Stokes, vale que:
J i

e(P) = ge(Pigk) = 5= Jous dv =0 - (5.37)

Como e{P|x,) = £x(Tk), temos que numa condigio necessria para que a

transi¢ao de X; para 2y seja permitida é que:

JZ erx(Ze) = 0 (5.38)
k=1

onde ¢; é um sinal que da conta da orientagao de M induzida em %;. Ob-
temos assim a prometida regra de selegao. E interessante notar que Sorkin
[60] deduziu uma regra de selecio para processos de mudanga de fopologia
do espago-tempo andloga a (5.38), usando entretanto argumentos completa-

mente diferentes.

- [ . -
5.3 Teoria de calibre massiva

Prosseguindo o estudo de teorias de calibre em dimensdo 24-1, passamos
a analisar win modelo primeiramente introduzido por Schonfeld em [58] e
Deser, Jackiw & Templeton em [20] e [19]. Estes autores observaram que se
adicionarmos o termo de Chern-Simons 4 lagrangeana da teoria de Yang-Mills

usual obtendo:

1 2
CZ—-——l',r{F/\*F—,u(A/\dA-I—-A/\A/\A)} (5.39)
292 3
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o campo de calibre (aqui representado pela curvatura F') torna-se massivo,
sem qucbrar a simetria de calibre ¢ sem introduzir campos auxiliares % e
outros fendmenos fisicos intetessantes surgem. Em (5.39), g ¢ a constante
de acoplamento dos campos de calibre e x4 é uma constante com unidade
de massa, chamada mussa topoldgica; na nossa notagio anterior k = ;,%
(portanto & grande corresponde a pequeno acoplamento).

Conforme observamos anteriormente (seccao 4.2), o termo de Chern-
Simons nao € invariante de calibre, mas se transforma de uma maneira bas-
tante especial sob mudangas de calibre. De fato, a agio & = fj; £ altera-se
pela adigao de wn inteiro, de maneira que a quantidade fisicamente relevante
exp(iS) lica invariante de calibre. Supondo fixada a constante de acopla-
mento g, a condig¢io de quantizacao da constante & observada na seccdo 4.2
torna-se uma condigdo de quantizagdo sobre a massa topoldgica u.

Esta situagao ¢ simplificada se o grupo de calibre for U(1); no caso abeli-
ano a segunda classe secunddria é identicamente nula, portanto independente
da conexdo. Assim a lagrangeana (5.39) é invariante da calibre, o que hinplica
que a constante g nao é quantizada.

Deser, Jackiw & Templeton demonstram a condigao de quantiza¢ao acima
de maneira diferente, sem recorrer ao teorema 2.3, mas restringindo-se ao
grupo de calibre SU(2) e M = R3. O argumento é bastante interessante. Sob
a mudanca de calibre dada por A — U 1AV + U714, sendo U : M - d, a
lagrangeana (5.39) transforma-se da seguinte maneira;

1
L=+ %” {d(/; AU + gU"ldy AUTTAU A U—ldU} (5.40)
g

Exigindo-se que a transformacéio de calibre anule-se no infinito espago-tempo-

ral, ou seja, U(z} — Id quando z — oo %, o primeiro termo dentro do traco

9Na teoria de Yang-Mills usual, campos de calibre s&o necessariamente nio massivos,
podendo adquirir massas por'mecie do chamado mecanismeo de Higgs de quebra espontanea
de simetria, cujo subproduto é o surgimento de uma particula de spin 0, o bdson de Higgs
(veja [56], capitulo &). '

10Esta exigencia é bastante usual em teoria de campos e reflete a hipétese de que o
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anula-se apds a integracgdo, via teorema de Stokes; alternativamente, para o
caso de M ser uma variedade compacta sem bordo, este termo é uma 3-forma
exata e também anula-se apds a integragio.

Resta o segundo termo do traco; note que ele independe da conexao, sendo
dependente apenas da transformag&o de calibre U. Na hipdtese de espago-
tempo assintoticamente uniforme, R® pode ser continuamente compactificado
na 3-esfera. Como SU(2) = $?, temos que U : §% — $? e o segundo termo é
interpretado como sendo o winding number da aplicacao U/, ou seja, quantas
vezes [ recobre S?; fica cIa,rc_) que, sob mudanga de calibre, lagrangeana (5.39)
altera-se apenas pela adigio de um inteiro, levando a quantizagio de p como
no infcio da secgao 4.2. No caso geral, este segundo termo estaria ligado a
a0 grupd das classes de homotopia de aplicagbes U/ : M — S?, denotado por
(M, S

No caso abeliano, o problematico termo %U“ldU AU A UTU nao
aparece; ou seja, a lagrangeana altera-se, sob mudanca de calibre, apenas
por uma divergéncia total d(A A U71dU), que anula-se apés a inlegracio
como observamos assim. Concluimos novamente que no caso eletromanético
a constante g ndo é quantizada.

Outro fato interessante a ser observado é que a adigdo do termo de Chern-
Simons na lagrangeana nao altera o tensor de energia-momento da teoria de
Yang-Mills usual, dado por T# = FHreEY 4 %g“”F“‘BFag (aqui g*” denota
uma métrica riemanianna em M ), pois é um termo topoldgico, ou seja, inde-
pendente da métrica. Isto significa que a dindmica fica inalterada; a estatica,
entretanto, ¢ dramaticamente alterada, como veremos em seguida. Note
ainda que 8,T# = (), ou sgja, o tensor de energia-momento da teoria dada

pela lagrangeana (5.39) é conservado.

espago-tempo é assintoticamente uniforme e isotrépico.
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Dedugao da equagaoc de movimento

Passamos agora a dedugao da equagao de movimento via principio varia-
cional. Introduzimos primeiramente uma variagado de primeira ordem no po-
tencial de gauge A, = A+7a, o campo sendo dado por Fr = F4-rDa+71%aNa,
onde [0 denota a derivada exterior covariante; desta maneira (temporaria-
mente deixando de lado o trago ¢ a constante de acoplamento por simplici-
dade): |

L. = (F+7Da+7%aNa) Ax(F +7Da+ 7% Aa)+

7 ((A +7a)A(dA+7da) +2(A+Ta) A(A+Ta) A(A+ 'ra))
= L+ 7{FAxDe+DaA*F +u{aNdA+ AAdat

2aNANA+ANaNA+ANAAG))}+O()
(5.41)

Exigindo agora que (—;‘;L‘T]T:g = 0 {pontos criticos da agao) obtemos:
FasxDa+ DaA*F+

tufandA+ ANda+E@AANA+ANGANA+ANANG)] =0
(5.42)

Relembrando o produto interno de formas introduzido em (5.5) e obser-
vando que #* = 1 para 1- ¢ 2-formas em 3-variedades podemos reescrever a
expressao acima como sendo:

2{Da, F) — p|{a, xdA) + (A, »da} +

%«AAAJQ+%AAm*@+{quAA»ﬂ:0 (5.43)

denotando agora por D* = xD+* e § = *d* os adjuntos de D e d respectiva-
mente e lembrando que x é auto-adjunto, obtemos:
2(Da, F) — pu [{a,*dA + 8 % A) + 3(2{a, (A A A)) + (x(A A a), A))] =

=2{a,D"F) — p[2{a,*dA) +2{a,x(AN A} =0
: {5.44)

pois % A = (xd¥) x A = xd(xx A) = xdA e (x(AAa), A) = AAxx(ANa) =
*x (ANAYAa={a,x(AANA)); desta maneira;

(a, D°F) — p[{a, +(dA + A A A)] = {6, D'F — p(xF)) =0 (5.45)
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qualquer que seja a perturbacao a. A equacdo de movimento da teoria é
portanto dada por: '

D™F — p(xiy =0 4 (5.46)
I interessante observar que apesar da lagrangeana (5.39) no ser invariante

de calibre, a equagac de movimento a partir dela. obtida o é De fato, sob

1

mudangas de calibre a campo F sofre a transformagio I — gF g™, onde

g : M?® — SU(n); assim, lembrando que g pode ser encarado com uma

{-forma, temos que:
D*(gFg™") = g(D*F)g™ +{gFg™") = g(xF)g™" (5.47)

donde segue de imediato a invariancia de (5.46).

A equacao de movimento é a chave para interpretarmos a constante u
como sende a massa do campo de calibre. Sc¢ja B = *xF' o campo de calibre
dual e note que D*B = xD «xF' = «DF = 0 pela identidade de Bianchi. De
(5.46) temos que: ' ' '

DY¥E — p(xFy = +DB — uB = (*D — pu)B = 0= (*D — u)*B =0

(#D — p)?*B = (D*D —2u+ D + u*)B = [(D*D + DD*) — 4?]B =0
(5.48)

pois *DB = pB; da expressao acima resulta a equacgao:
(A—u¥)B =0 (5.49)

onde A ¢ o laplaciano covariante; (5.49) indica que o campo dual B se propaga
como uma particula livre de massa 4 e spin 1, portanto é correto interpretar
a constante z como sendo a massa do campo de calibre 2. Assim, o termo
de Chern-Simous € entendido como um termo de massa e i € o andlogo do

angulo # que surge no mecanismo de Higgs.

HNotando que na notagie com coordenadas explicitas usual em fisica temos que *F =
#Fo = ¢#OF,, e que DYF = —2D,FH, oblemos D, FY* - *‘2—‘55"“1’53 = { como em [20].

120 gsinal, aparentemente trocade, deve-se ao fato de que, em coordenadas,
AB = -[61,(6"8,1) + 3;1(3"511)]-
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Note ainda que p? sio os autovalores do laplaciano covariante em M,
que por hipétese é uma 3-variedade compacta e orientével; assim, os valores
possiveis de ¢ formam aum cpnjunto discreto, o que é mais uma indicacao
da quantizacio da massa topolégica s. Solugdes para equagao de campo
(5.46} estdao portanto ligadas as autofungdes de A; para o caso de geometr'ia
riemanniana (campo gravitacional), veja [27]. Tsto é bastante sugestivo, pois
sabe-se que o espectro do laplaciano estd intimamente ligado a topologia de

M (via teorema de Hodge); veja por exemplo [34].

Acoplamento com a matéria

A introducao de acoplamento entre o campo de calibre A € um campo spi-
norial massivo de 2 componentes ¢, representando um elétron ou um quark,
é feita adicionando-se & lagrangeana (5.39) termos de propagacao livre do

férmion massivo £y mais um termo de intera¢do minima £;, dados por:

Lp=i(@vH0, — ,07") — miby L = —epyPy A, (5.50)

3

onde y* sio as matrizes de Dirac '?, na representagioc 2-dimensional:

p(32) (03 (0% em

m ¢ a massa € ¢ a carga do férmion ¥ € A = A,ds*. As novas equacgdes de

campo da lagrangeana de interagao £ + Ly 4 L;:

D'F — p(xF)=J (5.52)
V(B + eAp)p = myp =0 "
- onde J = —(e@’y“@b}dmp €' a corrente associada ao campo ¥, obtida pela

variacao da conexao A no termo cinético do campo spinorial. Estas equacgoes

sa0 novamente Invariantes de calibre.

BGeometricamente, %8, é o operador de Dirac no fibrade spinorial sobre M.



CAPITULO 5. APLICAGAO A TEORIA DE CAMPOS 73

Esta nova lagrangeana apresenta algumas propriedades interessantes. A
primeira delas diz respeito & quebra de certas simetrias discretas: conjugagio
de carga (denotada por ('), transformagio de paridade (P) e inversdo tem-
poral (T). O efeito destas transformagdes nos campos de calibre e spinorial
¢é descrito na tabela abaixo:
conj. carga (C) paridade (P)

Ao(t z,y) — — A%t z, ) Atz y) — A%t —z,9)

ANt z,y) — l(t,m, y) AN z,y) = — AN, -3, y)
A%, z,y) — AQ(t z,y) At z,y) — A%t -z, y)
P(t, =z, y) - _371¢T( y 8 Y ) '!'(i:fb‘: y) - —i’Yl@b (t, —.T;,y)

inv. temporal (T')
A%t 3, y) — A%(—t,2,y)
At z,y) = —AYN(~t, 3, 1)
Atz y) — — A% (=t, 2, y)
vt 3,y) = —ir*P{—t, 2, y)

Conjugacao de carga deixa a lagrangeana invariante; as outras duas trans-
formagoes, entretanto, alteram o sinal dos termos de massa do campo spi-
norial (m%) e o termo de massa topoldgica (Chern-Simons), deixando os
demais termos invariantes. Dizemos entio que as simetrias P e T sio quebra-
das. As transformagées P e T combinadas deixam inalterada a lagrangeana
de interacao; entdo, a lagrangeana também fica invariante pela combinagao
das trés transformacgoes, que denota-se C'PT. Este fato é bastante relevante,
pois permite a ligacao da teoria de Chern-Simons acoplada com a matéria
com © estudo de anomalias dos campos de calibre em dimensio 3+1 (veja
[10]).

Se a massa fermionica for igual & massa topolégica do campo de calibre
(m = u) a transformagdo supersimétrica dada por (aqui € é um parimetro

spinorial constante, chamado parametro de Grassmann):

§A, = &y, — Py O = —iBuyhe (5.53)
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altera lagrangeana £ + Ly apenas por uma divergéncia total, que pode ser
desprezada se trabalhamos com 3-variedades semn bordo (teorema de Stokes)
ou com uma. variedade do tipo ¥ x R em que os campos tendem a zero no infi-
nito temporal. Note que é o termo de massa fermionico que se transforma no
termo de massa 1;0p.016gica e vice-versa; 0s terinos cinéticos tamhém se trans-
formam entre si. O termo de acoplamento minimo com o campo spinorial £;
néo é supersimétrico 1* (veja também o apéndice A de [58]).

15 natural supor que a interagdo de calibre passe a ter alcance finito, pois os
seus intermediadores s&o agora massivos. De fato, segue da equacgédo de campo
(5.46) que a parte elétrica E* = F% decai exponencialmente como e ™,
Restringindo-se agora ao caso eletromagnético (abeliano) no espago-tempo
plano tridimensional de Minkowiski, considere uma carga elélrica pontual
¢ parada no ponto z € RZ?, gerando um campo estatico. A eqlia.gé’.o de

movimento fica entao dada por, em coordenadas:

1
S, F"e + E"‘EMF”* = —eg%8%(x) (5.54)
onde §%(z) denota a [uncdo delta de Dirac na componente espacial e g"” é
a métrica. Integrando-se a componente temporal (o = 0) de (5.54) em todo
€spago:
/(—div(E) +uB + 662(3;)) d*x (5.55)

onde Ej = F% ¢é a parte elétrica ¢ B = ¢’¥9;4r = F'* a parte magnética
do campo eletromagnético F** (aqui j, k = 1,2). Observe que o primeiro
termo ¢ uma divergéncia total e sob hipdtese de que o campo elétrico é nulo
no infinito espacial vale que [ div(E)d%z = 0; de fato, segue de {5.46) que o

campo elétrico decai exponencialmente devido ao termo de massa. Assim, a

4 Teorias de campo supersimétricas tdm profunda relagio com a topologia de 4-
variedades, conforme é mostrado por Witten em [65] e [69]. A teoria de Chern-Simons pura
apresentado na secgdo 5.1 também pode ser feita supersimétrica, veja [12] secio (8.4.6).
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expressao acima reduz-se para:

de% . (5.56)
u

O lado esquerdo da equagao acima ¢ simplesmente o fluxo do campo magnéti-
co passando pelo plano espacial; segue entao que o fluxo do campo magnético
gerado por uma carga € proporcional a esta, ao contrario da eletrodindmica
usual de Maxwell, em que cargas elétricas estaticas ndo geram campo magnéti-
co. '

Qutra possibilidade é acoplar minimamente o campo de calibre com um
ou mais campos escalares {que descrevem particulas de spin 0, como pions),
que denotaremos p'or ¢;. Os campos escalares podem ser auto-acoplados ou
acoplados entre si; a constante de acoplamento destes campos com o campo
de calibre é simplesmente a carga elétrica e. O modelo, chamado de modelo

de Chern-Simons-Higgs, tem lagrangeana dada por:

Losy = ;‘,.,%tr{‘FA*F—,u(A/\dA—I—%A/\A/\A)}— (5.57)

=5, 1D A +De; + V()
onde D = 3, — ieA, denota a derivada covariante do campo escalar e Vi{g;)
¢ um potencial inicialmente néo especificado. Note ainda que ¢} é complexo
conjugado de ¢. As equagdes de movimento desta nova lagrangeana sio:

{ D*F — p(xF) = ie Y ;[#5(Dé;) — (D)5

A% = —%, para cada j (5.58)

onde A = (8, — ieA,) (0" — ieA*) é o laplaciano covariante em O-formas. O
lado direito da primeira equagao é a corrente associada ao campo escalar,
também obtida pela varia¢io da conexao no termo cinético destes campos.
Observe que (5.58) sdo invariantes de calibre.

Sem o termo de Chern-Simons {(portanto sem o segundo termo do lado
esquerdo da primeira equacio em (5.58)), as solugdes de energia finita de

(5.58), chamadas vértices, possuem fluxo magnético nao-nulo mas nao tém
|
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carga elétrica. Entretanto, H. de Vega & F. Schaposnik observaram em [18]
que, no caso do grupo de calibre ser SU(2), a introducao do termo de Chern-
Simons faz com que os vértices de (5.58) adquiram carga elétrica mantendo
a energia finita. Para tanto, os autores utilizaram dois campos escalares e

um potencial de Higgs da forma:

1 ' 1 1
Vg1, ¢2) = 592(|¢1|2 —m) + ghz([(ﬁﬂz - ?72)_+ ‘2“52|¢1¢2|2 (5.59)

onde 12, g, h el sio pardmetros. Ainda, devido & quantizagdo da massa
topoldgica i, as cargas elétrica e magnética da solugao de vértice também
sdo quantizadas.

- No caso abeliano, Hong, Kim & Pac [32] notaram posteriormente que
o termo cinético de Maxwell (primeiro termo em (5.57)) nao é necessario
para existéncia deste tipo de solucao. Mesmo sem o primeiro termo do lado
esquerdo na primeira equacio, (5.58) ainda possui solug¢des de vétices com
carga elétrica e fluxo magnético ndo-nulos e quantizados. Apenas um campo

escalar é necessario e o potencial de Higgs é dado por:
et 2142 242
V(9) = olefl - o) (5.60)

onde v ¢ um pardmetro ligado a energia. Curiosamente, C. Lee, K. Lee & S.
Weinberg mostraram em [39] que este mesmo sistema, ou seja, a lagrangeana
(5.57) com campo de calibre abeliano sem o termo de Maxwell, um campo

escalar e o polencial dado acima, apresenta um certo tipo de supersimetria.

Quantizagao

Até o momento lidamos apenas com os aspectos cldssicos da teoria. A
quantizacao do termo de Chern-Simons puro foi feita na sec¢do 5.1, quando
mostramos que a funcao de partigio ¢ independente da métrica do espago-

tempo. Entretanto, o termo cinético F,, F'* nao & topolégico. Pisarski &
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Rao [51] trataram a quantiz'agéo de {5.39) do ponto de vista perturbativo,
calculando propagadores e corregoes até segunda ordem. Este trabalho estd,
entretanto, fora do escopo da presente abordagem.

Um caso de especial interesse é o abeliano minimamente acoplado com
campo spinorial, ou seja, a eletrodindmica quantica (QED) em dimensao 2+1.
Neste caso, Niemi & Semenoff [49] mostraram que partindo-se da lagrangeana

classica com fétons ndo-massivos:
1
Logp = _ZF AN*F + Ly (561)

e supondo-se que o potencial A é estatico e satisfaz a condicao de calibre dada
por Ap = 0, entdo o termo de Chern-Simons (massa topolédgica) é induzido
radiativamente, ou seja, surge como corregao quantica a lagrangeana cléssica.
Isto significa que o mecanismo para geracio de massa dos campos de calibre
é intrinseco & dimensionalidade, e a massa depende da topologia do espaco-
tempo considerado, pois, como observamnos acima, ela estd ligada ao espectro
do laplaciano. Os mesmos autores conjecturam 'que argumento idéntico seja
valido para qualquer espago-tempo de dimensio impar além de 3, sendo
que o termo induzido radiativamente é a classe secundaria de Chern-Simons
pertinente. Este argumento torna a introducio do termo de Chern-Simons

na teoria de calibre usual bastante natural.

Outras aplicagoes

Além das propriedades analisadas na secgao anterior, a teoria de calibre
massiva cm dimensdo 2+1 minimamente acoplada com a matéria apresenta
ainda outro fendmeno de grande interessc em fisica. Trata-se do aparecimento
de particulas com estatistica fracionaria.

A teoria quantica usual estabelece que existem apenas dois tipos de

particulas elementares na natureza: basons, que possuem spin inteiro, e
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férmions, que possuem spin semi-inteiro. O spin estd ligado a estatistica
obedecida pela pela particula: quando permutamos dois hdsons de posicio,
a fungdo de onda que os descreve ganha uma fase miltipla de 27, ou seja,
permanece inalterada; a permutacio de dois férmions, entretanto, faz com
que a fungdo de onda que os descreve ganhe uma fase miltipla da forma
(2n + 1)7, ou seja, troque de sinal. '

Porém, Leinaas e Myrheim {40} notaram que quando restritas ao plano
(dimensao 2+1), pa,rticulla,s quanticas idénticas podem ndo ser nem bdsons
nem férmions, podendo ter spin % para qualquer inteiro n. Isto que dizer
que permutacoes destas particulas, usualmente chamadas angyons, alteram a
funcao de onda pelo ganho de uma fase miiltipla de %f—, podendo ter estatistica
fraciondria.

Hansson et al. [30] mostraram que campos de matéria minimamente aco-
plados com um campo de calibre auto-acoplado via termo de Chern-Simons
também apresentam estatistica fraciondria, pelo menos no caso abeliano (ele-
tromagnetismo, U(1} como grﬁpo de calibre). Este resultado torna a teoria
apresentada acima aplicavel ao estudo de dois fendémenos em matéria con-
densada que apresentam relacao com o surgimento de estatistica fraciondria
sob a acao de um campo eletromagnético: o efeito Hall quantico [3] e a

supercondutividade em alta temperatura critica [53].
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