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INTRODUCAD

No InTcio da decada de quarenta, MaclLane e Eilenberg(8) (os numeros entre
parénteses, apos nomes, se referem a bibliografia) isolaram os conceitos de trans
formagao natural entre funtores e categoria, imp!lcitos no desenvolvimento da to
pologia algébrica. Neste mesmo trabalho, € apontada a impossibilidade de se fun-
damentarem os novos conceltos nos sistemas tradicionais de teoria dos conjuntos,
Tal fato, apesar de imediatamente observado, foi tratado pela primeira vez na 1i
teratura, em detalhes, por MacLane(15) em 1959,

Com o objetivo de superar estas dificuldades, varias formulagoes de teorias
de conjuntos foram apresentadas. A idéia central que permeia a maioria das pro -
postas tem origem em um trabalho classico de Tarski {22}, sobre os cardinals ina-
cessfveis introduzidos por Hausdorff. Este tipo de solugao, utilizando a nogao
de untverso (cf. def, 4.3.1, p.99), difundiu-se atraves dos trabalhos de
Ehresmann(7) e de Grothendieck e seus colaboradores (11).

Em uma série de trabalhos, N.C,A, da Costa {2,3,4 e 5) propoe dois slstemas
de teorlas de conjuntos, T e T*, extensces da teoria impredicativa de classes
(cf. apéndice C), com o objetivo de fornecer uma fundamentacao adeguada ao desen
volvimento da teoria das categorias. Estes sistemas, constituindo~se em uma das
mais interessantes varlantes da teoria dos tipos, apresentam um interesse lntrtﬂ
seco, e diferenciam-se essencialmente dos demais por estarem formulados em uma
Idgica mals forte que a 10gica de primeira ordem. Entre as regras de dedugao da
I6gica subjacente aos sistemas T e T*, que denotaremos em toda a exposigao  por
L, existe uma regra infinitaria (cf. p. 5, regra R3), cuja aplicagao exige uma

quantidade infinita (enumeravel) de premissas. Baslcamente, L € uma versao da



il

m—Iégic& com duas espécies de variaveis. Orey (20) estudou o caso em que existe
um sfmbolo relacional unario ao qual a regra infinitaria associa uma famflia enu
meravel de constantes Individuais. Em L, o simbolo relacional € substituldo por
uma sequnda espécie de variavel, e as constantes sao consideradas como termos de
segunda especie, 0s axiomas de T e T* garantem, em ultima instd3ncia, que estas
constantes sao universos,

Uma solugac de outra natureza fol proposta por Lawvere (14), introduzindo u
ma axiomatica para a categoria das categorias. Kreisel (13), ao contrario, cons i
dera a no¢ao de categoria demasiadamente técnica para servir como nogao fundamen
tal e sugere a formallzagio dos conceltos de regra (rule) e de estrutura
(structure),

As dificuldades logicas colocadas pela fundamentagao da teoria das catego-
rias tém sido motivo de pesquisas recentes e, certamente, sac uma parte importan
te das questoes para as quals a matemdtica contemporianea deve procurar respostas.

A sequir, apresentamos uma descrigao sucinta do conteudo dos capltulos que
compoem este trabalho. Este &, basicamente, um estudo de diversas propriedades
da 1ogica L e dos sistemas T e T*,

0 capltulo 1 contém virios resultados sobre a l3gica L, Iniciamos com a a-
presentacao de algumas propriedades sintdticas de L. Na sec¢2o 1.2 sdo estudados
os aspectos semanticos de L, Nao sequimos a via usuval de se reduzir o estudo das
16gicas poli-sortidas ao da ldgica com apenas uma espécie de variadvel, em que
sTmbolos relacionals substituem as diversas espécies de variavels. A semantica
para I & Introduzida diretamente, e o resultado fundamental do capltulo & o te-
orema de completude para I (teoremas 1.2.7 e 1,2,21). E interessante potar que

a demonstracao apresentada fornece uma demonstragao do teorema de completude pa=~
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ra a w-1dgica sem se recorrer ao teorema de omissao de tipos, como € usual {cf.
Orey (20)). No capltulo 2 s3o desenvolvidos os sistemas T e T*, do ponto de vis-
ta da teoria dos conjuntos, O caETtulo 3 apresenta a caracterizacao dos modelos
naturats de T e T* (teoremas 3.1.3 e3.2.1}. Os resultados sao obtidos estabele -
cendo=se uma relagido entre a teoria de Kelley-Morse e os sistemas T e T*, 0 ca-
Eftulo 4 apresenta uma hierarquia de teorlas de conjuntos férmalizadas na loglca
de primeira ordem (as teorlas sdo extensces da teorla de Kelley=-Morse), tal que,
para cada ordinal a ¥ ¢ (interno 3&s teorias) temos uma teoria com uma estrutu-~
ra bem-ordenada de universos de tipo o, Em sequida, mostramos que uma das teorl
as apresentadas, que designaremos por Hm’ possul os mesmos modelos naturais ( na
verdade, os mesmos modelos super—completos) que T*, Assim, num sentido preciso ,
Hw & a versao em primeira ordem de T*, Finalmente, apresentamos o esboco de uma
formulagao da teoria das categorias em H .

Convém observar que a teoria de Zermelo-Fraenke! é a teoria de conjuntos u-
tilizada na meta-1linguagem. 0 ap&ndice B contém um desenvolvimento resumido des-
ta teoria, 0 apéndice A apresenta as deflnigoes bdsicas sobre a semantica de
primeira ordem . 0 aEEndice C traz os axiomas da teoria de Kelley-Morse. Estes
apéndices foram Incluldos para unlformizar a notagao utitizada no trabatho. A=
qui cabe uma adverténcla. Existem varios sTmbolos que sao utilizados tanto na me
ta~1inguagem quanto nos dlversos sistemas formals apresentados. Esperames que o
contexto seja sempre suficientemente claro para dirimir quaisquer ambiguldades.

Para finalizar ests introdugao, vamos discutir algumas questoes sugeridas
pelo nosso estudo. O resultado sobre a completude de L indica uma solugao para -
a questao da tradugao entre a w-1dgica poli-sortida e a w-logica com apenas uma

espécle de variavel, A questdo se resume em se obter, para cada teoria K cuja lg



gica subjacente & uma w-16gica poli-sortida, uma teoria K' em w~1dgica e uma tra
dugdo para as formulas da |inguagem de K, obtendo-se formulas da 1inguagem de
K', tais que uma formula € teorema de K se e somente se a sua tradugao & teorema
de K'. Outra possibilidade de estudo esta em se procurar uma extensac do método
utilizado para se demonstrar o teorema de completude (basjcamente o metodo das
constantes de Henkin) que seja aplicavel para l6gicas em que existe uma regra in
finitaria admitindo uma quantidade nao-enumeravel de premissas. Tais logicas fo-
ram estudadas, entre outros, por Henkin e da Costa (5). Do ponto de vista da fun
damentacao da teoria das categorias, tem sido estudada a introdugao de conjuntos
especials com propriedades mais fracas do que a de ser um universo, mas que per=~
mitam as construcoes fundamentals desta teorta {cf. Feferman (9}). Seria interes
sante se elaborar uma hierarquia de teoria de conjuntos, nos moldes daquela apre
sentada no capftulo 4, em que os nfvels desempenhassem o papel destes conjuntos

especiais.



CAPTTULO 1

A LOGICA

1.0. INTRODUGAD

Neste capltulo € estudada a logica subjacente aos sistemas T e T*, A par-
te sintatica é desenvolvida abreviadamente, sendo obtidos apenas os resultados
essenclals para o estudo dos aspectos semdnticos de L. Dentre os resultados
mals importantes relativos 3 sintaxe de I estdo o teorema da dedugao (1.1.11),
a regra de generaliza§50 (1.1.13) e a proposigso que expressa o fato de que to
do objeto de segunda espécie € um objeto de primeira espécie (1.1.20), Quanto
a semantica de L, demonstramos o teorema de completude, nas duas versoes (1.2,
7 e 1,2.21), A chave da demonstracao do teorema de completude & a versao ao
lema de Lindenbaum para L (1,2,20). Como consequéncias do teorema de completu=-
de, € obtida uma vers3o do teorema de LUwenheim-Skolem (1.2,22) e, através de

um contra-exemplo, mostramos que em L, nao vale o teorema da compacidade.
1.1. A SINTAXE DE L

iniciamos com a nogao fundamental de 1inguagem.
1.1.1. Definigac. Uma linguagem L € um conjunto de sTmbolos,

0s simbolos de uma linguagem se dividem em trés grupos: constantes indi~
viduats, simbolos funcionais e simbolos relacionais. As constantes individu -

ajs podem ser de primeira ou de segunda espécie. Nas linguagens cons ideradas,

*



o conjunto das constantes de segunda especie & fixo. Este conjunto € enumera-
vel e seus elementos serao denotados por '\afi,‘v'z,.,..,'u'i,”°n G conjunto das
constantes de primeira espécie pode ser vazio ou nao {e no maximo enumeravel},
Em geral, denotaremos constantes arbitrarias pelas letras ¢ ou ¢ {com ou sem
Indices). 0s sTmbolos funcionals serao denotados pela letra f, e os relacio -
pais , pela letra p (eventualmente com Tndices, em ambos os casos). A cada
sTmbolo funcional ou relacional estd associado um nlmero inteiro n nac nulo .
Dizemos entao que o sfmbolo é n-grio, Para cada aridade, admitimos no maximo
uma quantidade enumeravel de simbolos (funcionais ou relacionais); uma 1ingua
gem pode nao possulr sTmbolos funcionais e relacionals. Para simplificar cer-
tas definigOes e demonstragtes, consideraremos as constantes individuais de
primeira especle como sfmbolos funcionais O-arios.

Antes de definirmos o que sao as expressoes de uma |inguagem, necessita-
mos dos afmbolos logicos. Dentre os sTmbolos 1dgicos, temos duas espécies de
variaveis, e uma quantidade enumeravel de variaveis de cada espécie. Represen
taremos as variaveis de primelra espécie pelas letras x,y e z, com ou sem {n-
dices ou marcas (e.g. x,x‘,y‘,z", etc.); de maneira andloga, as letras t,u e
v representarao varfavels de segunda espécle. Sempre que for necessario, as
varidveis serido consideradas ordenadas de maneira fixa; nesta ordenagao, se-
rao denotadas por  FPLPYRPRIL PO {observar que existe um conjunto enumera-
vel de varlaveis). Os demais sTmbolos logicos sdo os mesmos que para a ldgica
de primeira ordem (incluindo a iqualdade)}. Consideraremos como primitivos os
seguintes sTmbolos: os conectivos 1 (nao) e v (ou), a igualdade = e o quanti-
ficador universal ¥ (qualquer}. Deste ponto em diante .estaremos tratando de

uma linguagem L fixa,



1.1,2. Definigao. Uma expressao de L & uma sequéncia finita de simbolos de L

e de sTmbolos 10gicos,

1.1.3, Definigao. A defini¢do de termo de L & indutiva:

{i,) As variaveis e constantes Individuais de primeira (sequnda) especie sao
termos de primeira (segunda) espécie.

(it,) Se f & um sTmbolo funcional n-ario (n > 1) e Fy,Fareeestn $ac termos
qualsquer, f(r},rz,...,rn) é um termo de primeira espécie.

(1ii.) Uma expressao de L & um termo se e somente se pode ser mostrado que €

um termo, com base em (i.) e (ii.).

1.1.4, Definigao. A definicdo de formula de L € Indutiva:

(i.) Se ryer, saoc termos qualsquer, ry=ry & uma formula (atomica).

-

{ii.) Se p € um simbolo relacional n-arioc {n > 1) e STLPTTITTLN sao termos
qualsquer, p(rt,rz,..,,rn} & uma formulta (atomica).

sac formulas,

(ifi.) Se A, e A, sao faormulas, 1A e A VA

1 2

é uma varlavel qualquer, Va,A é uma férmula.

1

(iv.) Se A & uma formula e a,
(v.) Uma expressao de L € uma formula se e somente se pode ser mostrado que €

uma formula, com base em (i.)-(iv.).

0s simbolos 18gicos & (e), + (implica),+> (& equivalente a) e I (exis~
te) sao definidos da maneira usual,por abreviacao. As nog¢oes de varigvel 1i-
vre, variquel ligada, etc. sao idénticas as das linguagens de primeira ordem
(cf. Mendelson {12), p. 48). As sentengas de L sao as formulas de L sem varié
veis livres, como & usual. Se A € uma férmula de L, escreveremos A(aI 18 o0

1 2
LY ) para indicar que A contém ocorrénclas livres de algumas das variavels
n



8 48) seeesd) o N3o significa que A contém ocorréncias livres destas varia -
1 2 n
vels, nem que nac possa conter outras variaveis livres. A seguir, para uma lin

guagem determinada L, apresentamos os axiomas logicos.

1.1.5, Axiomas logicos.

Grupo I. Axiomas para o calculo proposicional.
Sejam A, B e € formulas,

T.1. (Av A)~A.,

I.2. A~ (AvaB).

I,3, (AvB)=+(BvaA).

I.¢. (A=+B)~» ({CvA)~+(cvB)) .

Grupo IT. Axlomas para o calculo de predicados.

Se A(al) € uma formula e r € um termo, A(r) & a expressac obtida substi- -
tulndo-se todas as ocorrénclas )lvres de a,, em Afa;), por r. E imediato ( por
Indugao sobre o niimeroc de conectivos e quantificadores de A(ai) ) que, se A{al)
€ uma formula de L e r € um termo de L, A{r) € uma fOrmula de L. Se r nac subs
titul, necessarlamente, todas as ocorrénclas livres de a, , escreveremos

A(aI,a') e A(al,r). Com estas convencoes, sao axiomas:

IT. 1, VaiA(ai] + A(r) ,

onde A(ai) € uma formula, r & um terme llvre para a, em A(ai) e, se a for de
sequnda espacie, r também dever3 ser.

Iz, Vai(ai = a,) .

II.3. (3i - a)) -+ (A(ai’ai) -+ A(ai’a_])) ’

onde A(a;,ai) é uma formula, 3, é livre para a; em A(ai’ai) nas ocorréncias em



que a € substitufda por aj.

Em sequida, apresentamos as regras de dedugao de L.

R1, Se A e B sac formulas, entdo, de A e A - B, Inferir B.
R2, Se A(ai) € uma formula e B € uma formula que nao contém ocorrenclas li-

vres de a,, entao,de B » A(ai), inferir B -+ VaiA(a;)o

i,
R3. Se A(ai) € uma formula e a ¢ de segunda espécie, entao, de A(V1), A(Vz),
vers A(VJL..JJ > 1), inferir Va'A(aI).

A partir das regras de dedugao, podemos introduzir a nogao de congsequen -

1.1.6, Definigao. Se I' & um conjunto de formulas e A € uma formula, dizemos que
A € assoctada a T se e somente se A & Inferida diretamente de T através da re~

gra R3.

De uma maneira mais explfcita, dizer que A & associada a um conjunto T de
formulas significa que A € da forma Va,8(a;), a; & de segunda espécle, B{a,)
e uma foarmula e B(Ul)’ B(Uz),,.o sao formulas de T, Se V & o conjunto de for -

mulas assocladas a I', denotamos a uniao de ' e ¥ por T'',

1.1.7. Definigdo, Uma formula A € consequencia finitaria de um conjunto T' de
formulas, em sTmbolos, T | A, se e somente se existe uma sequéncia finita de

formulas B Byyeees B, tal que B € Ae, paracada j, 1 < j < n, vale uma

1'



das condl¢oes abaixo:
{(i.) Bj é um axioma logico.

{ti.) B. € uma formula de T,

J
(111,) Bj é Inferida de formulas que a precedem na sequéncia, por aplicagao de
R1 ou R2.

1.1.8. Definicao. Sejam I' um conjunto de formulas e o um ordinal qualquer, De

finimos o conjunto de formulas I'{a) Indutivamente,

(i.) Se A & uma formula, A pertence a T'(0) se e somente se T I-A,
(ti.) Se a € B +1, entao A pertence a I'{(a) se e somente se T'(B)' A,

(1ti,) Se o & limite, T'{a) € a unldo de {F(B) : B<a } .

1.1.9. Definigao. Uma fdrmula A & consequencia de um conjunto I' de formulas |,
em simbolos, I'l— A, se e somente se existe um ordinal o tal que A pertence a

r'(a),

A definigao de consequéncla, nesta forma, € devida a Orey(20), Dada uma
linguagem L, uma teoria em L & um conjunto de sentencas de L. Um conjunto de
axiomas para uma teoria K em L @ um conjunto de formulas I' de L, tal que, para
uma formula A de L, K~ A se e somente se I'k— A, Dada uma linguagem L, as for-
mulas que saoc consequéncias do conjunto vazio sao os teoremas do calculo de
predicados de L. {escreveremos +— A no lugar de ¢+ A). Se K & uma teoria, e
K- A, dizemos que A & teorema de K (também L—kA, ou — A, se nao houver pos-
sibilidade de confusao)., Se F—KA, entao, para algum ordinal a , A pertence a

K{az). As propriedades de teoremas sac demonstradas por inducao {transfinlta)



sobre o, Vamos passar ao estudo de algumas propriedades sintaticas de [ .

1,1,10, Proposigdo. Se A é wma formula que é inetancia de uma tautologia do
caleulo proposieional elassico, emtaof- A (logo, V— A).

Demonstragac. Consequéncia imediata dos axiomas I.7-I.4 ede R1.

1.1,11, Teorema da dedugac.
Sejam L wma linguagem,A uma formula fechada de L , T wm conjunto de for

mulas de L e B uma formula qualquer de L. Se T U{A}l~ 8 , entdo I't— A + B,

Demonstragao. Vamos denotar Tty A por S,

a) Suponha que A estd em S(0). Entao existe uma sequeéncia Bys Bosees, B , tal
que Bn € B, com as propriedades expressas na definigao 1.1.7. Supondo que a hi
potese vale para Bys Byyeeos B ., vamos mostrar que vale para B . .
a,1) Se B, & um axioma 16gico, entdo kB , logo T B_; como B, * (A + 8,) é
instancia de uma tautologia, entao I~ B, (A~ Bn); logo, por RI, Ti— A+ B
a,2) Se B, ¢ uma Tormula de S, entao B, & A ou & uma formula de I', Se B, & A,
entao I'+—A + B, se B é uma formula de I', entao I'I--Bn, caindo no caso a.l},
a,3) Se existem i,§ < n, tais que BJ e B, > B, entao, pela hipotese de indu -
o, Tk~ A>8 eTHA~ (B, +B ). Tomando uma instdncia da tautologia {(C, ~
+ (c, » c3)) + (¢, ~ c,) > (c, » c3)), obtemos, por R, T+ A+ B .

a,l) Se existe i < n tal que B, & C,+C,e8 & c, » Vaj{;z,onde a; nao ocorre
livre em C, , entao, pela hipotese de indugao, I'— A + ((:1 + Cz)o Mas (A ~+

> ((:l > C2)) +— (A& C1 > CZ) é instancia de uma tautologia; logo, por R1,

I'—A&C - C,.Aplicando R2, '~ A & C, Vajcz. Por outra instancia da tauto

logia mencionada acima, I'i— A » (C] + Uajcz)a



Com isso mostramos que a propriedade vale para os elementos de $(0},
b} Suponha que a propriedade vale para os elementos de S{a) e vamos mostrar que
também vale para os elementos de S{a+1), Em primeiro lugar, vamos mostrar que
vale para os elementos de S(a)', o conjunto das formulas associadas a S(a). En
tao, seja B da forma Vaic(al), onde a, ¢ de segunda espéclie, e suponhamos que
C(Vi) , C(VZ),”. sao formulas de S. Pela hipotese de indugdo, T'i— A + C(‘J]) ,
[je A + c(vz),o.., Aplicando R3, T VaI(A - C{a‘n. Por IT.1 ,
T Vai(A > C(ai)) + (A~ C(ai)); logo, por Rl , Tl— A + C(al); como a, nao o-
corre livre em A, entao, por R2, Tl-A > VaIC(ai). Agora, repetindo os pas-

sos a,1) a a.lb) para o conjunto S{a)', obtemos que S{o+1) & tal que seus ele -
mentos possuem a propriedade desejada.
c) Se a & um ordinal limite e se B esta em S{a), entao existe um ordinal g<a,

tal que B esta em S{R). Pela hipotese de Indugdo, I'— A » B, terminando a de-

monstracao,

Observando-se a demonstragac do teorema da dedugdo, nota-se que para  se
demonstrar a propriedade para as consequéncias finitarias de S nao se utili -

zou em nenhum passo a regra R3, obtendo-se o segulnte resultado,

11,12, Peorema da dedugao finitaria.
Sob as eondigoes de 1.1,11, se 'U{A}I—B ,entao T A + B.

Vamos mostrar que vale a regra de generalizagao, finitaria ou nao.

1.1,13, Regra de generalizagao.



Se § €& um conjunto de formulas e A € wma formula, entdo:
2+) Sk A ge e somente se Sl— VaiA :
iZ.) Sl— A 8e e somente se S vYa.A ,
onde a; & wma variavel qualquer.
Demonstragac.
.) Suponha que Sk- A, Entdo, seja B a formula ¥a,(a; = a;). logo, SU{B} A;
como B & fechada, pelo teorema da dedugﬁo obtemos Sk B »~ A, Mas B & um axioma
16glco; logo, Si— B. Como .F nao ocorre livre em 8, S}— B + Vaiﬂ° Aplicando R1,

Sk VaIA. 0 mesmo resultado poderia ser obtido a partir da tautologia C1 +>

-+ (62 + C1). A recfproca é imediata e a demonstragao de 77.) € totalmente ana-

loga.

Se A & uma formula, o fecho de A (escrito ) & definldo como sendo a for
muta obtida de A guantificando-se todas as variaveis livres de A, na ordem in-
duzida pela ordenagao 8y, 3ypeee o A proposigao que se segue & de demonstragao
imediata, por indugdo sobre o nimero de variaveis livres de A (aplicamos 2

regra de generalizacao).

1.1.14, Proposigao. Se A é uma formula e $ e wm conjunto de formulas, entaos:
Ze) Sk A 3ge e somente se Sk A

ii.) Sl A ge e somente ge SIA .

Com este resultado, flca claro que se uma teoria K for Introduzida por um
conjunto de axiomas, K possui 0 mesmo conjunto de teoremas que a teoria obtida

considerando~se os fechos dos axiomas de K.
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1.1.15, Proposigao. Sob as mesmas condigoes que R2, se A(a;) > B, entao
— EIa;A(a;) + B,
Demonstragac. Como - Ala,) > 8, entao 718 +‘1A(ai). Logo, por R2, k—TB -

+ \ffai'lA(ai)., Logo, 1 1va, "IA(ai) > B; por definigao, EIaIA(a') +~ B,

Vamos adotar a seguinte convengao: escreveremos A(Vn) por A(Vl)’ A(vz),auae
Assim, = A(V ) significa A(U?), - A'(Uzl, eos « 0 mesmo vale para A(Vm).,
A sequir, apresentamos algumas propriedades de teoremas envolvendo fomulas com

variavels de sequnda especle,

1,1.16. Proposigao. Sejam a uma variavel de segqunda especie e A(ai)wna formula;

entao VaiA(a') se e somente se  |— A(Un).

1,1.17. Proposigao. Se A(ai) e wma formula, a € uma variqvel de segunda espé
cie e B & uma formula que nao contém a, livre, entdo, se k8 > A(V ) , entdo

- B > Va]A(ai).

1,1,18, Proposigao. Sob as condigoes de 1.1,17 , se M A(Vn) + B, entao
— 3Ja,Afa;) * B.

1.1.19. Proposigao. Sejam a, uma varidvel de segunda espécie e Ala;)uma formu-

i
la. Se emxiste wm inteiro p > 1 tal que A(VP), entao — ElaiA(ai).

A proposi¢ao que se seque € importante, pois possibilitara uma simplifica

Gao na apresentacao e desenvolvimento de uma teoria. A rigor, uma definigao
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que englobe objetos de ambas as espécies deveria conter uma clausula para cada
espécie {de varidveis ou termos, no caso mais geral). A proposicao garante que

todo objeto de segunda espécie € também de primeira espécie,

1.1.20. Proposigdo. Se a, & wma varidvel de segunda espécie e 2 ¢ uma varid

vel de primeira especie, entdo  |— Va, 3aj(ai = aj)0

Demongtragac. Vamos mostrar que t— Haj(vn = aj)o Por II,1 , b Vaj 1(Vn=aj)*
> '!(Vrl = Vn)° Logo, b=V =V +.3aj(vn = ajJ ; mas € imediato que (Vne'u'n)n

Resulta que |- iaj(vn = aj) s por 1.,1,16,, i— Va, 3aj(ai - aj),

As propriedades apresentadas nesta secgao mostram que, do ponto de vista

da sintaxe, L & bem semelhante & 10gica de primeira ordem.

1.2, ASPECTOS SEMANTICOS DE L

Dada uma linguagem L, uma interpretagao M par& L consiste em um conjunto
D, diferente do vazio, que € o dominio de M, e em uma fungao de interpretagao,

M de D, a cada sTmbolo

que assocla a cada constante individual ¢ um elemento ¢
funcional n-ario f uma operacao fM,n-Sr!a, em D e, a cada sTmbolo relacional
n-ario p, uma relagao n-dria pH em D, Dada uma teoria K em L, uma interpreta-
edo para K € uma interpretacdo para L. Intuitivamente, D € o campo das varia-
vels de primeira especie e {VT,Ug,ﬂ..} € D & o campo das variaveis de segunda
espécie. Rigorosamente, estas propriedades ser3o garantidas pela nogao de sa-

tigfagao, que serad apresentada a sequir., As varlaveis sao consideradas ordena-

das, como na secg¢do anterior. Vamos definir um conjunto de sequéncias de ele -
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mentos do domfnio de uma interpretacao M.

1.2.1. Definigao. A Dy XDy X woo XDy X oo (i > 1, inteiro}, onde D, e
D se a, for de primeira espécie e & {U?, Ug, ..o} se a, for de sequnda espe-

cie { M & uma interpretagao para uma linguagem L e D & o dominio de M).

1.2.2. Definigao. Sejam L uma linguagem, M uma interpretacao para L e s ¢ E?

Vamos definir uma funcao s*, que assocla a cada termo de L um elemento de D,

i.) Se r @ 3 s*(r) & 5 (a J=€sima componente de s),
1.} Ser e VJ, s*(Vj) e U? (a interpretagao de Vj)°

111.) Ser & flr,ry,...,r), s*(r) @ fN(s*(rl).S*(rz).eee.s*(fh))o

M

Sen =20, fé&uma constante individual e s*(f) é f € D, A sequir, defi

nimos quando € que uma sequéncia s sattsfaz uma formula A,

1.1.3. Definigao. Sejam L uma 1inguagem, A uma formula de L, M uma Interpre-

tagao para L, e s ¢ ZH,

i.} Se A e ry = r,, s satisfaz A se e somente se s*(rl) = s*(rz).
ii.) Se A @ p(r1,r2,,.o,rn), s satisfaz A se e somente se pM(s*(rT),
s*(rz),..,,s*(rn))e

1il.) Se A & 1B, s satisfaz A se e somente se s nao satisfaz 8.

ive) Se A & Bv¢C, s satisfaz A se e somente se s satisfaz B ou

s satisfaz C,

v.) S¢e A & VYa. B, s satisfaz A se e somente se qualquer s' € ZH, dife

J
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rindo de s no mximo na j-ésima posicao, satisfaz B.

£ Interessante notar que, se 3 & de segunda espécie, em 1.2.3.v,}, entao
sj > {VT,V:,...} . Assim n3o sdo necessarias restrigoes quanto a espécie da
varidvel, possibilitando uma definig¢ao de satisfacdo ldéntica a da logica de

primeira ordem,

1.2.4, Definigao. Sejam L uma }lInguagem, M uma interpretagao para L e A uma
formula de L. A & verdadeira para M, em sTmbolos, k=,A , se e somente se toda
sequéncia s € th satisfaz A, A& falsa para M se e somente se nenhuma se-

quéncia s € M satisfaz A.
Logo, A & falsa para M se e somente se 1A & verdadeira para M,

1.2,5, Definigao. Sejam M uma Interpretacao para uma linguagem L e S um
conjuntc de formulas de L. M & um modelo de S se e somente se toda farmg

la de 5 & verdadeira para M,

Assim, uma interpretacao M para uma teoria K € um modelo de K se e somen=

te se toda sentenca de K & verdadeira para M.

1,2,6. Definigao. Sejam L uma linguagem, $ uma conjunto de ffmulas de L e A
uma Tormula de L. A €& comsequencia semantica de S, em simbolos, Shk=A, se

e somente se, para todo modelo M de S, A & verdadeira para M.
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Se K € uma teoria emL, e A & uma formula de L que € consequéncia semdn
tica de K, escreveremos tambem P=h. Se S =1¢, em 1.2.6, escreveremos k= A,
e A & dita uma formula logicamente valida . O restante desta secgdo  sera
ocupado pela demonstragac do seguinte teorema, que mostra que as nogoes de con

sequencia sintatica e consequéncia semantica estdo intimamente relacionadas.

1.2.7. Teorema de completude (1% versao).

Sejam L wma linguagem, K wma teoria em L e A wma fornula de L . FEn-

tao F—KA_ se e somente se rnKAu

Para mostrar que, se |I—A, entao b=, basta mostrar que, se B e u~
ma formula e S & um conjunto de formulas de uma !inguagem L ,entdo, se Si— B
entac Sk= B, Basicamente, dado um modelo M de S, devemos mostrar que os axi=
omas 10gicos s3o verdadeiros para M e que, se as premissas das regras de dedu-
¢3o forem verdadeiras para M, as conclusoes também o serao. Vamos precisar de
algumas propriedades da fungao s*. Para os quatro lemas que se seguem, suponha
que M € uma interpretagdo para uma linguagem L e todos os termos e formulas en

volvidos sao termos e formulas de L.

1.2.8. rLema. Se todas as variaveis de um termo v ocorrem na lista a
1

reserdy (k > 0), e se as sequéncias s,s‘eEM sao tais que s; = s}

"2 k J J
(1 € § <K), entao s*(r) = s'*(r).

Demonstragac. A demonstragao & Imediata, por Indugao sobre o comprimento de

r.
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1.2.9. Lema. Se A é wna formula, as variqveis livres de A ocorrem na lis
ta ai],aiz, R R 5,5' € M edo tais que s; = s;j (1 <} < k) ,entao
J

s satisfaz A se ¢ somente se s' satisfaz A,
Demonstragao. A demonstracao é feita por indugao sobre o comprimento de A.

Caso 1, A & ry =y o Logo, por 1.2,8, s*(rl) = s‘*(r1) e s*(rz) = s'*(r2) .

Resulta que 5 satisfaz A se e somente se s' satisfaz A,
Caso 2. A é p(r],rz,...,rn). 0 raciocTnio & intelramente anidlogo ao do caso 1.

Caso 3, A & 1B. Logo, pela hipotese de Inducac, como as variaveis de B estdo

BNTre @; ,3; 4ecosd; 5 S ndo satisfaz B se e somente se s' nao satisfaz
1 2 k

B, Logo, s satisfaz A se e somente se s'

satisfaz A,
Caso 4, A & B v C. RaciocTnio andlogo ao do caso 3.

Caso 5. A & V¥a.,B. Llogo, as varlaveis livres de B estao entre a, ,.c.,a; o
J 7 H fy

Suponha que s satisfaz A. Entdo, toda sequéncia de EM que difere de s no

maximo na j-esima posicao satisfaz B, Sejam s'" e E”, diferente de s' no ma-

ximo na j-ésima posicao, e s'" a sequéncia idéntica a s, exceto na j-€sima

posigao, onde s'? = sy . Logo, 't ¢ M e s difere de s no maximo na j=e

sima posicao; resulta que s'' satisfaz B. Como s'? = s? s 1Sn<Kk e
n n

s'? - sy, entao, aplicando a hipotese de Indugao, s' satisfaz B se e somente

se s''' satisfaz B. Logo, s* satisfaz B, donde s' satisfaz A. A recl-

proca resulta por simetria,

Como corolario a este resultado, vale observar que se A € uma sentenga ,

ou toda sequéncia satisfaz A ou nehuma sequénclia satisfaz A, isto &, ou A é
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verdadeira para M ou A € falsa para M,

1.2,10. Lema. Ser, e Ty sqo termos, s € M s Ty resulta de L subatituin
do-ge todas as ocorréncias de a, por r, , coma eondigao de, se a For de se -
gqunda espécie, entdao ry é de segunda espécie, e se s' resulta de s substituin-

do-se a i-ésima componente por s*(r,) , entao s' € M e s*(r3) = s'*(r.),

Demomstragac. A condi¢ac imposta sobre r,» NO caso de a, ser de segunda espe~
M

cie, garante que s' € I'. Assim, podemos aplicar a definigao 1.2,2. A de -

monstragao & feita por indugao sobre o comprimento de Fye

Caso 1. Se r, & a, ent3o ry € ry. Logo, s*(r3) = s'*(rl)a

Caso 2, Se r, e 3, diferente de a,, entao ry e aj. Como s = sj, pois

1
I # ], entao s'*(r1) = s*(rg).

- Ead - ”
Caso 3. Se r, &V, entdo ry & V,» donde s*(r3) =V = s'*(r1)‘

Caso 4, Se r é f(rk 2Py seeesly ) , entao seja re (12]¢ h) obtido

1% n i
de rkj substi tuindo-se a; por rye Logo, ry = f(rLI,riz,o..,r&n) . Pela
hipstese de Indugao, s*(rj ) = s'*(r ) (1 < j < n). F imediato que s'*(r,)=

J
= s*(ry) .
fom isso, esta terminada a demonstracgao.
1.2,11, Lema. Sejam Ala.) wma formula, r um termo (de sequnda espécie ,

ge a for uma varidvel de segunda espécie) livre para a; enm ﬂ(a;) s 5 € M >
e s' obtida a partir de s substituindo-se a i~ésima componente de s por
s*(r) . Entao, s' € M oe s satisfaz A(r) se e somente se s' satisfaz

A(ai)o
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Demonatragao. A clausula em relacdo a espécie de r garante que s' ez, A de-
monstragao & felta por indugao sobre o numero de conectivos e quantificadores
de Afa;).

Caso 1, A(ai) é ry = e Seja rj (j = 1,2) o termo obtido de ] substituin
do-se as ocorrénclas de a; por r. Logo, Ar) & r; = ry. Por 1.2.16, s*(rj) =
= s'*(rj) (J = 1,2) ; entao, s*(r;) = s*(ri) se e somente se s'*(rl) =

= s’*(rz).

Caso 2. A(ai) & p(r1,r2,..o.rn)° 0 raciocTnio € inteiramente andloge ao do

caso anterior,

taso 3. A(ai) e 1B(ai). Entao A(r) & 18(r) e, pela hipotese de inducdo, s
nao satisfaz B{r) se e somente se s' nao satisfaz B(ai)o Logo, s satisfaz A{r)

se e somente se s' satisfaz A(ai).

Caso 4, A(ai) e B(ai) v C(ai). Pela hipotese de indugao, como no caso ante-
rior.

Caso 5. A(ai) e VajB(ai)o

Caso 5a. aj é a;. Logo, aAlr) & A(a'), pols a, nao ocorre livre em A(ai)a Por
1.1.9, s satisfaz A(r) se e somente se s' satisfaz A(ai).

Caso 5b. a € diferente de a,. Suponha que s' satisfaz A(al)n Seja s' € s ,

diferindo de s no maximo na j-ésima posicao. Seja s'' igual a s', exceto na
j=esima posicao, onde é igual a s'"., Logo, s'" € EH. Como s' satlsfaz A, gt

satlisfaz B(a‘). Como r & livre para ay em A, e podemos supor que a; ocorre Ti=-
vre em B(ai) {sen3o voltamos ao caso 5a.), ent3c r nao contem aj. Lego, por 1.
2.8, s*{r) = s"*(r), pois s e s" 50 diferem na j-ésima posigao. Pela hipotese

de inducao, s'" satisfaz B(ai) se e somente se s'* satisfaz B(r}, pois s'*" pode
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-y *
ser obtida de s' substituindo-se a l-ésima componente por s'' (r). Logo, s' sa-
tisfaz B(r), e s satisfaz A(r). A reciproca € obtida de maneira andloga, termi

nando a demonstragao.

Como corol3rio a este resyltado obtemos que se A(ai) e uma formula, a
€ uma variavel de sequnda espécie, 5 ¢ e s*(a‘) = V: (o que sempre ocorre
para algum k > 1), entdo s satisfaz A(ai) se e somente se s satisfaz A(Vk)°

Vamos passar a demonstragao da primeira parte do teorema de completude.

1.2,12, Teorema de corregao.

Se A & uma formula e S & um conjunto de formulas de uma linguagem L , e

S A, entao Sk A,

Demonstragac. A demonstragao € efetuada por inducdo sobre a dedugao de A, co-
mo € usual. Por definlgac, as formulas do conjunto S sao verdadeliras para
qualquer modelo de S. A demonstragao de que os axiomas ldogicos I, I1-I.4, IT,2
e IT.3 sao logicamente validos € intelramente andloga 3 demonstragaoc para o
calculo de predlcados de primeira ordem, }3 que n3o ha restrigoes quanto as es
pécles das varlaveis e termos envolvidos, Que as regras R e R2 preservam a
validade resulta da mesma observacdo, jd que 30 regras do cilculo de predica-
dos de primeira ordem e nac envolvem restrigoes quanto a espécie das variaveis.
Assim, para mostrar que as formulas de S(0) possuem a propriedade expressa no
enunclado do teorema, s6 falts mostrar que o axioma II.I € conseguéncia semin-
tica de S, Sejam A(al) uma formula e r um termo (de segunda espécie se a, o
for) livre para a; em A(ai). Sejam M um modelo qualquer de S e s € ', vamos

mostrar que se s satisfaz Vaiﬂ(ai), entdo s satisfaz A(r). (Que € equivalente
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a mostrar que s n3o satisfaz Va.A(a.) ou s satisfaz A{r).) Seja s' a sequéncia
obtida de s substituindo-se a l-&sima componente de s por s*{(r). Por 1.2.11, s
satisfaz A(r) se e somente se s' satisfaz A(al). Como s' difere de s no maximo
na i-ésima posicao, entdo s' satisfaz A(al), logo s satisfaz A(r). Como o caso
em que o € limite & imedlato, basta mostrar para S{a), se o = B+1. Inicialmen
te, suponha que A € da forma Vaia(ai) e B(V1), B{Vy)sera sao formulas de S{B},
com a; de segunda espécie. Pela hipotese de indugao, B(Vt)' B(VZ),,.. 5a0 to -
das tonsequéncias semanticas de S. Vamos mostrar que A também o &, Sejam M um
modelo-de S e s € s, se st e =M difere de s no miximo na i-gsima posigao, va
mos mostrar que s' satlsfaz B(ai). Supenha que s'*(aI) = V: s por 1.2.11, s’

satlsfaz B(ai) se e somente se s' satisfaz B(Vk) (ver comentario logo apos o

lema 1.2.11). Como B(Vk] & consequencia semdntica de S, s' satisfaz B(Vk), o
go, s' satisfaz B(ai). Resulta que s satisfaz A. Assim, mostramos que as for -
mulas de S(B)}' verificam o teorema; aplicando o mesmo raciocinio que foi utili
zado para as formulas de $(0), obtemos que as formulas de ${a) verificam )

teorema, terminando a demonstracao.

Como corolario ao teorema de corregao, vamos mostrar que uma formula é
verdadeira para uma Interpretacao (da linguagem da formula) se e somente se o

sey fecho o for,

1,2.13. Corolario. Se A é uma forrula de L , e S & wn eonjunto de formulas

de L., entao Sk= A se e somente se St= A,

Demonstragao. Por 1.1.18, como {A}i— A, entiao {A}il—A. Logo, por 1.2,12,
{A}r=RA, Se M & um modelo de S e Sk A, ent3o M € um modelo de { A} , logo A

€ verdadeira para M, Resulta que S5k=A. A reclproca & obtida por simetria,
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0 mesmo resultado vale para a generalizagao, pela proposigao 1.1,13, Por
1.2,13, flca garantido que se § & um conjunto de axiomas para uma teoria K, e

A & um teorema de K, entao Kk= A se e somente se Sk= A,

1.2,14, Definigdo. Se K & uma teoria em L, K € consistente em L se e somente se
nao existe uma formuta A de L tal que A e A, K e finitariamente consis—

tente em | se e somente se nao existe uma formula A de L tal que A e B 1A,

1.2,15, Proposigac. Se K é wma teoria em L, e A & wna sentenga de L tal que

TA ndo é teorema de K , entao Ky = KUA ¢ consigtente em L.

Demonstragao. Suponha que K, & Inconsistente. Entdo existe B em L tal que

b B € k- 8. Como B > ( 1B = 1A) e instancia de uma tautologia, entac
0 0
l--KBB + (1B >~ 1A). Logo, I-—KU'IA, aplicando RI duas vezes. Resulta que .

{A}L—k1A ; aplicando o teorema da dedugao, A+ 1A, Como (A + TA) » 1A e
instincla de uma tautologia, entao I~/14, por Rl , em contradigdo & hipstese

de que TA n3o é teorema de X,

1.2,16, Definigao. Se a, e aJ sao variavels distintas, de mesma espécie, e
A(a;) & uma formula, entao A(ai) e A(aj) sao aimilares se e somente se ) e

livre para a; em A(ai) e A(ai) n3o contém ocorréncias livres de ajq

Logo, se A(ai) e A(aj) sao similares, a, ocorre livre em A(a]) exatamente
onde a; ocorre livre em A(aj); além disso A(aj) e A(ai) sao similares, pois a,

é livre para 3 em A(aj) e a naoc ocorre livre em A(aj).
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1.2.17. Proposigac. Se A(ai) e A(aj) sao similares, entao

— VaIA(ai) > VajA(aJ).

Demonstragao. Por IT.1 , +— VaIA(ai) -+ A(aj)g Como aj nao ocorre livre em
VaiA(ai), entao, aplicando R2, | VaIA(a]) + VaJA(aj). Da mesma maneira, ob-
temos |- VajA(aj) - VaiA(ai). A proposi¢ao resulta de inst@nclas das tautolo

glas {C, &¢C,) » (C, &¢Cy) e {{c, aC))~ 03) « {c, > (c, ~ (:3)).

1,2,18, Definipdo. Dizemos que uma teorla K (em L) & completa em L se e somen

te se, para toda sentenga A-de L, P—K A ou F—K‘TA.

1.2.19. Definigao. Sejam K e Ko teorias em uma linguagem L. Kg & extensao de
K se e somente se K< K. KU & extensqo finita de K se e somente se K0 for

extensao de K e a diferenga entre Kg e K for um conjunto finito. .

A proposicac que se segue é uma versido doilema de Lindenbaum para a 16gi-

ca L,

1.2.20, Proposicac. Sejam L uma linguagem e K uma teoria consistente em L. En-
tao existem teorias Ky e K, em L, satisfazendo as seguintes propriedades:
ta) Ky é extensao consigtente (em L) de K, e, se SU{A} & wm confunto de for—
rulas de L, entao KgUSl— A se ¢ somente se KaUSh A,

it.) K, é extensdo de K, e € consigtente e completa em L.

Demonatragac. Como as expressdes de uma |lnguagem formam um conjunto enumera =
vel, o conjunto das formulas de L & um conjunto enumeravel., Vamos considerar as

formulas de L com exatamente uma variavel llvre, tais que esta varidvel & de
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sequnda espécle, Seja A.l(ai Y, Az(ai )s ... uma ordenac3o destas formulas e se

1 2 -

Ja a, avariavel livre de An(ai ). Vamos obter uma hierarquia Ke 4, = J,=
n n

ses de teorias:consistentes em' L, com a propriedade de que, para cadan> 1, e-

xiste uma constante de segunda espécie V., tal que J b Va, A {a, ) v 1A _(V, ).
Jn n LI Rt P P in

Suponha que Jyr Jos eee s Jn-! estejam definidas e satisfacam a propriedade a-
cima, além de serem consistentes em L., Se 1Vbl Aéai ) nao for teorema de Jn-l’
n n
sejaJ_=J . U{va, A {a, )} . Por 1.2,15, J € consistente em L e, por uma
n n=-1 inn ip n

Instancta da tautologla B + (B v C}, vale que Va] An(ai ) v'1An(Vl) & teorema
) n

}, entao, como -1 é conslistente em L,

n

para algum VJn, A$an) ndo & teorema de J__., caso contrario J_ _ - VainAn(ain),

por R3, em contradigdo 3 hipdtese de J,.q Ser consistente. Seja entdo J, ateo

finitario de J . Se Jn_lI-'IVa!nAn(al

ria obtlda acrescentando-se A (V n) a teorfa J__,. Por raciocinio analogo ao
do caso anterior, I, verifica as proprledades requeridas., J1 & obtida de K qg
manelra totalmente analoga, verificando também as propriedades {a mencionadas.
Por Indugao, cada teoria J (n > 1) & consistente. Seja Ky = LJ{JI, Jos oue Yo
E imediato que Ko € finttariamente consistente, pols a dedugao finitaria de al
guma contradicao envolveria apenas um numero finlto de férmulas do conjunto Kos
logo, seria uma dedugao em algum Jn’ que & consistente. 0 fato que garante que
Kg e consistente & que , a partir de Kos as nogoes de consequénclia e consequén
cla finitariacoincidem. Seja S um conjunto qualquer de formulas de L, e A uma
formula de L, Seja R = KgUsS. Afirmaggo: RI— A se e somente se Rli—- A. Que a

condicdo & suficiente & Imediato. Vamos mostrar que & também necessdria. A de-

monstragao € feita por indugao sobre o , se A pertence a R{a).
Caso 1. Suponha que A € R(0), Logo, RI A, por definigdo,

Caso 2., Suponha que A-c R{o+1), Basta mostrar que R(0) & fechado para a reqra
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R3, Entao, seja A da forma VaiB(ai), onde a, é de sequnda espécie, e vamos su-
por que B(U]), B(Vz), .as Sao formulas de R(0). Se a; nao ocorre )ivre em
B(ai), entac B(ai) é B(VJ) (j > 1); logo, A esta em R(0). Podemos supor, en-
tao, que a, ocorre livre em B(a’)o Seja C1(Vj) o fecho de B(Vl)° Logo, por 1.
1.14.b), CI(VJ) estd em R(0). Seja CZ(ai) a farmula obtida de B(ai), generali-
zando-se para todas as varidveis livres de B(ai), exceto para a, (a generaliza
¢do €& efetuada na ordem que seria realizada para se obter o fecho de B(ai)). 3
imediato que CZ(V}) e Ct(Vj)n Logo, vamos consliderar estas formulas como sendo
C(V]), C(VZ), cony € Cz(a;) é C(al)n Como a, & a unica variavel livre de C(a]),
C(ai) e An(ain), para algum n, Suponha, em primeiro lugar, gue Vaic(ai) esta
em J . Logo, esta em Kgs» Togo em R{0). Aplicando IZ.1 e RI, obtemos que C(ai)
estid em R(0). Repetindo o mesmo processo para as variaveis que foram generalil-
zadas, obtemos que B(ai) € R(0), Como a generalizagao € uma regra finitaria ,
VaiB(ai) € R{0). Por outro lado, se Vait(ai) nao esta em o entao, para algum
Uj’ TC(VJ) estad em Jos logo, em R(0), Mas C(VJ) € R(0}). Logo, existem duas
possibilidades. Se R for finitariamente consistente, entao este caso € impossi-
vel e terminamos, Se R for finitariamente inconsistente, entao, por causa da
tautologia B, & 18, * B,, toda formula de L € consequéncia finitaria de R e
nao hi nada a demonstrar. Logo, R(0) é fechado para a regra B3, resulta que
R{a) = R(0), para todo ordina)l o, e estd demonstrada a afirmacao felta acima .
Vamos mostrar que Kj € consistente., Suponha que existe uma formula A de L tal
que KBP— A & 1A, Logo, pelo que acabamos de mostrar, KOH- A & 1A, em:contradi~
¢ao com o fato de Ko ser finitariamente consistente. Assim, Kg é consistente
em L e, para todo conjunto de formulas S de L, KOKJSF— A se e somente se

KULJSH— A, para toda formula A de L., Vamos obter uma extensao consistente e
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completa {em L) de Ko (logo, de K). Sejam Byy Byy eee as farmutas fechadas de

L. Vamos definir uma hierarquia de teorias consistentes em L, K0 E;J1 E;'JZEE

2 n-1

veo « Suponha que J], N estao definidas. Se 18 nao € teorema de

n-1 n-1

", seja " =0 LJ{Bn}° Logo, se 1 for consistente, J" também o ser3d |,

n -1

por 1,2.15, Caso contrario, J =J . 3! & obtida de K de manelra analoga |,

sendo também consistente. Logo, por indugdo, para cada n (n > 1), J" & consis~

2

tente, Seja K, = LJ{J?, J°, «o. I3 € imediato que K, é completa em L, e também

1
que € finitariamente consistente em L. Suponha que existe uma formula A de L,
tal que K, I~ A &7A. Logo, se S & o conjunto de formulas acrescentadas a teo-
ria KO para se obter KI’ KULJSF— A & 1A, Pelo que ja foi demonstrado acerca de
Kgs KgUSH= A &71A; Logo, K I A &71A, contra o fato de que K, e finitariamen-

te consistente. Logo, K] & consistente em L, terminando a demonstragao.

1.2.21, Teorema de completude (2% veredo).

Sejan L wuma linguagem e K uma teoria em L. Entao, K & consistente em

L 8¢ e somente se K possui um modelo emumerdvel.

Demonstragac. Suponha que K possul um modelo enumeravel M. Seja A uma formula
de L tal que K& A &71A, Entdo, A € verdadeira para M e 1A também € verdadei-
para M, pelo teorema de correcao, o que e Impossivel. Logo, K € consistente em
L. Suponha que K & consistente em L e vamos obter um modelo enumerdvel para K.
Seja Ko aextensao de K cuja existéncia a proposigao 1,2,20.1,) garante, Seja

L' a linguagem obtida acrescentando-se um conjunto enumerivel {c],cz,oo,} de

novas constantes Individuais (de primeira especie) a L. Vamos mostrar que KU e
consistente em L', Para isso, mostraremos que , se A € uma formula de L', en =

tao Kot A se e somente se K I A (nas dedugoes podem ocorrer formulas de L'},
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Se A estd em KU(O), entao, por definigao, Kg I A. Vamos mostrar que KO(O) é fe-
chado para a regra R3. Suponha que A € da forma VaiB(ai), onde a, € uma varia-
vel de segunda espécie, e B(VI)’ B(Vz), cee 530 formulas de KO(U)n Logo, ~a

dedugao  de cada B(V.) (j > 1) envolve apenas um nimero finito de formulas. Se

J

jam d,,d,,...,d as novas constantes que ocorrem em B(ai) {logo, em B(Vj))o Co
mo B(V]) é teorema finitario de Ko (na linguagem L'}, entao apenas um ndmero
finito de novas constantes e de variaveis de primeira espécie ocorrem na dedu-
gao de B(Vl) (mais precisamente, numa dedugac finitaria de B(VIJ). Substitul-
mos as novas constantes que aparecem na dedugao de B(V') por varidveis de pri~
melra espééie que nao aparecem {a substituigdo € efetuada numa ordem determina
da; logo, as varlivels que s3o utilizadas sao todas distintas). Sejam XysXgypeo
pX a3 varidvels que substitufram as constantes dy,dyyece,d , respectivamente,
e denotemos por X o conjunto destas varlavels. Como as substitulgoes efetuadas
nos axiomas 10gicos fornecem novos axiomas logicos e as regras nao sao alte-
radas na sua aplica¢3o (nac ha alteragao nas formulas de KO)’ obtemos uma dedu
cao em L. Logo, a Ultima formyla que aparece nesta dedugao & B(V]) com as subs
tituicoes efetivadas. Seja CI(U1) esta formula. Repetimos o processo descrito
acima, substituindo as novas constantes que aparecem na deducao de B{Vj) (j>2)
por varlavels de primelira especie que nao aparecem na dedugao nem no conjunto
X, obtendo os teoremas cz(vz), C3(V3), »o0 » Vamos mostrar que Kjk- C,(Vz) .

a dedugao sendo obtida com formulas de L. Sejam Y{sYgseaesy, 2% variavels que
entraram no lugar das constantes di,dz,.oo,dn, respectivamente, para se obter
cz(vz). Como Ko b CZ(VZ) , entao Kot Vy1CZ(U2) (as dedugoes sao todas em L).
Como X, nao ocorre em CZ(VZ), aplicamos o axioma II,7 e a regra RI , obtendo

uma formula que & CZ(VZ) tendo x, no lugar de y,, e € teorema de Ko em' Lo Re-
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petimos este processo, substituindo y,  porx, (2 < k £ n), o que € possivel, pois
Xy nao ocorre na formula em que val substituir Yie E imediato que obtemos que
Kgt= C,(V,). Repetindo para cj (vj) (3 ¢ j), obtemos Kyk= C, (V,}, Kjt= C,{V,),.
«+ « Aplicando RS , Kob- Hatcj(ai}, Por 1,2,20,1.), KUIF-VaiC](ai). Apticando
IT,1 e Rl n vezes, substituimos Xy9XgyesosX, POF d]’dZ"°°'dn » respectivamen
te e obtemos que VaIB(ai) estd em KO(O), pois mostramos que Vaicl(ai) esta em
KO(O) (estamos considerando, neste caso, que podem ocorrer formulas de L'), Lo-
go, KU(O) & fechado para a regra R3 . Resulta que KU(G) = KD(OI, para todo or-
dinal o, Suponha agora qué existe uma formula de L' , A, tal que KOL- A&TIA .
Pelo que acabamos de mostrar, Kyl A &7TA, Seja uma deducao finitaria de A& TA;
obtemos uma dedugao em L, substituindo todas as constantes novas que aparecem
nesta dedugao por varidveis que nac aparecem {varidveis de primeira espécie) .,
Assim, obtemos a deducdo de uma contradi¢do que & uma formula de L, a partir de
Ky» © que e impossivel, pois Kg é consistente em L. Logo, K, é consistente em
L'.

Seja agora Al(ail)’ AZ(ai ), «o. uma enumeragao das formulas de L' com exa

2

tamente uma variavel livre, e seja a, a variavel livre de Ak(ai ). Vamos obter
k k

uma hlierarquia de teorlas em'L', K SEKEKE s &K S ooy tai que, para

cadan 2 1, Kn satisfaz as sequintes propriedades:

1 .} K. € consistente em L',
n n
2..) K, e uma extensao finita de Ko+

3n.) Se a, é de sequnda espécie, ent3o existe uma constante Vj tal que
n n
KnL- va, An(ai ) v '1An(vj Y
n n n
5e a

i

& de primeira espécie, entao existe uma das novas constantes, cj , tal
n . n
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que Knr— Vai An(ai Y v '1An(cj Y.
n n n

Suponha que temos Kn-l com as propriedades acima e vamos obter Kno Estamos con

siderando n > 2. Se a, ¢ de sequnda especie, entao, se Va, An(al ) nao ¢
n n

n
- A .
teorema de K _,, K =K _,U{va, An(ain)L Por 1.2.15, K '@ consistente em L' ;

]’
n
além disso, & imediato que valem também Zno) e 3no), pela hipotese de indugao.

Caso contrario, existe VJ tal que An(Vj ) nao € teorema de Komts senao ~ter T
n

n

amos que |-, Va, An(aI }, em contradigao 3 hipotese de Inducao. Entao, toma =
n=t'n n

mos K = Kh_]LJ{'1An(an)} e,novamente, K satisfaz 1..), 2 .) e 3 .}, Se aln

for de primeira espécie, seja cj uma das novas constantes que hao aparece em
n oL . . .
nenhuma das formulas de Kn_1u{An} , o que & possfvel, pols < nao pode ocor-
n

rer em nenhuma formula de K; e, por hipotese de indugao, K _. & uma extensao

n=1
finita de Ko Acregcentamos a Kn-l’ para ohter Kn, a sentenca
(s,) o Yay A (e ) v TA (e ).

n n n
Ltogo, 2n.) e 3n.) valem, Vamos mostrar gque Kn & consistente em L'. Suponha que

nao. Logo, toda formula € teorema de Ky (formula de L'). Em particular,

K 'l(sn), ‘
Como (Sn) é fechada, Kopmy (Sn) - 'T(Sn), pelo teorema da dedugao ~ . Pela ins

tincia de tautologia ((sn) > ‘|(sn)) - "!(Sn), K _];-‘l(sn). Logo,

n

ln) e Kn_ll— An(c

K i+ T¥a, A, (a )e

n-1 n

Jn
Seja B a formula obtida pela conjungac das sentengas acrescentadas a Ko para se

ter K _., o que é possivel, pois o conjunto destas sentencas & finito. Logo |,

n=1

Ko 8 = An(cj )}, pelo-teorema da deducao, pois B € fechada, Como fol visto na
. _
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demonstragao de gue KO € consistente em L', se Kﬂb— A, entao Knlh-A. Resulta

que Kol—8 An(cjn). Do fato de que Kn_iuw B, por BRI obtemos Kn-I'LAn(cjn)'

Seja entao uma deducao finitaria de An(cjn) e seja x uma variavel de primeira
espécie que nao aparece nesta dedugao. Substitufmos todas as ocorréncias de
c.n na dedugao finitaria de An(cjn) por x, Como cjn nao ocorre nem em An(ain)’
nem nas formulas de K _,, obtivemos uma dedugao de A (x). Aplicando a genera-
1izagao, Kn-IL_ VxAn{x). Como An(x) e An(ai ) s3o similares, ent;o, por 1,2,
17, K. +Va, Afa; )}, em contradicao a h?these de indugao. Logo, K, & con-
sistente em L'.n " Para terminar a elaboragao da hierarquia, falta mos-
trar que existe K, satisfazendo 11.), 21,) e 31.). Obtemos K, de K,, de manei-
ra totalmente andloga a como obtemos K de K _,, considerando a férmula
A‘(a“)° Assim, por indugao, cada K & consistente. Seja K® = LJ{KO,K],ooa b
E imediato que k0 é finitariamente consistente, pols Kor Kis oo sao todas con
sistentes, Observando a elaborac3o da hierarquia, e, se K1 € a teoria obtida
de K, satisfazendo 1,2,20.i.), € facil notar que KISE KO; logo, se S & um con-
junto de formulas de L' ¢ A & uma formula de L', entao K'USi— A se e somente
se KOLJSIk-A. Logo, como KO e finitariamente consistente em L', KD € conslisten
te em L', Aplicando 1,2.20, seja J uma extensao de KO, consistente e completa
em L', Seja T o conjunto dos termos fechados de L', i.e,, dos termos sem varl
aveis de L'. Definimos a sequinte relacao em T: se rpfy €7, ry 2 r, seeso
mente se Jl-r. = r,, Em virtude dos axiomas II.2 e Il.3, esta relagao € u-
ma relagao de equivaléncia. Seja D o conjunto das classes de equivaléncia dos
elementos de T determinadas por esta relagac., Vamos definir uma Interpreta -
¢ao M para L', tendo como dominio o conjunto D, Se re T, denotamos a classe

. - — - M - e
de equivalencia a que r pertence por r. Se ¢ € uma constante de L', ¢ e <,
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Se f & um sTmbolo funcionat n-ario, e Fiafgreeast €Ty entao

M - -
f (Fl'r2’°'°’rn) = f(rl'r2'°'°’rn)°

Devido as propriedades da igualdade, esta claro que esta definigao nao depende
dos representantes escolhidos, Se p & um sTmbolo relacional n=ario de L' (logo,

de L) e FisFareeesl € T, entao
p”(F,,?é,...,?h) se e somente se Ji— p(r?,rz,..e,rn].

Novamente, esta claro que a definicao nao depende dos representantes utiliza-
dos, Vamos mostrar que M, assim definida, & um modelo de J, Basta mostrar que
se A € uma sentenga de L', A & verdadeira para M se e somente se Ji— A, A de-
monstragac & felta por Indugao sobre o nimero de conectivos e quantiflcadores

de A,

Caso 1, A & Ty = fye Imediato, pela definigao de M.

Caso 2; A & p(rj,rz,....rn). Novamente pela definigao de M,

Caso 3. A € 1B, Se JI— A, entao € falso que JI— B, pols J & consistente .
Como B & fechada, aplicamos a hipotese de indugdo, obtendo que 8 & falsa para

M (B & fechada). Logo, por definicio, A € verdadeira para M. Se A € verdadei-

ra para M, entao B & falsa para M. Pela hipotese de indugac, € falso que B &

teorema de J; como J € completa em L', J+— A,

Caso 4, A & B v C, Se Jl— A, suponha que A & falsa para M. Logo, como B e C
sao fechadas, B e C sac falsas para M. Pela hipotese de indugao, e como J &
completa em L', JTTB e JIL-TC. Como JBv Ce JI18, entdo, tomando
uma instd3ncia da tautologia (B1 v 82)'&'181'+ B, , resulta que Ji— C, em con-
tradicao ao fato de que J € consistente em L', Logo, A & verdadeira para M,

Por outro lado, suponha que A & verdadeira para M.
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Como A € verdadeira para M , e B e C sao fechadas, entao B & verdadeira para
M ou C & verdadeira para M. Em ambos os casos, pela hipotese de Indugdo, obtemos

Jb- A,

Caso 5. A & V¥a,B, Se B & fechada, aplicamos a hipdtese de Indugao e o fato de

i
que B & verdadeira para M se e somente se VaIB o for. Podemos supor entao que

i -

-
aeai.

a, ocorre livre em B, Como A & fechada, existe umn > 1 tal que B € An(a‘ ) e
n

Caso 5a. Suponha que a, & de primeira espécie, Se JI— A, suponha que A & falsa

para M, Logo, para alguma sequéncia s € ZM, s nao satisfaz B(ai). Seja
s*(al) = r. Logo, por 1.2,11, s nao satisfaz B(r). Como B(r} & fechada, B(r) &
falsa para M. Pela hipotese de indugao, JI—"18(r}. Como JI— A, e r & livre pa

ra a, em B(ai), aplicamos o axioma II.1, obtendo JI— B{r), o que & impossivel ,

i
pols J & consistente em L', Logo, A & verdadeira para M. Por outro lado, supo=-
nha que A & verdadeira para M mas que & falso que JI— A, Como J & completa em

L', JITA. Sabemos que J}— (Sn). Logo, JF—'1An{cj }. Resulta que An(cJ ) é
n n

falsa para M, pela hipotese de indugao e pela consisténcia de J. Mas A & verda-
deira para M, donde , aplicando IT.I, An(cj ) € verdadeira para M, pelo teore-
n

ma de corre¢ao., Logo, Jh- A,

Caso 5b. Suponha que a, & de segunda espécie. A demonstracao € totalmente ana-
loga a do caso 5a.
Assim, M & um modelo de J. Considerando a fungao de interpretagdo restri-

ta 3 linguagem L, &€ Imediato que obtemos uma interpretagao (em D) gue & modelo

de K. Além disso, D & enumeravel, terminando a demonstracdo de 1.,2.,21.
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Como consequéncia de 1,2.21, vale uma versao do teorema de Lwenhetnm

Skolem , para as linguagens consideradas.

1.2,22, Teorema, Se L & wna linguagem e K & uma teoria em L , entdo, se K

tem um modelo, X tem um modelo enumeravel.

Com um exemplo, vamos mostrar que nao vale o teorema da compacidade .
Seja L a linguagem cujos (nicos sTmbolos sdo as constantes de segunda espécie.
Seja K o conjunto das seguintes sentencgas: "Wt(V1 =t), Vy = Vo, U1 = VB,...,

v, = UI,.;, (i >2). Como V., = Vy, aplicando R3, obtemos Ki— Vt(U1 = t). Logo,

1
K & Inconsistente, Seja J um sub-conjunto finito de K. Seja p o maior 1 tal
que VI = Vi esta em J, Seja D um conjunto com dois elementos (distintos) a e
b Interpretamos Vi, i < p, como sendo a e Vl’ i > p, como sendo b, E imediq-
to que obtemos um modelo de J. Logo, J € consistente e nao vale o teorema da
compacidade, que afirma que, se todoe sub-conjunto finito de um conjuntd de f&g
mulas & consistente, entao o conjunto mesmo é consistente,

Para finalizar, vamos estabelecer a seguinte notagao., Se L & uma lingua -
gem cujos simbotos sao Vis Vgs coes €15 Copeeny €0y Ty Foyoees®a Pry Poy oo

2y pq, denotaremos uma interpretacao M para L da seguinte maneira:

MM M M M F
n

M M M M M M
H = (D,VI,VZ,qu,CI,CZ’noo,C ,fl z.ooe,fm,pl’pz’eoo’pq)o



CAPTTULO 2

0S SISTEMAS T E T*

2,0, INTRODUGKO

Neste capitulo sera apresentado o desenvolvimento de duas teorias, T e T¥,
cula 16gica subjacente € L. A linguagem L considerada possui, além das constan-
tes de segunda espéclie, um Unico sfmbolo, um sTmbolo relacional bindrio, cujas
propriedades (expressas pelos axiomas de T e T*) caracterizam-nas como teorias
de classes, As constantes V], Vz, ... 530 consideradas classes especiais, com
a propriedade de serem fechadas para certas operagoes tTpicas da teoria de con-
Juntos, Esta propriedade garante que cada V' € um universo, no sentido de
Tarski (2.1.138). T & desenvolvida extensivamente e T* de maneira sumdria, 7j&
que existe forte analogia entre ambas e T* & formalmente mals simples. A apre-
sentacdo segue de perto o apéndice de Kelley{12), onde e tratada uma versao da
teorla Impredicativa de classes. 0s axiomas desta teoria (conhecida como teoria

de Kelley-Morse ou, abreviadamente, como KM) podem ser encontrados no apéndice

C, mais adiante,

2,1, 0 SISTEMA T

0 sTmbolo relacional bindrio de L sera denotado por &, como € usual, As-
sim, os termos de L sao as varlaveis e as constantes Vi, Vy, oo a3 formulas
atomicas sac da forma Pp=r, e r,€r,, onder er, sdo termos de L, Ao con
trario de M (e de T*), T nao possul uma classe wniversal, pois nao existe um

*

32
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esquema de classificagao universal em T (cf. 2,1.9). O primeiro axioma de T ex

pressa a relagao fundamental entre a igualdade e a relagao de pertinencia ().

2.1.1, Axtoma de extenstonalidade.

(T.1) Vz(zex+>rzegy)»xmy,

A proposigao 1.1,20 nos garante que os objetos de segunda espécie também
sao testados na verificagdo de igualdade de x e y, e que a igualdade de obje -
tos de segunda especie (em relagao a outros de qualquer especie) também & ga-

rantida pela propriedade expressa pelo antecedente de (T.I).

2,1.2, Definigao,

{(Z.) X #y see Nix = y) 3

(i€, ) x¢y 8ee ixey);

(111, ) Xsy see Vz(z e x>z cvy);
{iv,) XCy 8ee XSy &x#y,

Nas definigoes, a expressao see sera utilizada como simbolo de defini -
cao meta-lingufstica. As expressoes definidas acima saoc lidas da maneira usu-
al, e.g. x&y & lida x estd contidoemy e xc y, x esta contido propria
mente em Y.

Nesta secgao, o sTmbolo |- ser3 utlizado no lugar de b € Pensamos
sempre no conjunto de todos os axiomas de T. 0 fato de um teorema de T
ser enunclado sntes da apresentagac de um axioma significa, simplesmente, que

aquele axioma n3o & necessirlo para a dedugdo do teorema, As dedugoes dos teo-
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remas nio estao rigorosamente formalizadas, mas sdo tals que sempre € possfvel

se obter uma dedugao formal a partlr dos axiomas de T,

2.1,3. Proposigao.
(1.} L Vz{(zex <> zey) + x=Y;
(i, ) e (x=y & YSEX) < x=Yy,

Demonstragao. |mediata, como para a maioria das proposigoes que se seguem,

2, 1.4, Proposigao.
(1.) —x ©x 3}

(it.)} xSy & ycz + xc<z,

A sequir, apresentamos as primeiras propriedades dos niveia, como serao

chamadas as constantes V,, V,, ... .

2,1.5, Axiomas estruturais,
{T.I1) XeEV *> xcV ,
n n

(T.IIT) xSV > xeV ..

Seguindo a convengao adotada no capftulo 1, p. 10, (T.II) afirma que to

dos os nfvels s3o tranaitivos ; observacdo analoga vale para (T.III) .

Lo <
2,1.6, Proposigao, 1= VoEV ,y & V€ Vsl °

2,1,7. Proposigac, Se p > n, l—Une\!p &8 VcVu .
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A demonstracdo é feita por Indugdo (meta-matemdtica) sobre a di

ferenca p=n.

2.1.8, Proposicac. = ¥t¥u{t eu v t=u v ucet),

Demomstragdo. Existem trés possibilidades para V e Vp, em fungao de n e p. Se
p<n, - Vp £ Vn » 100 b Vp £ Vn v Vp = Vn v Vn € Vpe Sep=n ou
n < p, obtemos o mesmo resultado. Logo, por uma demonstragao meta-matematica

por casos, Vp eV v Vp =V, v V. e Vp . Aplicando R3, - ?u(Vp Eu v

v V. =u v ue VP). Aplicando novamente R3, obtemos a proposigao.

Basicamente, a diferenca fundamental entre T e T* esta determinada pelo
esquema de classificacao que, no caso de T , para cada formula e cada nlvel,
garante a existéncia da classe cujos elementos sao os elementos do nivel que

satisfazem a formula, Em T* |, a classe € sub=classe da classe universal, nao e

xistente em T,

2,1.9. Esquema de classificagdo.
(T, IV) Ixva, (a; € x ++ Ala,)a a, eV ),

onde a, € uma variavel de primeiré ou segunda espécie e A(ai) é uma formula em

que x nac ocorre,

Esta nao & a formulagao original apresentada por da Costa(3), mas & equi-
valente, eliminando=se a necessidade de se introduzir o classificador

{see200e} como sTmbolo primitivo. Este, um para cada n 2 2, & introduzido

~



por definigao contextual,

2.1.10, Definigao. Se A(ai) & uma formula e a, € uma variavel qualquer,

Yy € {ai : A(ai)}n see

3x(Val(ai€x > aievn_1 & A(a])) & yex).
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Utilizaremos esta definicao constantemente, no que se segue, Passamos 3 a=

presentagao da algebra de classes.

2. 1 ot 1 . Definig&o.
(i.}] x/n see

(1.) xU_y see {z: zex

(i1, ) xN,y see {z: zex

A existéncia dos termos definidos em 2.1.11 € garantida pelo esquema

classificagao,

2.1.12, Proposigac.

{z: zsx}n 3

v

&

zsy}n ;

zey}n .

{Ze) - x U_ % = x/n
(it.) b=x N x = x/n ;
(1it,) - x LJn Un-T = x/n
(iv.) -x 0 vy = x/n
2.1.13. Proposigac.

{i.) b-x U _ y=vy U x

de



2.1,14, Proposigao.

) =& n,y) a2

(1i.) = {x Uny) U, 2 ° X Uy vy u, 2) .

2,1,15, Proposigac.
(G) t=x Ny y, 2)

[}

(Z2.) = x U (y A z)

x Ny ¥ N, 2) s

(x N y)u, xn_2);

(xvu, v N, xu 2.

Vamos definir o complémento e o complemento relativo

201016. Defini?ao.

() ~Nx  see {y s v ¢ x}n ;

(i1, ) x vy 8ee x ﬂn ('\»ny) .

2,1,17. Proposigaos l-—mn(mnx)= x/n .

2,1,18, Leis de de Morgan.

(1e) I—'\'n(x v, ) {"'nx) nn ("‘nY) H

(i) =% (x O y) = (vx) u, (vy) .

A sequlr, definimos a classe vazia.

2.1.19. Definigao. ¢ see {x : x # x}

n

2.1.20, Proposigac. Para quaisquer m e n,

&

¢ =9

n

L]

(em um nTvel),

37

Demonstragao. Pela definigao 2.1.19, para todo x, x ¢ ¢, e x £ ¢, Logo, pe-
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lo axioma de extensionalidade, ¢n = ¢ .
2,1,21, Definigao. ¢  see g0

Quando qualquer nogao (definida) de T, como termos, relagoes, fungoes
etc., for tal que nao existe dependéncia dos nlveis, teremos uma nogac univer-

sal, como & o caso da classe vazia.

2.1,22, Proposigao.
(ie) +H=x¢ ¢ ;
(ite) + ¢ Unx=x/n ;

(ii.) — ¢ nnx=¢ .

-
4
=
1
=

2.1.23, Proposigao. b 'ban =V 1 V-1

2,1.24, Definigao.

(t.) upx see {y: Jz(zex & yeaz)}

(i) N x see fy :+ vz(zex = yez)}n.

1}

2.1,25, Proposigao. b n.n¢ U} & Uo=9¢.

n=1
Demomstragdo. 2z € N.o = vy(yed » zey) & zeV__; . Como Vyly £ ¢), entdo
zZc ﬂncb “— z g Vn_]; Z E Und: “> 2 £ Vn-! & Fy(yed & zey). Logo, para qual-

quer z, z ¢ Untb o

2.1,26, Proposigao,

(1:.) "—¢Ex; Y
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(i) byeV _, » xSy < xuy=y);

(id.) =y €V 4 + Sy < xnNy=x) .

2,1.27. Proposigao.
(1) kycx > (Uygux) e (N xcny;

(i) +yc<V + (xey -+ (xguny));

n-1

({1t} =x ey =+ nnyExo

0 axioma que se segue garante que toda sub-classe de um elemento de um

nfvel & também elemento deste nf{vel, e que os nlvels sao fechados por partes,

2.1.28. Axioma das partes.

(T.V) xeV > By(ye\!n & VYz{zec x + zevy)),

2,1.29. Proposigao, b-xeV & zex * zeV .

Demonstragao. Se x € V. , (T.V) garante que existe y € V_ tal que, se x'c
€ x, entao x' €y, Logo, 2 ¢ y, Como v é transitivo, pot (T.II) , entao
ze Vn’

= UV

2,1,30. Proposigdo. —¢=0V . &V _, V-t *

nn-

2,1,31. Proposigas.
(i) = (x#£6 & xSV ) » NxeV . ;

(31,) =N xeV . > x#4.

2,1.32, Definigac. 2: see {y:ycx}t .
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g - V_
2,1,33. Proposigao, 20"l =V,

.~ X
2.1,34. Proposigao. - xeV _, + 20V, .

N3o & possTvel provar que, para todo x, x # x. Mas, no caso particular dos

nTveis, o axioma das partes garante esta propriedade,

2,1.35, Proposigao. V. EV

Demomsiragao, Seja R, = {x s x¢ x}n+| . Entdo, R,V .SeV €V, en-
tio, pela proposicgao 2.1.29, Rm1 € Vn . Logo, Rn+, Ear+l SR s Rn+1 ¢ Rn+1,
contradlgao.

2,1.36. Definigao. '{x}n see {y : xeV _y > xwy}“ .

2,1,37. Propostigao. xeV,  + '{x}n eV ;.

x

Demonstrapao. Se xeV entdo 2) € V .. Como {x} = 2., entdo {x}n&:\nfnm1 o

n=-1?

Se x¢V__., entdo {x} =V £V .

2.1.38, Proposigao. - xeV > Vy(ye{x}n —+ y=x) .

i

2.1,39. Proposigao. - xgv e {x} =V _, .

2.1,40, Proposigao.

(i.} b= XEVn_ -+ Un{x}n=x & nn{x]‘n=x :

1

(Z60) b= xtV__, > U {x} =V . &N {x}=¢.

1

0 axioma da unlac, que se segue, substitul o axioma do par.
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2.1.41, Axioma da uniao.

(T.VI) xeV _y & yeV , + xUyeV ;.

2,1.h82, Definigao. {:-<,\(-Jzn see {x}n v, {y]rl_| .

2.1.43, Proposigao.

(1) b+ (xe:‘u'n_.l & yevn_l) > {x,y}ﬂ eV .y

(i11.) 4 (xﬂfUn_‘ v Ywn-t) “~> '{x,y}n =V 3

(1214) 1= {x,y}n eV * (xt—:‘h"ﬂ_3 & ye'u‘n_l) .

2,1,44, Propostigao. - xeV _, & yev__. =+ (zt{x,y}n — (z=x v z=y)) .

2,1,45. Proposigao.

(Z) b= XEV _ & YEV . (nn{x,y}n=xﬁny & Un{x,y}n-.ﬂxuny);

(fd) V= xgv vV o o+ (0 Ixy) =0 & U {xy} v ).

Para as definicoes de relapao e funpdo , necessitamos da nogac de par or—

denado.
2.1.46. Definigdo. (x,y)n gee {{x}n',{x,y}n}n o

2.1 .Ll'?t Pi'OpOG?:Q&O.

(2)  FxeV ., & yev . (x,y)nevn_t :

(it,) - xeV v yL’Vn_? i (x,y)nm'n'"_3 .

2,1,48, Proposigac. CbexeV L & oyeV .+ Un(x,y)n={x,y}n &
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& r\n(x,y)nn{x}n LVA Lh(x’y)n=xLJny & Ljnfﬁn(x,y)nwx & rwnLJn(x,y)nnxfWRy &

& nnﬂn(x,y)nmx .

2,1.49, Proposipgao. — xtvn_] vyey o iJnr1n(x,y)n=¢ & r}nrﬁn(x,y)n=
=Ny &N U OGy) =6 & Uy (Gy) =Yg
2,1.50. Definigao.
2 4 .
(t.) 1 co x  see f1nfinx :
.. a
(i1,} 2 co x see (ﬂnunx) v, (Ununx ~ Unﬁnx) .

. a
2,1,51, Propostipao. -2 coV._y = V-1 -

2,1,52, Proposigac. — xe'u'n_1 & ern_1 + (lecon(x,y)n=x & 2§con(x,y)n=y)°

A proposic¢ao que se seque garante a propriedade fundamental dos pares or-

denados,

2.1.53, Proposigdo.

eV g &yey o (Goy) =Gy ) e Gext & y=yh))

Demonatragao. Como xeV_ _.e yev _,, se (x',y')nu(x,y)n, entao (x‘,\r‘)nﬂ.’n“1 :

logo, x'eV _, e y'eV _,. Se xéx', entao x'¢{x}n e x¢{x'}n . Logo, {x'}n#{x}n ;
3 ' 1 yt) = "} = ) P
entao, como {x }ne(x Y )n (x,y)n, {x }n {x,y}n. Logo, xe{x }n' contradicao .

De forma analoga se y=y', A reciproca € Imediata.

Passamos a nogao de relagao.
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2.1.54, Definigao, reln(x) see  x V. _, & VYylyex > 3Ix' 3x"(y=(x',x")n)n

Assim, uma relagac de tipo n @ uma classe de pares ordenados, contida em
Vet
20 1 . 55& Definip&m

xo y see {z : 3Ix' 3y Hz'(y'evn_‘ & z=(x',z')n & (x',y')nEy &

1 1
& {y',2') ex)} .

A notacao utliizada nesta definicdo pode ser simpllficada da seguinte ma-
neira, Tomamos, como definigao de x o y , a classe

{(xl’zi)n : HYI(Y'SVH_I & (x.!yl)nEY & (Y.,Z')nﬁx)}n »
Esta notacao sera muito utilizada, no que se segue,
2,1,56, Proposigao, - {x o, vy} o, z=x o, {y o, 2) .
2,1.,57. Proposigao.

(i.) =xo, (vLan) = (x o, y) U, {x o, z) ;

(2] = x o (nynz) = (x °, y) N, (x o, z) .

-1

2,1.58. Definigao. X aee {(Y,Z)n : (z,y)n € x}n .
2.1,59, Proposigaoc. - re1n(x;1) .
2.1.60, Proposigac. - re]n(x) -+ (x;l);1 =X .

o ™ —1 -I -
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Com estes resultados, podemos estudar as fungoes em T.

2.1.62, Definigao.

funn(x) see reln(x) & VszVz'((y,z)nex & (y,z') ex z=2') ,
2.1.63. Proposigao. - funn(x) & funn(y) + funn(x °, y) .

2.1.64, Definigao.
(14} domn(x) see {y : Bz(zevn_‘ & (y,z)nex)}n :

{i1.) Imn(x) see {z: Ely(ye‘u'n_I & (y,z)nex) -

£X, entao domn(x) =

As condigoes zeV, _, e yev impedem que, se V

1

=V _, e Imn(x) =V .y » O que nao estarla de acordo com as nogoes Intuiti-

vas de domfnio e imagem,

n=1

2,1,65. Propoaigao, b dom {V__.} =V

& -
n=1 tmy OVeq) = Vimq

n=1

2,1,66, Definigao, x,{y) see 0 {z: (y,2) ex} .

n

Logo, se funn(x), entao 2z € xn(y) se z pertence 3 segunda coordenada de

cada elemento de x cuja primeira coordenada & vy.

2,1.67. Proposigdo.
(2] =x <V > (ygdom (x) + x (y)=v__|) ;

(i1,) +—ye %ndomn(x) »> xn(y) =V



ks

(iit.) =y € doq1(x) + xn(y) eV, o

Demonstragao,

(i.) Se ytdomn(x), den_l v Vz(zevn_’ + (y,z)ndx). Por definigao, xn(y) =

= r\n{z : (y,2) e x}n s como z' ez : (y,z)n € x}n < z'eV . & (y,z')nex, en
tao, se Vz(zevn_1 + (y.z)ntx). resulta que {z : (y,z)nex}n = ¢; logo, xn(y)u

Vo, se vV entao Vi((y,z)nnvn_1); como V__.éx, pols xSV _,, entao

Uz((y,z)ntx). Logo, {z (y,z)n £ x}n = ¢, e xn(y) =V _yo
{(iZ,) Se ye Nndomn(x), yev _, e yddomn(x); logo, qualquer z, se zeV _., en
tao (y,z)nifx., Logo, {z : (Y;Z)n (24 x}n a ¢ , donde xn(y) = Vn_1.

{(i1t,) Se ¥ € domn(x), entao yt-:Vn_I e Ez(ze\ln_] & (y,z)nex)f, Logo,

{z 1 (y,2) & x} %6, Por 2.0.31.(1.), x (y) e V__, .

A proposigdo seqguinte garante que as fungoes (em cada nfvel) tém a carac-

terizagdo intuitiva.

2.1.68, Proposigao. — funn(x) + x = {(y,z)n : znxn(y)}n .

2.1.69. Proposigao,

— funn(x) & funn(y) +  {x=y +* Ui(zevn_] -+ xn(z) = yn(z)))_ .

2.1.70, Axioma da substituigao,

(T.VII) fun (x) & dom (x) e v . =+ im (x) eV .

2.1.71, Axioma de amalgamagao.

(T, VIII) x eV > U XEV Lo
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Estes axiomas possibilitarac a demonstragio de que os niveis sao fechados

por produtos cartesianos,
2,1.72, Definigao. x Xy see {{x',y') : x'ex & y'eyl

2.1,73. Proposigao. b eV g & yeV o+ dx} Xy eV .

Demongtragdo. Seja 2 a classe {(x',y')n : x'gy & y'=(x,x')n}n. Logo,

domn(z) =y e imn(Z) = {x}nxny; aplicamos o axioma da substitulgao.

2.1.7h4, Proposigac. - xeV _, &yeV . > xXy eV ..

Demonstragao. Seja z a classe {(x',y')n : x'ex & y'ﬂ{x'}nxny}n « Logo,
domn(z) X e tJnimn(z) = xxny° Aplicamos a proposi¢ao anterior e os axiomas

da substitui¢ao e de amalgamagao.
2,1,75. Proposigao,  fun (x) &dom (x) eV . + xeV ..

2,1.76. Definigao.

X R - H
y, see {z s fun (z) & dom (2} = x & im (z) < y}n .

. .8
2,1.77. Proposigao, - x & Un_1 & yve Un—l Y, eV .

2,1,78, Definigao.
(i.) zix3y  see fun (2) & dom (2) = x & im(z) cy;
(ii.) z sobre y see funn(z) & im (z) =y ;

{122, ) injn(?-) see * fun_ (z) & ‘UxVy(xEdomn(z) & yedom (2) & xgty *zn(x)sﬁzn (y)l.
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2,1.79. Proposigao. - injn(z) > funn(z) & funn(z;1),
A seguir, discutimos as relagoes de orden.

2.1.80, Definigao.

(z,) x 2.y see (x,y)n eV .y & (x,y)n E2 ;

(ii,) z con_ x see x Q‘Un_] & YUx'Wx"({x'ex & x''ex -+ x' z "y x'=x''v
v x" z, x*)
(127, ) z tr x see x¢ Vn_T & WyWy'Wyt'{yex & ylex & y'ex & y'zny” &

] "
& Yz v' *oyz. ¥y ) .

Definigoes alternativas seriam obtidas com a cldusula z SV __,, em 2.1,
80.(1;) e (i1.), mas, neste caso, se 1(z ¢ vn_1), nao seria possivel que

z con  x, mesmo que X E’Un- e a segunda parte da definigao fosse satisfeita.

1

Este & o caso da relagao de pertinéncia, que sera estudada mais adiante (2.1,

91).

2.1.81, Proposigao.

{(Z.) t+x ZoY X Z oY
(i€,) 2 con x * z con
(£11,) b= 2z trox * ztr 3

(fv.} - x z, y&zcz! > x 2' v

(v.) - 2z con_ x dz2zcz' + 2! con_ x

2,1.82. Definipdo. z assim x see xsV . & VyVy'(yex&y'Ex&yzny' -+ 1(y'zny)).
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2,1.83. Proposigac. b=z assim x + z assim . x .

2 » 1 ° 81‘ v mfin'l:?ao.

(£.) Yy z=1%}l_ x see x¢ Viop & vyEX & vy'(y'ex » 1(y’zny));

(it,) 2z B0 x see zcon x & Yyly < x & y¥#b - 3Jy'(y!’ z-1?elny))o

2.1.85. Proposip&o. -z BOn x > oztr X & z ass-imn X .
Demomstragao. Se x'ex e x'ex, entdo {x',x“}n S x ; se x' z-1%el {x',x“}n ,

entao T(x"znx‘). Ne outro caso ‘I(x'znx")° Logo, z assim x. Se é falso que
2 tr X, entao existem y,y',y" em x tais que yzny', y'zny”, mas 1(yzny”). Co
mo z con x e z assim x, entao y'z.v, pois y'"#y. Logo, {y}n U, {y'}n v,

Uh {y“}n € x nao possul primeiro elemento, contradigao.

2.1.86, Dafinigpdo.

y z-sec_x see Yy Ex&z BO, x & ¥x'Wy' (x'ex & y'ey & x'zny' > x'ey).

2.1.87. Proposigao,

] 1 I - - -
—y £ ¢ & VWy!{y'ey + y' z-sec_ x) = (U y z=sec x & N y z sec_ x}

2,1,88, Proposigao,

-y z-sec x & yfx * Ix'(x’ex & y={y' : y'ex & y'znx'}n)o

Demonstrapao. Se vy z-sec_ x e y#x, entao xmny# $. Logo, existe x' z-l‘?elrl
XY Se y'ex e y'znx', entao y'txﬁny, logo y'ey. Por outo lado, se y'ey ,
como x'#y e vy z-sec_ x, € falso que x'z y'; logo, y'z x's Assim, y = {y'

y'ex & y'z x'} , terminando a demonstragao.
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2.1.89, Proposﬁg:ffo. -y z-sec_ x & y! z-sec x * Yy €S y' vyt oy,
,
2,1.,90. Definigdo.
- ’ [ | ] 1
z X-y F‘On Bee funn(z) & x Bon domn(z) &y BOn Imn(z) & ¥x'Vy!(x‘te

edom (z) & y'sdonjn(z) & x'x y' Zn(x')ynzn(y'))o

Seguem-se as propriedddes usuals das funcoes que preservam a ordenagao.
0s ordinais sao definidos sem a utilizacao do axloma da regularidade, ao con-

trario de comd & felto em Kelley(12).

2.1,9t, Definigao. E, eee  {l{x,y) :xe v}, -
2.1.92, Definigao. Ord (x) see E BO x & Wylyex + yex),
2.1.93, Proposigao, = 0rd (x} * x#x.,

Demonstragao. Como E_ BO_ x, entaoc E assim x; logo, X £ x.

2.1.94, Proposigao.

F—Ordn(x) &yc x &y #x&Vz{zey + 2zzy) + v e x,

2.1,95, Proposigao. I— Ord (x) & Ordn{yl * XSY V YE X

Demonstragao, Temos que, para-todo 2, 2z€ (xﬁny) + 2z (x‘r"\ny). Logo, por 2.1,
9%, xN y € x ou xN y = x. No segundo caso, x<y. Se xN yE x, entao
€ itmpossTvel que XM,y €Y, pois senao XA Y € XA Y, © que ngo pode acon-

tecer, pois E_BO (xﬁny). Por 2.1.94, xN y=vy, e resulta que y € x,

*
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20‘096. Propos’i;!&'o.
(t.) |- Drdn(x) ) Ordn(y) > XEY V X®Y v YEX ;

{(12.)  |om Grdn(x) & YEX - Ordn(Y) .

2,1,97. Definigao ON, see {x : Ordm(a-:)}n o

2,1.98. Proposigao.
(i) b-Ord (ON) & ON £V

(i4.) -y E =sec_ ON - Ordn(y) o

2,1.,99. Definigao.

(i,) X<y gee XxX©EBY;

H
~-<

(i) X<y sgee xey v X .
2,1,100. Proposigao.

(.} Ordn(x) & Urdn(y) + (x <y = xevy);
(id,) H0rd (x) + x={y:y<x & yeON} ;
(iii.) = x < ONn > Urdn(unx) ;

(Zv. ) I—x‘EONn & xd ¢ = ﬂnxex& (nnx) En'I?e!nX .

2,1.101, Definigao.

. +
(1) x  see x \U_ {x}n,

....
(2t,) X see  x U, {x}2 .

Quando estamos tr:atando com elementos de Vl' as duas tltimas nogoes coln-



51

cldem,

2,1.102, Proposigio. b xe ON > U () = x .

Vamos apresentar a definigac de restrigao , que sera muito utllizada para

fungoes,
. - n
2.1,103, Definigac, z|'x  see z N, X v )

2,1,104, Proposigao. — funn(z) + (funn(z "x) &domn(z'lnx) = xﬂndomn(z)&

& Vy(yedomn(z|nx) > (ZInX)n(v) =z (y))).

2.1.105, Propesigao, — (funn(z) & Ordn(domn(z)) & Vy(yadomé(z) -> zn(y) =

xn(zl"y)) & funn(z') & Ordn(domn(z’)) & Vy'(y'edomn(z') + zA(y‘) =

It

xn(z'[ny'))) > zgz! v 2=z,

2,1.106, Teorema de definigao por indugao.
- Wz (2 SV, T 32‘(funn(z') & Ordn(domn(t')) & Vx(xEONn -+ zA(x) =
=2 {z'|"x))).
Demonstragac, Seja z'={(x,y)n: xeON & 3z”(Funn(z”) & Ordn(domn(z”)) &
& Vx'(x'edomn(z“) - zg(x') = zn(z”|nx’)) & (x,y)n € Z“)}no B faci! mostrar
que z' satisfaz as propriedades do enunciado do teorema. Além disso, a proposi-

¢ao anterior garante que z' & unica.

Notar que, se dom (z') # ON , entdo zn(z') =V e zﬁ(x) =V _q» Para

] < = 3 L
todo x € ON_ tal que‘domn(z ) € x, Se zn(¢) V,.q» ENtao z ¢,
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Para o estudo dos thtéiros , i.e, ordinais finitos, necessitamos do axio-

ma de Infinidade.

2,1,107. Axioma de tnfinidade.

(T. ) Ix({x ¢ V1 &8 ¢ex & Yy{yex - y+ € X)o
2,1,108, Propostigao —¢ e V.

2,1,109, Definigao.
. -1
(Z.) intn(x) gee Ordn(x) & (En)n BO. x ;

{(Z<,) int(x) aee Ordz(x) & (EZ)El BO2 X .

2,1,110, Proposigao. - tot(x) = int (x), |
Demongtragao, E imediato gue int{x) - Intn(x)u Suponha que intn(x)q Basta pro
var que x< V,, Como ¢ eV, e int2(¢), vamos supor x # ¢ . logo ¢ e x,
pois x#9 e x#¢d. Seja z={y: ye x & y¢g V1}2' Logo, § € z. Seja
z! E;1—1?eln z, Entao z'e x e z'¢g Vi Como Ordz(y'], por (T.IX) ,

Ordz(y'+). Logs y'+ f xe xg V1.
2.1.111. Definigao. w see {x: int(x)}z.
Vamos apresentar os postulados de Peano, para os inteiros de T .

2.1.112, Postulados de Peano,

. +
(te x€w =+ x ew ;

-
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(i) l—bew & (xew + x #¢) ;
(Zii,) l_xecw & yYeuw & x+ w y+ + x=y 3

(iv.) —x w & dex & ¥ylyex - y+ € X) * x=w .
2,1,113, Propogigao. - © € ON,,

Passamos agora a discutir o axioma da escolha e suas consequéncias, entre

as quais a da possibllidade de se definir o cardinal de uma classe qualquer,

2.1, 114, Definigao.

FEn(z) aee funn(z) & ¥x(x € domn(z) > zn(x) € X} o

2.1.115, Axtoma da escolha.

(T:X) 3z(FE (z) & dom (z) = (v__, ~ {¢}).

Escrevemos {¢} no tugar de {¢}n ou {¢},, ja que {9}, = {43, para ca-
da n, Como consequéncia do axioma da escolha, vamos mostrar que todo elemento

de um nlTvel pode ser bem=ordenado.

2.1,116, Teorema da boa—ordem de Zermelo.

-xeVv _, * 3y Iz{y ¢ ON, & z: y T xez sobren x & injn(z))

1
Demonstragao. Contrulmos 2z por indugao transfinita. Seja z' tal que funn(z')
e za(x') = Cn(x ~ (Imn(x'))), para cada classe x' € Un;l’ onde C & a fungao
escolha para Un-l’ cuja existéncia o axioma da escolha garante, Pelo teorema de

defini¢ac por inducao; existe z tal que fun (2}, Ordn(domn(z))e z (y') =
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= zé(z|ny‘), para cada y' e ON . Logo, zn(y') = Cn(x v imn(z|ny'n; como C

& uma fungao escolha, se y'e domn(z), entao zn(y') £ XN (lmn(zlny')), Se

zn(y') = zn(y“), y' < y", entao zn(y“) £ imn(z|"y”), em contradicao ao fa-

to de gue zn(y“) £ X ﬁn (lmn(zlny“)) ; logo, y'=y" e injn(z). Com isso, e
- -1 -1

impossfvel que domn(z) = ONn’ sgnao, como funn(zn ) e domn(zn le xe vn-l ,

entdo, pelo axioma da substituicac, imn(z;l) = ONn € V__., contradigdo, Logo,

n=-1

domn(z) € ONn° Como domn(z) ¢ domn(z), zn(domn(z)) = Un-l e Cn(x ~

v Imn(z)) =V pois Cn(x v Imn(z)) = zé(z) = zn(domn(z)) e z= 21Qdomn(z).

Como domn(C) =V 1 % {6} , x ~ imn(z) = ¢, Logo, x = imn(z), pois x e V__.,

n-

terminando a demonstragaoc,

Sequem-se as consequéncias usuais do axioma da escolha, como o prineipio
de maxtimalidade de Hausdorff, o lema de Zorm—Kuratowski, ete. Passamos agora.
3 uma breve apresentacao dos cardinais em T, Inicialmente, definimos uma re-

lacao de equivaléncia em Vg

2.1.117. Definigao,

HL

xZ_ y see I2(z: x ¥ y & 2 sobre_ vy & injn(z))

2,1.118, Definigao.
(t.) cardn(x) gee Ordn(x) & vyly e ONn & y<x + x En ¥ ;

(it,) €, oee {x: cardn(x)}ne

2,1,119. Proposigao. —E BO C.
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n

2,1.120, Definigao. Cd"  see {(x,y) 4 x= v & vyeCl.

Para cada x ¢ Vn-!’ Cd:(x) € o cardinal de x,
i
2.1.121, Proposigao.

n ny _ ny _
F—funn(Cd ) & domn(Cd ) =V . & irnn(Cd ) = Cppe

2,1,122, Proposigao.
h n = E]
{(Z.) bk x¢ vn-l + Cdn(x) =, X
s . n n
(i) l-xeV , & Cd_(x) = Cdn(y) oY EV

y)

x
I

1 & & n n
{£ii,) I x € Vn-I -+ (Cdn(x) = Cdn(y) -

e

. n
(19,) l=x¢€ C'n + XE Un-l & Cdn(x) = x
W) kyeON & x y = Cd:(x) <y ;
. n n
(wie}) yevVv _; & x y > €d(x)< td (y) .
0 teorema de Bernstein-Schrfder, apresentado a seguir, pode ser demonstra
do sem se recorrer ao axloma da escolha, mas, assumindo-se este ultimo, a de -

monstracao & bem simples.

2.1.123, Teorema de Bernstein-Sohr8der,

—xeV _, & yevVv _, & x'e x & v'ey & x=_ y' & yz x'>

1

> xEny.

Demonstragao. Utilizando-se a proposicao 2,1,122, Cdg(x) = Cd:(y') < Cdz(y) =

= Cdg(x') < Cd:(x] -
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2,1.124, Propogigao,

n n

- funn(z) & ze Vn-l -+ Cdn(imn(z))g Cdn(domn(z)) .

2.1.125, Teorema de Cantor,
ft N (oX

xc Vn_-l - Cdn(x) < Cdﬂ (2n) °
Demonstragdo. Seja z = {(x',{x'} ) :x'e x}n . Logo, z:x 9 2: e
lnjn(z). Assim, Cd:(x) < Cd:(z‘:). Se Cd:(x) = Cd:(Z:), existe 2':x ¥ 2:
tal que injn(z') e z' sobre 2: . Logo, existe x' € x tal que zr"(x') =

={y: yex & y ¢z (y)} .logo, x'e zn(x') — x'¢ zn(x'); contradigao,

2,1.126, Proposigao, —C ¢V i

2.1,127. Proposigao. wel & wel.,
A seguir, definimos quals saoc as classes finitas,
2,1,128, Definigac. fin{x} see Cd%{x) £ w,

2.1.129, Proposigao.
(£} = finlx) + xeV

(t1,) = fin(x) «— 3Jz{z BO, x & z_;l BO, x)a

Desta tiltima proposicao segue-se que unioes, Intersecgoes, produto carte-
siano,-conjunto das partes, etc., de classes finitas sao classes finitas, Se

x e UI' vamos escrever Cd{x) no lugar de Cdg(x).
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2.1.130. Proposigao.

(Z.) 1+~ finl{x) & yex & €d{x) =¢Cdly) -+ x=vy;
(it Hfin(x) & xeV ;. o+ dylyex & xZ y);
LI B n + — n »

(i) =xe ON ~ w & Cdn(xn) = Cdn(x) :

(iv,) bxeC v ow = Cd7 (x X, %) = x .

2.1,131, ' Proposipao.

- .‘-_Iz(z:ONl_| 3 Cn '\:n w & Z EnvEn POr1| & z sobren(C'n '\rn w)).

Pode ser demonstrado que a fungao, cuja existéncia a proposicao 2.1.131

garante, & Gnica, Denotamos esta fungdo por X" (fungdo aleph emV__.), e

n=1
escrevemos -H'; y para a € ONn. A contlinuagao do estudo dos ordinals e car-
dinais, como por exemplo o estudo da aritmética cardinal, é felta de maneira

totalmente analoga aquela para a teoriade Kelley-Morse, sempre relativamente

a um nlvel,

2.1.132. Axioma da regularidade.

(T XI) X¢E ¢ & xe\in_1 > Ayly e x & xﬂny=¢),

201.133. Proposig&o. —x e Vn-1 - X ¢ X.

E interessante notar que podemos enfraquecer a condigdo de (T.XI).

2.1.134, Proposigao,
b-x#0 & xsVv _, =~ Hy(yex&yﬂnx=¢)o

-
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Demonstragao., Se x <V entao x € V,» por (T.IIT} . Logo, existe y e x

n=-1’
tal que yN gx=¢. ComoyeV e xSV _,, entao yN x=yn x;

logo, yn x = ¢

Até o presente momento da exposlgao, hao fol discutida a possibilidade de
exlstirem classe que ndo pertencam a nenhum nfvel, Praficamente todas as pro -
priedades até agora provadas valem apenas para elementos dos nivels, com exces
sao das consequéncias diretas do axioma de extensionalidade, 0 Gltimo axioma
garante que toda classe € elemento de alquma classe de segunda espécie. Este a
xfoma posélbllitari uma caracterizagao mals precisa dos modelos super-completos

de T (cf. teorema 3.1.3).

2,1,135, Axioma de caracterizagaoc.

(T.XII} ¥x It(x € t) .

Vamos introduzir a nogao de universo, em T,

2,1,136, Definigac. Un(x) see (vale a conjun¢ao das condigoes abaixo:)
(Z.) x € Vn :
(id,) Wylyex =+ ygex);

(iit, ) wyly e x ~+ 2E+l € x)‘;

(tv.) Wy¥z{yex & zex - {Y’Z}n+1 £ x) 3
W) WYywWzlyex & zex -+ y X 41 TE x) 3

wis) VWylfun (y) & dom . (y) e x = g _ . (im (y}) € x) .

n+1
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2,1.137, Definigao. W (x) see U (x) & we x.

2,1,138, Proposigac. Se m<a, UN (V).

Com este resultado, encerramos o desenvolvimento de T.

2.2, 0 SISTEMA T*

A linguagem de T* € a mesma que a de T, Omitiremos as definicoes de T*

que sao idénticas as de T.

2,2,1. Arioma de extensionalidade.

(T.I) Vz{zgx < zey) -+ =x=y, .

Sao obtidas as consequéncias usuals do axioma de extensionalidade (cf. 2.

1.3 e 2,1,4,),

2,2,2, Axiomas estruturais.

(7,I1) xeV + xeV

(T, ITT) X CV + xeV .

Valem as proposigoes 2.1.6, 2.1.7 e 2,1,8, Vamos apresentar o esquema de

classificagao de T
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2,2.3. Esquema de eclassificagao.
(T*,IV) Hxvai(a! e x « Ala,) & 3y(a; ey)),

onde a, é uma variavel de primeira ou segunda espécie e A(ai) e uma formula

em que X Nao ocorre.

Assim, dada uma formula, existe a classe dos objetos que sao elementos de
alguma classe e que satisfazem a formula. Os elementos de alguma classe sao os

conjuntos eas classes que nao sao conjuntos sao as classes proprias.

2,2.4, Definigao.
(.) M(x) see Iylxey) ;

(i2.) C(x) see  M(x) .
0 elassificador € introduzido por definicao contextual,

2,2.5. Definigao. Se A(a;) & uma formula e a; & uma variavel de primeira

ou segunda espécie,

y & {aiz A(ai)} gee 3x(Vai(al E x > M(ai) & A(ai)) &8 vEX) .

Se x & a classe cuja existéncia (T*.IV)garante, a definicao 2.2,5 nos

da a notagdo {a;: A(ai)} para x.

2.2.6. Definigdo.

(2] ¢ see Ix: x # x} ;



(Zi.) U 8ee {x:r x=x} .

2.2.7. Definigao,
(ie) xyy eee f{zizex v z2eyvyl;

(i4,) x Ny see {zrzex & zevy};

(111.) UX see {z:3ylyex & zey}};

(iv.) Nx see {z:¥ylyex > zevy)l;

(0.) X see {y: y ¢ x} 3

{fvi,) xny see x N (wy) .

2,2,8, Axioma das partes.

(T*.V) xeV > Iylyev, & vzlze x » z¢ ¥))
2.2.9. Proposigao, xeV & ysx > ye vV,

Observar que escrevemos |~ no lugar de I=n.

2.2,10, Definigado. 2% see {y:yecex}.

2,2,11, Proposigao.
(t.) W+ (xev =+ 2%ev) & 2 =U;

(t.) =V ¢V .

2,2,12. Definigdo.
{t.) {x} see {y: M(x) =+ x =yl ;

(it.) Ax,y} see {x} U {y};
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(iit.) (x,y) see {{x},{x,y}} .

2,2.13, Arioma da uniao.

(T*.VI) xeV, & vyeV + xUy e V.,

2.2.1k4, Proposigao.
() Fxev =+ {x}evn :
(it,) lxeV & yeV = {x,y} e Voo

(117, ) xeV & yeV ~ (x,y)e\fn .

2,2,15. Proposigdo.

L T xgvn & YgUn > ((x’y)z(xl’yl) «— x=x' & y=yl)

2,2.16, Definigao.

(i,) rel(x) see V¥z{z e x ~ FyIy'(z=(y,y')}) ;

(t2.) x oy see {z:3Ix'IFy'Iz'(z=(x",2"}) & (x',y")ey & (y',z')ex}} ;
(i13.) x| see {(y,z): (z,y) € x} ;

(iv.) fun({x) see rel(x) & ¥yWz¥x'((x',y) ex & (x',z)ex =+ z=y) :

(v.) dom(x) see {y:3z(ly,z) e x}} ;

(vi.) im(x} see {y:32({z,y) € X)}

(vit.) x(y) see N{z: (y,z) ¢ x} .

2.2,17, Proposigao.
(Z.) bk x ¢ dom{z) +» z{x) =U ;

(it} =2z C Vn +  ¥yly £ dom(z} <+ z(y) e Vn) 3
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(i1i,) = fun(z) & A (y,y'): zly)=y'} ;

(iv.) = fun(x) & fun(y) & xsV & ysV o > (x=y > \fz(zr-:\a'n + x{z)=y(z))) .
!
A sequir, apresentamos os axiomas da substituicaoc e de amalgamacao.
2.2.18, Arioma da substituigdo.

(T* ,VII) fun{z) & z ¢ Vn & dom(z) € Vn +  im(z) e Un o

2,2,19, Axiama de ngmgao.

(T* VIII) xe‘Un -+ Uxevnn

2,2,20, Definigao.
(Zs) xXy see {(x',y'):x'ex & vy'ey}l ;

(ii.) %' see {z: fun{z) & dom(z) =y & im(z) @ x} .

2.2.,21, Proposigac.
(Za) bk x¢ Vn & yev, + xXy e V ;

{(tt.) bk x € V. & yeV x) e v, .
Passamos as definlgoes relativas as relagoes de ordem,

2020220 Definig&o.
(t.) xzy see (x,y) ez ;
(t2,) z con x aee WyWy'(yex & y'ex + yzy' v y=y! v y'zy) ;

(TZ1,) z tr x 8ee VWy¥x'Wy'(yex & y'ex & x'ex & yzx' & x'zy' + yzy') ;



(fv,) y z-1%1 x see vyex & W'lytex -+ 1y’ zvy));

(v.) zBOx Bee zconx & ¥ylysx& yfod - Jy'ly' z=1% y)),

2,2.23, Definigao.

(i) £ see {{x,y): x €y} ;

(i1.) Ord(x) see EBOXx & VYWylyex ~» y<x) ;
(iit.) ON see {x: Ord{(x)} ;

(iv.) xT see x U {xt .

2,2,24, Proposigao. b— Ord(x) * x € x .

2.20250 Ax'!:OH‘Ia de T:nfinidadeo

(T*, IX) Ix(xeV, & dex & Vylyex » yie x)) .
2.2.26, Definigao. w see {x: ord(x) & el Bo X}
2.2,27. Propoaigao. eV & wev .,

2‘ 2. 28. DGf’l:ﬂ?:Q&Oo

FE(z) see fun(z) & ¥x(x £ dom(z) - z(x) € x) .
2,2.29, Axioma da escolha.
(T*.X) JFz(FE(z) & dom(z) = U~ {¢}) ,

2,2.30, Aztoma da regularidade,

(T* . XTI) x#¢ + 3Iylyex & xny=4¢).

64
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2,2,31, Axioma de earacterizagao.

(T* XTT) M(x) » 3Jt(xe t) .

Como para T, & possivel mostrar que os niveis de T* sao wniversos.



CAPTTULO 3

05 MODELOS NATURAJS DE T E T

3.0, INTRODUCKO

A caracterizagao dos modelos naturais € parte fundamental do estudo seman-
tico de teorias de conjuntos. 0s resultados basicos, como as relagOes com car-
dinais fortemente inacessTveis e com modelos super-completos (cf, B.31 e 3.,0.,2),
foram estabelecidos na série de artligos cl3ssicos de Shepherdson(21), Os resul-
tados foram obtidos para a teoria de von Neumann-Bernays-GYdel, mas se aplicam
de maneira totalmente aniloga a teoria de Kelley=Morse e, com algumas modifi~
cagoes (cf, Montague & Vaught {19)), a teoria de Zermelo-Fraenkel. Um modelo na
tural de uma teoria de conjuntos € um modelo cujo dominio € da forma R{n) (i.;.
um elemento da hierarqula de von Neumann), e o simbolo relactonal de pertinén -
cla da teoria € interpretado como sendo a relagdo de pertinéncia do domfnio do
modelo. Uma vez que, como vamos mostrar, a existéncia de cardinals fortemente |
nacessfvels estd intimamente relacionada com a disponibilidade de modelos natu-
rais, conslderamos o axtoma de tnacesstbilidade, {2ZF.XI}, como parte integrante
de ZF (cf. apéndice B).

Antes de passarmos & discussao sobre os modelos natuyrais de T e T% , va-
mos enunciar alguns resultados sobre os modelos naturais e super~completos da
teoria de Kelley-Morse, cujos axiomas podem ser encontrados no apéndice C. 0Os
modelos de KM sao da forma (D,VM,EM), onde D & o campo das classes, Vvt o cam-

po dos conjuntos e Mea interpretacao do sfmbolo rzlacional de pertinéncia de

66
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¥M {cf. apéndice A, sobre a semdntica de primeira ordem).

3.0.1. Definigao. Se D & um conjunto, €p & o conjunto de todos os pares (x,y)

tais que xe DB, YED & XE VY.
Vamoé definir os modelos super-completos de KM,

3.0.2, Definicao, M = (D,UM,EH) é um modelo super—completo de KM se e somen=
te se M & um modelo de KM e sdo satisfeltas as seguintes condigoes:

(1J Mg €y
(11,) Se x&€D e yex, entan y ¢ i ;

(tit.) Se x E.V“, entao x € D .

Esta € a definigao como aparece em Shepherdson(21); & facil mostrar que, pa

ra modelos de KM , as clausulas {1i.) e (iti.) podem ser substituldas por:

(11,})* Se x€ED e yEx, entao y € D3

(I11.})' S¢e xED e y<=x, entaoc y € D,

Assim, um modelo super-completo € um modelo cujo domfnio € transitivo e fe
chado para sub=conjuntos de elementos, e o sTmbolo relacional € € interpretado
peta relagao de pertinéncia restrita ao dominio do modelo. A sequir, temos a de

finigao de modelo natural de RM,

3.0.3, Definig&o, M e (D,VH,EH) e um modelo natural de KM se e somente se

.
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M for um modelo de KM e existir um ordinal o tal que M = (Rﬁx)’UH'ERGI))°

As duas proposigoes que se seguem apresentam a caracterizagao completa dos
modelos naturals de KM, em fungao dos modelos super-completos e dos cardinais
fortemente inacess{veis., Pela proposigao B.24, todo modelo natural de ®M & mo-
delo super-completo de KM, A proposicao 3.0.5. nos garante a reciproca deste re

sul tado,

3.0.4, Proposigao. M = (Rla), VM,eR(a)) e um modelo natural de R se e somente

se M= (R(B+l),R(B),€R(B+])) , onde B é um cardinal fortemente inacessivel,

3.0.5, Proposigao, M = (D,VM,e ) e um modelo super—completo de KM se e . so-

mente se existe wn eardinal fortemente inacessivel o tal que

M= (R(a+1),R(a),eR(a+]]).

Estes resultados serao utilizados na caracterizagao dos modelos naturais

da T a T*,

3.1. MODELOS NATURAIS DE T

Seguindo-se a convencao estabelecida ao final do capftulo 1, os modelos de

T sac da forma

M= (n,vT,vg,,.q,eM)

?

onde D & o campo dos objetos de primeira espécie, {VT,VQ,.oa} =D & o campo

dos objetos de sequnda espécie e M 2, interpretagao do sTmbole retacional de
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de pertingncia. A seguir, sao apresentadas as definigdes de modelos super-com-
pletos e modelos naturais de T,

oo MM My :
3 101, Definigao. M = (D,V(,V5, 00,6 ) € um modelo super—completo de T se e
somente se M & um modelo de T e s3o satisfeitas as sequintes condigoes:

(1.) M og €p 3

(1t,) Se xe€D e yex, entao y €D ;

(iil,) Se x€eED e yex, entao ye D .

3,1,2 Definigac. M & um modelo natural de T se e somente se M € modelo de

MM
1Vgree1Ep(a) )

T e existe um ordinal o tal que M = (R{a),V
0 teorema que se segue fornece a caracterizagao dos modelos super-comple-
tos (e também dos modelos naturais) de T, e sua demonstragao ocupar3d o restan-

te desta seccao,

3.1.3, Teorema,

M= (D,VT,VQ,...,E & um modelo super—completo de T 3e e somente se e~

o)
wistem cardinais fortemente inacessiveis Oy50aseens®isens (i > 1, inteiro) ,
tais que

M= (R(B)’R(al)’R(az)’“"ER(B)) ’
onde B =U{a ,a }e,8¢e 1<i<j,1,jinteivos, a; < T

1270000 -

Este resultado & consequéncia do fato de que existe uma relagdo entre as
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nogoes de T (termos,operacoes e relagoes) e as nocoes de ZF, para uma Interpre-

tacdo M = (D,VT,V?,.,.,QM) satisfazendo as condi¢oes 3,1.1.(1.), (ii.) e

(iit.) e, além disso, tal que, para cada 1 > 1, U? satisfaz as condicoes 3,

1.1.(i1.) e (iii.), l.e. se x¢g UT e YEX Ou y<Cx, entac y € V? (e ime

? € &M, neste caso, pois V? e D sao transi-
1

tivos). Uma tal interpretacdo de T & uma interpretacac super~completa de T,

diato que e“ restrita a V

Veremos que todo modelo super-completo de T € uma interpretagcac super-completa
de T, A relacao mencionada acima, existente entre as nogoes de T e de ZF, esta
belece que as nogoes de T sag absolutas{relativamente a ZF), num sentido que
serd esclarecido, para uma interpretagao super-completa, Esta idéia de que as
nogees de uma teoria (de conjuntos) sao absolutas para determinadas interpreta-
¢oes fol utilizada pela primeira vez por GHdel, em suas demonstragoes de consls
tencia relativa (Cf, GHdel (10)).

Antes de continuarmos, vamos estabelecer algumas convengoes sobre a nota -
¢ao. Sejam M uma interpretagao de T, S=(51’52"°°) e e r um termo da
linguagem de T, cujas variaveisocorrem todas na lista Ap 3 yoeeydy {estamos

1 2 n
considerando as variaveis ordenadas como no capltulo 1), Representamos s*{r)

por

rHIsi 3S; 20008y ! .
1 2 n

Analogamente, se A é uma formula da linguagem de T, cujas varlavels livres ocor

rem todas na lista A 53; yeeeydy abreviamos a expressac s satisfaz A por
i 2 n

M == Alsi 15 soc0rSy I .
1 2 n

Estas notacoes estao justificadas pelos lemas 1.,2,8, e 1,2,9, Se, em T,

x <y, escreveremos Q{x,y), para simplificar o enunciado do lema que se seque,
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que afifma que a relacao “estar contido' e a operagao ''partes de {no nfvel

Vn-l)” s30 absolutas para um modelo super-completo.

3.1.4. Lema. Se M= (D,UT,V;,..o,QD) For um modelo super—completo de T ,

xeD e yeD, entao:

(t,) Mk Qix,yl se e somente se XSy ;

(1i.) e x eV, , entdo 2Mxl = P(x) .

Demomegtragao.

(t,) Seja z qualquer, e suponha z € x. Como D &€ transitivo, 2z € D, Supondo

que Mb= Q!x,yt, entdo, como z €D e z€x, Z€Y. logo, xgy. A reclpro

ca & trivial,

{(2Z.) Suponha que 2z £ Z:le ; entdo z € D e, como <" & absoluto, z < x; _lo

go, z € P{(x). Suponha que z € P(x). Logo, z &€ x. Por 3.1.1.(iit.), ze D .
M

Como x € V:-l , entao , por 2,1.29 e por M ser modelo de T, z ¢ Un_1o Logo,

M
zZE 2nlx!.

Sejam Ly e Lym 238 tinguagens de T e KM | respectivamente. Vamos rela -
cionar as formulas-de Lgy, com as formulas de Lp. Para cada formula de Ly, va-
mos obter uma formula de Ly. Podemos considerar as variaveis da iogica de primel
ra ordem como sendo as varlaveis de primeira espécle da 13gica L, sem perda de

general ldade,

3.1.5. Definigao. Se A & uma férmula de Lem © V; € uma constante de segunda es

pécle de Ly, defln!mos‘nI indutivamente (r1 er, sao termos, B e C sao formulas
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de LKM):

a.) Se A é Fy= Co entac A & A,
b.,) Se A & Ty E Ty entdio Al & A,
c.) Se A e V(rl), AI e ry € Ui .
d.) se A& 18, entio A' & 18!,

i I

‘ v L.

e.) Se AéBvC, entao A & B

- I - ‘
¥b B, entao A" & ka(bk*E v, * 8 ).

(11

f.) Se A

Observando-se que os termos de Ly $30 as variaveis, logo, variaveis de
primeira espécie da ldgica L, logo, termos de Lg, resulta que A' & uma F3rmu-
la de Lg, por Indug3o sobre o comprimento de A. A variavel by, é a k-ésima vari
dvel da logica de primeira ordem, na ordem estabelecida para a definigdo da se

mantica de primeira ordem (cf. apéndice A).

SejJa M= (D'VT'V2’°"'€D) um modelo supercompleto de T, e conslderemos

-

M, = (P(UH),VH,E VM ), para cada i > 1, como interpretagao para KM, Se
1 i 127 ‘) -

5 € EH (cf. apéndice A), vamos definir ume sequéncia s, € ZH, a partir de s,
i

3.1.6, Definigaoc, Se a; € uma variavel de primeira especie, na ordem fixada no

capltulo 1, (56)7 w 5 (ai), considerando-se a, como varidvel da logica de pri-

meira ordem (se ay é bj,(so)i & a j-esima componente se s} ; se a; € uma vari-~

3vel de sequnda espécie, (so)i = UT 0

Com esta definigao, conseguimos o seguinte resultado, fundamental para a

demonstragaoc do teorema 3.1.3.
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3.1.7. Lema. Se M & um modelo super—completo de T, s € ZM (Mi = (P(V?),
{

M .
e s satisfaz A se e so

M . - - —
VI’ EP(V?)) ), ¢ A e wna formula de Liqws entao 5, E I

mente se‘s0 satisfaz A'. (0 resultado vale para cada | >1,)

Demonstragao, Para mostrar que s, € EM, basta mostrar que P(V?) € D, Como, por

Me Wl tio 2"

2,1.6, v, j+1 * ©0 P2

Y iuT| e "?+1 €D, por 2.1.34. Pelo lema 3.1.4

M M . M M - ) [l H
2l+2lV?I = P(V‘), pois V' € V!+1, Logo, como O & transitivo, P(VI) € D, e pelo

mesmo motivo, P(V?) € D. Logo, s E Eno

A demonstracdo de que s satisfaz A se e somente se 5o satisfaz A' &
feita por inducao sobre o comprimento de A, levando~se em conta a maneira como
S, é obtida de s, Vamos adotar a sequinte convengao: se bj é uma varidvel da 10

gica de primeira ordem, bj € a kj-ésima variavel da logica L, i.e. bj éa, .
J

- —~ I - -

Caso 1. Se A e bj=bp , entao A e A; logo, sj=sp se e somente se (so)kj =

= (s ) , pois s,=(s ), e s =(s )} , por definigio.
o kp Jj o kj P o kP

Caso 2, Se A e b, ¢t bp' entdio A' 8 A ; como sj £ P(V?), Sy g P(V?) e

J

EP(V?) < sD, 0 resultado & trivial.

Caso 3. Se A & V(bj), entio A' & a, E V,. Se s satisfaz A, entao

k

s € UT, logo, (so)k € V? 3 logo, s satisfaz Ai. Se s  satisfaz Ai, entao
J

{s )k e VM , logo s, € W e s satisfaz A,
o'k; I i i
Caso 4. Se A & 1B, entdo al & 18!, rela hipotese de inducdo, s nao sa-

tisfaz B se e somente se So nao satisfaz BI° Logo, s satisfaz A se e somente se

Al
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[ i
A,
50 satisfaz

Caso 5. Se A& B v C, entao Ai & B' vc', Aplicamos a hipotese de inducao,

como para o caso b,
i - i
JB,A e \f‘ak.(ak"z\!i + B).
J J
Suponha que s satisfaz A. Logo, para toda sequéncia s' ¢ ZH , diferindo de s
i
no maximo na jeésima posi¢ao, s' satisfaz B. Seja sé EZM, diferente de 5, "o

Caso 6. Se A & ¥b

maxImo na kj-és!ma posigao. Devemos mostrar gque s¢ satisfaz a = Vv, ~» 8,

]

ou seja, que 56 nao satisfaz a, < V; ou que sé satisfaz Bi° Suponhamos o con

j

tririo. Logo, s! satisfaz a, <V, e s! nao satisfaz 8!, Como sq  satisfaz

J

a, =V, ent3o (sé)k = V?, pois as nogoes envolvidas sao absolutas para M .
J J

Logo, (sé)k € P(UT). Como s! difere de s apenas na kJ-ésIma posi¢ao, entao,

se a, € uma variadvel de primeira espécie qualquer, (5('})k £ P(V?)e Seja entao
) _

s' €1 tal que (s]) = (s'), . (Lembrar que b_ & a, }. Resulta que s! difere
M, p o} kp p kp

1

de s no maximo na j-ésima posicao; fogo, s satisfaz B, Como s =(sl)o, entao

pela hipdtese de induggo, 5] satisfaz B se e somente se (s])o satisfaz B', Re-

sulta que sé satisfaz'BI, em contradicao ao que foi suposto. Logo, 55 satisfaz

a, < Vl > B', donde 56 satisfaz A',

Por outro lado, suponha que So satisfaz A', Logo, toda sequéncia sI € ZM,

diferindo de 5, o maximo na kj-ésima posigao, satisfaz a = Vi - B'. Se
J
ja s' € ZM , diferente de s no maximo na j=&sima posicao. Entdo, (s')o difere
i -
de s_ no mdximo na kj-ésima posigao, donde (s') satisfaz a, sV, B' .

]
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Como ((s')o)k € P(U?), entio (s')o satisfaz B', Pela hipétese de indugdo s'

satisfaz B se e somente se (s')o satisfaz B', Logo, s' satisfaz B e 5 satisfaz

A, terminando a demonstracao.

Com este resultado, podemos obter a sequinte propriedade dos modelos super-

completos de T.

3.1.8. Lema. Se W= (D,VT,U?,,G,,ED) & um modelo super—completo de T,

entao
My M
My = (P(Vi)’vi’EP(VT))

¢ um modelo super—completo de ®1 , para cada 1 > 1,

Demonatragac. Em primeiro lugar, M, satisfaz as condigoes (i.)~(1ii.) da defi-
nigdo 3.0,2, A condigdo 3.0.2,(i.) & satisfeita pela definicao de M,. Se

X E P(V?) e y £ x, entao x g;U?, logo v € V?, satisfazendo 3.0.2.(1i.). Se

X E;VT, entao x E P(VT), satisfazendo 3.0.2.(i1i.}. Resta mostrar que os axio

mas de KM s3o verdadeiros para M,. Seja A um axioma de KM; por 3.1.7, se

I

s € ZH , entao s satisfaz A se e somente se 5o satisfaz Ai. Se mostrarmos que
i

A' & verdadeira para M, entao A é verdadeira para M. Vamos mostrar que assim

& , para cada axioma de KM,
1. (RM.1) ¥xWy(vz{z € x & z €y) + xsy),

Logo, U@L]J' é Ux(xEVi > Vy(ygvi - (VZ(ZEUi + (zEx +> z8y)}) + x=y))).

Devido ao fato de que V, € transitivo, entao, pelo axioma de extensionalidade

de T, (RLI)' & equlvalente 3 formula
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VxVy(xEVi & ygv? + (¥z(zex ++ zey) -+ x=y)),
Esta formula € consequéncla imediata do axioma de extensionalidade de T. Logo,

e teorema de T e & verdadeira para M. Resulta que (KM,I) é verdadeira para M,

2, (RM,II} € o esquema de classificacao de KM, Entao, se Aly) & uma formula de

Lyu ©M que x nao ocorre, temos
Ixvy(yex <+ V{y) & Aly)),
Vamos denotar esta formula por B. EntEo,.BI & a formula
Hx(xsvi & Vy[ygvl + (yex <> yev, & (A(y))i))). Em T, como, se yeV,, en
tao yEV; é xeV,, Bi é equivalente a formula

vy (yex > yev, & (A(y))'),

que € uma instdncia de (T.IV), Logo, (RNII) & verdadeiro para M,.

3. (KM.III) Vix) » 32(v{z) & wy(y x + yez)).
togo, (KM-III)ié a formula
x€V, > Jz{zeV, & zev, & Wy(yeV, * (yex » yez))).
Em T, esta formula & equivalente 3 formula
XEV, > Elz(zs\!i & ¥y(yex + yez)},

que & uma Instancla de (T.V), Logo, (KM.III) & verdadeira para M. .

4, (M.IV) vix) & vly) >  V(xUy).

Logo, (KM.IV)! e xev, & yev, = (xLJy)'EVi. Por definicao, ze(xUy)+>

i
+~+ y{z) & (zex v zey), Logo, zt—:(ny)I - zeV, & (zex v zey). Logo, (kay)i=

= xU; Y. Logo, (KM.IV)i é

-
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xaVi & yeU{ > xLJI+]yEVi,

que & uma instancia de (T.VI), Resulta que (¥M,IV) € verdadeira para Mo
5. (KM,V) ¥x(fun(x) & v{dom{x}) =+ Vv{(im(x))).

logo, (0Y)' &  wxfxev, » ({(Fun(x))' & (dom(x))Tev,) » (im(x)) ev)).

Como fol felto para L,, & faclil mostrar que esta férmula é equivalente a

Vx(funi+1(x) & domi_‘_.l(x)evi -+ imi+1(x)eVi), que € uma instdncia de (T.VII),

Vamos mostrar que, Se XEVI. entdo (dom(x)}' & dom, ,(x). Por definicao, zedom{x)

i+l
se ¢ somente se V(z) e Iy((z,y)ex). E uma simples verificagao mostrar que
(z‘e(z,y))‘ € a formula z‘E(z,y)i+1 . Logo, (zedom(x))' & a formula eV, &
&Ey(yg\fi & (z,y)i+lsx). Como xsV,, entao, se (z,y)i+1ex, resulta que yeV,, lo-

go, que y=V,. Assim, (2edom(x))' se e somente se zedom, (x). Como (KM.V)' & e~

+1

quivalente a uma inst3ncia de (T.VII), (KM.V) € verdadeira para Mi’ .

A demonstragao para os axiomas (RAVI), (RM.VII), (KM.VIII) e (RM.IX) & in-
teiramente andloga ao que foi feito até o momento. Vamos mostrar que (M.X), o

axioma da classe universal de KM, & verdadeira para M. .
6. (KM.X) Vix) + 3y{x eyl

MX)'é xe V‘ ~> EIy(yEVi & x €vy.), Como eri “— VIEVI & xeV,

& teorema de T, entdo, por II.I, (RM.X)' & teorema de T. togo, (KRML.X) & verda-

deira para M., terminando a demonstragao,

Com este resultado, podemos obter uma primeira caracterizagdao dos modelos
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super-completos de T.

3.1,9. Proposigao. Se M = (D,VT,VS,G.Q,ED) & um modelo super—completo de T,
entdo existem cardinais fortemente inacessiveis Oy s0ppenclyyees (] 21, tntet
ro}, tais que VT = R(ai) (i > 1, inteiro} e, se 1< j <k, inteiros, en-

a—

tao aj <oy .
Demonstragao. Como M, = (P(V?),V?, P(VM)) € um modelo super-completo de T,
i

por 3.1.8, entdo, por 3.0.5, existe um cardinal fortemente inacessfvel a, tal

';'ev"

que V? --R(ai)° Como V 1

, se I < ], entao a; < o, por B.24,

Com a proposigao que se segue, demonstramos a primeira parte do teorema 3.

1.3,

3.1,10, Proposigao. Se M = (D,R(al),R(aZ),...,ED) ¢ wn modelo super—completo

de T, entdo D = R(R), onde R = LJ{a],az,...} .

Demomstragao. Por (T.XII), se x e D, entdo existe um a; tal que x € R{a,)
Llogo, D = tJ{R(a1),R(a2),...}. Por B.24, existe um ordinal B8 tal que D =
= RE{R). Como R(ai) < R(R), entao o, < B, para tode 1 > 1 ; resulta que

<y ,lo~

LJ{QI,GZ....} =y < B. Logo, R(y) € R(8). Por outro lado, a, € o, , 2

go, o; €Y , para todo 1 > 1. Assim, R(ai) < R(y) , para todo 1 > 1, donde

R(B) < R(y). Resulta que B = U{al,uz,...}.

A demonstracdo de que a condi¢3o do teorema 3.1.3 € necessdria é consequén

cia imedlata das proposic¢oes 3.1.9 e 3.1,10, A seguir, demonstramos que a con-
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3.1.11, Proposigac., Se Ups@yseeesCisens (121, inteiro) sao eardinais forte-

mente inacessiveis tais que o, < @, < 4eu, entdo

1

M = (R(B)’R(al)’R(az)’“'°'€3{3))
€ modelo de T, onde R = LJ{al,az,...}.

Demonstragao. E consequéncia da proposicao B.24 que a interpretagao M € uma in-
terpretagao super-completa pata T. A demonstragao se baseia no fato de que as
nogoes de T s3o absolutas para M. Para simplificar a notacao, vamos redefinir

algumas nogoes de T.

a.) 2(x) see x=0
b.) Uanx,y) see  xU .y ; .
c.) INTn(x,y) see xf\ny :

d.) UNITn(x) see {x}n :
e.) PARn(x,y) see {x,y}n '
f.) POR_(x,y) see (x,v)

ge) COMn(x,y) see X\ y.

A sequir, enunciamos o resultado sobre a relag2o entre as nogoes de T e

de ZF, Sejam M como no enunciado da proposigac, e x,y elementos de R(8). Entao:

(i,) MP=QIx,yl se e somente se x<Yy ;
(ii.) MpP=2{(x) se e somente se x = ¢ ;
(iii.) se xER(an_1) e yER(an_l), entao UN:lx,yi = XUy

(tv.) Se x-:ﬁ’(an_])_e ng(an_l),entio !NT:lx,yl = xNy 3
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(v.) se xcRa_) e yeR@ ), entdo UNIT:IJ(I = (x}, PARMiyt -

= {X.Y} e POR:'X,Y' = (X1Y);

{vi.) Mp— fun_Ixl se e somente se xQ;R(an_1) e fun(x) ;
(vit.) Se xs;R(an_l), entao dom:lx! = dom(x) e Im:IxI w im(x)

{viii,) Se xER(an_l) e yER(Gn_I), entao COM:Ix,YI =xNy ;

(ix.) M= FEnIxI se e somente se XEER(an-I)' fun{x)} e se zedom(x), x(z)ez,

A demonstragac destas propriedades & simples mas bastante longa. Como e-

xemplos, mostraremos {ii,) e (iii.).

(i1.) Suponha que M= Z(x); logo, se zeR{B), entao z#¥x. Se 2ex, entao, como
R(8) € transitivo, zeR(B). Logo, para qualquer 2z, z¢x, donde x = ¢, A reclpro

ca ¢ imedlata,

(iii.) Suponha que zeUN:Ix;yl;logo, zeﬁ(an_1) e zeEx ou zEy, Logo zExUy -,

Por outro lado, se 2€Exyy, entdo zex ou ze£y. Logo, zeR(an'1) e ze RB). Resul

ta que zEUN:lx,yl o

Procedemos de maneira anidloga para os demais Ttens, observando que R(B)
e R(al) (i > 1, inteiro) sao transitivos e fechados para sub-conjuntos de ele
mentos. A demonstragac de que os axiomas de T sao verdadeiros para M decorre
das propriedades (i.)-(ix.) e seque as técnicas usuais deste tipo de demonstra
gao. Como exemplos, vamos mostrar que O esquema de classificagao (T.IV), o axi
oma da substituigao (T.VII) e o axioma de caracterizagao (T.XII)} sao verdadei-

ros para M,

1, (T.IV) IxVa, (ajex > aev . & Afa,)), onde A(a,) € uma férmule em
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que X nao ocorre e a é uma vartavel qualquer.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a, e a unica variavel liyre de
A(al) ( se existir alguma), caso contrario tomamos as generalizacoes das varia-
vels {ivres de A(ai), exceto a,. Resulta que A(ai) € verdadeira para M se e so-
mente se a formula obtida o for. Se ay € uma variavel de primeira espécie, toma
mos o conjunto x = {y: yER(an_1) & Mb= Alx1} ; logo, xEER(Gn_]) e xeR(B), Se
3, é uma variavel de segunda espécie, tomamos o conjunto x =‘{y: yER(an_l) &

& ye{R(0,),R(a,), ...} & M= Alyl} . Novamente, xeR(B). Logo, (T.IV) & verdadel

ro para M,

2. (T.VII) funn(x) & domn(x)SVn_1 -+ Imn(x)evn_1 . Se xszU:_t, funi{x) e
dom(x)SR(an_l), entao, como L. & fortemente InacessTvel, resulta que Moy =

(P(R(ﬁn_1},R(an_1),EP(R(u l))) ¢ modelo natural de KM, por 3.0.5. Logo, por
n=

(R.v), im(x)ER(ﬂn_l). Assim, pelas propriedades (vi.) e (vii.) acima, obtemos
que, se Mp= funnlxl e domzfxl = dom{x), ent3c Im:IxIER(an_1) . Logo,

(T.VII) & verdadeira para M.

3, (T.XIT) ¥x Jt(x € t). Se xeR(B), entdo, como R(B) = U{R(ﬂ1),ﬁ(02),.°,},
existe a, tal que xER(Gi). Logo, (T.XII) € verdadeira para M, terminando a de-

monstragao,

3.2, MODELOS NATURAIS DE T*

M

VD, eeese™). As definigses de in

0s modelos de T* sao da forma M = {D,V
terpretacoes super-completas, modelos super-completos e modelos naturais de T*

sdo ldénticas as deflinigoes correspondentes para T. A versio do teorema 3.1.3
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para T* & enunciada a seguir.

3.2.1. Teorema,

M= (D,V?.Vg,...,en) € um modelo super—completo de T* ge e somente se e
rigtem cardinais fortemente inacessiveis @ yOgyeensliees (121, inteiro)
mis que H = (R(B"“).R(a‘),R(az)’nae’ER(B*1)), Onde B - U{al 'urz’eoo} e, ae

1<1 <], 1,} inteiros, a; < aj.,

A demonstracao do teorema 3.2.1 & totalmente analoga & demonst:ragao do te-
orema 3.1.3. Adotamos para T* as mesmas convengoes estabelecidas para T na sec
gao anterlor, com modiflcagoes obvias., Dada uma formula de Lpys Obtemos uma for
mula de Ly, da maneira como prescreve a definigao 3.1.5. Também, para um modelo

. MM M M
super-completo M = (D,VT.Vz,...,ED) de T*, tomamos M, = (P(Vl)’vi"“’EP(V?))

e, s¢ s E L definimos S, como em 3.1.6. 0 lema gue se seque € demonstrado

M.’
i

exatamente da mesma maneira Que o lema 3.1.7.

L Ll M

3.2,2, Lema. Se M & wm modelo super—completo de T® ¢ s € EH" entao s € £
- - & i

e, se A ¢ wna formula de S satisfaz A se e somente se s satigfaz A,

Com este resultado, mostramos que M' & modelo super~complieto de R, sendo
suficliente mostrar que, se A & um axioma de IM, A' é uma formula verdadeira pa
ra M. Assim, pela proposicao 3.0.5, para cada 1 > 1, existe um cardinal forte-
mente Inacessivel o tal que VT - R(ai) e a; < aj, se § < j, A proposigao

que se segue garante que a condigdo do teorema 3.2.1 € necessaria.
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3.2.3, Proposigao. Se M = (D,R(a1),R(a2),...,eD) e wn modelo super—completo

de T*, entaoc D = R(B+1) , onde B = U{al,az,...}.

Demonstragao. Seja V = U{R(a1),ﬁ‘(a2),“.}. Entao, por B.24, existe um ordi-
nal B tal que V = R(B). Como, por (T*.XII), U{U],VZ,.”} = U, entdo Ve D,
Seja Y = U{al,az.ao.}. Como a; €a;., <Y, entao a, <Y, para i > 1, Re-
sulta que R(a‘) € R{y), para i > 1, donde R(B}< R(y). Logo, B < Y. Como
R(ul) < R{(B), para cada 1 > 1, entao a, <B, logo Yy < 8 ., Assim, B = v, Se

x € D, entao se y& x, YE D. Logo, y € V = R{B). Assim xgV, logo x € P(V) =

= R(B+1)}), Se x € R{B+1), entdao x=V, logo x € D, Resulta que R(R+1) = D,
Com a proposi¢ao que se segue, terminamos a demonstracao do teorema 3.2.1.

3.2.4, Proposigao. Se @1s@reenslyyeoee (121, inteiro) sao eardinais fortemen

te tnacessiveis, taie que o <oy (1 <1<}, inteiros), entao

M= (R(B"'”’R(“l}’R(az)""'ER(&«-I))
€ modelo de T*, onde B = U{al,az,.”}o
Demonstragac. Como no caso de T, a demonstragao & consequéncia de que as no-

goes de T* sao absolutas para M, no sentido das propriedades {i.)={(ix.), p. 79
e 80, No caso de T* inexistem as restrigoes quanto aos niveis, pois as defini~-
goes sao universals, No mais, a 'demonstracao € analoga a demonstragao da propo-

sicao 3.1,11,



CAPTTULO &

0S SISTEMAS HO E HB+

4,0, INTRODUGKO

A finalidade deste capltulo & apresentar uma hlerarquia de teorias de con-
juntos, uma para cada ordinal a ¥ §, sendo todas formallzadas no cdlculo de pre
dicados de primeira ordem {(com igualdade). Pretende-se, com isso, obter uma te-
orla de primeira ordem com caracterTsticas semelhantes 88 de T e T*. Na
seccao 4.2 sao estudados os modelo naturais de uma das teorias da hlerarquia |,
f%f Como resultado, mostramos que T* e H& possuem o5 mesmos modelos super-com-
pletos; de manelra mals precisa, dado um modelo super-completo de T*, obtemos
um modelo super-completo de Hw, e vice~versa. Finalmente, na secg¢ao 4.3, apre-

sentamos uma breve introdugao a formulagao da teoria de categorias em H

Lh,1, A HIERARQUIA

Sequiremos a notagac apresentada no apéndice A. Denotaremos por H uma teo-
ria qualquer da hierarquia. A )lnguagem de H (de todas as teorias da hierar-
quia) possul dois sTmbolos relacionsis. 0 sTmbolo relacional binario de perti~
néncia, denotado por €, e um sTmbolo relacional unirio N, tal que a formula
N(x}) € tida x & um nfvel. As definicoes de sTmbolos de H que sao sTmbolos de
T* gerao omitidas. 0 sfmbolo |+ sera utilizado no lugar de by Iniciamos a

apresentagao com o axioma de extensionalidade.

84
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4,1.1. Axioma de exteneionalidade.

{(H,T) Vz{zEx + zEY) * x=y.

4,1,2. Proposigao.

(1,) = ¥z{zEx +> zEy) > x=y ;
(Pt.) b~ xex ;

(1i2,) - x=y & yex ++ xmy ;

(iv,) W x=y &ycsz + xcz,

A sequir, apresentamos o esquema de classificagao, que garante a exIsténcia

de classes que podem ser obtidas a partir de formulas.

h,1,3, Esquema de classificagao,

{H,IT) IxVy(yex « Fz(yez) & Aly)),

onde A{y) & uma formula em que x nao ocorre,

A restrigao Iz(y€z) impede que se possa derivar a antinomia de Russell da
maneira usual. Para se obter uma teoria predicativa (e que, no caso, serla finj
tamente axiomatizavel), basta exigir que as varidveis quantificadas de A(y) per
corram apenas conjuntos, i.e. z tal que M{(z) (cf. def., 2,2.4.(1.}). Introduzl -

mos o claseificador por definigao contextual.

b,1,4, Definigao., Se Aly) é uma formula,

z € {y: Aly)} see Ax{¥ylyex <« My) & Aly)) & zex).



Resulta que, se a formula A(y) satisfizer a condlgao de (H.IT)}, a classe

{y: Aly)} tem sua existéncia garantida.

h,1,5. Proposigac.
(Z.) bkxeU = M(x} ;
{(i1,) —xcU & ¢ €x 3

(£id,) t—x ¢ & .
A sequir, apresentamos algumas propriedades da algebra de classes de H,

1'0106' Pz‘opos-igao'
(1. ) -z € XUy +*+ 2zEx v 2£vy ;

{i2e) =z € xNy +> zex & zey ,

4,1,7. Proposigao.
(7)) t+—xyUx=x & xNx = x ;
{({i.) P xUU =0 & xNU = x 3

(1i1.) - xUd = x & xNo=¢ .

4,1.8, Proposigao.,

(£.) 1= {(xUy = yUx) & (xNy =yNx) :
(T2} = (xUylUz = xUlyuz) ;

(iii.) 1= (xNy)Nz = xNn{yNnz) ;

(tv.) = xnilyuz) = (xny)u(xnz) ;

(w.) = xUlynz) = (xUy)N(xuz) .

86
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4.1.9, Proposigao.

(1) —nfax) = x 3

{tle) g =U & U= ;
(i13.) = n(xUy) = (w) A (W) ;
(i) = (xnNy) = (W)U (w) ,

4.1,10, Proposigao.
(Pe) +~No= U & yd= ¢ ;
{1:1:.} — xg\f = XUY = Y 3

(iti,) - xcy = xNy=x .

Vamos iniclar a apresentagao das propriedades dos nfvels, Baslcamente, re-
lativizamos os axiomas de KM aos niveis. 0 primeiro axioma afirma que os nf-

vels s3o classes transitivas,

h,1,11, Axtoma de transitividade.

(H,11T) N{x) = V¥y{yex + yex) .

0 axioma das partes garante que os nivels sao fechados para a operagao de

partes,

4,1,12, Axioma das partes.

(H.IV) N{x) > wy(yex = 3Jz(zex & ¥z'(z'e y * =z'ez})) .

A proxima proposicao expressa o fato de gue os nfveis sao fechados para

sub-classes de elementos.
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4.1.13. Proposigao. - N(x) & yex & zey -+ zex .
Demonstragao. Seja z'ex tal que , se zcy, entao zez'; a existéncia de  tal
z! & garantida pelo axioma das partes, Logo, como zez' e z'ex, zex, pelo axio-

ma de transitividade,

4,1,14, Proposigao.
(Z.) K N{x) + (Ux=x & Nx=9) ;

(it.) 1 N(x) &ycx > {y#d » nvex) .

£ interessante notar que as propriedades expressas pelas proposigoes 4.1,13
e 4.1,14 n3o valem se tomarmos U no lugar de x (sem supor N(U))}, mas valeriam
caso fosse exigldo que todo conjunto pertencesse a algim nfvel, Multas das pro-

posicoes que se segquem estao neste MESMO CasO.

4.1.15, Propoaigac.
(i) 20U,

(it.) = N{x) & yox =+ (2Vex & ¥z{ze2? <« zcy)) .

Apesar de ndo ser possivel mostrar que a classe universal & uma classe pro

pria {(cf., def. 2.2.4,(i1.)), pode-se mostrar que exlste uma classe propria.

4.1.16, Proposigao. - IxC(x) .

Demomstragac. Seja R = {x: x¢x} . Se M(R), entao ReR ++ R¢ZR.

4,1,17. Proposigao. — N(x) > xi#x .
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4,1.18, Proposigao.

(te)  1+=0C(x) + {x}=U;

(i.)} = M(x) =+ W¥y(ye{x} e y=x) .

4,1,19, Proposigao. - N(x) = Wy{yex «+ {ylex}).

Demomstragdo. Se yex, entdo M(y), logo {y}<2¥ex. Logo {ylex. Se {ylex, en
tao {y}lex, pelo axioma de transitividade., Se M(y), entdo, por 4.1,18.(1i,) ,
ve{y}, logo yex. Se Cly), entdo, por 4,1.18.(i.), {y}=U, togo U=x e, como
xSU, xwU={y}. Resulta que xex, pols {ylex, em contradicao ao resultado da pro

posicao 4.1.17,

4.1,20, Azitoma da uniao.

(H.V) N{x} =+ Wyvz{yex & zex + yUzex) .

%,1,21, Propogigao.

(Pe) = M{x) & Mly) + Vz(zelx,y} > 2z=x v z=y) ;
(it.) 1= N(x} =+ W¥yvz(yex & 2ex > {y,z}ex) .
(22.) b= N{x) + Wy¥z(yex & zex <« {y,z)ex) ;

{(ive} k- N{x) & yex & zéx +  {({y,2)={y',2') > yay' & 2az') .

A sequir, apresentamos algumas propriedades das relacoes e fungOes. As de-

finicoes envolvidas podem ser encontradas na pagina 62,

k,1,22, Proposigao.
fZe) b N{x) & x'=x & ysx & zex * (x'oy)loz=x'o0'(yo z) ;

(if.) b= N(x) & yex &‘rel(y) -* rel(y-1) .
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4,1,23. Proposigao.

{Z.) b= xédom{z) ~» z2{x) =U ;

(1£.) = N{x) & zex =+ Wy(yedom(z) + z(x)ex) ;

(122.) b= N(x) & fun{z) & zex + 2z ={(y,y"): z(y)=y'} ;

(iv.) 1+ N(x) & fun(z) & fun(z') & zEx & 2'=x = (z=z' <« ¥Wy(yex » z(y) =

= Z'(Y))) '

4,1,24, Axioma da substituigao.

(H.VI) N{x) =+ V¥z{fun(z) & zex & dom{z}ex ~+ im(z)ex) .

4,1.25, Axtoma de amalgamagao.

(H.VII) N(x}) = wy(yex + Uyex) .

4,1,.26, Propoaigao. b= N(x) & yex &8 zex > y Xzex & 2 e x .

4,1,27. Definigao.
(£.) zi x+*y see fFfun{z) & dom(z)=x & im{z)=y ;
(i€.) z sobrey gee fun(z) & im(z}=y ;

(i1.) inj(z)}) see fun(z) & ¥xWy{xedom(z) & yedom(z) & x#y > z{x)#z2(y)).

As definicoes acerca de relagoes de ordem e ordinals podem ser encontradas

no capftulo 2, def. 2.2,22 e 2.2,23, Precisamos de mais algumas definigoes.

4,1,28, Definigao.

(t.) x<y 8ee x€y;
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(i4.) Vim(x}) see Ord(x) & x¥d & Vy(xpy') ;

(i1i.) suc(x) see Ord{x) & 3y(x=y+).

0 axioma que se seque exige que todo nivel tenha como elemento um conjunto

infinito.

4,1.29, Axtoma de infinidade,

(H,VIII) N(x) + 3Jylyex & ¢ey & ¥z(zey + z'ey)) .

4,1.30, Proposigao,
{ts) = Ord{x} =+ xfx ;

(14.) - N{x) = dex & wex .

0s dois axiomas apresentados a seguir, o axioma da escolha & o axioma de

reqularidade, sao os Gltimos que sao comuns a todas as teorlas da hierarquia.

h,1.31, Axioma da escolha.
(H.IX) 22(FE(2) & dom(z) = Ih{g}),

1,32, Axtoma de regularidade,

(H.X) xkd + Fy(yex & yNx=t) ,

Com os axiomas até agora apresentados esta claro que uma interpretagac tal
que o {nico elemento do domfnic € o conjunto vazlo € modelo de H, Em sequida |,
Introduzimos os axiomas necessarios para que H possua uma estrutura de nivels

de tipo limite, Exigiremos a existéncia de um nivel, em primeiro lugar.
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4.1.33. Arioma de existéncia (I).

(L.I) 3x(N(x)) .

Seja O um ordinal limite (i.e. tal que 1im(@)) fixo no nfvel cuja existén-

cia (L.I) garante. 0 axioma que se segue ordena os niveis segundo a boa-ordem

de O,

41,34, Azioma eetrutural (I},
(L.IT) Jz(fun(z) & dom(z)=0 & ¥x(xeO + N{z(x)))} & ¥x{N(x) + xeim(z)) &

& Ux¥y{xeO & ye0 & xey > z(x)ezly))) .
4,1.35, Definigao. Se z & a fungao dada em (L.II) e wed , Ngt see z(o) o
0 dltimo axioma exige que todo conjunto seja elemento de algum nfvel.

4,1.36, Axioma de saracterizagao.

(L., II1) M(x} =+ 3Iy(N(y) & xey) .

A teoria cujos axioma sao (H.I}-(H.X), (L.I)-{L.III) sera denotada por

He "

4,1,37. Proposigao. Hol— Wx(N(x}) =+ M(x)} .
Demonstragao. Se N(x), entao xeim(z), a fungac dada pelo axioma estrutural,

Logo existe a€0 tal que x=z(a), Como B & limite, ateo e xez(at).
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4,1.38, Proposicao. Hy k- IN(U).
4,1.39. Proposigao. Hol— C(U) .

b,1,40, Proposigao, Hyl— N(x) & N(y) + xey v x=y v yex .

Vamos apresentar os axiomas para que a teoria possua uma estrutura de niveis
de tipo sucessor, Em lugar de exigirmos que exista um nlvel, afirmamos que a

classe universal é um nfvel,

b,1.41, Axioma de existéneia. (II).

{5.1) N(U) .

0 axioma estrutural, neste caso, difere de {L.II) pois a Imagem da fungao

engloba apenas os nivels que sdo conjuntos. Seja © um ordinal qualquer em u,
h,1,42, Definigpao. ¥ see {x: N(x)} .

4,1,43, Axioma estrutural (II),

{S.11) 3z{z:0 > N & z sobre NV & ¥xWy(xeD & yeO & xcy -+ z(x)ez(y))}).

Denotamos a teorla cujos axiomas sao (H.I)-(H.X), (S.I) e (S.II) por Hgto
Observar que a estrutura de niveis de Hg* possul exatamente 0" elementos. Se
Omd, HB+ & a teoria de Kelley-Morse, axiomatizada de maneira diferente. Na sec
¢ao seguinte estudaremos os modelos naturals de uma das teorias da hierarquia

apresentada. A teoria estudada ser3 H .
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h,2. MODELOS NATURALS DE Hw

Uma interpretagao para Hm é da forma M = (D,NH,EM), onde D & um conjunto
diferente do vazio, N' & o sub-conjunto dos nfveis e eMéa interpretacac do

sTmbolo de pertinéncla.

4,21, Definigao., M = (D,NH,SH) € um modelo super—completo de Hw se e somen
te se M € um modelo de H& e sao satisfeitas as seguintes condigoes:
() €' & e (cf. def. 3.0.1) ;

(11,}) Se xeD e vyex, entac yeD ;

(i11,) Se xeD e yc=x, entao yeD .

4,2,2, Definigao. M = (D,NM,EH) é um modelo natural de Hw se e somente se

- M
M & modelo de H e existe um ordinal o tal que M = (R{ca),N 'eR(u))°

-

0 resultado fundamental desta sec¢ao € enunciado a seguir.

4,2.3, Teorema.

Uma interpretagao M para Hm é um modelo super—completo de Hw 8e e somente
se existem cardinais fortemente inacessiveis @, ,yerss0iy0s.fl 2 1, inteiro)

tais que, se 1 < 1 < j, inteiros, a, < @y e

ENCICREICRIICH RN ISR

onde B = U{al,a }.

2,oec

A demonstracao deste teorema seque a mesma |inha das demonstragoes dos te
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oremas 3.1.3 e 3.2.1, Basicamente, vamés relacionar cada nTvel com a classe uni
versal de KM. tniclalmente observamos que as nogoes de H sao definidas exata -
mente da mesma maneira que as de KM, logo, como mostrou Shepherdson(15), as no-
coes de H sao absolutas para qualquer interpretacao satisfazendo as condigoes
(1.)=(111.) da definigao 4.2.1, Vamos determinara forma de NH, se M for um mode

lo super=completo de Ho

4,24, Lema, Se M = (D,NH,ED) for um modelo super-completo de H_ , entao

N = {N?,N;,ooo}, i <1, inteiro e, se 1 < | < } , inteiros, entao NT € N? .

(Adotamos as conven¢oes estabelecidas no capltulo 3, p. 70 ; logo, N? € a inter

pretagdo do termo N;, definldo em 4.1.35.)

Demomatmapdo. Como as nogoes de H sao absolutas para M, entao, se Hléﬂﬂlxl, pa
ra xeD, ent3o , para algum Inteiro n de HQ, X = N:*:° A segunda parte do lema

é consequéncia imediata do axioma (L.IT),

Para cada formula da linguagem de KM e cada nfvel Ni de H@, vamos definir
uma transformada , que sera uma formula da ?inguagem de H, Observar que as va-
riaveis utlilizadas s3ao as mesmas e que os termos de Lyt (a linguagem de ¥M) sao

as varlaveis.

4,2.5, Definigao. Sejam A uma formula de Lim © N, um nivel de H 3 definimos

A" indutivamente,

a.) Se A & by=b, entdo A" & A,
b,) Se A & blebj, entio A" & A,
c.) Se A é V(bl). entio A" & bieN, .
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d.) Se A & 1B, entdo A" & 18",

n n

e.) Se A & BvC, entio A" & 8"y cM.

f - - n . n
fo) Se A & VbJB, entao A & Vbj(bjE.Nn + B ).

Seja M = (D, {d:,Ng,...},ED) um modelo super-completo de H . Como existe
uma relagao entre os ordinais de Hm e os ordinais da meta-linguagem, faz senti

do escrever M, ™ (P(N:),N:,EP(NM)) como Interpretacao para KM, para cada n>1.
n

Como a nogao de partes & abscluta para M, entao P(N:)ED, logo EHE Iy o Po-
n

demos enunciar a proposicao analoga ao lema 3.1.7.

h,2,6. Lema. Se M = (D,{NT,NM,...},ED) ¢ um modelo super—completo de Hw’ e

s sel, eA é wma formula de Lo entao 5 sattsfaz A se e somente se s
n

satisfas A",
Demonstragao. A demonstragao, por inducac sobre o comprimento de A, é andloga
a demonstracao do lema 3.1.7, Vamos mostrar apenas para o ¢aso em.que A € da

forma VbiB, Logo, A" & Vbt(biEENn + 8", Suponha que s satisfaz A. Logo,

para toda sequencia s' € ZM , diferindo de s no miximo na I-8sima posicao, s'
n

satisfaz B. Seja s'" € I, diferindo de s no maximo na i-ésima posig¢ao. Devemos

mostrar que s'' satisfaz b.=N B". Suponha o contririo: entdio s satis

faz by =N e ndo satisfaz B". Como as nogoes de " sao absolutas para M, en=

tio s € P(N:)° Como s'' difere de s no maximo na i-8sima posigao, entdo s'"eL, .
n

Logo, s' satisfaz B se e somente se s' satisfaz Bn, togo s' satisfaz B", em con

tradigao a hipdtese assumida, Logo s'* satisfaz bIEENn - Bn, donde s satis«

faz A", A reciproca é trivial,
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Demonstragao de que a eondigdo do teorema 4.2.3 & necessarta.

Em primeiro lugar, vamos mostrar que se M & um modelo super~completo de Hm
entao M, como definido na pagina anterior, € um modelo super-completo de KM,
Pelo lema 4.2.6, basta mostrar que, se A & um axioma de KM , entdo A" & verda-
deiro para M, pois M_ satisfaz as condig¢oes (i.)=(iii.) de 3.0.2, A demonstra-
cao deste fato seque as mesmas linhas que a demonstragac do lema 3.1.8. Assim,
para cada n > 1, Inteiro, existe um cardinal fortemente inacess{vel o tal que
N: =R(@) e, se 1 <n<m, intelros, & <& . Resta mostrar que D = R(B+1},
para B = U{a ,ay.0eds A demonstracao & praticamente idéntica a da proposicao

3,2,3, utllizando-se o axioma estrutural (L.II), o axioma de caracterizagao (L.

IIT) e a proposigao 4.1.37.

Demonstrapdo de que a condigao do teorema 4.2.3 é suficiente. )
Pevido ac fato de que as nogoes de H sao absolutas para M = (R(B+1),{R(a1),

R(az)"°'}’ER(B+1))’ a demonstragao € absolutamente analoga a demonstra¢ao da

proposigao 3.0.5 (demonstragao de que a condig¢ao é suficiente},Vamos mostrar que

os axiomas especials, (L.I)-(L.III), sao verdadeiros para M. Que (L.I) & ver-

dadeiro para M & imedlato pois WMo #. Como os ordinais sao absolutos para M,

a fungao cuja existéncia (L.TI) garante & a fungao que enumera R(a1),R(a2),... .

Para mostrar que (L.III) & verdadeliro para M, seja xeR{B+1) tal que existe

yeR(B+1) com xey. Llogo xeR(B), donde existe um o tal que xeR(a ).

Com este resultado, @ facil notar que, se M & um modelo super-compiete de
T* {(cf. 3.2.1), entao, com os cardinals fortemente inacess{veis que o teorema

3.2.1 garante que existem, & possivel se obter um modelo super-completo de Hw'
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De maneira analoga, se M & um modelo super-completo de Hw obtemos um modelo su-
per-completo de T*, Vale notar que o método utilizado para a caracterizacao dos
modelos super-completos de H pode ser utilizado, com a mesma finalldade, para

as demals teorias apresentadas na secgac 4,1,

4.3, CATEGORIAS EM Hw

0 que se seque & uma discussado informal sobre a formulagao da nogao de ca-
tegoria em H . Desde a introducao do concelto de categoria e das nogdes correla
tas, tem sido pesquisada uma fundamentagdo conveniente para os nNovos objetos e
as novas construcoes matematicas Introduzidas. Assim, do ponto de vista da teo-
ria das categorias e suas aplicacoes, seria interessante se poder estudar a ca-
tegoria de todos os conjuntos, de todos os grupos , etc. Estas categorias nao e
xistem em uma teoria de conjuntos como ZF, Mesmo em KM, podemos formar a categg
ria $§ de todos os conjuntos de KM , mas nac podemos obter a categoria de todes
os funtores de S em S, Este problema se coloca de uma maneira mais concreta (e~
vitando o linguajar platonista): dadas duas categorias C1 e Gy quando seria
legitimo se considerar a categoria de todos os funtores de C, em C,7 Virias al
ternativas foram propostas com a finalidade de se solucionarem estas e outras
questoes. Aquela que tem sido mais utilizada pelos matemdtices em geral & a de
se trabalhar em teorias de conjuntos em que se assume a existéncia de um ou mais
universos, cuja defini¢ao apresentamos a sequir (o desenvolvimento que se seque

sera reallzado em Hw)'
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4,3.1. Definigao. (x & wn universo normal)
UN(x) see {a conjuncdoc das seguintes condigoes:)
fZ.} yex » yex
{(it,) we x 3
(1i1.) yex - 2Yex ;

{iv,) yeEX & zex! -+ im(z)ex .

4,3,2. Proposigao. — N(x) + UN(x).

As nocoes de categoria, classe dos objetos de uma categoria C (ob(C)) ,
clasee dos morfismos de uma categoria C (mof(C)), classe doe morfismos entre
x,yeob (C) (homc(x,y)L funtor, transformagac natural, etc., podem ser encontra-

das no livro de Maclane(17),

h,3.3. Definigao. Uma categoria C & dita n~grande se e somente se ob(C)EENn

e mor(C)s;Nn. Uma categoria C € n-pequena se e somente se ob(c)eHn e mor(c)eNn.

Um exemplo de uma categorla n-grande & a categoria cujos objetos sac os e-
lementos de Nn e os morfismos sao as fungoes entre estes objetos. Denotaremos
esta categoria por CONn, a categoria dos conjuntos pertencentes a Nn. Se C &
n-grande, entao C € n+l-pequena, pois se xsN_, entao €N .4+ Pelo axioma da
substituicao, a categoria dos sub-conjuntos finitos de N, € n-pequena (os mor-
fismos sac as fungoes entre os sub-conjuntos finitos de Nn). Se C, e C, sao

e Cz (cf. Maclane(17)

duas categorias n-pequenas entio C, X C, » o produto de C

1 1
p. 36) , @ uma categoria n-pequena. Se C, ou C, for n-grande, entao C, X C, se
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ra n-grande,

4,3,4. Definigao. Uma categoria n-grande C & localmente n-pequena se e so - -

mente se, para x,yeobl(c), homc(x,y)eNn (cf. MacLane (i16)).

- - X
CONn ¢ localmente n-pequena, pois se x,yeN, , entao homcoﬂn(x,y)-y EN_ . Da~
das duas categorlas C1 e Cz, seja C1c2 a categoria cujos objetos sao os funto-

res de C2 em C, e cujos morfismos sao as transformagoes naturais entre tais fun

tores,

4,3.5. Proposigao.

(i.) Se C, e C, sdo n-pequenas, entao C1c2 é n-pequena;
(¢i.) Se €, & n-grande e C, & n—pequena, entao C]CZ é n—grande; |
(iii.) Se €, ¢ localmente n-pequena e c, & n-pequena, entao CICZ é localmen—
te N-pequena ;

(iv.) Se C1 L 8qo n—~grandes, entao CICZ ¢ n+l-pequena.

Para a demonstracao desta proposicac, ver MacLane(17), p.16, com excegao
do Ttem (iv,), que € trivial. Quando ¢y & n-grande, mesmo com €, n-pequena, CICZ
pode nao ser n-grande., Seja Cz = CONn e C1 a categoria com dols obJetos a e b,
com um Unico morfismo (distinto das identidades) a + b. Considerando-se a e b
distintos, o cardinal de ob(tlcz) é o mesmo de ZN", gque nao pode estar contido
em N . Outra categorla que pode ser obtida é CAT , a teoria de todas as cateqo
rlias n-pequenas, cujos morfismos sac os funtores entre tais categorias, £ fa-
cil notar que CATn € localmente n-pequena, A categoria das categorias n-grandes
é uma categoria localéénte n+1-pequena, pela proposicac 4.3.5.(Iv.).

UNICAMP
BIRLINTEC S CEMTRAL
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Seguindo-se as idéias ate aqui apresentadas, é possTvel se desenvolver to-
da a teorla de categorlias em H, As construgoes basicas da matematica, como a
do anel dos inteiros, dos corpos dos reais e dos complexos, etc., podem ser re-
alizadas Ja em Ny» e as construgoes reallizadas em N podem ser estudadas, do
ponto de vista da teoria das categorias, em Nn+1 ou em Nn+2’ de maneira analoga
aos exemplos aqui tratados, Como ultimo exemplo, vamos enunciar o lema de Yoneda
para categorias localmente ne-pequenas. A demonstracao pode ser encontrada em

MacLane(17), p.61.

4,3,6, Lema de Yoneda.
Se S:C CONn e um funtor, C & localmente n-pequena, e xeob(C) , entdo
exigte uma bijegao
F:NAT(homC(xf—),S) + 8%
que leva cada transformagao natural T:homc(x,—J 35 em T id , a imagem da i-

dentidade id rx + x. (NAT(S1,SZ) e o eonjunto das transformapdes naturais de

S1 em 32.)



APENDICE A

A SEMANTICA DE PRIMEIRA ORDEM

As definlcoes basicas e o desenvolvimento das propriedades da ldgica de pri
meira ordem podem ser encontrados em Mendelson(18) ou em ChangéKeisler(i). Basi-
camente, seqguliremos ChangéKeisler(1), exceto na maneira de introduzir a semmti-
ea, que sera adaptada de Mendelson{18). A nocao de linguagem de primeira ordem &
a usual, As constantes individuats serao denotadas pela letra ¢, os aimbolos
funcionate pela letra f, e os simbolos relacionais, pela letra p (com ou sem Tn-
dices, em todos os casos). Os gimboloe logicos que conslderamos primitivos sao:
1 (nao), v {ou}, = {Igual a) e ¥ {para todo). Existe uma quantidade enimerdvel
de vamidveis individuate, que conslderamos ordenadas; nesta ordem, serdo dengta-
das por b]'b2'°"’hi'°°' (1 > 1), 0s conjuntos dos termos e das formulas de uma
linguagem sao definidos da manelra usual.

Dada uma )inguagem de primelra ordem L, uma interpretagdo M pars L consiste
em um conjunto D, diferente do vazio, que é o dominic de M, e uma fungdo de in-
terpretagao, que associa a cada constante ¢ um elemento cM de D, a cada simbolo
funcional f n-irio de L, uma operacao n-aria " em D e, a cada sTmbolo relacio-
nal n=arlo p de L, uma relagao n-aria pM em D. Intuitivamente, as varidvels per-
correm os elementos de D. Seja EM o conjunto das sequénclas enumervels de elemen
tos de D, Vamos definlr uma fungao s* , para cada s-(sl,sz,...) e Iy, que asso-

cia a cada termo de L um elemento de D (M & uma interpretacao para L).

. ’ 102
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A.1. Definigao. A definicao de s* & indutivas
(1.) Se r e bj' s*(r) & sj .
(ii.) Se r e uma constante Individual ¢, s*(r) e cHo

{(1i1,) Se r & f(r],rz,...,rn), s*(r} & fM(s*(r1),s*(rz),o,o,s*(rn)).

A.2, Definigao. Sejam M uma interpretagﬁo para uma )inguagem L, A uma formula

de Le s € EM“

(is) SeAe Fy ™ Fyy S satisfaz A se e somente se s*(r1) = s*(rz).

(11,) sea s p(rl,rz,....rn), s satisfaz A se e somente se pn(s*(rl),s*(rz),...,
*

s*(r.)).

(119,) Se A & 1B, s satisfaz A se e somente se s nao satisfaz B,

(iv.) Se Aé Bv C, s satisfaz A se e somente se s satisfaz 8 ou satisfaz C.

(ve) SeAe Vb8, s satisfaz A se e somente se, para toda sequéncia s' € Z_,

diferente de s no maximo na j-ésima posigao, s' satisfaz B,

A.3. Definigao. Sejam M uma interpreta¢ao para uma linguagem L e A uma formula
de L, A & verdadeira para M, em simbolos, MF= A ou P=MA, se e somente se toda

sequéncia s de EH satisfaz A,

A4, Definigao. SeJam M uma interpretagao para uma )Inguagem L ¢ S um conjun-
to de formulas de L. M & um modelo de § se e somente se toda formula de S & ver-

dadeira para M.



APENDICE B

A TEORIA DE ZERMELO~FRAENKEL

Apresentamos, neste apéndice, um desenvolvimento sumario da teoria de conjun
tos de Zermelo-Fraenke! (ZF, abreviasdamente). Seguiremos de perto o capftulo 2 de
Drake(6), ZF & uma teoria de primeira ordem, cuja linguagem possul apenas um sim

bolo, o sTmbolo relacinal bindrio €. Os stmbolos ¢, ¢,, e c sao definidos da

maneira usual.

B.1. Axioma de extensionalidade.
(ZF.1) Vz{zex +» zey) + xmy .
¥’

Utilizaremos o classificador {...:...}, definido contextualmente.

B.2. Definigao. Se A(y) @ uma formula onde y ocorre livre,

x € {y: Aly)} see 32(9z'(z'EZ ++ A{z)) & xez).

B.3. Axitoma do conjunto vasto,

(2F,I1) Ix¥y (y ¢ x).
Por B,2 e B.3, existe o conjunto definido a sequir.

B4, Definigao. & see {x: x#x} .
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8.5, Axtoma do par.

(ZF.111) Ixvy(yex ++ y=z v y=2'},

B.6. Definigao.
(z.) {x,y} see {z: z=x v z=y} ;
(t2.) {x} see {x,x} ;

(itt.) (x,y} see {{x},{x,y}} .

B.7. Axioma da untdo.

(ZF,. 1V} Iyvz(zey > 3Jz'(zez' & z'ex)).
B.8. Definigao. Ux see {y: 3z{yez & z2ex)} .
8,9. Definigao. xUy see Uix,y} .

B.10, Axioma das partes.

(ZP.V) Ayvz{zey ++ z2x).

B,11. Definigao. Pix} see {y:yex}.

B.12. Axioma dos sub~conjuntoas,

(ZF.VI) Ay¥z(zey «+ zex & A(Z)),

4 e -
onde A(z) € uma formula em que z ocorre livre e y nao ocorre.

8.13, Definigdo.

(t,) xNy see {2: zex & zey} ;
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(it.) x~y gee {z: zex & z¢y} .

B.14, Axioma da substituigao.
(2F VII) VxVyVz (A(x,y) & A(x,z) =+ y=z) + ¥z Ax'¥y(yex' > Ix{xcz & A(x,y))),

onde A{x,y)} & uma fOrmula em que x e y ocorrem livres e x' nao ocorre.

B.15. Axioma de infinidade,

(ZF.VIII} 3Ix{tex & Vy(yex + yuU{ylex)).

B.16, Axftoma da eacolha.

(2F, IX) ¥x(xez + (x#¢ & Vy(yez » {xNy=p v x=y)))) ~ IxV¥y 32'{yez + xNy={z'}).

B.17., Axioma de regularidade.
{ZF.X) xkd + Jylyex & yNx=¢),

Antes de podermos definir a Aterarquia de ven Neumann (B,23) e os cardinatie
fortemente inacessiveis (B.31)}, que nos interessam particularmente, preclsamos

de algumas nogoes de ZF,

B.18, Definigao, Nx see {z2: Ay(yex) & wylyex + zey) .

B.19. Proposicaoc. b NO=p

B.20. Definipao.
(t.) rel{x) see Wy(yex+3z3z'(y=(z,z'))) ;

(t1.) fun{x) s8ee rel({x) & Vyvz¥vz'((y,z)ex & (y,z')ex »> z=z') ;
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(tt¢t.) dom(x) see {y:3Iz({y,2)ex)}
(iv.) imlx) see ly:3z{(z,y)ex)} ;
) x see {{y,2): (z,y)ex}
(vi.) x:y >z sgee fun(x) & dom{x)=y & im(x)=z ;

(wit.) 'x see {z: ziy + x} .

B.21., Definigao.
(i.) con{x) see VYy¥Wz{yex & zex =+ vyez v zey v y=z) ;
{i1.) Ord(x) see con{(x) & ¥y(vex + yex) ;

(i1€,) x <y 8ee Ord{x) & Ord(y) & xey ;

(ive) x<y 8ee x<y v xmy;

")

(ve} x+1 (ou x gee xyuix} .

Utilizaremos as letras gregas minlusculas a,B,vy,a' B’ Y',... como varidveis

para ordinais,

B.22, Definigao,

(1.) suc(x) see Ord(x) & Jalx=a+i v x=¢) ;
(it.) 1lim(x) see Ord(x) & 7V(suc(x)} ;

(111,) int{x) see suc{x) & ¥Wyly < x -+ suc(y))

{(iv.) w see {x: int(x)} .

B.23, Definigao. R{a) aee {P(R(B)): B < a) .

B.24, Proposigao,
(t.) @« < B se e somente se Rla)=R(B) ;
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(t1,) Se xey e yeR(a) , xeR(a) ;

(ii1,) Se x=y e yeR(a), xeR(a)

(tv,) Riat+1) = P{R(a)) 3
(v,) Se limla), Rle) = UV{R(B): 8 < a} ;
(vi.) Se x & um conjunto de ordinais, entao existe um ordinal B tal que

U{R{a): cex} = R(B) .

Esta proposicao pode ser encontrada em Montague&Vaught (19),

B.25. Definigao. Inj(x) eee fun(x) & fun(x ).

8.26, Definipao.
(t.) x=y see Fz(inj(z) & dom{z)=x & im(z)=y);

(€.} Card{x) eee Ord{x) & ¥Wala < x =+ T{a = x))

Com base no axioma da escolha & possTvel mostrar que, para todo conjunto x,

existe um dnico cardinal B {i.e. tal que Card{(B)) tal que x = B . Denotamos es

te B por X

B ).

B.27, Definigao. Se ofd e R sao cardinals, o aee

B.28. Definigao. o cf B vee a<Bf&Iz{z:a+B & B = Ulm(z)).

8,29, Definigao. cfle) see N{B: B cf a} .

B.30, Definigao. (o & fortemente limite).
flima) see Card(a) & VB{Card(B) & 8 <a - 28 <q),

onde 2 & {¢,{¢}} ,
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B.3, Definigdo. (o € um cardinal fortemente inacessivel.)

tnac{a) gee w<a & flim(a) & cfla)=a,

Podemos enunciar o axioma que afirma que todo ordinal € majorado por um car

dinal fortemente lnacessivel,

B.32. Axioma de inacessibilidade.

(ZF  XT) Vo IR(Inac{B) & o < B) .



APENDICE C

A TEORIA DE KELLEY-MORSE

0 que se segue & uma axiomatlzacao, em primeira ordem, da teoria impredica-
tiva de classes. As [déias basicas desta teoria tém origens nos trabalhos de von
Neumann e Bernays e foram desenvolvidas por Mostowski, Morse e Kelley. A aspresen
tagdo que se seque & uma adaptacao dos sistemas de ChangtKeisler(1), p. 510-511,
e de Kelley(12). 0s sTmbolos da linguagem de KM(como designaremos a teoria consi
derada) s3o o sfmbolo € e um sfmbolo relacional unario V, tal que a formula

V(x) € lida x & wm conjunto.

.1, Axioma de extensionalidade,

(RM, T} ¥xVWy (¥z(zEx <+ zey) -+ x=y) .
C.2, Esquema de classificagao.
(KM, IT) Axvy(yex ++ V(y) & A(y)),

onde Ay} € uma formula em que x nao ocorre.

As formulas x#y, xby, x=y e xcy sao definidas da manelra usual,

.3, Definigao. Se A(z) & uma formula,
y € {z: A(z)} see  3Ix(vzlzex <+ V{z) & A{z)) & yex).
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C.ki, Definigao.
(Z,) xVUy sgee {z: zex v zeyl ;

(it.} xNy see {z: zex & zeyl .

C.5. Arioma das partes.

(KM, III) Vix} -+ 3Fz{v(z) & ¥ylysx + yez}).

C.6, Axioma da wnido.

(RM, V) Vix) & viy) =+ V(xUy).

C.7. Definigao.

(t,) ¢ see {x: xéx} ;
(¢¢,} U see {x: x=x} ;
(iii,) vx see {y: ye#x} ;
(tv.) xvy sgee xNf{ny) ;

fv,}) Ux see {y:3z{yez & zex)} .

C.8, Definigao.

(i.) {x} see {y: V() > x=y} ;
(i2.) {x,y} see {x}ulyl ;
(iii.) (x,y) see {{x},{x,y}} .

€.9. Definigao.

(Z.) rel{x) see V¥z(zex - 3y Iy'(z=(y,vy"))) ;

(ii,) fun{x) see rel(x) & wy¥zvz'((y,z)ex & (y,z"')ex
(iii.) dom(x) see {y:3Iz({y,z)ex)} ;

(iv.} Im(x) gee {y: 3z({z,y)ex)} .

-3

z=2') ;

1M
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C.10, Axioma da substituigdo.

(M, V) ¥x(fun{x) & V{dom(x)}) ~» wv{im{x))).

C 11,  Axtoma de amalgamagao.

{KM,VT) Vix) -+ v{Ux),

C.12, Axioma de infinidade.

(KM VII) Ix(V(x) & ¢ex & wylyex + yulylex)),

co13o A‘C’ioma de Z‘eguzaz"!:dade.

(KM, VITY) Vx{xdp + 3Jy(yex & xNy=d)),

€, 14, Definipao.
(t.)  x{y) see nfz: (y,z)ex} ;

(Z1,) FE(x) see fun{x) & vy(yedom(x) -+ x(yley).
.15, Axioma da escolha.
(K, IX) Ix(FE(x) & dom(x)= ~{¢}).

C.16, Axioma da classe universal,

(RM.X) V(x}) «> Jy(xey).
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