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Resumo

Os sk-splines sao uma generalizacao natural dos splines polinomiais, os quais foram in-
troduzidos e tiveram sua teoria béasica desenvolvida por Alexander Kushpel nos anos de
1983-1985. Estas fungoes sao importantes em varias aplicagoes e seu espago é gerado por

translacoes discretas de uma tnica fungao nicleo.

Neste trabalho, estudamos condicoes necessarias e suficientes para a existéncia e unicidade
de sk-splines interpolantes de funcoes periddicas. Além disso, estudamos a aproximacao de
funcoes de determinadas classes por sk-splines nos espagos L,. Como aplicagao estudamos
a aproximacao de funcoes infinitamente diferenciaveis e finitamente diferenciaveis por sk-

splines.

Palavras-chave: spline, interpolacao, aproximacao, fungoes suaves, espacos de Sobolev.
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Abstract

The sk-splines are a natural generalization of polynomial splines. They were introduced
and their basic theory developed by Alexander Kushpel between 1983 and 1985. These
functions are important in many applications and the space of sk-splines is the linear span

of shifts of a single kernel K.

In this work, we study necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness
of sk-splines interpolants of periodic functions. Furthermore, we study the approximation in
several classes of functions by sk-splines in the L, spaces. As an application we study the

approximation of infinitely and finitely differentiable functions by sk-splines.

Keywords: spline, interpolation, approximation, smooth functions, Sobolev spaces.
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Introducao

No sentido cléssico, um spline é uma funcao formada por pedacos de polinomios. Esse tipo
de funcao possui propriedades extremais interessantes e fornece um razoével e ttil aparato
para aproximacoes. Os sk-splines, uma generalizagao natural dos splines polinomiais, foram
introduzidos e tiveram sua teoria béasica desenvolvida por Alexander Kushpel nos anos de
1983-1985 em [5, 6, 7, 8]. Os sk-splines sao importantes em varias aplicagoes e seu espago é

gerado por translacoes discretas de uma tinica fungao ntcleo.

Num primeiro estagio, foram descobertas varias propriedades extremais desses objetos
gerais. Em seguida, o problema da existéncia e unicidade de interpolantes para sk-splines foi
resolvido, além de representacoes explicitas para sk-splines cardinais terem sido encontradas.
Estes resultados formaram a base da tese de doutorado de A. Kushpel defendida em 1984.
O estudo das representacoes dos sk-splines permitiu, em 1984, a criacao de uma teoria geral

para computacao exata de n-larguras de uma grande familia de funcoes suaves.

A partir de 1987, A. Kushpel comecou a estudar diferentes aplicacoes numéricas dos sk-
splines. Em particular, ele desenvolveu um método de analise de erro para sk-splines com
suavidade fracionaria até analitica e inteira. Estes métodos constituiram a sua segunda tese
de doutorado defendia na Academia Nacional de Ciéncias da Ucréania, em 1992. A partir
de 1994, a teoria de sk-splines avancou a um contexto multidimensional. Especificamente,
foram encontradas as velocidades de convergéncia para interpolantes de sk-splines sobre redes
retangulares com respeito a classes de Sobolev com derivadas mistas limitadas. Além disso,
foram descobertas algumas propriedades extremais dos sk-splines sobre grupos abelianos

compactos. Ver |3, 11].

Resultados recentes sobre convergéncia de sk-splines em L, foram demosnstrados em
9, 10].

Observamos que existe um ntmero de razoes para usar sk-splines:

1. Em aplicacoes, existem muitas equacoes cujas solucoes possuem suavidade infinita.

Neste caso, o uso de splines polinomiais nao seré eficiente devido ao fené6meno de saturacao.

Contudo, usando sk-splines apropriados, podemos aproximar bem tais fungoes solucoes.

2. O uso de sk-splines na teoria de n-larguras (n-widths theory) nos permite calcular

valores exatos de n-larguras em novas situacoes, nas quais a aplicacao de métodos conhecidos



encontra dificuldades de natureza fundamental.

3. Os sk-splines parecem promissores em aproximacao, pois eles tém boa ordem de
convergéncia sobre conjuntos de fungoes com suavidade desde fracionaria até analitica e
inteira. Em muitas situagoes os sk-splines fornecem novos exemplos de subespacos otimos

no sentido de n-larguras.

Os resultados desta dissertagao foram baseados em [5, 6, 7, 8, 12, 13]. Em [12] podemos
encontrar mais informacoes sobre o desenvolvimento histérico dos sk-splines, suas aplicacoes

e suas generalizacoes.

Iniciamos este trabalho definindo sk-splines e sk-splines interpolantes. O principal obje-
tivo do primeiro capitulo é o estudo de condicoes para a existéncia e unicidade de sk-splines
interpolantes de funcoes continuas e periddicas de periodo 27. Este primeiro resultado impor-
tante é valido para sk-splines interpolantes com nos e pontos de interpolacao equidistantes.
Em seguida, mostramos alguns resultados preliminares a fim de estudar algumas condigoes
suficientes para a existéncia e unicidade de sk-splines interpolantes determinados por um
nicleo especifico do tipo K(x) =Y 7, ajcos(lz + f7/2). As principais referéncias para este
capitulo sao [12] e [13].

No Capitulo 2, fixamos um niicleo do tipo K(x) = >_,°, a; cos(lx) satisfazendo condi¢oes
que garantem a existéncia e unicidade de sk-spline interpolantes. Primeiramente, definimos
o sk-spline cardinal e estudamos algumas de suas propriedades. Em seguida, passamos a
trabalhar na demonstracao do teorema mais importante deste capitulo, o qual fornece uma
ordem de aproximacao para funcgoes pertencentes & classe de convolucao K * U,, onde U, ¢é
a bola unitéaria do espaco L,, por sk-splines no espago L,, onde 1 < p <2 < g < oo. Como
aplicagao deste resultado, no Capitulo 3, estudamos a aproximacao de func¢oes infinitamente
diferenciaveis e finitamente diferenciaveis por sk-splines. As principais referéncias para este
capitulo sao [11] e [13].



Capitulo 1

sk-Splines Interpolantes com Nos

Equidistantes

Na primeira secao deste capitulo, definimos sk-splines e sk-splines interpolantes e es-
tudamos as condicoes para a existéncia e unicidade de sk-splines interpolantes de funcoes
continuas e periddicas de periodo 2w. Na segunda secao, definimos \;, p; e o, funcoes que
auxiliam na obtencao de condigoes suficientes para garantir a existéncia e unicidade de sk-
splines interpolantes determinados pelo nicleo K (z) = Y 2, a;cos(lx + fm/2). Estas duas

primeiras se¢oes foram baseadas, principalmente, na referéncia [13].

Na terceira e iltima secao, utilizando como ferramenta a convergéncia de algumas séries
trigonométricas, obtemos outras condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de sk-
splines interpolantes determinados por niicleo do mesmo tipo da secao anterior, considerando

condigbes especiais sobre os coeficientes ;. Esta se¢ao foi baseada em [12].

1.1 Existéncia e Unicidade

Notagao 1.1.1. Denotaremos por Cy, = Cy,(R) o espaco vetorial real formado por todas as

funcoes f : R — R que sao continuas e periodicas de periodo 2.

Definicao 1.1.2. Fixado um ntmero inteiro positivo n, sejam
A, ={0=zxg<a1 <<z, =27}

uma particdo arbitraria do intervalo [0,27] e K € Cy,;. Definimos um sk-spline sobre a

particao A,, como sendo uma funcao da forma

n

sk(z) = cpy1 + chK(ﬂv — Tk, Z cr =0, (1.1)
k=1

= k=1

onde ¢ € R, 1 <k <n-+1. Os pontos zx, 1 <k < n, sdo chamados nos do sk-spline sk(x).

3



Definigao 1.1.3. Consideremos n, A, e K como na Definicao 1.1.2. Seja f € Cy; e sejam
0<yo <y <- - <yp <2m. Se existirem ¢, 1 <k <n+1 tais que

sk(f.y) = sk(y) = ¢y + > K (y; +z) = fy;), 0<j<n, (1.2)
k=1

dizemos que sk é um sk-spline interpolante de f com pontos de interpolacao Y, 0<j<mne
nos ry, 1 <k <n.

Observacao 1.1.4. Neste trabalho, trataremos somente dos sk-splines com nés, x, e pontos

de interpolacao, i, equidistantes. Fixado um ntmero inteiro positivo n, tomamos
A, ={0=zg<m2 < <z =27},

onde xs = 27s/n e, fixado um nimero real y, tomamos y; = x5+ y, 1 < s < n. Considerare-

mos sempre sk-splines com nos xj e pontos de interpolacao ¥, desses tipos.

Dizemos que a fungdo K € Cs,; na Defini¢do 1.1.2 é o nucleo do sk-spline (1.1) e, para

cada 1 < j <neyeR, escrevemos

A= Ai(y) = Z 2D (g — 2y_y). (1.3)

=1
Defini¢ao 1.1.5. Seja V = (v;j)nxn uma matriz quadrada de ordem n e o vetor v =
(v1,v9,...,v,) a primeira linha da matriz V. Dizemos que V é uma matriz circulante deter-

minada pelo vetor v se as linhas subsequentes sao obtidas pela translacao ciclica do dltimo
elemento da linha anterior para a posicao do primeiro, sucessivamente, até formar uma ma-
triz quadrada, ou seja, vi111 = Vip € Vip1j41 = Vi), para 1 < 4,7 < n — 1. Assim, a matriz

V tem a forma

V1 V2 ... Uy
V — Unp U1 ... Up—1
Vg V3 ... U1
Usaremos a notagao V = circ{v}.
Observacao 1.1.6. Considere o vetor v = (vy,v9,...,0,) e a matriz V = circ{v}. Seja ¢

uma raiz n-ésima da unidade e, para cada inteiro [, 1 <[ < n, sejam

Br=vi+ev+-+ gn=Dly,, = Zvjel(j_l)
j=1

x; = (1,€!,... en=Dh),

Entao a matriz V é diagonalizavel, 5;, 1 <[ < n, s@o os autovalores de V e x; é autovetor
de V associado a f;, 1 <1 <n (ver [14]).



Teorema 1.1.7. Dados y € Re f € Oy, existe um unico sk-spline interpolante sk(f,-) com

nos rs = 2ms/n e pontos de interpolacdo ys = x5 + y, 1 < s < n, se, e somente se,

Aj(y)| >0, 1<j<[n/2], (1.4)
onde [n/2] é a parte inteira de n/2.
Demonstracao. Queremos encontrar ¢, 1 < k <n + 1, tais que

sk(y;) = f(y;), 1<j<n,

isto é, tais que

f(ys) = cna + ZCkK(yS —x), 1<s<n,
k=1

jijck::(l
k=1

Podemos escrever esse sistema na forma matricial como F = KC, onde

K(yl—ﬂfl) K(?Jl—ﬂfn) 1
Ky, —x1) ... Klypo—z,) 1
1 1 0
c1 fy1)
C— : CF- :
Cn f(yn)
Cn+1 O

Observe que K pode ser escrita como

K:(K U.)’
ut 0

1 Ky —z1) ... K(y1 —x,)

onde

1 Ky, —x1) ... K(y,—x,)

Vamos mostrar que K é uma matriz circulante. Para isso, devemos mostrar que
(2) K(yl - [Ek) - K(yi+1 - $k+1)7 para ia k= ]-7 s = 17

(id) K (y; — @n) = K(yis1 — 1), parai=1,...,n — 1.



Como a particao é equidistante, temos (i), pois

Yitrl — Thp1 = Tig1 T Y — Tip1
2m(r+ 1 2m(k +1
2 +1) , 2n(h+ D)

271 2k
y _— —
= Tity— T
= Yi— Tk
e, como K é 2w-periddica, temos que

K(yi_xn) = K

e, assim, obtemos (ii). Logo, K é uma matriz circulante.
2mi/n

Consideremos a raiz n-ésima da unidade € = ¢

de K sio

Vamos verificar que os autovalores

n

A= Ai(y) = Z VMR (y — @), 1< j<n—1,
=1

K*(y) + /(K*(y))? + 4n
2 ]
K*(y) — v/ (K*(y))? + 4n
2 b

An = An(y) =

Ang1 = )\n+1(3/) =

com autovetores associados

Cj = (C{""’CZZ?CZL-‘,-I)’

onde
emi=D/n 1<l <n, 1<j<n—1,
g 0, l=n+11<j53<n-1,
L 1, 1<i<n, j=nn+l,
n/Aj,  l=n+1 j=nn+l,
€

K*(y)=> K(y—zi1).

Para 1 < j <n — 1, podemos escrever o vetor C; na forma de uma matriz coluna



onde C; & autovetor da matriz circulante K associado ao autovalor \; = (3;, como na Obser-

2mi/n

vacao 1.1.6, quando temos € = e . Assim, para 1 < j <n—1,

KC B K u Cj . KCJ B )\jéj . /\jéj
Tl o 0 B u'C; B u'C; B 0 ’

pois
1
_ e2mii/n n .
wC,=(11...1) . =) 2ril=l/n —
: I=1
627r7,’j(n—1)/n
Logo,

~ \.C. C.
KCj:< 303 > :/\j< ()J ) = \;C;.

Como o ntcleo K é uma funcao peridédica de periodo 27, temos, para 1 < i < n,

= K'(y)
Portanto, para 7 = n, temos
Ky—z1) ... Klygh —x,) 1 1
K(yn_xl) K(yn_xn> 1 1
1 . 1 0 n/An

o Ky — ) +n/A,

Z?:l K(yn - l'l) + n/)‘n

n

K*(yn) +n/X\,
n




Mas

K'(y) + 1 =

e, assim,

Analogamente, mostramos

% 2n
K+ + v/ (K*(y))? + 4n
(K™ ()" +K*( )V (K*(y))* + 4n + 2n
K*(y) + v/ (K*(y))? + 4n
1

(K ()% + K" (y) /(K> (y))? + 4n + 2n)

2K ()2 + 2K (y)v/ (K () + 4n + 4n)

4\,
2
L, (K )+ V(K*(y))? + 4n
4 2
1
)2
A
An
An 1
- | =\, =\C,
An 1
n n/ A,

que Kcn+1 = A1Crit.

Podemos entdo concluir que a matriz K é diagonalizdvel e que seus autovalores sio
AM(Y), -, Aa1(y). Temos, por definigdo, que A, (y) # 0 e A11(y) # 0, para qualquer y € R.
Logo, K é nio singular se, e somente se, |Aj(y)| > 0, para todo 1 < j <n — 1. Note que

An—j(y)

n

=1

_ Z eZWi(l—l)—QWij(l—l)/nK(y _ xl—l)

=1
n

_ Ze—Qﬂij(l—l)/nK(y o xl—l)

=1

= X(y).

Logo, |A\—j(y)| = |\;(y)] e, portanto, |A;(y)| > 0, para todo 1 < j < [n/2] se, e somente se,

K & nio- singular, ou seja, o sistema F = KC admite solucao tnica. O]

1.2 Condicoes Suficientes para Existéncia e Unicidade

Notagao 1.2.1. Dados j,k € Z, escreveremos j = k(n) se j for congruente a k modulo n,

isto é, se existir p € Z tal que

j=np+k.



Para 1 < k <n, x} denotard o no 2wk /n.

Lema 1.2.2. Para [ € Z, temos que

Z sen (lzy,) =0, [ €Z.
k=1

Demonstra¢ao. Suponhamos que [ € Z e [ = 0(n), isto é, existe p € Z tal que [ = np. Entao

2rk
lzy = an = 2npk
n

e, assim,
el = i2mpk — 1, 1<k<n.
Portanto,
n n n
Z cos(lxy) + 1 Z sen (lxy) = Z el =n
k=1 k=1 k=1
e logo
n
Z cos(lzg) =n
k=1
e

n

Z sen (lzy) = 0.

k=1

Suponhamos, agora, que [ € Z e | # 0(n). Entdo existem a,b € Z, 1 < b <n —1 tais que

[l =na+b. Temos que

2mbk
{lzy, 1§k§n}:{27rak:—l—7T—: 1§k§n}
n
e, assim,
{eilzk 1< k < TL} _ {ei27rakei27rbk/n 1< k < n}

_ {ei27rbk/n -1 Skgn}
= {e”’“:lgkﬁn}

é o conjunto formado por todas as raizes n-ésimas da unidade. Sendo assim,

n n n

Z cos(lxy) +1 Z sen (lxg) = Z ellTr = ()
k=1 k=1 k=1
e, consequentemente,
cos(lxy) = sen (lzy) = 0.
k=1 k=1



Corolario 1.2.3. Para [,j € Z, temos que

(

n, l+7=0n) e l—j=0(n),
- , ) n/2, I+j=0(n) e l—j#0(n),
;(cos(jxk))(cos(lxk)) =3 /2, 145 20(n) e [—j=0(n),
L 0, demais casos,
n (n/2, 1—j=0(n) e l+j#0(n),
> “(sen (jzx))(sen (lzy)) =< —n/2, 1+5=0(n) e I—j#0(n),
k=1 0, demais casos

n

Z(cos(jxk))(sen (lxzg)) =0, j,l€Z.

k=1

Demonstracao. Para quaisquer [, 7 € Z, temos:

n n

Z(cos(jxk))(cos(lask)) = %Z [cos((I + 7)zx) + cos((I — j)xk)]
> (sen (jzy))(sen (lzy)) = % > [eos((I = j)ax) — cos((L + j)ax)]
Z(cos(jxk))(sen (lxg)) = % [sen ((I + j)zx) + sen ((I — j)xy)] .

O resultado segue do Lema 1.2.2.

Definicao 1.2.4. Seja K € (s,. Para cada j € Z e x € R, definimos

)\J(I> = Z eijka(I — Ik),
k=1

S(A(@))-
Lema 1.2.5. Sejam p, j € Z. Entao, para todo x € R,

(@) prpti(x) = pj (), Onpri(x) = 05(2);

10



Demonstracao. Temos que

3

Anptj(T) = Z P (1 — ) = PRk [ (1 — 1y,
k=1 k=1

3

= e K (x — x1) = \j(2),

k=1
A—j(z) = Z ei(”_j)x’“K(x —xp) = ek e (1 — 1)
k=1 k=1
= Z e K (x —ay) = Y e K (1 — 1) = \j()
k=1 k=1
e
>R (@ — ) = X, (x).
k=1
As propriedades (a), (b) e (c) seguem das propriedades acima para \;(x). O

Segue como consequéncia do Lema 1.2.5 que basta estudar os valores de p;(z) e o;(x)

para 1 < j < [n/2] e x € R, onde [a] denota a parte inteira de a € R.

Teorema 1.2.6. Seja K € (5, dada por
= Zalcos (lw—l— %T) )
I=1

onde 5 € R e (@), ¢ uma sequéncia de niimeros reais tal que

o0

Z la;| < oo.

=1
Entao, para 1 < j < [n/2],

BT

pi(x) = a; cos (jx T _> Z [“npﬂ cos ( np +j)z + %) + Qpp—j COS ((np —j)r + 7)] ,

oij(x) =0, se j=n/2€Z,

e, para 1 < j <n/2,

o) = aysen (jo+ ) 5 anpeysen (G )2+ 0 ) = ey sen (9= e+
p=1

11



Demonstra¢ao. Como Y~ |a;| < oo, segue que a série da expressao de K (z) converge uni-

formemente em R. Aplicando o Corolario 1.2.3, obtemos

n

pi(z) = %Zal(cos(zx»Z<cos(jxk))(cos(zxk))@os5—”)

2
k=1

— % Z a;(sen (Ix)) Z(cos(jxk))(cos(lxk))( sen %T) (1.5)

k=1
Fixemos 1 < j < [n/2] e sejam

Ej={leZ:1>1,1+j=0n)}={np—j: peZ, p>1}

F,={leZ:1>1,1l-j=0n)}={np+j: peZ, p>0}.

Segue, novamente, do Corolario 1.2.3 que

n n, 1€E;NEF,
> (cos(jap))(cos(lzy)) = n/2, 1€ B AF, (1.6)
k=1 0, [€(E;UF)"

Através de uma simples verifica¢ao, podemos constatar que, se n for par, teremos E;NF; =
0, para 1 < j < n/2, e E,;5 = Fys, e se n for impar, teremos E; N F; = (), para todo
1 <7 <[n/2]. Assim,
2
pi(x) = - Z a;(cos(lz))n (COS %T) + Z al(cos(lx))g (cos %T)

I€E;NF; I€E; AF;

_ % S al(sen(lm))n(sen%)-i— > az(sen(lx))g(sen%w)

it I€E; AF
::%;m%mneﬁgj+%¥mmWDG%%)

B ZGZE: a,(sen (Iz)) (sen 52—7T> — ZGZF a;(sen (Ix)) (Sen ﬁ;)

- ;E; a [<cos<z:c>> ( @—W) ~ (sen(lz) (Se“ %ﬂ
+g;m%%wnG%%)—@mwm(%ﬁgﬂ

_ ZEZEjalcos <lx+ %) +ZEZFJ.QZCOS (l“ %T)

= 2 (np—j COS ((np —Jj)z+ %T) " 2 g €08 ((np Tt %T)
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= a;cos (ja: + é—ﬂ)

; [anpﬂ cos ( np+ j)x + %) + apy—j COS ((np —Jj)z+ %)} :

Vamos, agora, demonstrar o resultado para o;(z), 1 < j < [n/2]. Aplicando o Corolario
1.2.3, obtemos

oi(x) = Z sen (lx)) Z sen (jxg))(sen (lxy)) <cosﬁ—2ﬂ)
+ Z cos(lx)) Y (sen (jx))(sen (lzy)) (Sen %T) : (1.7)

Novamente pelo Corolario 1.2.3,

n n/z’ l € F}\Eja
> (sen (jay))(sen(lzy)) = —n/2, 1€ E;\Fj, (1.8)
k=1 0, l e (E] A ij)c

Por (1.7) e (1.8), temos que oj(x) =0, se j =n/2 € Z e, para 1 < j < n/2, temos

oj(r) = % | 2. az(sen(lrv))g <cos%> + > asen (Iz)) (‘%) (COS%>]

_lEFj\Ej ZEEJ'\F]'

. % > afeos(in)} (sen%ﬁ)+ > alcos(ix) (@(S‘m%ﬂ)]

E leB\F;

_ ZEZE:J a(sen (1)) (cos %) + ZEXF:] a(sen (1z)) <Cos %)
B ZGZE ay(cos(lz)) (sen %T) + ZGZF ai(cos(lz)) (Sen %)
- ZEEE: . [ cosi(i2) (Sen 5_) (sen (i) (Cos %ﬁﬂ

_ _ZEZEjalsen (l:c+ %ﬁ) —|—lezF:alsen (ll’Jr %)

- T
= —Zanp,j sen ( np—j x—I——) Zanpﬂ sen < np—irj)x—l—%)
p=1

= aj;sen (jx + g—ﬂ)

13



+ Z {anpﬂ sen ( np+ j)x + %) — Qpp—j Sen <(np —Jj)x+ pr

p=1

Corolario 1.2.7. Seja K € (5, dada por

x) = io:al Cos <lx + %)
=1

onde 5 € R e (@), ¢ uma sequéncia de nimeros reais tal que e

Z la;| < oo.
=1
Para 1 < j < [n/2], sejam

[e.9]
E (Qnpj + Qupj) cos(npz) + aj,
p=1

Bj(x) =Y (anpsj — anp—j) cos(npz) + a;,
p=1

Cj(x) =Y (=anp1j + tnp-;) sen (npz)
p=1

[e.9]

Dj(z) = Z (@np+j + anp—;) sen (npz).

p=1
Entao, para 1 < j < [n/2],

pi(x) = (A;(x)cos(jz) + Cj(z)sen Ux))COS%T
— (Bj(z)sen (jz) + D;(x) cos(jz)) sen%r

e, para 1 < j <n/2,
B

73(@) = (Aj()sen (jz) — Cs(a) cos(jz)) cos o

B

+ (Bj(x)cos(jz) — D;(z)sen (jx)) sen o

Como consequéncia, temos que

@) =

_|_
AR
—
&
&
e
+
S <
&
e
S—"
7 N
&
=
m|‘b
N———
[N}

(1.9)

(1.10)

(1.11)



as propriedades da soma de seno e cosseno

=

Demonstracao. Segue do Teorema 1.2.6 e

g,
E
n
)
TN =
VRS _
=
a = =
o 5 |e 5 |e
= o =
~— 5 |e 5 |e
ESN ) — O —~
i 2 ° 3 2
- S s = g
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o g e g =)
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N— TN N fe~ f~
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= &
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= Q
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=
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=S
)
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8 8
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. ) &
> = =
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)
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wn
N~ -
N S
= =
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s I
\\H// SN—
8 o
=9
&
s =
wn
o) wn
° S
S~—
- N
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MI?

) sen (jz) (Z Anp+j + Anp—j) (cos(npz)) + a])

p=1

) cos(jx) <Z Anptj — Qnp—j (cos(npx))—l—aj)

(sen (jx) ( —pptj — App—j) (sen (npa:)))
p=1

wl?

M8~

@
3

) sen (jz)) — Cj()(cos(jz)))

+

/\\/_\ /\ /_\ /\
)
‘°|>1

wl? w|

) (cos(jx)) — Dj(x)(sen (jx))).

Agora, como consequéncia, obtemos

>
<.

E
—

I I

S, =
—~
>
&
o
_|_
—
S
—~
&
s
~—

—) [(A;(2))(cos(j)) + (Cy(x)(sen (j))” + 24, ()0 () (sen (ji)) (cos( )
—) [(B;(2))?(sen (j))? + (D () ?(cos(jz))?* + 2B,(x)D;(x)( sen (ja)) (cos(j))]
) (senﬁ—”) [4(2) Dy (2)(cos(ja))? + By()C(x) (sen (o))
5”) (Sen %) [4;(2) B () (sen (ja)) (cos(j) + C;(x) Dy ) (sen (jir))(cos )]

)

|2}
@D
=

2
sen %) [(B](x))2(COS(jIB))2+ (D](l'))Q(Sen (]ZU)) — 2B, ( )D (x)(sen (]$))(COS(]93))}
Cos %) (sen %) [—A;(z)D;(z)(sen (jz))* — B;(z)Cj(z)(cos(jz))?]
cos %) (Sen %) [A;(x)B;(z)(sen (jx))(cos(jx)) + C;(x)D;(z)(sen (jx))(cos(jz))]
cos %) [(Aj(2))? + (Cy(2))?]

pr

2

S R R S S B A N e S R R o
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Teorema 1.2.8. Seja K € (s, dada por

o0

K(z) = Z a; cos(lx + Bm/2)

=1

onde 5 € R e (@), é uma sequéncia de niimeros reais tal que e

o0
Z la;| < o0,
=1

e sejam
1 2
AP = i, A=Y,
p=0 p=1

Entao \;(y) # 0, para todo 1 < j < [n/2], se uma das seguintes condicoes é satisfeita:
(a) n é qualquer, 8 nao é um inteiro impar, y = 0 e Agl) + A§2) # 0, para 1 < j < [n/2];
(b) n é impar, $ é um inteiro impar, y =0 e A;D — A§-2) # 0, para 1 < j < [n/2];

(¢) n é par,  é um inteiro impar, y = 7/n e

(_1>panp+j - Z(_Dpanpfj 7£ 0,
p=0 p=1

para 1 < j < [n/2].

Demonstracao. (a) Temos que 8 # 2q — 1, para qualquer ¢ € Z. Assim, f7/2 # qn — 7/2
e, portanto, cos fm/2 # 0. Segue pelo Corolario 1.2.7, que C;(0) = D;(0) = 0 e que, para
1<) < /2],

pi(0) = A;(0) cos(Br/2) = (AL + A)) cos(Br/2) # 0

e, portanto, A;(0) # 0, para 1 < j < [n/2].

(b) Como § é impar, temos que sen (57/2) = +1. Segue pelo Corolario 1.2.7, que C;(0) =

D;(0) = 0 e que, como n é impar, entdo, para todo 1 < j < [n/2], temos

0;(0) = B;(0)sen (Br/2) = £(AV — APy £ 0.

(c) Como f é impar, temos que
sen (fm/2) = £1, cos(pr/2) =0,

Segue do Corolario 1.2.7, que Cj(7/n) = D;(r/n) = 0. Entao, para 1 < j <n/2,

wwmwz%@mmwz%(Z&wmm—Z}ﬂ%wJ7%

p=0 p=1
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Para j = n/2, temos
cos(jy) =0, sen(jy) =1
Assim,

pj(m/n) = £B;(r/n) = + <Z(_1)panp+j - Z(—l)panpj> 7 0.

p=0 p=1

Logo, A(m/n) # 0, para 1 < j < [n/2]. O

Observacao 1.2.9. Se a sequéncia (ay);>, considerada no Teorema 1.2.8 for estritamente
decrescente, entao as condicoes Ag.l) + AEZ) #0e Ag.l) — A;Z) # 0, para todo 1 < j < [n/2],
das partes (a) e (b) sdo satisfeitas, pois

AW + AP > AW — AP =3 anpaj — angpin)—y) > 0.

p=0

Observacao 1.2.10. Se uma das condigoes do Teorema 1.2.8 for satisfeita, segue do Teorema
1.1.7 que, dada f € Cs,, existe um tnico sk-spline interpolante sk(f,-) com nos xzs = 2ws/n

e pontos de interpolacao ys = zs+ vy, 1 < s < n.

1.3 Convergéncia de Algumas Séries Trigonométricas

Teorema 1.3.1. Seja (ax);2, uma sequéncia decrescente de niimeros reais tal que limy,_, o a, =

0. Entao, para qualquer 0 < § < 7, as séries

ap + Z ap cos(kx) e Z ag sen (kx)
k=1

k=1

convergem uniformemente em [0, 27 — 4].

Demonstra¢ao. Sejam uy = a, vy = sen (kx), para k > 0, e sejam

Sp(z) = Z a sen (kz)

Vi(z) =vo+v + -+ v = senz + --- + sen (kx)
Entao a Transformada de Abel (ver [16], Lema 3.1.15)

n

S, = E Uk Vg
k=1
n—1

= Z(Uk — Uy 1) Vi + 0 Vi, — 1 Vi

=1
n—1
= Z(ak — 1) Vi + Vi

k=1

18



Por [17], paginas 59-60, se 0 < |z| < 7 e k > 1, temos que

1 ij Cijay cos(z/2) cos((k+1/2)x)
Vi(@) Z(e —e )= 2sen (z/2)  2sen (z/2)

T
< —,

Fixemos 0 < § < 7. Paran,p>1ed < |z| <,

n+p—1 n—1
[Snip(@) = Su(@)] = | D (@ — @) Vil(@) + anspViegp(@) = D (ax — axs1)Va(x) — anViu()
k=1 k=1
n—+p—1
= | Y (@ — are)Vi(@) + anap Vo (2) — a, Vo ()
k=
n+p—1
< D (ak = ap)Va(@)] + gy [V ()] + an|Va(@)]
k=n
T n+p—1
< B ( Z (ag — ap+1) + Angp + an>
k=n
T n+p—1
S g ( ; (ak - ak—l—l) + Ap4p + an)
27
= 5 ap,.

Temos que § < |z| < 7 se, e somente se, x € [—m, =] U[d, 7] e, como S, (z) é periddica de
periodo 27, entdo a estimativa acima ¢ verdadeira para x € [r, 27 — 6| U [0, 7] = [0, 27 — §].
Portanto, fazendo n — oo, obtemos

|Shtp(2) = Su(2)] = 0
uniformemente em [0, 27 — ¢]. Logo, (S,) converge uniformemente em [0, 21 — 4].

Consideremos, agora, ux = ag, vy = cos(kz) e

Sp(z) = Z ay, cos(kx),

Vi(x) =vo+v1+ -+ 4+vx=14cosx + -+ cos(kz).

Usando a Transformada de Abel, obtemos

n—1

Sn(x) = Z(ak - ak—i—l)v;c + anVn~
k=0

Por [17], pagina 5, se 0 < |z| < 7 e k > 1, temos que

2 2sen (z/2)

19



1 T
Vi < = 4 —.
Vi) < 5+

Para © = 7, temos |Vi(7)| < 2. Fixemos 0 < § < m. De forma anéloga ao caso anterior,
podemos mostrar que a sequéncia (S,,) das somas parciais converge uniformemente em |4, 27—

J]. O
Definigao 1.3.2. Dizemos que a sequéncia (ay)52, é convexa se
ak+ak+2_2ak+1207 k2071727"'

Lema 1.3.3. A sequéncia (a;)p, é convexa se, e somente se, para quaisquer k,r,j € Z,
k>0,r>2e0<7<r, temos

. r— i
Zak—l— J
r

Ulotr 2 Gkt (r—j)- (1.12)

Se (ax)2, for estritamente convexa, entdo a desigualdade acima é estrita.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (1.12) seja verdadeira. Para r = 2, (1.12) diz que

J 2—J
26Lk+

k2 > Ak+2—7, j = 07 172

Tomando j = 1, obtemos
1

—ar + =a >a
5 k 5 k+2 = Qk+1,

isto &, (ag)p2, ¢ convexa.

Suponhamos, agora, que (ax)%2, seja convexa. Sejam r = 3 e j = 1. Vamos mostrar que

1
—ap + =Qgi3 > Qpao, k> 0.
30+ 5 0kt3 Z G2 >
Pela definicao de convexidade, temos que
1
5 O + 5 0h-+2 > Ak,
1
5 k1 + o k3 > Q42
assim
1/1 1 1 1 1 1
Upg < 5 \ g% + 5 Wht2 + o5 Ukt = 7k + Piiar + 5 Whts
e, portanto,
3 1
702 < 1% + o Whets:
Logo

a < —ar + —a .
k+2_3 k 3 k+3

Da mesma forma, mostramos que

Ay < 3k + 3 ht3:
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Vamos demonstrar a propriedade (1.12) usando indugao sobre r. Pela defini¢ao de sequén-
cia convexa, temos que (1.12) é verdadeira para r = 2 e, como vimos acima, (1.12) também
é verdadeira para r = 3. Suponhamos que (1.12) seja verdadeira para r — 1, r > 3. Sejam

k,jeZ,k>0el1<j<r.Como0<j—1<r—1,segue, pela hipotese de inducao que

J—1 r—J
Aptr—j = Akt ((r—1)—(j—1)) < L + T
e também que
j—1
Qf4r—1 < ;ak-‘r?"—j + Afr-
Logo
7j—1 r—j (1 7 —1
Qi < a —Qppr—i + ——Qppy
k+ j—r_1k+r_1(] k+r—j J k+)
e, assim

r—1J

J
Aptr—j < G + Qotor -

O

Definigao 1.3.4. Seja (Z;(x))52, uma sequéncia qualquer de fun¢des. Definimos a soma de
Césaro S° de ordem n € N e indice § > 0 por

n 05 Z ka

n k=0
onde
oo Lh+o+1)
FUTR+ )T+ 1)
Se § € N,
5 (k+0)!
C =

Definigao 1.3.5. Seja (\;)72, uma sequéncia numérica. Definimos A%\, = A, AN\, =

Ak — Agt1 €, assim, indutivamente,
AN = AN — A" Ny

Lema 1.3.6 (ver [16]|, Lema 3.1.17). Sejam ()72, uma sequéncia numérica e (Z(z))32,

uma sequéncia de func¢oes, e sejam n, N € N, n > N. Entao

ZAka = Pon-1(z) + Q) (2),

onde
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Teorema 1.3.7. Seja (ax)72, uma sequéncia de nimeros reais tal que limg ,ooar = 0 e
A™ay > 0, para todom =0,1,2 e k € N. Para z € R, sejam

= % + Z ay cos(kx),
k=1
T) = Z a sen (kx).
k=1

Entao as séries acima convergem uniformemente sobre [, 2 — §] para qualquer 0 < § < m,
S(z) > 0 para z € (0,27) e T(z) > 0 para z € (0,7). Se A%aq; > 0, para algum k, entdo
teremos T'(z) > 0 para x € (0, 7).

Demonstracao. Consideremos, primeiramente, a sequéncia de funcoes

1
Zo(z) = Y Zi(x) = cos(kx), k>1, x € R.
Aplicando o Lema 1.3.6 para esta sequéncia, para a sequéncia numeérica (ax)3>, e para N = 1,
obtemos
+ Z ay cos(kx) Z arZy(x) = Po_o(z) + QL (1),
k=0

onde

n—2

=Y CiSi(z)Aay,
k=0

Qu(@) = CRSu (@) Aay + Cp_y Sy (2) Al

Temos por [17], paginas 5 e 30, que, para 0 < x < 2,

Sp(x) = OOZ () =) Zi(x)

0
1 < k
= 5—1— (1—n+1>cos(k:x)

B 1 sen ((n + 1)z/2)\>
B 2(n—|—1)< sen (z/2) ) '
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Como AZ%a;, > 0 e S}(z) > 0 para 0 < x < 27, entdo, para 0 < z < 2,

P,_s(x) = nZ(k +1)Sk(x) A%, > 0. (1.13)

k=0

Seja bk = dgp—1 — ag, k Z 1. Entao
S b= (a0 — a1) + (a1 — az) + - + (@1 — an) = ag — a,

e, como lim,,_, a, = 0, segue que a série ), by converge e sua soma é igual a ag. Sabemos
que a série harmonica ), 1/k diverge e, assim, pelo Critério de Comparacdo por limite,
obtemos que

by, .
0= kh_)rgo Uk kh_)rrolo k(ak—1 — ag). (1.14)

Temos que
Qn(2) = a, Sy (@) + nan—1 — ay)Sn-1 (@)

e, como lim,, . a, = 0, segue de (1.14) que

lim Q,(z) =0, 0<x < 27. (1.15)

n—o0

Por outro lado, temos que

Z(k + 1)A%q, = (ag—2a; + ag) +2(ay —2a +az) + -+ (n+ 1)(an — 2ap11 + Apio)
k=0
= a9 — Qpg1 — (N + 1)(Cpg1 — Any2)-

Usando (1.14), obtemos que a série >, (k + 1)A%aq;, de termos nao-negativos, converge e,

consequentemente, a série
[e.e]

Z(k +1)A%q,S (x)

k=0
também converge, para todo 0 < z < 27, pois |S}(z)| < 1/(2sen (z/2)). Portanto, segue de
(1.13) e (1.15) que, para 0 < z < 27,
S(x) = lim P, o(z) + lim Q}(z) > 0.
n— o0 n—oQ
Consideremos, agora, a sequéncia de fungdes Zy(x) = sen (kz), k > 0, x € R. Aplicando

o Lema 1.3.6 para esta sequéncia, para a sequéncia numeérica (ax)52, e para N = 1, obtemos

n

Z apsen (kz) = P,_s(z) + QL (2),

k=1

onde

?
[N}

Py o(x) =Y (k+1)A%aS; (),

e
Il
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Qn(x) = @, S(z) + nan_1 — an)S: ().

Temos por [17], paginas 59 e 60, que, para 0 < x < 27,

SUe) = g D0 O )

cos(z/2)  cos((n+1/2)z)
2sen (z/2) 2sen (z/2)

k=0

_ nilz(n—k+1)2k(x)
& k
= kz:% (1— n+1) sen kx
cos(x/2) 1 sen((n+1)x)

2sen (£/2) n+1 (2sen (x/2))?

Da mesma forma que no caso anterior, podemos mostrar que, para cada 0 < z < 27, a série

i(k +1)A%q,S; (x)

converge € que

lim @Q,(z) =0

n—oo
Logo, para concluir a nossa demonstracao, bastard mostrar que S!(z) > 0, para todo n € N

e para todo 0 < x < 7.

E imediato que, para cada 0 < z < 27, temos

) 1, cos(z/2)
i 5n(®) = S sen (/2)"

E de facil verificacio que S!(x) > 0 se, e somente se,
g(x)=(n+1)senz — sen((n+1)z) >0 (1.16)

Note que
g (x) = 0<% cosz = cos((n+ 1)z).
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Portanto, 0 < = < 7 é um ponto critico de g(x) se, e somente se, existe k € N tal que
(n+ 1)z =2kn+zou (n+1)xr =2kt — z.

Seja | o maior inteiro tal que | < n/2 e sejam x; = 2jm/n, j = 1,2,...,1. Seja, agora, r
o maior inteiro tal que r < (n +2)/2 e sejam Ty, = 2kn/(n+2), k = 1,2,...,r. Entdo os

pontos x; e Ty, sdo todos os pontos criticos de g(z) dentro do intervalo (0, 7). Temos que

g(z;) = (n+1)senz; — sen((n+1)z;)
= (n+1)senz; — sen(2jm + x;)

= nsenz;
> 0
e
9(Tx) = (n+1)senTy — sen ((n+ 1)7y)

+1
= (n+1)senTy — sen (2km — Ty)
= (n+2)senTy

> 0.

Como ¢(0) = g(m) = 0 e g é positiva em todos os seus pontos criticos dentro do intervalo
(0,7), entao devemos ter g(z) > 0, para todo x € (0, 7). Desta forma, podemos concluir que
T(xz) >0, para todo 0 < z < 7.

E facil ver que, se A%a;, > 0, para algum k, entdo teremos 7'(z) > 0, para 0 < z < 7.

A convergéncia uniforme das séries segue como consequéncia do Teorema 1.3.1. O

Teorema 1.3.8. (ver [15], pagina 158) Seja (f,,)°2; uma sequéncia de fungoes de classe C!
no intervalo [a, b]. Suponhamos que a série ) f,(c) converge para um certo c € [a,b] e que
a série das derivadas ) f, converge uniformemente em [a,b]. Entao a série ) f, converge

uniformemente para uma funcao de classe C! e, para todo z € (a,b),

(Z fn<x>> =3 i),

Teorema 1.3.9. (ver [15]|, pagina 158) Consideremos uma sequéncia de fungoes (f,)>2,
definidas no intervalo [a,b] e uma série ) a, convergente de nimeros reais a, > 0, n > 1.
Se | fu(z)| < an, paratodon > 1ex € [a,b], entdo as séries Y |fn(x)] e >, fo(x) convergem

uniformemente em [a, b].

Teorema 1.3.10. Seja ar, = oy /k, k > 1, onde A™qy > 0, param = 0,1,2,3, k > 1, e
suponhamos que Y, a;/k < co. Entdo, para cada 1 < j < [n/2]:

(a) Aj(x) > 0, para todo x € R;
(b) Bj(x) >0, se x # 2kn/nou j #n/2, e B,2(2km/n) =0, se k € Z e n é par;
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(¢) Ci(z) >0,se x € (0,7/n), Cj(z) <0, se v € (r/n,2n/n), e C;j(kn/n) =0, para k € Z;

(d) D;j(z) >0,se x € (0,7/n), Dj(x) <0, se x € (r/n,2r/n), e D;(kr/n) =0, para k € Z.

Demonstragao. Como aj, > 0, para todo k e ), ai < 0o, segue pelo Teorema 1.3.9 que as
séries de A;(x), B;(z), Cj(x) e D;(x) convergem uniformemente em R. Também podemos

concluir facilmente que estas fungoes sao periodicas de periodo 27 /n.

Sem perda de generalidade, podemos assumir, como consequéncia da hipotese A™qy > 0,
param = 0,1,2,3 e para todo k > 1, que existe uma funcao «a(t) de classe C?, definida para
t > 1 e satisfazendo a(k) = ay, para k > 1 e a(t) > 0, o/(t) < 0, «(t) > 0 e &'"(t) < 0, para
t>1.

(a) A fungdo A;(z) é definida por

o0

Ai(z) = Z(anpﬂ + Qpp—j) cos(npz) + aj,
p=1

para qualquer € R. Consideremos a série das derivadas de A;(z):

> Q, App— i
— > (anpy + ng—j)(np) sen (np) Z( s ) (np) sen (np)
p=1

np—i—y np—1Jj

e, para cada p € N, seja

Onp+j Qnp—j
¢, = -+ ) np.
g (np+J np—J) b

Vamos demonstrar que a sequéncia (c,)>2; ¢ decrescente e convexa. Consideremos a

fungao p(t) definida para t > j + 1 por

uft) = (a(tfj) +a(t—;))t'

t+ t—7

Como «(t) >0, o/(t) < 0e a"(t) > 0, temos que

" = t'(t+j)  Jalt+j)  t't—j) jal—J)

B = (t+ )2 t—j (t—7)?
ta(t+j)  td(t —7) B 11
v -y A j)<(t+j)2 (t—j>2>

<0
" _ ta"(t+j) | ta"(t—j) | 2jd/(t+])
W) = t i—; Uty
o 2jd(t—J)  2jalt+]) | 2ja(t —j)
(t—7)> (t+7)3 (t—7)3

> 0.
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Portanto, u(t) é positiva, estritamente decrescente, estritamente convexa e, assim, A™¢, > 0,
param = 0,1,2 e p € N. Como lim,_, ¢, = 0, aplicando o Teorema 1.3.7, podemos concluir
que a série ) c,sen (py) converge uniformemente em [g, 27 — €], para todo 0 < e < m, para
uma fungao T e T(y) > 0, para 0 < y < 7. Logo, pelo Teorema 1.3.8, e como T' é impar,
temos,
Al(r) = =T(nx), 0<z<27m/n,
Al(r) <0, 0<z<7/n,
Al(x) >0, 7/n <z <2m/n.

Entao o valor minimo da fun¢do A;(x) no intervalo (0,27 /n) ocorre no ponto x = m/n. Mas

A;(z) é periddica de perfodo 27/n e, assim, podemos concluir que

AJ(SL’) > Aj(ﬂ'/n), x e R.

Temos que
Aj(m/n) = a; + > (=1 (anprj + Anpj)-
p=1

Tomamos
ai = Q2kn+j — A2k+1)n—j — A2k+1)n+j + C(2k+2)n—j
e podemos mostrar facilmente que
Ai(m/n) = Za{%.
k=0
Como a sequéncia (ay) é estritamente convexa, segue pelo Lema 1.3.3 que
n n—2j

~A2kn+j T ~A(2k+2)n—j > A(2k+1)n—j
2(%—]) J 2(71—])( n—j ( yn—j

n—2j . n -
——Q - —qQ n—i a nd-q
2(n—J) 2kn+j 2(n — ) (2k+2)n—j (2k-+1)n+j
Das desigualdades acima, obtemos

+ < i + n—2j
a n—i a 1Dt —a S ——a P
(2k+1)n—j (2k—1)n+j 2(n —J) 2kn+j 2(n —J) (2k+2)n—j

n—2 n
‘7. 2kntj T =7 A2k+2)n—j
) 2(n — j)

2(n—j
= 2kn+j T Q(2k+2)n—j
e, assim, ai > 0, para todo k > 1. Logo, podemos concluir que A;(m/n) > 0.

(b) A funcao Bj(x) é definida por

Bj(x) = Y (auprj — anp-s) cos(npz) + a,
p=1
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para todo z € R, e a série de derivadas de B;(x) é dada por

i(anp—j — Qppy5)(np) sen (npz) = i (a"” — Soptd ) (np) sen (npz).

— T\ Qupej

Para cada p € N, seja

d, = (a"”j — a"pﬂ) np.

Qnp—j  Onp+j
A sequéncia (dp);2, € positiva. Vamos mostrar que ela ¢ também decrescente e convexa.

Consideremos a fungao (t) definida, para t > j + 1, por

2 - (D) ety

t—y t+7

Temos que y(np) = d,. Como a(t) >0, o/(t) <0, &’(t) > 0 e a"(t) <0, segue que

iy LY=)o (t+])
YO = T T
at—7)  alt+7))

(=52 T E+jp

Portanto, y(t) é positiva, estritamente decrescente e estritamente convexa e, assim, A™d, > 0,
param =0,1,2 e p € N. Como lim,_, d, = 0, aplicando o Teorema 1.3.7, podemos concluir
que a série Zp d,sen (py) converge uniformemente em [e, 2m — €], para todo 0 < € < 7, para
uma funcgao U tal que U(y) > 0 para todo 0 < y < 7. Logo, pelo Teorema 1.3.8 e, como U ¢é
impar, temos

Bi(x) = U(nz), 0<x<2m/n,

Bi(x) >0, 0<x<7/n,

Bi(r) <0, w/n <z <271/n.
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Entao, o valor maximo da funcao B;(x) ocorre no ponto x = m/n e o valor minimo no ponto
x = 0. Como B,(z) é periédica de periodo 27 /n, segue que B;(x) > B;(0) para todo = € R,
x # 2km/n, k € Z. Temos que

B;(0) = Z(anpﬂ' — np—j) +a; = Z(anpﬂ' — Gn(p+1)—5) = 0.
p=1 p=0

A desigualdade acima sera estrita se 1 < j < m/2 e teremos B;(0) = 0 se n for par e j = n/2.
Se n for par, j =n/2 e k € Z, entdo B,5(2kn/n) = 0 e se j # n/2, entdo B;(x) > 0, para
todo z € R.

(¢) A fungao Cj(z) é definida por

00 00 O O
) = Y-~y + ) sen () = Y- (= 22254 2055 ) o pa)

st S\ np+j np—j
para todo x € R. Para cada p € N, seja

_ Onpyj 4 Qnp—j
np+j mp—j

ep:

e, para cada t > 1, seja

aft+7) | alt —j)
t) = — — + —.
v(t) t+7 t—7
Temos que v(np) = e,. Como a(t) >0, /() <0, a”(t) > 0 e " (t) < 0, segue que
ot +y) ot—3g)  alt+j) alt—j)

A I Y B i

< oo (-t ) o (g )
<0

LAt ) ot =g)  ,alt+g) et —g)  alttd) | alt—])
t+j t—j t+5)2 =52 (+5)P (=j)p

Portanto, v(t) é positiva, estritamente decrescente e estritamente convexa e, assim, A™e, > 0,
param = 0,1,2 e p € N. Como lim,_,., = 0, aplicando o Teorema 1.3.7, podemos concluir
que a série ) e, sen (py) converge uniformemente em [g, 2m — €], para todo 0 < £ < 7, para
uma funcgao V tal que V(y) > 0, para todo 0 < y < w. Logo, pelo Teorema 1.3.8, ¢ como V
¢ impar, temos

Ci(z) =V(nz), 0<z<2n/n,
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Cij(x) >0, 0<z<m/n,
Ci(x) <0, m/n<x<2m/n.

Segue trivialmente pela definicao de C;(z) que C;(km/n) = 0, para todo k € Z.

(d) A fungdo D;(x) é definida por

e’} 00 s s
Dy(0) = 3 ey + ampg)sen ) = 3 (222 L0 ) e

i ‘S\mwptj o np—

para todo x € R. Paracadape Net > j+ 1, sejam

Onp+j Qnp—j
fo=—"2L + .
P onp+i np—j

alt+7 alt —7
£(t) = ( 4)+ ( )

t+7 t—7
Temos que (np) = f,. Como a(t) >0, o/(t) <0 e a’(t) > 0, segue que

iy L At+))  dt—g) alt+j) alt—j)
gt = t+7 + t—j _(t+j)2_(t—j)2<0
ey D) 0" —) i) =) et ) | yalt=d)

t+j t—3j (t+7)? =472 @+ (t=j)
Portanto, £(t) é positiva, estritamente decrescente e estritamente convexa e, assim, A™ f,, > 0,

param =0,1,2 e p € N. A conclusao é obtida de modo analogo a demonstracao de (¢). [

Teorema 1.3.11. Seja K € (5, dada por

onde 5 € R e (a;)52; ¢ uma sequéncia de nimeros reais tal que e

o
Z la;| < oo.
I=1

Suponhamos que a, = oy /k e A™ay, > 0, para k > 1em =0,1,2,3. Entao \;(y) # 0, para

todo 1 < j < [n/2], se uma das seguintes condi¢des é satisfeita:

(a) n & par, f nao é um inteiro par e y = 7/n;

(b) n é impar, § é um real qualquer e y = 7/n;

(¢) né qualquer, d < f<4l+1oudl+2<p<4l+3,paraalguml € Zey € (0,7/n);
(d) n é qualquer, 4141 < 8 < 4l+2ou 4l+3 < f < 4l+4, paraalgum !l € Zey € (7/n, 27w /n);
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(e) n & impar, [ é inteiro e y é real qualquer;
(f) n é par, 8 & inteiro impar e y € (0, 7/n];
(g) n é par, 5 é inteiro par e y € [0,7/n).

Demonstracao. (a) Temos que sen (67/2) # 0 e segue pelo Corolario 1.2.7 e Teorema 1.3.10
que

Aylm/n) >0, By(nfn) >0, Cylr/n) = Dyr/n) =0,
para 1 < j < [n/2], e que

n2

X /m)l* = 7 [(Aj(m/n))*(cos(Bm/2))* + (Bj(/n))* (sen (B7/2))°] >0,

para 1 < j<n/2 e
pua(7/1) = Buyalm /) sen (B7/2) 0,

(b) Como n é impar, entdo, para todo 1 < j < [n/2],

2

Aj (/)| = nz [(A4;(7/n))*(cos(Bm/2))* + (B;j(r/n))*(sen (B7/2))*] > 0,
pois A;(m/n) > 0 e Bj(m/n) > 0, pelo Teorema 1.3.10.

(¢) Temos que Aj(y) > 0, Bj(y) > 0, Cij(y) > 0 e D;(y) > 0, pelo Teorema 1.3.10 e,
como 0 < jy < m/2, temos que cos(jy) > 0 e sen(jy) > 0. Se 41 < f < 4l + 1, entao
sen (f7/2) > 0, cos(Bm/2) > 0 e, portanto,

pi(y) = (A;j(y)cos(jy) + C;(y)sen (jy)) cos(Bm/2)
+ (Bj(y)sen (jy) + D;(y) cos(jy)) sen (87/2)
> 0.

Se 4l +2 < <4l + 3, entdo sen (fr/2) <0, cos(Sm/2) <0 e, portanto, p,(y) < 0.

(d) Temos que A;(y) > 0, Bj(y) > 0, C;(y) < 0 e D;(y) < 0, pelo Teorema 1.3.10, e
sen () < 0. Entao, para 1 < j < n/2

NP = T + (Col))cos(Bm/2)*
+ (B ) + (D)) (sem (B7/2))°
4
0

+
>

- (AiW)D;(y) + C5(y) Bj(y)) sen ()

Para j = n/2 e m/n < y < 2mw/n, temos que 7/2 < jy < w e, assim, cos(jy) < 0,
sen (jy) > 0. Logo, se 414+1 < f < 4]42, entdo sen (fr/2) > 0, cos(fm/2) <0, sen (fm) = 0,
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e, portanto,

pns2(y) = (A;(y) cos(jy) + Cj(y) sen (jy)) cos(Bm/2)
+ (Bj(y)sen (jy) + D;(y) cos(jy)) sen (S7/2)
> 0.

Da mesma forma, podemos mostrar que, se 4/ + 3 < 3 < 4l 4 4, entdo p,/s(y) < 0.

(e) Como n & impar e 5 € Z, temos que sen (f7) =0 e, para 1 < j < [n/2],

NP = T ) + Cy) cos*(Br/2)
+ T(Bly) + D)) sen’(Br/2)
> 0.

(f) Temos que sen () = 0 e, assim, da mesma forma que foi feito em (e), obtemos |\;(y)| >
0, para 1 < j < n/2. Como (8 é impar, temos sen (f7/2) = £1, cos(fn/2) = 0 e, como
0 < jy < m/2, para j = n/2, temos sen (jy) > 0 e cos(jy) > 0. Sabemos, pelo Teorema
1.3.10, que Bj(y) > 0 e D;(y) > 0, para 0 <y < 7/n e, assim, para j = n/2,

pi(y) = (Bj(y)sen (jy) + D;(y) cos(jy)) sen (Bm/2) # 0.

(9) Da mesma forma que nos itens (e) e (f), mostramos que |A;(y)| > 0, para 1 < j < n/2.
Suponhamos, agora, j = n/2. Temos que sen (57/2) = 0, cos(f7/2) = £1 e, como 0 < jy <
7/2, para j = n/2, entdo cos(jy) > 0 e sen(jy) > 0. Como A;(y) > 0 e C;(y) > 0, pelo
Teorema 1.3.10, para 0 < y < 7/n, para j = n/2, temos

pi(y) = (A;(y) cos(jy) + C;(y) sen (jy)) cos(Bm/2) # 0.
0

Observacao 1.3.12. Se uma das condicoes do Teorema 1.3.11 for satisfeita, segue do Te-
orema 1.1.7 que, dada f € Cs,, existe um tunico sk-spline interpolante sk(f,-) com nos

xs = 2mws/n e pontos de interpolacio ys = zs +y, 1 < s < n.

Observacao 1.3.13. O polinémio de Bernoulli de grau n € Z, n > 0, é definido, para
0<t<1, por

B,(t) = i < Z > Byt"*

onde B; sao os numeros de Bernoulli.
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Fixado um inteiro positivo r, consideremos, agora, a funcao B, : R — R, periodica de
periodo 27, definida, para 0 < z < 27 por

By (w) = B (5-)

A série de Fourier da funcdo Bs,(z) ¢ dada por

2 _
BQT

2r) ]k‘_% cos(kx).

Mg

k=1

Sejam n € N, x, = 27k /n, para 1 < k < n e ¢; constantes reais, para 1 < k <n+ 1 tal que

n

w—1 ¢k = 0. Entao a funcao

s(x) = cpp1 + Z crBar (1 — 13)
k=1

¢ um spline polinomial de grau 2r.

Se tomarmos K () = Ba,(z), segue, pelo desenvolvimento em série de Fourier da fungao
Bo,(7) que o niicleo K(z) é do tipo considerado no Teorema 1.2.8 e satisfaz a condicdo (a)
deste teorema para y = 0 e § = 0. Sendo assim, garantimos a existéncia e unicidade de

sk-splines interpolantes para qualquer f € Cs,.

A existéncia e unicidade de splines polinomiais de grau par foi demonstrada por M.
Golomb em [2]. O spline polinomial s(x) dado acima é um sk-spline e, assim, podemos
afirmar que o Teorema 1.1.7, juntamente com o Teorema 1.2.8, generaliza o resultado de M.
Golomb.

Em [2], M. Golomb estudou a aproximagio de fungoes suaves finitamente diferencidveis
nas normas de Ly e L., por splines polinomiais. Um resultado geral deste tipo para sk-
splines é o Teorema 2.2.10. O resultado do Teorema 3.2.4 foi demonstrado por M. Golomb

para funcoes f € K x Uy, 2r-diferenciaveis, r € N.

O estudo anélogo ao feito por M. Golomb, para splines polinomiais de grau impar, foi

realizado por A. Zhensykbaev em [18|.
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Capitulo 2

Convergéncia de sk-Splines em L,

Na primeira secao deste capitulo, definimos sk-spline cardinal e estudamos algumas de
suas propriedades. Na segunda secao, estudamos o resultado principal deste capitulo, o qual
fornece uma ordem de aproximacao para fungoes pertencentes a classe de convolucao K * U,
onde U, é a bola unitaria do espago L, por sk-splines no espaco L, onde 1 < p <2 < ¢ < oo.

As principais referéncias para estas se¢oes sao [11] e [13].

2.1 sk-Spline Cardinal

Observacao 2.1.1. Neste capitulo, dado um inteiro positivo n, consideramos a particao
A, ={0=zg <z < <@g, =27},

onde x = kr/n, 0 < k < 2n.

Consideramos fixado um ntucleo K € Cy, da forma

o
E a; cos(lx),

=1

onde (a;);°; é uma sequéncia de ntimeros reais tal que

[e.9]
Z la;| < 0.
=1

Um sk-spline sk(z) sobre a particdo A, e com nos z; é uma funcdo da forma

2n 2n
sk(z) = ¢y + Z K (x — zp), Z cr = 0. (2.1)

k=1 k=1
Neste capitulo, vamos supor sempre que p;(0) # 0, para 1 < j < n, e, portanto, para
todo 1 < j < 2n, pelo Lema 1.2.5(b). Como p;(0) = A;(0) = A§1)+A§ ) £0, paral < j <n,
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entao segue pelo Teorema 1.2.8(a) e pelo Teorema 1.1.7 que, para cada f € Coy,, existe um

unico sk-spline interpolante de f com nos e pontos de interpolacao xp. Esse sk-spline tinico
sera denotado por sk(f, A,)(x).

Definicao 2.1.2. Suponhamos que p;(0) # 0, para 1 < j < n. O sk-spline cardinal sk sobre

a particdo A, é definido como sendo a tnica fun¢ao da forma (2.1) que satisfaz

- 1, k=0
k — ) )
sk(a) {0, k=1,2,...,2n—1.

A existéncia e unicidade do sk-spline cardinal segue como consequéncia do Teorema 1.1.7.

Lema 2.1.3. O sk-spline cardinal sk pode ser escrito, para todo x € R, na forma

2n—1
; 11 pi(x)
k(r) = —+ — I
sk(z) on + on -~ 0,(0)

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.6 temos, para 0 <[ < 2n — 1, que

[e.9]

pi(x;)) = ajcos(jz;) + Z[agnp+j cos((2np + 7)x1) + agnp—; cos((2np — j)x1)]
= a;cos(jx;)
+ Y aspsjf(cos(2npay)) (cos(jzr)) — (sen (2npzy))(sen (jz))]

+ Z Aonp—j|(cos(2npx;))(cos(jx;)) + (sen (2npx;))(sen (j;))]

= (cos(jz))la; + ) _(azapsj + Qoup-j)]

= (cos(jz1))p;(0).

Portanto, pelo Lema 1.2.2, temos que

1 TS 11

—+— = —+ = cos(jx;)
2n = 2n = p;(0) 2n - 2n ;

2n—1

2n—1

1
= — Z cos(jx;)
2n =

=0,
o]0, 1=12....2n—1,
= sk(z).
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Segue pela definigao de p;(x) que

2n—1 2n—1

Z Pj g _ 2i + 21n 1 (2 Z(cos(ja:k))K(ﬂc - xk))

P

_ (Z cos ]l’k ) (z — z2)

e, pelo Lema 1.2.2

2ch B 2n 1 <2n1 OS(]l’k))
=2
k=1 1 j=1 '03(0)
1 2n
- S ()
= ril0) (kl
B 2n—1 1 .
= p;(0)n?
= 0.
Logo temos por (2.1) que a funcao
2n— 1p 33
g(@) = 5+ 5 Z : 0)
]
7=1

¢ um sk-spline. Como vimos que g(x;) = sk(x;), para 0 < [ < 2n — 1, segue por unicidade
(ver Teorema 1.1.7) que g(x) = sk(z), para todo = € R. O

Lema 2.1.4. Seja f € (5. Entao o sk-spline interpolante de f com nés e pontos de

interpolagao xy, 1 < k < 2n, pode ser escrito na forma
2n
x) = Z f(xj)s~k:(x — ;).
j=1
Demonstracao. Seja g : R — R dada por
2n
= Z f(xj)s~k:(x — ;).
j=1

Pela definicao de sk, temos que S?C(ﬁk —xj) =1,8sej=kF,e s~k:(xk —x;) =0, se j # k.

Portanto,

2n
= Zf(xj)s~k($k —x;) = f(zp), 1< k< 2n.
j=1
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Sejam ¢, 0 < k < 2n, os coeficientes do sk-spline sk obtidos na demonstracao do Lema

2.1.3. Temos que

glx) = fo] ( +chKa:—xk)>
= _foj +Z<chfx])[((x—xk)

2n

k=1

2
e, como y - ¢ =0,
2n
E dk E f xj E Ck—o
k=1 k=1

Portanto, g(z) é um sk-spline e g(xy) = f(xk), para 0 < k < 2n. Pela unicidade do sk-spline
interpolante de f, segue que sk(f,A,)(x) = g(z), x € R. ]

Observacao 2.1.5. Segue pela existéncia e unicidade dos sk-splines interpolantes na Obser-
vacao 2.1.1 que a dimensao do espaco vetorial dos sk-splines com nos xy, 1 < k < 2n, é 2n.

O Lema 2.1.4 diz que o conjunto {sk(z — x;)}", é uma base desse espaco vetorial.

2.2 Convergéncia de sk-Splines

Lema 2.2.1. Para0 < j <2n—1el € Z, temos
pi(x — xj) = pi(z) cos(lz;) + oy(x) sen (lz;).
Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.6,

pi(x — ;)
= aycos(lz — lx;)
+ Y laspricos((2np + 1)(& — ;) + azpp-s cos((2np — 1) (z — )]
= a(cos(lx))(cos(lx;)) + a;(sen (lx))(sen (lz;))

o0

+ Z[agnp+l(cos((2np +1)x))(cos((2np + 1)x;)) + (sen ((2np + )x))(sen ((2np + 1)x;))]
+ Z[agnp_l(cos(@np —l)x))(cos((2np — l)x;)) + (sen ((2np — )x))(sen ((2np — 1)x;))].
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Usando as formulas do cosseno e do seno da soma e observando que cos(2npz;) = 1 e

sen (2npx;) = 0, obtemos que

pi(x —xj) = (cos(lxj)) [al cos(lx) + Z Aonp+1 €0s((2np + 1)x) + agpp—i cos((2np — l)a:))]
p=1

+ (sen (lz;)) [al sen (lx) + Z (@gnprisen ((2np + 1)x) — agpp—isen ((2np — l)x))]
p=1

= pi(x)cos(lx;) + oy(x) sen (lx;).

Lema 2.2.2. Paratodo !l € Z, [ #0(2n) e x € R,

2n

D A
Z eisk(z — x;) = l(x)
j=1

Demonstracao. Vamos demonstrar o resultado, primeiramente, para a parte real. Suponha-
mos [ € Z, I # 0(2n). Usando o Lema 2.2.1, o Lema 1.2.2 e o Corolario 1.2.3, temos que

Z(Cos(lx])) k(v —a;) = Z(COS(ZQJ] < Z Pk x—xj >

= % ‘nl cos(lz;)
| n l k
+ om £ o1(0) Pk(@;(cos( z;))(cos(kx;))
12l 2n l )
+ om £ e(0) Uk(x);(cos( x;))(sen (kz;))
( ) 2n

_ QL T pi (g S (cos(lr;)) (cos(kz)). (2.2)

Jj=1

Suponhamos 1 < [ < n. Como 1 < k < 2n — 1, temos que l —k = 0(2n) < k =1le
I+ k=02n) < k=2n—1. Assim,

[+k=02n) e l—k=02n)<k=1l=n

e, portanto, pelo Corolario 1.2.3 e (2.2)

< . pi(z)
;@os(z:rj)) sh@—a) = 70

Por outro lado,
l+k=02n) ou [—k=02n)<l#n e k=1 ou k=2n—1.
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Logo, segue do Corolario 1.2.3, do Lema 1.2.5 e de (2.2) que

S Nsk(z —z;) = 1 npz(iﬂ) npznil(x)
;(COS(Z%)) k( i) = 2n( 01(0) T an_l(O))
1 npl(ﬂf)
2 (2 PZ(O))
_ P )
pi(0)

Suponhamos 1 <[ <2n—1. Sen <[ < 2n — 1, tomamos ¢ = 2n — [, p = 1 e temos
l=2np—gq. Sel <[l <n, tomamos ¢ =1, p =0 e temos | = 2np + q. Assim, pelo Lema
1.2.5, temos

pi(T) = pan—g(x) = p—g(x) = py()
ou
pu(T) = pan+q(x) = py(2).
Como 1 < q < n, segue pela primeira parte da demonstracao que

I S pa(x) _ pu()
Z@lejSk’(I _ xj) — Zequjsk;($ _ %‘) — — .

J=1 Jj=1

Suponhamos agora [ € Z tal que | # 0(2n). Entao existe um tnico p € Z tal que 2n(p—1) <
[ <2npe,assim, 1 <2np—1<2n — 1. Tomamos ¢ = 2np — [ e temos que | = 2np — ¢, com
p,q €7Z,1<q<2n—1. Pelo Lema 1.2.5, temos que

Pi(T) = panp—q() = p—g(T) = pg().

Entao, como 1 < g < 2n — 1, segue pelo que ja foi demonstrado e de forma analoga ao caso

anterior, que o resultado deste lema é verdadeiro para a parte real.

Passemos, agora, a demonstracao da parte imaginéria do resultado. Se 0 <[ < n, entao,

usando o Lema 2.2.1, o Lema 1.2.2 e o Corolério 1.2.3, temos que

2n 2n—1 2n
Z(Sen (lz;))sk(x — x;) = o™ Z ol g ‘ (sen (lz;))(sen (kz;)). (2.3)
J=1 k=1 j=1
De forma analoga ao caso real, usando o Corolario 1.2.3 e (2.3), obtemos, para 1 <[ < n,
2n
1 0'1(13) 1 O'Qn,l(]?)
sen (Iz))sk(x — z;) = = =
;( ( ])) ( ]) 9 pl<0) 9 p2n71<0)
B 1 01(33) 101(1‘)
2p(0) 2 pi(0)
_ o)
pi(0)

A generalizacao da igualdade acima para [ € Z é obtida de forma analoga ao caso real. [
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Definicao 2.2.3. Seja [ € Z. Para cada z € R, definimos
2n B
Oni(x) = elr — Z i sk(x — x;).
j=1

Lema 2.2.4. Seja K € (5, um niicleo como na Observagao 2.1.1, tal que a; > a;1 > 0, para

todo [ € Z. Suponhamos que, para 1 < |I| <n — 1,

oo
E A2mn—1 S Ca2n—l>

m=1
para qualquer n € N, onde a constante C' independe de n e [. Entao,

Ca2n7|l\

1< | <n—1,
Ona(2)] < i
4, lI| > n.

Demonstracao. Vamos demonstrar o resultado, primeiramente, para a parte real. Seja

2n

pin(z) = cos(lx) — Z(cos(lxj))sk(x — ;)

j=1

a parte real de ©,,;. Usando o Lema 2.2.2 e, em seguida, o Teorema 1.2.6, temos

x) = cos(lx) — pi() = cos(lz) — s(z) + ay cos(la)
pnal) = eonll) = gy = = )
onde -
s(z) = Z(agmn_l cos((2mn — 1)x) + agmnyi cos((2mn + 1)x)).

Assim, usando a hipotese, obtemos

()| = 5(0) cos(lx) + ay cos(lx) — s(x) — ay cos(lx)
) s(0) + ayy
s(0) cos(lx) s(x)
: s(0) + ay - s(0) + ay
s(0) s(x)
= s(0) +ap | [s(0) +ay
< 2

Y

para todo [ € Z, pois ay > 0 e s(x) < 5(0), para todo = € R.

Para o caso 1 < |l| <n — 1, temos ainda

s(0) s(z)
[na(z)] < s(0) + ay s(0) + ay
_ s
- s(0) +ayy
S ﬂ

aj
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Note que

S(O) = Z(a2mn—l + a2mn+l) S 2 Z A2mn—|1|»
m=1 m=1

pois (a;);2; ¢ decrescente. Assim,

0 OO— A2mn— CCL n—
()] < 28( ) < 427”—1 2mn il 4~ 42n-lll
aj aj aj

Logo,

Cagy

el 1<l €0 -1,
|t ()| < .
2, | > n.

Passemos, agora, & demonstracao da parte imaginaria do resultado. Seja

2n

Gna(x) = sen (lz) — Y (sen (lz;))sk(x — ;)

j=1
a parte imaginaria de ©,,;(z). Usando o Lema 2.2.2, obtemos

o(x) _ p1(0) sen (Ix) — oy(x)
Pl(()) pl(o)
Agora, pelo Teorema 1.2.6, temos que |o;(z)] < p;(0), para todo [ € Z e x € R, e, assim

¢ni(x) = sen (lx) —

|(0) sen (lz)[ + |ou(x)]
pi(0)

|ona(z)] <

IA
)

Seja t(z) = oy(x) — a;sen (lx). Pelo Teorema 1.2.6, temos que |t(z)| < s(0), para todo
x € R. Assim
|a; sen (Iz) + s(0) sen (lz) — a;sen (lz) — t(z)|
a; + s(0)

|Ona(2)] =

s(0) + |t(z)|
a; + S(O)

< 250
aj

Portanto, pelas contas do caso real, podemos concluir que

Cag,,—
()] < 42l
aj

Juntando as contas das partes real e imaginaria de ©,,;(x), obtemos o resultado desejado. [

Lema 2.2.5. Seja (¢;);°, como no Lema 2.2.4. Para p > 1,

> al|On(z)P <48 al.

I€Z. I>n
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Demonstracao. Lembremos que a; estd definida para |l € Z e ag = 0, a; = a_;. Usando o

Lema 2.2.4, temos que

Y@@l = Y dlOu@)l+ Y alen

leZ 0<|ll<n [1|>n
Cagn—p \*
< E af (8—" +§ a%p
a
0<l|<n I U>n
< vy ateyy
0<|l|<n |l‘ [1|>n
_Qp P p
= & D byt a
0<|l|<n [1|>n
< 8 E af+§ ay
n<|l|<2n [1|>n
< 2~8pg aj
1| >n
= 4-8p2 ajy.
>n

]

Notacao 2.2.6. Seja p € R, 1 < p < oco. Denotaremos por L, = L,([0,27]) o espago

vetorial de todas as funcoes f : R — R, peridédicas de periodo 27, mensuréveis e tais que

1 [ 1/p
1= (5 [ If@lds) <o 1p<

| fllo =inf{C :|f(z)| < C, paraq.t.p. z € [0,27]} < occ.

Se f,g€ Lye f = gq.t.p., consideramos f e g como um mesmo elemento de L,,. Consideramos

L, sempre munido da norma || - ||,

Denotaremos por U, a bola unitaria de L,, isto é,
Up=A{f€Ly:|fll, <1}

Dado um nicleo K € Cy, e f € L,, denotaremos por K * f o produto de convolu¢ao de

K por f, isto é,
1 2

K fl@) =5 | K@=y

Denotamos
K«xU,={K=x¢:¢ecU,}.
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Observagao 2.2.7. Seja f € L;. A série de Fourier de f é a série
> (e,
kEZ

onde )
1 T 4
=)= 5 [ ey
T Jo

Seja f € L,, 1 <p <2, sejam by, k € Z, os coeficientes de Fourier de f e seja p’ tal que
1/p+1/p' = 1. Entao a desigualdade de Hausdorff-Young |ver [4], pag. 99| diz que

1/p
1l < (Z\bk\p> .

kEZ

Observagao 2.2.8. Seja 1 < p < oo e seja p’ tal que 1/p+ 1/p’ = 1. Entdo, para g € Ly
(ver [1], pag. 180) temos que

x :fEUp}.

gl !
;= sup{ —
9l p 2T

Consideremos uma aplicagao linear 7' : L, — L, limitada, isto ¢, existe uma constante

positiva C, tal que, para todo f € L,,

IT(Nllg < ClIA -

Denotemos
|Tlpg = sup {IT(f)llg: f € Up} < o0

Sejam p/, ¢’ tais que 1/p'+1/p=1e1/q+ 1/¢ =1 e suponhamos que
21 21
| r@@sas = [ gz
0 0
para toda g € L, e f € Ly. Entao

1Ty = sup{I Tl = f € Uy}

2
— sup {;ﬂ / T(f)(@)g(x)dz| g € Uy, f € Uq/}
= Sup{ fGUq,gEU}
— sl g € Uy)
= Tlpq
Portanto, T" estd bem definida como um operador de Ly em L,y e temos que ||T'||y» = ||T|,.4-

43



Teorema 2.2.9 (Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin, [1], pag. 200)). Sejam 1 <
Do, P1,q0,q1 < 00 e para 0 <t < 1 sejam p; e ¢ dados por

11—t ¢ 11—t

P P @ @ G

Suponhamos que T" seja uma aplicagao linear de Lp, + L, em L, + L, tal que
||T(f)HQO S MOHprm f € Lpo’

IT(N)lgy < Mul[fllpy, f € Ly,

Entao, para cada 0 <t < 1,
IT(P)llee < Mo~ Mill fllpss [ € Lps-

Teorema 2.2.10. Seja K € (), dada por
K(z) = Z a; cos(lx),
=1

onde (¢;);°, € uma sequéncia de niimeros reais tal que

o0
Z la;| < o0.
=1

Suponhamos que a; > a;y1 > 0, para todo | € N, e que, para 1 <[ <n — 1, temos

o0

E A2ns—] S CaQn—la

s=1

onde C' é uma constante que independe de [ e n. Entao, para 1 < p < 2 < ¢ < 00, com
p_l - q_l Z 2_17

71 -1

—q
su —sk(f,Ap) g aqp(q 2
re *pp Hf f Hq > < )

>n

Demonstragao. Seja f = K x ¢ € K xU,, ¢ € U,. Temos que

5 | K=ot

e, pelo Lema 2.1.4,

sk(f,An)(x) = Zf(xj);k(ﬁ—xj)



Seja p’ tal que 1/p+ 1/p’ = 1. Usando a desigualdade de Holder, obtemos
2 2n

@)~ k(AN = o= [ K=oy — o / — y)sh(z — 2;)6(u)dy

27 Jo

— % i " [K(;p — y) — ZK(ZL’] — y)8~/€($ - ZL’])] ¢(y)dy

< ol | & ZK Sk (z — ;)
p/
2n ~
< HK@— )= K(x;—)sk(x — x)) (2.4)
j=1 P
Como 1 < p < 2, entao segue pela desigualdade de Hausdorff-Young que
1/p
=-S5t e <(Swr)
I keZ
onde
1 2 2n ~ N
bk:% i K(:B—y)—;K(xj—y)sk(x—xj) e"™dy.
Lembrando que
1 [ 1, 1=0
il ezlydy — 9 I
2m 0 07 ! % 07
temos que
L[ ik S A R T ik
K 7 yd — i z yd 1(k+ yd — ikx
o (@ = y)edy ;2(277/0 v 277/0 ‘ y) (ke
e que
1 2 2n ~ N 2n 1 2 N ~
21 J, ;K(%‘ —y)sk(z —x;) | e™dy = ; (%/0 K(z; —y)e' yd?J) sk(z — x;)
= ape™isk(r — x;).
Portanto )
b = ay, (eikx — Z i sk (x — 13)) = ;O 1(),
j=1
para todo k € Z. Assim, usando o Lema 2.2.5, temos
2n 1/p
1K (z =) = K(w; —)sk(z =)y < (Z ail@n,k(x)V’)
j=1 kEZ
1/p
< 8.4Y/r (Z ag) . (2.5)
k>n
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Para ¢ € L,, definimos

@) =5 | [K@c )= > Ky — y)sk(x - m] S(u)dy.

Pelas desigualdades (2.4) e (2.5), temos que

ITlpoe < 8- 417 (Z )

>n

Agora, para toda ¢ € L, e ¢ € Ly, temos que

2

/0 T @) = [ ple)Tw) ()

0

e, assim, pela Observacao 2.2.8, temos que 7' ¢ um operador limitado de L; em L, e, além
disso,

1/p
Tl = [Tl < 8- 47 (Z ) |

I>n

Aplicando o Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin (Teorema 2.2.9) para py = 1,
pP1=Dp, @ =P, q =00, temos, para 0 < t < 1, que

1 t 1 1—1¢
—=1—-t+-e —=—-,
Dt p qt p

e que
1/p
1Tl < 8- 477 (Z af ) |
>n

Notequep{l—qflzp_lzfl. Assim, tomandor =pes=¢q,se 1 <r<2<s< e

r~! — s 1 >271 entdo T é limitado de L, em L, e

-1 -1

|75 < Chrs ( a;S/(S—r)>
>n
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Capitulo 3
Aplicacoes

Nas primeira e segunda secoes deste capitulo estudamos, respectivamente, a aproximagao
de funcoes infinitamente diferenciaveis e funcoes finitamente diferenciaveis por sk-splines.
Ambas sao aplicacoes do Teorema 2.2.10. A existéncia e unicidade de sk-splines interpolantes

para essas funcoes ¢ garantida pelos Teoremas 1.1.7 e 1.2.8(a).

3.1 Aproximacao de Funcoes Infinitamente Diferenciaveis
por sk-Splines

Definicao 3.1.1. Consideremos um ntcleo K € Cy; e sejam p,g € R, 1 < p,q < oo.

Suponhamos que K * U, C L, (ver Notacao 2.2.6). Definimos, para cada n € N, o nimero

en(K * Uy, Ly) = sup || f —sk(f, An)llq-

feKxU,

Observacao 3.1.2. Sejam p,q € R tais que 1 < p < ¢ < oo. Entdo, para qualquer f € L,,

temos que || f|l, < | fll4 e, assim, U, C U,. Como consequéncia, temos que:
(a)se 1 <p <py<ooeK=xU, CL,, entdo

en(K * Up,, Ly) < en(K % Uy, Ly);

b)sel <q¢g <@g <xeK=xU,C L, entao
p q2
en(K % Up, Ly,) < en(K % Uy, Ly,).

Observacao 3.1.3. Seja K € C,,; dada por



onde «,r sao constantes reais tais que a > 0 e r > 1. Entao K xU; C L.. De fato, seja
f=Kx¢pec KxUy, ¢ Ly, ||¢||1 <1. Como r > 1, temos que e~ < e e, assim

1 2
Kxo@)] < o [ |K(@—y)llo(y)ldy
™ Jo
= LTS e costite — )| 1ot ) 4
= o ; 1:16 r—y ) )
< (Z) [
=1
< Ze—al
=1
< 1 <
~ 1—670‘ 0.
Logo
1
K <
1K *6lloe < 7=

ou seja, K x ¢ € L.

Observacao 3.1.4. Sejam € Ne f € Cé;n), isto é, f € Oy, e possui derivadas continuas
até a ordem m. Como a m-ésima derivada f(™ de f é continua, entdo f™ € L,, para
1 <p<oo. Sel<p< oo, entdo a série de Fourier de f(™ converge em L, para £ (ver
[17]) e
F ) = S (k)b f)e.
kEZ
Seja K (x) o nucleo considerado na Observacao 3.1.3. Podemos escrever este niicleo na

forma
1

K(I) _ = Z 6—a|k|reikx.
keZ\{0}
Seja ¢ € Ly e seja m € N. A série de Fourier de K * ¢ converge para K * ¢ na norma de L,,

1 <p<oo,pois K *x¢ € Ly C L, e temos que

Keow) =5 3 e Mh)eh

kezZ\{0}
Como
o
Z e ™ < oo,
k=1

segue que a série de Fourier da m-ésima derivada de K * ¢ converge uniformemente e temos,

pelo Teorema 1.3.8 que

(K )™(@) =5 S0 e M (i) bu(o)e

keZ\{0}

Portanto, a derivada (K x* ¢)(m) existe, para qualquer m € N, isto é, K x ¢ € CQ(;O).
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Observacao 3.1.5. Sejar € R, r > 1, e sejam [, n € N tais que [ > n. Entao temos que
(l—n)"<I"—n" (3.1)
De fato, fixemos n e r e consideremos a fungao
flx)=(xr—n)"—2"+n", x>n.

Derivando f(x), obtemos

flx) = r(z—n)"t—ra"?
= =y
< 0,

pois r — 1 > 0. Logo, a fungao f é decrescente, ou seja, para x > n, temos f(z) < f(n) =0.

Portanto, (z —n)" < 2" —n’, para todo = > n.

Teorema 3.1.6. Seja K € (5, dada por

o0

Z e cos(lx),

=1

onde « e r sao constantes reais tais que a > 0 e r > 1. Entao, para quaisquer 1 < p <2 <

g<oo,compt—qg!t>2"1 en>1, temos que
en(K % Uy, L) < Coe™ ™™,

onde C, é uma constante positiva que depende somente de a.

Demonstracdo. Seja a; = e~®". Usando a soma da série geométrica e a Observacio 3.1.5,
obtemos

oo o0

Z Aons—1 = Z e—a(Zns—l)r

s=1 s=1

0 e—oa(Qns—l)T

o a(2n—1)"
- Z ea(2n=0)" €

s=1
)

_ e—a(2n—l)’” Z 6—a[(2ns—l)r—(2n—l)T]

s=1
)

< e—oz(Qn—l)T Z e—a[Qn(s—l)]T
s=1

oo
— efa(anl) § efa(Zns)
s=0

o0

< e—a(?n—l)T Z(e—Qna)s

s=0
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.1
6—a(2n—l)

1— 6—217,04
1 —a(2n—10)"
s 1-— e—2ae
1
= T omalent:

1

Sejamp=1,g=o00e s =p ' —¢ ' =1. Entdo, aplicando o Teorema 2.2.10 e usando a

Observacao 3.1.5, obtemos

en(K % Uy, Loy) < (Z(al)“)

I>n
= D
I>n
— E efalr
>n
—al”
e on”
= = (&
eom
I>n
— e on § efa(l —n")
I>n
< —an” § e—a(l—n)’"
I>n
oo
— —an” 2 e—alr
1=0
oo
S —an” § e—al
1=0
_ on 1
1 —e @
= (Che ™"
= Cypay,.
O resultado do teorema segue pela Observacao 3.1.2. ]

3.2 Aproximacao de Funcoes Finitamente Diferenciaveis

por sk-Splines

Observacao 3.2.1. Seja K € (,,; dada por

[e.e]

K(z) = Z 7" cos(lz),

20



onde r é uma constante real tal que r > 1. Entao K * U; C L. De fato, seja f = K x ¢ €
K * Ul, Qb S L17 ||¢)H1 S 1. Assim,

Ko < 50 [ 1K@ =lswidy
= ”(Zz—’”coswx—y)) |¢<y>|) dy
0 1=1
<

(i w) ol

[e.e]

< E:rﬁ
=1

Temos que a série numérica »_,~ I7" converge pelo Critério da Integral e que

o0

ZW < 1+/ r"dx
=1 1

= 1+ lim L (1— 1)
n—oo 1 — 1 nT*1

B 1

= 1+-—

’
r—1

Logo

r
K < —
1K % dlloo <
ou seja, K x ¢ € L.

Definigao 3.2.2. Sejam r € R, r > 0, e 1 < p < oo e seja K(x) o ntcleo considerado na

Observagao 3.2.1. O espago de Sobolev W é definido como sendo o espago vetorial
Wiy ={Kx¢pel,:¢€L,}

COIl a norma

1K ollwy = 1K * ¢llp + |91l

Observacao 3.2.3. Sejam r um inteiro positivo pare p € R, 1 < p < oo. Temos que
1 —r ikx
K(x) = D k[ Te
kezZ\{0}

Denotemos
W,={f€eL,: feL,}.

o1



Seja f € W], isto é, f = K x ¢ € L, com ¢ € L,. Temos que

f) =5 3 h(ge,

keZ\{0}

onde a convergéncia da série acima ocorre em L, pois f = K x ¢ € L, (ver [17]). Temos que

1 .
fO) ~ 5 D kTR Be(0)e™
kez\{0}

60— to(o).

~Y

Como ¢ € Ly, entao a série de Fourier de ¢ converge para ¢ em L, e, assim, a série de Fourier

de f) também converge para (") em L,. Portanto, f € W;.

Suponhamos f € W; e tomemos ¢ = () € L,. Como ¢ € L,, temos

¢(x) = fO(x) =D (k) bi(f)e™

keZ

Kxole) ~ 5 S TGy b e

keZ\{0}

O ) — o).

A funcao f pertence a L,, assim, a série de Fourier de f converge em L, para f e, conse-
quentemente, a série de Fourier de K * ¢ converge para K x ¢ em L,. Portanto, K * ¢ € L,,
isto &, f € WJ.

r

Concluimos, entao, que W, =W .

Teorema 3.2.4. Seja K € (5, dada por

K(z) =Y 1" cos(lx),

=1

onde r é uma constante real tal que r > 1. Entao, para quaisquer 1 < p <2 < ¢ < 00, com
~1

pl—q¢g1>2"1 en>1, temos que
en(K % Uy, L) < Con " HYP,

onde C,. é uma constante positiva que depende somente de r.

Demonstragao. Seja a; = [7". E claro que a sequéncia (q;);2; é positiva e estritamente
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decrescente. Além disso, para 1 <[ <n — 1, temos:

o0

Z Aons—1 = Z(?ns -7
s=1

s=1
= (2n—-10)" +22ns—l

< 2n—-0)""+ / (2nz — 1) "dx
1

= (2n—10)"+ lim (2nx —1)"dx

m—00 1

2mn—I "

= (2n—10)""+ lim du

m—oo fo. on

1 u=2mn—I
= -7+ lim [
(20 =10)7" + lim o )" o
- : 1 - -r

= (Qn — l) + n"ngréo (m ((2mn — [) +1 _ (2’rL — l) +1>)
- -t (2n -

= (2n-10)7" (1 + 2?3(717’—_—l1))

< (1 ¥ ﬁ)

r

— A2p—1-
r—1

Sejamp=1,g=o00es=p ' —qg ! =1. Entdo, aplicando o Teorema 2.2.10, para n > 2,

en(K Uy, Ly) < (Z(al)s_l>

>n

- Y a

I>n

— Zl—r

I>n




—r+1
_ 1 n—1 ot
r—1 n

or
S :n*rﬂ. (32)

Analogamente parap =2, g=0c0 e s =p ! — ¢! =1/2, temos

1/2
en(K % Uy, Log) = (Zl‘”)

I>n

. 1/2
< 2 n2r+l
- 2r —1

2 —r+1/2
2r —1)i2" ‘ (3:3)

Para ¢ € Ly, definimos T'(¢) = K * ¢ — sk(K * ¢, A,,). Pela desigualdade (3.2), T é um

operador limitado de L; em L e
171,00 < o™

Pela desigualdade (3.3), temos que 7' é um operador limitado de Ly em L, €
|20 < Dpn~"H172,

Aplicando o Teorema de Interpolagdo de Riesz-Thorin (Teorema 2.2.9) para p, = 1,
P =2, gy = 00, ¢ = 00, temos, para 0 <t < 1, que

2
2—t

bt = € qr = o0
e que

1T ][py00 < (Crn_T“)l_t (Dm—rﬂ/z)t
n DA+ (—r+1/2)t

= Cy
_ 6 —r+(2—t)/2
Cyin

Note que 1 < p; < 2. Assim, tomando p = p;, temos

en(K Uy, L) < Unpn_”rl/p.

O resultado do teorema segue da Observacao 3.1.2. [
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