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Resumo

Seja T' um reticulado de um grupo de Lie solivel (7. No trabalho de tese
em questao procuramos relacionar os semigrupos maximais I' com os semigrupos
maximals de interior ndo vazio de . Nesse sentido, inicialmente, introduzimos
conceitos que permitem a adaptacio de métodos usados no estudo de semigrupos
de interior ndo vazio de grupos topoldgicos ao estudo de semigrupos em grupos
finitamente gerados. Posteriormente consideramos o case em que GG é um grupo
de Lie nilpotente ¢ mostramos que um semigrupo de [ é um grupo caso ndo esteja
contido em nenhum semigrupo préprio com pontos interiores. Depois fratamos de
aspectos relacionados a cones e semigrupos e damos uma condigio, em termos da
posicio de I em G, segundo a qual um semi-espago invariante pela a¢do adjunta
de I' é invariante pela acdo adjunta do grupo todo. Finabmente, a partir de uma
andlise em certos semigrupos no grupo afim da reta, mostramos que caso I esteja
bem situado em & entdo os resultados obtidos para o caso em que & 4 nilpotente

se estendem para o caso de (& sohivel.
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Introducao

Um dos problemas que fem motivado o desenvolvimento da teoria de semi-
grupos € o de achar condigbes sob as quais um subsemigrupo 5 de wm grupo &
¢ um subgrupe. Este problema esta intimamente relacionado com o de achar os
. A . LT : 5
semigrupos maximais de G

No caso de semigrupos com interior n&o vazio emn grupos topolégicos trés fatos

de natureza elementar; a saber:
a) o interior de um semigrupo ¢ um ideal,

b} qualquer semigrupo de inferior ndo vazio estd contido em um semigrupo

maximal de interior nac vazio e

¢} se o interior de um semigrupo contém o elemento identidade do grupo o

mesme coincide com o grupo {no case conexo},

fazem parte de maneira decisiva em qualquer desenvelvimento de critérios nesta
direcdo.

0 problema de classificacdo de subsernigrupos maximais de interior ndo vazio
M em grupos de Lie sohiveis (7 foi considerado por Lawson em [7]. A classi-
ficacdo obtida , citada neste trabalho como Teorema 1.4.7, é dada através das
semialgebras semi-espagos da algebra de Lie g associada ao grupo G | isto €, dos
semi-espagos de g limitados por subalgebras de codimensao 1. Um ponte chave
na estratégia de Lawson para obter esta classificacio é ¢ fato gue, ao considerar o
gquociente de G pelo maior subgrupo normal {conexo} contido em M obtém-se um
grupo topologicamente isomorfo a R on a AfT, onde Af* denota o dnico grupo
de Lie solivel conexo simplesmente conexo nao abeliano bidimensional, isto é, o

grupo das transformagdes afins da reta. Além disse, através de caleulos diretos,



é possivel a classificacio dos semigrupos maximais de mterior nao vazio tanto de
R como de AfT,

Ao se considerar o problema de subsemigrupos maximais em geral a inex-
isténcia de pontos interiores restringe substancialmente o uso de argumentos
topoldgicos e, nesta situacio, os métodos ainda estdo para ser desenvolvidos.
Esta tese é uma tentativa nesta direcdo. Vamos considerar uma classe de sub-
semigrupos sem pontos interiores dentro de uma classe especifica de grupes e
obter resultados analogos aos cbitidos para subsemigrupos de interior nio vazio.
Mais especificamente, consideraremos o problema de classificacdo de semigrupos
discrefos maximals em grupos de Lie solivels, Nosso método de andlise serd wma
mistura de métodos algébricos, topoldgicos e geornétricos.

A primeira indicacio dos resultados a serem obtidos j4 aparece no caso unidi-
mensional. De fato: conforme o Exemplo V.5.21 de {3] os semigrupos maximalis
de interior ndo vazio do grupo aditive dos niimeros reals sfo as semi-retas lmi-
tadas por 0. Por outro lado, se § é um subconjunto discreto e fechado de R o
qual é um semigrupe que contém elementos positivos e negativos entdo S é um
subgrupo {discreto}. Isto pode ser visto a partir do Lema V.5.5 de {3] ou direta-
mente como segue. Tomando zg =min{z € 5 : x > 0} observamos que —~z4 € 5.
Por outro lado, dado o € 5 existemn € Z e r € R tals que 2 = nag + 7, com
0 < v < 2y Desde que 5 ¢ semigrupo entdo r € 5 e assim r = 0, mostrando que

Os resultados que obteremos ao longe desta tese podem ser encarados come
uma extensdo, na direcdo de grupos de Lie soldvels, desse fato elementar. A
lgao que se tira dai, e que buscamos provar na situacao mals geral, é que um
semigrupo discreto € um grupo caso ele ndo esteja contido num semigrupo com
Iterion nao vazio,

Ac contrario do que o exemplo acima possa sugerir, a atribuigdo do termo
semigrupo discreto a um subconjunto discreto S de um grupo topoldgico .

o gual é um semigrupo, nae serd conveniente para nossos propdsitos. Neste
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sentido consideraremos que S ¢ um semigrupo diserelo vaso seja um subsemigrupo
de um subgrupo discreto de (. O uso desta terminclogia merece os seguintes
comentarios. Relembremos que um subgrupo I de um grupo topolégico G é dito
discreto caso seja discreto como subconjunto de &, isto €, para todo 2 € T existe
um vizinhanca {7, de r tal que U, NT" = {=}. E bem conhecido, ¢ {acil de provar,
gque estas vizinhancas podem ser tomadas de forma uniforme, isto &, da forma
Ve = xly, onde Uy é uma vizinhanga da identidade. A partir disto temos que [" é
um subgrupo discreto se, e somente se existe uma vizinhang¢a da identidade {7 com
I'NT = {1}. Estes fatos sugerem trés possibilidades, as quais estdo listadas na
primeira secao do terceiro capitulo, para se definir subsemigrupos discretos. No
caso de grupos topelégicos nilpotentes descartamos a possibilidade de se definir
subsemigrapos discretos simplesmente como subconjuntos discretos e mostramos
que o fato de 5 estar contido em wm subgrupo discreto € equivalente a existéncia
de uma vizinhanga da identidade U em (/ tal que se 2,y € S e 2y ! € I/ entdo
z = y. Para grupos nao nilpotentes esta equivaléncia pode nao valer. De fato
conforme ¢ Exemplo 5.1.1 ¢ grupo Af* contém um subsemigrupo 5 para o qual
existe uma vizinhanga come acima mas o subgrupo gerado por § néo é discreto.
Assim, estaremos prescupados com semigrupos em subgrupos discretos e, mas
especificamente, em semigrupos em reticulados dos grupos de Lie solivels, isto
é, aqueles subgrupos discretos em que o espago homogeneo correspondente é
corapacto.

Um ponto chave da questdo é que reticulados de grupos de Lie sohiveis sdo
grupos finitamente gerados. Esta especificidade permitiu que introduzissemos o
conceito de interior algébrico de um subconjunto {c. {. Definigdo 2.2.1}. Os
semigrupos geradores possuem mterior algébrico e este satisfaz as mesmas pro-
priedades a), b} e ¢} do interior topoldgico. Dessa forma, os métodos aplicados
na obtencdo de resultados sobre subsemigrupos maximais de interior nio vazio,
sao adaptavers a subsemigrupos discretos.

Nossa estratégla para o estudo de subsemigrupos maximais em reticulados
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de grupos de Lie sohivels, sera a seguinte: primeiro obteremos a classificagao
nos grupos abelianes. Depois nos grupos de Lie nilpotentes e, posteriormente,
através de sucessivos quocientes reduziremos nossa andlise a subsemigrupos de
AfT, porém, ndo mais discretos.

A extensdo dos resultados obtidos no caso nilpotente para o caso sohivel ndo
é imediata nem geral. O problema que surge € o seguinte: ao considerar a repre-
sentacio adjunta de um algebra de Lie solivel g em um ideal abeliano a podem
aparecer raizes complexas causando a existéncia de hiperplanos em a que sdo in-
variantes pela agdo adjunta de reticulados mas ndo pelo grupoe todo. Este ponto
indica. dificuldades adicionals do tratamento do caso discreto sohre o caso de
interior ndo vazio, Estas dificuldades sdo da seguinte natureza.

Para um grupo de Lie conexo G com algebra de Lie g Lawson mostrou {Teo-
rema 9.1 de [7]) para um subsemigrupo maximal M de interior nao vazio e um

ideal abehano a de g que
W={zca: expz)e M}

¢ um cone fechado gerador em a e invanante pela agdo adjurta de ¢ em a. No

caszo de um subsemigrupo discreto S que gera um reticulado T' de (G termos que
W == fecho{z € a: 3 ¢ > O,exp{iz} € §}

¢ um cone fechado gerador em a o qual é invariante pela agdo adjunta de I'em a
mas nao necessariamente invariante pela a¢io adjunta do grupo todo, isto se (' €
soliivel. No primeiro caso, se W é préprio, existe wm semi-espago de a, imitado
por um ideal de g, contendo W e 1sto permite a reducac do problema através
da passagem ao quociente pelo subgrupo normal associado a esse ideal. No caso
discreto, sendo W préprio, ele também esta contido em um semi-espago de a mas

qua fronteira, mesmo sendo invarante pela a¢ao adjunta do reticulado, pode nao

v



ser ideal de g, Fsta questdo diferencia substancialmente o caso discreto do caso
de ntertor nae vazio e exige que se considere reticulados bem posicionados no
grupo.

A seguir faremos um breve resumo dos capitulos que compde esta tese.

No Capitulo 1 abordaremos de forma breve os principais conceitos e resulta~
dos dos quats dependem o desenvolvimento da tese. Neste sentido incluimos ai
resultados basicos sobre reticulados de grupos de Lie e também resultados sobre
semigrupos e suas relagoes com ordens. A classificacdo dada por Lawson para
siubgemigrupos maximais de interior ndo vazio em grupos de Lie soliveis é citada
para referéncias.

0 Capitule 2 trata exclusivamente de resultados algebricos. Definimos af o
interior algébrico e também uma versao simétrica do mesmo para subconjuntos de
um grupo em geral. Em grupos finitamente gerados mostraremos que a existéncia
do interior algébrico de um semigrupo estd condicionada ao fato do semigrupo ser
gerador e que o interior al.gébricd satisfaz cerfas propriedades analogas ao inte-
rior topoldgico de um semigrupo de um grupe topologico. Mostraremos também
que, nestes grupos, qualquer subsemigrupo gerador esta contido em nm subsemi-
grupe maximal. Na secio 2.3, 0 Teorema 2.3.5 estabelece um resultado similar ao
Teorema 7.2 de [7] para grupos nao necessariamente topoldgicos onde o conceito
topoldgico de semigrupo fechado € substituido pelo conceito algébrico de semi-
grupe arquimediane. Na dltima secdo, como aplicacdo dos resultados das duas
primeiras, daremos no Corolario 2.4.2 uma condicao, segundo a qual, o subsemi-
grupe gerado por um subconjunto de um grupo nilpotente finitamente gerado
coincide com o grupo todo. Este resultado estabelece um andlogo algébrico ao
Corolario 8.6 de [7].

O principal resultado do Capitulo 3 é o Teorema 3.4.1 o qual estabelece que
um subsemigrupo discrete S de um grupo de Lie nilpotente conexo simplesmente
conexo N, o qual ndo estd contido em nenhmin semigrupo de interior nao vazio, é

um grupo. Lrna conseqiéncia tdeste fato é que os semigrupos discretos maximals



de N sdo as intersecdes dos subsemigrupos maximais de intertor ndo vazio com
o reticulado gerado pelo semigrupo. A demonstragio deste Teorema é apresen-
tada de duas formas distintas. Na primeira, 3 qual independe dos resultados do
Capitulo 2, identificamos ¥ com (n,=*} onde n é a dlgebra de Lie de N e * é
a multiplicacdo de Campbell-Hausdorff. Fello isto, usando uma caracterizacio
de Matsushima para reticulados de grupos de Lie nilpotentes e manipulaches
algébricas de *, demonstramos primeiro o resultado para os grupos que satis-
farern n® = [n,n'] = {0} e posteriormente, por indugéo, o caso geral. Quanto a
segunda demonstragio esta seguira como aplicagio dos resultados algébricos do
Capftulo 2 e do fato que o indice do grupo derivado [I',I"] de um reticulado I de
N ser finito em I' 1 [N, N|.

0 Capitulo 4 se divide em dnas partes. Na primeira tratamos de aspectos
relacionados a cones associados a semigrupos bem como da invarianca dos mesmos
pela agdo adjunta. Na segunda tratamos da posigdo geral de um subgrupo T de
um grupo de Lie (¢ com relagio a um ideal abeliano a da algebra de Lie g
asseciada a G. Formalmente o concelto € dado na Definigao 4.3.1. Considerando
o caso onde g ¢ uma algebra de Lie sohivel o restante do capitule € dedicado
a uma caracterizacdo da posicdo geral em termos das raizes da representacio
adjunta de g em a. O resultado obtido é o Teorema 4.3.4 do qual deduzimos que
a nao existéneia de rafzes complexas acarreta que todo reticulado de 7 esta na
posican geral.

Conforme mencionamos anteriormente a classificacdo dos subsemigrupos ma-
ximals de interior nao vazio em grupos de Lie solivels depende da classificagio
dos mesmos em AfT. No caso discreto, a situacio nko é exatamente a mesma
haja visto que Af* nio possui reticulados. Porém, para este caso, também se faz
necessario uma analise dos semigrupos de Af* ndo necessariamente de interior
nao vagio. Isto sera feito no Capitulo 5. O problema colocade af é o de esta-
helecer condigdes sobre as quais a intersegdo de um subsemigrupo com o radical

nilpotente N de Af? no esteja contido em subsemigrupo de interior nio vazio
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de V. Condigdes nesse sentido sdo dadas no Teorema 5.2.2, o qual é obtido pela
analise geométrica das classes laterais dos subgrupos a um parametro de Af7.
No Capitulo 6 consideraremos o problema de estender a classificacio obtida
para os subsemigrupos maximais de reticulados em grupos de Lie nilpotentes a
reticulados de grupos de Lie soliveis. A situnagdo sera no entanto distinta e mais
envolvente haja visto que, segundo o exemiplo 6.2.6, existem grupos de Lie soliveis
cam reticulados admitindo subsemigrupos proprios que ndo estio contidos emn
nenhum subsemigrupo de interior nao vazio. O problema que surge nesse exemplo
é gque o reticnlade nio esta na posigao geral com relagdo ao radical nilpotente.
No Teorema 6.3.5 estabelecemos um resultado analogo ao Teorema 3.4.1 para
reticulados I' de grupos de Lie sohiveis (G possuindo radical nilpotente NV abeliano
e segunde o qual [' estd na posigio geral com relagao a N. A demonstracao
deste resultado envolve fortemente os resultados obtides nos Capitulos 4 e 5 bem
como questoes ligadas a racionalidade de wm reticulado em um grupo de Lie
nilpotente. A extensdo deste teoremna para o caso onde o radical nilpotente nao
é abeliano € feita no Teorema 6.4.4 e depende essencialmente da coin cidéncia de

pesos associados a representagoes adjuntas de quocientes da algebra de Lie.
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Capitulo 1

Preliminares

Os grupos ¢ dlgebras de Lie considerados neste trabalho serdo reais de dimensio
finita. Para uma dlgebra de Lie g denotaremos os termos de sua série derivada
por g e os termos de sua série central descendente por g*. Aqui, g% =g =

=] e gh = g "' Al

g¥ e, para wm inteiro positivo &, g® = [ gt~V ¢
ternativamente {g .g] serd também denctada por g'. Se G é grupo de Lie com
algebra de Lie g denotaremos os subgrupos fechados de ¢ correspondentes a g'®
(respectivamente g por G, (respectivamente GF). O ideal nilpotente maximal
de g sera denvminade de radical nilpofente e denotado por n. O subgrupe normal
nilpotente conexo, maximal de (7 serd também denominado radical nilpoiente ¢

denotado por N. Também denotaremos a aplicacao exponencial de G por exp.

1.1 Reticulados de grupos de Lie

Seja G um grupo topoldgico localmente compacto. Um subgrupe H C & é
um reficulado se for discreto e I/ H possuir wma medida finita invariante. Se
G/ H for compacto, H ¢ um subgrupo uniforme de &. Um subgrupo discreto

uniforme é obviamente um reticnlado. Em geral um reticulado nao precisa ser

uniforme. Contnde. se & for um grupo de Lie sohivel € conexo entéo o Teorema



3.1 juntamente com a Proposicao 3.7 de [10] garantem que todo reticulado de &
¢ uniforme e fintamente gerado.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados em reticulados de gru-
pos de Lie. Qs subgrupos discretos dos grupos de Lie abelianos, conexos, simples-
mente conexos, ou seja do grupo aditivo R™ sdo bem conhecidos (veja, por exem-
plo, [15]). Na verdade sio isormorfos a ZF, para algum inteiro k, com 1 < k < n.
Quanto aos subgrupos discretos dos grupos de Lie nilpotentes conexos simples-
mente conexos, estes nao diferem muite daqueles dos grupos abelianos e foram
completamente caracterizados por Yozd Matsushima em [9] através do seguinte
teorema onde a notacdo () ¢ usada para denotar o subespago vetonal gerado por

*

Teorema 1.1.1 Seja N um grupe de Lie nilpotenic conexe simplesmente conezo
com dlgebra de Lie n e aplicagdo exponencial exp. Se D C G € um subgrupo
discreto entdo podemos escolher uma base p = {X1,.. X} de n a qual possui as

sequintes propriedades:
1) {(Xigq, o Xn) € um ideal de (X;, ., X,), parei=1,...n— 1.

11} Eriste um inteiro m, com 1 < m < n tal gue (X, ..., Xy} ¢ wma subdlgebra

de 1 e gs consiantes estruturais de X,,, ..., Xn 8do racionais.

111} Todo elemento de D pode ser escrito de maneira inica como
explbmXn) - - explk, X,)

onde oz k; s sdo intetros. {3

Mantendo as notagdes acima fixas, temos a partir do teorema 2.1 em [10] que
12 é uwm reticulado de N se, e somente se ndo existe subgrupo conexo préprio
de N contendo [}, Dessa forma se, D é um reticulado de ¥ entdo, no teorema,

m = n e divemos que p € uma base de Matsushima de g adaptada ao reticulado /).

2
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Note que no teorerna D ¢ um reticulado do subgrupo conexo [J de N associado
a subalgebra de Lie (X, ..., X,) de n. O subgrupo D acaba coincidindo com o
fecho de Zariskide D em N. Note também que a existéncia de reticulados em
grupos de Lie nilpotentes esta condicionada a existéncia de uma base da algebra
cujas constantes estruturais sdo racionais. No teorema 2.12 de [10] € mostrado
que esta é também uma condigdo suficiente para a existéncia de reticulados em
tals grupos,

Com relacio a intersecoes e quocientes de reticulados por subgrupos ¢ seguinte
teorerna, o qual & uma condensagfic dos teoremas 1.13 e 2.3 encontrados em [10],

sera sistematicamente utilizade no transcorrer desse trabalho.

Teorema 1.1.2 Seja N um grupe de Lie nilpotente conezo simplesmente conezo
e I'C N um reticulado. Entdo TNNF (respectivamente T NN ) sdo reticulados
de N¥ (respectivamente de N ) para k 2 1. Também, se 7, denota a projecdo

candnica de N em NJN¥ eatio 7 (T') € um reticulado de NJN®, 0

Até agora mencionamos aspectos topoldgicos dos reticulados de grupos de Lie
nilpotentes. Quanio a aspectos algébricos o seguinte teorerna, cuja demaonstragao

pode ser encontrada em [10]. traduz os conceitos gue utilizaremos.

Teoremia 1.1.3 Um grupo U € isomorfo a wm reticulado de um grupo de Lie

nilpotente vonero simplesmente conero se, € soemenie se
i) T € finttamente gerado
i1} I € nilpotente ¢
111} U € lvre de toredo. 3

Conforme mencionamos acuna os reticnlados em grupos de Lie sohivels sdo,
assim como no case nilpotente, subgrupos discretos uniformes finitamente gera-

dos. Quanto a intersecdes e projecbes nio ha para o caso solivel uma versao



siinilar ao caso nilpotente. Entretanto, como conseqiéncia do Teorema 3.3 de

10} tem-se 0 seguinte.

Teorema 1.1.4 Seja G wm grupo de Lie solivel conexo ¢ N seu radical nilpo-

tente. Fntdo, para todo reticulode ' C G, T (Y N € reticulado de N, [
O teorema acima juntamente com o Teorema 1.1.2 acarretam,

Coroldrio 1.1.5 Seja & um grupo de Lie solivel conexo ¢ N 0 seu radical nilpo-
tente. Se T ¢ & € reticulado entdo T ON® € um reticulado de N* para todo

inteire positivo k. o

Sendo N* subgrupo normal de ¢ temos pelo Teorema 1.13 de [10] que N*T
é fechado em . Dai, se 7, denota a projegdo canonica de G em G/N*, entio
7e{T'} é subgrupo enumerdvel ¢ fechado do grupo de Lie G/N* e portanto ¢
subgrupo discreto. Além do mais, sendo G/I" compacto ¢ mesmo ocorre com
(GINFV{(7elTY) e dai temos que 7 (I") é um reticulado de G/N*. Formalmente

temos.

Coroldrio 1.1.86 Sejo ¢ grupo de Lie solivel conexo ¢ N seu radical nilpotente.
Se T € G ¢ um reticulado entio 74(T) € reficulado de G/N® para todo inteiro

posttivo k. O

Uima conseqiiéncia imediata dos resultados acima é que subgrupos discretos de
grupos de Lie nilpotentes sdo finitamente gerados. Como as componentes conexas
de reticulados sdo pontos 1solados temos a partir da proposi¢ao 3.8 de [10] que
todo subgrupo de umn reticulade em grupo de Lie solivel, conexo é finifamente
gerado. Para finalizar esta seqdo citaremos dois outros resultados, também de

[10] os quais caracterizam reticulados de grupos de Lie soliveis,

Teorema 1.1.7 Um reticulado em wm grupo de Lie soldvel conero simplesmente

vonexe ¢ fortemente paliciclico. Reciprocamente, todo grupe fortemente policichico

4



admite um subgrupo normal de indice finilo que ¢ isomorfo a wm reticulado em

wm grupo de Lie solivel coneze simplesmente conexo. -

Teorema 1.1.8 Seja G um grupo de Lie solivel conexo simplesmente conero ¢
U o G um reticulado. Entdo existe wna representagdo fiel p de (7 em GL{n,R)

tal que p(1) C GL{n, Z). 0

86 para lembrar um grupo I' é forfemente policielico se existir uma cadera
P=T¢Dly D 2T = {1}

de suberupos tal que ') é normal em My e ', /T é ciclico infinito para 1 <
grty i ) )] ]

i<kl

1.2 Semigrupos e ordens

Nesta seciio apresentaremos alguns fatos basicos da teoria algébrica de semigrupos
bern como sua relagio com ordens. Agui &' denotard um grupo com identidade
1

Um subconjunto S de G € um subsemigrupo se 55 C 5 e um submondide se
& um subsemigrupo contendo 1. Um subconjunto ndo vazio / de § ¢ um ideal a
esquerde de S se ST C [, wm wdeal a diverta se 1S5 < [, e um 1deal caso seja um
ideal a direita e a esquerda.

S¢ X é um subconjunto de G escreveremos
(X}=XUuXuxiu...

para o subsemigrupo de G gerado por X. O subgrupo gerado por X serd denotado
por G{X); é clare que G(X) = (X U X1, Diremos que X ¢ um subcowjunio

“t

gerador. ou simplesmente gerador, caso G{X ) = (4.



Para urm submondide S (7 o conjunto
H(§)=5n§"

é o malor subgrupo de &7 contido em 5 ¢ é denominado grupe des unidades de 5.
Se & # H(S) entdo S — H{S5) é um ideal maximal de § no sentido que contém
todos ideals préprios de 5.

Um subconjunto A C (7 serd chamado inveriante ou normal caso gAg™ = 4
para todo g € . Dado B C & o malor subconjunto normal de & contido em B
¢ dado por

By =N{¢Bg™" 1 g€ G}

O maior subgrupo normal contide em um subsemigrupo S, denominado de

centro de S, sera denctado por C(S). E facil ver que
{8y = H(Sx ).

Um submondide S C G é dito reduzido caso ('(5)= {1}. Denotando 5/C(S)
por Sg e (/C(S) por Gr € facil ver que Sg € reduzido em (. Diremos que
(Gr, Sr) € a redugdo do par {4, 5).

Existe uma relacdo obvia enfre ordens e subgemigrupos de um grupo. Em-
bora a relaciio seja de natureza elementar existem véarios pontos de vista sobre o
assunto. Neste sentido vamos abordé-lo brevemente.

Dado um subsemigrupo S C & a relac¢io bindria <g em (& definida por
r<sysyr €S

satisfaz:

i) s <gyey <gr=x Ser (frapsitividade)



i1) & <y p =z g yr {compatibilidade a direita)

Além disso, a igualdade
§={r:1 <5z}

permite recuperar 5 como ¢ conjunto dos elementos positivos. Reciprocamente,
dado uma relagio bindria em G a qual é transitiva e compativel a direita entéo
¢ conjunto

Pe={zelG 1<z}

é um subsemigrupo e a relacdo original < coincide com a relagdo <p . Estas
e = bilecs _ b : ' =
construgdes estabelecern 1um bijecdo entre os subsemigrupos de (4 e as relagbes
binarias de (¢ que séo trapsitivas e compalivels a direita,

A seguinte proposicao € de carater elementar.
Proposigio 1.2.1 Seje 5 C G wm subsemigrupo, Enido:
1) 1 & 8 &<y reflexiva

ii) <g € anti-simélrice & H{S) < {1}

111) <5 ¢ compativel ¢ esquerda < 8 € invariante, 0

Uma relacao bindria < em 7 é chamada pré-erdem 4 direita se for transi-
tiva, reflexiva e compativel & direita. Se uma pré-ordem a direita for também
anti-siméirica a denominaremos de ordem parciel d diveita. Pré-ordens e ordens
parcials a esquerda sdo definidas similarmente. Uma pré-ordem {(resp. ordem
parcial} em (¢ é uma pré~ordem (resp. ordem parcial) & direita e & esquerda.

Diremos que uma ordem parcial & direita (resp. a esquerda) < em ' & ar-
quimediana @ direita (resp. ¢ esquerda) se para quaisquer z,y € G, com 1 < z,
existir nm inteiro positive n tal que 1 < a™y™! {resp. 1 < y~ 12" ). Uma ordem

parcial é dita arquimediana se for arguimediana a direita e & esquerda.



K

E. bem conhecido que a existéncia de pré-ordens em grupos, com certas pro-
priedades especificas, impbe restricdes na estrutura do mesmo, O teorema a segnir
é um resultado nesta diregio e pode ser obtido como consequéncia imediata do

Teorema 3.1 em {1].

Teorema 1.2.2 Seja G um grupo munido de uma pré-ordem arguimediona a

direita < a quel salisfar pore todos x,y, 2z € G

Drdyer<e=y<zouzr<y

1A
oy
]

i) a<ypouy<zouerstew e Glalguer Swey
Entao €1 ¢ abeliano e totelmente ordenado. 0

A terminologia totalmente ordenade se refere ao fato que qualsquer elementos
de (¢ sdo comparaveis no seguinte sentido; se x,y € G entéo 2 <y on y < 2,

Nesta terminologia de grupos ordenados precisamos ir um pouco além. Esta
necessidade sera exigida na Proposicaoe 2.3.5 onde daremos nma versio do teorema
7.2 de [T] para grupos ndo necessariamente topoldgicos.

Em [11] {Teorema 1, pagina 47) é demonstrado o seguinte teovema, o qual

complementa o teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.3 Seja & um grupo abeliane tolalmenie ordenado. Entdo (4 €

arquimedigne se, ¢ somente se (0 € {somorfo @ um subgrupo de R, -

1.3 Semigrupos maximais e totais

No que segue & esta secao (¢ denotard um grupo ¢ § € ¢ um subsemigrupo. 0

terimo proprio sera usado para dizer que S nao € subgrupe.

Definicao 1.3.1 Um subsemigrupe S C G € total se G = SUS™! ¢ maximal se

€ proprio ¢ os dnicos subsemigrupos de G confendo S sio S e (4.



Um dos principais objetivos de Lawson em {7] foi mostrar que subsemigra-
pos maximais com interior ndo vazio em grupos de Lie solavels sdo totais. Por
cutro lado, conforme [16], nenhum subsemigrupo proprio de interior ndo vazio
ern grupos de Lie semi-simples conexos com centro finito pode ser total. Con-
seqilenteniente, nestes grupos, é possivel garantir a existéncia de subsemigrupos
maximais que nao sho totais. Outras relagbes entre os conceitos acima vao apare-
cer a seguir.

No desenvolvimento do artige [7], onde sio classificados os subsemigrupos
maximals de interior ndo vazio em grupos de Lie solivels, aparecem resultados
gerais que utilizaremos a fim obter outros sobre subsemigrupos ndo necessaria-
mente com pontos interiores. Passemos a cita-los; ag demonstragoes podem ser
encontradas em 7] ou [3].

0 primeiro destes resultados é conhecido na literatura como “Swallowing

Lemma®™.

Proposigao 1.3.2 Sejam § ¢ M subsemigrupos de G com M mazimal e MS™' C

STM . Entdo ocorre wma das condicoes abaizo
i) SN 7 # 0 pare todo ideal (¢ esquerda ou @ direita) I de M ou
i1y S o M, £

Em mumtos casos a existéncia de subsemigrupos maximais pode ser deduzida
a partir do Lema de Zorn. Isto ndo acontece com subsemigrupos totais. Como
subsemigrupos maximals nem sempre sdo totals o seguinte resultado sempre €
util, ja gue se aplica em muitos casos.
Proposicdo 1.3.8 Seja M C (' um subsemigrupo marimal. S5¢ M € invarianie

entdo M ¢ tolal 3

Através do segninte resultado elementar o qual ¢ conhecide como “Lema
da Redugdo”em algumas questdes de subsemigrupos é possivel se trabalhar na

reducio do mesmo.



Proposigao 1.3.4 Seje ¢ : & — H um homomorfisme sobrejetor de grupos ¢
8¢ H um submondide. Entdo S € maximal (resp. total, resp. invarianie] em

H se, e somente se ¢7HS) € mazimal {resp. folal, resp. invariante) em G, ©

Sendo (G g. Sp) a redugio do par (G, 5} e ¢ o homormorfismo candnico de GG

em (g temos que § = 37 HS(5)) ja que C(S)C 5. Dessa forma temos.
Corolario 1.3.5 5 € maximal em (¢ se, ¢ somente s¢ Sp € marimal em (. O
A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada em [T} ou [3].

Teorema 1.3.8 Seje (7 um grupo topoldgico conexo localmente compacto ou lo-
calmenie conexe. Se M C G € um subsemigrupo fechado entdo as seguintes

condigbes sdao equivalentes.
1) M é maximal e invariante
ii) M & total e mvariante
i11) M € totale H(M) = C{M), isto é, H(AM) é normal

vy M émasimale (Fg é topologicamente isomorto ao grupo aditivo dos ntimeros

reais. 0
Para finalizar esta secdo citaremos o teorema 8.3 tambem de [7].

Teorema 1.3.7 Seja M wmn subsemigrupo mazimal de wm grupo nilpotente (i,
Entio M ¢ total, invariante ¢ [G,G] C H{M). Portanto (g ¢ abeliane ¢ tolal-

menfe ordenado. . 3

1.4 Cones e semigrupos

Nesta secio V' denotard um espago vetorial de dimensde finita sobre R e V- o

espago dual de todos os funcionals lineares de V em R. Também manteremos fixo

10



a produto internoe

(LV: Ve x V- R

dado por {a,v) = afv).
Um subconjunto W de V é chamado um cone se satisfazer as seguintes

condi¢oes:

i) W+Wow
i) R'W o w
i11) W = W isto é, W é fechado em V.

O subconjunto H(W) = W N —~W, é o maior subespago vetorial contido em
W e é denominado de borde do cone. Um cone W em V é dito pontual caso
H(W) = {0} e gerador caso V =W - W.

Para uwm subconjunto W C V definimos um subconjunte W* de V* por

W =lacV :{a,2) >0 paratodoveV}

.

E claro que W ¢ um cone de V*, mesmo que W ndo o seja. Também, como
estamos considerando V de dimensio finita, se W V' é um cone, com as devidas
identificagdes, é facil mostrar que W = W. O cone W” é denominado de cone
dual de W,

A demonstracao da proposicio abaixo é trivial.

Proposicao 1.4.1 Seja W um cone em V. Entde W € gerador se. e somenie
! € J q .

se o cone dual W* € pontual ¢ vice-versa. ' 0

Consideremos agora um grupo de Lie conexo G com dlgebra de Lie g e
aplicagao exponencial exp @ g — . Os termos definidos a seguir podem ser

encontrados, por exemplo, em [3],

11



Definigo 1.4.2 ['m cane W g € chamado, cone de Lie se e2OW = W para

todo X € H{W) e cone invariante se e*¥OW = W para todo X € g.

Seia B uma vizinhanca aberia de § em g a gual é simétrica estrelada e tal
] 4

que para todo X.Y € B a série de Campbell-Hausdorff

! 1o Lo |
X Vo= X4V 4 g [XY g X XY+ X+ (1)

converge absolutamente. Uma tal vizinhanca é chamada de vizinhanga de Baker-
Cumpbell-Hausdorfl ou brevemente C-H wvizinhanga de g. Para todo XY € g
temos que exp{X % ¥} = exp( X)) exp(Y); na verdade isto ocorre para todo X,V

suficientemnente proximo de 0,

Definicdo 1.4.3 Um cone W em g ¢ denominado de semialgebra de Lie se pare

alguma C-H- vizinhanga B de ) em g ocorrer
WnNnB)«(WnB)yCw.

O resultado a seguir, cuja demonstragio pode ser encontrada em [3], fornece
uma caracterizacio dos semi-espacos de g gque sdo semialgebras de Lie. Aqui

denominados de seminlgebras semi-espago.

Proposigao 1.4.4 Seja W um semi-espago em g. Entdo W ¢ uma semualgebra
semi-espago se, € somente se o liperplano fronteiva H{W) = 0W de W for uma

subdlgebra de Lie. 0

Istritamente ligado a proposicao acima temos o seguinte teorema demons-

trado por Holmann em {3].

Teorema 1.4.5 Sejo g uma dlgebra de Lie ¢ b um hiperplano que € uma subal-

gebra. Entio wm e somente um dos casos abaizo ocorre,

1) h € wm ideal.

12



11) h econtém um ideal a de g tal que g/a € isomorfa a dlgebra de Lie bidimen-
sional ndo abeliane € hja € wma subalgebra unidimensional que ndo ¢ um

'i-‘,'{}ff.:'ag,

iii) h contém um ideal ade g tal gue g/a ¢ isomorfa a sl{2,R} e h/a € uma

subalgebra sobivel de dimensdo 2.

A partir deste teorema verifica se que os hiperplanos subalgebras de uma

algebra de Lie nilpotente sao ideais. Consequentemente tem-se.

Corolario 1.4.6 [m semi-espago W de uma dlgebra de Lie nilpotente g ¢ uma
semialgebre semi-espaco se, € somente se W contém a subalgebra derivedae (g, gl

{1

Um fato fundamental, que aparece de alguma forma em uma variedade de
contextos onde sermgrupos em grupos de Lie sdo considerados, é o seguinte:

Se § ¢ ¢ ¢ um subsemigrupo fechado entado

L{SY={X g exp(tX} e § paratodo t2>0}

é um cone de Lie em g. Os elementos deste cone sdo conhecidos na literatura como
objeios langentes do semigrupo S. Note que, se 5 ¢ disereto como subronjunto
de &, entao LLS) é vazo.

0} major subgrupo sohivel conexo de (7, ou seja o seu radical solavel serd
denotado por rad(G). O teorema a seguir, cuja demonstragio pode ser encontrada,
em {3 ou em [7] classifica subsemigrupos maximais com interior em grupos de

Lie em termos de seus objetos tangentes.

Teorema 1.4.7 Seja G wm grupo de Lie conezo simplesmente conezo com G /rad(G)
compacto, Fntdo os subsemigrupos marimais de interior ndo vazio M de (7 estdo

em correspondéncia bijetova com seus objetos langentes

LMY ={X € g:exp{tXN}) € M parat >}

13



¢ 08 ullimoes sdo precisumente as semialgebras semi-espagos de g, Além disso, M

¢ o subsemigrupo gerado por exp{ L{M}}. !

Uma conseqiiéncia imediata deste teorema € que subsemigrupos maximais de
imterior nio vazio nos grupos considerados sdo totais.
Para finalizar este capitulo citemos o seguinte resultado, o qual segue do

Leoremma acima.,

Corolario 1.4.8 Seju & como ne teorema € Q0 wm subconjunto que gera g come
dlgebra de Lic. Se Q ndo esta contido em nenhum semi-espago limitado por uma

subalgebra de g entdo o semigrupo de G gerado por exp{R*YQ)) ¢ todo . 0
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Capitulo 2

Resultados algébricos

Neste Capitulo serdo introduzidos conceitos puramente algébricos de semigrupos
os quals permitirdo obter para grupos em geral alguns resultados andlogos a
existentes para grupos topologicos. Alguns desses conceitos serdo fundamentals
em nossa estratégia de classificagio de subsemigrupos maximais de reticulados

em grupos de Lie soliveis.

2.1 Semigrupos em grupos finitamente gerados

Se S é nm subsemigrupo de interior ndo vazio em um grupo topolégico G entan
existe wm subsemigrupo maximal de interior ndo vazio em G contendo .5 (veja,
por exemplo, Proposicio V.5 140 em [3]). Para grupos finitamente gerados temos
um resultado similar de interesse no estudo de subsemigrupos discretos, ja que

reticulados de grupos de Lie soliveis sdo finitamente gerados.

Proposicao 2.1.1 Seja I um grupo finttamente gerado ¢ S C T wmn subsemi-
grupo préprio gerador. Enlio S estd contido em wm subsemigrupe marimal de

I

Demonstragao: Seja M a familia de fodos subsemigrupos préprios de I' con-

tendo 5. Ordenemos M por inclusdo. Seja (T )iey um subconjunto totalmente



ordenado de M. Claramente T = U, T} é um subsemigrupo contende 5. Além
disso T é wm subsemigrupoe proprio. De fato: se isto nao ocorrer 7' = I pois §
gevra I'. Dal T = T; para algum 7 j4 que ' é finitamente gerado. Isto contradiz
o fato dos T)'s serem préoprios. Portanto T' €M e § estd contido emn um subsemni-

grups maximal. 0

Conforme a Proposicao 3.8 de [10] todo subgrupo de um reticulado de um

grupo de Lie schivel conexo ¢é finitamente gerado. Neste caso temos.

Corolarie 2.1.2 Se¢ja U um retieulado de um grupo de Lie solivel conezo. Entio
todo subsemigrupe priprie 5§ C T estd conlido em um subsemigrupo mazimal do

subgrupo gerado por 5.

Para obter uma classe de subsemigrupes onde a segunda hipdtese da Proposicio

seja vilida o seguinte resultado, colocado em um contexto mais geral, é dtil.

Proposigao 2.1.3 Seje & um grupo e H C G um subgrupe. Seja também S ¢
wm subsemigrupo gerador e suponha que 5 € Iransitivo em G/ H no sentido gue

Se = GfH para todo x € GfH. Entdo SO H € gerador em H.

Demonstracao: Denote por L o subsemigrupo de H gerado por SNH e tomemos

¥ & H. Desde que S é gerador existem ...z, em S tais que
PR 3 -1 e |
@ = ] Egly . Eyoy i,

onde xy ou ¥, podem ser o elemento identidade de . Queremos mostrar que
£ € L. Para isto vamos usar inducao em n. Caso n == | na expressao acima, &

Shvio que » & L. Por outro lado, pela transitividade de S em G/ H, existe ¥ &€ §

1

tal que ¥z, € H o, equivalentemente, 277! € H. Reescrevendo a expressio

AC1NA COMmIe

-1 1

. Pt BT PRSI | -
& = X P 3.‘-;3:‘2;1:3 ...:I:?}‘_‘]:f.n’
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ohlemos

(Try)or =yl 2z, € H

com y = Fzy € 5. Por indugdo, o lado direito desta expressao pertence a L e

portanto {Fxy )z € L. Como Try € L entdo x € L. £

2.2 Interior algébrico

Existern alguns aspectos da teoria de subsemigrupos em grupos finitamente ge-
rados que podem ser desenvolvidos em analogia com a teoria de subsemigrupos
de interior nio vazio e grupos topolégicos. Isto pode ser implementado com o

seguinte conceito,

Definicdo 2.2.1 Seja I wm grupo ¢ A C T um subtonjunio. O interior algébrico
de A € o subconjunto dos x € A para os quais I = (Az™"). Uma versio simétrica
deste conceito € o interior algébrico simétrico o qual ¢ definido como o subconjunto
dos 3 & A pare 0s quais existe um subconjunto simélrico 7 C U selisfazende

F={h elie C A

Denotaremos o interior algébrico de A por intalg{A) e o interior algébrico
simétrico por intalgg{A). Nesta definicdo consideramos translagdo a direita pe-
los inversos dos elementos de A, Notemos que o mesmo interior algébrico seria
abtido caso considerassemos translacdes a esquerda. Isto devido a que 2714 =
27 Az )r ¢ um subconjunto gera um grupo se, e somente se seu conjugado
tamhbém gera. A analogia do interior algébrico de um subconjunto de um grupo
finitamente gerado com o mterior topolégico em um grupo topoldgico é clara.
Em particular, conforme segue imediatamente da defini¢io, mencionamos o fato
que um subsemigrupe S C I coincide com ' caso o elemento identidade de I
pertenca a intalg(5). Isto determina um método, andlogo ac existente para sub-

sermigrupos com pontos interiores em grupos topoldgicos, para decidir quando
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uny subsemigrupo ¢ um grupo. A existéncia de interiores algébricos € tratada na

seguinte proposicao, onde temos interesse especifico.

Proposigio 2.2.2 Parae um subsemigrupo S de uwm grupe finitamente gerado T

as sequintes condigdes sqo equivalentes.
a) S ¢ gerador,
b) intalgs s # 0.
c) intalgs # 0.

Demonstragio: As implicagdes (b} = {¢) e (¢) = (a) sdo triviais. Assurnamos

gue & seja gerador. Temos que S é enumerdvel, pois I € finitamente gerado. Seja

uma enumeracdo para S. Para um inteiro positive n seja 5, o subsemigrupo de

5 gerado pelo subconjunto simétrico

{--;ra = {51-'1.:'--73:13135;11“ x_l}'

" T

E claro que 1" = Us1 S, e, como {5,} € uma cadeia ascendente de subsemigrupos

e I ¢ finitamente gerado, I' = S, para algum n. Portanto, para este inteiro n, U,

L

urn conjunto gerador simétrico de I'. A partir disso segue facilmente que
A7 oo f. Wl . Rt . , . ~1
N o= {'El‘."f} :‘]:IJ";f‘-(II‘I'?) 1"'1‘51“‘1:-119{‘1:1 "‘J’fﬁ) }

¢ também um subconjunto simétrico de geradores de I'. Agora, seja

I == (._.'}'I} A .i?.’-n)fi‘?]_.
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Claramente x € § e, desde que os elementos de Nz sdo da forma (2, -+ - 2, )x,.

iz 1,.., 0, temos que Nz C 5, mostrando que x € intalgsS. 3

Assim como o interior de um subsemigrupo em um grupo topoldgico, os inte-

riores algébricos sho também ideais do subsemigrupo. De fato temos.

Proposicaoe 2.2.3 Seja 5 um subsemigrupo gerador de um grupo finitamente

gerade T, Entio intalgS e intalggS sdo ideais de 5.

Demonstragao: Sejam x € intalgS e y € 5. Entdo
ye{z '8y =yS C S
donde 715 C {yz)"1S. Portanto,

Da {18y ¢ ({yx) 'Sy T

e assim ya € intalgS. Similarmente (Sz™")ey = Sy C Simplica Se™! C S{ay) ™",

mostrando que zy € intalgS. Agora, seja @ € intalgg 5 e y € 5. Entdo existe um
gistema simetrico de geradores de T, digamos U, tal que Uz € 5. Dail segue
que Uzy ¢ Sy C S mostrando que xy € intalggS. Por outre lado V = yliy™!
é também um sistemna simétrico de geradores e, desde que, Vyzr C yl/z, temos

Vyr CyS ¢ S, e assim, yr também pertence a intalgss. [3

Estas duas proposi¢des contém os fatos sobre inferiores algébricos que neces-
sitaremos futuramente. Contudo, dentro da analogia destes interiores com os

interiores topolégicos, os seguinfes resultados tambeém séo relevantes.

Proposicdo 2.2.4 Seja U um grupo finitamente gerado ¢ S ¢ T um subsemi-

grupo. Fatdo S € gerador se, ¢ somenie se mmtalgd ¢ gerador.
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Demonstragio: E claro que S é gerador se intalgS o for. Por outro, intalgs # @

se 5 é gerador. Seja x € mtalgs e tomemos y € 5. Temos gue
y = (yx)z”! € (intalgS)(intalgS)™?

4 gue intalgs € um ideal de S. Isto mostra que 5 esta contide no grupe ({intalgS)u

(intalgS)™1) e, portanto, intalgs é tambem gerador. O

Fsta proposi¢io permite definir por recorréncia S° = intalg(.5°*~*)} onde
50 == 5. No caso em que § é gerador cada um destes subsemigrupos é gerador

e §o(} ¢ um ideal de §°0"~*) | A seguinte proposiciao melhora esta afirmagio.
Proposigo 2.2.5 Se S ¢ gerador entdo S?™ ¢ um ideal de S para cadan > 0.

Demenstragao: Por inducdo em n. Para n = (0 é a Proposigio 2.3.3. As-
sumamos entdo que S seja um ideal de S ¢ tomemos z € S hem como
y € 5. Sendo 59 um ideal entdo 3.5 ¢ 57Uy estio contidos em 5%, Por-

tanto

ywlSo{n} — (yx)wlysto(n} - (y:r)—-'igo(ﬂ}

&

570z = §0y(ey) ™t C 87 ay)h
Desde que {7 8900 o (5704 2=1) coincidem com T, concluimos a partir destas
inclusdes que

P = (89 ) = ((ye) 8o

mostrando que 2y e yr pertence a S como desejavamos. {

Os resultados acima foram estabelecidos somente para interiores algébricos,
Contudo nao é dificl de se obter resultados similares para os interiores algébricos

simétricos. A tultima proposicio mostra gue os sucessivos interiores algébricos
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formarmn uma seqidncia nao crescente de ideais de §. Contrariamente aos intert-
ores topoldgicos, esta seqiiéncia pode ser estritamente decrescente. e fato, para
o subsemigrupo

S={zeZ:220}

do grupo dos inteiros temos para cada n > 0 que
sotn) {eeZ:x>n}

Por outro lado existem semigrupos em grupos finitamente gerados que sao abertos
no sentido gue coincidem com seus interiores algébricos. Daremos a seguir um

tal exemplo.

Exemplo 2.2.6 Tomemos I = Z* ¢ coloquemos

S={{zg)el:—z+v2y >0}

+
B

F clare que S € um subsemigrupo gerador de I'. Vamos mostrar que S = intalg$.
Para isto cologuemos Sy = S U {0}. Conforme veremnos este € um subsemigrupo
marimal de I'. Tomemeos o« € 5. Entdo fla) > 0, onde | € o funcional linear
dado por flz.y) = —z + 2y, Pela irracionalidade de /2 existe § € S tal que
0 < f{3) < fla), ov sege, f(3 —a) < 0 Isto implice que f —a ¢ 5y, Agora, €
clare que Sy C {8 —a) e que 3 —a € (5~ a). Portanto, pela maximalidade de

S, (S —a) =T, Assim, o €intalgS, mostrande que 5 = intalgS. 0

O préximo exemplo € para mostrar que o interior algébrico simétrico pode

estar contido propriamente no interior algébrico.

Exemplo 2.2.7 No grupo Z* tomemos o subsemigrupo
, 1
Sw={{z,y):2>20e {y|< ZJ‘}
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Temos que (1,0} € intalg$, jd que o subconjunto {{—1,0),(3,1),(3, - 1)} gera Z*
e estd contido em S — {(1,0}}. Por outro lado, os subconjunios siméiricos de

S —{(1,0)} estdo contidos no eixo dos x5 e dai {1,0) ¢ intalgsS, 0

2.3 Semigrupos arquimedianos

Nesta secio precisaremos de alguns fatos relacionados com o conceito de préordens

arquimedianas transposto para subsemigrupos.

Defini¢do 2.8.1 Um subsemigrupo préprio S de um grupo G € arquimediano a
direita (resp. & esquerda) se para todo 2 € S com ™' € S ey € G existir wm
inteire positivo n tal que yo™ € 5 (respectivamente 2™y € §). O subsemigrupo €

arguimediano se for arguimediano tanto & esquerda como @ direite.

No que segue o proposito é olhar para subsemnigrupos maximais invariantes
em grupos em geral. Vamos obter resultados similares aos obtidos por Lawson
na secho 7 de [7] com a diferenga que, a0 invés de conceitos topolégicos, faremos
uso da propriedade de arguimedianidade de subsemigrupos.

Notemos iiclalmente os seguintes fatos relacionados com o conceito definido.
Primeiro, S ¢ arquimediano & direita se, e somente se $7' ¢ arquimediano a
esquerda. Dessa forma 5 é arquimediano se, e somente se S e §7! sdo arquimedi-
anos a direita ou a esquerda. Também é claro que § é gerador se for arquimediano
& direita, ou 2 esquerda.

O seguinte Jema relaciona subsemigrupos maximais invariantes com subsemi-

grupos arguimedianos.

Lema 2.3.2 Seju 5 wmn subsemigrupe mazimal e invariante de um grupo G.

Entio § ¢ arquimediano.

Demonstragéo: Sejamz € § — H(S} ey € (. Entao = ¢ S ¢, desde que §

-

maximal implica 571 maximal, o subsemigrupo gerado por S~ U {x} ¢ todo G,
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Portanto, existem zi,..., 7141 € 57} e inteiros positivos ny, ..., n; tals que

LIS

-1 . PR ¥
Y 3 B A0 B¢ L

Desde que S é invariante, g5 < Sg para todo ¢ € G, ou seja, S™'¢g ¢ &1
para todo ¢ € (¢, Aplicando esta inclusdo & equagao acima é possivel agrupar as

V= a"zonde, n = ny+- - +ng

poténcias de ¢ 3 esquerda e a reescreve-las como y~
ez € S57' Isto mostra que yz* = 7! € §. Portanto S é arquimediano a di-

- ¥ ; - . I ’ - - .
reita. Usando um argumento similar obtemos que .5 é também arquimediano a

esguerda, o

Uma maneira de se obter exemplos de semigrupos totals que ndo sao maxi-
mais é retirar, de maneira conveniente, algurn subconjunto da fronteira de um
semigrupo maximal em um grupo topologico. De fato; esta € a unica maneira de
se obter tals exemplos pois, conforme a Proposicio 6.1 de [7], um subsemigrupo
fechado total em um grupo topoelégico conexo localmente gerade é maximal. Para
grupos nao necessariamente topoldgicos temos o seguinte resultado, que é wina

espécie de reciproca do lema anterior.

Lema 2.3.3 Seja G um grupe ¢ § C &G um subsemigrupe total ¢ arquimediano

g direite. Entdo § ¢ marimal

Demonstragdo: Seja 2z € G — 5 e T o subsemigrupo de G gerado por SU {z}.
Precisamos mostrar que T = . Para isto tomemos y € . Desde que § ¢ total,
27t € Seassimat €85~ H(S) ja que x ¢ S. Portanto, sendo S arquimedi-
ano & direita existe um inteiro positivo n tal que y(z7')" € S, mostrando que
y € Sz" ¢ T. Resultado similar é obtido se § é assumido come sendo arquime-

diano a esquerda. . 0



Proposicio 2.3.4 Seja L C G um subgrupo e S C G wm subsemigrupo mazimal
inparianfe com S L £ L. Entde S0 L ¢ um subsemigrupo mazunal invariante

de L.

Demonstragao: (Jomo § é maximal e invariante, pela Proposicao 1.3.3, 5 é to-
tal em ¢, consequentemente SN L é total em L. Dai, em vista do Lema 2.3.3, é
suficiente mostrar que 5N L € arquimediano & esquerda ou a direita em L. Agora,
pelo lema 2.3.2, § € arquimedianc em G, Tomandoz € SNL—H{(SNL) .,y & L
e vhservando que x ¢ S~ temos para algum inteiro positivo n que yx™ € S e
assimn yx™ € § 0 L. Isto mostra que SN L € arquimediano a direita e, como &

invariante, pelo lema 2.3.3, é maximal. 0

Temos agora a seguinte caracterizacdo de subsemigrupos maximais invari-
antes. Fsta caracterizagdo é similar a dada por Lawson no Teorema 7.2 em (7]
sendo que, ao invés dos conceitos topolégicos ali utilizados, aqui utilizaremos o

conceito algébrice de arquimedianidade.

Teorema 2.8.5 Seja 5 um subsemigrupo prdprio de um grupo (. Inido as

sequintes afirmagdes sdo equinalentes.
a) & ¢ marnmal ¢ invarianie
b) 5 € tolal, invariante ¢ arquimediono
c) S € total, H(S) =C(5) ¢ 5 ¢ arquimediano

4y 8 € mazimal ¢ G/C(5) € womorfo a um subgrupe do grupe dos nimeros

PeaLs.

Demonstragao: O fato que (a) implica (b} segue da Proposigio 1.3.3 ¢ do
Lema 2.3.2. Por outro lado a implicacde de (b) com {a) segue do Lema 2.3.3. A

equivaléncia entre (b} e {c} @ obvia j& que 5 é invariante se, ¢ somente se H(S5)
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¢ um subgrupo normal de (. A implicagdo de (d} com (¢} é imediata e resta,
portanto. mostrar que (¢} implica {d). Assumamos entdo que (¢} seja valida e
consideremos a reducdo (Ggr, Sg) de {G,5). Neste caso Sg é um subsemigrupo
total e arquimediano de (. Colocando isto em termos da pré-ordem <g, de Gg,
induzida por Sg, 0 Teorema 1.2.2 garante que (/i € abeliano. Desse modo Gp
& um grupo abeliano totalmente ordenado por uma ordem arquimediana. Con-

seqiientemente, pelo Teorema 1.2.3, é isomorfo a um subgrupo de R. ;

2.4 Semigrupos em grupos nilpotentes finita-
mente gerados

Se (' é um grupo topoldgico nilpotente conexo e A C G é um subconjunto cujo
interior topoldgico intercepta o subgrupo comutador [, ] de G entdo, conforme
Corolario V.5.32 de [3], o sizbsemigrupc) de G gerado por A € todo (. Nesta
seqdo, a partir do coneeito de interior algébrico, daremos uma verséo similar a

este resultado para grupos que sdo finitamente gerados.

Proposicao 2.4.1 Seje G um grupo ¢ L C G um subgrupo normal nilpotente .

Se §C G € wm subsemnigrupo mazimal ¢ SO L # L entdo [L, L] CC(S).

Demonstragdo: Consideremos o ideal maximal S = § — H(S) de S e note-
mos que [L, L} N 5% = §. De fato, se isto nae ocorrer entdo SN L # @ e, como
SN L L, a Proposicio 2.3.4 garante que 5 M L é um subsemigrupe maximal
de L e, ¢ claro que o mesmo contém [L, L] (1 §%. Pelo Teorema 1.3.7 temos que
(L. L} C H(SNn L)y SN L Vamos derivar uma contradicio mostrando corm isto
que H{S) = 0. Sege [L LINnSY entdo g™ € [L, LIN{(SH C SnEn(sHy-1 ¢ S,
Como §% é ideal de S entdo 1 = gg™! € §¥, donde 5% = § ¢ portanto H{S) = §,

uma contradigao ja que, sendo S maximal, 1 € H{5). Agora, sendo L normal
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em {7 o mesmo ocorre corn [L, Ll e dai, pela Proposicio 1.3.2, [L, L] C 5, ou seja

(L, L) CCLS). | 0

Coroldrio 2.4.2 Seja G um grupo nilpotenie finitamente gerado ¢ A C G um
subconjunto tal que intalg(A) N [G,G] # . Enido o subsemigrupo de G gerado
por A € todo (&,

Demonstracdo: Seja § o subsemigrupoe de G gerado por A, Como intalg{A4) # 9
o mesmo acontece com intalg{S). Dai, pela Proposicio 2.3.2, § é um subsemi-
grupo gerador de (4. Dessa forma se 5 # ( entéo, pela Proposicho 2.1.1, podemos
supor, sem perda de generalidade gue S € maximal. Com esta consideracio, pela

proposicao acima, [G, G] CC{S) e temos
0 # intag(A) NG, G] C intalg(S) N CLS)

Tomemos entdo x € intalg(SINC{S). Neste caso ¢! € § e, como intalg(5), é
ideal de S {conforme Proposicao 2.3.3), entao 1 = zx~1 € intalg(S) e assim, pela

definicdo do interior algébrico, S = &, uma contradicdo. -



Capitulo 3

Semigrupos maximais em
subgrupos discretos de grupos

de Lie nilpotentes

K todo este capitulo N denotard um grupo de Lie nilpotente conexo simples.

;. o 7 : T st . > o
mente conexo e n denotard sua dlgebra de Lie. Neste caso a aplicagdo expounencial
exp : n — N € um difeomorfismoe através do qual a estrutura de grupo em N
é obtida de n via a multiplicagdo de Campbell-Hausdorfl denotada por * cujos
primeiros termos sao dados em 1.1.

Agqul, vamos classificar todos os subsemigrupos maximais de subgrupos dis-
cretos de N em termos de seus subsemigrupos maximals de interior ndc vazio.
Primeiramente isto serd feito para grupos abelianos, depois para os grupos que
satisfaze 2__0_)1:’ almente nar v g al. O ey leg "
satisfazem n* = 0 e finalmente para o caso geral. O caso nio simplesmente conexo
sera considerado no Capitulo 6 juntamente com a mesma questdo em grupos de
Lie sohiveis.

Se H é um subgrupo discreto de NV entdo H é um reticulado no fecho de
Zariskt de H em N o qual, no caso, é o menor subgrupo conexo fechado de N

contendo H. Com isto ndo ha perda de generalidade em se trabalhar somente
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em reticulados de N. E isto que faremos em todo o capitulo.

3.1 Semigrupos discretos em grupos nilpotentes

Conforme menciopamos na introducio existem pelo menos trés maneiras diferen-
tes (equivalentes) de se definir subgrupos discretos em grupos topoldgicos. Isto
sugere as seguintes trés possibilidade para se definir um subsemigrupo discreto §

de um grupo topoldgico G
a) S esta contido em um subgrupe discreto de &

b) Existe uma vizinhanga U da identidade em G tal que zy~! € U, com

z,y € S implicazs =y

c) § é discreto em (G, isto €, para cada ¢ € S existe uma vizinhanca U, de z

em (7 tal que [/, NS = {z}.

-

E claro que a) = b) = ¢} e também que ¢} = b) se § é grupo. No entanto,

nem sempre ¢} = bl; de fato temos:

Exemplo 3.1.1 Seja G o grupo multiplicativo dos nimeros reais ndo nulos ¢
5 ¢ G o semigrupe dos numeres naturais positives. Se U € gqualquer vizinhanga
de 1, pela densidade dos racionais nos reais, existem myn € S, tais que ™ € U

SEM GUE T = R
Para grupos nilpotentes temos,

Proposicao 3.1.2 Seje ¢ wm grupo nilpotente ¢ 5 C G um subsemigrupo.

Enido as condigées a) ¢ b} acima sdo equivalentes,

Demeonstracao: Basta mostrar que b} = a}. Para isto utihzamos um resultado
de Ruppert {Proposicao 1.5 de [14]) a qual afirma que uwm subsemigrupo em um

grupo nilpotente € reversivel. Isfo significa que I' = 857! é um subgrupo e ¢é
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claro que o mesmo contém S ji que se x € § entdo ¢ = z%z7! € 557, Por
outro lado I € discreto 4 que se U é uma vizinhanca da identidade satisfazendo

by entéo IV 00T = B 0

A Proposicao acima sugere a seguinte definigio.

Definicao 3.1.3 Um subsemigrupo S de um grupo topoldgico nilpotente G € dis-

creto se uma das condigbes equivalentes da proposigio ucima forem satisfeitas.

3.2 O caso abeliano

Vamos olhar aqui para subsemigrupos discretos em grupos de Lie abelianos
conexos simplesmente conexos. Seja entio g uma élgebra de Lie abeliana, T’ um
subgrupo discreto de seu grupo aditivo ¢ § C I' wm subsemigrupo. Vamos as-
sumir que I é uniforme, isto &, que g /T € compacto. Isto pode ser {eito sem perda
de generalidade pois, caso contrario, a analise poderia ser feita considerando um
subespace de g. Por uma caracterizagéo bem conhecida de subgrupos discretos
em grupos abelianos (veja, por exemplo, Teorema 1, segdo 4.1 em [15]) podemos
entao assumir que g = K™ e que ' = Z".

Para um subconjunto ndo vazio 8 < R" seja W(2) o conjunto dos » em R”

para 05 quals existem Iy, ..., z, em §) ¢ escalares positivos ag, ..., a, tals que
T = a®y b Gy

Os elementos de R™ que se expressam da forma acima sao denominados de com-
binagdes conicas de (2 e W () é denominado de cone convero gerado por §). Se R
denota o conjunto dos niimeros reais nio negativos é claro que W(Q) = W(RTQ).
Sendo RTQ conexc nao é dificil provar {veja, por exemplo, § 1-4 de [2]) que qual-

quer elemento de W) pode ser escrito como combinagao cénica de n ou menos

elementos de €. Juntando isto com o fato ébvio que W{() = R" se, e somente
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e ) nio esta contide em nenhun semi-espago de R temos o seguinte resultado.

Proposicdo 3.2.1 Um subeonjunto Q C R™ ndo estd contido em nenhum semai-
espago de B™ se, e somente se todo elemento de R™ se escreve como combinagde

conica de no mdrimo n elementos linearmente independentes de 1. £

Na contipuidade da se¢do generalizaremos para R™ o fato ja citado pa in-
troducao o qual afinna que um semigrupo discreto de R, contende elementos
positivos e negativos, é um grupo. Antes, porém, convém mencionar gue os sub-
- 1 e g ey Ty w e 3 3 o4 roy 7y L o o 3 - =
semigrupos maximais de interior ndo vazio de R™ sdo os seus semi-espagos {Veja,
por exemplo, Coroldrio V.5.24 em [3]}). Manteremos a primeira terminologia para
manter coeréncia com os termos a serem usados nas proximas seges e capitulos
onde consideraremos grupos ndo abelianos e, para estes, ndo hd uma terminologia

alternativa para seus semigrupos maximais.

Proposigao 3.2.2 Seja N um grupe de Lic abeliano conero ¢ simplesmente
conexo, Se S C N € um subsemigrupo discreto o gqual ndo estd contido em

nenhum subsemigrupo de inferior ndo vazio de N entdo 5 € um grupo.

Demonstragdo: Conforme comentdrios feitos podemos supor, sem perda de
generalidade, que N = R" e §571 = Z*. Paran == 1 o resultado é bem conhecido
e foi demonstrado na introdugdo. Para o caso geral vamos primeiro considerar a

seguinte afirmacéo
(x}  paratodo x € Z" - {0}, Ntz S #£ {0}

onde N7 denota o conjunto dos inteiros positivos, Para sua demonstragioe tomemos
@ = {2y,...,T,) € L™ ~ {0}. Pela Proposigio 3.2.1 temos pela hipdtese assumida,
gue W{5) = R” e que existem elementos linearmente independentes 3, ..., 7, em
S e escalares positivos dr, .., a4, , com » < n tals que 2z = ey + -+ + a5

Nesta igualdade 0s ¢;’s sho na verdade mimeros racionals, Para ver isso tomemos
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um complemento de {Fy. ... 3.} a uma base {8y,..., 8.} de R™, sendo Fr41,..., B
escolhidos em Z", ¢ observe que #' = Ba onde B é a matriz cujas colunas
séo as coordenadas dos fBi's, x! significa transposicdo e a = {a1,....a,,0,...0}".
Sendo as entradas de B mimeros inteiros as de B}, bem como de ¢ = Bz,
sao mimeros racionais. Portanto existem inteiros positivos p,dy,....d, tais gue
pr = dif + - - - + d,.5,, mostrando que pr € 5, como afirmado. Para concluir
tomemos x € 5. Por (x), N (-2} 5 # (0) e assim Rz N S é um subsemigrupo
discreto do grupo Ra o qual ndo esta contido emn nenhum subsemigrupo préprio
de interior néo vazio. Portanto R{—z) NS é um grupo. Isto mosira que —x € §
e assim .S € grupo, O
Observagao: O exemplo abaixo mostra que este resultado pode néo acorrer para

subsemnigrupos que nao sao discretos no sentido da Definiciaoc 3.1.3.

Exemplo 3.2.8 Seja 5 o subsemigrupo da reta real gerado por1 € —/2, isto ¢,
S=in + nav'2 : ny, Mg intewros, ny > 0, ny < 0}

O cone convero gerado por S € toda a reta mas S ndo € grupe.

3.3 O caso N? = {0}

Vamos agora conslderar subsemigrupos discretos em grupos de Lie nilpotentes
conexos simplesmente conexos N satisfazendo N* = 0. Para isto identificamos
N cormn sua dlgebra de Lie n munida da multiplicagio de Campbell-Hausdorff »
que, no caso, € dada exatamente por

1
rry=atyt sz, y]
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Seja § C N um subsemigrupo discreto e suponhamos que 5 nao esteja contido
em nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio. A intengao é mostrar que 5 é um
subgrupo. A estratégia para isto sera reduzir o problema ao subgrupo derivado
N’, o gual é isomorfo a (n',*), e ao grupo quociente N/N'. Sendo estes, grupos
abelianos, vamos aplicar o resultado obtido na se¢io anterior aos subsemigrupos
SIN" e S N'. A dificuldade serd mostrar que 5 (1 N’ ndo esta contido em
nenhuim semi-espago. Para isto precisaremos da racionalidade de n no sentido da
existéncia de uma base satisfazendo as condigdes do Teorema 1.1.1. O primeiro

resultado é para mostrar que S gera um reticulado..

Proposicac 3.3.1 Nas condighes estabelecidas o subgrupo de N gerado por 5 €

wm reticuledo.

Demonstragao: Pela definigio de subsemigrupo discreto o subgrupo I' de N
gerado por § é discreto. Para concluir que T é reticulado basta entio mostrar
que nao existe subgrupo conexo préoprio A de N contendo I'. Tomemos um tal H
2 suponhamos, por absurdo, que H #£ N, Neste caso exisie um subgrupo normal
conexo fechado K de N contendo H e de codimensiio um em N. Segundo a
classificagao de Lawson para os subsemigrupos maximais de interior nao vazio de
grupos de Lie nilpotentes (Teorema 1.4.7), K ¢é a {ronteira de wm subsemigrupo
maximal de interior ndo vazio de N. Entdo [ e, conseqglientemente 5, estéo con-
tidos em um subsemigrupo de interior ndo vazio de ¥V, contrariamente & hipotese

assumida. ]

Antes de prosseguir precisamos da seguinte defini¢do técnica.

Definicdo 3.3.2 Sgjum, V wn espage vetorial U C V um subespago e u uma
base de V', Dizse que U/ € um subespaco racional com respeifo a buse o caso
admita uma base cujos elementos lenfiwm coordenadas racionais com relagdo a

hase ji.
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Sendo o subgrupo I' de N, gerado por 5, um reticulado podemos tomar uma
base de Matsushima p de n adaptada a I' {Veja Teorema 1.1.1 e comentdrios
subseqiientes). |

Mantendo uma tal base g fixa a demonstragio do seguinte lema é imediata a
partir do fato que os cochetes dos elementos de g geram a subalgebra derivada

n’.

Lema 3.3.3 A subalgebra v’ € racional com relagdo a base p. 1

Seja agora S = (R™5) o subsemigrupo de & gerado RTS. Segundo a termi-
nologia adotada em 3] S é um semigrupo raio possuindo S como um conjunto
de geradores infinitesimais. Sendo S conexo por caminhos o mesmo ocorre com
o subgrapo G{5) de N gerado por S . Dessa forma, por um teorema de Yamabe
(veja Teorema V.1.1 em [3]), G(3) & um subgrupo analitico de N e daf, pela
Proposicao V.1.9, também de [3], a algebra de Lie associada a G{8) coincide com
a subalgebra de n gerada por S, isto é, com {{§)). Agora, conforme estamos
supondo 5 gera um reticulado em N e, como um reticulado em um grupo de Lie
nilpotente nio esta contido em nenhum subgrupo fechado conexo préprio, entdo
{{§}) = n &, consegiientemente, G{§) = N. Dessa forma, pelo teorema do inte-
rior denso para semigrupos raio, {Teorema V.1.16 de [3]) § tem interior nio vazio
o qual é denso em 5§, Como também estamos supondo que § nao estd contido

em nenhum semigrupo prépric de interior ndo vazio de N o mesmo acontece com

& e assim, formalmente, obtemos o seguinte:
Proposicao 3.3.4 Com as hipdleses £ notagoes acima S = N. Além disso, com
1 identificacdo de N com {n,*) temos que

5 {tyzy *- - wtpzy, 14, 20, 2, €5 e p arbitrdrio}

Demonstragio: A primeira afirmagio segue das consideragdes acima. {Juanto

a segunda a mesma é imediata. 3
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(onsideremos agora um funcional linear nio nulo A de n'. Desde que S = n
existem 2y,..., %, € 5 e reais positivos 1y, ...,%, tais que fyay * -+ Lz, € 1 €
At ey - - #1,2,) > 0. Afirmamos que nesta inequacio € possivel escolher o 1,'s
como sendo racienais, De fator usando a férmula de Campbell- Hausdorfl é fdcil

aplicar uma indugio para obter explicitamente que

tyxy ko kLT, = Z tix; + ]i Zig'ﬁj[.’{.‘-gg ;).
t )
Desde que [z;, z;} € 0/, vemos a partir da férmula acima que tyay * - - - * {2, €
n’ se, e somente se ¥, Lz, € n' que por sua vez é equivalente a 3, t,2; € n' para
todo ¢ € Rou ainda a 4,7y % - - - x tt,2, € 10 para todo t € R. Seja agora 7 a
projecao candnica de de n em n/n’ e tomemos Xy, Xs,-- -, X em n de forma que
{m{ Xy}, 7(X2), - -, w{Xk)} seja uma base de Matsushima de n/n’ adaptada ao
reticulado 7{T") de n/n’. Como os x; 's estdo em § ¢ [ ndo é dificel de ver que

suas cocrdenadas nesta base sho mitmeros racionais. Suponhamos entdo que

"
mlx) =Y apn(X;), coma; €Q, 1<i<p
gel
Com isto temos que iz = - *t,z, € 0, se e somentese 0 = w{lyzy*---*x{,7,) =
S il = “‘ffzi 430 tiag)r( X)) oque ocorre se, ¢ somente se 50 fia;, =
0 para 1 < [ < k. Dessa forma oy - - # fpe, € 1 E=% L= (5., 1,) €
Mker(A; ), onde cada A; é um funcional linear de R” chtido canonicamente via

produto escalar com os elementos a;, = (a;,, ..., ¢, ), 1 < J < k, 05 quais possuem

conrdenadas racionais. Portanto

Vi {{h oL eRP ity x - x itz € 1) (3.1)
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é nm snbespago vetorial de R¥ o qual possut uma base com coordenadas racionais.
Pela continuidade do produto de Campbell-Hausdorfl podemos entio, conforme
o afirmado, escolher racionals positivos iy, ..., %, tais que Az * - - - % x,) > 0,

demonstrando assim o seguinte lema.

Lema 3.3.5 Seja 5 um subsemigrupo discreto de N o qual ndo estd contido em

nephum subsemigrupo de interior ndo vazio. Se A : n' — R € um funcional

linear ndo nulo entdo existem x4,..., 1, € 5 € racionais positivos by, ..., 1, tais que
v p lywrantp

By - x e, € 0’ e Allqay * - - xf,2,) > 0. 0

Podemos melhorar o Lema mostrando que os coeficientes 13, - - ¢, podem ser

tomados como sendo inteiros. Para isto consideremos o produto

_ . - 1,
(Hawa) # - ox (Hhpa,) = Y _thz + =73 fits]as, o]
; 2 G
onde t € R, sendo os 4,75 e 2;'s como no Lema. Conforme ja mostramos este é
um elemento de ', Aplicando A a esta igualdade obtemos que P({1) = A{{#112,) =

ook {Hf.x,)) € um polindmio quadritico cujo coeficiente lider €

alz,7) = A3 tits[as, 2j])
i<
onde r = (21,.., 2} e 7 = {1, .t} Se alx,7) = 0 entho P(1) é linear em 1.
Neste caso, tomando um nteiro positivo ¢ tal que #;, € N para 1 < 1 < p, entao
{(ttymy v #{thprp) € S e P(E) = tA{fizy «-- ¢t} > 0, ou seja, A assume valores
positivos em St n'. Se a{z,7) > 0, P(t) » 0 para qualquer { suficientemente

grande e isto também possibilita a conclusido acima. Finalmente, se a(z,7) < 0,

tomamos o produto em ordem reversa para obter

_ 1.
(ttoap )« % (thay ) = Z ton —~ 51-** > titylw, 2]

i<j



Note que o produto acima é tambeém um elemento de n’. Aplicando A a esta
ignualdade obtemos um polindémio quadratico em ¢ com coeficiente lider a{%,7) >
0, sendo T = {Zp,...21) e T = ({4, ....11). Em qualquer caso A assume valores
positivos em 51 n'. Desde que A foi tomado de forma arbitraria temos a partir

da Proposican 3.2.2 o seguinte resultado.

Lema 3.3.6 Sejo S um subsemigrupe discreto de N o qual ndo estd contide em

nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio. Entdo SN N € wm grupo. =
(Clom relagae ao quociente S/N’, temos
Lema 3.3.7 Nas condigées do Lema acima S/N' € um grupo.

Demonstragao: Seja I' o reticulado de N gerado por 5. Pelo Teorema 1.1.2
I'/N' é um reticulado do grupo de Lie N/N' o qual é abeliano, conexo e sim-
plesmente conexo. Seja 7 : N — N/N' o homomorfismo candnico e ¥V um sub-
semigrupe de interior nao vazio de N/N'. Entdo 773V} é um subsemigrupo de
interior nao vazio de N e, como S nao estd contido em 7"V} 0 mesmo acontece
com S/N'em N/N' | Desde que V foi tomade de forma arbitréria, a Proposigao

3.2.7 se aplica e obtemos que S/N’ ¢ um grupo. ;

Finalmente temos o segninte Lema, o qual ocorre em geral.

Lema 3.3.8 Seja L um grupo, 5 C L wm subsemigrupe ¢ H C L um subgrupo
normal. Se SOV H ¢ §/H sdo grupos entdo 5 € grupo.

Demonstragae: Seja z € 5. Desde que §/H é grupo, existe A € H tal que
xR € S, Portanto h = z{x'h) € SN H e dal A~! € 5, mostrando que

= (Tt e S O

Juntando estes trés Lemas obtemos o resultado desejado para grupos satisfe-

zendo N7 = {1}.
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Proposigao 3.3.9 Seja N um grupo de Lie conexo simplesmenie conexo satis-
fazendo N* = {1}, 8e § C N ¢ um subsemigrupo o qual ndo estd conlido em

nenhum subsemigrupo de inlerior nde vazio entdo § € um subgrupo. o

Retornemos agora ao Lema 3.3.6 e observemos que em sua demonstragdo o
fato de 5 ser discreto aparece somente em dois pontos. A saber; no final do
argumento para garantir que S M A’ é um grupo e em 3.1 para garantir que
¥ & um subespago racional. A abstragho deste fato sugere a proposicdo abaixo
a qual, resguardando seu prdprio interesse, também contribuira na obtencio de

resultados mals gerals que os obtidos acima.

Proposigao 3.3.10 Seja N = ( n,*) um grupo de Lie conezo simplesmente
conexo satisfazendo n® = {8} e § C N um subsemigrupo o qual nde estd contido
em nenhum subsemagrupo de inlerior ndo vazio. Suponha, além disse, que 5/N'
£ racional no sentido que estd contido em um subespace vetorial rucional gerado
por uma base de n/n’. Entdo S (in' ndo estd contido em nenhum semi-espago

!

den'.

Demonstragao: A demonstracae ¢ a mesma do Lema 3.3.6, a menos da questao

da racionalidade do subespago
V= {{ti, v} ER" ity v %y, €17}

gue aparece em 3.1. Entretanto i1sto segue de uma maneira mais geral. De fato:
seja 7 : 0 — n/n’ o homomorfismo candnico. Entao
- e,
m{tiay * o owdpry) = (Y G+ o titgles, sy = S ()
i

1y t

e fywy * - -+ 1,y € 0 se, e somente se 3 4w(z;) = 0. Dal V' é racional pois
w{xy), ..., m(xy) possuem coordenadas racionais com relagdo a alguma base de

n/n’. O resto da demonstragio é exatamente a mesma. Note que nada foi dito
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com respeito a S n' ser grupo. 0

3.4 O caso geral

Vamos agora aplicar inducdo para provar um resultado similar a Proposicdo 3.3.9
em grupos de Lie nilpotentes conexos simplesmente conexos em geral. Exata-

miente vamos provar o seguinte.

Teorema 3.4.1 Seja N um grupo de Lie nilpotente conezo simplesmente concro
£ 5 C N um subsemigrupo discreto ndo contido em nenhum subsemigrupo de

infertor ndo vaxio. Fntdo 5 € um reticulado.

Demonstragao: Seja I' o reticulado de N gerado por S. O que desejamos é
mostrar que S = I'. Para isto denotemos os termos da série central descendente
de N por N* e seja [ o inteiro positivo tal que N' # {1} e N+ = {1}. Vamos
usar inducao em . Para [ = 0 o resultado € a Proposigdo 3.2.2 e paral=1¢ a
Proposicde 3.3.9. Portanto vamos assumir que [ > 2.

Suponha que o resultado ocorta para grupos H satisfazendo H' = {1}. Entao
ele é verdade para o grupo N/N'. Conforme o Teorema 1.1.2 T/N' é um reti-
culado. Por outro lado, se m é o homomorfismo canénico de N em N/N'e &
é um subsemigrupo proprio de interior ndo vazio de N/N' contendo S/N' entio
75"} é um subsemigrupo préprio de interior ndo vazio contendo 5. Assim a
hipétese de indugio se aplica e obtemos que S/N! = ['/N!, Para concluir que &
¢ grupo basta entdo provar que § N N' ¢ grupo.

Usando o fato que I'/N' é reticulado, obtemos que (I'/NY) N {NV/NHT =
(F/NYY N (NEYNY) 6 um reticulado de N1 /NY. Portanto, (51 N1Y/NT ¢ um
reticulado,

Por simplicidade de notacdo identifiquemos N com sua adlgebra de Lie n.

i—1

Observe que n'™! ¢ abeliana pois [p" 0" ¢ n¥* e 2~ 1 > 141 jd que



estamos assumindo [ > 2.

i

Agora, tomemos r € S com z € n'~? e consideremos a algebra de Lie

h, =Rz @ (0 /n Yo b,

onde b, é o subespago de n' dado por b, = ad{z)n'~!. O cochete em h, é abeliano
nos dois Gltimos termos e a agao de z é dada por ad{z). Claramente, h* = {0} e
sua Algebra derivada é h!. = b,. Também, h, é isomorfa a (Rx & n'~1}/c onde ¢
é gualquer subespago de n’ complementando b,. Desde que S/nfe (Sninf-1)/n'
sao reticulados temos que (SN (Rz @ n'™'})/c ndo estd contido em semi-espaco
contendo b, e dai, pelo Teorema 1.4.7, ndo esta contido em nenhum subsemigrupo
de interior ndo vazie de (Rz @ n'~?)/c. Também, S 1 (Rz & n'"1)/c é discreto
modulo a dlgebra derivada de h; que é b,. Podemos entio aplicar a Proposigio
3.3.10 afim de obter que (5N (Rx @ n'"1}/c) N b, nio estd contido em nenhum
semi-espaco de b,.. Desde que ¢ foi um subespaco arbitriric complementande b,
temos que qualguer semi-espago contendo S M n! necessariamente contém b, em
sua fronteira.
Agora, escolhemos x a partir do seguinte Lema.

Lema: O subconjunto
Ulad{zin™ 1z € 5}

gera n'.

lwl]

De fato: nf = [n,n'"?] é gerada por [zy, 0], ..., [z, n' "] onde {z,,...,x,} é

qualquer subconjunto cuja projecio em n/n'~?! gera n/n’"1,

Desde que S/n’ 4
um reticulado podemos escolher 24, ...,z em 5.
Este Lema e o argumento acima mostra que S N o' nio esta contido em nen-

hrum semi-espaco e € portanto wn grupo, mostrando o Teorema. 0



A demonstracac do Teorema 3.4.1 envolven fortemente a multiplicacho de
Campbell-Hausdorff, usada na demonstragae da Propoesigdo 3.3.9, e o passe de
inducao que aplicamos acima. Como aplicacao dos resultados obtidos no Capitulo
1 apresentaremos a seguir uma demeonstracdo alternativa a este Teorema.

Manteremos fixas todas as notagles e hipGteses, isto é, N é um grupo de Lie
nilpotente conexo simplesmente conexo e § é um subsemigrupo discreto de N
ndo contido em subsemigrupos proprios com pontos interiores. Também, con-
forme j4 mencionamos, nestas condicoes, o subgrupo de N gerado por S, o qual

denotaremos por I' é uimn reticulado. Consideraremos também a projegho condnica
71 N — N/[N, N]

O resultado inicial que necessitamos € o seguinte.
Lema 3.4.2 [\ 1] € de indice finito em I' N[N, N].

Demonstragao: Como consegiiéncia do Teorema 1.1.2 temos que I, e I' N

[N, N| sdo reticulados em [N, N|. Agora, temos & fibragio condnica
[N, NY/IT,T) — [N, N]/T NN, N]

dada pelo fato de [I'.T] C TN {N, N]. Esta fibracdo é um recobrimento e a fibra
¢ isomorfa a T'N [N, N]/IT,T]. Como [N, N}/[I", T} é compacto temos um reco-
brimento finito mostrande que [, 1] ¢ de indice finito em T'N [N, V], como o

afirmadeo. ‘ 0

Com 1sto podemos dar nma demonstracde alternativa ac Teorema 3.4.1 como

EE?gUE’..

Demonstragho: Pelo Teorema 1.1.2 n(I') é um reticulado no grupe abeliano

conexo simplesmente conexo N/[N, NI Além do mais #(S) ndo estd contido em
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subsemigrupo préprio de interior ndo vazio de N/[N, N, caso contrario o mesmo
ocorreria com O em V. Com isto a Proposigac 3.2,2 garante que #{.5) é um grupo
e a demonstragéo se concluird se mostrarmos que S (1[N, N] é um grupo.

Pelo Teorema 1.1.3, I' é um grupo finitamente gerado e, sendo S um sub-
semigrupo gerador, pela Proposicio 2.3.3, intalg{.5) é um ideal nio vazio de 5.
Tomemos z € intalg(5). Como 7(S)é um grupo existe y € 5 tal que zy € [N, V]
¢ portanto zy € intalg{S)N[N. N], mostrando que §' = intalg{S)N[N, V] é um
subsemigrupo ndo vazio de I' N [N, N]. Queremos mostrar que § = T". Pela
Proposigdo 2.4.2 isto serd conseguido se mostrarmos que intalg(SHNI,I] # B e
portanto basta mostrar que SN[, 1] # 8. Sendo [T, I'] um subgrupo normal de
[N, NI T, em vista do lema acima, [N, NJNT/[[,T] é um grapo finito. Con-
seqiientemente, se @ é o homomorfismo canonico de [N, NJNT em [N, NI/, T
entdo #(5") € um grupo e isto mostra que 5 N[, "] # 8, concluindo a demon-

stracao. £l

Como um complemento a esta demonstragdo mencionamos que em geral [T, I']

pode estar contido contido em I'N{N, N]. Isto é ¢ que mosira o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.3 Seja N o grupe de Heisemberg das maitrizes friangulares supe-
rigres 3 x 3 possuinde elementos 1 na diagonal principel. De maneira alternativa

N pode ser visto come R® munido do produto
(2,9, 2)(a" ¢\ 2) = (@ + sy + 32 + 2"+ ay).
Em N
U= {(2n,2m,p) : n,m,p sdo inteiros)

£ um reticulado e podemos facitmente verificar que gualguer comutador de elemen-
tos de I € de forma (0,0, 2p) pare algum wnteiro p. Por oulro lado T N[N, N] =

!

{{0,0,p) - p € inteiro} ¢ [T, 1] estd propriamente contido em [N, N] T,
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() Teorema 3.4.1 pode ser reenunciado a partir da seguinte forma conveniente,

Corolario 3.4.4 Com as hipdteses ¢ notacées acima, S € um grupe se, e so-

mente se S/{N, N] € um grupo.

Demonstragac: Se S é grupo claramente S/[N, N] também o é. Reciproca-
mente, se S/{N,N] é grupo entdc a demensiracio acima mostra que intalg(S)

intercepta o subgrupo derivado [I', 17 e portanto § = T' é um grupo. 0

que garante a equivaléncia ent 2 tados do Teorema 3.4.1 e 0 corolari
0 que garante a equivaléncia entre os enunciados do Teorema 3.4.1 e o corclario
acima € o Teorema 1.4.7 Jjuntamente com a caracterizagdo de semialgebras semi-

espacos em algebras de Lie nilpotentes, dada ne Corolario 1.4.6.



Capitulo 4

Cones invariantes

Com o proposito de fixar notagdes e terminologlas a serem usadas tomemos um
grupo de Lie G com élgebra de Lie g e aplicacdo exponencial exp : g — G. Para
cada ¢ € G o automorfismo interno I, : G — G definido por b — ghg™?, induz

um automorfismo Ad(g): g — g tal que o seguinte diagrama comuta:

Ad
. Ad(g) g
exp exp
G f e

Entdao explAd{gi{ X)) = gexp{Xg~?. Também relembremos a propriedade

bisica que se ad(X): g — g € definida por ¥ — [X, Y] entdo
Adlexp{ X)) = "N =1 4 ad(X) + %(ad(m)? T

Dai segue gque o subgrupo gerado pela imagem de nm ideal ¢ normal e que uma
subalgebra de g € invariante sob todos Ad(g) se, e somente se é um ideal.
Tendo por base a relagdo histérica entre grupos e algebras de Lie, em vérios

contextos, A uma tentativa em se associar a subsemigrupos de grupos de Lie
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objetos na dlgebra que permitam a partir de propriedades algébricas conclusdes
sobre sua estrutura. O mais notavel e conhecido objeto associado a um subsemi-

grupo {echado 5 ¢ & com pontos interiores € o cone de Lie
L{S) = {z € g rexp(ta) € S para todo t > 0}

j4 mencionado no Capitulo inicial.
Corm o propdsito de classificar subsemigrupos maximais de interior nio vazio
em grapos de Lie Lawson, em [7], considerou um tal subsemigrupo M um ideal

abeliano I de g e introduziu o conjunto
W={Xel:exp(X)e M} (4.1)

mostrando que 0 mesmo é cone gerador em I, isto é, W — W = [ e também que
& invariaote pela acfo adjunta de G e em J, isto é, "W C W VX ecg .

A invarianga de W tem um papel fundamental na classificagao dada por Law-
son a subsemigrupos maximais com interior em grupos de Lie soliveis. Isto se
deve essencialmente ac seguinte fato; caso W seja préprio ele estd contido em um
semi-espage de I mitado por um ideal de g.

Neste capitulo vamos considerar (7 como sendo um grupo de Lie solivel conexo
simplesmente conexo. O radical nilpotente de g sera denotado por n e o subgrupo
conexo fechado de (G associado a n serd denotado por N. Os resnltados do
capitulo serdo obtidos com a suposicdo que n é abeliano. Posteriormente veremos
que esta suposicio nae interfere no caso geral.

Pentro do programa deste trabalho que € a classificagdo de subsemigrupos
maximais em reticulades de &) vamos introduzir na primeira segdo um cone
associado a um subsernigrupo de um subgrupo finitamente gerado de f {como os
reticulados). No caso de subsemigrupos de interior nio vazio o cone introduzido

por Lawson sempre é invariante pela agao adjunta de &. No nosso caso, em
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geral. isto nem sempre ocorrerd e portanto teremos dificuldades adicionais. Na
verdade ohteremos wm cone invariante pela acdo adjunta do reticulado e um dos
problemas sera obter condigbes para que 0 mesmo também seja invariante pela
acao de todo o grupe. A condigac que estabeleceremos fard referéncia aos pesos

da representagio adjunta de ¢ em n.

4.1 Cones associado a semigrupos

Consideremos um ideal abeliano a da algebra de Lie g que contém a algebra
derivada g’ e seja A o subgrupo conexo de G cuja élgebra de Lie é 3. Para um

subsemigrupo 5 do grupo de Lie ¢ definimos
W = fecho{z € a: exp(tz} € § para algum ¢ > 0} (4.2}

onde o fecho ¢ referente a topologia euclideana de g. Com relagio a W o primeiro

resultado gque temos é o seguinte

Proposicio 4.1.1 Suponha que T C G seja um subgrupo finitamente gerado
que I' N A ndo esteja contide em subgrupo conexo préprio de A. Se 8§ C T €
um subsemigrupe gerador tal que S/A € um grupo entdéo W € um cone fechado ¢

gerador em a,

Demonstrago: Para z,z' € W existem seqiiénclas ¢,,2) emaet,, 5, em Q7
n il 2’ esti Set.op {r R A R -

tais que explx,) e exp{z') estac em S e {2, (resp. szl ) converge para z (resp.
z'}. Suponhamos que ¢, = frﬂ e que s, = 2> onde Py, G, Uy, U, 840 inteiros posi-

n L ’

tivos, C S é sernigy > a ¢ ideal abeliano t 3 ue ex Ly i

ivos. Como 5 € semigrupo e a ¢ ideal abeliano temos que exp(u,pu ity + guuaz’)) €
o X 1 -
S e UnPrs + qurazt € a. Dessa forma ;m(u,lpﬁxﬂ 4 gnvnal} = ta, + 8,70 € W
para todo n e, sendo W fechado, temos que z 4+ &' € W. Isto mostra que
W+ W ¢ W. Como, evidentemente, RTW C W segue que W é um cone
fechado. Para verificar que W é gerador observemos inicialmente que 5 é tran-

sitivo em /TN AL De fator se denotarmos as classes de equivaléncia médulo
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A dos elementos o € (G por @ e denotarmos o elemento neutro de /A por
T basta mostrar que para o € I existe a € S tal que a.] = @, ou seja,
aa”! € TN A Sendo S gerador em [ e G/A abeliano, ja que g’ C a, temos
que I'/A = {S/A)S/A)Y == (5S71)/A. Tomemos entdo z,y € 5 e coloquermos
o =ry . Como S/A é grupo existem z e w em S tais que xz,y *w™ € A. Dal,

ray~twt € ' A e portanto T = }%"110"3 = FEIL.

Agora, existe u € 5
tal que zu € 4 ¢ portanto W' =%, Dessaformaa =wu € Sel=aa'. Isto
mostra que al = @ e a transitividade segue-se. Pela Proposigio 2.1.3 temos entéo
que SN A é gerador em AN T, Daf e da hipétese sobre I'N A concluimos que W

nao estd contido em nenhum subespago proprio de a mostrando que € geradar. .

I

A demonsiracio de que o cone W, citado em 4.1, é invariante pela acao
adjunta do grupo exige fortemente a existéncia de pontos interiores no semigrupo.
{lom relagio ao cone introduzido em 4.2, quando § € subsemigrupo de um grupo
finitamente gerado, ainda temos certa invarianca, a qual é obtida via o conceito
de interior algébrico. Porém, a inexisténcia de pontos interiores resultara nnm

resultado mais fraco. Precisamente, temos.

Teorema 4.1.2 Seja U C & um subgrupe finitamente gerado ¢ S C T um sub-
semigrupo gerador tal que S/A seja um grupo. FEntdo W € invariante pela agdo

odjunta de I em a.

Demonstragio: Como 5 € gerador intalg(5) e intalgg(5) sdo ideais nio vazios
de S e também interceptam A ndo trivialmente ja que 5/A4 é grupo. Também W
¢ gerado por intalg(S¥NA4. De fato, se z, ¥y € a sdo tals que exp{z) € intalg(¥)
e exply) € & entdo exp{z + ny) € intalg(5) para todo infeiro positivo € o raio
definido por = + ny se aproxima do raio definido por y quando n — oo.
Portanto, para mostrar a invarianca de W é suficiente mostrar que Ad{g)z €

W para todo g £ T e apenas para » tal que exp(x) € intalg(S)NA. Sendo assim,
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tomemos =, ¥ € a tais que exp{z) £ intalg(SINA e b = exply) € intalgg(S)NA.
Desde que a é abeliano exp{—xz)S5 gera I segue que exp(—y) exp(ngz) pertence a 5
para algum inteiro ng. Dai, sendo S semigrupo, efetuando o produto exp{—~y) exp{ngz) explkr)
obtemos que exp{—y+(no+k)z} € S para todo inteiro positive £. Portanto existe

2, € W ocom exp(z,) € S tal que
nr =4 -+ 2,

para todo n 2 ng. Sendo h um elemento de intalpgg(S) existe wm sistema de

geradores simétrico U7 de I' tal que Uh C 5. Para g € U/, temos

exp(Ad(g)(nz)+y) = gexplna)gth
= gexp(y+ z.)g ' h
= ghexp{z,)g™th
e (UR)S(UR)
C S

Portanto Ad{g}(nz) + y € W para inteiros n suficientemente grandes. Como
W & cone fechado, multiplicando este dltimo termo por % e fazendo n — co
obtemos que o rajo definido por Ad{g)z esta contido em W e isto mostra que
Ad{g)x € W para todo ¢ € U. Desde que U7 ¢ gerador em I segue que W ¢

Iinvartante, conforme o afirmade. |

Nos dois resultados acima ndo usames o fato de (7 ser sohivel nem de T ser
reticulado. Quando Isto acontece temos a seguinte versao, a qual serd utilizada

futuramente.

Coroldrio 4.1.3 Seja T wm reticulade de G ¢ § C T um subzemigrupo ndo
contide em nenhum subsemigrupo proprio de interior ndo vazie de (4. Fnido

W= {r €nexp(te) € S para algum £ > 0} € wm cone gerader em n invariante
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pele acao adjunta de T em n.

Demonstragio: Sendo (7 um grupo de Lie sohivel ' € finitamente gerado. Além
do mais, conforme veremos no Corolario 6.2.2, S/N é grupo. Por outro lado o
Teorema 1.1.2 garante que I'N NV é um reticulado de N e assim néo estd contido

em nenhum subgrupo conexo proprio de V. ]

4.2 Cones invariantes

Continnando com as notagdes e hipoteses da secdo anterlor a primeira observacao
que fazemos é que (' age em a como grapo abeliano. De fato; denote por A a agio
adjunta de G em a, isto é, se g € G entdo Alg) é o automorfisme de a obtido
por diferenciacdo do automorfismo interno 2 — ghg™ de A. Como estamos
supondo a abelbano entdo A estd contido no nucleo de A e assitn a representacio
se fatora através do quociente (/A definindo uma representagio de G/A em a a

qual também denotaremos por A.

& gl{a)

G/A

Claramente A{G) = A{{G//A) e estes s3o grupos abelianos j& que estamos
supondo g’ ¢ a. Em particular A(T") é um subgrupo abeliano do grupo das
transformacdes lineares de a em a. Agora, ¢ um resultado clissico(veja, por
exermnplo Teorema 111.3.1 em [3]) que qualquer grupo abellano de transformacoes
lineares é um grupo de Frobenius-Perron. Isto significa o seguinte: se § é qualquer

subsermgrupe abeliano do grupo dos endomorfismos de um espago vetorial V de
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dimensao finita e se W é um cone em V invariante por § com W # H{W) (isto
#, W nao ¢ espago vetorial), entdo existe w € W, ndo nulo, tal que Sw C RTw.

Na sitnagio considerada isto significa o seguinte: se W .a éum cone gerador
invariante por M) e W # H(W) entéo existe w € W nao nulo tal que A{g)w €
R¥w para todo g € T

Considere agora a representacao dual A* de (¢ em a*, dada por, A*(g}{A) =
AoAlgt) sendo g € G e A € a*. Fazendo uma analise para A* similar a
feita para A obtemos gue A*(I') € também um grupo abeliano e, como estamos

considerando W invariante por A{I'), o cone dual W™ de W dade por
W ={Aea" : \M{(X) >0 paratodo X € W}

é invariante por AT}, Tambem, o {ato de W ser gerador em a implica que W*
é um cone pontual, implicando H{W™*} &£ W”. Portanto, existe em W* um raio
gue € invariante por A™(g} para todo ¢ € I'. Isto significa que existe A € a* que
¢ um autovetor comum para todos A*(g),g € I'. Com isto podemos ver que o
semi-espaco 1z € a: Alx) 2 0} de a definido por A é invariante por A(I). De
fato: se g € I entdo A"(g}A) = ko para algum ks > 0 e dal A™{g)}{(A}{z)} > O
sempre que A{z) > 0. Agora, é claro que W estd contido em um dos semi-espagos

de a definido por A ja que A € W, Portanto mostramos o seguinte resultado.

Proposigio 4.2.1 Com s nolagées e hipdieses acima suponha qgue W € um cone
proprio ¢ gerador em a o qual € inveriante pela ag¢do adjunte de wm subgrupo
P ¢ G, Entie W estd contido em um semi-espago de a invariante pela agdo

adjunta de I" em a. 0

Mesmo gue T seja um reticulado de (¢ um semi-espago de a invariante por I’
pode ndo ser invariante por todo (. Isto € o que mostra o exemplo que daremos

em 6.2,6. A préxima secho serd dedicada a esta guestio.
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4.3 Posigao geral

Seja & um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo com algebra de Lie g e a
um ideal abeliano de g contendo a é,lgeb'ré- derivada g'. Seja A4 o subgrupo conexo
de 7 associado a a ¢ consideremos, como na se¢io anterior, a representagio A de
G/A em a obtida pela fatoragdo da representagao adjunta de & em a através de
A. Denominaremos A simplesmente de representagio adjunta de & em a. Nesta

situagao femos a seguinte definicao.

Definigao 4.3.1 Um subgrupo I' C (& estd na posicio geral com relagdo o a coso
todo semi-espago de a, invarianie pelo acdo adjunta de T, seja invariante pela

a¢de adjunia de todo GG.

Note que, se I' C & estd na posigdo geral, entdo o bordo de todo semi-espaco
de a mvariante sob ' € um ideal de g.

No que segue vamos caracterizar a posigao geral de reticulados em grupos de
Lie soliveis em termos dos pesos da representacan adjunta de g em a. Antes

desta discussio precisamos do seguinie lema de algebra bnear.

Lema 4.3.2 Seje A um operador linear de wm espage vetorial real de dimensdo
finita U ¢ denote por M, ..., A seus autovalores reais ¢ por ay by, ..., ap 2 iby
seus awtovalores compleros. Sejn também t um nimere recl com 1 # E«? para
qualguer dnfeiro L e j = 1,... k. Entdo u € U € um auto vetor para exp{{ A} se,
¢ somente se € um aulo vetor de A e portanto de exp(sA) para todo s € R. Se

w €U € um auto velor de exp A asseciado a wm auto valor real entdo ¢ lambém

umn auto vetor de exp(sA)} para todo 5 € R,

Demonstragio: Para t € R fixo, considere a forma canénica de Jordan real

do operador A e também de exp{t4). Se A, é um bloco elementar de Jordan



associado ao autovalor real A, isto é, se

Ao 0

A, ==

entdo, via exponenciacio obternos gue

onde todas as entradas de * 880 néo nulas, possul diagonal coincidindo com a
diagonal de um bloco elementar de Jordan de exp(fA) , e vice-versa. Dai se vé gue
os autovelores de exp{1A) associados a autovalores reals sio também autovetores
de A. Considere agora um elemento da diagonal principal de um bleco elementar
de Jordan de A associade a um autovalor complexo a; + b, Um tal elemento é
dado por

&y 151'

~b; @

¢ exponenciando obtemos que

cos{th;) sen{th;)
—sen{tlh;} cos(th;)

ta

¢ wm elemento na diagonal principal de um bloco elementar de Jordan de exp{tA).
Assim, se y € I/ é um autovetor de exp({ A} para qualquer ¢ £ ;—T sendo { inteiro
e 1 <2<k, entdo u € associado a autovalor real e, conseqiientemente, é autove-
tor de 4 é daf de exp(s4) para todo s € R. Pelos argumentos acima e o fato

elementar que um autovetor de 4 é autovetor de exp(iA4) para todo ¢ € R segue



a riitima afirmacdo do enunciado, 0

Consideremos agora a representacdo adjunta de g em a a qual denotaremos
por p. Como estamos supondo a abeliano temos que p induz uma representagio de
g/a em a a qual também denotaremos por p. A relagio entre p e a representacao
adjunta & de G em a fatorada através do grupo abeliano (/A € dada atraves do

seguinte diagrama comutativo.

e — T
H

exp exp

ey p— GL(a)

Dai, ¢é claro que Alexp(X)) = %) para X € g/a.
A complexificacio de p se decompée em subespacos pesos complexos que

realificados fornecem uma decomposicao de a em subespagos pesos. Sejam
ay by ap b Ao A

os pesos da complexificagdo de p. Aqui A, 7 = 1,..., 5 denotam os pesos reais e
a; + th; o8 pesos complexos sendo os a; e os b; funcionais lineares reais de g/a.
(lomo g/a e abeliano o Teorema de Engel estabelece o seguinte: dentro de um
espago peso associado a um peso real p se escreve como matrizes triangulares
superiores enquanto em um espago peso associado a nm peso complexe a; -+ ib;

OO

[ (X)) b(x) |
—b;(X} a;(X)




Tomemos agora a representacao dual p* de g/a em a” bem como a representacao
dual A" de (/A em a”. Por um método similar ao que estamos utilizando obtemos
fue os pesos das representagoes g e p* coincidem e temos para X € g/aepy € a*
que A (exp( X)) u) = poe™?X)
Definimos a partir das partes imaginérias dos pesos os seguintes subgrupos
fechados.
L, ={X € g/a $;{X) = 2nw para algum n € Z} (4.4}

Com estes fatos em mente temos

Yema 4.3.3 Seja U a subgrupo de G tel que U'JA & Ly para 1l <7 < k e assuma
que V/A seja um reticulado de /A, Para p € a* definimos

H,=1{9€ G/A € um auto vetor positivo para A (g)}

{onde entendemos por aulo vetor positivo um autfo velor assoctado a um aulo

valor positive). Se I'/JA C H, entdo H, = G/A

Demonstragao: Temos que H,, é um subgrupe fechado pois € uma isotropia da
agdo esférica de /A no espaco projetivo de a*. Portanto é um subgrupo de Lie.
Para ver que ele coincide com (/A primeirc notamos o seguinte. Se X € g/a e
X & L; entdo p ndo pertence ao subespago peso F; assoclado ao peso complexo
a; + th;. De fato, se isto acontecer, entdo p ¢ autovetor da restrigio de A a F.

Agora, restrito a £, temos que p{X) é dado como em 4.3. Dessa forma

cos(b;(X))  sen(b;(X)) .
“sen(b, (X)) cos(b;(X)

Afexp{X) = e~
cos(bs(X))  sen(B;(X)
—sen{b;{ X)) cos(b;(X}}




Dai, sendo a matriz de A*{exp(X)) restrito a P;, a transposta da matriz acima
e sendo u autovetor real associade a autovalor positive temos que §;(X) = 2r
para algum [ € Z, ou seja, X € L;. Como isto vale para 1 <j <kel/A T H,
entdo p € auto vetor associado a autovalores reais de A*{exp(X)} para todo
g = exp{X) € I'/A4 ja que T'/A nio estd contido em nenhum dos L;’s. Con-
siderando # € R, fixo, temos entdc que g é auto vetor e® Ee*PlX) yesociado a
autovalores reais. Pelo Lema 4.3.2 p é entdo auto vetor de e 0=0(X) para todo
s & R e novamente pelo Lema p € autovetor de A™(texp(X}). Como ¢ é arbitririo
e g/a é abeliana temos entao que exp{tX) € H, para todo ¢ € R. Identificando
g/a com (/A isto mostra que o cone convexo de g/a gerado por I'/A estd contido
em H,. Mas, por hipétese, I'/A ¢é reticulado de G/A e isto garante que o menor

subgrupo conexo de (7/A contendo I'/A coincide com (7/A. Portanto H, = G/A,

conforme afirmamaos. 3

A partir deste Lema obteremos uma condi¢dc necessaria e suficiente para que

um subgrupo de (& esteja na posicao geral com relacao a a.

Teorema 4.8.4 Seja I um subgrupo de G tal que U'J/A seja wm reticulado. Entio
I' estd na posigio geral com relagde a a se, ¢ somente se I'/A ndo estd contido

em nenhum dos subgrupos L;.

Demonstragao: Tomemos ¢ € a” nao nulo e consideremos o semi-espaco T =
{X 2 a:pu{X) > 0} Nossa primeira observacdo é a seguinte: se g €  entio T
& invariante por Ag) se, e somente se p € autovetor positivo de A*{g). Para ver
isso ohserve que; se A™g)p) = o Alg™") = ap para algum a € B¥ nao nulo,
entio A(g™") e portanto A(g) deixam T invariante. Reclprocamente, se Ay}
deixa T invariante, entao g e poA(g™!) pessuem o mesmo nidcleo mostrando que
umn ¢ multiplo do outro e, é clare gue o multiplo € positivo. Suponhamos agora
gque ' seja I-invariante. Nesfe caso g € auto vetor positivo de A™{g) para todo
g €T, ouseja, I'/A C H,. Portanto, pelo lema acima, G = H, mostrando que g

-

54



¢ autovetor positive de A™(g) para todo ¢ € (. Conseqiientemente 7" é invariante
sob Afg) para todo g € (e, em particular, {X € a: g(X) = 0} € um ideal de g.

Para mostrar a reciproca vamos admitir que I'/A ¢ L; para algum 7 e mostrar
que I' n&o estd na posigao geral. Podemos supor sem perda de generalidade que
'/A C Ly e também que o corpo ¢ algebricamente fechado. Neste caso, se F;

denota o subespaco peso assoclado ac peso complexo a; + tb; e ; denota o

subespaco peso associado ao peso real A;, 1 €3 <k, 1 €1 < s entdo
a=P@ PR eQd --2Q,

e cada subespago peso é G—invariante. Seja {v{,v},...,v} } uma base de P

segundo a qual a restri¢do de p a Py se escreve como

[ a(X) (X .
Ch(X) ax(X)

(XY = , (4.5)
a(X)  b(X)
\ ~5:{X) aﬁ(X)}

Seja T1 o semi-espago de Py dado por 7% = Ru; + Rv} +..RTvp, e tomemos
T=TaP& 3PS -&Q,

£ claro gue V & um semi-espaco de a. Para concluir a demonstracdo vamos
mostrar que 1y ¢ - invariante mas nao ¢ G-invariante. (oo estamos supondo
['/A C Ly,se X € T'/A entdo b;{X) = 2nn para algum inteiro n e dai A{X) =
(%} & uma matriz triangular superior com um’s na diagonal deixando portanto T)
invariante. Tomando agora X € (/A tal que X & Ly entdo, restrito a P, A{X) é
uma matriz de ordem &y x by a qual possui na posigdo (£ x b — 1) o elemento néo

uulo b= e ¥ lsen(b{r)). Dal podemos ver que A(X) ndo deixa Ty invariante. 0

o
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No caso de so existirem pesos reals 0 teorema acima se resume no seguinte.

Corolario 4.3.5 Suponha que os pesos da rvepresentacdo adjunte de g em a,
fatorada através de g/a, sejom todos reais. Se 1 € um subgrupo de G tal gue T'/A

€ um reticulado de G/A entdo I' estd na posicao geral com relagdo a a.

Demonstragio: E suficiente observar a ndo existéncia dos subgrupos L; no caso

considerado. D

Quando tomamos a como sendo o radical nilpotente de g temos.

Coroléario 4.3.6 Sejo G um grupe de Lie soldvel conexo simplesmente conezo
com dlgebra de Lic g. Suponha que o radical nilpotenie n de g seja abeliono ¢
tomemas os subgrupos L, de g/n associados aos pesos complexos da representagio
adjunta de g em n fotorade através de gfn. Se I € um reticulado de G entdo I
estd ne posicdo geral com relagdo nn se, ¢ somenie se TJN ndo estd contido em

nenhum dos subgrupos L;.

Demonstracgio: Sende N o radical nilpotente de (7, entdo ['/N é um reticulado

de /N (conforme Coroldrio 1.1.6). Assim recaimos nas condigées do teorema. O

Para o caso de grupos nao simplesinente conexos temos.

Proposigio 4.3.7 Seje (G um grupo de Lie sobivel conexe com dlgebra de Lie g
£

S £

recobrimento universal de (<. Se [ € wm reticulado de G na posicido geral com
relagdo ao radical nilpotente n de g entdo I' = 7T} ¢ reticulado na posicdo

geral,



Demonstragio: Sendo ker(s) uro subgrupo discreto de (& é claro que T' ¢ um

subgrupo discreto de (5. Por outro lado G/T = (G/ ker(n))/(T/ ker(n)) = G//T
o qual é compacto. Dessa forma T" é reticulado de . Identifiquemos as dlgebras
de Lie de G e (7 ¢ tamemos um semi-espaco T de n invariante pela acdo adjunta

de I" em n. Se dr denota a diferencial de 7 entdo dr é um isomorfismo de g e

para ¥ & G temos que
Ad{n(y)) o dr = .darr o Ad(y)
Tomemos z € I e seja y € I tal que w{y) = . Entae
Ad{z)(dn (1)) = dr(Ad(y)T) C dn{T)

o que mostra que dr(T} é um semi-espaco de n invariante pela acao adjunta
de I' em n. Como T estd na posicdo geral entdo dr{T') é um semi-espago de n

invariante pela agéo adjunta de G. |



Capitulo 5

Semigrupos no grupo afim

Em nossa analise de semigrupos em reticulados de grupos de Lie soliiveis serd pre-
ciso considerar primeiro semigrupos no grupo de Lie bidimensional ndo abeliano.
O proposito deste Capitulo € apresentar resultados relevantes sobre estes semi-

Zriupos.

5.1 Aspectos geométricos

Conforme é bem conhecido o Gnico grupo de Lie conexo simplesmente conexo
bidimensional nao abeliano ¢ a componente conexa da identidade do grupo afim
da reta. Vamos denotd-lo por Af'* e sua dlgebra de Lie, que € a inica algebra
de Lie nio abeliana bidimensional, denotaremos por af. Explicitamente, AfT é

RT % R com o produto dado pela composicio de aplicaches afim da reta, isto é,

(p.oi{g.y) = (pepy+2)  py>izyeR.
Por outro 1ado, af é R? com o cocheie dado por

[{a,b), («/, )] = {0, ab’ — &b} .



A reta vertical p = 1 & 0 unico subgrupo normal nao trivial de Af*. Sendo
abeliano este subgrupo € na verdade o radical nilpotente de A%, o qual deno-
taremos por V.

Segundo o Teorema 2.12 em [10} um grupo de Lie nilpotente possui reticu-
lado se, e somente se sua dlgebra admite uma base com constantes estruturais
racionais. Para grupos de Lie soliveis ndo temos um resultado similar, haja visto
que af possul uma base com constantes estruturals inteiras mas Af* nao possui
reticulados. De fato; isto pode ser visto como segue: se I' C Af* é um reticulado
entdo, pelo Teorema 1.1.4, ' N é um reticulado de Ne, sendo N & R, este é
um subgrupo ciclico de R. Tomemos entdo um elemento {1, 2q) em Af" tal que
PN = Z{1,26). Sendo N normal em Af* o mesmo ocorre com I'M N em I

Dai, se {p,z) € I entio

(p. 2} L zo){p, ) = (Q,pze) € I'NN

(p.2) (1, mdp o)y =(L,p 'zg) €T AN

implicande que p = 1. Conseqlientemente I € N e AfT/I" ndo é compacto,
contradizendo o fato de todo reticulado de um grupo de Lie solivel ser uniforme.

Antecipando a definigdo de semigrupo discreto em grupos de Lie soldveis
esclarecenos que a mesma nao sera similar a Definicdo 3.1.3 dada no caso de
grupos nilpotentes. De fato, o préximo exemplo mostra que um semigrupo em
Af* pode satisfazer a condicio b} da Proposicio 3.1.2 sem no entanto satisfazer

a condicho a) da mesma.

Exemplo 5.1.1 Seja S = {(2%,n) : k,n sdo inteiros ndo negativos}. Conforme
¢ facibmente verificdvel § ¢ wm subsemigrupe de AfT. Tomemos a vizinkange da

identidade em Aft dada por UV ={(p,z) € Aft:J <p<ie -t <a<i}e
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sejam (25.n),(2°.m) € S ilais que
(2", n)(2°,m) "t = (257 n — m‘.Zk"s) e [

Fnido % < 25E g % € —% < n —m?k_‘s < % Sendo k, s, m e n inleiros
ndo negativos extraimos do primeira desigualdade que k = s gque substituida na
sequnde fornece ~~% << % e desta iltima resultn n = m. Isto mostra que
S satisfer a condigdo b) da Proposigdo 3.1.2. No enfanto 5 ndo estd confido
em nenhum subgrupo discreto de Af*. De fato; o subgrupo T de Af* gerado por
S ndo € discreto. Para ver isto tomemos elementos ¢ = (29,0), b = (2%, m) e

ot

c= {2 n} em 5. Entio

_ kg, BN
d=c b = (20 TR ) = (pz) € T
2k2 :
e se tomarmos wma vizinhanga V da identidade em AfY a qual € suficientemente
ptgnena vemos que, se d € V entdo p = 1. Por outro lado, sendo os elementos a,
neg ; :
b e ¢ arbitrdrios dado ¢ > 0 vemos que € possivel escolher os elementos de forma

a obter (1,z) €T comax # 0 ¢ —¢ < & < e. Isto mostra que I nao ¢ discreto ¢

consequentemente S ndo salisfar a condicdo a) da Proposicde 3.1.2.

Anpalisaremos agora a as translagdes a esquerda e a direita dos subgrupos a
um parametro em Aft
Conforme pode ser facilmente verificado a aplicacdo exponencial de AfY é

dada por
.
expi(a’b) . (Iﬂm.J b( ,f-a. ))

£

se a # 0 eexp(0,t) = {1,1). Desde que expi{a,b), a # 0 estd na reta com equagio

a qual passa por {1,0) e tem mclinagio b/a, segue que os grupos a um pardmetro
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de AfY sdo as retas de AfT que contém o elemento identidade {1,0). Estas retas
sdw determinadas pelas suas inclinagdes e se uma reta nao vertical tem inclinagao
m entao sua equagdo € v = rau — m. Conforme dissemos anteriormente a reta
vertical que passa por {1,0) é o radical nilpotente N de Af7.

A estrufura do produto em Af7 torna-se nitida pela andlise da geometria das
classes laterais & direita e & esquerda dos subgrupos a um pardmetro © As classes
laterais A direita ou a esquerda de N sdo retas verticais em Af*. Com relagao

aos outros subgrupoes temos que
(1, mu —~m}(p,z) = (pu, {z + m)u — m)

mostrando que as classes laterals a direita do subgrupo é dado pela reta de
i.ﬂ(:l.h.&(;él(} {x + m}/p que contém (p,z). Esta inclinagdo é menor que m no caso
de o < mp — m, isto é, caso (p,z) esteja abaixo do grupo a um parametro.
De uma maneira simetrica as classes laterais a esquerda por elementos acima
do subgrupo sio semi-retas com inclinagio maior que a inclinacdo do subgrupo
e portanto os pontos da mesmas se distanciam do subgrupo quando a primetra
coordenada tende a +o00.

Por outro lado as classes laterals & esquerda sio dadas por

{p,x){u,mu —m) = (pu, pmu — pm)

e portanto sdo paralelas ao subgrupo.

Estes calculos simples também mostram que uma translagio a esquerda trans-
forma um reta nao vertical em uma reta paralela enquanto uma translacio a
direita muda a inclinacdo das referidas retas.

As consideragtes geométricas aqui desenvolvidas serdc utilizadas na segio a

seEgUIT,
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5.2 Semigrupos no grupo afim

Conforme a Proposicdo 6.5 de {7] os subsemigrupos maximais de interior nao
vazio de AfY sdo as unides dos subgrupos conexos unidimensionais de Af™ com
um de seus complementos, isto é, sdo semi-espacos de Af* tendo por fronteira
retas passando pelo elemento identidade (1,0). Via esta classificagao Lawson
ohteve uma classificacdo dos subsemigrupos maximais de interior ndo vazic em
grupos de Lie solivels tomando a redugao do grupo. Mais precisamente se ' é
um grupo de Lie solivel conexo e M € um subsemigrupo maximal de interior ndo
vazio de (& entao o Teorema 11.1 em [7] estabelece que a redugdo (7, Mg) de
({3, M) é topologicamente isomorfa a (R, RT) ou a (Af*, AfT7), onde AfTF é o
serni-espaco superior de AfT.

Assim comio no caso de semigrupos com interior a determinagdo de condigdes
para que um subsemigrupo § C Af*t intercepte as duas semi-retas de N serdo
fundamentais na classificacdo que daremos para subsemigrupos maximals de re-
ticulados em grupos de Lie soldveis. Com este objetive em mente nosso primeiro

resultado € o seguinte.
Lema 5.2.1 Seja 5 € Af* um subsemigrupo ¢ assuma que
a) S intercepta os dois semi-espagos limitados por N

b)Y O fecho topoldgico § de S ndo intercepla @ semi-reta inferior de N, isto €,

se (1,2} € § entdo 2 > 0.

Defina
m (8] = ilfi-f{;i“f Cpa) € S and p> 1)

&

Ap,x) €S andp< 1} .

Enide m™(S) < m¥(8). Em particular estes igualdades sdo bem definidas.
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Demeonstragdo: Podemos também definir m*{5) e m~(5) da segninte maneira
m*(S) = inf{m  {(p,pm — m) € § para algum p > 1} e

m” {8} =sup{m : {p,mp — p) € 5 para algum p < 1}

Tomando (p,mp — m}) e {g,ng~n}em S com 0 < p < 1 < ¢ ¢é entéo suficiente

mostrar que m < n. Sejam J e & inteiros positivos. Entdo
(p.mp — m)(g.ng = n)* = (P ¢" n(pd" ~ 1) + (n = m){1 - )

pertence a 5. Agora, pelo Lema 6.4 de [7), dado € > 0 € possivel escolher j e &
tais que |p'g¥ — 1] < e e p! < e Isto mostra que (1,2 — m) € § e assim, pela

hipétese (b}, m < n, mostrando o lema o

Geometricamente, m1(S) ¢ a maior inclinagdo das retas que passam pela
identidade cujos semi-planos superiores contém a parte de S situada a direita de
N. Como m~{5) possui uma terpretacio simétrica o lema acima implica que
um sernigrupo satisfazendo as hipdteses a) e b) do mesmo estd contido em um
subsemigrupo de interior ndo vazio de Af*.

Podemos agora provar o principal resultado do capitulo, o qual serd crucial

na analise de subsemigrupos em grupos soliveis em geral,
Teorema 5.2.2 Seja S C Aft um subsemigrupo satisfazendo

a) S/N € grupo, ¢

b) 5 ndo estd contido em nenhum subsemigrupo de interior néo vazio.

Entao 5 intercepta as duas semi-refas de N, isto €, existem x,y > 0 tuis gue

(1,z) e {1,—y) pertencem a 5.
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Demonstracao: Sendo o grupo AfT/N somorfo ao grupo aditivo dos mimeros

reais podernos descrever o grupo S/N como
SIN = {a € R: 3z & R with (e*,2) € 5} .
Para o € §/N nio nulo seja Gy o subgrupo de R gerado por e”, isto é,
Go ={e" 1n € £}
e seja também Af, o subgrupo de Af*t que se projeta em G, , ou seja
Af, = {{e",z): 2 € R,ne Z} .

Por fim seja S, = 5N Af, o subsemigrupo de 5 gue se projeta no mesmo grupo.

Vamuos mostrar que, para algum ¢, S, intercepta a semi-reta inferior de N.
Suponbamos o contrario. Neste caso, desde que 5, se projeta em um subgrupo
discreto de R, e S/N ¢ grupo é claro que ele satisfaz as hipdteses do lema anterior.
Portanto m*(5,) sdo bem definidos e se tem que m~{a) < m¥{a), onde m*{a) =
mt(S,} e m~{a) = m™(5;). Geometricamente isto significa que a parte de §
situada a direita de N se encontra acima da reta v = m¥(a)u — m¥{a) ¢ que a

parte de S situada a esquerda de NV se encontra acima da reta v = m™{a)u —

m”{a).

i N
! v =rmt{aju ~m¥(a)
}
|
i v =m (oY — m{¢
1 - 1 () m~{a)
! //

T . u
3 (11{})
v
kS
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Fixemos o« € S/N, com o > 0. Como § nao esta contido em nenhum sub-
semigrupo de interior ndo vazio existe entdo g € S/N, com # > 0, tal que
mH(3) < mt(a) ou m™(8) > mT(a).

Analisernos inicialmente o primeiro caso, ou seja, quando m* (g3} < m*{a).
Neste caso existemn z, € R e inteiro positivo 1y e tais que o elemento (e™9 2,)

pertenice a Sy € esta situado abaixo da reta v = m¥{a)u — m*{e). Com isto
2y < e PmT (o) — mT(a).

Sendo ne um inteiro positive e y € R tais que (™%, y) € S,, tomemos {a, b} €
R tais que expla, b) = (2%, y). Neste caso a inclinagdo do grupo a um pardmetro
que passa por (™% y)é % Pela definigdo de m™ (), dado € > 0 é possivel escolher
ny e y de forma que

b <mY{a) + e
a

m particular € possivel fazer essa escolha de maneira tal que

<m™a)+ (€ mF (o) - mt{a) - ;)

2 | o

ou geja,

f-._”"'ﬁ(fi + 1) < mH{a).
a

Agora, fii"?"‘-}.f'f(g + x1} é exatamente a inclinagio da translacéo a direita do grupo

a um pardmetro exp{t(a, b)) pelo ponto (€M¥ z,). Dessa forma, para qualquer
inteiro positivo n os pontos (e™%, y)"(e™? 2,) ficam em uma reta cuja inclinacio
é menor que m¥{a).

Sendo §/N um grapo € facil ver que Sg/N é também grupo. Entdo, existe

z & R tal que (e"™F, 2) £ &5, Como translacio a esquerda nio altera a inclinacio



dos grupos a um parametro temos entao que os elementos

(e—m_é”z)(ﬁnza!y)n(emﬁ,xl) = (6nﬂ2a,f(n))

estdo em S, para todo n > 0 e ficam em uma reta de inclinagdo menor que
m* (). Como "% — 0o quando n —+ oo existem entdo pontos de S, abaixo da
reta v = m¥(a)u — mt{a) e a direita de N. Isto contraria a definigao de m™{a).

Por argumentos analogos acs utilizados acima concluimos também a impaossi-
bilidade do caso em que m~(3) > m™{a). Assim § intercepta a parte inferior de
N. Para mostrar que S intercepta a parte superior de N basta aplicar o argu-

mento acima ac subsemigrupo ¢(5) onde ¢ é o automorfismo de Af* dado por

Qf’(jfi, 3’) = (}3, “"3:)' 0



Capitulo 6

Semigrupos maximais em
reticulados de grupos de Lie

soltiveis

Neste capitulo (7 denctard um grupo de Lie soluvel conexo simplesmente conexo
e 1 um reticulado de (7. Denotaremos a algebra de Lie de G por g e n serd o
radical nilpotente de g. Também usaremos a notagdo N para o subgrupo conexo
de G associado a n e exp para a aplicacdo exponencial de (.

Nosso propésito final é mostrar que wm subsemigrupo § € I' que néo esté
contido em nenhum subsemigrupo de interior nde vazio de & ¢ um grupo. A
maneira pela qual olharemos o problema serda a quebra de 5 em seu quociente
S/N e em sua intersegio S N N com o radical nilpotente. O ponto chave da
gquestio € o fato de N ser um subgrupe nilpotente, normal de & que contém o
subgrupo derivado [G, G] e de estar bem situado com respeito a I' no sentido em

que 'Y N ¢ T/N sao reticulados de N e G/N respectivamente.



6.1 Semigrupos discretos em grupos soltiiveis

Na primeira secao do Capitulo 3 discutimos a definigao de subsemigrupos discre-
tos em grupos topoldgicos nilpotentes. La, de trés possibilidades iniclais, descar-
tamos uma e mostramos qgue as outras duas eram equivalentes. Isto motivou a
Definigac 3.1.3. Posteriormente, no Capitule 4, mostramos que em Af* existe
umn snbsemigrupo S para o qual exibimos uma vizinhanga da identidade I/ satis-
fazendo a propriedade b) da Proposicao 3.1.2, isto é, ay ' € I/, com 2,y € § ,
implica x = y mas S ndo esta contido em nenhum subgrupe discreto de Af*, ou
seja, ndo satisfaz a condigio a) equivalente a b) na mesma Proposicio. Isto sugere
a seguinte definigdo para subsemigrupos discretos em grupos de Lie soliveis.
Defini¢do 6.1.1 Seje G um grupo de Lie sohivel ¢ § C G um subsemigrupo.
Dizemos que S ¢ discreto se existir um subgrupo discreto de G coniendo §.
A Proposigio abaixo é trivial.

Proposigao 6.1.2 Um subsemigrupo 5 de wm grupo de Lie solivel (¢ € discrete
se, & somente se o subgrupo de G gerado por S € discreto. E]

Para os resultados a serem obtidos aqui, o Capiiulo sobre cones invariantes
sera crucial. Neste sentido, para garantir a existéncia do interior algébrico neces-
sitaremos que S gere um subgrupo finitamente gerado. Devido a isto nio vamos
trabathar simplesmente com subsemigrupos discretos mas sim com subsemigrupos

de reticulados de .

6.2 Semigrupos em reticulados de grupos de
Lie soliveis

Nesta seqao desenvolveremos questées preliminares a serem utilizadas nas secdes
subseqgiientes. Salvo mengdo contraria manteremos fixas as hipdteses e notagoes

da intredugao do Capitule,
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(O primeiro resultado estabelece condigdes para que a projecio de um sub-
semigrupo de G em G/N seja um reticulado. Este resultado pode ser obtido

para subgrupos mais gerais que N.

Proposicao 6.2.1 Sejo H um subgrupo conexo fechado de (¢ tal gue H O seja
um reticulede de H ¢ [G, G C H. Considere a projecio canédnica 2 G — G/ H ¢
S C T um subsemigrupo gerador. Se S ndo esid contido em nenhum subsemigrupo

préprio de interior ndo vazio de & entdo n{(S) = #{') € um reticuledo de G/H.

Demonstragao: Desde que H N T € um reticulado de H, pelo Teorema 1.13
de [10], temos que HI' ¢ fechado em (/' e conseqientemente #(I') é fechado no
grupo de Lie conexo abeliane G/ H. Agora, como I' é discreto (') é enumerdvel
e assin € subgrupo discreto de (/H. Sendo G/T' compacto o mesmo ocorre com
(G x{HY. Assim #(T') é um reticulado de G/ H.

Agora, seja 5" um subsemigrupo de interior ndo vazie em G/ H contendo m{5).
Entao #7357} é um subsemigrupo de interior ndo vazio de (7 contendo S. Pela
hipdtese sobre & isto acarreta que 7718} = (F e assim §' € um subgrupo de
({/H com pontos interiores. Pela conexidade de G/ H concluimos que 57 = G/ H.
Isto mostra que #{5) ¢ um subsemigrupo gerador do reticulado ['/H ¢ qual nédo
esta contido em nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio de G/H. Sendo
G/H grupo abeliano a Proposicao 3.2.2 garante que #{5) = #(I') e isto conclui

a demonsiragao. [

Tomando H como sendo o radical nilpotente de G temos.

Coroldrio 6.2.2 Seja S wm semigrupo gerador de wm reticulado em ¢ o qual
nde estd contido em nenhum subsemigrupo priprio de inlerior ndo vezio, Se n
denote a projegdo candnica de (v em G/N entdo #(S) € um reficulado.

Demonstragao: Evidente ja que, pelo Teorema 1.1.4, a intersecio de um reti-

culado de ¢ com N ¢ um reticulado. 0]
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Se. além das hipoteses da proposigao, S C (@ for um subsemigrupo para o
gual S H € um grupo entdo o Lema 3.3.8 garante que 5 é um grupo. Para

futuras referéncias estabeleceremos isto formalmente.

Coroldrio 6.2.3 Nas mesmas condigoes da proposigdo S € um grupo se, ¢ so-

mente se SN H € um grupo. i

A préxima conseqiiéncia da proposigao acima mostra que hd uma diferenga

fundamental entre o caso nilpotente e o caso solivel.

Coroldrio 6.2.4 Manilendo as notocées e hipéleses da proposigio 6.2.1 temos
gue 1N H # & para todo ideal & direita ou d esquerda [ de 5. Em particular os
ideass intalg( S} e intalgg(S) inferceptam H.

Demonstragao: Seja I um ideal a direita de S e tomemos z € J. Pela proposicao
S/H é um grupo. Portanto, existe y € .5 tal que 2y € H. Desde que [ é ideal &

direita, segue que zy € I N H. Para ideals a esquerda a prova € a mesma, ]

Note que todos os coroldrios acima continuam vilidos tomando H como sendo
N. Neste caso, no entanto, podemos enfraguecer as hipdteses ja que I'NAN sempre
¢ reticulado de V. Esta versao serd a mais utilizada por nds.

0 resultado a seguir aponta nossa linha de agio a fim de obter para subsemi-
grupos de grupos de Lie solivels resultados similares aos obtidos para os grupos

de Lie nilpotentes,

Corolario 6.2.5 Seja 8 um subsemigrupo gerador de I ¢ suponha que S ndo
estd contido em nenhum subsemigrupo proprio de interior ndo vazie. Se SN N
ndo estd contido em nenhum subsemigrupe de interior ndo vazio de N entdo S ¢

W grupo.

Demonstragdo: Temos que S/N é um grupo. Com este fato ndo é dificil

mostrar que 5 é transitivo no grupo abeliano I'/{T' N N) e, consegiientemente,
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pela Proposicdo 2.1.3, SO N é um subsemigrupo gerador do reticulado NN de
N. Como 5N N ndo estd contido em subsemigrupo de interior ndo vazio entdo
o Teorema 3.4.1 garante que SN N & un grupo. Com isso o Lema 3.3.8 garante

que S é grupo. ;

Somente a hipdtese de § ndo estar contido em subsemigrupo préprio de inte-
rior ndo vazio nao garante que o mesmo acontece para o subsemigrupo SN N em
N, isto ¢, a segunda hipdtese no corolario acima néo pode ser retirada. Isto é o

gue mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 6.2.6 Considere em G = R x R? a estrutura de grupo dada pelo
sequinte produto

(t,u)s,v) = {t + 5,0 + u),

onde A € a matriz real 2 x 2 dada por

G é um grupoe de Lie cuja dlgebra de Lie g ¢ o produto semi-direto de R por R*
com representagio dada pelos multiplos da matriz A. Explicitamente g =R x R®

com cochete dado por
[(tu), {5, v)] = (0, A(#v ~ su)).

Chuviamente g € uma algebra de Lie solivel ndo nilpotente cwjo radical nilpotente
én ={0} x R*. Com cdleulos simples pode se mostrar que n ndo contém ideais
untdimensionais de g ¢ dat, pelo Teorema 1.{.{ concluimos que n ¢ g inica

subnlgebra de codimensdo um de g. Seja



U ¢ um subgrupo abeliane discreto de G ¢ sendo G/U homeomarfo a S' x T* |
gue € compacto, I € na verdade um reticulado de G\

Conforme a caracterizacdo de Lawsen para subsemigrupos mazimais de inte-
rior nde vazio de grupos de Lie soliveis os tdnicos subsemigrupos marimais de

interior nio vazto de (& sdo

M* = {(kt,w) € Gt > 0}
Seja

S={lt,z,y)el:z>0}

E claro que § € um semigrupo proprie de G o qual gera T ¢ ndo estd contido em

nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio de G.

Ressaltamos que a Definigao 4.3.1, onde introduzimos o conceito de posigio

geral de um reticulado, fol motivada por esse exemplo.

6.3 Semigrupos em reticulados de grupos de
Lie soliveis com nilradical abeliano.

No exemplo dado acima a representagdo adjunta de g em n nioe possui pesos

reais, No entanto, sendo sua complexificacio dada por

temos que +ib(7), onde b{t) = ¢ e 1 = /1, sd0 os tinicos pesos desta repre-
sentacio. Dessa forma femos um inico subgrupoe, a saber, L = {t &€ R : {1} =
nw,n € 4} para verificar a posicdo geral do reticulado ' (Definigao 4.3.1). Ora,

P/N a2 204 = [ mostrando que ' ndo esta na posicio geral.
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Este exemplo mostra uma situagio tipica onde o resultado desejado ndo
ocorre. ) ponto chave da questdc € o aparecimento de raizes complexas na
representacdo adjunia de g causando a existéncia de subespagos em n gue so
invariantes pela a¢io adjunta de T' mas nio de todo o grupo G.

Vamos agora assumir que (7 é um grupo de Lie soliivel conexo simplesmente
conexo com radical nilpotente N abelianc e que I' € um reticulado em & o qual
se enconira na posicao geral. Nosso objetivo é mostrar que, com estas hipoteses,
a sitnacao ocorrida no exermplo 6.2.6 ndo se verificard, on seja, um subsemigrupo
gerador § C I que néo esta contido em nenhum semigrupo com pontos interiores
& um grupo. Para isto vamos assumir o contraric e obter uma contradicao.

Com as hipdteses acima, derivamos do Coroldrio 6.2.3, que S € grupe se, e
somente se SN nio estd contido em um subsemigrupo de interior ndo vazio de

N, Colocande a questao em termos do cone
W =fecho{e €n:31¢ >0 com exp{te) € SN N}

introduzido em 4.2 e observando que estamos supondo n abeliano temos que 5 ¢
grupo se, e somente se W = n. Portanto, assumir que S nao ¢ grupo € equivalente
a assumnir que W é um cone proprio de n,

Vamos entao assunir que W & proprio € conseguir uma contradicio,

Felo Corolario 4.1.3 W & um cone gerador invariante pela agao adjunta de I
e n. Sendo proprio. pela Proposicao 4.2.1, derivamos que W esta contido em
um semi-espaco de n invariante pela acdo adjunta de I" em n. Como estamos
assumindo I na posigdo geral um tal semi-espaco é invariante pela acdo adjunta
do grupo e, consequentemente, se h denota o hiperplano que delimita um tal
semi~espace, h é um ideal de g.

Resunndamente, as hipdteses acima € a suposi¢do que 5 ndo é grupo, acar-
retam a existéncia de wm hiperplano h de n o qual é um ideal de g e tal que W

esta contido em um dos semi-espacos de i limitado por h.
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Seja H o subgrupe normal conexo de (G cuja dlgebra de Lie ¢ h e considere a

projecdo candnica

.G —G/H.

A hipétese que § néo estd contido em nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio
implica gue o mesmo acontece com o subsemigrupo {5} em G/ H.

Agora. existem trés possibilidades exclusivas para G/ H, a saber:

A} G/ H é abeliano.

B) G/H é nilpotente ndo abelianoc.

() G/ H é solivel nao nilpotente,

Vamos mostrar que estes trés casos conduzem a uma contradi¢ao. Primeira-

mente temnos.

Lema 6.3.1 O caso (A) conduz ¢ uma contradi¢do.

Demonstragio: Desde que I/ H & abeliano e G & simplesmente conexo, G/ H ~
R® para algum inteiro positive k. Também, desde que h & hiperplano de n, N/ H
torna-se um subespago unidimensional de (7/H. Agora, o fato de 8(5) nio estar
contido em nenhum subsemigrupo de interior ndo vazio implica que seu fecho con-
vexo coincide com G/ H e assim qualguer raio de (7/H pode ser arbitrariamente
aproximado por elementes de #(S), Em particular isso acontece para as duas
semi-retas definidas pelo subgrupo unidimensional N/H de G//H. Sendo no en-
tanto I'/V um reticulado de G/V = %?% o mesmo €, em particalar, win subgrupo
discreto. Dai, existem elementos de #{ N (1 5) arbitrariamente préximos das duas
serni-retas definidas por N/H e lsto mostra a existéncia de pontos de 5 nos dois

semi-espacos de i1 delimitados por h, contradizendo a suposicao feita sobre W, OO

Lema 6.3.2 O caso (B) também conduz ¢ uma contradigdo.

Demonstracdo: Temos que 4 ilgebra derivada (g/hY estd contida em n/h.

Contude. como n/h é unidimensional e g/h é nio abeliana a igualdade {(g/h) =
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n/h ocorre. Por outro lado, {g/h)? = [g/h,(g/h)] =0, caso contrario g/h nao
seria nilpotente. Além disso, % = %‘% é um reticulado no grupo abeliano G/N
mostrando que S/N € racional no sentido da Proposicdo 3.3.10. Dessa forma
8{S) " N/H nao esta contide em nenhum semi-espaco de N/H mostrando que
S0 A intercepta os dois semi-espagos de n delimitados por h e isto contraria a

suposigao feita sobre W, 0

(O caso (C}, sem divida, € o mals envolvente. Em sua analise serd necessario

o seguinte fato sobre algebras de Lie possuindo algebra derivada unidimensional.

Lema 6.3.3 Seja p uma digebra de Lie ndo nilpotente tal que dim p’ =1. Entéo
existe wm iinico ideal abeliano k C p de codimensde dois tal que p/k € ndo
akeliana . Além disso, k estd contido no radical nipotente n{p) de p ¢ n(p) ¢

abeliane de codimmensdo wm.

Demonstragao: Denotemos a representagio adjunta de p em p’ por p. Desde
que dim p’ = 1, temos que kerp possul codimensio zero ou um. Se for zero
entdo X, p’] = 0 para todo X € p implicando p ser nilpotente contrariamente
a hipdtese assumida. Portanto kerp é um ideal de codimensio um em p o gual

contém a algebra derivada p’. Tomemos uma base
{X‘ Y’la AR Y}c, Z}

de ptal que X €kerp, Z € p'e {V1,..., Vi, 2} € base de ker p. Como [X, Z] # 0
pode-se escolher X de forma que [ X, Z] = Z. As constantes estruturais desta

base sao entdo dadas da seguinte forma
(X Z] =2 {¥,,Z]=0 [X\Y]=wZ [o.Y]=0b,7
Afirmamos que by; = 0. Para ver isso usamos a identidade de Jacobl afim de
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olbiter
b; 2 = (X by Z)

(X

= [X, [, ¥l

= [X.¥L.Y]+ [V, X, Y]]

= 0
Clomo Z # 0 entdo &; = 0. Dessa forma ker p é um ideal abeliano de p possuindo
codimensao igual a 1. Comeo conseqiténcia tem-se que p € o produto semi direto
de R por ker p com representagio dada pela adjunta de X.

Considere agora a restrigao de ad{ X'} a ker p. A imagem dessa transformacgdo
linear é unidimensional, implicando gue sen nicleo tem codimensao um em ker g
Denotando esse niicleo por k temos entdo que k € um ideal de p ja que kerp &
abehiano e [ X, k] = 0. Mais ainda, como [ X, Z] # 0 entdo kerp = p’ @ k de onde
se vé que p/k é ndo abeliana de dimensao dois. Quanto a n(p) ser de codimensio
um segue do fato de 0 mesmo coincidir com ker p € quanto a unicidade de k esta

segue pela sna construgdo na demonstracéo. 3

Uma simples conseqiiéncia do lema acima, que necessitaremos, € a seguinte,

Corolério 8.3.4 Seja p wmae dlgebra de Lie como acima e h C n{p) um idedl
de codimensdo dois em p. Entdo p’ C h ou h = k onde k € o ideal do lema

anlerior,
Demonstragao: Se p’ ¢ h entdo p/h é a algebra bidimensional ndo abeliana.

Pela unicidade de k no lema segue que h = k. O

Retornemes agora ao caso (C). Temos que a algebra derivada de g/h coincide
com n/h ja que g/h € nao abeliana. Em particular dim{g/h)’ =1. Denotemos o

radical nilpotente de g/h por m e consideremos a projecio canduica

7 g/h — (g/h)/{g/h) =~ g/n
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[dentificando a algebra {g/h)/{(g/hY com o grupo (G/H)/|G/H,G [ H] obtemos
que a projecio de I' define um reticulado I' em (g/h)/(g/h). Com estas notagoes
seja V o subespago de g/n gerado por 7{m) N T e coloquemos q =77V, Sendo
g/h solivel temos {g/h) C m e dai é claro que q C m. Pelo lema 6.3.3 m €
abeliano e, em particular, g € também abelianc. Também q ¢é ideal de g/h pois
(g/B) Cq.

Agora, seja ) o subgrupo vonexo de G/ H associade a g. Por construcao
este é 0 menor subgrupo conexo do radical nilpotente M de G/H que contém
9(5)N M. Isto pode ser visto a partir do fato que 7(#(5)) = I. Tomemos o cone
W em q gerado por 8(S)N @, como em 4.2, isto é, W = fecho{z € q: 3¢ > 0
com exp(tz} € (8) N Q}. Pelo Teorema 4.1.2 W ¢ invariante pela acio adjunta
de (T} em q.

Temos dnas possibilidades

1. W = g. Neste caso, como no caso {A), para qualquer raic r em q existe um
elemento de 8(5)N ) arbitrariamente proximeo de r. Aplicando isto aos dois
raios da reta n/h e retornando a (G isto significa que os dois lados de H em
N podem ser aproximados por elementos de 5. Mas, sendo I'/N discreto
igto implica que § N N intercepta os dois lados de H em N contradizendo

a suposigio feita sobre W ser proprio.

2. W é um cone préprio de . Observe que os pesos da representagio adjunta
de g/h em g sio reais ja que (g/h) é unidimensional. Como conseqiiéncia,
pelo Corolario 4.3.5, (') estd na posigdo geral com relagdo a g e portanto
W estd contido em wm semi-espaco de g limitado por um ideal h de g/h.
Tomemos agora X € m e formemos a subalgebra p gerada por X e q.
Temos que p é sohivel ndo nilpotente pois se ad{X) restrita a q for nilpo-
tente o mesmo ocorre com ad( X ) em g. obviamente g € o radical nilpotente
de p e p’ é unidimensional. Nestas condigtes ¢ Lema 6.3.2 garante a ex-

isténcia de um dnico ideal k de p contido em g tal que p/k &~ 4f*. Ainda
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mais, sendo h um ideal de codimensio um em q o Corolario 6.3.4 garante

que {g/hY =p' Chouh =k Analisemos estas duas possibilidades sepa-

radamente.

(a)

(b)

(g/h) = p’ C h. Esta possibilidade pode ser exclufda ja que, mddulo
o grupo derivado de G/H, #(5) é wm grupo assim como o € 5 médulo
o grupo derivado de (&, Portanto existern pontos de W em ambuos os

!

lados de qualquer hiperplano g gue contém {g/h)

h = k. Neste caso seja k; € m o ideal de g/h mencionade no lema.
Temos pela unicidade que k; Ng=k. Seja Ky € &/ H o subgrupo
conexo associado a ky. Como k; é de codimensdo dois e (g/h)/k, é
nao abeliana temos que (G/H)/K; é isomorfa a Af*. Portanto, se
colocarmos S = 8(S)/ K, entio & é um subsemigrupo de Af T o qual
nao esta contido em nenhum subsemigrupo prépric de interior nao
vazio. Também, modulo o grupo derivado de Af*, S’ ¢ um grupo pois
médulo [G/H,G/H] o subsemigrupo #(5) € um grupo. Portanto, 5
satisfaz as condigbes do Teorema 5.2.2 mostrando que ele intercepta as
duas semi-retas do grupo derivado de Af*. Isto significa que #{5) ndo
esta contido em semi-espaco de G/ H limitado por Ky e isto implica,
pela construcio de g, que 8(5)NE nio estd contido e um semi-espago
de @ imitado per . Portanto esta possibilidade para h também deve

ser excluida.

Estes casos mostram que a possibilidade (C) também conduz a um con-

tradicho. Portanto as trés possibilidades (A}, (B} e {C) ndo podem ocorrer e

temos assim o principal resultado desta segao.

Teorema 8.3.5 Se¢ja G wm grupo de Lie solivel conexo simplesmente conezo
com radical nilpotente N wbeliano, Suponha que T C G seja um reticulado na

posicée geral com relagdo a N e gque 5 C 1" € um subsemigrupo gerador o qual
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ngo estd contido em nenhum subsemigrupe priprio de interior ndo vazio. Entdo

-'E; _— 1_‘- &l

6.4 Semigrupos em reticulados de grupos de
Lie soltveis

Nesta secao vamos mostrar como reduzir a andlise de semigrnpos em grupos
soldvels em geral para aqueles com radical nilpotente abelianos. Isto vai requerer

os seguintes 1rés lemas.

Lema 6.4.1 Sejam G wm grupe de Lie solivel conezo com radical nilpoiente
N néao gbeliano e x o hemomorfismo candnico de G em Gf[N,N]. SeT € um
reticulado de G e 5 C 1 € um subsemigrupo gerador tal que n{S) € grupo entdo

SN N € grupo.

Demonstracao: Como [N, N] C N temos que n{S N N) = 7{S) N 7 (N) é sub-
grupo de G/IN, N]. Além disso note que a restricdo de 1 a N coincide com a
projecao candnica de N sobre N/[N, N]. Neste caso o Coroldrio 3.4.4 garante o

afirmado. 1

Lema 6.4.2 Seju g uma dlgebra de Lie solivel real com radical nilpotenie n.
Seja s Cn wm ideal abeliane contendo a digebra derivada g' e denote por p a
representacdo adjunta da dlgebra de Lie abeliana g/s em s induzida pela repre-
sentagio adjunte de g em 8. Seje v’ a dlgebra derivada de n e denole por o' a
representacdo de gfs em s/n’ induzide por p. Iintdo 0s pesos ndo nulos de (a

complexificagdo de ) p e p' coincidem.

Demonstragio: Através da complexificagio das representagdes podemos traba-

thar no corpo dos mimeros complexos. Sejam {Ay,.... A} os pesos de g e denote
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por sy, os correspondentes subespagos pesos. B suficiente mostrar que s,; néo
estd contido em n' se A; é um peso nao nulo. Para isto fixamoes j tal que A; # G e
usamos o Teorema de Engel para obter uma base {Y),...Y,} de s, tal que, com

respeito a ela, a restrigdo de p( X} a sy, € escrita como
A{X) *

A X)

Afirmamos que n'MNs,, esta contido no subespaco V' de sy, gerado por {¥1,..., Y, 1}
Suponde que a afitmacdo é falsa existe ¥ € n' sy, tal que ¥V 5 0 modV. Pode-
meos assurnit que Y = ¥, modV. Tomemos X € g tal que sua projecio X € g/s
satisfaga A;{X) # 0. Entae, médulo V, [X,¥] é igual a A(X)Y,. Por outro lado,
Y ¢ uma soma do tipo

Y = S(2 W)
k

com Z; W; € n. Tomando o cochete com X e aplicando a identidade de Jacobi

obtemaos

XL V] = 3 (X Ze), Wid + (26, [ WD)

mostrando que [X,Y] pertence a [n, g’} que por sua vez estd contido em [n,s].
Assim basta verificar que [n, s} ndo tem componentes na diregao de Y,. Para ver
isto tomemos uma base {¥, ... Y] } parasy ,1 <j < p. Dessa forma, se W €5

entdo
f E: i
‘i’i( = {ZU }1‘
]

Sera Z € n. Entao
(2, W)=Y aylZ, Y]]
%)
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Agora, ad{Z) é nilpotente e dai \;{Z} = 0. Dessa forma, restrito ao subespago

peso sy, temos que

plZ) =
0

nac possui componente na diregdo de Yk}) cpara 1 <7 <p. Isto conclui a demon-

stracao. 0

Seja agora g uma algebra de Lie soldvel com radical nilpotente ndo abeliano
n e cologuemos g, = g/n’ , 5y = n/n’. Temos que §; ¢ um ideal abeliano de g; o
qual contém a algebra derivada g}. Também, como 8, € abeliana a representagao
adjunta de g1 em sy se fatora através da élgebra abeliana g;/s, ~ g/n. Denote
por py esta representagio. Seja ny o radical nilpotente de g;. Se my néo for
abeliano denote por p| a representacio de g, /sy em sy = s;/n} induzida por p;.
Pelo lema acima os pesos de py e de p} coincidern. Além disso, p) coincide com
a representagao p; obtida através da representacdo adjunta de gy = g;/n} em
sy fatorada através de go/s, & g/n. Por continnidade deste processo obtemos
dlgebras g; com radicais nilpotentes n; e ideais abelianos s; contendo g; tais que
g:/%; = g/n e com os pesos nac nulos da representagdo p; de g;/s; em si41 = s8;/n}
induzida pela representacdo adjunta de g; em n;, coincidindo com os pesos ndo
wulos da representacdo p induzida pela representacio adjunta de g1 em n/n’

fatorada através de g;/s; &~ g/n.

gi i - gl{s;) €iv1 Piti ~ gl{si1)
Fi41
- p{ L . p:'+1 a.
T \ 8 Bit) 8;
§f gl illiﬂa}) 51‘+!1 - gl 111‘+:ﬁlla'+x})
;o
Py = Pigt
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Convencionando que gy = g ¢ que Ny = n teremos pela finitude da dimenséo
da dlgebra, que para algnm inteiro positivo £, m;_; € ndo abeliano e ny é abeliano.
Também, pela construcio efetuada, ndo é dificil verificar a existéncia de ideais j;
em g tais que g; & g/];. Para estes ideais temos que s; = n/); e também que as

seguintes inclusdes sao verdadeiras
* - * L] F
nCjCiClaC -k CgCn

Assim, obtemos o seguinte lema.

Lema 6.4.3 Seju g uma digebra de Lie solivel com radical nilpotente n, Sen ¢
nao abeliano entde existe um ideal § de g conlido em g', ¢ portanto em n, tal que
o radical nilpotente m de g/} € abeliano. Para este ideal temos que g/i =~ g, /nl
onde g; ¢ definido indutivamente porgo = g € § = G /D, onde n; denota o
radical nilpoiente de g;.

Seja py [respectivamente 8] a representacdo de g/n =(g/n')/n/n’) ={g/j)/(n/})
em nfn’ [respectivamente n/}| induzida pela representagdo adjunia de g/n' em

n/v’ [respectivamente g/} em n/jl. Entdo os pesos ndo nulos de py ¢ § coineidem.

Para homogeneidade de notagio note que o ideal j do lema acima € o ideal ji
de g tal que o radical nilpotente ny de gi =~ g/ € abeliano.

Continuando com as hipdteses e notagoes assumidas denotemos por ¢ a repre-
sentagdo da dlgebra abeliana gi/n, em n; obtida pela fatoragao da representagio
adjunta de g, em ng. Temos que s, C Dy e provavelmente a inclusdo é propria.
Para o préximo teorema precisamos explorar certa relagdo entre os pesos nao
nulos das representacdes 6 e . Se X € gi/ng e ¥ € ng € autovetor de (X))
podemos ver que Y € s;. Por outro ladoe, se X € ny entdo 8(X) é nulo como
endomorfismo de s, ja que ng € abeliano. Isto mostra que os pesos nao nulos
sao dados por restricdes de pesos nao mulos de 6 e estes, por sua vez, $40 extensies

naturais de peses nao nulos de .
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Com o lema e as ohservacdes acima ¢ possivel estender o Teorema 6.3.5 para
grupos soltiveis em geral. Primeiro note o seguinte: se I' € ¢ ¢ um reticulado em
um grupo de Lie solivel conexeo simplesmente conexo GG e J ¢ o subgrupo normal
conexo de (7 cuja dlgebra é o ideal J do lema anterior entao I'/J é um reticulado
em (/. Isto acontece devido a g/j ter sido construido por sucessivos quocientes
da algebra derivada do radical nilpotente e, conforme j4 mencionamos, se ' é um

reticulado de & entdo I'/[N, N] é um reticulado em G/[N, N

Teorema 8.4.4 Seja (G um grupo de Lie sobivel conero simplesmente conexo
com dlgebra de Lie g. Denote por n o redical nilpelente de g e por N o grupo
conexo associado an. S¢ja I C G um reliculade ¢ assuma que I'/[N, N| estd
na posi¢do geral com relagdo a n/[n,nl. Seja S C T um subsemigrupo gerador o
gual nie estd contido em nenhum subsemigrupo proprio de interior ndo vazio de

& Entao 8§ =1T.

Demonstragao: Seja j o ideal de g dado pelo lema acima e J o correspondente
subgrupo normal Temos que S/J ndo esta contido em nenhum subsemigrupo
de interior nao vazio de &/J caso contrario S estaria contido em um tal sub-
semigrupo em G Inicialmente vamos mostrar que S/J = I'/J. Como o radical
nilpotente de g/j € abeliano isto é conseqiigncia do Teorema 6.3.5 se mostrarmos
que I'/J estd na posicio geral com relagio a representagéo . Pelo lema acima e
o Teorema 4.3.4 vernos que I'/J estd na posicao geral com relagio a representacac
. Pela relagdo descrita entre os pesos ndo nulos de § e p segue entdo que I'/J
estd na posigdo geral com relagdo a ¢ confirmando a igualdade S/J = T'/J.
Visto sobre a construcdo original o grupo (7/J é obtido via a seguinte cadeia

de homomorfismoes candnicos

GG—J' — ol o T s e e =
[No, No] [N;, N1 INeoy Npey]  J
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onde Gy = G e (3 = Gi_1/INiey, Ny para 1 <1 < k — 1 sendo N, o radical
nilpotente de (¢ para 0 < 7 < k—1. Com isto, via uma regressao na cadeia acima,
vamos obter que § = . Para isto denotemos o homomorfismo candnico de G, em
(7,41 por ;e coloquemos S = §(S) onde §; = momj_10-mgpara 0 < 7 < k-1
Conforme ja mostramos Sy = {e1(5) = 741(6k-2(5)) é um grupo. Pelo lema
6.4.1 isto implica que £..2(S) N N,y é um grupo. Como Ni_z/[Nie_2, Ni—2] C
Ny— isto implica que &o{ SN Npea [INL_2, Niog] = meop (Eu-s(S)N Niy) e dai,
pelo corolario 3.4.4, £x.3(5} 0 Ne_4 é um grupe. Continuando com este processo
sbteremos que 79(5) N Ny é grupo e daf o mesmo acontece com 5 N N. Final-

mente, pelo Coroldrio 6.2.3, concluimos que S é grupo mostrando que S =T O

Se I' € um reticulado de um grupo de Lie solivel conexo entdo I' ¢ um grupo
finitamente gerado. Dessa forma, pela Proposicéo 2.1.1, todo semigrupo gerador
de T' estd contido em um subsemigrupe maximal. Via os resultados j& obtidos
podemos dar umna classificacdo dos subsemigrapos maximais de I' em termos dos
subsemigrupos maximais de interior nao vazio de G ¢, consequentemente, a partir

das semialgebras semi-espagos da dlgebra de Lie. Especificamente temos

Proposicao 6.4.5 Seja G um grupo de Lie sohivel conezo e T C G um reticulado
tal que U'/IN, N] estd na posicio geral em N/[N,N]. FEntio 0s subsemigrupos
marimais de I sdo da forma TNS onde S ¢ um subsemigrupo mazimal de interior

ndo vazio de .

Demonstracao: Seja & € I' um subsemigrupo gerador o qual nio é grups. Pelo
Teorema 6.4.4 5 estd contido em um subsemigrupo proprio de interior ndo vazio
de (7 e portanto em um subsemigrupo maximal desta classe. Isto mostra que os
un1eos candidatos a subsemigrupos maximais de T sa0 da forma SN T onde § é
subsemigrupo maximal de interior ndo vazio de (. Estes subsemigrupos sao na
verdade maximais. De fato, o finico subsemigrupo de interior nao vazio de (7 que

coptém SN T € o proprio S. Isto & nma conseqiléncia do Teorema 1.4.7. O
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Fmbora nao tenhamos mencionado é claro que ha uma versao similar desse
teorema para grupos de Lie nilpotentes sem, no entanto, haver a preccupacao
quanto a posicio geral.

Finalmente temos que as afirmacgdes dos 3.4.1 e §.4.4 também ocorrem para
grupos nio necessariamente simplesmente conexos.

Para o caso mipotente temos

Teorema 6.4.6 Seja G um grupo de Lie nilpotente conexo ¢ ' C & um reticu-
fado, Suponha gue 5 C T seja um subsemigrupo gerador ndo contide em nenhum

subsemaigrupo de inferior nao vazie. Entde S € um reticulade.

Demonstragao: Podemos supor sem perda de generalidade que 1 € 5. Seja

G- G
recobrimento universal de G e tomemos T = #~Y{I"). Podemos ver que I' é am
reticulado de G e que § = 7715} & um subsemigrupo gerador de T'. Tomemos
agora um subsemigrupo S de interior ndo vazio em G tal que § ¢ § ¢ G. Entio
S < =(5} € G e n(S) é um subsemigrupo de interior nio vazio. Se 7(§) = G
afirmamos que 5 = G; de fato: seja z € G e tomemos y € S tal que m{y) = n(z).
Neste caso n{zy V=1 e Sedalizy' =2z € § ¢ 5. Portanto 7 = ay € 5

mostrando o que afirmamos. Conclusdo, se 5 € proprio, o mesmo acontece com

#x(5) e assim a hipdtese sobre § garante que 5 nac estd contide em subsemigrupo

proprio de interior ndo vazio. Aplicande o Teorema 3.4.1 temos S = [' e daf

§=T. =

A versio nao simplesmente conexa para o Teorema 6.4.4 é a seguinte.
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Teorema 6.4.7 Seja (G um grupe de Lie sobivel conexo com dlgebra de Lie g.
Seja n o radical nilpotenie de g ¢ N o subgrupo conexo normal de G associado
an. Seja ¥ C G um reticulade e assuma gque T/[N, N| estd na posi¢do geral
com relagdo a representagao adjunta de G/{N, N] em n/[n,n] fatorada atraves
de GIN. Se¢ 8 C T € um subsemigrupo nio contido em subsemigrupos prdprios

de interior ndo vazio entdo 5 = F.

Demonstragio: Assim como na demonstragdo da versdao nilpotente tomernos
um recobrimento universal 7 : G — G de G. Se N denota o radical nilpotente de
G entio G/[N, N] é recobrimento universal de G/[N, N] e pelos argumentos usa-
dos na demonstracio do teorema anterior I'/[N, N] um reticulado de G/[N, V]
. Pela Proposicac 4.3.7 f“/[f\f &F] estd na posigdo geral em é/[;’{r;, ;'ifw] . O resto
da demonstragio segue exatamente o8 mesios passos usados para obter a versio

nilpotente comm a dnica ressalva que, ao invés do Teorema 3.4.1, aqui utilizamos

o Teorema 6.4.4. [J

Por fim mostraremos como obter uma familia de exemplos onde a conclusdo do
Teorema 6.3.5 naoc se aplica sem a hipdtese da posicio geral do reticulado, Para
isto tornamos um grupo de Lie soluvel conexo G com algebra de Lie g possuindo
radical nilpotente n abeliano. Vamos também assumir que g/n se realiza como
subalgebra de g. Com isto g € o produto semi-direte entre as algebras abelianas
g/n en onde g/n denota uma subalgebra de g isomorfa a g/n e a representagio
¢ dada via a fatoragdo da representagio adjunta de g em nfatorada através de
g/n. Assumindeo que ¢ possul um reticulado ' que ndo esta na posiglo geral com
relacac a n e adotando as notagdes introduzidas na demonstracae da segunda

parte do Teorema 4.3.4, com a = n, introduzimos

Sz=Tn{g/mnxT).
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Fazemos as seguintes afirmagoes:
a) § ¢ um semigrupo préprio gerador de T

b) S nio esta contide em semigrupo propric com interior

as quals seguem guase gue imediatamente a partir da identificacio de I' com
I'/n =< (Fn). Defato: a verificagio de que S € semigrupo segue imediatamente
das consideragdes feitas na demonstracdo do Teorema 4.3.4. Que 5 é gerador
segue do fato de T’ M n ser nm reticulade do grupo aditivo correspondente a n
e que ¢ préprio do fato de 7' ser uimn semi-espago de n. Quanto a afirmagio b)
noetemos inicialmente que existe um dnico semi-espaco de g contendo 5 a saber,
o semni-espaco W = g/nx T. A partir do fato j4 demonstrado em 4.3.4 que
a fronteira de T nio € um ideal de g segue que a fronteira de W ndo é uma
subalgebra de g, ou seja, W ndo € semialgebra semi-espaco de g. A partir disso ¢
da classificacdo dos semigrupos maximais de interior ndo vazio em grupos de Lie

soliiveis (Teorema 1.4.7) segue-se o afirmado em h).
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