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Resumo.

Esta dissertacao desenvolve um estudo detalhado da convergéncia local do método de
ponto proximal para resolver o problema de encontrar zeros de operadores maximais sem
a condicao de monotonicidade. Em particular, & estudado a convergencia dos métodos
de multiplicadores proximais para resolver problemas de otimizagao nao linear sem a
condi¢ao de convexidade.

Para obter os resultados desgjados apresentaremos ferramentas de analise variacional
para substituir a condicao de monotonicidade maximal do operador como também,
a teoria de dualidade generalizada para a aplicacao do método de multiplicadores
proximais.

Apresentamos também uma aplicagao do algoritmo do ponto proximal aos métodos
dos multiplicadores para uma classe de problemas gerais baseados num esquema de

dualidade generalizada.

Palavras chaves: Operadores monotonos maximais, dualidade generalizada,
algoritmo do ponto proximal, métodos multiplicadores, k- Localizagao Lipschitz,

A-regularizagao Yosida, A— hipomonotonicidade.
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Abstract.

In this dissertation we will develop a detailed study of local convergence of
proximal point method for finding a root of a maximal operators without monotonicity.
In particular, it is studied the convergence for proximal method of multipliers by solving
nonlinear optimization problems without convexity conditions.

In order to obtain the desired results we will study some variational analysis tools to
replace maximal monotonicity condition of operators as well as general duality theory
which is treated to study an application to proximal method of multipliers.

Also, we show an application of the proximal point algorithm to the multipliers

methods for a class of problems which is based in general duality scheme.

Key words: Maximal monotone operators, general duality, proximal point al-
gorithm, multiplier methods, k- Lipschitz Localization, A-Yosida regularization,

A— hypomonotone.
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Introducao

Dada uma funcao f : IR" — IR convexa e limitada inferiormente, o problema de
otimizagao convexo irrestrito é expresso como

xIenlll-lEl" f(z). (0.0.1)

Segundo as condigoes de otimalidade e utilizando o subdiferencial da fun¢ao f (no
caso em que a funcdo nao for diferencidvel), podemos escrever o problema (0.0.1) da

seguinte forma:

Encontrar z € IR", talque 0 € 0f(Z). (0.0.2)

Cabe notar que o subdiferencial de uma funcao propria, semi-continua inferior e
convexa é um operador mondtono maximal, entao ao substituirmos o subdiferencial de
f por qualquer outro operador monétono maximal 7" obtemos uma extensao natural
do problema (0.0.2), isto é, dado um operador multivalorado monétono maximal T :

IR"=1IR", o problema é encontrar algum z* € IR" tal que
0€ T(z). (0.0.3)

O método mais conhecido para resolver esse tipo de problemas é o Algoritmo do
Ponto Proximal (APP), o qual foi proposto por Martinet[23] em 1970 como um método
de regularizagao no contexto de otimizagao convexa em espagos de Hilbert e desenvolvido

por Rockafellar[36] para encontrar zeros de operadores mondtonos maximais.

Segundo Rockafellar[36, pp. 878], o APP para resolver o problema de encontrar zeros

de operadores multivalorados monétonos maximais em espacos de Hilbert é baseado no



2 Introducao

fato de que para cada z € H e ¢ > 0, existe um tnico u € H tal que z —u € ¢T'(u), isto
¢,

z€ (I +cT)(u).

Assim, O APP gera, para qualquer ponto arbitrario 2° € H, uma sequéncia {2*} C H

pela regra aproximativa:

P JT (), (0.0.4)

onde J! = (I 4+ ¢T )~ é chamado o resolvente do operador T e {¢} é uma sequéncia
de ntimeros reais positivos.

Este algoritmo ¢é interessante por muitas razoes, dentre elas pelo papel que cumpre em
determinados métodos computacionais baseados em dualidade tais como os métodos de
multiplicadores e o método de multiplicadores proximais, os quais serao estudados nesta
dissertagao.

Além disso, considerando que o conjunto solu¢ao do problema (0.0.3), Zer(T), seja
nao vazio e que as iteracoes geradas pelo algoritmo sejam limitadas tais que

o0

|27 = JE (M) < e, com Zek < 00
k=0

e {cx} uma sequéncia nao decrescente limitada inferiormente, pode-se garantir a con-
vergéncia fraca.

A convergéncia forte do algoritmo é garantida se {z*} ¢ limitada, {c;} é uma sequéncia
nao decrescente tal que ¢, T ¢ < 400 e T~ é a-Lipschitz continua (ver Rockafellar[36,
Teorema 2|), ou se 1" é fortemente mondtono com mdédulo a > 0 sem necessidade de
{z*} ser limitada (ver Rockafellar[36, Proposicao 5]). Mas a hipétese de T ser fortemente
mondétona é muito restritivo pois exclue aplicacoes importantes tais como os problemas
tipicos de otimizacao convexa.

Dentre das diversas variantes consideraveis que teve o APP classico ao longo do tempo,
existe um algoritmo resultante da combinacao do APP cléssico de Rockafellar com um

resultado de Gol’shtein e Tret’yakov[14] que considera as itera¢oes dadas por

2P = (kaCT + (1= pi)I) (),
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onde em comparagao com o algoritmo de Rockafellar[36], o método introduzido por
Gol’stein e Tret’yakov[14] ndo permitiram o parametro ¢ variar em cada passo k e nao
consideraram o caso no qual Zer(T) = (), mas sim permitiram que os resolventes do
operador T foram achados aproximadamente. Por consiguinte, combinando esses dois
algoritmos obtemos um algoritmo mais geral chamado o algoritmo do ponto proximal
relaxado (APPR), o qual foi desenvolvido por Eckstein e Bertsekas[9], onde, a partir de

um ponto arbitrario 2° € H, é gerada uma sequéncia dada por
Zk+1 = (pk,]cj; + (1 — /)k)[) (Zk),

com py € (0,2) como o parametro de relaxagao.
Observe que se considerarmos p, = 1 no APPR obtemos o APP cléssico, ademais,
quando pg € (0,1) e px € [1,2) temos os métodos sub-relaxado e sobre-relaxado, respec-

k+1

tivamente. Note que 2" é uma combinacgao linear do operador resolvente de 7" com o

operador identidade, aplicados em z*.

Por outro lado, Rockafellar[32] mostrou como os métodos dos multiplicadores, ou
chamados também, método lagrangeano aumentado, para minimiza¢ao convexa pode ser
obtido como um caso particular do APP classico. Além disso, é bem conhecido que o
método multiplicador cléssico para minimizagao muitas vezes tem comvergéencia, ainda
que a fungao ndo seja convexa. Mais ainda, Eckstein e Ferris[10] aplicaram com sucesso o
seu método multiplicador a desigualdades variacionais nao mondtonas, embora a analise
de convergeéncia desse método fosse baseada em monotonicidade. As pesquisas anteri-
ores sugerem que a monotonicidade nao é necessaria para garantir convergéncia local
do APP, isso motiva a estudar condig¢oes sobre um operador multivalorado arbitrario
T a fim de aplicar o APPR e garantir a convergéncia local. Vale a pena mencionar

que Pennanen|29] obteve a convergéncia local do APP sem monotonicidade baseados em

ferramentas de analise variacional tais como: a A-regularizagao Yosida de T', definida por
Th=MW\+T"H",

no qual, a importancia desse operador bem do fato que Zer(T') = Zer(T)), onde Zer(T))

denota o conjunto de solugoes do problema (0.0.3) trocando 7" por Ty. Além disso, T)
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pode ser localmente monétona mesmo quando 7" nao o for. Isso vai ocorrer quando 7!
for um operador localmente A—hipomonétono, ou seja, quando para algum A > 0 o op-
erador T~ ! acrescentado o operador A\I for monétono. Neste caso, é possivel aplicar o
APPR ao novo operador T).

Outro conceito muito importante para o desenvolvimento desta dissertacao é a
k—Localizacao Lipschitz de um operador. De fato, se tivermos que 7! tem uma
k—Localizacao Lipschitz num ponto, entao podemos obter a monotonicidade maximal
numa vizinhanca desse ponto de T}, para algum \ > k. Entao, com a hipétese de 7!
ser k—Localizacao Lipschitz num ponto, podemos aplicar o APP ao operador maximal
Ty, para algum A > k.

Nesta dissertacao, estudaremos os resultados apresentados por Pennanen|29] restri-
tos ao espago euclidiano IR" detalhando os mesmos através de uma abordagem didatica,
com a apresentacao de varios exemplos. Além disso, daremos énfase ao estudo do APP
sobre-relaxado pelo fato de que a taxa de convergéncia deste método tem melhores pro-
priedades.

No Capitulo 1 desta dissertacao daremos as nogoes preliminares de convexidade, uma
breve teoria de dualizacao geral também é apresentada. No Capitulo 2, apresentaremos
resultados da teoria de operadores mondétono maximais com uma grande variedade de
exemplos. No Capitulo 3, a partir do APPR de Eckstein e Bertsekas[9] para aplicagoes
mondtonas maximais, vamos mostrar que a monotonicidade global da aplicacao pode
ser substituida por uma monotonicidade local sem modificar o comportamento local do
APPR. Depois, com condigoes mais fracas, daremos os resultados do APP sobre-relaxado
para operadores multivalorados arbitrarios. No Capitulo 4, mostramos uma aplicacao do
APP aos métodos dos multiplicadores baseado num esquema de dualidade generalizada,
em particular, para os métodos de multiplicadores proximais para programacao nao li-
near sem assumir a condicao de complementariedade estrita. Usando resultados do APP
sem monotonicidade, vamos mostrar a convergéncia local linear dos métodos proximais
dos multiplicadores, os quais tém melhores propriedades tedricas de convergéncia que os

métodos dos multiplicadores classicos.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

A finalidade deste capitulo é facilitar a leitura desta dissertagao fornecendo alguns resul-
tados que sao necessarios para o desenvolvimento dos demais capitulos. Apresentaremos
algumas definigoes e resultados basicos de analise convexa, de andlise variacional e dua-
lidade os quais serao de grande importancia para provar a convergéncia dos algoritmos.

Vamos denotar a bola aberta centrada em  com raio § como B(Z,J), quando z = 0
denotaremos simplesmente por B(¢§). O interior, o fecho e a fronteira de um conjunto K
denotaremos por int(K), K e Front(K), respectivamente. Para mais detalhes dos resul-
tados apresentados neste capitulo revisar referéncias tais como Izmailov[20], Bertsekas|6],
Hiriart-Urruty[18, Vol. I-IT], Rockafellar e Wets[38], Burachik[8], Auslender[4], entre out-

Iros.

1.1 Algunos resultados de analise convexa

Denotaremos por IR := [—o0, +0oc] & reta real estendida completa.

As regras aritméticas sao estendidas para incluir:
+00 + 00 = 400, a.+ 00 =200 para a >0, inf() = oo, supl = —oo,
—00 — 00 = —00, 0.(£00) =0, +00 — (400) = indeterminado.
Seja f : IR™ — IR, o dominio efetivo de f é o conjunto dado como
dom(f) :={x € R" | f(z) < +oo}.

5
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Uma fungao f é dita prépria se f(z) < +oo para algum x € dom(f) e f(z) > —o0
para todo = € dom(f), ou equivalentemente, se dom(f) é um conjunto ndo vazio no qual
f €é uma funcao finita. Caso contrario, vamos chamar f de impropria.

Dizemos que uma funcdo f : IR" — IR é semi-continua inferior em z € IR" se para
todo € > 0 existe § > 0 tal que para x € B(Z,0) temos f(Z) < f(z) + ¢, e é dita semi-
continua inferior em IR" se é semi-continua inferior em cada z € R". E simples ver que
f é semi-continua inferior en € IR" se, e somente se, liminf, ,; f(x) > f(Z).

Além disso, uma funcao prépria f, é dita convexa quando para quaisquer x,y € IR",

e todo a € (0, 1), temos

flax 4+ (1 —a)y) < af(x) + (1 —a)f(y).
Seja K C IR", a funcdo dk : IR" — IR definida por

0, sexelkK,
(SK(.%) =
400, sex & K,

é chamada funcao indicadora de K, o qual é semi-continua inferior em IR" se, e somente
se, K é um conjunto fechado; é convexa se, e somente se, K é um conjunto convexo.

A regularizagao A-Moreau-Yosida de uma funcao convexa é definida como

Ao =int { 1)+ 35 I = oI}

com A > (. Ha abundante literatura para estudarmos propriedades da regularizacao
Moreau-Yosida, podemos referenciar, por exemplo Fukushima[12] e Hiriart[18, Vol. II].

O ponto minimo da funcao f) é denotado por

. 1 .
proos (o) = argmin { £ + S lly ol ye

a aplicagao proxy s é chamado o operador proximal e prozy f(z) é o ponto proximal de
x com respeito a funcao f. Quando A = 1, o ponto minimo de f, sera denotado por

proxs(x), isto é,

. 1 n
provy(a) =agmin { () + Iy~ ye B},
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Lema 1.1.1 [38, Teorema 2.26,b] Seja f : R" — IRU {400} uma funcao propria, semi-
continua e convexa e A > 0. A funcdao fy € finita em IR" e diferencidvel com gradiente

dado como

Viz) = %(az—prox,\vf(:v)). (1.1.1)

Consideremos K um conjunto convexo e fechado, a A\—regularizacao Moreau-Yosida

da funcao indicadora de K e o ponto proximal de x com respecto dessa funcao sao dados

por
Ok )a(x) = %di(x) (1.1.2)
proxy s, () = Pg(x), (1.1.3)

respectivamente, onde dx ¢ a funcao distancia sobre o conjunto K definida por
di(z) = inf,, f(w, ) tal que f(w,x) = ||w — z||+Jdx (w) e Pk denota o operador projecao

sobre K. Tal projecao desse ponto também pode ser denotado como
Pg(e)={2€ K | [z—z|| <|y—=l VyeK}, (1.1.4)
o qual é equivalente solucionar o seguinte problema:
(P1) min { ||z -yl :y € K}.
Observe que a solu¢ao do problema (P1) também é solugao do problema
. 1 2 1 2
(P2) min | O (y) + 5 llz —yll" p =minq o lle -yl ye Ko,

Observagao 1.1.2 A wvantagem de trabalhar com o problema (P2) estd na diferencia-
bilidade da funcao objetivo deste problema cujo gradiente é x — y, isto ajuda nas de-
mostracoes da parte teorica da andlise variacional. Dai, vamos considerar o problema

(P2) quando trabalhar com projecgoes.

Teorema 1.1.3 [20, Teorema 3.2.4] Seja K C IR" um conjunto convero e fechado.
Entao para todo x € IR", a proje¢io de x sobre K, denotado por Pk(x) eziste e é

tnica. Além disso, T = Pk (x) se, e somente se,

Tz eK, (x—z,y—7) <0, VyeK
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Podemos observar, dos resultados acima, que o fato de K ser fechado faz que exista
a projecao de um ponto sobre o conjunto K. Além disso, a convexidade de K é a
propriedade adicional que faz de P ser uma funcao ou operador simples valorado.

Seja f uma funcao prépria e convexa. Dizemos que s € IR" é um subgradiente de f

no ponto x € IR" se,

fy) = fl@)+(s,y—x),  VyeR"

O conjunto de todos os subgradientes da funcao f em x € IR" é chamado o subdiferencial

de f em x, e é denotado como Jf, isto é,
Of()={s€ R" | f(y) = f(@)+(s,y—a), VyeR}.  (L15)

O conceito de subdiferenciabilidade foi introduzido nos anos 60 por Moreau[25],

Rockafellar[34] entre outros.

Exemplo 1.1.4 Definimos a aplicagio h : IR" — [0, 00] como

0, lzll <

+oo, x| >

onde o subdiferencial da fungao h, Oh, é dado por:

0, [z <,
oh(xr) =14 ar,a>0 |z|=r,
+00, ||| > r.

Observe que esta fungdo € prdpria e convexa pois € a fun¢do indicadora da bola B(r).

Em seguida, vamos mostrar a relagao existente entre o subdiferencial e minimizadores
globais. A condicao de otimalidade de Fermat afirma que para uma funcao propria e
diferencidvel f : IR" — IR, uma condicdo necessaria para  ser um minimo local da
fungao f é que a gradiente de f em Z seja igual a 0, isto é, V f(z) = 0. Esta condi¢ao
vai ser suficiente se considerarmos f uma func¢ao convexa. Ademais, este resultado pode
ser extendido para problemas mais gerais tais como para o caso nao diferenciavel onde a
derivada serd trocada pelo conceito de subdiferenciabilidade como daremos no seguinte

teorema.
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Teorema 1.1.5 [18, Teorema 2.2.1, Vol. 1] Seja f : IR" — IR uma fungdo prépria e

conveza . O ponto T € IR" € minimo da funcao f se, e somente se, 0 € Of(Z).

Introduzimos o conceito de funcao conjugada, originalmente desenvolvido por
Fenchel[11], muito 1til no contexto de dualidade geral. Seja f : R" — IR" U {co}
uma fungao prépria e convexa. A fungao f*: IR" — IR" U {oo} definida por

f(x) = sup {(z, w) — f(w)},

w

é chamada a fungao conjugada da fungao f. Dizemos que a funcao f** : R" — RU{+oc0}
é a fungao conjugada de (f*).
Em seguida, alguns resultados que envolvem a conjugada de uma fun¢ao o que vao

ser necessarios para nosso trabalho.

Proposicao 1.1.6 [6, Proposicao 7.1.1] Seja f : IR" — IRU{+00} uma fungdo propria,

convexa e semicontinua inferior. Entao, f = f**.

Teorema 1.1.7 [18, Teorema 1.4.1, Vol. 11| Seja f : IR" — IR U {400} uma funcao

propria, convera e semi-continua inferior. Entao, s € O0f(x) se, e somente se,

f(s) = (x,8) = f(2).

Proposigao 1.1.8 [38, Proposi¢ao 11.3] Sejam f : IR" — IR U {400} uma funcao

s . , . . - -1
prépria, convexa e semi-continua inferior. Entao, se tem que (0f)" = df*.

Lema 1.1.9 Seja f uma funcdo propria, convexa e semi-continua e x, y , z € IR" temos

que z =z +y e f(x)+ f*(y) = (x,y) se, e somente se, x = proxs(z) e y = proxs(z).

Prova. Consideremos f(z)+ f*(y) = (z,y). Da Proposi¢ao 1.1.6 e do Teorema 1.1.7
temos que z € df*(y). Do fato que z = x + y obtemos que 0 € df*(y) + (y — 2), o qual
implica que y = proxs-(z). Analogamente obtemos que x = proxs(z).

Reciprocamente, seja x = proxs(z) entdao 0 € 0f(z)+ (z—2), isto é, existe yy € If(z)
tal que

z=1yo+x. (1.1.6)
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Além disso, da Proposicao 1.1.6 e do Teorema 1.1.7, é valido que

F (o) = (=, 90) — f(z) = (z,50) — (f)" ().

De novo, do Teorema 1.1.7 temos que = € 0f*(yo) se, e somente se, 0 € 0 f*(yo) + (yo— 2),
isto implica que yy = proxs-(z). Dai, pela hipdtese temos que y = y,. Logo, de (1.1.6)
temos que z = y + x com
[y)=(zy)— flz). =
Por outro lado, um conjunto K C IR" é chamado de cone se ax € K sempre que

re Kea>D0.

Definicao 1.1.10 Seja K C IR" ex € K. Dizemos que v € IR" é um vetor normal ao

conjunto K em T, no sentido reqular, e denotado por v € NK(JT:), se
(v —I) <oz —zl), Veek

onde o(||x — z||) satisfaz
o(llz — =|)

lim = 0.

127 le=7l
Definicao 1.1.11 Seja K C IR" ez € K. Dizemos que v € IR" € um vetor normal ao

conjunto K, no sentido geral, e denotado por v € Nk (Z), se evistem sequéncias z* — T

e v* — v tal que v € Ng(z*) com {2} C K.

Definicao 1.1.12 Dizemos que um vetor w € IR" é tangente ao conjunto K emr € K,

k

denotado por w € Tk (Z), se existem sequéncias {x*} C K com 2* — T e {1} com

T N\ 0 tal que

Tk
Proposicao 1.1.13 [38, Proposicao 6.5] Seja K C IR" nao vazio e & € K, os conjuntos

NK(f) e Nk(Z) sao fechados, convexos e caracterizados por

v e Ng(Z) <= (v,w) <0, Ywe Tk(). (1.1.7)
Além disso,
Ni(Z) C limsup Ng () = Ng (). (1.1.8)

T—T
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Teorema 1.1.14 [38, Teorema 6.9] Seja K C IR" um conjunto convexo. Entdo o cone

normal a K € dado port

e IR" y—ax) <0, Vye K}, € K,
N () = {s | (s,y—2) <0, Vy e K}, sew (1.19)
0, sex € K.

Definicao 1.1.15 O operador cone polar de K C IR" € definido por
K®={seR" | (s,z) <0, VxeK}.

Lema 1.1.16 [38, Exemplo 11.4] Seja K C IR" um cone convezo e fechado temos que
(0k)* = dge. Além disso,

Nyt (z) = Ngo(z). (1.1.10)
Lema 1.1.17 Para qualquer cone convexo, fechado e nao vazio K temos

i) = sup {{u,) — 5 [wlP}

yeK®

Prova. Definimos
1
g(u) = 5 (dic(w))?

onde dg € a funcao distancia sobre o conjunto K. Entao, a conjugada de g é dado por

L.
g"(u) = sup {(w,u) - il}glf{ v — wHQ}

(0= v = 5 P = 5 o= o) + 5 Tl + () = 0c(o) ba1.1)

'Em Burachik[8, Defini¢io 3.6.1] foi definido o operador cone N, para K subconjunto arbitrario,
como é dado em (1.1.9), o qual nao sempre é vdlido, na verdade é apenas para conjuntos convexos. Por
exemplo: sejam S = {z € R* |22 + 23 =1} U{(0,0)} e Z = (0,0). Se considerarmos como foi definido
em Burachik([8] temos que Ng(Z) = 0. Por outro lado, da Defini¢do 1.1.12 temos que Ts(Z) = 0, e
segundo (1.1.7) temos que Ng(z) = IR%. Entéo, de (1.1.8), temos que Ng(z) = IR>.
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Observe que é imediato verificar que

1
2

1

1
(w—wv,u) =l = 5 [lw =] = =5 flw — v —ul*. (1.1.12)

Substituindo (1.1.12) em (1.1.11), a conjugada de g fica como

7@ = sup{ =3 0= @40l + 0~ p+ 5l

w,v

= sup fsup = o= (0 @I+ (o0 = o)+ 5l

v w

— sup{<v,u> — 51{@)} + % ||u||2

v

. -
= Ox(u)+ 3 [Jul|”

onde o 6timo é atingido quando w = v + u. Além disso, como dg é convexo pois K é

convexo e fechado. Entao, da Proposicao 1.1.6 e do Lema 1.1.16 temos que

o000 = sup )75} = b )~ 045 1)} = sup { ) = 5 Il?

1.2 Condicoes de otimalidade para o problemas

(PNL)

Seja C C IR™ e uma funcao f : C — IR, o problema de encontrar um minimizador de f

no conjunto C' é expresso como
(P3) min { f(z): z € C}.

Se C' = IR", se diz que o problema de otimizacao € irrestrito.

Dizemos que € C' é um minimizador global do problema (P3) se
f(@) < f(x), VeeC. (1.2.1)

Dizemos que Z € C' é um minimizador local de (P3) se existe uma bola B(Z,¢€), tal
que

flo)> f(&), VaeBe). (1.2.2)
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Se para x # T a desigualdade (1.2.1) ou (1.2.2) é estrita, se diz que Z é um minimizador
estrito global ou local, respectivamente.

Além disso, da andlise convexa dizemos que um problema tem formulagao convexa
quando no problema o conjunto C' C IR" é convexo e a funcao f é convexa. Nesse caso as
condicoes necessarias de otimalidade sao também condicoes suficientes de otimalidade.

Por outro lado, no caso de otimizacao com restrigoes de igualdade e desigualdade
¢ necessario introduzir os denominados multiplicadores de Lagrange para obter uma

condicao analoga ao caso de minimizadores sem restricoes.

Consideremos o problema de otimizacao nao linear

(

min  fo(x),
s.a.
(PNL)
fl(I):O, izl,...,T
\ filz) <0, i=r+1,...,m
para funcoes reais f; : IR" — IR com f; € C?> parai=0,...,m.

Dizemos que T é um ponto estaciondrio (ou ponto K KT) do problema (PNL) se

existem escalares y;, 1 =1,...,m com y; > 0 parai=1r+1,...,m tais que
T m
V fo(2) "‘Zﬂivfi(f) + Z yiVii@) = 0,
i=1 j=r+1

) = 0, i=1,...,r

&I

fi
fi(
uifi(x) = 0, i=r+1,...,m.

&I

) <0, i=r+1,...,m

Estas condigoes sao conhecidas como condigdes Karush-Kuhn-Tucker(KKT) e as com-
ponentes de § = (s, ..., Ym) sao chamados os Multiplicadores de Lagrange e a tltima
igualdade dada acima no sistema de equacoes é chamada “condicao de complemen-
tariedade”.

A tnica dificuldade em relacao as condigoes K KT é que nem todos os minimizadores
locais as satisfazem. Para acontecer isso é preciso que o ponto cumpra alguma condicao
nas restrigoes. Tal condicao é chamada condicao de qualificacao. Uma condicao de quali-

ficacao é uma propriedade sobre os pontos do conjunto vidvel que, quando satisfeita por
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um minimizador local do problema, implica que se satisfazem as condigoes KKT nesse
ponto.

Existem vérias condigoes de qualificagdo conhecidas na literatura: regulariedade (o
qual é a mais utilizada e também conhecido como independéncia linear dos gradientes
das restrigoes de igualdade e das restrigdes ativas), Mangasarian-Fromovitz[22], Slater[39],
dependéncia linear positiva constante[2], quase-normalidade[16], quase-regularidade co-
nhecida também como a condi¢ao de Abadie[l] sendo esta uma das condigoes em PNL
mais fracas.

Do fato que algumas condigoes de qualificagoes sao caracterizadas por conjuntos li-
nearmente independente positivos e linearmente dependente positivos é que ha a neces-
sidade de definir esses termos, os quais sao similares ao conceito de conjunto linearmente
independiente e dependente de vetores.

Consideremos A = {ay,...,a,.} e B = {by,...,b} dois conjuntos finitos em R" tal

que AN B # (). Dizemos que o par (A4, B) é linearmente dependente positivo se existem

a € IR e f € IR tais que B3>0, (o, 3) #0 e

I l
Z o,;a; + Z 5jbj =0.
i=1 j=1

Dizemos que o par (A, B) é linearmente independente positivo se o sistema nas

variaveis a € IR" e 8 € R com >0

r l
Z o;a; + Zﬁjbj =0
i=1 j=1

tem unicamente a solugao nula.
Para o problema (PN L) em questdo, definimos H : IR" — IR™ e o conjunto K C IR"

por

H(z) = (fi(z),..., fm(2)) (1.2.3)
K = {0} x R"™, (1.2.4)

onde o conjunto vidvel para esse problema é dado por C' = {z € R" | H(z) € K}.

Denotemos a matriz Jacobiana de H no ponto x como DH(x), onde em termos de
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H(z) para © = (2, -+ ,2,), a jacobiana de H é a matriz
a 7 m,n
DH(z) = [ J (x)} e R™",
Ox; ij=1

onde a matriz transposta DH(x)T tem como colunas as gradientes Vfi(x) para

1=1,...,m tal que

para y = (Y1, .-, Ym)-
Seja (Z,y) um ponto satisfazendo a condigao (K KT') para o problema (PN L). Defi-

nimos os conjuntos de indices

L(z) = {Ll,...,r}u{ier+1,...,m] | fi(z) =0, y; > 0},
12(95) = {iG[T—{—l,...,m] | fi(f):Q g@':O}a

Nesta dissertacao vamos considerar a condicao de Mangasarian-Fromovitz para o

problema (PNL).

Definigao 1.2.1 Seja & um ponto vidvel de (PNL). Dizemos que a condi¢ao de qual-
ificagio de Mangasarian-Fromovitz € satisfeita em T € C quando {V fi(z), i=1,...,1}

¢ um conjunto linearmente independente e existe d € IR" tal que
Vfi@)'d = 0, i=1,...,r
Vi@)Td < 0, Vie(L(z)uL@)\{1,...,7}.

A seguir apresentamos uma caracterizagao dual equivalente a condicao de

Mangasarian-Fromovitz.

Proposicao 1.2.2 [20, Proposigao 4.1.2] Seja & um ponto vidvel de (PNL). O ponto
T satisfaz a condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz se, e somente se, o sistema

> diV (@) + > &V fi(z) =0

=1 i€(I1(2)UI2(2)\{1,...,r}

com d; >0 para i € (I,(z) U I(2))\{1,...,r}, tem apenas a solu¢ao nula.
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Por outro lado, segundo o Teorema 1.1.14, o operador cone normal do conjunto

K ={0}" x IR™" para o problema (PN L) é dado por
Nk(H(z)) = {veR" |v,eR,i=1,....,1r, ev; >0,j=r+1,...,m}
= IR"x R}

Logo, considerando (Z,y) um ponto K KT e como as restrigdes inativas nao influen-
ciam uma vez que os seus multiplicadores \; = 0, para i € I3(Z) e do fato que Nx(H (7)) =
IR" x IR é que podemos caracterizar a condi¢ao de qualificacao de Mangasarian-
Fromovitz para o problema (PN L) em termos do cone normal do conjunto K, o qual vai

ser utilizado ao longo desta dissertacao, como é dado a continuacao: Um ponto K KT

(Z,y) satisfaz a condic¢do de qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz se
y € Ni(H (7)), DH(Z)'j=0 = g=0.
Como § € Ng(H(Z)), H(Z) € Ng' () e do Lema 1.1.16 temos
H(Z) € Ngo (1), (1.2.5)

com K® como o cone polar de K = {0}" x IR™™" dado por K = IR" x IR}"".
De (1.2.5), o sistema K KT do problema (PNL) é dado como

0 . Vfo(z) + DH(x)Ty
0 —H(J?) +NK®(y)

(1.2.6)

Além disso, este sistema K KT pode ser escrito, mais convenientemente, como uma

equacao generalizada dada por

0 V.L(z,y) T
€ + 0O pnw o , (1.2.7)

0 —H(z) y
onde Opznyxe € a funcao indicadora sobre IR" x K®, L é a funcao La-
grangiana do problema (PNL) dada por L(z,y) = folx) + H(x)Ty e
y € IR" x IR™" sao os multiplicadores de Lagrange com respeito as fungoes f; para
i = 1,---,m. Observe que £ e H sao diferencidveis do fato que f; € C? com

1=0,1,...,m.
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Por outro lado, precisamos algumas ferramentas para tentar procurar alguma condicao
que garante o bom comportamento das solugoes do problema nao linear (1.2.7). Tal
condicao vai ser chamada de “regularidade forte” ou equivalentemente, a propriedade de
“Localizagao Lipschitz”, propriedade muito importante o qual vai ser utilizado na tltima
secao do Capitulo 4 nesta dissertacao. Com este propdsito, a seguir sao enunciados con-
ceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento desta dissertagao, veja para mais
detalhes Robinson[31].

Seja K C IR"™ um conjunto convexo e fechado e f : R" — IR U {400} uma fungao

diferenciavel em z. Consideremos que a equacao generalizada
0 € f(x)+ 0ok (x). (1.2.8)

Suponhamos que a equagao generalizada dada em (1.2.8) tem uma solugdo em z. Defin-

imos a lineariza¢ao do problema (1.2.8) dado por
T(x) = f(2) + f'(2)(x — 7) + Do (x). xR

Definigao 1.2.3 Dizemos que (1.2.8) é fortemente regular em I com constante
k— Lipschitz associado, se existem vizinhancas U > 0 e V > & tal que para v € U a
funcao

Tiu— T Hu)NV (1.2.9)

¢ simples valorada e k-Lipchitz continua em U. Mais ainda, se existir funcoes como
definidas em (1.2.9) satisfazendo as condi¢oes dadas para T, dizemos que a inversa do

operador T : X — Y, T™1, tem uma k— Localizagao Lipschitz en (Z,0).

Definicao 1.2.4 Dizemos que o par KKT (Z,y) satisfaz a condigdo suficientemente

forte de sequnda ordem para o problema (PNL) se
(w, V2, L(Z,j)w) >0

para todo w # 0 tal que (V f;(Z),w) = 0, para todo i € I,(T).
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Proposicao 1.2.5 [29] A condi¢ao suficientemente forte de sequnda ordem € vdlido se,
e somente se, existe ¢ € IR tal que

(w, V2,LEPw) +¢ > (Vfi(®),w)’ >0, Vw0 (1.2.10)

iel (z)

Teorema 1.2.6 [31, Teorema 4.1] Consideremos o problema de otimiza¢ao ndo linear
(PNL). Suponha que (Z,y) soluciona o sistema KKT de (PNL) dado por (1.2.7), que a
condi¢do suficientemente forte de sequnda ordem é vdlido em (Z, %) e que as gradientes das
restrigoes ativas sejam linearmente independentes. Entao, (1.2.7) é fortemente reqular

em (Z,7).

1.3 Dualizacao geral.
Consideremos o problema de minimizagao
(P) min{ fo(z) : z € R"}

onde fy é uma funcao convexa real estendida.
Assumimos que uma parametrizacao para fo, f(z,y), com u como uma perturbagcao,

tenha sido especificada de alguma forma tal que

Jfolx) = f(x,0),

para alguma funcao convexa real estendida f.

Considere (P) o problema primal associado com f. Segundo a andlise convexa, o
problema primal associado com f é resolver o problema (P).

Além disso, o Lagrangeano associado com f é a fungao convexa-concava, [, isto €,
convexo com respeito a variavel x e concava com respeito a variavel v e é definido por

Rockafellar[33, pagina 18] por

l(z,2) = inlf {f(z,y) +{y,2)},

onde o problema Lagrangeano é encontrar um ponto de sela (Z,z) de [ com respeito a

minimizagao em xr e maximizagao em z.
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Por outro lado, a funcao ¢ definida por

glw,z) = igf{l(z,z)—(m,wﬂ
= il () + (0, 2) — o)

— —3;15{@,11}) + (y, —2) — f(z,y)}

= —f(w,2),
resulta uma familia parametrizada de func¢oes concavas dadas por
gu(2) = g(w, 2),
onde o problema dual é encontrar um maximizador zZ do dual objetivo definido por
g0(z) = (0, 2).

Por conseguinte, os problemas primal, Lagrangeano e dual sao respectivamente equi-

valentes as inclusoes

0 € Jfo(x), (1.3.1)
(0,0) € 9l(z,=z), (1.3.2)
0 € Jgo(2). (1.3.3)

Cabe lembrar que a teoria de dualidade em otimizacao convexa tem as suas raizes na
transformada de Legendre-Fenchel, constituindo assim o contexto de dualidade conjugada
de Rockafellar[33, 34].

Vale a pena mencionar também que uma grande quantidade de teoria e algoritmos
para programagcao convexa sao construidos sob a nocao de dualidade. A teoria de duali-
dade que vamos apresentar nesta segao foi desenvolvida por Pennanen|27, 28], o qual esta
baseada no conceito de inversas parciais de aplicagoes sobre espacos produto e projecoes.

Sejam X, Y, W e Z conjuntos arbitrarios de diferentes dimensdes no espaco euclidiano.
Denotamos a aplicagao projecao sobre X por Py : X XY — X. Cnsideremos as aplicacoes
Pxy : X —=>XXxYePyxy: X —YxXtasque Pxy =(2,0)e P,xy = (0,2)

para todo € X. Também, consideremos uma aplicacao F : X x Y=3W x Z, as inversas
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parciais dessa aplicaco, denotado como FCM) : WxY=3XxZ e FOY : X xZ3W XY,

sao dadas por

F(—l,l)(w’y) = {(z,2) | (w,2) € F(x,y)},

FO U, 2) = {(w,y) | (w,2) € F(z,y)}.
Isto significa que
(w,y) € F& V(2. 2) <= (w,2) € F(z,y) < (z,2) € FT(w, y). (1.3.4)
Entao, observamos que

(F(—l,l))(*lvl) _ (F(1,—1))(1771):F

(F(_Ll))(l,—l) _ (F(L_l))(_l’l):F_l.

Mais geralmente, podemos observar que (F (i7j))(k’l) = FUkiD) - para todo
i,j,k,l € {~1,1}, onde FV) = F ¢ F(-17D = 1,

A idéia em generalizar um esquema de dualidade em otimizagao convexa é expressar o
problema primal, lagrangeano e dual dados em (1.3.1), (1.3.2) e (1.3.3), respectivamente,

por aplicagoes conjuntos valoradas mais gerais.

Definigao 1.3.1 Seja Fy : X=3W e suponhamos que uma parametrizacio de Fy,
F: X xY3W x Z, tenha sido especificada como

FOZPWOFOPLX,Y-

O lagrangeano correspondente a F ¢ definido como L = F0=1),
Definimos também G = F~' ¢ Gy = Py oG o Pz .

Os problemas

0 € Fyla), (1.3.5)
(0,0) € L(z,=2), (1.3.6)
0 € Go(z), (1.3.7)

sao chamados o problema da inclusao primal, lagrangeano e dual, respectivamente.
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A parametrizagao F' pode ser vista como a descricao de uma familia de aplicagoes

F,: X — W dada como
Fy(z) = Pw (F(z,y)),

onde cada familia corresponde a um problema primal perturbado dado como
0 € Fy(x).

Dualmente, a aplicacao G da lugar a familia de aplicacoes: G, : Z — Y definidas
como

Gu(2) = Py (G(w, 2)),

onde cada familia corresponde a um problema dual perturbado
0 € Gu(2).

Na verdade, para um operador Fy dado, existem muitas formas de introduzir uma
parametrizacao F, tal que Fy = Py o F o Py xy. Qualquer de tais parametrizagoes F'
define a mesma inclusao primal, mas as formas do lagrangeano e inclusoes duais depen-
dem crucialmente da escolha particular. Entao, qualquer das aplicagoes F', L ou G sao
suficientes para definir os tres problemas unicamente desde que os outros dois possam
ser obtidos por inversdo parcial. De fato, de (1.3.4) e como L = F(™Y e G = F~! temos
que

(w,z) € F(z,y) < (w,y) € L(z, 2) <= (z,y) € G(w, 2). (1.3.8)
Dai, temos que
Fo(x) = {w | Fze€Z, (2,0) € L(x,2)},
Go(z) = {y| JzeX, (0,y) € L(z,2)}. (1.3.9)

O resultado seguinte corresponde ao Teorema Karush-Kun-Tucker (KKT) generali-

zado em programacao convexa.

Teorema 1.3.2 [26, Teorema 2.7] Os conjuntos solugées de (1.8.5) e (1.3.7) sdo as
projecoes do conjunto (1.3.6) sobre X e Z, respectivamente. Em particular, cada um dos

conguntos solu¢ao é nao-vazio se, e somente se, 0s outros dois $a4o nao Vazios.
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Capitulo 2

Operadores monétonos maximais.

O propésito deste Capitulo é dar uma introducao a teoria de operadores mondtonos
maximais em espagcos euclidianos, os quais sao uteis, entre outros, para analizar e resolver
alguns métodos de otimizacao, em particular, o método do ponto proximal o qual sera
analisado nesta dissertacgao.

Desde que o subdiferencial de uma funcao, df, associe para cada vetor x € IR", nao
exatamente um vetor de /R", mas um subconjunto do IR", é que precisamos extender as
nogoes de aplicagoes simples valoradas(aplicagoes ponto-a-ponto) & teoria de aplicagoes
multivaloradas, o qual vai ser utilizada, se nao dizer o contrario, em toda nesta dissertacao

Se diz que T é uma aplicacao multivalorada em IR" se para todo x € IR", T'(z) C IR".
Este tipo de aplicacoes é denotado como T' : IR" — 27" onde 27" denota a familia de
todos os subconjuntos nao vazios de IR", ou também T : R"=IR".

O grafo do operador T é definido por grafT = {(z,y) | y € T(x)}. Vale a pena
mencionar que é natural identificar o operador T" com o seu grafo, isto é, grafT =T.

Definimos o dominio, a imagem e o inverso de 1" como
dom(T) = {zeR" | T(x)#0},
Im(T) = {yeR" | JxeR", yeT(x)} = J{T(x), x € R"},
T'(y) = {seR" | yeT(x)},

respectivamente. O operador inverso ¢ algumas vezes chamado na literatura como a

pseudo-inversa pois nao tem a necessidade que o operador T' corresponda a uma funcao

23
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injetiva, ou equivalentemente, que 7! seja simples valorada. Observe que, segundo a
defini¢ao de inversa dada acima, (x,y) € T' (ou equivalentemente y € T'(x)) se, e somente
se, (y,x) € T~1. De fato, seja (z,y) € T se, e somente se, y € T'(x), isto é, z € T (y)
se, e somente se, (y,z) € T.

Além disso, a inclusao de dois operadores, denotado por T} C T3, é tal que

Ti(z) C Ty(x) para todo z € R".

2.1 Operadores mondétonos

Definicao 2.1.1 Se diz que o operador T é mondtono se para todo x,x’ € IR",

<.T/ - xay/ - y) 2 07 (xay)a (mlay/) € T.

Definicao 2.1.2 Se diz que o operador T é mondtono maximal se € mondtono e dado

qualquer operador mondtono T tal que T C T, temos que T =T.

Observacao 2.1.3 Seja T mondtono mazximal. E vdlido os sequintes enunciados:
a. Tt é mondtono maximal.
b. AT é mondtono maximal para qualquer A > 0.
c. T+d={(x,y+d) | (x,y)€ T} é mondtono mazimal.

Vamos verificar as trés condicoes necessdrias dadas nessa observacao. A verificacao
da condicao suficiente é andloga.

Primeiro verificamos o item a. Sejam (y,x), (y',2’) € T~' entdo
(y—y z—a)=(@-ay—y) >0,

onde a ultima desigualdade € obtida pela monotonicidade de T. Logo, T~ é mondtono.
Logo, consideremos um operador mondtono S tal que T~ C S. E vdlido que se T~ C S
entio T C S~t. De fato, seja (x,y) € T o qual é equivalente ter que (y,z) € T~1. Isso
significa que (y,x) € S se, e somente se, (x,y) € S~L. Como S™! é monétono e T C S~1

e da mazimalidade de T temos que T = S~ isto é, T~' = S. Portanto, T~' é um
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operador mondtono maximal.
Segundo, verificamos o item b. Sejam (x,%), (2, yX/) €T. Como (z,%) €T temos que
(x,y) € AT. Analogamente, temos que (z',y') € AT e da monotonicidade de T' obtemos

/
1
og<x—x',y—3>=x<x—x',y—y'>.

Como X > 0, temos 0 < (x — 2’y — y'). Logo, AT € mondtono. Seja S qualquer operador
mondotono tal que NT' C S, isto €, T C %S. Como S é mondtona, %S ¢ também mondtona.
Logo, da mazimalidade de T', temos que T' = %S, isto €, XT' = S. Logo, XT' ¢ maximal.

Terceiro, verificamos o item c., sejam (x,y +d), (x',y' +d) € T + d entdo
(r—2"(y+d) - +d)=(x -2,y —y) >0,

onde a desigualdade € obtida do fato que (z,y),(z',y’) € T e T € mondtono. Para
verificar a mazximalidade do operador T + d, vamos considerar um operador mondétono
Stal que T +d C S, isto é, T C S —d. Da mazrimalidade de T temos que T' =S — d.
Logo, T +d = S. Obtendo assim a mazimalidade do operador T + d.

A seguir apresentamos alguns exemplos de operadores mondtonos maximais.

Exemplo 2.1.4 Seja T um operador mondtono maximal tal que dom(T) = {a} para

algum a € IR. Dai, a unica forma de definir o operador T estd dado por

(—00,+00), sex=a

T(z) =
) 0, sex#a

Exemplo 2.1.5 Seja f : R" — IR propria, semi-continua inferior e convexa. Temos
que o operador subdiferencial de f, Of, € mondtono mazximal.

De fato, sejam s € Of(x) et € Of(y) o que implica que
fly) = f(x) > (s,y — ), para todo y € IR", (2.1.1)

flz)—fly) > {t,x —y), para todo = € IR". (2.1.2)

Somando (2.1.1) e (2.1.2),

v

(t,y—x) > (s,y —x).
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Entao, (t — s,y —x) > 0. Logo, comot e s foram escolhidos arbitrariamente, obtemos
que Of € um operador mondtono.
Logo, provaremos a mazimalidade desse operador. Seja T mondtono tal que Of C T.

Vamos provar que T C Of. Seja (xo,y0) € T e consideremos x1 e y; tais que
ry =proxs(ro+y) e y1 = prozs(ro+ Yo),
onde f* € a funcdo conjugada de f. Do Lema 1.1.9 temos que
Zo + Yo = T1 + Y1, (2.1.3)

e f*(y1) = (z1,y1) — f(x1). Do Teorema 1.1.7 obtemos que y, € Of(xy), mas Of C T.
Logo, (x1,y1) € T. Dai, da monotonicidade de T, temos que (xo — x1,yo — y1) > 0. Logo,
de (2.1.3) obtemos que

0< (iUo — 21,71 —fU0> = - ||1'0—1'1||27

o que implica que x1 = xo. Entdo, de (2.1.3) temos que yo = y1, mas y1 € Of(x1) =
Of (xo) pois &1 = xg. Logo, (xg,y0) € Of e do fato que (xq,yo) foram escolhidos arbitrari-

amente temos que T C Of. Portanto, Of € um operador mondtono mazimal.

Exemplo 2.1.6 Um caso particular do Exemplo 2.1.5 temos quando f é a func¢ao indi-
cadora. Seja K C IR"™ um conjunto fechado e convexo o que implica que dx € uma funcao
semi-continua inferior e convexa. Por consequinte, do Exemplo 2.1.5 temos que Nk €

um operador mondtono mazrimal.

A seguir, o seguinte resultado mostra que qualquer aplicagdo monoétona tem uma

extensao mondtona maximal.

Lema 2.1.7 [38, Proposi¢ao 12.6] Seja T mondtona multivalorada, entio existe uma
aplicagdo T mondtono mazimal (ndo necessariamente tunica) tal que T C T, isto é, T

possut uma extensao monotona mazimal.

Lema 2.1.8 Seja T monotono. O operador T € mazximal se, e somente se, para cada
(z,2') € R" x R",
(@' =y x—y) >0, V(yy)eT
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entdo, (z,2') € T.

Prova. Seja T um operador monétono maximal, vamos provar que (z,z’) € T'. Supo-

nhamos que 2’ ¢ T'(x). Definimos

. T(y), se y#u
T(z) = ,
T, se y==x

Logo, vamos verificar que o operador T' é mondétono. De fato, precisamos verificar que

para todo (y,9'), (z,2') € T se cumpre
(y—z,y =2 >0. (2.1.4)

Da defini¢ao de 7' e sendo T monétono, basta verificarmos (2.1.4) para z = z. Logo,
da hipétese temos que

(y—z,y —a') >0,

isto é, T é um operador monotono. Alem disso, da defini¢ao de T podemos reparar que
T C T. Desde que T' é maximal temos que T = T e como 2’ € T obtemos que ' €T, o0
qual é uma contradigao. Logo, (z,2') € T.

Reciprocamente, suponha que 7' ndo é maximal, isto é, existe 7" mondtono tal que

TCTcomT#T. Seja (w,w') € T, desde que T' é mondtono, temos que

(w—y,w' —y) >0, (y,9)eT.
Como T C T, tomamos em particular para todos os (z,2’) € T. Entdo,

(w—z,w' —2') >0, V(r,2')eT

o que implica que (w,w’) € T. Logo, T C T. Dai, T =T, o que contradiz com a nossa

suposicao. Portanto, T' ¢ mondétono maximal. m

Exemplo 2.1.9 Toda aplicagao mondotona continua T : IR" — IR" € mondtona maximal.

De fato, seja (x,u) € IR" x IR" tal que

(u—T(y),z—y) >0, VyeR"
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Tomando y =x —t(z —x) comt >0 e z € IR" arbitrario obtemos

0 < (u—T(x—-tz—2)),z—(zr—1t(z—1)))
= tlu—T(x—t(z—x)),z—1x).
Como t > 0 podemos multiplicar por 1/t. Tomando limite, quando t — 0, e desde

que T € um continuo temos

0<(u—T(x),z—x),

para todo z € IR". Em particular para z = x + T(x) — u temos
0<(u—T(x),(x—T(x)+u)—z)=—||T(x)—ul} <= T()=u
Logo, do Lema 2.1.8 obtemos que T' € um operador mazximal.

O exemplo acima nao se cumpre se dom(1) & IR". De fato, considere uma aplicagao

mondtona 1" : IR — IR definida como

x, sex <0,
T(x):= sex >0,

I?
0, sex=0.

A monotonicidade vem do fato que para quaisquer (z,x), (', 2') € T temos
(x—a' x—2')=|lz—2|* > 0.

Observe que esta aplicacdo é continua em cada ponto do seu dominio dom(T) =
IR\{0}, mas niio é uma aplicacio maximal pois sendo T'(z) = = monétona tal que T C T
temos que T # T,

A seguir, apresentamos uma propriedade topoldgica utilizado para provar alguns re-

sultados do seguinte capitulo desta dissertacao.

Lema 2.1.10 Seja T mondtono maximal. Para cada x € IR", o conjunto T(x) € fechado

€ COnvexo.

Prova. Desde que T é mon6tono maximal e do Lema 2.1.8, para cada (z,2*) € T

temos

Tx)={z"e R"|{(z*—y",x—y) >0, VY(y,y") €T},
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o qual é imediato provar que T'(z) é fechado e convexo. m

Uma das caracterizagoes mais uteis e fundamentais das aplicagoes monétonas maxi-
mais ¢ dado por o Teorema de Minty. Isto se reduz a questao de relacionar monotoni-
cidade maximal de um operador monétono 7' com a sobrejetividade da correspondente

aplicagao perturbada I + AT com A > 0 como ¢é dado no seguinte resultado.

Proposicao 2.1.11 [4, Teorema 6.2.2] Seja T mondtono e seja X\ > 0. Entao, T é
mondtono maximal se, e somente se, I + AT € sobrejetora, para cada N\ > 0, isto é,

Im(I + \T) = IR".

A seguir, uma consequéncia desta proposicao é dado no seguinte lema, chamado como o

Lema de Representagao.

Lema 2.1.12 Sejam ¢ > 0 e T mondtono. Entao cada elemento z € IR" pode ser escrito
ao mazximo da forma x + cy, onde (x,y) € T. Se T € maximal, entdo cada elemento de

z € IR" pode ser escrito de forma inica como x + cy, onde (z,y) € T.

Prova. Da Proposi¢ao 2.1.11, para cada z € IR" existe z € IR" tal que (z,2) € (I+cT),
isto é, z € x + cy com (x,y) € T e ¢ > 0. Logo, provaremos que a representacao de
qualquer elemento z € IR" é tinica. Suponhamos que existem x,z’ € IR" com x # 2’ tal
que

(I+cT)(z)( | +cT)(a') #0,

isto ¢, existe z tais que (z,2) € (I +¢T) e (2,2) € (I +¢T) com ¢ > 0. Entao,

_ _ /
(x,z x>€T e (x’,z $)€T.
c c

Como T' é um operador mondtono, temos que

z—x  z—2a 1
0§<w—x’, — =—(z—2a, 2" —x).
c c

Como ¢ > 0, temos

0<(zx—a' 2 —x)=—|z—2

Dai, ||z — 2/|| = 0. Logo, x = 2/. O qual contradiz com a nossa suposigao. Entao,

qualquer z € IR" pode ser apenas representado de uma tnica forma. m
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A seguir, é apresentado um teorema dado por Rockafellar[37]. Mas sua prova mais
simples pode ser encontrada em Burachick[8] para espacos de Banach reflexivos, no qual

o seguinte resultado, embora nao aparece nesse livro, sera 1util para a demonstragao dele.

Lema 2.1.13 Seja K C IR" um conjunto fechado tal que para todo x, y € K

r+y
2

€ K,

entao K é convexo.

Prova. Dadosz,y € K e z=ax+ (1 —a)y com « € [0,1]. Vamos provar que z € K.

Definimos os seguintes conjuntos
S; = {)\x—i—(l—)\)y | )\:%, i:0,1,2,...,2j},

para todo 57 € N.

Observe que S; C K para cada j € N. Além disso, definimos a sequéncia

vy = arg min |12 — ]|,
J

o qual implica que d(z;, z) < 5.
Tomando limite, quando j — 400, temos que d(z;, z) — 0, isto é, z; — z. Entao, do

fecho de K obtemos que z € K. m

Teorema 2.1.14 [8, Teorema 4.4.9] Seja T mondtona mazimal. Entao Im(T) é convezo.

Proposicao 2.1.15 Seja T mondtona mazimal, entao o conjunto dom(T) € convezo.

Prova. Como T é monétono maximal entdo 7! tem também essas propriedades.
Aplicando o Teorema 2.1.14 ao operador T~ ' temos que Im(T-1) é convexo, mas

Im(T™Y) = dom(T). Dai, dom(T) é convexo. m

Definicao 2.1.16 Se diz que T € localmente limitado em T € IR" se existe 6 > 0 tal
que T'(B(z,0)) € limitado.

Observe que a definicao dada acima que se T é localmente limitado em Z entao o

conjunto T'(z) é limitado.
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Teorema 2.1.17 Seja T mondtono maximal. Se x € dom(T') e T € localmente limitado

em x, entdo x € int(dom(T)).

Proposicao 2.1.18 [4, Proposicao 6.6.2] Seja T mondtono mazximal e seja x € dom(T).

Entao T'(z) € um conjunto compacto e, e somente se, x € int(dom(T)).

Proposicao 2.1.19 Seja T mondtona mazimal. Entao T~ é localmente limitado se, e

somente se, T" € sobrejetivo.

Prova. Primeiro, vamos provar que T' é sobrejetiva. Suponhamos que 7! é localmente
limitado, seja x € W entao, segundo o Teorema 2.1.17, temos que =z €
int(dom(T~")), isto implica que dom(T—Y) C int(dom(T~")). Portanto, dom(T—1) =
int(dom(T™1)), o que equivalente dizer que dom(T~1) é um conjunto aberto e fechado a
vez. Como dom(T™') # 0, temos que Im(T) = R".

Reciprocamente, consideremos T sobrejetivo e seja # € B(x,¢) C dom(T™1), isto
implica que B(x,¢€) € int(dom(T~1)). Da Proposicio 2.1.18 temos que T~ (B(z,¢)) é

limitado. Portanto, 7! é localmente limitado. m

Lema 2.1.20 Seja T mondtono mazximal com dominio limitado. Entdao, T € sobrejetivo.

Em particular, 0 € T(z) para algum z € IR".

Prova. Vamos provar que 7! é localmente limitado em y € IR". Consideremos o

conjunto

T (B(y,€)) = Usene {7 | y € T(x)} € dom(T).

Pela hipétese, o dom(T') é limitado o que implica que T~ (B(y, ¢)) ¢ limitado. Logo,
da Proposicao 2.1.19 temos que T' é um operador sobrejetivo. m

A seguir, sao enunciados conceitos de operadores localmente monétono maximal.

Definicao 2.1.21 Se diz que o operador T é mondtono em U C IR™ x IR", ou localmente
mondtono, se existe um operador mondtono T tal que graf TNU = grafT. Mais ainda,
T € mondtono maximal em U C IR" x IR", ou localmente mondtono maximal, se existe

T mondtono mazimal tal que grafT NU = grafT N U.
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Lema 2.1.22 Seja T qualquer aplicacao monotona em U C IR™ X IR". Entao o operador

T possui, talvez nao unica, uma extensao monotona maximal em U

Prova. Anélogo ao feito no Lema 2.1.7. =
No seguinte resultado, apresentamos uma versao local do critério de continuidade

para aplicacoes multivaloradas monétonas maximais dado no Exemplo 2.1.9.

Proposicao 2.1.23 Seja T um operador tal que para alguns conjuntos abertos
X,)Y C IR", a aplicagio © — T(x)(Y € simples valorada e continua sobre X. Se

T € monotono sobre X XY entao, também é mondtono maximal sobre X X Y.

Prova. Do Lema 2.1.22, T possui uma extensao monotona maximal em X X Y.
Consideremos T tal extensdo de grafT N (X xY) e seja (%,9) € graf TN (X x Y).

Como X ¢é aberto, para qualquer z € IR", existe € > 0 para n suficientemente grande
tal que 1/n <€, com 7+ (1/n)z € X.

Assim, pela monotonicidade de T,
- o _ 1 o1 -
0 (T4 (1)) NY =3+ (1/n):) =) = - (T + 22 NY —3is).
n n

Multiplicando por n > 0 e como 7' é continuo,

1
0< <T(i‘—|——z)ﬂY—g],z> - (T(@)NY —g,2z) >0.

n

Entao, para z € IR" arbitrario, temos que T'(z) NY = g. Logo, (Z,9) € grafT. =

Por outro lado, definimos a soma de duas aplicagoes multivaloradas 17, T, por
Tl +T2 = {(xay + w) | (:B7y) € Tla (33,1U) € T2}a

onde (11 + Ty)(x) = Ty (z) + To(x).
A seguir, damos o resultado que mostra que a familia de operadores mondtonos é fechado

com respeito a adicao.

Proposicao 2.1.24 Sejam T e Ty mondtonos. Entao, Ty + 15 € mondtono.



2.1. OPERADORES MONOTONOS 33

Prova. Sejam (z,y), (w,z) € (11 + 13). Dal,
(VRS (Tl + TQ)(.CC) = T1<£C> + TQ(I’),

isto é, existem (x,y;1) € Ty e (z,y2) € T tal que y = y; + yo. Analogamente, existem
(w,z1) € Th e (w, z9) € Ty tal que z = 21 + 25. Como T} e Ty sdo operadores monétonos,
temos que

(x—w,y1—21) >0, e (xr—w,ys —2) >0.

Logo,
(r—w,y—2)=(—w, () +y2) — (21 +22)) = (v —w,y1 — 21) + (T —w,y2 — 22) > 0.

Portanto, 77 4+ T5 é um operador monétono. m
Em geral, a soma de dois operadores maximais nem sempre ¢ maximal como

mostraremos no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.25 Sejam os conjuntos

= {(z,a) e Rx R | 2* <a},
= IR x {0}.

Consideremos os operadores T1 = 004, Ty = 0dp e Tz = 0dy0). Como A e B sdo
convezos, do Exemplo 2.1.6 temos que Ty, Ty e T sao mondtonos mazrimais.

Mazs ainda,

dom(Ty +Ty) = {zeR?| (Ty +Ty)(x) # 0} = {(0,0)},
dom(Ty) = {we R | 050 (x) # 0} = {(0,0)}.

Entao, o subdiferencial da func¢do indicadora para os conjuntos A, B e {(0,0)}, sdo

obtido como seque:

i. T1(0,0) = {se€ R*| (s,y—(0,0)) <0, Vy € A}, isto é siy1 + sayp < 0 e
Yo > 0. Se ys = 0 temos que s1y; < 0. Sey; >0, s1 <0. Sey; <0, s; > 0. Logo,

s1 =10. Como yy > 0 temos que sy > 0. Entio s = {0} x R,.
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i. T5(0,0) = {s€R*| (s,y —(0,0)) <0, Vy € B}, isto €, siy1 + s2y2 < 0 para
todo (y1,y2) € IR x {0}. Logo, s1y1 <0 esqs € IR. Sey; >0, 81 <0. Sey; <0,
s1 > 0. Logo, s =0. Entio s = {0} x IR.

iii. T3(0,0) = {s € R* | (s,y) <0, Vy € (0,0)}. Entdo, s = IR".
Além disso,
(71 +15) (0,0) = T1(0,0) + 15(0,0) = {0} x Ry + {0} x R = {0} x RR.
Entao, (T + T3)(0,0) = {0} x R & IR* = T3(0,0). Portanto, T + Ty ndo é mazimal.

Na verdade, tem muitos critérios que garantem que a soma de operadores mondétonos
maximais é maximal. O nosso caso de interesse é dado no seguinte teorema, cuja prova

foi dada por Rockafellar em espacos de Banach real.

Teorema 2.1.26 [35, Teorema 1,a] Sejam T, Ty operadores mondtonos mazimais. Se
dom(T}) Nint(dom(T3)) # O entao
T+ T,

¢ um operador mondotono maximal.

Proposicao 2.1.27 [38, Exemplo 12.48] Seja K C IR" um conjunto convezo, fechado

e nao vazio e uma aplicacao F: K — IR"™. Se F' ¢ continua e mondtona sobre K, entao
T =F+ Ng
¢ um operador mondtono mazximal.

Proposicao 2.1.28 [4, Proposicao 6.3.1] Seja K C IR" um conjunto nao vazio, convexo

e fechado. Entdo para todo A > 0 e para todo x € IR" temos que
(I + ANg)™" (z) = Px(x), (2.1.5)
e portanto a projecao Py sobre K é uma aplicacao mondtona maximal simples valorado.

Em seguida, apresentamos um resultado muito sobre o operador projetor, o qual vai

ser utilizado no ultimo capitulo desta dissertacao.
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Lema 2.1.29 Consideremos K C IR" um conjunto nao vazio e convexo. A projecao

sobre o cone dual K® é dado como
Pro(z) = %Vd%((x). (2.1.6)
Prova. Primeiro, afirmamos que ¢ valido a seguinte igualdade
I—(I+XD) =T+ T H (2.1.7)

no qual a sua prova é imediata.

Logo, de (1.1.2), (1.1.3), (2.1.5), (2.1.7) e dos Lemas 1.1.1 e 1.1.16 temos que

Pxe(r) = (I+ ANgo) '(7)

= (I=(IT+ANg) ()
(I — (I +ANg)™)(z)
(I = Px)(x)

— \306\(x)
1

= §Vd§((m) . (2.1.8)

A partir daqui, vamos definir operadores especiais, tais como os operadores fortemente
mondtonos, nao espansivos, proximais, as A—regularizacao Yosida, os A—hipomondtonos

0s quais vao ser cruciais no desenvolvimento desta dissertacao.

Definicao 2.1.30 Se diz que T' € fortemente mondtono, com mddulo o > 0, se para

(x,y), (z',y") € T, temos
(-2 y—y) > alz—2|",
ou equivalentemente, se existe um o > 0 tal que T' — ol seja mondtona.

Proposicao 2.1.31 Se a inversa do operador T € fortemente mondtono, para algum

a >0, entao T é simples valorada.
Prova. Seja z € IR" tais que (x,y), (z,y') € T, para algum « > 0, temos que
2
O=(z—zy—y)=aly —yl,

isto implica que ||y’ — y|| = 0 se, e somente se, ¥ =y. =
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Definicao 2.1.32 Se diz que T € nao-expansivo se,
ly=yll <llz=2I,  V(zy) @ y)eT
Definicao 2.1.33 Se diz que T € firmemente nao-expansivo se

ly' = yll* < o’ —al* = I’ =) = (= =9)I". ¥V (xy), (' y)eT

>1/2

onde com a norma usual, ||x|| = (z,z)""", pode ser redefinido como

@ —xy =) > —yl?, V(ny), (@ y)eT.

Observacao 2.1.34 Podemos observar que se T é um operador firmemente-expansivo

é equivalente dizer que Tt € fortemente mondtono com mdédulo oo = 1.

Na literatura, operadores firmemente nao-expansivos sao algumas vezes chamados como

operadores pseudo-contrativos.

Observacao 2.1.35 A propriedade de ndo expansividade € preservada tanto para
composicoes de aplicacoes quanto para soma de aplicacoes nao expansivas sob certas

condigoes. Sejam Sy, Sy aplicacoes nao expansivas, sao validas as sequintes propriedades:
a. Si0.Sy € nao expansiva.
b. AS1+ AaSy € ndo expansiva se | M| + | Ao < 1.

De fato, para provarmos o item a. tomaremos (x,y), (2',y") € Sy 0 S, isto €, existem
a,a’ € dom(Sy) tais que (a,y) € Sy com (x,a) € Sy e (d',y') € Sy com (2',d’) € S,.

Como S e Sy sao aplicagoes nao expansivas, temos
Iy vl <lla=dll e fa—d|| < =],

o que implica que ||y — y|| < ||z — 2'||. Logo, Sy o Sy € uma aplicagdo nao expansiva.
Agora vamos provar o item b. Sejam (x,y), (2',y') € \S1+ X2Ss, entao existem yy, ya

com (z,y1) € S1 e (x,y2) € S tais que

Y= My1 + Aayo. (2.1.9)
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Analogamente, existem yy,yy com (z',y)) € S1 e (2, y)) € Sy tais que
Y = My) + Aoy (2.1.10)
De (2.1.9), (2.1.10) e como Sy e Sy sao nao-expansivos, temos

1y =yl = (Myi + Aays) — (Miya + Aaya) ||

A

< (Ml llyh =l + el llys — ell
< (Ml lle" =2l + ol 2" — 2|

(] + Paf) 2" =[] -

Logo, temos que A1 Sy + \oSa € uma aplicagdo ndao expansiva se |Ai| + |Ao| < 1.

Proposicao 2.1.36 Seja T uma aplicacao nao expansiva, entao T € simples valorada

e k-Lipschitz continua com constante Lipschitz k.

Prova. Seja z € IR" tal que (z,y),(z,y') € T. Como T é nao-expansivo temos que
1y" = yll < [l — || = 0.

Logo, ||y’ — y|| = 0 se, e somente se, y = . Portanto, T' é simples valorada. Além disso,
por definicao, um operador nao-expansivo é k-Lipschitz com constante k =1. =
Uma das vantagens das aplicagoes nao expansivas é que estas podem ser utilizadas

na construcao de aplicagoes mondtonas como veremos no seguinte resultado.

Proposicao 2.1.37 Seja uma aplicagao nao expansiva Ty : IR" — IR", entao
T, =1 —"T, € mondtono.
Prova. Sejam xz,2’ € IR". Como T é nao-expansivo, temos que
(Ty(z) = Ta(2'),x —2') = (z—2a 2 —2")+ (1(2') — Ti(z),x — 2')
2
> lz—2/|" = |T1(2") = Ta(2)]] ||lz — =]
= 0. [

Proposicao 2.1.38 Um operador T ¢ firmemente nao-expansivo se, e somente se, I =T

¢ firmemente nao-expansivo.
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Prova. Primeiro, vamos provar que I — T é firmemente nao-expansivo. Sejam

(x,y), (2, y") € T, é valido a seguinte desigualdade

@' —y) = (@ =)’ < &’ =2 (2" —y) = (z =)

para todo (z,z —y), (2’2’ —y') € I —T. De fato, como T é firmemente nao-expansivo,

I —y)—(@-yI° = @ -2,6@ -2)-¢-y)— ¢ -y —2)+H —y,y —y)
< (@ - @ —2) =@ —y) = Iy —yl*+ Iy — vl
= (@' —z,@ —y)—(x—y).

Reciprocamente, sejam (z,y), (/,y') € (I — T). E valido que

(2 =/ (@ —y) = (@' =) 2 |z —y) — (' = y)II

para todo (z,x—y), (¢/,2'—y') € I —=T. De fato, como I —T é firmemente nao-expansivo,

v

—(z =2 y—v) ly —y/|I° —2(z — 2/, y —y/),

2 2 2
|z —2'|" = (@ -2y —v) > |[ly—yI —2@—2",y—y)+|z—2|

(-2 (x—2)—(—y)) = lz—2)—@—y)I° =
Definicao 2.1.39 O conjunto zeros de T' € definido como
Zer(T) =T 0)={z € R" : 0€T(x)}.

Cabe notar que este conjunto é interesante em otimizacao e na teoria de pontos fixos do

fato que se

e T = 0f, onde f é uma funcao propria, convexa e semi-continua inferior, entao

Zer(T) é o conjunto de minimizadores de f.

e T =1 —T com T nao-expansivo, entao Zer(T) é o conjunto de pontos fixos de 7.
Definicao 2.1.40 O resolvente do operador T, para ¢ > 0, é definido por

JE=(I+cT) . (2.1.11)
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Se ¢ = 1, o resolvente do operador T serd denotado por J7.

Proposicao 2.1.41 [4, Proposicao 6.2.1] Seja T um operador mondtono e seja ¢ > 0.
Entio JT : Im(I +c¢T)=R" ¢ mondtono, nao-expansivo e simples valorado. Além disso,

se T' € maximal entao JI é também mazimal.

Proposigao 2.1.42 O operador T é mondtono se, e somente se, JI é um operador

firmemente nao-expansivo para cada ¢ > 0.

Prova. Sejam (z,y), (¢/,y') € T e seja ¢ > 0.

T < (-2 ,cy—cy)>0
— (z—acy—cf +x—2)> |z -2}

= (o2 (z+ey) — (' +ey)) 2 o2

Entao, (I + ¢T')~! é firmemente nao-expansiva. m

Lema 2.1.43 Seja T mondtona e J* como definido em (2.1.11). O operador (JI)™' é

fortemente mondtona com o = 1.

Prova. Como T ¢ um operador monétono, segundo a Proposi¢ao 2.1.42, JI' é nao
-expansivo para cada ¢ > 0. Logo, da Observacao 2.1.34 temos que (JI)~! é fortemente

monétonocom v =1. =

Lema 2.1.44 Seja T um operador mondtono. Para qualquer ¢ > 0 e p € (0,2), a
aplicagao

pJi+(1=p)I
€ nao expansiva, e 0s seus pontos fizros sao os zeros de T

Prova. Vamos provar que o operador pJ! + (1 — p)I é nao-expansivo. De fato,

2 —
pﬁww1—mzz—3£1+gN,

onde N =2JF —I.

Além disso, é imediato verificar que se J! é nao-expansivo entdao N é também nao
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-expansivo. Logo, desde que p € (0,2), segundo a Observacao 2.1.35, item b. temos que
pJT + (1 — p)I é um operador nao-expansivo.

Por outro lado, suponhamos que x é ponto fixo de pJI + (1 — p)I. Entao, J! (z) = .
Dai, z = (I 4+ ¢T')(x) se, e somente se, 0 € T'(x). Portanto, z € Zer(T). =

A seguir, definimos o operador
Qr=1-J". (2.1.12)

Observagao 2.1.45 Podemos observar que o operador QT € firmemente nao-expansivo.
De fato, da Proposi¢io 2.1.42 temos que JI € firmemente nao-expansivo e, sequndo a

Proposicao 2.1.38, temos que QL ¢ também firmemente nao-expansivo.

Observe que os operadores JI e QI estao intimamente relacionados, pois um zero de

T é um ponto fixo de JI e este & vez é um zero de Q7 isto é,
0€T(z) <= J'(2)=2 <= QI (z)=0. (2.1.13)
De fato,
0€T(2) = 2€(I+T)(2) <= J'(2)=2+= (1 —J"(2)=0+= QF(z) = 0.
Proposicao 2.1.46 Para todo z,w € IR" € vdlido as sequintes afirmagoes:
a. ¢'Qi(z) € T(JI(2)) .
bz —wl* > [[JE(2) = JE ()] + ]| Q7 () - @ (w)|?
Prova. Primeiro, vamos provar o item a.. De (2.1.11) e (2.1.12), para todo z € IR",
(I+cT)(J(2) =2 <= z€Jl(2)+cT(J](2))
= 'Q:(2) € T(J. (2)).
Segundo, vamos provar o item b.,
lz—wl® = [|(F +QF) (2) = (7 +QI) (W)
1722) = JE @) + [[QF ) — QL w)]”

v

A tltima desigualdade ¢ obtida do fato que (JI(w) — JZ(z),QF (w) — QX (z)) > 0.
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Definicao 2.1.47 Para qualquer aplicacgao T e X > 0, a correspondente
A-regularizacao Yosida de T definido por

1

Ty= O +T ) = +2'T ) oL

E importante mencionar que o estudo dos operadores A-regularizacoes Yosida sao con-
siderados muito vantajosos em otimizacao. De fato,
a. Para qualquer T' e A € IR temos que
T1(0) = T71(0) + A (0) = T~1(0), (2.1.14)
isto é, Zer(Ty) = Zer(T).
b. O T\ pode ser localmente mondétona embora 7" nao seja, isto facilita o nosso es-

tudo porque a teoria dos operadores mondétonos tem uma grande quantidade de

propriedades.

Proposicao 2.1.48 Cada aplicagao T, para qualquer A > 0, satisfaz
Th=X"'(I-J) (2.1.15)
Prova. Por um calculo simples, temos que
(w,2) XTI =J)) <= (w,w—Az)€J)
— (w—Az,w) € (I+\T)
& (z,w) € (T + X)

(
(

— (z,w—Az) T
(

=

w,z) €T). =

Proposicao 2.1.49 [4, Teorema 6.2.3, (b)] Seja T' mondtono mazximal. Entdao, Ty, €

um operador simples valorado, mondtono mazimal e \~'-Lipschitz continua.

Definicao 2.1.50 Uma aplicacao T ¢ dita \-hipomondtona em T se existe uma vizi-

nhanga X 3% e A\ > 0 tal que T'+ NI é mondtono em X, isto é,
<y/_yam/_l‘> Z —/\||I/—ZL‘||2, (ZL‘,y), (Jf/,y/) GT'

O operadorT' € um operador \-hipomondtono em X se € A-hipomondtono em cada @ € X.
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Exemplo 2.1.51 Toda aplicacio mondtona é A-hipomondtona. De fato, consideremos

T uma aplicagao monotona entao T+ NI é mondtona. Dai, T é A\-hipomondtona.

Corolario 2.1.52 Seja F' : X — IR" uma aplicacao simples valorada e estritamente

continua sobre X € IR", entdo F' € \-hipomondtona sobre X.

Prova. Seja k a constante Lipschitz de F' sobre X.
Definimos

G=F+kI.

Entao,

(G(2) — G(x), ' —z) = (F(2')—F(x), 2 —z) + k{2 — 2,2’ — 1)

v

—|F@) = F@)| l2' = | + k|l' = z|”.

> 0,

onde a tultima desigualdade é obtida do fato de F' ter k—Lipschitz continua. Logo, G é

monotono sobre X, isto é, F' é uma aplicacao A-hipomondétona com A =k. m

Exemplo 2.1.53 Seja f : IR" — IR uma funcao propria e semi-continua inferior. A
aplicagao subdiferencial, Of, é A\-hipomondtona em T se, e somente se, existe A € IR, tal

que f+1/2X||||* € convexa sobre wma vizinhanca de X > .

De fato, seja 0 f uma aplicacao A-hipomondétona em Z, entao existe uma vizinhanca X 3 7
e A € IR, tal que Of + Al é mondtona sobre X.

Logo, pelo Exemplo 2.1.5, a convexidade da funcao
Az
I+ 5 1l

em X é condigao necessaria e suficiente para df + Al ser mon6tona em X. O resultado

seguinte mostra como obter os resolventes de JI* mediante utilizacao dos resolventes de

T.

Lema 2.1.54 Para qualquer T e c,\ € IR tal que c+ X # 0 e c # 0, temos

c A
JD = ——Jf —1I.
© T e ety T c+ A
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Prova. Por um calculo simples, temos

ze iy = zel+(c +_)\)T)_1 (2)

)
c:E+)\x€()\I+T_1) rT—x
c+ A c+ A
T —T cT + A\r
T
c+ A\ (c—l—)\)
cT + A\r
I+ cT
ve T+ ()
CT + Ax T
c+ A € J(2)
— i‘E(M(}ZA—Fé]) (z). =
c

Cc

r—X

TeT !
o (c—l—)\

!

1111

Definicao 2.1.55 Se diz que T tem k-Localizagao Lipschitz em (Z,v) € grafT se exis-

tem wvizinhancas X 3 Z e Y > v tal que a aplicacao
x—T(x)NY, reX
¢ simples valorada e Lipschitz continua sobre X.

Proposigao 2.1.56 Se T~ tem uma k-localizagcao Lipschitz em (0,z). Entdo, para

A >k, T\ € mondtono mazimal numa vizinhanca de (Z,0).

Prova. Como 7! tem uma k-Localizagao Lipschitz em (0, z), existem vizinhangas Y 3 0
e X 5 Z tal que a aplicacao

y—= T y)NX

é simples valorada e k-Lipschitz continua em X.

Seja F' uma aplicacao multivalorada k-Lipschitz continua sobre Y tal que
graf F = graf T'N (Y x X).

E valido que F'+ Al é uma aplicacao mondtona para A > k. De fato, sejam yy,y2 € YV

e como F' é uma aplicagao k-Lipschitz continua, temos

(Fy1) + ) — (Flyo) + M), mn —w2) > = 1F(n) — F)ll lys — wall + Mlys — wall?
> kv — vl + My — vl

= (A=) lly1 —wel”.
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Entao, para A > k, F'+ Al é uma aplicagao monotona.

Por outro lado, para qualquer y € dom(F + AI) =Y, temos
(F+A)(y)=Fy)+ y=T""(y)NX +Iy= (T (y) + \y) N (X + Ay).
Entao,
graf (F+X) =graf (T""+M)NY x (X + X\y)) =graf (T~ + pl)NU = graf Ty 'NU,

onde
U={(y,z):yeY, ze X+ \y}.

Como F' é k-Lipschitz continua sobre Y, entao F' + Al também é k—Lipschitz continua.
Em particular, F'+ AI é continua sobre Y.

Além disso, da monotonicidade de F + M, temos que T + X\ é uma aplicacao
mondétona sobre U. Logo, Ty = (T '+ A )71 ¢ monoétona sobre U. Portanto, pela

Proposicao 2.1.23, temos que Ty é mondétona maximal sobre U. m

2.2 Dualidade com monotonicidade maximal

Nesta secao vamos considerar o modelo dual de composigao em programacao convexa
estudado por Pennanen|27, Secao 5.

Sejam X e U dois espagos euclidianos, K um cone convexo em U, f : X — IR e
g:U — IR convexas e H : X — U tal que H é K-convexa, isto ¢é, para todo x1,29 € X
temos que

H(Ckll’l + OdQSCQ) — OélH(.Z'l) — OéQH(QZ'Q) € K,
onde ay, a0 € [0,1] e a1 + g = 1.
A composicao de H e g é definida por
(90 H)(x) = g(H(x)),

para todo x € dom(go H) = {x € dom(H) | H(x) € dom(g)}.
O modelo de composigao em programagao convexa estudada por Pennanen[28, Secao

8] é o problema de minimizagao

min{fo(z) = (f+go H)(x), x&dom(f+goH)}.



2.2. DUALIDADE COM MONOTONICIDADE MAXIMAL 45

Segundo Pennanen|28, Proposigdo 8.1, se existir z € ri(dom(f)) N ri(dom(H))

tal que H(x) € ri(dom(g)), entao o subdiferencial de fy pode ser expresso como
0fo(z) = 0f(x) + DH(x)" 0g(H (x)),

onde DH (z)T é a transporta da matriz jacobiana de H.
Nestas condigoes, uma generalizagao deste modelo de otimizagao é obtida quando 0 f
e 0g sao substituidos por aplicagoes mondtonas maximais gerais, tendo assim o seguinte

resultado de dualidade em programacao de composigao.

Proposicao 2.2.1 [27, Proposicao 5.1] Sejam X, Y, W e Z dois espagos euclidianos e K
um cone convezo de X. Sejam S : X=3W e T : Y=Z operadores mondtonos maximais e
H: X =Y uma fun¢ao K-convera e K-fechado tal que Im(T) C K®.

Dado um ponto x € X, x resolve
(Peomp) 0¢c S(x)+DH(2)'(T(H(x)))
se, e somente se, existe um ponto z tal que
(Leomp) (0,0) € S(x) x T~*(2) + OR(x, 2),
onde R € a funcao sela definida como

Rz, 2) = H(x)Tz — 6k (2), x € dom(H)

400, caso contrario.
com OR(x,z) = 0, R(z, 2) x d.(—R)(z, 2).

O modelo de dualidade de composicao, dado na Proposicao 2.2.1, corresponde ao contexto

de dualidade geral da Definicao 1.3.1 com

Fo(e) = S(x)+ DH(x)"H(z),
B S(x) DH(z)"
F(z,z) = . + ; (T(H(x) + 2)), (2.2.1)

L = SxT'+0R.
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Nestas consideracoes, designamos o problema primal, Lagrangeano e dual, no contexto

de dualidade de composicao por

0 € Fy(x)=S(z)+ DH(z)"T(H(x)), (2.2.2)
B S(x) DH(z)Tz
(0,0) € L(z,2)= + ) (2.2.3)
T71(2) —H(x)
0 € Gol2), (2.2.4)

onde Gg(z) é definido em (1.3.9).
Cabe observar que nos casos gerais a aplicacao Gy nao € uma expressao explicita em
termos de S, T' e H como as aplicagoes Iy e L, mas ela pode ser calculada de acordo com

a féormula dada na equagao (1.3.9), o qual vai depender da forma do lagrangeano.

Exemplo 2.2.2 De novo, consideremos o problema (PNL) apresentado na Se¢io 1.2
do Capitulo 1. No contexto de programacao de composicao, com H e K como foram

definidos em (1.2.3) e (1.2.4), o problema (PN L) pode ser reformulado como seque:
min { fo(z) + dx(H(x)), z= € R"}.
Observe que uma condi¢cao de otimalidade desse problema é dado por
0 € Vfo(z) + DH(z)" Nk (H(x)),

no cual corresponde ao problema primal no contexto de dualidade em programacao com-
posta se substituirmos S(x) = V fo(x) e T'(x) = Ng(x) em (2.2.2).

Além disso, como T(x) = Ng(z), sequndo o Lema 1.1.16, temos que
T7Y(2) = Nge(2). Entio o problema lagrangeano no contexto de dualidade de com-

posicao, sequndo (2.2.3), fica como
(0,0) € L(z, 2) = V fo(z) x Nga(z) + (DH(z)"z,—H(z)) . (2.2.5)

Observe que este problema coincide com o sistema KKT para o problema (PN L) dado

em (1.2.6).



Capitulo 3

O algoritmo do ponto proximal

(APP)

Neste Capitulo apresentaremos o algoritmo do ponto proximal classico de Rockafellar[36]
para logo estudar uma nova proposta de generalizacao deste algoritmo: o algoritmo do
ponto proximal relaxado de Eckstein e Bertsekas[9], o qual é um algoritmo aplicado
também para operadores monoétonos maximais. Depois, analizaremos a versao local
deste algoritmo, no qual, se tivermos problemas com operadores gerais entao procu-
raremos ferramentas para ainda aplicar o algoritmo. Muitos dos resultados desse capitulo
foram obtidos, principalmente, de Bertsekas[5], Eckstein e Bertesekas[9], Gol’shtein[13],
Tusem[19], Pennanen[29], Rockafellar[32, 36, 37|, entre outros.

Considere o problema de otimizacao sem restricoes
min{f(z) : z € R"} (3.0.1)

onde f é uma funcao convexa e limitada inferiormente.

Um dos métodos mais populares para resolver este problema convexo e nao necessaria-
mente diferencidvel é o algoritmo do ponto proximal (APP). O APP cléssico, para resolver
o problema (3.0.1), gera uma sequéncia de pontos {z*} C IR", a partir de z° € IR", dado

CcOomo

2"l € arg min {f(z) + % |z — zkHQ, z € B”} ’ (3.0.2)

47
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onde )\, é um parametro positivo tal que \; € (0, \] para algum A > 0.
Cabe observar que

I

Fal) = (o) + 2 o = 2
¢ a regularizacao Moreau-Yosida de f, onde se espera que f,, fornega algum tipo de
aproximacao do minimizador, caso existir, da fungao objetivo f.

Observe que, segundo (3.0.2), z¥*1 sdo os pontos proximais de zF com respeito a
funcao fy,, isto é, a iterada de ordem k£ + 1 do método de ponto proximal pode ser
reescrita como segue

e prowy, ¢ (25).

Mais ainda, se f é limitada inferiormente e semi-continua inferior entao a sequéncia
{z*} gerada por (3.0.2), estd bem definida. Além disso, é bem conhecido na literatura
que sob algumas hipdteses razodveis a sequéncia gerada por (3.0.2), converge para um
minimizador de f. Uma abordagem para esta prova de convergéncia baseia-se na nocao

de Fejér convergente e é dado como segue.

Definicao 3.0.3 Seja {zF} C IR" e um conjunto U C IR". Se diz que {z*} € Fejér

convergente em U se para todo z € U temos
15 =2l < e = =]l
para todo k € IN.

Proposigao 3.0.4 [19, Proposicio 2.1] Seja U C IR"™ um conjunto ndo vazio. Se {z*}
¢ Fejér convergente em U entdo {2*} € limitada. Além disso, se existir um ponto de
acumulagio Z de {2} tal que z € U, entdo toda sequéncia {z*} converge para o ponto
limite z.

Nestas condicoes, se f for uma funcao convexa, limitada inferiormente, semi-continua
inferior e assumindo que o conjunto de minimizadores de f em IR", X* é nao vazia
entdo a prova de convergéncia de {z*}, gerado por (3.0.2), para um ponto de X* pode

ser esquematizado conforme os seguintes passos:

i. A boa definicio do algoritmo, isto é, a existéncia das sequéncias {z*}.
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ii. A sequéncia {z*} é Fejér convergente, o que implica que {z*} ¢ limitada.
i, limy_e0 (28 — 2F) = 0.
iv. {z*} tem pontos de acumulacdo e todos eles pertencem a X*.

Por outro lado, se f é convexa e o operador T' = Jf temos que = € Zer(T) se, e
somente se, r é minimizador de f. De fato, para © € Zer(T) temos que para todo
y € R"

0=1(0,y —z) < fy) — f(2),
o que implica que f(x) < f(y) para todo y € IR". Entao o problema de encontrar zeros
de operadores monotonos maximais generaliza o problema de minimizagao convexa.

Além disso, de acordo com o Teorema 1.1.5, o APP para solucionar o problema de

minimizagao (3.0.1) pode ser caracterizado por
0 € Of(ZF) + A (27 = 2F). (3.0.3)

Segundo o Exemplo 2.1.5, df é mondétono maximal, o que conduz a uma extensao natural

o qual é equivalente a

e (I+ %T)_l(zk) (3.0.4)

para todo k € N com T = 0f.
Mais ainda, da monotonicidade de T" e da Proposi¢ao 2.1.41 temos que o operador

(I + iT)*1 é simples valorado, isto é,
Zk—H _ Jch(zk)7

onde Jéi é chamado de operador resolvente de T' para uma sequéncia {c;} de nimeros
reais positivos tal que ¢, = 1/A;. Vale a pena mencionar que Minty[24] provou que
a sequéncia {z*} existe e é tinica devido ao fato da sobrejetividade e injetividade do
operador JCTk , respectivamente.

A seguir, vamos dar uma interpretacao geométrica do comportamento do algoritmo

para operadores monénotomos maximais reais. Se 7' : IR — IR temos que

g = (M Zk)
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com yFtl = T(2FF1).
Como A, é um parametro positivo, o angulo de inclinacao da reta que pasa por o
ponto (z*,0) é obtuso, isto significa que o par (251, 1), se aproxima, em cada iteracaq

para o (z,0) com z € Zer(T).

1 T
y}c ________ /—
yk+1 o
I
I
I
|
I
|
I
I
| 0
1 j
1
I
1 »
B ALk Z'

Figura 3.1: O angulo de inclinacao da reta que pasa por o ponto (z*,0) é obtuso.

Por conseguinte, segundo o APP, o problema de encontrar zeros de operadores

mondtonos maximais

0eT(z) (3.0.5)
¢é substituido por uma sequéncia de subproblemas dados por
0€T(2)+ct(z—2M). (3.0.6)

De fato, este algoritmo iterativo pode ser visto como uma regularizacao, possivelmente
mal-comportado, do operador T' como veremos no préximo exemplo: Seja T : IR" — IR"
tal que T'(z) = Az — b com A € IR™™" semidefinida positiva e b € IR". Suponhamos que

A for singular e c,jl — o0. Nestas condigoes, temos que o subproblema do APP dado por
2+ be (A+ gt (2)

é bem-comportado do fato que a condi¢io de nimero da matriz A + c; ', k(A + ¢ '),

converge para 1, embora o problema original de solucionar o sistema linear b € Az nao .
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E importante mencionar que solucionar o problema (3.0.6), muitas vezes o algoritmo,
no ponto de vista de esforco computacional,torna-se demorado e caro. Uma alternativa
para esses obstaculos é considerar uma aproximacao das solucoes desse problema o qual
é obtido por algum método iterativo eficiente. Dai, uma sequéncia de erro é relacionada
com as solu¢oes do problema (3.0.6). Obtendo assim uma versdo inexata do APP.
Vale a pena mencionar que trabalhos anteriores ao Rockafellar[36] basearam os es-

tudos do APP na “forma exata” no qual as sequéncias de erro é considerado 0 para todo k.

Entao, o Algoritmo de Ponto Proximal cldssico (APP) foi proposto por Martinet[23]
em 1970 como um método de regularizacao no contexto de otimizagao convexa em espagos
de Hilbert e desenvolvido logo depois por Rockafellar[36] para solucionar o problema de
otimizac¢do convexa (3.0.1) e para obter zeros de operadores mondtonos maximais em
espagos de Hilbert H. A seguir apresentaremos um resultado de Rockafellar[36, Teorema
2], que foi dado em espagos de Hilbert H no qual mostra o método APP para encontrar
zeros de operadores mondtonos maximais para resolver o problema (3.0.5), garantindo
também a convergéncia linear desse algoritmo baseado na abordagem da k-Lipschitz
continua de 7! em 0 ao invés da monotonicidade forte de T' o qual estd mais orientado

para programacgao convexa.

Definicao 3.0.5 Dizemos que T—' € k-Lipschitz continua em 0 € IR"™ com mddulo

k>0, se Zer(T) = {z} e emiste T > 0 tal que se z € T~Hw) com ||w|| < 7 temos que
Iz = 2l < K flw] - (3.0.7)

Teorema 3.0.6 [36, Teorema 2] Seja T' : H=H um operador mondtono mazimal. Con-
sidere que o APP gera uma sequéncia {z*}, a partir de um ponto inicial arbitrdrio z° € H,
dada como
k1 o 7T (K

2 (27) (3.0.8)

tal que
k+1 _ 7Tk
157 = 5, | < e

onde a sequéncia escalar {e,} satisfaz que Y ;- ep < 0o e {cx} € uma sequencia positiva

nao decrescente tal que ¢ 1 ¢ > +00.
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Suponha também que a sequéncia {2*} é gerada pelo APP tal que
4 = AT <l -

onde as sequéncias escalares {0y} e {ci} satisfazem )"} (0 < 00 e ¢ T ¢ < o0.

Além disso, assumamos que {2*} € limitada, o que ocorre sempre que Zer(T) # ), e que
T—t ¢ a-Lipschitz continua em 0 com a > 0.

Seja

a
U = ——— < 1.

Entdo, a sequéncia {2} converge fortemente para a tnica solugdo z para (3.0.5) com

127 = 2| < w [|2" = 2
para todo k > k', onde
0<qp = ulk_—i_;: < 1.

k

Rockafellar[36] também mostrou que se e converge para 0 suficientemente rapido tal

que

+00

2 llef]| < o0,

k=1
entdo a sequéncia {z¥} converge fracamente para um zero de 7. Além disso, a con-
vergéncia forte do algoritmo é garantido se {2z} é limitado, {cz} é uma sequéncia nao
decrescente tal que ¢, 1 ¢ < oo e T~ é a-Lipschitz continua, ver Rockafellar[36, Teo-
rema 2|, ou se T é fortemente mondétono com médulo a > 0 sem necessidade de {2*}
ser limitada, ver Rockafellar[36, Proposicao 5]. A importancia de convergéncia forte é
sublinhada por Giiler[15], onde uma fungao convexa f é minimizada pelo APP: neste é
mostrado que a taxa de convergéncia da sequéncia {f(z*)} é melhor quando {z*} con-
verge fortemente do que quando convergir fracamente. Mas a hipdtese que T' é fortemente
mondtona excluem algumas aplicacoes mais importantes tais como os problemas tipicos
de programacao convexa. Por outro lado, Giiler[15] construiu um exemplo mostrando que
o algoritmo dado por Rockafellar em (3.0.8) para espagos de Hilbert na versao exata nao
converge fortemente em geral. Nesta situacao, como a convergéncia fraca nao é suficiente

para obter um algoritmo eficiente, robusto e com baixo tempo de execugao e tendo em
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conta que o APP nao converge fortemente em geral é que muitos dos pesquisadores tem
trabalhado para encontrar algoritmos que sempre convergem fortemente, ou pelo menos
modificar o algoritmo de Rockafellar de tal forma que a convergéncia forte seja garantida.
Uma de tais modificagbes foi obtida por Solodov e Svaiter[40].

Além disso, cabe destacar que a analise da taxa de convergéncia do APP foi melhorada

por Luque[21] permitindo 7~*(0) ser um conjunto como é dado no seguinte resultado.

Teorema 3.0.7 [21, Teorema 2.1] Seja {c,} uma sequéncia nao crescente de constantes
positivas e {2*} as sequéncias geradas pelo APP. Suponhamos que temos uma vizinhanga

Y da origem e uma constante positiva a € IR tal que
y ey, y € T(2) — dist{z, T~*(0)} < a||y]|.

Entao, dist{z*, T~*(0)} converge linearmente para 0 com um taza de convergéncia limi-

tada inferiormente por
a

Va2 + (lime)?

Vale a pena mencionar que Brézis e Lions[7] fizeram alguns refinamentos para a prova de

convergencia do APP.

Por outro lado, ao longo do tempo muitas variantes do APP foram consideradas, uma
de tais consideracoes que se realizou ao APP foi a relaxacao desse método, o qual é o
resultado da combinagao do APP clasico do Rockafellar com um algoritmo de Gol’shtein

e Tret’yakov[14] que considera as iteragoes dadas por
= (o4 (1= p)I) (29),

onde em comparacao com o algoritmo de Rockafellar[36], o parametro ¢ nao varia em
cada passo k e nao considera os casos nos quais Zer(T) = (), mas sim permite resolver
aproximadamente. Assim, foi introduzido o APP relaxado para operadores monétonos

0

maximais multivalorados, o qual, a partir de um ponto arbitrario z”, uma sequéncia dada

por

= (g, + (1= p)I) (),

onde p;, € (0,2) é o parametro de relaxagao
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3.1 O Algoritmo do Ponto Proximal Relaxado
(APPR)

Nesta secao apresentamos o APP relaxado, o qual foi desenvolvido por Eckstein e
Bertsekas[9] em espagos de Hilbert real H. Para os resultados e a analise destes nesta
secao, sera considerado o espaco euclidiano. Também, sob certas hipoteses mostraremos
a convergéncia linear do APP relaxado. Além disso, ao longo desta secao vamos deno-
tar os operadores J! = JI e Qf = QI como foram definidos em (2.1.11) e (2.1.12),

respectivamente.

Lema 3.1.1 Seja T : IR" = IR" um operador mondtono maximal e seja {z*} tal que

k+1:(

z 1— pi)2" + prw®

onde

Hwk—Jg(zk)” < €, Vk >0,

e {ex}, {p}, {cx} C[0,+00) sdo sequéncias tais que
+oo
E, :kz_oek<oo, Al:;ile%pk > 0, Agzslggpk < 2, E:’icrzlgck > 0.
Tal sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo acima, é denominado ponto prozimal relazado.
Se Zer(T) # 0 entdo {2z} é uma sequéncia limitada. Mais ainda, para todo k € N temos

que JF(2F) é limitado.

Prova. Primeiro vamos provar que {z*} é limitada sempre que Zer(T) # ). Para isso,
definimos
= (1= )" + prJi (),
para todo k, isto é,
2 = (I = pQp) ().
Seja z* € Zer(T). De (2.1.13), temos que

_ 2 2
sz—i-l — o*

— ||(T = peQP)(z*) = 2
= ||* = 2" = e QF (M)

= | = 2|+ QTN — 20k (2 — 2%, QT () — QF (=) .
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Como @} ¢ um operador firmemente nao-expansivo, segundo a Observagao 2.1.45,

obtemos

De

sk+1 _ _* 2

< |l2F == + 23 |QF M) - 200 [|QF (M)

|z 2
= |I2F = 2|+ oelon = 2) | QTGN (3.1.1)
Além disso, pela hipotese
0<A < Pk, (312)
2> N0 > pp<=2—pr>2—Ay>0. (3.1.3)
De (3.1.2) e (3.1.3),
pr(pr —2) < A1(Ag —2) <0. (3.1.4)
Entao, de (3.1.1) e (3.1.4),
1257 = 2*||F < |25 = 2]+ A(Ag = 2) |QF ()| (3.1.5)
< |I2F == (3.1.6)
Para todo k > 0, temos que
55— = (0 = 0+ prt) = (1= p)#+ T )|
= pi ||w® = T ()]
< Pr€k- (3.1.7)

(3.1.6) e (3.1.7),

-

< |4 B

< prer + sz — 2"

Calculando o somatério em ambos os lados da desigualdade, para todo k, temos

k
sz“ — ¥l < ||zo—z* +Zpkek

—0
Zk

< =2+ D sup{piter
—0
l k

< ||ZO_Z>'< +2Z€k
i—0

= M, (3.1.8)
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onde M = ||2° — z*|| + 2E;. Logo, {z*} é uma sequéncia limitada.
Por outro lado, vamos provar que J{ (z¥) é limitado. De fato, como {z*} é limitada,

existe € > 0 tal que szH < s para todo k € IN. Consideremos

e = = e 1
e il;}O){Ek}, e r min{1, Ay} +e+
entao
| <s<—2  —p1-e<r-1. (3.0.9)
min{1, A} -

Como w* = pik (zF — (1 — px)z"*) temos que

1

o = - -
< (1 + =111
_ ALI(HS)ZE_S;’ (3.1.10)

Desde que min{1, A} < A; e de (3.1.9) temos que

2s 2s
Logo, de (3.1.10) e (3.1.11) obtemos que
25
HwkH < A_1 <r-—1
Dai, como | ||[w"|| — || JF(z")|| | < ||w* — JL(z%)|| < ek, para todo k, temos que

G| < ]+ < o te<r—1
1

Teorema 3.1.2 Nas condigoes do Lema 3.1.1, se T possui algum zero, {z*} converge

para um zero de T. Se T nao tem zeros, entao {2*} serd uma sequéncia ilimitada.

Demonstragao. Primeiro, vamos analizar o caso de T" possuir algum zero. De (3.1.5),

(3.1.6), (3.1.7) e (3.1.8) temos que

e G RNl
o e e e
< |2 = 2 AAs = 2) | QTN + (owen)® +2|2F — 27| pren
< |2 = 2|+ (orer)® + Ar(A2 = 2) |QFGEH|F + 2006 M. (3.1.12)
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—+00 ’ ~ +oo 9 -« ;.
Como ), °; €, é convergente entdo » , "€ € convergente. Calculando o somatério

em ambos os lados da desigualdade, para todo k, temos

sz+1 o 2

S HZO_Z*

k k k
Y @AM -2 Y |QFEY| HAM Y e
=0 =0 1=0

HZO —o*

IA

k
A+ AL(Ae —2) Y ||QF (Y|P + 4ME,
=0

k
onde Ey = >/ €2
Dali,

2

Y

L FA(By+ ME)) — || = 2

k
Ar2=29) Y [lQF P < [l - =
=0

e segundo o Lema 3.1.1 temos que {z*} é limitado. Dal,
. 2
A1(2=20) ) [ QF ()]
i=0

ETI k NIEE ‘ .. . ..
¢ limitado. Como Y7 ||@QF(2")||” ¢ mondtono crescente e limitado existe o limite.

Tomando limite, quando k — oo, temos

lim Qf (2F) = 0. (3.1.13)

k—o0

Como T é maximal, do Lema 2.1.12, 2* pode ser escrito de forma tinica como
&=k eyt (3.1.14)

onde ¢, > 0e (2%, y*) € T. Entao 2F € 2¥+¢,T(2%) = (I + ¢, T) (z%), isto é, JF(2*) = 2*,
de onde

Kb = 1(2%) — JE(ZF) = QF (29). (3.1.15)

Logo, de (3.1.13) temos que

22k 0.

Além disso, de (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15) e como {¢} é uma sequéncia limitada

inferiormente,

04 ¢ 'Qp (") = ¢, ' (2F — 2¥) = ¢ ' (" + epy® — 2¥) = "
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Como {z¥} é uma sequéncia limitada, possui uma subsequéncia {z%} C {2*} conver-

k

gente, isto é, existe 2 tal que z¥ — z*. Logo, 2% — 2 do fato que z*¥ — 2% — 0.

Seja (z,y) qualquer ponto em T'. Pela monotonicidade do operador T' temos que para

todo k,

(z—aty—y*) >0,

em particular, <x — ki oy — ykﬂ'> > 0. Tomando limite, quando j — o0, temos
(x —z®,y) > 0. Como (z,y) € T foi tomado arbitrariamente temos que (z,0) deve
estar em T'. Portanto, temos que (2*°,0) € T, isto é, z*° € Zer(T).

A seguir, vamos provar que existe um tnico ponto de acumulacio de {z*} gerada
pelo APP. De fato, consideremos qualquer zero z* do operador T" e de (3.1.12), para todo
k € IN, temos

o -

2§ sz—z* 2—|—rk

onde 1, = (prex)? + A1(Ay — 2) HQ{(zk)W + 2ppepM.

k+1 o

Como Z;’io rr < 00, temos que Hz converge para um ponto limite finito e
nao negativo. Em particular para z* = z*° e do fato que existe {z%} — z°°, temos que
szi — 2°°H — 0. Logo, ||zk+1 — 2°°|| converge para zero, o que implica que zF — 2.
Dai, o ponto de acumulacio da sequéncia {z*} é tinica.

Por outro lado, vamos analisar o caso quando T' nao possui zero nenhum. Suponhamos

que {2*} ¢ uma sequéncia limitada e definimos a fungio h : IR™ — [0, +00] tal que

0, |lzll <,

+oo, ||z|| >

Do Exemplo 1.1.4, o subdiferencial da funcao h, 0h, é dado como

0, x| <,
Oh(z) = ar,a >0 |z| =r,
(Da HxH >

Observe que

int(dom(0h)) = {x | ||z|| < r} = B,(0) (3.1.16)
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Seja T =T + Oh tal que

T(x), ]| <,
T'(x) =19 {y+ax:yeT(x),a>0}, |z||=r,
0, ||| > r.

Tomemos y* = JI'(2¥) entao 2% = (JF)~}(y*) se, e somente se,
£yt =aT ),
isto é, y* € dom(T) e do Lema 3.1.1, JI'(2*) <r — 1, temos que
y* € B.(0) N dom(T). (3.1.17)
Logo, de (3.1.16) e (3.1.17),
int(dom(dh)) N dom(T) # 0.

Ademais, segundo o Teorema 2.1.26, o operador 7" = T + Oh é uma aplicacao
moné6tona maximal. Da maximalidade de T e como dom(T’) = B(z,r) é limitado,
entao pelo Lema 2.1.20 temos que existe pelo menos um z tal que 0 € 7'(z). Entao, a
sequencia {zk } cumpre a iteragao do ponto proximal para T”, isto significa que para todo
k € N temos a iteracao

k+1:(

z 1 — pp) 2% + prw”,

onde

o szt <

com JI' = (I +¢T")~

Pela razdo da primeira parte deste teorema, {2*} converge para algum zero z*° € T
Além disso, como ||zk|| < r — 1 para todo k, ||z°|| < r. Pela definicao de T, temos que
T'(z°) = T(z*) onde 2z € Zer(T). O que é uma contradigao do fato que foi suposto
que Zer(T) # (. Portanto, a sequéncia {z*} nao é limitada.

A seguir, vamos dar uma interpretagao do papel que cumpre o parametro de relaxagao

no algoritmo py € (0,2). Para isto, vamos considerar que os resolventes do operador T'
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quando aplicado a z*¥ podem ser achados em forma exata. Entao, as iteracdes do APPR

sao da seguinte forma

1 (p) = (1= p) () + p (I + 7)™ (24) = (1 = p)() + put.

Observe que para p = 1 temos que 2*"1(1) = w* e para p = 0 temos que zFt1(0) = 2*.

Como wk = (I + ¢, T)1(2*) temos que

k k
2N —w
L eT(wh).
Ck

ela monotonicidade de 1, para |w", =— ,(277,0) € 1 com 2% € Zer e do fato
Pel icidade de T kowl) (3o 0) e T > e Zer(T) e do f

Ck

ue ¢ é um parametro positivo temos que (Z*° — wk, zF — w*) < 0, o que implica que
) )

157 = 2| = [l == < |27 o) — 2

para todo p < 1. Conclui-se que sendo Zer(T') o conjunto solugdo , se para todo z*° €
Zer(T) tal que

<Z°° —wh, 2k —wk> <0

entdao é valido o desenho 77, isto é, existe algum p € (1,2) tal que

dist(2*(p), Zer(T)) < dist(w®, Zer(T)).

A eleigdo do parametro p € (1,2) da lugar aos métodos denominados de sobre-
relaxacao e serve para acelerar a convergéncia do método. Por este motivo vantajoso
é de interesse estudar o método sobre-relaxado do APP.

Por outro lado, com as mesmas hipéteses utilizadas em Rockafellar[36]: a condigao de
Lipschitz continua do operador 7! numa vizinhanca de zero e uma pequena tolerancia ao

erro, temos o seguinte resultado da taxa de convergéncia para o algoritmo sobre-relaxado.

Proposicao 3.1.3 Com as condigoes do Teorema 3.1.2, assumamos que pp > 1,
e, e<oo, e

er < O ||w® — 2|, (3.1.18)
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#1(p)

I—_f.]—|

Figura 3.2: Como consequéncia da monotonicidade de T, o angulo 6 é obtuso.

onde 6, — 0. Se z € a tinica solugdo de 0 € T(2) e que o operador T~ é a-Lipschitz

continuo numa vizinhanca do zero com a > 0, entdo a sequéncia {zk} converge linear-

2
1=p2=p)5— <1,

a? 4+ 2

mente a Z com uma taxa de

onde p = limsup;,_, . pk-
Prova. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo APP. Da equacao (3.1.13),
F =N = Qp (") =0,

e do fato que ¢ = inf ¢, > 0 temos que

R o D (S
CL C
isto é,
—1T( .k i JE(Z’“)
¢ Q) (27) = —————= = 0.

Ck

Logo, para k suficientemente grande,

|G| <e
Da Proposicao 2.1.46, item a.,

T (%) € T (e Qx (2)
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e pela condicao de a-Lipschitz continua em 0 do operador 71,

2

[IT(zF) — 2||° < @ || QF (M) || (3.1.19)
Da Proposicao 2.1.46, item b. e de (2.1.13)
|28 =2 > |IEER — JE @)+ FEN - QF )|
> IR = 2|+ | QE G|,
entao
1QTCEM|” < |17 — 2| = ||l IF (%) — 2| (3.1.20)
De (3.1.19) e (3.1.20),
T/ k 2 a Eo=|2 T/ k 12
|75 (=) = z||” < 2 (HZ — 2| =[5 (") - ]| ) :
rearranjando temos
T/ k ~[12 a? E 2|2
HJk (z%) — zH < ci e Hz — zH ) (3.1.21)
Mais uma vez, definimos 1 = (1 — pg)2* + pp JL' (2*), entdo
|24 = 2" = [lpedT(R) + (1= pu)e* — 2
= PE|IEGR) = 2|7+ 206 (1 = pi) (JF(2F) — 2, 2F — 2)
+(1— p)? |2 — 2| (3.1.22)

Como pi > 1, temos que 2p,(1 — pr) < 0 e da Proposiao 2.1.42, JI' é firmemente

nao-expansivo, entao

206(1 = pi) (T (z) = TF(2), 2 = 2) < 200 = p) [|IF () = T B

— 20.(1—p) |IFCH) = 2. (3.1.23)

Substituindo (3.1.23) em (3.1.22),

IA

_ 112
B

o2 T = 2l + 20001 = ) [JE ) = 3]+ (1 = g [ = 2

= (2= pe) |ITGF) — 2|+ (1= )2 |2 — 2. (3.1.24)
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Substituindo (3.1.21) em (3.1.24) temos

Seja

entao

onde

[+ =2 <

a’ 2 2
2= ) o 2+ (= 4 3]
2
(2= 5"+ 0?1 ol
k

a? Pi(2 — pr)c;
Q= \/Pk(Q—Pk)m+(1—Pk)2= \/1——k,

sz+1 _ zk+1H _

<

2 2
% a® + ¢

|2 — 2| < e || — 2| (3.1.25)

| (orw® + (1= pi)2*) = (prdif (%) + (1 = pr)2") |
o (| i () = o

PrEk- (3.1.26)

Além disso, de (3.1.18), (3.1.25) e (3.1.26),

157 =]

< ||2k+1 _ 2“ + sz-l—l _ Zk—HH
441 = 5l +

< ol =2l + it — |
= o= ol i o - )
— ol =2l +a - |

S it R EAE RS B

= (ag + ) sz — EH + 0 szH — 2|| .

Arranjando a desigualdade acima,

entao

(1 =) |21 = 2| < (an +30) || = 2],

15 = 2l < e =% = =]
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onde
ay + O

b, = .
T s,

Tomando limite, quando k& — oo, temos que limsup b, = limsup oy pois, quando

k — 00, 0, — 0. Entao

) _ .
lim sup b, = \/1 —p(2 _p)aQ——i—EQ <l =

Cabe observar que quando p; € (1,2) temos que p > 1, entdo limsup,_, by < 1
mesmo que ¢ = oo, o qual implica uma convergéncia linear para o algoritmo. Se p, = 1
temos que p = 1, o qual implica que by — 0, obtendo assim uma convergeéencia superlinear.

Entao, a melhor taxa de convergéncia para py € [1,2) é obtida quando p = 1.

3.2 0O APP com monotonicidade local.

Muitas vezes exigir que o operador 7" do problema (3.0.5) seja mondtono, com a fi-
nalidade de ainda aplicar o APP, é uma condicao muito forte para muitas aplicacoes

Em geral, encontramos operadores que possuem monotonicidade pelo menos numa
vizinhanga. Fsse fato sugere fazer uma andlise de todos os resultados até agora obti-
dos no contexto local, mais uma vez, em espacos euclidianos. Para isso, precisamos
do conceito de monotonicidade localmente maximal do operador multivalorado 1" sobre
X xY C IR" x IR", onde X e Y sao conjuntos abertos. Entao, com a hipdtese que o

conjunto

T0)N X £ 0,

seja fechado e nao vazio, e que o ponto inicial 2° esteja suficientemente préximo do con-
junto T-1(0) N X, obtemos uma iteragao que converge para um ponto que pertence ao
conjunto T-1(0) N X.

Com essas consideragoes, antes de apresentar o APP relaxado para operadores local-
mente mondtonos maximais e a sua convergencia local vamos apresentar dois resultados
necessarios para a prova deste resultado chave, para o qual serd suficiente mostrar a

convergeéncia local do algoritmo sobre-relaxado, isto é, py € [1,2).
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Lema 3.2.1 Seja X,Y C IR" subconjuntos abertos, T uma aplicagcao mondétona maximal
em X x Y e T uma extensio mondtona mazximal de T tais que 0 € Y, T_l(O) C X,
Tﬁl(O) =T7Y0) N X € ndo vazio e fechado e seja {c} tal que infc, > 0, entao existe

€ > 0 tal que para todo z € B(Z,€) temos que
B(z,6) N J{(2) = Ji (2),
onde z€ T (0).
Prova. De fato, como T é uma extensio monétona maximal de T’ temos que
grafT N (X xY)=grafTN(X xY).

Além disso, como X é aberto e T_l(()) C X, existe € > 0 tal que T_I(O) + B(e) C X,
em particular, X D Z + B(e) = B(Z,¢). Como Y é aberto e 0 € Y, existe § > 2¢/¢ > 0
tal que B(2¢/¢) C Y onde ¢ = inf ¢;.

Por outro lado, Consideremos z € B(Z,¢) arbitrario e do fato que 7 é monétono

maximal podemos definir
2 = Jr(2). (3.2.1)
Como % € Tﬁl(O) C X, de (2.1.13), temos que JI () = Z € X e da niio expansividade

de JT obtemos

17 =2l = |7 = @) < 2 -2l <
o que implica que
2 € B(z,¢) C X. (3.2.2)
Entao,
;' (z—2) €.t [B(2,€) — B(z,¢)] = B(2¢/cx) C B(2¢/¢) C Y (3.2.3)

Como z = (JI)™'(¢) = (I+cT)(2) entdo T(2) = ¢;;' (2 — 2'), isto é
(2, ¢, (2= 2") e graf T. (3.2.4)
De (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) e pela hipdtese temos que

(7, e, (z=2)) egraf TN (X xY) =grafTN(X xY) C graf T,
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de onde,

G l(z—2)eT() & z2-72€aqT(?)
— ze{[+aT) ()

— e Jl(2). (3.2.5)

De (3.2.1), (3.2.2) e (3.2.5) temos que

JE(z) =2 € JL(2) N B(z,¢).
Reciprocamente, seja 2” € B(z,€) N JF(z), isto é,

2" e B(z,e) c X (3.2.6)

e Jl(z) = ze(JH) )
— ze'+¢T(Z")
= ¢ l(z-2")eT("). (3.2.7)
Mais ainda, como z” € B(Z,€) e pelo mesmo raciocinio feito em (3.2.2) e (3.2.3), temos

que

. l(z=2")CY. (3.2.8)

De (3.2.6), (3.2.7) e (3.2.8) e pela hipdtese,

(2", ;' (z=2")) € grafTN(XxY)
= grafTN(X xY)

C grafT,
o qual implica que,

. l(z=2eT(Z) = ze({+aT)(")

— " =Jl(2).

Entéo, B(Z,€) NJL(z) € JI(z). Portanto, B(Z,e) N JF(z) = JF(2). =
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Lema 3.2.2 Nas condigoes do Lema 3.2.1, se S, = pJf + (1 — pp)I e
Sy = prJE 4+ (1 = pp)I entio existe € > 0 tal que para todo z € B(Z,€) temos que
Sk(2) = B(z,€) N S(2) para todo k € IN, onde z € Zer(T).

Prova. Do Lema 2.1.44 o operador Sj é nao-expansivo, o qual necessariamente é

simples valorado. Consideremos

x = S(2). (3.2.9)

Vamos provar que x € B(Z,€) N Sk(z). De fato, como z € T_I(O) e de (2.1.13) temos

que Z = JI(Z). Logo, Z = Si(%) e da nao expansividade de Sy temos que

Az, 2) = d(S(2), Se(2)) < d(2,2) < e,

isto é,
z € B(z,e). (3.2.10)
De (3.2.9) e do Lema 3.2.1,

z+ (pr— 1)z

= J{(2) = B(z, )N J{ (z) C J{(2),
Pk
o que implica que

r € ppJl(2) + (1= pr)z = Sk(2). (3.2.11)

De (3.2.10) e (3.2.11) temos que
x € Sk(2) N B(z,€).

Reciprocamente, consideremos w € B(Z,€) N Sk(z) entao isto é,

w + (pk - 1)2

. c JI(2). (3.2.12)

Por outro lado, como w € B(Z,¢), z € B(Z,¢) e pela convexidade de B(Z,€) para
pr € [1,2] temos que
w+ (pp— 1)z
Pk
De (3.2.12), (3.2.13) e do Lema 3.2.1 temos

€ B(%,e). (3.2.13)

ﬂﬂ%jkcﬁ@NWﬂZﬁ@
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e como J; ¢é nao-expansiva, é simples valorado. Daf temos que

w+(p—lz _ 7
—— = J, (2).
Pk
Entdo, temos que w = Si(2). Portanto, B(Z,€) N Si(z) = Si(z). =
Logo, com esses dois ultimos resultados vamos mostrar, no seguinte resultado, que o

APPR pode ser aplicado para operadores localmente monétono maximal.

Proposigao 3.2.3 Seja T : IR"=IR" uma aplicagio mondtona marimal em X X Y,
onde X, Y C IR" sio conjuntos abertos tal que 0 € Y e T~1(0)( X € nao vazio e fechado
com T~Y0)N X + B(6) € X para algum & > 0. Seja {c} e {pr} tal que infc; > 0,
infpr, > 1 esuppr < 2. Se qu(O)nX(zD) ¢ suficientemente pequeno, entao existe € > 0

eze T H0)N X tal que 2° € B(Z,¢€) e
=Bz o)) [ (I + )7 (2F) + (1= pr)2*]

gera uma sequéncia tunica {z*} convergindo monotdénicamente Fejér para um ponto
TH0)NXNB(z e).
Se ademais, cg, pr € a aplicagio y — T~ (y) N X satisfazem as hipdteses da Proposi¢io

8.1.3, entio {z*} converge linearmente para z = T~1(0) N X com taza

_ .

Prova. Consideremos T a extensao monétona maximal de T, isto é, T' é um operador

mondtono maximal tal que
graf TN(X xY)=grafTN(X xY) (3.2.15)
Pela hipétese, existe z € T71(0) () X e como 0 € Y entao temos que
(z,0) €grafTN(X xY). (3.2.16)

De (3.2.15) e (3.2.16), é equivalente ter (z,0) € graf TN(X x Y), isto é, x € T_l(O)ﬂ
X, o que implica que T71(0)N X C Tﬁl(O) N X. Analogamente, usando (3.2.15) obtemos
que T_l(O) NX cT7'0)N X. Logo,

T 0)NX =T (0)NX, (3.2.17)
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o que implica que, segundo a hipdtese, o conjunto Tﬁl(O) N X é fechado e nao vazio.

Além disso, como T é monétono maximal e do Lema 2.1.10 temos que o conjunto
T (0) é convexo e fechado. Mais ainda, pode se dizer que o conjunto T_I(O) ¢ um
conjunto nao vazio e conexo. Lembre-se que a propriedade de convexidade é condicao
suficiente de conexidade.

A seguir, vamos mostrar que 7' (0) =7 (0)NX. De fato, o conjunto 7' (0) sempre

pode se escrever nessa forma

T '0) = (7‘1(0) N X) U (T”(()) N XC> ,

com X¢ como o complemento do conjunto X. Observe que <T_1(O) nx > N
<T_1(O) Nnx C) = (). Isso significa que existe uma particao do conjunto T_l(()) em duas
partes fechadas, nao vazias e disjuntas, o que equivale dizer que o conjunto Tﬁl(O) é
desconexo, o qual é uma contradicao. Entao, como T_I(O) = T_I(O) N X e de (3.2.17)

podemos afirmar que

Por outro lado, para 2° € X temos que

dr-1onx (2") = dp1 ) ("),

e como o conjunto T1(0) é convexo e fechado, segundo o Teorema 1.1.3, existe um tnico
z € Tﬁl(()) o qual é a projecao de 2° sobre o conjunto 771(0). Além disso, pela hipétese,
ds1 (0)(,20) ¢ suficientemente pequeno, isto é, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que dz-1 (2°) <e.

A partir de 2° € B(z, ¢), definimos para cada k € IN,
A (ka,?+ (1— pk)[> (9. (3.2.18)

Observe que a unicidade da sequéncia {z*} é consequéncia do Lema 2.1.44.
Nestas condicoes, segundo o Lema 3.2.2 para cada z* € B(Z,¢), (3.2.18) pode se

redefinir como

2= B(z,e) N (o + (1= pp)) (25).
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Além disso, de (3.2.18) temos que {z*} é gerado pelo APPR aplicado ao operador T e
do fato que 7! (0) é nao vazio, segundo o Teorema 3.1.2 temos que {2*} converge para um
ponto de Zer(T), isso é, {z*} converge para um ponto do conjunto 7-1(0) N X N B(Z, ¢).

Mais ainda, {z*} é uma sequéncia Fejér-monétona com respecto ao conjunto T_I(O) N
B(z,€). De fato, para w € T_l(()) N B(Z,¢€) e de (2.1.13) temos que w = JI (w), o qual

implica que Sj(w) = w e pela ndo expansividade de S, temos que

sz+1 _ wH _ ||§,€(zk) _Ek(w)H < sz —w

I

provando assim que {z*} é Fejér-mon6tono em T_I(O) N B(z,¢).

Além disso, de (3.2.15) temos que T_l(y) NX =T }(y)NX para todo y € Y. Do fato
que y — T~ '(y) N X ¢é a-Lipschitz continua e segundo a Proposi¢ao 3.1.3 temos que o
algoritmo, quando T é localmente mondétono maximal, possui uma taxa de convergéncia
linear como é dado em (3.2.14). =

Esta ultima proposi¢ao mostra que podemos aplicar o APPR, para 2° € B(Zz, €), cujas

iteragoes estao dados por
= (i + (L= pi)I) (2°),

os quais, para cada k, estao contidas em B(Z,¢€).

3.3 0O APP sem monotonicidade.

A existéncia de iteracOes para algoritmos proximais aplicados a operadores com certas
caracteristicas muitas vezes é sensivel. No caso de operadores mondtonos maximais, a
principal ferramenta usada para estabelecer existéncia é o Teorema de Minty[24], o qual
nao trabalha sem monotonicidade. Entao, para operadores mais gerais precisamos obter
algumas caracteristicas convenientes desse de tal forma que possamos utilizar ainda o
APP descrito na secao anterior. Superar estes obstaculos requer algumas técnicas onde

A- hipomonotonicidade e k-localizacao Lipschitz se tornam cruciais.

Teorema 3.3.1 Seja T : IR" = IR" tal que para algum X\ > 0, Ty € mondtono mazrimal

em X XY, onde X, Y C IR" sio conjuntos abertos tais que 0 € Y, T=H(0)NX € ndo vazio



3.3. O APP SEM MONOTONICIDADE. 71

e fechado com T~'(0) N X + B(6) C X para algum § > 0 e, inf ¢, > 2X. Se dp-1(g)nx(2°)
¢ suficientemente pequeno, entdo existe e >0 ez € TH0)N X tal que 2° € B(z,¢), e os

iterados

= B(z,6) N JE(ZY)

geram uma sequencia tinica {z*} que converge monotonicamente Fejér para um ponto de
TH0)NX. Se ademais, cx e a aplicagao y — T (y)N(X — \Y)) satisfazem as hipdteses

da Proposicio 3.1.3, entdo {z*} converge linearmente para {z} = T=*(0) N X com taza

G ; 72
1- ¢ (2_C ) < <1
c—p c—p) (a+p)?+c2

Prova. Primeiro, vamos provar que para um z° suficientemente perto de z € Zer(T),

de convergéncia

as iteragoes geradas pelo APP classico estao contidas numa vizinhanga de z. De fato,

como inf ¢, > 2\, entao para todo k temos que ¢, — A > A. Denotemos c;€ =c—Ae

Ck

consideremos pp = o entao

A
pr =1+ —.
Cr

Como c;c > \ temos que 1 > )\/c;c, entao sup px < 2.

Além disso,

A A
infp,=1+1inf - =1+ - > 1.
C sup ¢,

Por outro lado, como T é um operador localmente monétono maximal em X X Y,
de (2.1.14), temos que Ty '(0) = T71(0) e do fato que as hipéteses nesse teorema sio
semelhantes a Proposicao 3.2.3, é que podemos substituir o operador 7" por T) nessa
proposicao. Entdo, existe e > 0e z € T, 1(0) N X = T710) N X tal que 2° € B(Z,¢) e os

iterados dados por
) -1
F = B(z,6)N {pk (I + ckT,\> (ZF) 4+ (1 — pp) 2%, (3.3.1)

geram uma sequéncia tnica {z*} que converge monoténicamente Fejér para um ponto de

T,'0O)NX =T"10)Nn X.
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Mais ainda, do Lema 2.1.54, temos

r /
Ck
/
LC T A

(I+ (ck +)\)T>_1 b2

, —1
Pk (I + CkTA> ")+ 1 —p) (") = pr T
k

[] (ZF) + (1 — pp)2"

c _ A
= o | 2T+ + —J] (ZF) + (1 — pp)2"
| Ck Ck

1 _ A
= pp|— (I +¢T) 1—1——]} (zk)—l—(l—pk)zk
)\k Cr

_ A
=<LMJ9%%+(%“”—%)J

= (I +aT) (9. (3.3.2)
Entao, de (3.3.1) e (3.3.2) temos que
2 e B(z,e) N (I + 1)~ (25).
Além disso, é simples verificar que é vélido a seguinte igualdade
T )N X =T Hy) N (X —AY) + )Y,

para y € Y. E, segundo a hipétese temos que a aplicacao y — T (y) N (X — \Y) é

a-Lipschitz continua em 0. Dai

reTYNX = z=a+Xy, 2 €T ' (y)N(X—AY)

=zl < 21+ Ayl < (a+ M)yl

o qual prova que a aplicacdo y — Ty '(y) N X é (a + A)-Lipschitz continua. Entdo da
Proposicao 3.2.3 temos a taxa de convergencia pedida. m

Cabe observar que, sendo 7" um operador que prescinde da propriedade de monotoni-
cidade, os iterados do Teorema 3.3.1 geram uma tnica sequéncia contida em B(Z,¢€), o

qual resolve a inclusao

0€T(2)+c (z—25).

Uma situacao particularmente conveniente ocorre quando, nos resultados, a condi¢ao
de monotonicidade maximal de um operador é trocado por uma k-Localizacao Lipschitz

como veremos no resultado seguinte.
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Corolario 3.3.2 Seja T : R" = IR" tal que T~' tem k-Localizagdo Lipschitz em (0, z),
{ci} € uma sequéncia tal que infcy > 2k e ¢y /¢ > 0o. Se ||2° — Z|| € suficientemente

pequeno, entao existe € > 0 tal que 2° € B(z,€) e os iterados dados como
= B(z,6) N JE(ZY)

gera uma tinica sequéncia {z*}, convergindo linearmente e monotonicamente Fejér para

Z com taxa de convergéncia

¢ ¢ c?
1— 2 — 1. 3.3.3
\/ E—k( é—k) (2k)2+52< ( )

Prova. Como 7! tem uma k-Localizacao Lipschitz, segundo a Proposicao 2.1.56, para

algum A > k o operador Ty é mondtona maximal numa vizinhanca X xY 3 (z,0). Logo,
do Teorema 3.3.1, existe € > 0 e z € T, '(0) N X = T~1(0) N X tal que para 2° € B(%,¢)
os iterados

= B(z,6) N JL (M),

gera uma tnica sequéncia {z*} que converge monoténicamente Fejér para um ponto de
T-10)N X.

Além disso, como T~! tem k-Localizagao Lipschitz em (0, z), temos que
z—TH0)NY

é k-Lipschitz continua, satisfazendo assim a hipotese da Proposicao 3.1.3. Portanto, o
algoritmo, quando aplicado a operadores T' sem monotonicidade, possui uma taxa de

convergeéncia linear como ¢é dado em (3.3.3). =
Exemplo 3.3.3 Consideremos a funcio f : IR> — IR tal que
Lo oo 5

Um problema cldssico em otimizag¢do € procurar os pontos estaciondrios da fung¢ao, o

que equivale solucionar o problema dado por

(0,0) € df (x,y). (3.3.4)
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Definimos T como o operador subdiferencial de f, isto €,

1 0 T
0 —1 Y

T(z,y) = Vf(r,y) =

Entdao, uma alternativa para achar os zeros do subdiferencial dessa funcao é utilizar

o APP o qual gera, a partir de um ponto (z*,y*) = (¥, €*), uma sequéncia de iteragoes
dados por
k+1 k 1k
x o€ N
= J] _ 7
k+1 ok 1k
y lfck

o qual {y*1} € uma sequéncia divergente se ¢, € (0,2). Portanto, a sequéncia do APP
classico diverge, o qual acontece porque o operador nao é monaotono.
Dai, wma proposta para reqularizar esse operador é a A-hipomonotonicidade de T, isto

¢, que
1+ A 0
0 =1+

(T + M) =

seja mondtona, o qual acontece quando A > 1.
Com estas consideracies, sequndo a hipotese do Teorema 3.3.1 temos que inf ¢, > 2\

k em cada iteracdo, cada

o que implica que ¢, > 2 para todo k € IN. Observe que x
vez mais vai se aprovimando a zero enquanto y*, em cada iteracdo, aprozima-se do
zero oscilatoriamente. Portanto, para solucionar o problema (3.3.4) o APP, gera uma
sequéncia (z¥,y*) tal que (x*,y*) — (0,0) mesmo que o operador T' ndo seja mondtono

maximal.



Capitulo 4

Aplicacao do APP aos métodos de

multiplicadores proximais

Neste capitulo vamos fazer uma analise dos métodos multiplicadores proximais.
Rockafellar[36], além de estudar o APP para o caso geral de encontrar zeros de ope-
radores mondétonos maximais, mostrou que o APP pode ser aplicado a problemas de

otimizagao convexa, como pode se ver em Rockafellar[32], em trés diferentes maneiras:
a. O algoritmo para problemas de minimizacao.
b. O método dual dos multiplicadores ou chamado método Lagrangeano Aumentado.

c. O método de multiplicadores proximais, o qual é uma combinacao dos métodos

multiplicadores com uma funcao quadratica regularizante.

Cabe lembrar que uma das construgoes mais uteis em otimizacao é a teoria de dua-
lidade, onde o problema de minimizacao ¢é relacionado a dois problemas auxiliares: os
problemas dual e lagrangeano. Além disso, como uma série de teorias e algoritmos para
programacao convexa ¢ construida sob nocoes de dualidade, entao é natural reformular
uma teoria aplicavel neste contexto para problemas de otimizacao mais gerais. Como a
teoria de dualidade classica falha em auséncia de convexidade é que vamnos apresentar,
para problemas gerais, os métodos de multiplicadores no contexto de dualidade geral.

E importante observar que aplicar o APP ao problema primal, as vezes, nao parece

75



76CAPITULO 4. APLICACAO DO APP AOS METODOS DE MULTIPLICADORES PROXIMAIS

muito 1til, do fato que este método substitui uma inclusao simples por uma sequéncia
de inclusoes, o que pode ser tao complexo como solucionar a inclusao inicial. Isto motiva
aplicar o APP ao problema dual ou lagrangeano e utilizar o contexto de dualidade para
solucionar esses subproblemas.

Neste capitulo vamos utilizar todas las notacoes da teoria de dualidade da Secao 1.3

do Capitulo 1 e da Secao 2.2 do Capitulo 2.

4.1 Métodos dos multiplicadores

Rockafellar[32] mostrou como os métodos multiplicadores (ou chamado também método
de lagrangeano aumentado) para minimizagao convexa pode ser derivado do APP. Daqui,
usando o contexto de dualidade geral podemos usar a mesma idéia para derivar os
métodos multiplicadores para inclusoes monotonos mais gerais.

Lembremos que o problema da inclusao primal, lagrangeano e dual, dados em (1.3.5),

(1.3.6) e (1.3.7), respectivamente, sao dados por

0 € Fo(llf),
(0,0) € L(z,z2),
0 € GO(Z).
Assim, o método de multiplicadores é obtido quando o APP é aplicado ao problema dual

0 € Go(z), onde Gy = Py o G o P}, gerando assim uma sequéncia {z**1}, a partir de

2% € Z, o qual resolve o problema dual modificado
0 € Gox(2), (4.1.1)

onde

Gox(z) = Go(z) + c,;l(z — zk),

cuja forma parametrizada é dado por

Gr(w, 2) = G(w, 2) + {0} x ¢, }(z — 2%)
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Lembremos que é suficiente ter G, para obter L, e Fj. Entao podemos definir o

problema primal, lagrangeano e dual, correspondiente a F}, dados por

0 € (Fyo(z), (4.1.2)
(0,0) € Lg(z,2), (4.1.3)
0 € (Gko(2), (4.1.4)

onde Fj e Gy sdo as parametrizacoes de (Fg)o e (Gg)o, respectivamente, isto é,

(Fi)o(x) = Pw (Fr(z,y)) e (Gr)o(2) = Py (G(w, 2)).
Observe que (4.1.1) e (4.1.4) sao problemas equivalentes. De fato,

(Gr)o(z) = Py(Gi(0,2)) = Py (G(0,2) + {0} x ¢, ' (2 — 2%)) = Go(2)+¢;, ' (2—2") = Gox(2).

Por outro lado, segundo o contexto de dualidade geral, o conjunto solucao do problema

dual (1.3.7) pode ser expresso como

Gi'(0) = {:€7|0eGo2)}
= {z€Z|3Jz e X talque(0,0) € L(x, 2)}
= {z€Z|,3z € X tal que(0,0) € F(l”l)(x,z)}
= {zeZ|doe X tal que(0,2) € F(x,0)}
= {z€Z|dz e X tal que0 € Fy(z), z € PzF(z,0)}

= Uyer10)P2F (2,0),

no qual, a segunda igualdade é obtida de (1.3.9), a terceira igualdade da definicao de L,
a quarta pela definicdo do operador F('~Y a quinta pela projecao de F sobre W e Z e
da definicao de Fj.

Se Gy ¢ mondtono maximal, entao Gy também é monétono maximal e do fato da
presenga do termo de regularizagao ¢, '(z — 2¥) temos que Gy ¢ também fortemente
mondtono maximal. Logo, a iteragdo gerada por (4.1.1) tem solugao tnica.

Portanto, embora o problema (4.1.2) tenha multiplas solugdes , a aplicagao
Py Fy(2F1,0) é um conjunto unitario e é independente de z**1. Assim, se encontramos
uma solugao ¥+ ao problema (4.1.2), uma solucio de (4.1.1) é zF1 = P, F,(2%1,0).

Assim o algoritmo pode ser estabelecido da seguinte forma:



78CAPITULO 4. APLICACAO DO APP AOS METODOS DE MULTIPLICADORES PROXIMAIS

Algoritmo 4.1.1 .
1. Escolher 2° € Z e estabelecer k = 0.

2. Resolver

0 € (Fi)o(w), (4.1.5)

obtendo ¥, com (Fy)o(x) = Py (Fy(z,y)).
3. Estabelecer

ZkJrl — PZFk(xk+l7 0)’

k < k+1
coka:Glzl.

A seguir damos o resultado de convergéncia para o Algoritmo 4.1.1.

Teorema 4.1.2 Seja F' mondtono mazimal tal que 0 € Im(Fy) e Gy ser mondtono
mazimal. Entdo, o Algoritmo 4.1.1 gera as sequéncias {z*} e {a*} tal que {z*} converge
para uma solucio z do problema (1.3.7). Além disso, para cada ponto limite T de {z*},

(Z, Z) resolve o problema primal dual (1.3.6). Em particular, T resolve (1.3.5).

Demonstracao. Como 0 € Im(Fy), existe x tal que 0 € Fy(z) e segundo o Teorema
1.3.2, existe z tal que (0,0) € L(x, 2z), como também 0 € G(z). Entao, aplicando o APP
ao operador mondtono maximal Gy geramos uma tnica sequéncia {2*}, tal que soluciona
o problema (4.1.1), o qual converge para uma solugao do problema dual (1.3.7).

Alids, o Algoritmo 4.1.1 gera uma sequéncia {z*} que resolve (4.1.5), entdo segundo
o Teorema 1.3.2, z¥ resolve o problema (4.1.4) tal que (x*, 2*) resolve o problema (4.1.3),

isto é, (0,0) € Ly(z*, 2¥)? onde
Ly(z,z) = G,(C_l’l)(x, 2) = L(z,2) + {0} x ¢;*(z — 2¥)

Logo, (zF*1, 210, ¢, (2% — 2F1)) € L.

Como F é monétona entdo F~!' = G é mondtona, o que implica que G-1D é

2Em Pennanen[26], na quinta linha da demonstracio do Teorema 6.5,pp. 55, por engano aparece L
ao invés de Ly. Além disso, na seguinte linha aparece, mais uma vez por engano, o G(—1, 1)1 aplicado

ao (x*,u*), o qual teria que ser em (z,u*).
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mondtona. Logo, L é mondtona. Entao para qualquer (z,z,w,y) € L temos

0 < <(xk+17 ZkJrl) - (JI, Z)? (07 c];1<zk - ZkJrl)) - (w7 y>>

_ <$k+1 _ .T,O _ w) + <Zk+1 _ Z,C];l(szrl _ Zk) . y>'

Tomando limite, quando & — oo, temos que c,;l(zk — zk“) converge para 0.

Logo,

0 < Z—2z,0—-w)+(Z2—2,0—1y)

= <("Z‘72) - (:E,Z), (070) - (w,y)>,

onde Z e z sdo os pontos limites de {z*} e {2*}, respectivamente.

Como (z,z,w,y) € L foi escolhido arbitrariamente, do Lema 2.1.8 temos que
(z,2z,0,0) € L, isto é, (0,0) € L(z,Z2). Logo, (Z,Z) resolve o problema primal dual
(1.3.6). Entao, do Teorema 1.3.2, Z resolve (1.3.5). =

Por outro lado, dado T" um operador monoétono maximal, definimos a aplicacao

Tt (w) = T Hu) + ¢t (u — 2F), (4.1.6)

k

considerando ¥ (w) = w — ¢ 2% = u temos que w = ¥~ (u) = u + ¢;, ' z*. Dal,

Ti(w) = (T +c¢ )" oy™) (u)

= (T 4D Yu+ ¢ t2h), 4.1.7
k k

onde (T + c,;ll)*l é a clzl—regulariza(;éo Yosida de T', denotado por Tcgl. Alias, do
fato que T}, = TCI:l o™t onde 1(2) = z — ¢; '2F. Da Proposicio 2.1.49 temos que Tcgl é
simples valorada, e assim T é também simples valorada embora o operador 7' pode ser
multivalorado.

No contexto da dualidade geral com monotonicidade segundo a Secao 2.2, se subs-

tituimos 7! por T~ ! na equacdo (2.2.3), o Lagrangeano correspondente a T}, pode ser
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escrito como

Li(z,2) =

= L(z,2)+ (0,c; (2 — 25)). (4.1.8)
Desde que (Gy)o = Go € segundo a equacao (1.3.9) temos que
Gop(z) = {yeY |IreX, (0,y) € Ly(z,2)}
= {yeY |3z eX, (0,y) € {L(z,2) + (0,¢; " (z — 2")}}
= {yeY|IzeX, (0,y) € Lz, 2)} + ¢, ' (z — 2F)
= Go(2) + ¢ (2 —2M).

Entao o problema primal, lagrangeano e dual correspondiente a Fj dados em (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.4), respectivamente, vai ser dado na seguinte forma:

(Pr) 0 € (Fiolz) = S(z) + DH(x) T(H(z)),
(PDy) (0,0) € Ly(v,2) = L(z,2) + ' (z — 2).
(Dk) 0 € G(],k = Go(Z) + c,;l(z — Zk>,

o qual é chamado o problema primal, lagrangeano e dual associado ao operador T}.
Lembre que, no contexto de dualidade geral da Secao 2.2, a aplicacao F} é definido

CO1110 segue

Fi(z, 2) = sgc) + DHI(:C) To(H(z) + 2),

entao segundo a equagao (2.2.1) temos que
G07k<2) = Psz<LIZ', 0) = Tk(H(l'))

k+1

e do fato que z"™! é a tinica solugao do problema (4.1.4), temos que

Zk—i—l — Tk(H<CCk+1))

A seguir apresentamos um resultado que relaciona as solugoes do problema primal

(Py), dual (Dy) e lagrangeano (PDy,).
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Lema 4.1.3 As solugdes do problema (Dy) sio os pontos tais que 2"t = Typ(H (x*1)),

onde zF+1

do problema (PDy,).

é uma solucdo do problema (Py). Além disso, os pontos (x*,2%) sdo solugdes

Prova. Como (Fy), (Dy) e (PDy) sao os problemas primal, dual e lagrangeano,
respectivamente, no contexto de dualidade geral, o resultado segue do Teorema 1.3.2. =
Entao, o algoritmo 4.1.1 no contexto de dualidade geral com monotonicidade para os

métodos multiplicadores e a sua convergéncia local é apresentada como segue.

Algoritmo 4.1.4.
1. Escolher z2° € Z e estabelecer k = 0.

2. Resolver

0¢€ S(z)+ DH(x)"Th(H(x))

obtendo x**!.

3. Estabelecer

Zk-i—l — Tk(H($k+1))7

k +— k-+1.

Teorema 4.1.5 Assumimos que a aplicacdo L~' tem k-Localizacdao Lipschitz no ponto
(0,0,7,2). Seja {cx} uma sequéncia tal que ¢, > 2k e ¢, /' ¢ < oo. Se [[2" —z| €
suficientemente pequeno, entio existe uma sequéncia {(z*,2%)} gerada pelo Algoritmo

1

4.1.4 e uma vizinhanca aberta X, tais que para cada k, "' € a inica solucao em X,

para o problema primal (Py). Além disso,

¢ ¢ c?
1-— 2 — L. 4.1.9
\/ c—k( c—k) (2kz)2+é2< ( )

Finalmente, a sequéncia {x*} converge para T e existe uma constante M > 0 tal que

|l2* = 2] < M|=" = =]

Demonstragdo. Como L~' tem uma k-Localizacao Lipschitz no ponto (0,0, 7, z),

existem vizinhancas X 2z, 23z, W > 0eY 30 tais que a aplicacao

(w,y) — L (w,y) N (X x Z), (4.1.10)
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é simples valorado e k-Lipschitz continua sobre W x Y, o que implica que a aplicacao
B:y— P, (L7N0,y)N(Xx2), VCZ

é k-Lipschitz continua sobre V' e simples valorada.

Denotemos Ay = B~'. Entdo, A;' tem k—Localizacio Lipschitz em (0,%). Além
disso, consideremos {c;,} uma sequéncia tal que inf ¢, > 2k com ¢, /¢ < oo e ||2° — Z||
suficientemente pequeno. Entdo, aplicando o Corolario 3.3.2 ao operador A;' temos que

existe € > 0 tal que zy € B(Z,€) e a iteragao dada por
= B(z,6) N (1 + e Ay (29), (4.1.11)

o qual gera uma sequéncia tinica {z*} convergindo linearmente e monoténicamente Fejér
para Z com taxa de convergéncia dada por (3.3.3).
Observe que (4.1.11), para 2! € B(z,e) N Z, pode ser escrita como

e, L (2F — ZFY) € Ag(2FF1), ou equivalentemente,
A ATV (1 (28 — ),
Por outro lado, pela definicao de Ay, existe 2% € X tal que
(@1, ) e AT (R — 2R)
= (X x (B(z,e)N2)) x Py (L7'(0,¢;,' (F = 2" N (X x 2))

= L0, (2" = 2,
para 2" € X e 2Ftl € Z N B(z,¢). Entao,
(0,c; (zF — 2M1)) € L2, 27, (4.1.12)

ou equivalentemente

(07 O) € Lk(xk—’—la Z,H—l)a

o qual é o problema lagrangeano (PDy), no qual, segundo o Lema 4.1.3 temos que

2 = Ty (H(2+1)). Entao,

" e Xy = (T o H)™H(Z N B(%,€)).
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Denotemos X1 = X N (Tp 0 H)™' (Z N B(Z,€)). Como T}, é k-Lipschitz continuo e
H € C? temos que Tj, 0 H é k-Lipschitz continua, e como Z 3 Zz é uma vizinhanca, temos
que (T o H)"*(Z N B(z,€)) é aberto. Logo, X} é um conjunto aberto. A unicidade de
X}, é obtida do fato que a aplicacao definida em (4.1.10) é simples valorado.

* converge linearmente para Zz, existe 1, € (0, 1) tal que

Além disso, como z
|25 = 2| < ||2" = 2| (4.1.13)
Logo, como 2! € X e 21 € Z N B(z,¢), de (4.1.12) e da k-Lipschitz da aplicacio

definida em (4.1.10) temos que

H(:L,k-i-l’zk-i-l) . (ZZ‘,E)H

IN

k|| L~'(0, et (28 — ) — LYo, 0)”

< k(0.6 " =y )
< ket =t (4.1.14)
Entao, de (4.1.14) e (4.1.13),
ka-i-l _ fH S H(l’]ﬁ_l,zlﬁ_l) o (fﬂ’?)H

< kc,zl sz—zk“H

< ket (|25 =2l [l - =)
< kc,;l(l—l—rk)sz—ZH

< M-,

Ck

onde M = sup{m} <00. ®m

Outra possibilidade seria aplicar o APP a inclusao lagrangiana, isto leva a um al-
goritmo mais interessante e bem comportado que o método multiplicador apresentado
acima e que Rockafellar[32] chamou o método de multiplicadores proximais, o qual difiere
do método multiplicador usual pela presenca de um termo quadratico regularizante no

qual é acrescentado aos problemas primal e dual.

4.2 Metodo multiplicadores proximais

Muitas extensoes e modificagoes dos métodos multiplicadores tem sido estudados desde

que estos foram sugeridos por Hestenes[17] e Powell[30] em 1969, todos eles com o obje-
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tivo de substituir o problema de otimizacao com restricoes por subproblemas irrestritos
que tenham para ser solucionados eficientemente por algoritmos poderosos e flexiveis, um
desses algoritmos é o método dos multiplicadores proximais, o qual foi introduzido inde-
pendentemente por Rockafellar[32] e Antipin[3]. Vale a pena mencionar que os métodos
multiplicadores proximais tem muita semelhanca com os tao conhecidos métodos de pe-
nalidade, mas geralmente sao melhores comportados que esses métodos com uma boa
taxa de convergéncia e estabilidade numérica, ver Bertsekas [5].

Mais uma vez, nesta dissertacao vamos utilizar as ferramentas da teoria de dualidade
geral com monotonicidade da Secao 2.2 para analisarmos os métodos dos multiplicadores
proximais para problemas nao convexos.

E importante mencionar que aplicar o método multiplicador proximal significa pertur-
bar o problema primal e dual por um termo regularizante. Nesta situacao, consideremos

as aplicacoes S e T}, dados por
Si(r) = S(z) + ¢t (x —ah),
Ti(u) = (I+ ckT_l)_l (2% + cxu).

Assim, se substituirmos S e T por Sy e T} no contexto da dualidade geral e segundo

(4.1.6) temos que

Li(z,2) = (DH(z)"z,—H(z)) + Sk(z) x T, '(2)
= (DH(2)"z,—H(z)) + S(x) x T7'(2) + ¢ (z — 2") x ¢, (= = 2%)

k

= L(z,2) + ¢ (v — aF, 2 — 2F).

Assim, o método dos multiplicadores proximais é obtido quando o APP é aplicado ao
problema lagrangeano (0,0) € L(z, z), obtendo assim uma sequéncia {(z**1, 2**1)} que

soluciona o subproblema
(PDy) (0,0) € L(x,2) + ¢z (v — aF, 2 — 2F).

Além disso, o subproblema primal associado com a aplicagao Sy e Ty, de acordo com

a teoria da dualidade geral, ¢ dado por

(Pp) 0 € Sp(x) + DH(z) Ty (H(x)). (4.2.1)
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Lema 4.2.1 As solugoes do subproblema (PD) sdo os pontos dados como

(21 T (H (2F41))), onde 2% € uma solugdo do subproblema (Py).

Prova. O resultado se obtem quando aplicarmos o Teorema 1.3.2 aos problemas (P)
€ (P Dk) n
A seguir apresentamos o algoritmo dos métodos dos multiplicadores proximais e um

resultado sobre a sua convergéncia local.

Algoritmo 4.2.2.
1. Escolher (2°,2°) € X x Z arbitrdrio e estabelecer k = 0.
2. Resolver

0€ S(x)+e; (x— 2% + DH(2)" Ty (H(z))

obtendo x**1.

3. Estabelecer

= T (H(2M)), (4.2.2)

k = k+1

Do Lema 4.2.1, as solugoes (2%, 2¥+1) do Algoritmo 4.2.2, onde zF*1 é gerado segundo
o passo 3, sdo solucdes do problema (PD}), no qual converge para uma solucao do

problema lagrangeano original (0,0) € L(z, 2).

Teorema 4.2.3 Considere que a aplicacio L™ tem k-Localizac¢io Lipschitz no ponto
(0,0,z,2). Seja {cx} wma sequéncia tal que infe, > 2k e ¢ /S ¢ < o0. Se
(20, 2°) — (z, 2)|| € suficientemente pequeno, entdo existe uma sequéncia {(z*,2%)} gera-
do pelo Algoritmo 4.2.2 e uma vizinhanca aberta X, tal que para cada k, "1 é a tinica
solucio em Xy, para o subproblema (Py). Além disso, a sequéncia {(z*,2*)} converge

linearmente e monotdnicamente Fejér para (,z) com uma taza de convergéncia de

¢ ¢ c?
1— 2 — 1. 4.2.
\/ c—k( c—k:) (2k:)2+62< (4:2:3)

Demonstracao . Pela hipétese, L' tem k—LOcalizacaio Lipschitz

em (0,0,z,2%). Entao , do Corolario 3.3.2 existe ¢ > 0 tal que
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(2%, 2°) € B((%, 2), €) e os iterados
(zF+1 MY = B((z,2), ) N (1 + ¢, L)~ (o, 2F) (4.2.4)

geran uma tnica sequéncia {(2*, 2%)} convergindo linear e Fejér mondtona para (z, 2)
com a taxa de convergéncia dada em (3.3.3).

Além disso, a equacao (4.2.4) pode ser escrito como
(0,0) € Ly(a*t, 250,

Observe que (z*, 2¥) satisfaz o problema lagrangeano (PDy). Do Lema 4.2.1, temos

que (2%, 2%) = (2%, Ty (H (2*))). Consideremos X}, = H, '(B((Z, %), €)) tal que
Hy(x) = (z, Te(H(2))).

Afirmacao. E valido que Hj, é continua.

De fato, é suficiente provar que T}, é k-Lipschitz continua. De equagao (4.1.7) podemos
observar que T}, é a composicao das funcoes A : u — z* +c,u e os resolventes do operador
T, isto é,

T, =JI o A

Como T~! é monétono e da Proposicao 2.1.41, JkT71 é nao-expansivo, isto implica,
segundo a Proposicao 2.1.36, que JkT_1 é k-Lipschitz continua. Entao, do fato que A
é uma fungao k-Lipschitz continua (pois é linear) temos que T}, é k-Lipschitz continua.
Provando assim a afirmacao.

Entdo, X}, é aberto tal que z**! € X}, soluciona (P;). Agora, vamos povar a unicidade

k+1

de 2**1. Suponhamos que %! é outra solugdao em X}, que soluciona (Py), entdo do Lema

~k+1

4.2.1, temos que Hy(z"t') € B((Z, 2), €) deve solucionar o problema (PDy), o qual é uma

k1 2k+1) ¢ a tnica solucdo desse problema. m

contradi¢ao do fato que apenas (x

4.3 Aplicacao dos métodos multiplicadores proxi-
mais para problemas (PNL)

Nesta se¢ao, vamos estudar os métodos multiplicadores proximais aplicados a problemas

(PNL) no contexto de dualidade geral com monotonicidade, o qual foi dado na Secao
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2.1. Consideremos S(z) = Vfo(z) e Tx(z) = Nk(x) no Algoritmo 4.2.2 dos métodos
multiplicadores proximais.
De (4.2.2), 2**1 = Ty (H(2*™')). Entao, é importante mencionar que para calcular

k+1

2"t no Algoritmo 4.2.2, é mais conveniente ter uma representacao mais conhecida e

amigdvel do T;. Com este objetivo e considerando 7' = Nk, de (4.1.7), (1.1.10), (2.1.5)
e (2.1.6) temos

Te(uw) = I+ TH7 (R + cu)
= (I + N2 + )
= (I + cxNge) (2 + cpu)
= Pye(2" + cru) (4.3.1)
— %Vd%((z’“ + cpu). (4.3.2)

Entdo, substituindo (4.3.2) em (4.2.1), o problema primal (P,) para o problema
(PN L) pode ser escrito como

1
0€ Vio(x) +ct(z —2™) + DH(:U)T§Vd§((zk + e H(7)),
o qual pode ser generalizado no seguinte problema:
min {Y(z), re X},

onde

() = fola) + g o = 2 + iy + en @), (433)

Mais ainda, do fato que K® = IR" x IR"™" temos que
vt = yb b afileth, i=1....r
Y = max{yf + e fi(a"),0}, i=r+1,....m
Entao, de acordo com o Algoritmo 4.2.2, segue o algoritmo dos métodos multipli-

cadores proximais para resolver o problema (PNL).

Algoritmo 4.3.1.
1. Escolher (2°,2°) € X x Z arbitrdrio e estabelecer k = 0.

2. Resolver

min {¢Y(z), ze€ X} (4.3.4)
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como foi definido em (4.3.3) para obter z**+*.

3. Estabelecer

2 = 2k e fi(aFHY), i=1,...,r
A = max{zF + e fi(2F),0), i=r+1,...,m
k — k+1

O proximo teorema garante a convergéencia do Algoritmo 4.3.1, antes de enunciarmos
apresentaremos alguns resultados necessarios para a prova deste teorema.
Definimos o conjunto.

1

0p.p(u) = sup{(d,u) — §<d, Bd)}. (4.3.5)
deD

Lema 4.3.2 Consideremos a fun¢ao vy como foi definida em (4.5.3), entdo uma fun¢ao

lagrangeana para uma parametrizacao dada de 1y € dada por

l(z,z) = L(x, z) — dge(2) + 0x(x),

onde L(z,z) = fo(z) + (2, H(z)) — 5 (2, Bz) com fo(z) = folz) + e = :ckHQ

Prova. De fato, do Lema 1.1.17 temos que

S eH () = gp@{<z’“+ckﬂ<x>,z>—§<z,z>}

= ¢ 9K®7B(c,;12k + H(x)),

onde B = c,zll :
Por outro lado, o problema (4.3.4) pode ser formulado no contexto de programagao

composta como

min ( fo+ (Oxep o ﬁ)) (), (4.3.6)

onde fo(z) = fo(x) + 5= |lz — 2¥||? e H(z) = ¢;; 12" + H(x).

2y,

Consideremos uma parametrizagao de 9 (z) dado por

U (z,u) = folx) + 9K®7B(P~I(x) + u),
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onde @k(x, 0) = ().

Logo, o lagrangeano associado com zﬁk(x, z) é dado por:

l(x,z) = ir&f{z/;k(:c,u) — (z,u)}
= folz)+ iI&f{é’KQB(f[(a:) +u) — (z,u)}
= Jfo(x) + (=, H(x)) - sup{(z, H(z) + u) — e p(H(x) + u)}

= fo(z) + (2, H(z)) = Oo 5(2), (4.3.7)

* 4 :
onde 9K®’B ¢ a conjugada de Oxe g.

Mais ainda, se considerarmos a(u) = 3 (u, Bu) temos que
Oko,5(u) = sup{(y, u) — (@ + dxe)(y)} = (o + dxe)"(u).
y
Observe que a 4+ e € convexa. Entao, da Proposicao 1.1.6 temos que
. 1
ko () = a(u) +dge(u) = §(u, Bu) 4 dge(u) (4.3.8)
Sustituindo (4.3.8) em (4.3.7) temos que

(2) = fole) + e @)~ (360 B2 + 6ol
= L(z,2) — 0ge(z2), (4.3.9)

com L(z,2) = fo(z) + (2, H(z)) — 1(z, Bz).
Proposicao 4.3.3 [38, Exercicio 13.26] Considere o problema

min { fo(z) + 0p s(f1(x), fo(2), ..., fu(z)), Vo e X}

para fungoes f; € C%, onde H(z) = (f1(x),..., fn(z)).

Definimos

L2 = folw) + (2 Hw) = 5 (2, B2,
Z(z) = {z| —V.L(z,2) € Nx(z), V,L(z,2) € Nz(2)},

X'(z) = Tx(z)NV,L(z,2)*, 7'(z) = Ty(3) N VzL(Z, 2)*.
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(a) Se T éum dtimo local entao Z(Z) # 0 e

max) (w, V2, L(Z,2)w) + 2071z 5(DH(z)"w) >0, Vwe X'(z).

2€Z(Z

(b) Reciprocamente, se essas condi¢oes tomam e a desigualdade do item (a) € estrita

para todo w # 0 entdo T é um dtimo local.

Teorema 4.3.4 Seja (Z,z) um ponto satisfazendo as condicoes K KT para o problema
(PNL), satisfazendo também as condigoes suficientemente forte de sequnda ordem e que
{Vfi(Z)}icr,(z) € linearmente independente. Se a sequéncia {cy} € suficientemente grande
tal que ¢ /¢ < oo e se |[(2°,2°) — (z, 2)|| € suficientemente pequeno, entio existe uma
sequéncia {(z*, 2%)} gerada pelo Algoritmo 4.3.1 numa vizinhanca Xy, tal que para cada k,
2F+1 ¢ a tinica solucdo em Xy, ao problema primal (Py). Também, a sequéncia {(z*, 2*)}

converge linearmente e Fejér mondtona para (Z,z) com taxa de convergéncia r(c) < 1.

Demonstragao. Vamos provar que para ci suficientemente grande o tinico ponto K KT

do problema (4.3.4) é um 6timo local da funcao v, o qual foi definido em (4.3.3).
Segundo o Lema 4.3.2, o lagrangeano da fungao vy, é dado por I(z,z) = L(z,2) +

dx(z)—dge(z). Além disso, uma condigao de otimalidade vem dado quando solucionamos

os seguintes problemas:
0 € 0,l(x, 2), 0 € 0.(—1)(x, 2), (4.3.10)

isto é, —V,L(z,y) =0e V,L(z,y) € Nge(y).

Definimos o conjunto
K® (") = {z] — V,L(z"™, 2) =0, V.L(2"™,2) € Nge(2)}.
Entao, K®(xF1) é exatamente o conjunto dos z satisfazendo o seguinte sistema

0 = Vfo(x)—|—DH($)T2+C;;1($—$]€),
0 € Ngo(z) = H(x)+ ¢ (z = 2).

Observe que o sistema dado acima coincide com o problema (PDy) para solucionar

o problema (PNL). Segundo o Lema 4.2.1, as solugoes deste sistema sdo os pontos
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dados por {(z,Tx(H(z))) | Vi(z) = 0}. Mais ainda, de (4.3.1) temos que Tp(u) =
Preo(2* + cpu) e como K® é convexo e fechado, do fato de K ser um cone, segundo o
k+

Teorema 1.1.3 temos que zF™! é 1nico, isto é,

K®(zFth) = A1) (4.3.11)
Seja

(K®)/($k+l) _ TK® (Zk-H) N Vyi(‘%lﬁ-l7 Zk—&-l)J_

= Tro(Z") N [H (@) + ot (2H T - 204 (4.3.12)

k+1

Agora, precisamos estabelecer condicoes suficientemente para que z"" seja minimi-

zador local do problema (4.3.6). Segundo Rockafellar[38, Exercicio 13.26], uma condi¢ao
de otimalidade de segunda ordem para fungoes com penalidade é dado como segue:

max (w, V2, L(z"*!, y)w) + 20(K®)/($k+1)73(D]:I(ka)Tw) >0, Yw#0,

yeK® (ak+1)

ou equivalentemente,

max  (w, (V212" y) + ¢ ' Dw) + 20y @r+1y g (DH (") w) > 0, ¥V w #0.
YyEK® (zF+1) ’
(4.3.13)

Definimos
Q={yeR™ | y;=0, Vi¢ L,}.

Afirmacio. E valido que Q C (K®)/(z*t1).

k+1

De fato, primeiro vamos mostrar que K C T (y*!). Seja 4" € Q o que implica

que y¥* = 0 para todo i ¢ I,(Z). Como {y*+'} é Fejér monétono temos que para todo

k _ - k
yitt — ;| < e Daf, g; < yitt

%

1, . Logo,

yrtt >0, i€ L(z)\{L,...,7}. (4.3.14)

entdao Q C Txe(y*1). Ademais, como (2%, y*) resolve o problema primal-dual modifica-
do para o problema (PNL) e de (4.3.14) temos que f;(z"*) — ¢ ' (yF™ — yF) = 0. Dai,

Q = Tke(y*1). Portanto, Q C (K®)'(z¥*1). Obtendo assim a nossa afirmacao.
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Alem disso, do fato que Q C (K®)(z*!), do Lema 1.1.17 e da definicio de
0(key (oh+1),p temos que
B yoreny () > sup{ly, ) — 2 ol?) = L) = L3 .
(K®) (xF+1), = ) 24 9 7Q 2 -
yeQ i€l
Como DH(z*+1) = DH(z**1), temos que
Oxcey iy, p(DH (M) w) > % ST UV S, w) [P > 0. (4.3.15)
i€l (Z)
Segundo a hipétese, o par (z, Z) satisfaz a condigao suficientemente forte de segunda
ordem. Entao, da Proposicao 4.3.3, existe ¢ € IR tal que
(w, V21T, 2)w) + ¢ Y (Vi) w)* >0, Vw0
1€l (Z)
Mais ainda, do fato que V2 I(-,-) e Vf;(-) sdo fungoes continuas e que a sequéncia

(xF, 2*) é Fejér mondtona, entdao para (20, 2°) suficientemente perto de (Z, Z) temos que

(w, V2 1(z" 22 Hw) 4 ¢ Z (V fi(2" ), w)? > 0, YV w # 0. (4.3.16)
i€l (z)

Logo, de (4.3.15) e (4.3.16) temos que para todo w # 0,

0 < (w, V21" 2N w) + 20 ey prny p(DH () w),

= <w’ VizL(l’k—H, Zk+1)w> + 2«9(K®)/(xk+1)73(DI:I(ZL’]H—I)TIU).

A ultima desigualdade é obtida do fato que I(x, z) = L(x, 2) —dge (z). Entao, segundo
a Proposicao 4.3.3, garante-se que ! é minimizador local do problema (4.3.6).

Por outro lado, como o ponto K KT (Z, z) satisfaz a condi¢ao suficientemente forte de
segunda ordem e a independencia linear dos gradientes V f;(Z) para i € I(Z), segundo o
Teorema 1.2.6, sao condigoes suficientes para que o sistema K KT do problema (PNL)
seja fortemente regular no ponto (Z, z).

Além disso, do Exemplo 2.2.2 vimos que o sistema K KT para el problema (PNL)
coincide com o problema Lagrangeano (0,0) € L(z,z) com L definido em (2.2.5). Dali,
L é um operador fortemente regular no ponto (z,z), o que equivale dizer, segundo a
Definicao 1.2.3, que L~! tem uma k-Localizacao Lipschitz. Portanto, do Teorema 4.2.3

obtemos a convéergencia do algoritmo 4.3.1. =



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos de forma didética a teoria de operadores mondtonos maxi-

mais como também os resultados de convergéncia dos algoritmos:

e Algoritmo de ponto proximal relaxado (APPR) introduzido por Eckstein e Bert-
sekas, [9]

e Algoritmo de ponto proximal (APP) com monotonicidade local, estudado por Pen-

nanen [29].

e (APP) sem monotonicidade, estudado também por Pennanen [29)].

Alem disso, apresentamos as aplicacoes destes resultados aos métodos de multiplicadores
e fazemos uma discucao da implementacao dos algoritmos propostos.
Do ponto de vista teérico podemos concluir que estes algoritmos tem boas propriedades

de convergeéncia.
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