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Resumo.

Esta dissertação desenvolve um estudo detalhado da converĝencia local do método de

ponto proximal para resolver o problema deencontrar zeros deoperadoresmaximais sem

a condição de monotonicidade. Em part icular, é estudado a converĝencia dos métodos

de mult iplicadores proximais para resolver problemas de ot imização não linear sem a

condição de convexidade.

Para obter os resultados desejados apresentaremos ferramentas de análise variacional

para subst ituir a condição de monotonicidade maximal do operador como também,

a teoria de dualidade generalizada para a aplicação do método de mult iplicadores

proximais.

Apresentamos também uma aplicação do algoritmo do ponto proximal aos métodos

dos mult iplicadores para uma classe de problemas gerais baseados num esquema de

dualidade generalizada.

Palavras chaves: Operadores monótonos maximais, dualidade generalizada,

algoritmo do ponto proximal, métodos mult iplicadores, k− Localização Lipschitz,

λ− regularização Yosida, λ− hipomonotonicidade.
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A bst ract .

In this dissertat ion we will develop a detailed study of local convergence of

proximal point method for nding a root of a maximal operators without monotonicity.

In part icular, it is studied the convergence for proximal method of mult ipliers by solving

nonlinear opt imizat ion problems without convexity condit ions.

In order to obtain the desired results we will study some variat ional analysis tools to

replace maximal monotonicity condit ion of operators as well as general duality theory

which is treated to study an applicat ion to proximal method of mult ipliers.

Also, we show an applicat ion of the proximal point algorithm to the mult ipliers

methods for a class of problems which is based in general duality scheme.

K ey words: Maximal monotone operators, general duality, proximal point al-

gorithm, mult iplier methods, k− Lipschitz Localizat ion, λ− Yosida regularizat ion,

λ− hypomonotone.
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Introdução

Dada uma função f : IRn → IR convexa e limitada inferiormente, o problema de

otimização convexo irrestrito é expresso como

min
x∈IRn

f(x). (0.0.1)

Segundo as condições de otimalidade e utilizando o subdiferencial da função f (no

caso em que a função não for diferenciável), podemos escrever o problema (0.0.1) da

seguinte forma:

Encontrar x̄ ∈ IRn, tal que 0 ∈ ∂f(x̄). (0.0.2)

Cabe notar que o subdiferencial de uma função própria, semi-cont́ınua inferior e

convexa é um operador monótono maximal, então ao substituirmos o subdiferencial de

f por qualquer outro operador monótono maximal T obtemos uma extensão natural

do problema (0.0.2), isto é, dado um operador multivalorado monótono maximal T :

IRn→→IRn, o problema é encontrar algum z∗ ∈ IRn tal que

0 ∈ T (z∗). (0.0.3)

O método mais conhecido para resolver esse tipo de problemas é o Algoritmo do

Ponto Proximal (APP), o qual foi proposto por Martinet[23] em 1970 como um método

de regularização no contexto de otimização convexa em espaços de Hilbert e desenvolvido

por Rockafellar[36] para encontrar zeros de operadores monótonos maximais.

Segundo Rockafellar[36, pp. 878], o APP para resolver o problema de encontrar zeros

de operadores multivalorados monótonos maximais em espaços de Hilbert é baseado no
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2 Introdução

fato de que para cada z ∈ H e c > 0, existe um único u ∈ H tal que z − u ∈ c T (u), isto

é,

z ∈ (I + c T ) (u).

Assim, O APP gera, para qualquer ponto arbitrário z0 ∈ H, uma sequência {zk} ⊂ H

pela regra aproximativa:

zk+1 ≈ JT
ck
(zk), (0.0.4)

onde JT
ck

= (I + ckT )
−1 é chamado o resolvente do operador T e {ck} é uma sequência

de números reais positivos.

Este algoritmo é interessante por muitas razões, dentre elas pelo papel que cumpre em

determinados métodos computacionais baseados em dualidade tais como os métodos de

multiplicadores e o método de multiplicadores proximais, os quais serão estudados nesta

dissertação.

Além disso, considerando que o conjunto solução do problema (0.0.3), Zer(T ), seja

não vazio e que as iterações geradas pelo algoritmo sejam limitadas tais que

∥

∥zk+1 − JT
ck
(zk)

∥

∥ ≤ ϵk, com
∞
∑

k=0

ϵk <∞

e {ck} uma sequência não decrescente limitada inferiormente, pode-se garantir a con-

vergência fraca.

A convergência forte do algoritmo é garantida se {zk} é limitada, {ck} é uma sequência

não decrescente tal que ck ↑ c̄ ≤ +∞ e T−1 é a-Lipschitz cont́ınua (ver Rockafellar[36,

Teorema 2]), ou se T é fortemente monótono com módulo a > 0 sem necessidade de

{zk} ser limitada (ver Rockafellar[36, Proposição 5]). Mas a hipótese de T ser fortemente

monótona é muito restritivo pois exclue aplicações importantes tais como os problemas

t́ıpicos de otimização convexa.

Dentre das diversas variantes consideráveis que teve o APP clássico ao longo do tempo,

existe um algoritmo resultante da combinação do APP clássico de Rockafellar com um

resultado de Gol’shtein e Tret’yakov[14] que considera as iterações dadas por

zk+1 =
(

ρkJ
T
c + (1− ρk)I

)

(zk),
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onde em comparação com o algoritmo de Rockafellar[36], o método introduzido por

Gol’stein e Tret’yakov[14] não permitiram o parâmetro c variar em cada passo k e não

consideraram o caso no qual Zer(T ) = ∅, mas sim permitiram que os resolventes do

operador T foram achados aproximadamente. Por consiguinte, combinando esses dois

algoritmos obtemos um algoritmo mais geral chamado o algoritmo do ponto proximal

relaxado (APPR), o qual foi desenvolvido por Eckstein e Bertsekas[9], onde, a partir de

um ponto arbitrário z0 ∈ H, é gerada uma sequência dada por

zk+1 =
(

ρkJ
T
ck
+ (1− ρk)I

)

(zk),

com ρk ∈ (0, 2) como o parâmetro de relaxação.

Observe que se considerarmos ρk = 1 no APPR obtemos o APP clássico, ademais,

quando ρk ∈ (0, 1) e ρk ∈ [1, 2) temos os métodos sub-relaxado e sobre-relaxado, respec-

tivamente. Note que zk+1 é uma combinação linear do operador resolvente de T com o

operador identidade, aplicados em zk.

Por outro lado, Rockafellar[32] mostrou como os métodos dos multiplicadores, ou

chamados também, método lagrangeano aumentado, para minimização convexa pode ser

obtido como um caso particular do APP clássico. Além disso, é bem conhecido que o

método multiplicador clássico para minimização muitas vezes tem comvergência, ainda

que a função não seja convexa. Mais ainda, Eckstein e Ferris[10] aplicaram com sucesso o

seu método multiplicador a desigualdades variacionais não monótonas, embora a análise

de convergência desse método fosse baseada em monotonicidade. As pesquisas anteri-

ores sugerem que a monotonicidade não é necessária para garantir convergência local

do APP, isso motiva a estudar condições sobre um operador multivalorado arbitrário

T a fim de aplicar o APPR e garantir a convergência local. Vale a pena mencionar

que Pennanen[29] obteve a convergência local do APP sem monotonicidade baseados em

ferramentas de análise variacional tais como: a λ-regularização Yosida de T , definida por

Tλ = (λI + T−1)−1,

no qual, a importância desse operador bem do fato que Zer(T ) = Zer(Tλ), onde Zer(Tλ)

denota o conjunto de soluções do problema (0.0.3) trocando T por Tλ. Além disso, Tλ



4 Introdução

pode ser localmente monótona mesmo quando T não o for. Isso vai ocorrer quando T−1

for um operador localmente λ−hipomonótono, ou seja, quando para algum λ > 0 o op-

erador T−1 acrescentado o operador λI for monótono. Neste caso, é possivel aplicar o

APPR ao novo operador Tλ.

Outro conceito muito importante para o desenvolvimento desta dissertação é a

k−Localização Lipschitz de um operador. De fato, se tivermos que T−1 tem uma

k−Localização Lipschitz num ponto, então podemos obter a monotonicidade maximal

numa vizinhança desse ponto de Tλ, para algum λ ≥ k. Então, com a hipótese de T−1

ser k−Localização Lipschitz num ponto, podemos aplicar o APP ao operador maximal

Tλ, para algum λ ≥ k.

Nesta dissertação, estudaremos os resultados apresentados por Pennanen[29] restri-

tos ao espaço euclidiano IRn detalhando os mesmos através de uma abordagem didática,

com a apresentação de vários exemplos. Além disso, daremos ênfase ao estudo do APP

sobre-relaxado pelo fato de que a taxa de convergência deste método tem melhores pro-

priedades.

No Caṕıtulo 1 desta dissertação daremos as noções preliminares de convexidade, uma

breve teoria de dualização geral também é apresentada. No Caṕıtulo 2, apresentaremos

resultados da teoria de operadores monótono maximais com uma grande variedade de

exemplos. No Caṕıtulo 3, a partir do APPR de Eckstein e Bertsekas[9] para aplicações

monótonas maximais, vamos mostrar que a monotonicidade global da aplicação pode

ser substituida por uma monotonicidade local sem modificar o comportamento local do

APPR. Depois, com condições mais fracas, daremos os resultados do APP sobre-relaxado

para operadores multivalorados arbitrários. No Caṕıtulo 4, mostramos uma aplicação do

APP aos métodos dos multiplicadores baseado num esquema de dualidade generalizada,

em particular, para os métodos de multiplicadores proximais para programação não li-

near sem assumir a condição de complementariedade estrita. Usando resultados do APP

sem monotonicidade, vamos mostrar a convergência local linear dos métodos proximais

dos multiplicadores, os quais têm melhores propriedades teóricas de convergência que os

métodos dos multiplicadores clássicos.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

A finalidade deste caṕıtulo é facilitar a leitura desta dissertação fornecendo alguns resul-

tados que são necessários para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos. Apresentaremos

algumas definições e resultados básicos de análise convexa, de análise variacional e dua-

lidade os quais serão de grande importância para provar a convergência dos algoritmos.

Vamos denotar a bola aberta centrada em x̄ com raio δ como B(x̄, δ), quando x̄ = 0

denotaremos simplesmente por B(δ). O interior, o fecho e a fronteira de um conjunto K

denotaremos por int(K), K e Front(K), respectivamente. Para mais detalhes dos resul-

tados apresentados neste caṕıtulo revisar referências tais como Izmailov[20], Bertsekas[6],

Hiriart-Urruty[18, Vol. I-II], Rockafellar e Wets[38], Burachik[8], Auslender[4], entre out-

ros.

1.1 Algunos resultados de análise convexa

Denotaremos por IR := [−∞,+∞] à reta real estendida completa.

As regras aritméticas são estendidas para incluir:

+∞+∞ = +∞, α.±∞ = ±∞ para α > 0, inf ∅ =∞, sup ∅ = −∞,

−∞−∞ = −∞, 0.(±∞) = 0, +∞− (+∞) = indeterminado.

Seja f : IRn → IR, o dominio efetivo de f é o conjunto dado como

dom(f) := {x ∈ IRn | f(x) < +∞}.

5



6 CAPÍTULO 1. NOÇÕES PRELIMINARES

Uma função f é dita própria se f(x) < +∞ para algum x ∈ dom(f) e f(x) > −∞

para todo x ∈ dom(f), ou equivalentemente, se dom(f) é um conjunto não vazio no qual

f é uma função finita. Caso contrário, vamos chamar f de imprópria.

Dizemos que uma função f : IRn → IR é semi-cont́ınua inferior em x̄ ∈ IRn se para

todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que para x ∈ B(x̄, δ) temos f(x̄) ≤ f(x) + ϵ, e é dita semi-

cont́ınua inferior em IRn se é semi-cont́ınua inferior em cada x ∈ IRn. É simples ver que

f é semi-cont́ınua inferior en x̄ ∈ IRn se, e somente se, lim infx→x̄ f(x) ≥ f(x̄).

Além disso, uma função própria f , é dita convexa quando para quaisquer x, y ∈ IRn,

e todo α ∈ (0, 1), temos

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

Seja K ⊂ IRn, a função δK : IRn → IR definida por

δK(x) =







0, se x ∈ K,

+∞, se x ̸∈ K,

é chamada função indicadora de K, o qual é semi-cont́ınua inferior em IRn se, e somente

se, K é um conjunto fechado; é convexa se, e somente se, K é um conjunto convexo.

A regularização λ-Moreau-Yosida de uma função convexa é definida como

fλ(x) = inf
y

{

f(y) +
1

2λ
∥y − x∥2

}

,

com λ > 0. Há abundante literatura para estudarmos propriedades da regularização

Moreau-Yosida, podemos referenciar, por exemplo Fukushima[12] e Hiriart[18, Vol. II].

O ponto mı́nimo da função fλ é denotado por

proxλ,f (x) = argmin

{

f(y) +
1

2λ
∥y − x∥2 : y ∈ IRn

}

,

a aplicação proxλ,f é chamado o operador proximal e proxλ,f (x) é o ponto proximal de

x com respeito à função f . Quando λ = 1, o ponto mı́nimo de fλ será denotado por

proxf (x), isto é,

proxf (x) = argmin

{

f(y) +
1

2
∥y − x∥2 : y ∈ IRn

}

.
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Lema 1.1.1 [38, Teorema 2.26,b] Seja f : IRn → IR∪{+∞} uma função própria, semi-

cont́ınua e convexa e λ > 0. A função fλ é finita em IRn e diferenciável com gradiente

dado como

∇fλ(x) =
1

2λ
(x− proxλ,f (x)) . (1.1.1)

Consideremos K um conjunto convexo e fechado, a λ−regularização Moreau-Yosida

da função indicadora de K e o ponto proximal de x com respecto dessa função são dados

por

(δK)λ(x) =
1

2λ
d2K(x) (1.1.2)

proxλ,δK (x) = PK(x), (1.1.3)

respectivamente, onde dK é a função distância sobre o conjunto K definida por

dK(x) = infw f(w, x) tal que f(w, x) = ∥w − x∥+δK(w) e PK denota o operador projeção

sobre K. Tal projeção desse ponto também pode ser denotado como

PK(x) = {z ∈ K | ∥z − x∥ ≤ ∥y − x∥ ∀ y ∈ K} , (1.1.4)

o qual é equivalente solucionar o seguinte problema:

(P1) min { ∥x− y∥ : y ∈ K }.

Observe que a solução do problema (P1) também é solução do problema

(P2) min

{

δK(y) +
1

2
∥x− y∥2

}

= min

{

1

2
∥x− y∥2 : y ∈ K

}

,

Observação 1.1.2 A vantagem de trabalhar com o problema (P2) está na diferencia-

bilidade da função objetivo deste problema cujo gradiente é x − y, isto ajuda nas de-

mostrações da parte teórica da análise variacional. Dáı, vamos considerar o problema

(P2) quando trabalhar com projeções.

Teorema 1.1.3 [20, Teorema 3.2.4] Seja K ⊂ IRn um conjunto convexo e fechado.

Então para todo x ∈ IRn, a projeção de x sobre K, denotado por PK(x) existe e é

única. Além disso, x̄ = PK(x) se, e somente se,

x̄ ∈ K, ⟨x− x̄, y − x̄⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ K
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Podemos observar, dos resultados acima, que o fato de K ser fechado faz que exista

a projeção de um ponto sobre o conjunto K. Além disso, a convexidade de K é a

propriedade adicional que faz de PK ser uma função ou operador simples valorado.

Seja f uma função própria e convexa. Dizemos que s ∈ IRn é um subgradiente de f

no ponto x ∈ IRn se,

f(y) ≥ f(x) + ⟨s, y − x⟩ , ∀ y ∈ IRn.

O conjunto de todos os subgradientes da função f em x ∈ IRn é chamado o subdiferencial

de f em x, e é denotado como ∂f , isto é,

∂f(x) = {s ∈ IRn | f(y) ≥ f(x) + ⟨s, y − x⟩ , ∀ y ∈ IRn} . (1.1.5)

O conceito de subdiferenciabilidade foi introduzido nos anos 60 por Moreau[25],

Rockafellar[34] entre outros.

Exemplo 1.1.4 Definimos a aplicação h : IRn → [0,∞] como

h(x) =







0, ∥x∥ ≤ r,

+∞, ∥x∥ > r.

onde o subdiferencial da função h, ∂h, é dado por:

∂h(x) =



















0, ∥x∥ < r,

αx, α ≥ 0 ∥x∥ = r,

+∞, ∥x∥ > r.

Observe que esta função é própria e convexa pois é a função indicadora da bola B(r).

Em seguida, vamos mostrar a relação existente entre o subdiferencial e minimizadores

globais. A condição de otimalidade de Fermat afirma que para uma função própria e

diferenciável f : IRn → IR, uma condição necessária para x̄ ser um mı́nimo local da

função f é que a gradiente de f em x̄ seja igual a 0, isto é, ∇f(x̄) = 0. Esta condição

vai ser suficiente se considerarmos f uma função convexa. Ademais, este resultado pode

ser extendido para problemas mais gerais tais como para o caso não diferenciável onde a

derivada será trocada pelo conceito de subdiferenciabilidade como daremos no seguinte

teorema.
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Teorema 1.1.5 [18, Teorema 2.2.1, Vol. I] Seja f : IRn → IR uma função própria e

convexa . O ponto x̄ ∈ IRn é mı́nimo da função f se, e somente se, 0 ∈ ∂f(x̄).

Introduzimos o conceito de função conjugada, originalmente desenvolvido por

Fenchel[11], muito útil no contexto de dualidade geral. Seja f : IRn → IRn ∪ {∞}

uma função própria e convexa. A função f ∗ : IRn → IRn ∪ {∞} definida por

f ∗(x) = sup
w
{⟨x, w⟩ − f(w)} ,

é chamada a função conjugada da função f . Dizemos que a função f ∗∗ : IRn → IR∪{+∞}

é a função conjugada de (f ∗).

Em seguida, alguns resultados que envolvem a conjugada de uma função o que vão

ser necessários para nosso trabalho.

Proposição 1.1.6 [6, Proposição 7.1.1] Seja f : IRn → IR∪{+∞} uma função própria,

convexa e semicont́ınua inferior. Então, f = f ∗∗.

Teorema 1.1.7 [18, Teorema 1.4.1, Vol. II] Seja f : IRn → IR ∪ {+∞} uma função

própria, convexa e semi-cont́ınua inferior. Então , s ∈ ∂f(x) se, e somente se,

f ∗(s) = ⟨x, s⟩ − f(x).

Proposição 1.1.8 [38, Proposição 11.3] Sejam f : IRn → IR ∪ {+∞} uma função

própria, convexa e semi-cont́ınua inferior. Então, se tem que (∂f)−1 = ∂f ∗.

Lema 1.1.9 Seja f uma função própria, convexa e semi-cont́ınua e x, y , z ∈ IRn temos

que z = x+ y e f(x) + f ∗(y) = ⟨x, y⟩ se, e somente se, x = proxf (z) e y = proxf∗(z).

Prova. Consideremos f(x) + f ∗(y) = ⟨x, y⟩. Da Proposição 1.1.6 e do Teorema 1.1.7

temos que x ∈ ∂f ∗(y). Do fato que z = x+ y obtemos que 0 ∈ ∂f ∗(y) + (y − z), o qual

implica que y = proxf∗(z). Analogamente obtemos que x = proxf (z).

Reciprocamente, seja x = proxf (z) então 0 ∈ ∂f(x)+(x−z), isto é, existe y0 ∈ ∂f(x)

tal que

z = y0 + x. (1.1.6)
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Além disso, da Proposição 1.1.6 e do Teorema 1.1.7, é válido que

f ∗(y0) = ⟨x, y0⟩ − f(x) = ⟨x, y0⟩ − (f ∗)∗(x).

De novo, do Teorema 1.1.7 temos que x ∈ ∂f ∗(y0) se, e somente se, 0 ∈ ∂f ∗(y0)+(y0−z),

isto implica que y0 = proxf∗(z). Dáı, pela hipótese temos que y = y0. Logo, de (1.1.6)

temos que z = y + x com

f ∗(y) = ⟨x, y⟩ − f(x).

Por outro lado, um conjunto K ⊂ IRn é chamado de cone se αx ∈ K sempre que

x ∈ K e α > 0.

Definição 1.1.10 Seja K ⊂ IRn e x̄ ∈ K. Dizemos que v ∈ IRn é um vetor normal ao

conjunto K em x̄, no sentido regular, e denotado por v ∈ N̂K(x̄), se

⟨v, x− x̄⟩ ≤ o(∥x− x̄∥), ∀ x ∈ K

onde o(∥x− x̄∥) satisfaz

lim
x→ x̄
x ̸= x̄

o(∥x− x̄∥)

∥x− x̄∥
= 0.

Definição 1.1.11 Seja K ⊂ IRn e x̄ ∈ K. Dizemos que v ∈ IRn é um vetor normal ao

conjunto K, no sentido geral, e denotado por v ∈ NK(x̄), se existem sequências xk → x̄

e vk → v tal que vk ∈ N̂K(x
k) com {xk} ⊂ K.

Definição 1.1.12 Dizemos que um vetor w ∈ IRn é tangente ao conjunto K em x̄ ∈ K,

denotado por w ∈ TK(x̄), se existem sequências {xk} ⊂ K com xk → x̄ e {τk} com

τk ↘ 0 tal que
xk − x̄

τk
→ w.

Proposição 1.1.13 [38, Proposição 6.5] Seja K ⊂ IRn não vazio e x̄ ∈ K, os conjuntos

N̂K(x̄) e NK(x̄) são fechados, convexos e caracterizados por

v ∈ N̂K(x̄)⇐⇒ ⟨v, w⟩ ≤ 0, ∀w ∈ TK(x̄). (1.1.7)

Além disso,

N̂K(x̄) ⊂ lim sup
x→x̄

N̂K(x) = NK(x̄). (1.1.8)
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Teorema 1.1.14 [38, Teorema 6.9] Seja K ⊂ IRn um conjunto convexo. Então o cone

normal a K é dado por1

NK(x) =







{s ∈ IRn | ⟨s, y − x⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ K} , se x ∈ K,

∅, se x ̸∈ K.
(1.1.9)

Definição 1.1.15 O operador cone polar de K ⊂ IRn é definido por

K⊗ = {s ∈ IRn | ⟨s, x⟩ ≤ 0, ∀ x ∈ K} .

Lema 1.1.16 [38, Exemplo 11.4] Seja K ⊂ IRn um cone convexo e fechado temos que

(δK)
∗ = δK⊗. Além disso,

N−1
K (x) = NK⊗(x). (1.1.10)

Lema 1.1.17 Para qualquer cone convexo, fechado e não vazio K temos

1

2
(dK(u))

2 = sup
y∈K⊗

{⟨u, y⟩ −
1

2
∥y∥2}.

Prova. Definimos

g(u) =
1

2
(dK(u))

2,

onde dK é a função distância sobre o conjunto K. Então, a conjugada de g é dado por

g∗(u) = sup
w

{

⟨w, u⟩ −
1

2
inf
v∈K
∥v − w∥2

}

= sup
w

{

⟨w, u⟩ −
1

2
inf
v

(

∥v − w∥2 + δK(v)
)

}

= sup
w

{

⟨w, u⟩+
1

2
sup
v

{

−∥v − w∥2 − δK(v)
}

}

= sup
w,v

{

⟨w, u⟩ −
1

2
∥v − w∥2 − δK(v)

}

= sup
w,v

{(

⟨w − v, u⟩ −
1

2
∥u∥2 −

1

2
∥w − v∥2

)

+
1

2
∥u∥2 + ⟨v, u⟩ − δK(v)

}

(1.1.11)

1Em Burachik[8, Definição 3.6.1] foi definido o operador cone NK , para K subconjunto arbitrário,

como é dado em (1.1.9), o qual não sempre é válido, na verdade é apenas para conjuntos convexos. Por

exemplo: sejam S =
{

x ∈ IR2 | x2
1 + x2

2 = 1
}

∪ {(0, 0)} e x̄ = (0, 0). Se considerarmos como foi definido

em Burachik[8] temos que NS(x̄) = 0. Por outro lado, da Definição 1.1.12 temos que TS(x̄) = 0, e

segundo (1.1.7) temos que N̂S(x̄) = IR2. Então, de (1.1.8), temos que NS(x̄) = IR2.
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Observe que é imediato verificar que

⟨w − v, u⟩ −
1

2
∥u∥2 −

1

2
∥w − v∥2 = −

1

2
∥w − v − u∥2 . (1.1.12)

Substituindo (1.1.12) em (1.1.11), a conjugada de g fica como

g∗(u) = sup
w,v

{

−
1

2
∥w − (v + u)∥2 + ⟨v, u⟩ − δK(v)

}

+
1

2
∥u∥2

= sup
v

{

sup
w

{

−
1

2
∥w − (v + u)∥2

}

+ ⟨v, u⟩ − δK(v)

}

+
1

2
∥u∥2

= sup
v
{⟨v, u⟩ − δK(v)}+

1

2
∥u∥2

= δ∗K(u) +
1

2
∥u∥2 ,

onde o ótimo é atingido quando w = v + u. Além disso, como dK é convexo pois K é

convexo e fechado. Então, da Proposição 1.1.6 e do Lema 1.1.16 temos que

g(u) = sup
y
{⟨u, y⟩−g∗(y)} = sup

y
{⟨u, y⟩−(δK⊗(y)+

1

2
∥y∥2)} = sup

y∈K⊗

{

⟨u, y⟩ −
1

2
∥y∥2

}

.

1.2 Condições de otimalidade para o problemas

(PNL)

Seja C ⊆ IRn e uma função f : C → IR, o problema de encontrar um minimizador de f

no conjunto C é expresso como

(P3) min { f(x) : x ∈ C}.

Se C = IRn, se diz que o problema de otimização é irrestrito.

Dizemos que x̄ ∈ C é um minimizador global do problema (P3) se

f(x̄) ≤ f(x), ∀ x ∈ C. (1.2.1)

Dizemos que x̄ ∈ C é um minimizador local de (P3) se existe uma bola B(x̄, ϵ), tal

que

f(x) ≥ f(x̄), ∀ x ∈ B(x̄, ϵ). (1.2.2)
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Se para x ̸= x̄ a desigualdade (1.2.1) ou (1.2.2) é estrita, se diz que x̄ é um minimizador

estrito global ou local, respectivamente.

Além disso, da análise convexa dizemos que um problema tem formulação convexa

quando no problema o conjunto C ⊂ IRn é convexo e a função f é convexa. Nesse caso as

condições necessárias de otimalidade são também condições suficientes de otimalidade.

Por outro lado, no caso de otimização com restrições de igualdade e desigualdade

é necessário introduzir os denominados multiplicadores de Lagrange para obter uma

condição análoga ao caso de minimizadores sem restrições.

Consideremos o problema de otimização não linear

(PNL)































min f0(x),

s.a.

fi(x) = 0, i = 1, . . . , r

fi(x) ≤ 0, i = r + 1, . . . ,m

para funções reais fi : IR
n → IR com fi ∈ C

2 para i = 0, . . . ,m.

Dizemos que x̄ é um ponto estacionário (ou ponto KKT ) do problema (PNL) se

existem escalares ȳi, i = 1, . . . ,m com ȳi ≥ 0 para i = r + 1, . . . ,m tais que

∇f0(x̄) +
r

∑

i=1

ȳi∇fi(x̄) +
m
∑

j=r+1

ȳj∇fj(x̄) = 0,

fi(x̄) = 0, i = 1, . . . , r

fi(x̄) ≤ 0, i = r + 1, . . . ,m

ȳifi(x̄) = 0, i = r + 1, . . . ,m.

Estas condições são conhecidas como condições Karush-Kuhn-Tucker(KKT) e as com-

ponentes de ȳ = (ȳi, . . . , ȳm) são chamados os Multiplicadores de Lagrange e a última

igualdade dada acima no sistema de equações é chamada “condição de complemen-

tariedade”.

A única dificuldade em relação às condições KKT é que nem todos os minimizadores

locais as satisfazem. Para acontecer isso é preciso que o ponto cumpra alguma condição

nas restrições. Tal condição é chamada condição de qualificação. Uma condição de quali-

ficação é uma propriedade sobre os pontos do conjunto viável que, quando satisfeita por
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um minimizador local do problema, implica que se satisfazem as condições KKT nesse

ponto.

Existem várias condições de qualificação conhecidas na literatura: regulariedade (o

qual é a mais utilizada e também conhecido como independência linear dos gradientes

das restrições de igualdade e das restrições ativas), Mangasarian-Fromovitz[22], Slater[39],

dependência linear positiva constante[2], quase-normalidade[16], quase-regularidade co-

nhecida também como a condição de Abadie[1] sendo esta uma das condições em PNL

mais fracas.

Do fato que algumas condições de qualificações são caracterizadas por conjuntos li-

nearmente independente positivos e linearmente dependente positivos é que há a neces-

sidade de definir esses termos, os quais são similares ao conceito de conjunto linearmente

independiente e dependente de vetores.

Consideremos A = {a1, . . . , ar} e B = {b1, . . . , bl} dois conjuntos finitos em IRn tal

que A ∩ B ̸= ∅. Dizemos que o par (A,B) é linearmente dependente positivo se existem

α ∈ IRr e β ∈ IRl tais que β ≥ 0, (α, β) ̸= 0 e

r
∑

i=1

αiai +
l

∑

j=1

βjbj = 0.

Dizemos que o par (A,B) é linearmente independente positivo se o sistema nas

variáveis α ∈ IRr e β ∈ IRl com β ≥ 0

r
∑

i=1

αiai +
l

∑

j=1

βjbj = 0

tem unicamente a solução nula.

Para o problema (PNL) em questão, definimos H : IRn → IRm e o conjunto K ⊂ IRn

por

H(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) (1.2.3)

K = {0}r × IRm−r
− , (1.2.4)

onde o conjunto viável para esse problema é dado por C = {x ∈ IRn | H(x) ∈ K}.

Denotemos a matriz Jacobiana de H no ponto x como DH(x), onde em termos de
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H(x) para x = (x1, · · · , xn), a jacobiana de H é a matriz

DH(x) =

[

∂fi
∂xj

(x)

]m,n

i,j=1

∈ IRm×n,

onde a matriz transposta DH(x)T tem como colunas às gradientes ∇fi(x) para

i = 1, . . . ,m tal que

DH(x)Ty = y1∇f1(x) + · · ·+ ym∇fm(x)

para y = (y1, . . . , ym).

Seja (x̄, ȳ) um ponto satisfazendo a condição (KKT ) para o problema (PNL). Defi-

nimos os conjuntos de ı́ndices

I1(x̄) = {1, . . . , r} ∪ {i ∈ [r + 1, . . . ,m] | fi(x̄) = 0, ȳi > 0},

I2(x̄) = {i ∈ [r + 1, . . . ,m] | fi(x̄) = 0, ȳi = 0},

I3(x̄) = {i ∈ [r + 1, . . . ,m] | fi(x̄) < 0, ȳi = 0}.

Nesta dissertação vamos considerar a condição de Mangasarian-Fromovitz para o

problema (PNL).

Definição 1.2.1 Seja x̄ um ponto viável de (PNL). Dizemos que a condição de qual-

ificação de Mangasarian-Fromovitz é satisfeita em x̄ ∈ C quando {∇fi(x̄), i = 1, . . . , r}

é um conjunto linearmente independente e existe d ∈ IRn tal que

∇fi(x̄)
Td = 0, i = 1, . . . , r

∇fi(x̄)
Td < 0, ∀ i ∈ (I1(x̄) ∪ I2(x̄)) \{1, . . . , r}.

A seguir apresentamos uma caracterização dual equivalente à condição de

Mangasarian-Fromovitz.

Proposição 1.2.2 [20, Proposição 4.1.2] Seja x̄ um ponto viável de (PNL). O ponto

x̄ satisfaz a condição de Mangasarian-Fromovitz se, e somente se, o sistema

r
∑

i=1

di∇fi(x̄) +
∑

i∈(I1(x̄)∪I2(x̄))\{1,...,r}

di∇fi(x̄) = 0

com di ≥ 0 para i ∈ (I1(x̄) ∪ I2(x̄))\{1, . . . , r}, tem apenas a solução nula.
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Por outro lado, segundo o Teorema 1.1.14, o operador cone normal do conjunto

K = {0}r × IRm−r
− para o problema (PNL) é dado por

NK(H(x̄)) = {v ∈ IRm | vi ∈ IR, i = 1, . . . , r, e vj ≥ 0, j = r + 1, . . . ,m}

= IRr × IRm−r
+

Logo, considerando (x̄, ȳ) um ponto KKT e como as restrições inativas não influen-

ciam uma vez que os seus multiplicadores λi = 0, para i ∈ I3(x̄) e do fato queNK(H(x̄)) =

IRr × IRm−r
+ é que podemos caracterizar a condição de qualificação de Mangasarian-

Fromovitz para o problema (PNL) em termos do cone normal do conjunto K, o qual vai

ser utilizado ao longo desta dissertação, como é dado a continuação: Um ponto KKT

(x̄, ȳ) satisfaz a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz se

ȳ ∈ NK(H(x̄)), DH(x̄)T ȳ = 0 =⇒ ȳ = 0.

Como ȳ ∈ NK(H(x̄)), H(x̄) ∈ N−1
K (ȳ) e do Lema 1.1.16 temos

H(x̄) ∈ NK⊗(ȳ), (1.2.5)

com K⊗ como o cone polar de K = {0}r × IRm−r
− dado por K⊗ = IRr × IRm−r

+ .

De (1.2.5), o sistema KKT do problema (PNL) é dado como





0

0



 ∈





∇f0(x) +DH(x)Ty

−H(x) +NK⊗(y)



 . (1.2.6)

Além disso, este sistema KKT pode ser escrito, mais convenientemente, como uma

equação generalizada dada por




0

0



 ∈





∇xL(x, y)

−H(x)



+ ∂δIRn×K⊗





x

y



 , (1.2.7)

onde δIRn×K⊗ é a função indicadora sobre IRn × K⊗, L é a função La-

grangiana do problema (PNL) dada por L(x, y) = f0(x) + H(x)Ty e

y ∈ IRr × IRm−r
− são os multiplicadores de Lagrange com respeito às funções fi para

i = 1, · · · ,m. Observe que L e H são diferenciáveis do fato que fi ∈ C
2 com

i = 0, 1, . . . ,m.
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Por outro lado, precisamos algumas ferramentas para tentar procurar alguma condição

que garante o bom comportamento das soluções do problema não linear (1.2.7). Tal

condição vai ser chamada de “regularidade forte” ou equivalentemente, a propriedade de

“Localização Lipschitz”, propriedade muito importante o qual vai ser utilizado na última

seção do Caṕıtulo 4 nesta dissertação. Com este propósito, a seguir são enunciados con-

ceitos e resultados necessários para o desenvolvimento desta dissertação, veja para mais

detalhes Robinson[31].

Seja K ⊂ IRn um conjunto convexo e fechado e f : IRn → IR ∪ {+∞} uma função

diferenciável em x̄. Consideremos que a equação generalizada

0 ∈ f(x) + ∂δK(x). (1.2.8)

Suponhamos que a equação generalizada dada em (1.2.8) tem uma solução em x̄. Defin-

imos a linearização do problema (1.2.8) dado por

T (x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) + ∂δK(x). x ∈ IRn

Definição 1.2.3 Dizemos que (1.2.8) é fortemente regular em x̄ com constante

k−Lipschitz associado, se existem vizinhanças U ∋ 0 e V ∋ x̄ tal que para u ∈ U a

função

τ : u 7→ T−1(u) ∩ V (1.2.9)

é simples valorada e k-Lipchitz cont́ınua em U . Mais ainda, se existir funções como

definidas em (1.2.9) satisfazendo as condições dadas para τ , dizemos que a inversa do

operador T : X → Y , T−1, tem uma k−Localização Lipschitz en (x̄, 0).

Definição 1.2.4 Dizemos que o par KKT (x̄, ȳ) satisfaz a condição suficientemente

forte de segunda ordem para o problema (PNL) se

⟨

w,∇2
xxL(x̄, ȳ)w

⟩

> 0

para todo w ̸= 0 tal que ⟨∇fi(x̄), w⟩ = 0, para todo i ∈ I1(x̄).
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Proposição 1.2.5 [29] A condição suficientemente forte de segunda ordem é válido se,

e somente se, existe c ∈ IR tal que

⟨

w,∇2
xxL(x̄, ȳ)w

⟩

+ c
∑

i∈I1(x̄)

⟨∇fi(x̄), wi⟩
2 > 0, ∀ w ̸= 0. (1.2.10)

Teorema 1.2.6 [31, Teorema 4.1] Consideremos o problema de otimização não linear

(PNL). Suponha que (x̄, ȳ) soluciona o sistema KKT de (PNL) dado por (1.2.7), que a

condição suficientemente forte de segunda ordem é válido em (x̄, ȳ) e que as gradientes das

restrições ativas sejam linearmente independentes. Então, (1.2.7) é fortemente regular

em (x̄, ȳ).

1.3 Dualização geral.

Consideremos o problema de minimização

(P) min{f0(x) : x ∈ IR
n}

onde f0 é uma função convexa real estendida.

Assumimos que uma parametrização para f0, f(x, y), com u como uma perturbação,

tenha sido especificada de alguma forma tal que

f0(x) = f(x, 0),

para alguma função convexa real estendida f .

Considere (P) o problema primal associado com f . Segundo a análise convexa, o

problema primal associado com f é resolver o problema (P).

Além disso, o Lagrangeano associado com f é a função convexa-côncava, l, isto é,

convexo com respeito à variável x e côncava com respeito à variàvel u e é definido por

Rockafellar[33, página 18] por

l(x, z) := inf
y
{f(x, y) + ⟨y, z⟩} ,

onde o problema Lagrangeano é encontrar um ponto de sela (x̄, z̄) de l com respeito à

minimização em x e maximização em z.
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Por outro lado, a função g definida por

g(w, z) = inf
x
{l(x, z)− ⟨x, w⟩}

= inf
x,y
{f(x, y) + ⟨y, z⟩ − ⟨x, w⟩}

= − sup
x,y
{⟨x, w⟩+ ⟨y,−z⟩ − f(x, y)}

= −f ∗(w, z),

resulta uma famı́lia parametrizada de funções côncavas dadas por

gw(z) := g(w, z),

onde o problema dual é encontrar um maximizador z̄ do dual objetivo definido por

g0(z) = g(0, z).

Por conseguinte, os problemas primal, Lagrangeano e dual são respectivamente equi-

valentes às inclusões

0 ∈ ∂f0(x), (1.3.1)

(0, 0) ∈ ∂l(x, z), (1.3.2)

0 ∈ ∂g0(z). (1.3.3)

Cabe lembrar que a teoria de dualidade em otimização convexa tem as suas ráızes na

transformada de Legendre-Fenchel, constituindo assim o contexto de dualidade conjugada

de Rockafellar[33, 34].

Vale a pena mencionar também que uma grande quantidade de teoŕıa e algoritmos

para programação convexa são constrúıdos sob a noção de dualidade. A teoria de duali-

dade que vamos apresentar nesta seção foi desenvolvida por Pennanen[27, 28], o qual está

baseada no conceito de inversas parciais de aplicações sobre espaços produto e projeções.

Sejam X, Y,W e Z conjuntos arbitrários de diferentes dimensões no espaço euclidiano.

Denotamos a aplicação projeção sobreX por PX : X×Y → X. Cnsideremos as aplicações

P1,X,Y : X → X × Y e P2,X,Y : X → Y × X tais que P1,X,Y = (x, 0) e P2,X,Y = (0, x)

para todo x ∈ X. Também, consideremos uma aplicação F : X×Y→→W ×Z, as inversas
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parciais dessa aplicação, denotado como F (−1,1) : W×Y→→X×Z e F (1,−1) : X×Z→→W×Y ,

são dadas por

F (−1,1)(w, y) = {(x, z) | (w, z) ∈ F (x, y)} ,

F (1,−1)(x, z) = {(w, y) | (w, z) ∈ F (x, y)} .

Isto significa que

(w, y) ∈ F (1,−1)(x, z)⇐⇒ (w, z) ∈ F (x, y)⇐⇒ (x, z) ∈ F (−1,1)(w, y). (1.3.4)

Então, observamos que

(

F (−1,1)
)(−1,1)

=
(

F (1,−1)
)(1,−1)

= F

(

F (−1,1)
)(1,−1)

=
(

F (1,−1)
)(−1,1)

= F−1.

Mais geralmente, podemos observar que
(

F (i,j)
)(k,l)

= F (ik,jl), para todo

i, j, k, l ∈ {−1, 1}, onde F (1,1) = F e F (−1,−1) = F−1.

A idéia em generalizar um esquema de dualidade em otimização convexa é expressar o

problema primal, lagrangeano e dual dados em (1.3.1), (1.3.2) e (1.3.3), respectivamente,

por aplicações conjuntos valoradas mais gerais.

Definição 1.3.1 Seja F0 : X→→W e suponhamos que uma parametrização de F0,

F : X × Y→→W × Z, tenha sido especificada como

F0 = PW ◦ F ◦ P1,X,Y .

O lagrangeano correspondente a F é definido como L = F (1,−1).

Definimos também G = F−1 e G0 = PY ◦G ◦ P2,Z,W .

Os problemas

0 ∈ F0(x), (1.3.5)

(0, 0) ∈ L(x, z), (1.3.6)

0 ∈ G0(z), (1.3.7)

são chamados o problema da inclusão primal, lagrangeano e dual, respectivamente.
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A parametrização F pode ser vista como a descrição de uma famı́lia de aplicações

Fy : X → W dada como

Fy(x) = PW (F (x, y)) ,

onde cada famı́lia corresponde a um problema primal perturbado dado como

0 ∈ Fy(x).

Dualmente, a aplicação G dá lugar à famı́lia de aplicações: Gw : Z → Y definidas

como

Gw(z) = PY (G(w, z)) ,

onde cada famı́lia corresponde a um problema dual perturbado

0 ∈ Gw(z).

Na verdade, para um operador F0 dado, existem muitas formas de introduzir uma

parametrização F , tal que F0 = PW ◦ F ◦ P1,X,Y . Qualquer de tais parametrizações F

define a mesma inclusão primal, mas as formas do lagrangeano e inclusões duais depen-

dem crucialmente da escolha particular. Então, qualquer das aplicações F , L ou G são

suficientes para definir os tres problemas unicamente desde que os outros dois possam

ser obtidos por inversão parcial. De fato, de (1.3.4) e como L = F (1,−1) e G = F−1 temos

que

(w, z) ∈ F (x, y)⇐⇒ (w, y) ∈ L(x, z)⇐⇒ (x, y) ∈ G(w, z). (1.3.8)

Dáı, temos que

F0(x) = {w | ∃ z ∈ Z, (x∗, 0) ∈ L(x, z)} ,

G0(z) = {y | ∃ x ∈ X, (0, y) ∈ L(x, z)} . (1.3.9)

O resultado seguinte corresponde ao Teorema Karush-Kun-Tucker (KKT) generali-

zado em programação convexa.

Teorema 1.3.2 [26, Teorema 2.7] Os conjuntos soluções de (1.3.5) e (1.3.7) são as

projeções do conjunto (1.3.6) sobre X e Z, respectivamente. Em particular, cada um dos

conjuntos solução é não-vazio se, e somente se, os outros dois são não vazios.
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Caṕıtulo 2

Operadores monótonos maximais.

O propósito deste Caṕıtulo é dar uma introdução à teoria de operadores monótonos

maximais em espaços euclidianos, os quais são úteis, entre outros, para analizar e resolver

alguns métodos de otimização, em particular, o método do ponto proximal o qual será

analisado nesta dissertação.

Desde que o subdiferencial de uma função, ∂f , associe para cada vetor x ∈ IRn, não

exatamente um vetor de IRn, mas um subconjunto do IRn, é que precisamos extender as

noções de aplicações simples valoradas(aplicações ponto-a-ponto) á teoria de aplicações

multivaloradas, o qual vai ser utilizada, se não dizer o contrário, em toda nesta dissertação.

Se diz que T é uma aplicação multivalorada em IRn se para todo x ∈ IRn, T (x) ⊆ IRn.

Este tipo de aplicações é denotado como T : IRn → 2IR
n

, onde 2IR
n

denota a familia de

todos os subconjuntos não vazios de IRn, ou também T : IRn→→IRn.

O grafo do operador T é definido por graf T := {(x, y) | y ∈ T (x)} . Vale a pena

mencionar que é natural identificar o operador T com o seu grafo, isto é, graf T = T .

Definimos o domı́nio, a imagem e o inverso de T como

dom(T ) = {x ∈ IRn | T (x) ̸= ∅},

Im(T ) = {y ∈ IRn | ∃ x ∈ IRn , y ∈ T (x)} =
∪

{T (x), x ∈ IRn},

T−1(y) := {x ∈ IRn | y ∈ T (x)},

respectivamente. O operador inverso é algumas vezes chamado na literatura como a

pseudo-inversa pois não tem a necessidade que o operador T corresponda a uma função

23



24 CAPÍTULO 2. OPERADORES MONÓTONOS MAXIMAIS.

injetiva, ou equivalentemente, que T−1 seja simples valorada. Observe que, segundo a

definição de inversa dada acima, (x, y) ∈ T (ou equivalentemente y ∈ T (x)) se, e somente

se, (y, x) ∈ T−1. De fato, seja (x, y) ∈ T se, e somente se, y ∈ T (x), isto é, x ∈ T−1(y)

se, e somente se, (y, x) ∈ T .

Além disso, a inclusão de dois operadores, denotado por T1 ⊂ T2, é tal que

T1(x) ⊂ T2(x) para todo x ∈ IRn.

2.1 Operadores monótonos

Definição 2.1.1 Se diz que o operador T é monótono se para todo x, x′ ∈ IRn,

⟨x′ − x, y′ − y⟩ ≥ 0, (x, y), (x′, y′) ∈ T.

Definição 2.1.2 Se diz que o operador T é monótono maximal se é monótono e dado

qualquer operador monótono T tal que T ⊂ T , temos que T = T .

Observação 2.1.3 Seja T monótono maximal. É válido os seguintes enunciados:

a. T−1 é monótono maximal.

b. λT é monótono maximal para qualquer λ > 0.

c. T + d = {(x, y + d) | (x, y) ∈ T} é monótono maximal.

Vamos verificar as três condições necessárias dadas nessa observação. A verificação

da condição suficiente é análoga.

Primeiro verificamos o item a. Sejam (y, x), (y′, x′) ∈ T−1 então

⟨y − y′, x− x′⟩ = ⟨x− x′, y − y′⟩ ≥ 0,

onde a última desigualdade é obtida pela monotonicidade de T . Logo, T−1 é monótono.

Logo, consideremos um operador monótono S tal que T−1 ⊆ S. É válido que se T−1 ⊆ S

então T ⊆ S−1. De fato, seja (x, y) ∈ T o qual é equivalente ter que (y, x) ∈ T−1. Isso

significa que (y, x) ∈ S se, e somente se, (x, y) ∈ S−1. Como S−1 é monótono e T ⊂ S−1

e da maximalidade de T temos que T = S−1, isto é, T−1 = S. Portanto, T−1 é um
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operador monótono maximal.

Segundo, verificamos o item b. Sejam (x, y
λ
), (x′, y

′

λ
) ∈ T . Como (x, y

λ
) ∈ T temos que

(x, y) ∈ λT . Analogamente, temos que (x′, y′) ∈ λT e da monotonicidade de T obtemos

0 ≤

⟨

x− x′,
y

λ
−
y′

λ

⟩

=
1

λ
⟨x− x′, y − y′⟩ .

Como λ > 0, temos 0 ≤ ⟨x− x′, y − y′⟩. Logo, λT é monótono. Seja S qualquer operador

monótono tal que λT ⊆ S, isto é, T ⊆ 1
λ
S. Como S é monótona,

1

λ
S é também monótona.

Logo, da maximalidade de T , temos que T = 1
λ
S, isto é, λT = S. Logo, λT é maximal.

Terceiro, verificamos o item c., sejam (x, y + d), (x′, y′ + d) ∈ T + d então

⟨x− x′, (y + d)− (y′ + d)⟩ = ⟨x− x′, y − y′⟩ ≥ 0,

onde a desigualdade é obtida do fato que (x, y), (x′, y′) ∈ T e T é monótono. Para

verificar a maximalidade do operador T + d, vamos considerar um operador monótono

S tal que T + d ⊆ S, isto é, T ⊆ S − d. Da maximalidade de T temos que T = S − d.

Logo, T + d = S. Obtendo assim a maximalidade do operador T + d.

A seguir apresentamos alguns exemplos de operadores monótonos maximais.

Exemplo 2.1.4 Seja T um operador monótono maximal tal que dom(T ) = {a} para

algum a ∈ IR. Dáı, a única forma de definir o operador T está dado por

T (x) =







(−∞,+∞), se x = a

∅, se x ̸= a

Exemplo 2.1.5 Seja f : IRn → IR própria, semi-cont́ınua inferior e convexa. Temos

que o operador subdiferencial de f , ∂f , é monótono maximal.

De fato, sejam s ∈ ∂f(x) e t ∈ ∂f(y) o que implica que

f(y)− f(x) ≥ ⟨s, y − x⟩ , para todo y ∈ IRn, (2.1.1)

f(x)− f(y) ≥ ⟨t, x− y⟩ , para todo x ∈ IRn. (2.1.2)

Somando (2.1.1) e (2.1.2),

⟨t, y − x⟩ ≥ ⟨s, y − x⟩ .
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Então, ⟨t− s, y − x⟩ ≥ 0. Logo, como t e s foram escolhidos arbitrariamente, obtemos

que ∂f é um operador monótono.

Logo, provaremos a maximalidade desse operador. Seja T monótono tal que ∂f ⊂ T.

Vamos provar que T ⊂ ∂f . Seja (x0, y0) ∈ T e consideremos x1 e y1 tais que

x1 = proxf (x0 + y0) e y1 = proxf∗(x0 + y0),

onde f ∗ é a função conjugada de f . Do Lema 1.1.9 temos que

x0 + y0 = x1 + y1, (2.1.3)

e f ∗(y1) = ⟨x1, y1⟩ − f(x1). Do Teorema 1.1.7 obtemos que y1 ∈ ∂f(x1), mas ∂f ⊂ T .

Logo, (x1, y1) ∈ T . Dáı, da monotonicidade de T , temos que ⟨x0 − x1, y0 − y1⟩ ≥ 0. Logo,

de (2.1.3) obtemos que

0 ≤ ⟨x0 − x1, x1 − x0⟩ = −∥x0 − x1∥
2 ,

o que implica que x1 = x0. Então, de (2.1.3) temos que y0 = y1, mas y1 ∈ ∂f(x1) =

∂f(x0) pois x1 = x0. Logo, (x0, y0) ∈ ∂f e do fato que (x0, y0) foram escolhidos arbitrari-

amente temos que T ⊂ ∂f . Portanto, ∂f é um operador monótono maximal.

Exemplo 2.1.6 Um caso particular do Exemplo 2.1.5 temos quando f é a função indi-

cadora. Seja K ⊂ IRn um conjunto fechado e convexo o que implica que δK é uma função

semi-cont́ınua inferior e convexa. Por conseguinte, do Exemplo 2.1.5 temos que NK é

um operador monótono maximal.

A seguir, o seguinte resultado mostra que qualquer aplicação monótona tem uma

extensão monótona maximal.

Lema 2.1.7 [38, Proposição 12.6] Seja T monótona multivalorada, então existe uma

aplicação T̄ monótono maximal (não necessariamente única) tal que T ⊂ T̄ , isto é, T

possui uma extensão monótona maximal.

Lema 2.1.8 Seja T monótono. O operador T é maximal se, e somente se, para cada

(x, x′) ∈ IRn × IRn,

⟨x′ − y′, x− y⟩ ≥ 0, ∀ (y, y′) ∈ T
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então, (x, x′) ∈ T .

Prova. Seja T um operador monótono maximal, vamos provar que (x, x′) ∈ T . Supo-

nhamos que x′ /∈ T (x). Definimos

T̂ (x) =







T (y), se y ̸= x

x′, se y = x

Logo, vamos verificar que o operador T̂ é monótono. De fato, precisamos verificar que

para todo (y, y′), (z, z′) ∈ T̂ se cumpre

⟨y − z, y′ − z′⟩ ≥ 0. (2.1.4)

Da definição de T̂ e sendo T monótono, basta verificarmos (2.1.4) para z = x. Logo,

da hipótese temos que

⟨y − x, y′ − x′⟩ ≥ 0,

isto é, T̂ é um operador monótono. Alem disso, da definição de T̂ podemos reparar que

T ⊂ T̂ . Desde que T é maximal temos que T = T̂ e como x′ ∈ T̂ obtemos que x′ ∈ T , o

qual é uma contradição. Logo, (x, x′) ∈ T .

Reciprocamente, suponha que T não é maximal, isto é, existe T̄ monótono tal que

T ⊆ T̄ com T ̸= T̄ . Seja (w,w′) ∈ T̄ , desde que T é monótono, temos que

⟨w − y, w′ − y′⟩ ≥ 0, (y, y′) ∈ T̄ .

Como T ⊆ T̄ , tomamos em particular para todos os (x, x′) ∈ T . Então,

⟨w − x, w′ − x′⟩ ≥ 0, ∀ (x, x′) ∈ T

o que implica que (w,w′) ∈ T . Logo, T̄ ⊆ T . Dáı, T = T̄ , o que contradiz com a nossa

suposição. Portanto, T é monótono maximal.

Exemplo 2.1.9 Toda aplicação monótona cont́ınua T : IRn → IRn é monótona maximal.

De fato, seja (x, u) ∈ IRn × IRn tal que

⟨u− T (y), x− y⟩ ≥ 0, ∀ y ∈ IRn
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Tomando y = x− t(z − x) com t > 0 e z ∈ IRn arbitrário obtemos

0 ≤ ⟨u− T (x− t(z − x)), x− (x− t(z − x))⟩

= t ⟨u− T (x− t(z − x)), z − x⟩ .

Como t > 0 podemos multiplicar por 1/t. Tomando limite, quando t → 0, e desde

que T é um continuo temos

0 ≤ ⟨u− T (x), z − x⟩ ,

para todo z ∈ IRn. Em particular para z = x+ T (x)− u temos

0 ≤ ⟨u− T (x), (x− T (x) + u)− x⟩ = −∥T (x)− u∥2 ⇐⇒ T (x) = u.

Logo, do Lema 2.1.8 obtemos que T é um operador maximal.

O exemplo acima não se cumpre se dom(T ) & IRn. De fato, considere uma aplicação

monótona T : IR→ IR definida como

T (x) :=



















x, se x < 0,

x, se x > 0,

∅, se x = 0.

A monotonicidade vem do fato que para quaisquer (x, x), (x′, x′) ∈ T temos

⟨x− x′, x− x′⟩ = ∥x− x′∥
2
≥ 0.

Observe que esta aplicação é cont́ınua em cada ponto do seu domı́nio dom(T ) =

IR\{0}, mas não é uma aplicação maximal pois sendo T̃ (x) = x monótona tal que T ⊂ T̃

temos que T ̸= T̃ .

A seguir, apresentamos uma propriedade topológica utilizado para provar alguns re-

sultados do seguinte caṕıtulo desta dissertação.

Lema 2.1.10 Seja T monótono maximal. Para cada x ∈ IRn, o conjunto T (x) é fechado

e convexo.

Prova. Desde que T é monótono maximal e do Lema 2.1.8, para cada (x, x∗) ∈ T

temos

T (x) = {x∗ ∈ IRn | ⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ 0, ∀ (y, y∗) ∈ T} ,
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o qual é imediato provar que T (x) é fechado e convexo.

Uma das caracterizações mais úteis e fundamentais das aplicações monótonas maxi-

mais é dado por o Teorema de Minty. Isto se reduz à questão de relacionar monotoni-

cidade maximal de um operador monótono T com a sobrejetividade da correspondente

aplicação perturbada I + λT com λ > 0 como é dado no seguinte resultado.

Proposição 2.1.11 [4, Teorema 6.2.2] Seja T monótono e seja λ > 0. Então, T é

monótono maximal se, e somente se, I + λT é sobrejetora, para cada λ > 0, isto é,

Im(I + λT ) = IRn.

A seguir, uma consequência desta proposição é dado no seguinte lema, chamado como o

Lema de Representação.

Lema 2.1.12 Sejam c > 0 e T monótono. Então cada elemento z ∈ IRn pode ser escrito

ao maximo da forma x + cy, onde (x, y) ∈ T . Se T é maximal, então cada elemento de

z ∈ IRn pode ser escrito de forma única como x+ cy, onde (x, y) ∈ T .

Prova. Da Proposição 2.1.11, para cada z ∈ IRn existe x ∈ IRn tal que (x, z) ∈ (I+c T ),

isto é, z ∈ x + cy com (x, y) ∈ T e c > 0. Logo, provaremos que a representação de

qualquer elemento z ∈ IRn é única. Suponhamos que existem x, x′ ∈ IRn com x ̸= x′ tal

que

(I + c T ) (x)
∩

(I + c T ) (x′) ̸= ∅,

isto é, existe z tais que (x, z) ∈ (I + c T ) e (x′, z) ∈ (I + c T ) com c > 0. Então,
(

x,
z − x

c

)

∈ T e

(

x′,
z − x′

c

)

∈ T.

Como T é um operador monótono, temos que

0 ≤

⟨

x− x′,
z − x

c
−
z − x′

c

⟩

=
1

c
⟨x− x′, x′ − x⟩ .

Como c > 0, temos

0 ≤ ⟨x− x′, x′ − x⟩ = −∥x− x′∥
2
.

Dáı, ∥x− x′∥ = 0. Logo, x = x′. O qual contradiz com a nossa suposição. Então,

qualquer z ∈ IRn pode ser apenas representado de uma única forma.
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A seguir, é apresentado um teorema dado por Rockafellar[37]. Mas sua prova mais

simples pode ser encontrada em Burachick[8] para espaços de Banach reflexivos, no qual

o seguinte resultado, embora não aparece nesse livro, será útil para a demonstração dele.

Lema 2.1.13 Seja K ⊂ IRn um conjunto fechado tal que para todo x, y ∈ K

x+ y

2
∈ K,

então K é convexo.

Prova. Dados x, y ∈ K e z = αx+ (1− α)y com α ∈ [0, 1]. Vamos provar que z ∈ K.

Definimos os seguintes conjuntos

Sj =

{

λx+ (1− λ)y | λ =
i

2j
, i = 0, 1, 2, . . . , 2j

}

,

para todo j ∈ N .

Observe que Sj ⊂ K para cada j ∈ N . Além disso, definimos a sequência

xj = arg min
w∈Sj

∥z − w∥ ,

o qual implica que d(xj, z) ≤
1
2j
.

Tomando limite, quando j → +∞, temos que d(xj, z)→ 0, isto é, xj → z. Então, do

fecho de K obtemos que z ∈ K.

Teorema 2.1.14 [8, Teorema 4.4.9] Seja T monótona maximal. Então Im(T ) é convexo.

Proposição 2.1.15 Seja T monótona maximal, então o conjunto dom(T ) é convexo.

Prova. Como T é monótono maximal então T−1 tem também essas propriedades.

Aplicando o Teorema 2.1.14 ao operador T−1 temos que Im(T−1) é convexo, mas

Im(T−1) = dom(T ). Dáı, dom(T ) é convexo.

Definição 2.1.16 Se diz que T é localmente limitado em x̄ ∈ IRn se existe δ > 0 tal

que T (B(x̄, δ)) é limitado.

Observe que a definição dada acima que se T é localmente limitado em x̄ então o

conjunto T (x̄) é limitado.
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Teorema 2.1.17 Seja T monótono maximal. Se x ∈ dom(T ) e T é localmente limitado

em x, então x ∈ int(dom(T )).

Proposição 2.1.18 [4, Proposição 6.6.2] Seja T monótono maximal e seja x ∈ dom(T ).

Então T (x) é um conjunto compacto e, e somente se, x ∈ int(dom(T )).

Proposição 2.1.19 Seja T monótona maximal. Então T−1 é localmente limitado se, e

somente se, T é sobrejetivo.

Prova. Primeiro, vamos provar que T é sobrejetiva. Suponhamos que T−1 é localmente

limitado, seja x ∈ dom(T−1) então , segundo o Teorema 2.1.17, temos que x ∈

int(dom(T−1)), isto implica que dom(T−1) ⊂ int(dom(T−1)). Portanto, dom(T−1) =

int(dom(T−1)), o que equivalente dizer que dom(T−1) é um conjunto aberto e fechado à

vez. Como dom(T−1) ̸= ∅, temos que Im(T ) = IRn.

Reciprocamente, consideremos T sobrejetivo e seja x ∈ B(x, ϵ) ⊂ dom(T−1), isto

implica que B(x, ϵ) ∈ int(dom(T−1)). Da Proposição 2.1.18 temos que T−1(B(x, ϵ)) é

limitado. Portanto, T−1 é localmente limitado.

Lema 2.1.20 Seja T monótono maximal com dominio limitado. Então, T é sobrejetivo.

Em particular, 0 ∈ T (z) para algum z ∈ IRn.

Prova. Vamos provar que T−1 é localmente limitado em y ∈ IRn. Consideremos o

conjunto

T−1(B(y, ϵ)) = ∪x∈B(y,ϵ) {x | y ∈ T (x)} ⊆ dom(T ).

Pela hipótese, o dom(T ) é limitado o que implica que T−1(B(y, ϵ)) é limitado. Logo,

da Proposição 2.1.19 temos que T é um operador sobrejetivo.

A seguir, são enunciados conceitos de operadores localmente monótono maximal.

Definição 2.1.21 Se diz que o operador T é monótono em U ⊆ IRn×IRn, ou localmente

monótono, se existe um operador monótono T tal que graf T ∩U = graf T . Mais ainda,

T é monótono maximal em U ⊆ IRn × IRn, ou localmente monótono maximal, se existe

T monótono maximal tal que grafT ∩ U = grafT ∩ U.
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Lema 2.1.22 Seja T qualquer aplicação monótona em U ⊆ IRn×IRn. Então o operador

T possui, talvez não única, uma extensão monótona maximal em U

Prova. Análogo ao feito no Lema 2.1.7.

No seguinte resultado, apresentamos uma versão local do critério de continuidade

para aplicações multivaloradas monótonas maximais dado no Exemplo 2.1.9.

Proposição 2.1.23 Seja T um operador tal que para alguns conjuntos abertos

X, Y ⊂ IRn, a aplicação x 7→ T (x)
∩

Y é simples valorada e cont́ınua sobre X. Se

T é monótono sobre X × Y então, também é monótono maximal sobre X × Y .

Prova. Do Lema 2.1.22, T possui uma extensão monótona maximal em X × Y .

Consideremos T tal extensão de graf T ∩ (X × Y ) e seja (x̃, ỹ) ∈ graf T ∩ (X × Y ).

Como X é aberto, para qualquer z ∈ IRn, existe ϵ > 0 para n suficientemente grande

tal que 1/n < ϵ, com x̃+ (1/n)z ∈ X.

Assim, pela monotonicidade de T ,

0 ≤ ⟨T (x̃+ (1/n)z) ∩ Y − ỹ, (x̃+ (1/n)z)− x̃⟩ =
1

n

⟨

T (x̃+
1

n
z) ∩ Y − ỹ, z

⟩

.

Multiplicando por n > 0 e como T é cont́ınuo,

0 ≤

⟨

T (x̃+
1

n
z) ∩ Y − ỹ, z

⟩

→ ⟨T (x̃) ∩ Y − ỹ, z⟩ ≥ 0.

Então, para z ∈ IRn arbitrário, temos que T (x̃) ∩ Y = ỹ. Logo, (x̃, ỹ) ∈ graf T .

Por outro lado, definimos a soma de duas aplicações multivaloradas T1, T2 por

T1 + T2 = {(x, y + w) | (x, y) ∈ T1, (x, w) ∈ T2},

onde (T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x).

A seguir, damos o resultado que mostra que a familia de operadores monótonos é fechado

com respeito à adição.

Proposição 2.1.24 Sejam T1 e T2 monótonos. Então, T1 + T2 é monótono.
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Prova. Sejam (x, y), (w, z) ∈ (T1 + T2). Dáı,

y ∈ (T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x),

isto é, existem (x, y1) ∈ T1 e (x, y2) ∈ T2 tal que y = y1 + y2. Analogamente, existem

(w, z1) ∈ T1 e (w, z2) ∈ T2 tal que z = z1 + z2. Como T1 e T2 são operadores monótonos,

temos que

⟨x− w, y1 − z1⟩ ≥ 0, e ⟨x− w, y2 − z2⟩ ≥ 0.

Logo,

⟨x− w, y − z⟩ = ⟨x− w, (y1 + y2)− (z1 + z2)⟩ = ⟨x− w, y1 − z1⟩+ ⟨x− w, y2 − z2⟩ ≥ 0.

Portanto, T1 + T2 é um operador monótono.

Em geral, a soma de dois operadores maximais nem sempre é maximal como

mostraremos no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.25 Sejam os conjuntos

A = {(x, a) ∈ IR× IR | x2 ≤ a},

B = IR× {0}.

Consideremos os operadores T1 = ∂δA, T2 = ∂δB e T3 = ∂δ{(0,0)}. Como A e B são

convexos, do Exemplo 2.1.6 temos que T1, T2 e T3 são monótonos maximais.

Mais ainda,

dom(T1 + T2) = {x ∈ IR2 | (T1 + T2)(x) ̸= ∅} = {(0, 0)},

dom(T3) =
{

x ∈ IR2 | ∂δ{(0,0)}(x) ̸= ∅
}

= {(0, 0)} .

Então, o subdiferencial da função indicadora para os conjuntos A, B e {(0, 0)}, são

obtido como segue:

i. T1(0, 0) =
{

s ∈ IR2 | ⟨s, y − (0, 0)⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ A
}

, isto é, s1y1 + s2y2 ≤ 0 e

y2 ≥ 0. Se y2 = 0 temos que s1y1 ≤ 0. Se y1 > 0, s1 ≤ 0. Se y1 < 0, s1 ≥ 0. Logo,

s1 = 0. Como y2 ≥ 0 temos que s2 ≥ 0. Então s = {0} × IR+.
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ii. T2(0, 0) =
{

s ∈ IR2 | ⟨s, y − (0, 0)⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ B
}

, isto é, s1y1 + s2y2 ≤ 0 para

todo (y1, y2) ∈ IR × {0}. Logo, s1y1 ≤ 0 e s2 ∈ IR. Se y1 > 0, s1 ≤ 0. Se y1 < 0,

s1 ≥ 0. Logo, s1 = 0. Então s = {0} × IR.

iii. T3(0, 0) =
{

s ∈ IR2 | ⟨s, y⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ (0, 0)
}

. Então, s = IR2.

Além disso,

(T1 + T2) (0, 0) = T1(0, 0) + T2(0, 0) = {0} × IR+ + {0} × IR = {0} × IR.

Então, (T1 + T2)(0, 0) = {0} × IR & IR2 = T3(0, 0). Portanto, T1 + T2 não é maximal.

Na verdade, tem muitos critérios que garantem que a soma de operadores monótonos

maximais é maximal. O nosso caso de interesse é dado no seguinte teorema, cuja prova

foi dada por Rockafellar em espaços de Banach real.

Teorema 2.1.26 [35, Teorema 1,a] Sejam T1, T2 operadores monótonos maximais. Se

dom(T1) ∩ int(dom(T2)) ̸= ∅ então

T1 + T2

é um operador monótono maximal.

Proposição 2.1.27 [38, Exemplo 12.48] Seja K ⊂ IRn um conjunto convexo, fechado

e não vazio e uma aplicação F : K → IRn. Se F é cont́ınua e monótona sobre K, então

T = F +NK

é um operador monótono maximal.

Proposição 2.1.28 [4, Proposição 6.3.1] Seja K ⊂ IRn um conjunto não vazio, convexo

e fechado. Então para todo λ > 0 e para todo x ∈ IRn temos que

(I + λNK)
−1 (x) = PK(x), (2.1.5)

e portanto a projeção PK sobre K é uma aplicação monótona maximal simples valorado.

Em seguida, apresentamos um resultado muito sobre o operador projetor, o qual vai

ser utilizado no último caṕıtulo desta dissertação.
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Lema 2.1.29 Consideremos K ⊂ IRn um conjunto não vazio e convexo. A projeção

sobre o cone dual K⊗ é dado como

PK⊗(x) =
1

2
∇d2K(x). (2.1.6)

Prova. Primeiro, afirmamos que é válido a seguinte igualdade

I − (I + λT )−1 = (I + λT−1)−1, (2.1.7)

no qual a sua prova é imediata.

Logo, de (1.1.2), (1.1.3), (2.1.5), (2.1.7) e dos Lemas 1.1.1 e 1.1.16 temos que

PK⊗(x) = (I + λNK⊗)−1(x)

= (I − (I + λN−1
K⊗)

−1)(x)

= (I − (I + λNK)
−1)(x)

= (I − PK)(x)

= λ ∂δλ(x)

=
1

2
∇d2K(x) (2.1.8)

A partir daqúı, vamos definir operadores especiais, tais como os operadores fortemente

monótonos, não espansivos, proximais, as λ−regularização Yosida, os λ−hipomonótonos

os quais vão ser cruciais no desenvolvimento desta dissertação.

Definição 2.1.30 Se diz que T é fortemente monótono, com módulo α > 0, se para

(x, y), (x′, y′) ∈ T , temos

⟨x− x′, y − y′⟩ ≥ α ∥x− x′∥
2
,

ou equivalentemente, se existe um α > 0 tal que T − αI seja monótona.

Proposição 2.1.31 Se a inversa do operador T é fortemente monótono, para algum

α > 0, então T é simples valorada.

Prova. Seja x ∈ IRn tais que (x, y), (x, y′) ∈ T , para algum α > 0, temos que

0 = ⟨x− x, y − y′⟩ ≥ α ∥y′ − y∥
2
,

isto implica que ∥y′ − y∥ = 0 se, e somente se, y′ = y.
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Definição 2.1.32 Se diz que T é não-expansivo se,

∥y − y′∥ ≤ ∥x− x′∥ , ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ T.

Definição 2.1.33 Se diz que T é firmemente não-expansivo se

∥y′ − y∥
2
≤ ∥x′ − x∥

2
− ∥(x′ − y′)− (x− y)∥

2
, ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ T

onde com a norma usual, ∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2, pode ser redefinido como

⟨x′ − x, y′ − y⟩ ≥ ∥y′ − y∥
2
, ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ T.

Observação 2.1.34 Podemos observar que se T é um operador firmemente-expansivo

é equivalente dizer que T−1 é fortemente monótono com módulo α = 1.

Na literatura, operadores firmemente não-expansivos são algumas vezes chamados como

operadores pseudo-contrativos.

Observação 2.1.35 A propriedade de não expansividade é preservada tanto para

composições de aplicações quanto para soma de aplicações não expansivas sob certas

condições. Sejam S1, S2 aplicações não expansivas, são válidas as seguintes propriedades:

a. S1 ◦ S2 é não expansiva.

b. λ1S1 + λ2S2 é não expansiva se |λ1|+ |λ2| ≤ 1.

De fato, para provarmos o item a. tomaremos (x, y), (x′, y′) ∈ S1 ◦ S2, isto é, existem

a, a′ ∈ dom(S1) tais que (a, y) ∈ S1 com (x, a) ∈ S2 e (a′, y′) ∈ S1 com (x′, a′) ∈ S2.

Como S1 e S2 são aplicações não expansivas, temos

∥y′ − y∥ ≤ ∥a− a′∥ e, ∥a− a′∥ ≤ ∥x− x′∥ ,

o que implica que ∥y′ − y∥ ≤ ∥x− x′∥. Logo, S1 ◦ S2 é uma aplicação não expansiva.

Agora vamos provar o item b. Sejam (x, y), (x′, y′) ∈ λ1S1+λ2S2, então existem y1, y2

com (x, y1) ∈ S1 e (x, y2) ∈ S2 tais que

y = λ1y1 + λ2y2. (2.1.9)
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Analogamente, existem y′1, y
′
2 com (x′, y′1) ∈ S1 e (x′, y′2) ∈ S2 tais que

y′ = λ1y
′
1 + λ2y

′
2. (2.1.10)

De (2.1.9), (2.1.10) e como S1 e S2 são não-expansivos, temos

∥y′ − y∥ = ∥(λ1y
′
1 + λ2y

′
2)− (λ1y1 + λ2y2)∥

≤ |λ1| ∥y
′
1 − y1∥+ |λ2| ∥y

′
2 − y2∥

≤ |λ1| ∥x
′ − x∥+ |λ2| ∥x

′ − x∥

= (|λ1|+ |λ2|) ∥x
′ − x∥ .

Logo, temos que λ1S1 + λ2S2 é uma aplicação não expansiva se |λ1|+ |λ2| ≤ 1.

Proposição 2.1.36 Seja T uma aplicação não expansiva, então T é simples valorada

e k-Lipschitz cont́ınua com constante Lipschitz k.

Prova. Seja x ∈ IRn tal que (x, y), (x, y′) ∈ T . Como T é não-expansivo temos que

∥y′ − y∥ ≤ ∥x− x′∥ = 0.

Logo, ∥y′ − y∥ = 0 se, e somente se, y = y′. Portanto, T é simples valorada. Além disso,

por definição, um operador não-expansivo é k-Lipschitz com constante k = 1.

Uma das vantagens das aplicações não expansivas é que estas podem ser utilizadas

na construção de aplicações monótonas como veremos no seguinte resultado.

Proposição 2.1.37 Seja uma aplicação não expansiva T1 : IRn → IRn, então

T2 = I − T1 é monótono.

Prova. Sejam x, x′ ∈ IRn. Como T1 é não-expansivo, temos que

⟨T2(x)− T2(x
′), x− x′⟩ = ⟨x− x′, x− x′⟩+ ⟨T1(x

′)− T1(x), x− x
′⟩

≥ ∥x− x′∥
2
− ∥T1(x

′)− T1(x)∥ ∥x− x
′∥

= 0.

Proposição 2.1.38 Um operador T é firmemente não-expansivo se, e somente se, I−T

é firmemente não-expansivo.
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Prova. Primeiro, vamos provar que I − T é firmemente não -expansivo. Sejam

(x, y), (x′, y′) ∈ T , é válido a seguinte desigualdade

∥(x′ − y′)− (x− y)∥
2
≤ ⟨x′ − x, (x′ − y′)− (x− y)⟩

para todo (x, x− y), (x′, x′ − y′) ∈ I − T . De fato, como T é firmemente não-expansivo,

∥(x′ − y′)− (x− y)∥
2

= ⟨x′ − x, (x′ − x)− (y′ − y)⟩ − ⟨y′ − y, x′ − x⟩+ ⟨y′ − y, y′ − y⟩

≤ ⟨x′ − x, (x′ − x)− (y′ − y)⟩ − ∥y′ − y∥
2
+ ∥y′ − y∥

2

= ⟨x′ − x, (x′ − y′)− (x− y)⟩ .

Reciprocamente, sejam (x, y), (x′, y′) ∈ (I − T ). É válido que

⟨x′ − x′, (x− y)− (x′ − y′)⟩ ≥ ∥(x− y)− (x′ − y′)∥
2

para todo (x, x−y), (x′, x′−y′) ∈ I−T . De fato, como I−T é firmemente não-expansivo,

−⟨x− x′, y − y′⟩ ≥ ∥y − y′∥
2
− 2 ⟨x− x′, y − y′⟩ ,

∥x− x′∥
2
− ⟨x− x′, y − y′⟩ ≥ ∥y − y′∥

2
− 2 ⟨x− x′, y − y′⟩+ ∥x− x′∥

2

⟨x− x′, (x− x′)− (y − y′)⟩ ≥ ∥(x− x′)− (y − y′)∥
2

Definição 2.1.39 O conjunto zeros de T é definido como

Zer(T ) := T−1(0) = {x ∈ IRn : 0 ∈ T (x)}.

Cabe notar que este conjunto é interesante em otimização e na teoria de pontos fixos do

fato que se

• T = ∂f , onde f é uma função própria, convexa e semi-cont́ınua inferior, então

Zer(T ) é o conjunto de minimizadores de f .

• T = I − T̃ com T̃ não-expansivo, então Zer(T ) é o conjunto de pontos fixos de T .

Definição 2.1.40 O resolvente do operador T , para c > 0, é definido por

JT
c = (I + cT )−1 . (2.1.11)
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Se c = 1, o resolvente do operador T será denotado por JT .

Proposição 2.1.41 [4, Proposição 6.2.1] Seja T um operador monótono e seja c > 0.

Então JT
c : Im(I+ cT )→→IRn é monótono, não-expansivo e simples valorado. Além disso,

se T é maximal então JT
c é também maximal.

Proposição 2.1.42 O operador T é monótono se, e somente se, JT
c é um operador

firmemente não-expansivo para cada c > 0.

Prova. Sejam (x, y), (x′, y′) ∈ T e seja c > 0.

T ⇐⇒ ⟨x− x′, cy − cy′⟩ ≥ 0

⇐⇒ ⟨x− x′, cy − cy′ + x− x′⟩ ≥ ∥x− x′∥
2

⇐⇒ ⟨x− x′, (x+ cy)− (x′ + cy′)⟩ ≥ ∥x− x′∥
2
.

Então, (I + cT )−1 é firmemente não-expansiva.

Lema 2.1.43 Seja T monótona e JT
c como definido em (2.1.11). O operador (JT

c )
−1 é

fortemente monótona com α = 1.

Prova. Como T é um operador monótono, segundo a Proposição 2.1.42, JT
c é não

-expansivo para cada c > 0. Logo, da Observação 2.1.34 temos que (JT
c )

−1 é fortemente

monótono com α = 1.

Lema 2.1.44 Seja T um operador monótono. Para qualquer c > 0 e ρ ∈ (0, 2), a

aplicação

ρ JT
c + (1− ρ)I

é não expansiva, e os seus pontos fixos são os zeros de T .

Prova. Vamos provar que o operador ρJT
c + (1− ρ)I é não-expansivo. De fato,

ρJT
c + (1− ρ)I =

2− ρ

2
I +

ρ

2
N,

onde N = 2JT
c − I.

Além disso, é imediato verificar que se JT
c é não-expansivo então N é também não
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-expansivo. Logo, desde que ρ ∈ (0, 2), segundo a Observação 2.1.35, item b. temos que

ρJT
c + (1− ρ)I é um operador não-expansivo.

Por outro lado, suponhamos que x é ponto fixo de ρJT
c +(1− ρ)I. Então, JT

c (x) = x.

Dáı, x = (I + cT )(x) se, e somente se, 0 ∈ T (x). Portanto, x ∈ Zer(T ).

A seguir, definimos o operador

QT
c = I − JT

c . (2.1.12)

Observação 2.1.45 Podemos observar que o operador QT
c é firmemente não-expansivo.

De fato, da Proposição 2.1.42 temos que JT
c é firmemente não-expansivo e, segundo a

Proposição 2.1.38, temos que QT
c é também firmemente não-expansivo.

Observe que os operadores JT
c e QT

c estão ı́ntimamente relacionados, pois um zero de

T é um ponto fixo de JT
c e este à vez é um zero de QT

c , isto é,

0 ∈ T (z) ⇐⇒ JT
c (z) = z ⇐⇒ QT

c (z) = 0. (2.1.13)

De fato,

0 ∈ T (z)⇐⇒ z ∈ (I + T )(z)⇐⇒ JT
c (z) = z ⇐⇒ (I − JT

c )(z) = 0⇐⇒ QT
c (z) = 0.

Proposição 2.1.46 Para todo z, w ∈ IRn é válido as seguintes afirmações:

a. c−1QT
c (z) ∈ T (J

T
c (z)) .

b. ∥z − w∥2 ≥
∥

∥JT
c (z)− J

T
c (w)

∥

∥

2
+
∥

∥QT
c (z)−Q

T
c (w)

∥

∥

2

Prova. Primeiro, vamos provar o item a.. De (2.1.11) e (2.1.12), para todo z ∈ IRn,

(I + c T )
(

JT
c (z)

)

= z ⇐⇒ z ∈ JT
c (z) + cT (JT

c (z))

⇐⇒ c−1QT
c (z) ∈ T (J

T
c (z)).

Segundo, vamos provar o item b.,

∥z − w∥2 =
∥

∥

(

JT
c +QT

c

)

(z)−
(

JT
c +QT

c

)

(w)
∥

∥

2

≥
∥

∥JT
c (z)− J

T
c (w)

∥

∥

2
+
∥

∥QT
c (z)−Q

T
c (w)

∥

∥

2
.

A última desigualdade é obtida do fato que
⟨

JT
c (w)− J

T
c (z), Q

T
c (w)−Q

T
c (z)

⟩

≥ 0.
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Definição 2.1.47 Para qualquer aplicação T e λ > 0, a correspondente

λ-regularização Yosida de T definido por

Tλ =
(

λI + T−1
)−1

=
(

I + λ−1T−1
)−1
◦ λ−1I.

É importante mencionar que o estudo dos operadores λ-regularizações Yosida são con-

siderados muito vantajosos em otimização. De fato,

a. Para qualquer T e λ ∈ IR temos que

T−1
λ (0) = T−1(0) + λI(0) = T−1(0), (2.1.14)

isto é, Zer(Tλ) = Zer(T ).

b. O Tλ pode ser localmente monótona embora T não seja, isto facilita o nosso es-

tudo porque a teoria dos operadores monótonos tem uma grande quantidade de

propriedades.

Proposição 2.1.48 Cada aplicação T , para qualquer λ > 0, satisfaz

Tλ = λ−1
(

I − JT
λ

)

(2.1.15)

Prova. Por um cálculo simples, temos que

(w, z) ∈ λ−1
(

I − JT
λ

)

⇐⇒ (w,w − λz) ∈ JT
λ

⇐⇒ (w − λz, w) ∈ (I + λT )

⇐⇒ (z, w − λz) ∈ T−1

⇐⇒ (z, w) ∈ (T−1 + λI)

⇐⇒ (w, z) ∈ Tλ.

Proposição 2.1.49 [4, Teorema 6.2.3, (b)] Seja T monótono maximal. Então, Tλ, é

um operador simples valorado, monótono maximal e λ−1-Lipschitz cont́ınua.

Definição 2.1.50 Uma aplicação T é dita λ-hipomonótona em x̄ se existe uma vizi-

nhança X ∋ x̄ e λ > 0 tal que T + λI é monótono em X, isto é,

⟨y′ − y, x′ − x⟩ ≥ −λ ∥x′ − x∥
2
, (x, y), (x′, y′) ∈ T.

O operador T é um operador λ-hipomonótono em X se é λ-hipomonótono em cada x̄ ∈ X.
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Exemplo 2.1.51 Toda aplicação monótona é λ-hipomonótona. De fato, consideremos

T uma aplicação monótona então T + λI é monótona. Dáı, T é λ-hipomonótona.

Corolario 2.1.52 Seja F : X → IRn uma aplicação simples valorada e estritamente

cont́ınua sobre X ∈ IRn, então F é λ-hipomonótona sobre X.

Prova. Seja k a constante Lipschitz de F sobre X.

Definimos

G = F + kI.

Então,

⟨G(x′)−G(x), x′ − x⟩ = ⟨F (x′)− F (x), x′ − x⟩+ k ⟨x′ − x, x′ − x⟩

≥ −∥F (x′)− F (x)∥ ∥x′ − x∥+ k ∥x′ − x∥
2
.

≥ 0,

onde a última desigualdade é obtida do fato de F ter k−Lipschitz cont́ınua. Logo, G é

monótono sobre X, isto é, F é uma aplicação λ-hipomonótona com λ = k.

Exemplo 2.1.53 Seja f : IRn → IR uma função própria e semi-cont́ınua inferior. A

aplicação subdiferencial, ∂f , é λ-hipomonótona em x̄ se, e somente se, existe λ ∈ IR+ tal

que f + 1/2λ ∥∥2 é convexa sobre uma vizinhança de X ∋ x̄.

De fato, seja ∂f uma aplicação λ-hipomonótona em x̄, então existe uma vizinhançaX ∋ x̄

e λ ∈ IR+ tal que ∂f + λI é monótona sobre X.

Logo, pelo Exemplo 2.1.5, a convexidade da função

f +
λ

2
∥∥2

em X é condição necessária e suficiente para ∂f + λI ser monótona em X. O resultado

seguinte mostra como obter os resolventes de JTλ
c mediante utilização dos resolventes de

T .

Lema 2.1.54 Para qualquer T e c, λ ∈ IR tal que c+ λ ̸= 0 e c ̸= 0, temos

JTλ
c =

c

c+ λ
JT
(c+λ) +

λ

c+ λ
I.
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Prova. Por um cálculo simples, temos

x̄ ∈ JT
(c+λ)(x) ⇐⇒ x̄ ∈ (I + (c+ λ)T )−1 (x)

⇐⇒ x̄ ∈ T−1(
x− x̄

c+ λ
)

⇐⇒
cx̄+ λx

c+ λ
∈
(

λI + T−1
)

(

x− x̄

c+ λ

)

⇐⇒
x− x̄

c+ λ
∈ T (

cx̄+ λx

c+ λ
)

⇐⇒ x ∈ (I + cTλ) (
cx̄+ λx

c+ λ
)

⇐⇒
cx̄+ λx

c+ λ
∈ JTλ

c (x)

⇐⇒ x̄ ∈

(

(c+ λ)

c
JTλ
c +

λ

c
I

)

(x).

Definição 2.1.55 Se diz que T tem k-Localização Lipschitz em (z̄, v) ∈ graf T se exis-

tem vizinhanças X ∋ z̄ e Y ∋ v tal que a aplicação

x 7→ T (x) ∩ Y, x ∈ X

é simples valorada e Lipschitz cont́ınua sobre X.

Proposição 2.1.56 Se T−1 tem uma k-localização Lipschitz em (0, z̄). Então, para

λ ≥ k, Tλ é monótono maximal numa vizinhança de (z̄, 0).

Prova. Como T−1 tem uma k-Localização Lipschitz em (0, z̄), existem vizinhanças Y ∋ 0

e X ∋ z̄ tal que a aplicação

y 7→ T−1(y) ∩X

é simples valorada e k-Lipschitz cont́ınua em X.

Seja F uma aplicação multivalorada k-Lipschitz cont́ınua sobre Y tal que

graf F = graf T−1 ∩ (Y ×X).

É válido que F +λI é uma aplicação monótona para λ ≥ k. De fato, sejam y1, y2 ∈ Y

e como F é uma aplicação k-Lipschitz cont́ınua, temos

⟨(F (y1) + λy1)− (F (y2) + λy2) , y1 − y2⟩ ≥ −∥F (y1)− F (y2)∥ ∥y1 − y2∥+ λ ∥y1 − y2∥
2

≥ −k ∥y1 − y2∥
2 + λ ∥y1 − y2∥

2

= (λ− k) ∥y1 − y2∥
2 .
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Então, para λ ≥ k, F + λI é uma aplicação monótona.

Por outro lado, para qualquer y ∈ dom(F + λI) = Y , temos

(F + λI) (y) = F (y) + λy = T−1(y) ∩X + λy =
(

T−1(y) + λy
)

∩ (X + λy) .

Então,

graf (F + λI) = graf
(

T−1 + λI
)

∩(Y × (X + λy)) = graf
(

T−1 + ρI
)

∩U = graf T−1
λ ∩U,

onde

U = {(y, z) : y ∈ Y, z ∈ X + λy} .

Como F é k-Lipschitz cont́ınua sobre Y , então F + λI também é k−Lipschitz cont́ınua.

Em particular, F + λI é cont́ınua sobre Y .

Além disso, da monotonicidade de F + λI, temos que T−1 + λI é uma aplicação

monótona sobre U . Logo, Tλ = (T−1 + λI)
−1

é monótona sobre U . Portanto, pela

Proposição 2.1.23, temos que Tλ é monótona maximal sobre U .

2.2 Dualidade com monotonicidade maximal

Nesta seção vamos considerar o modelo dual de composição em programação convexa

estudado por Pennanen[27, Seção 5].

Sejam X e U dois espaços euclidianos, K um cone convexo em U , f : X → IR e

g : U → IR convexas e H : X → U tal que H é K-convexa, isto é, para todo x1, x2 ∈ X

temos que

H(α1x1 + α2x2)− α1H(x1)− α2H(x2) ∈ K,

onde α1, α2 ∈ [0, 1] e α1 + α2 = 1.

A composição de H e g é definida por

(g ◦H)(x) = g(H(x)),

para todo x ∈ dom(g ◦H) = {x ∈ dom(H) | H(x) ∈ dom(g)}.

O modelo de composição em programação convexa estudada por Pennanen[28, Seção

8] é o problema de minimização

min {f0(x) = (f + g ◦H)(x), x ∈ dom(f + g ◦H)} .
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Segundo Pennanen[28, Proposição 8.1], se existir x ∈ ri(dom(f)) ∩ ri(dom(H))

tal que H(x) ∈ ri(dom(g)), então o subdiferencial de f0 pode ser expresso como

∂f0(x) = ∂f(x) +DH(x)T∂g(H(x)),

onde DH(x)T é a transporta da matriz jacobiana de H.

Nestas condições, uma generalização deste modelo de otimização é obtida quando ∂f

e ∂g são substituidos por aplicações monótonas maximais gerais, tendo assim o seguinte

resultado de dualidade em programação de composição.

Proposição 2.2.1 [27, Proposição 5.1] Sejam X, Y,W e Z dois espaços euclidianos e K

um cone convexo de X. Sejam S : X→→W e T : Y→→Z operadores monótonos maximais e

H : X → Y uma função K-convexa e K-fechado tal que Im(T ) ⊂ K⊗.

Dado um ponto x ∈ X, x resolve

(Pcomp) 0 ∈ S(x) +DH(x)T (T (H(x)))

se, e somente se, existe um ponto z tal que

(Lcomp) (0, 0) ∈ S(x)× T−1(z) + ∂̃R(x, z),

onde R é a função sela definida como

R(x, z) =







H(x)T z − δK(z), x ∈ dom(H)

+∞, caso contrario.

com ∂̃R(x, z) = ∂xR(x, z)× ∂z(−R)(x, z).

O modelo de dualidade de composição, dado na Proposição 2.2.1, corresponde ao contexto

de dualidade geral da Definição 1.3.1 com

F0(x) = S(x) +DH(x)TH(x),

F (x, z) =





S(x)

0



+





DH(x)T

I



 (T (H(x) + z)) , (2.2.1)

L = S × T−1 + ∂̃R.
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Nestas considerações, designamos o problema primal, Lagrangeano e dual, no contexto

de dualidade de composição por

0 ∈ F0(x) = S(x) +DH(x)TT (H(x)), (2.2.2)

(0, 0) ∈ L(x, z) =





S(x)

T−1(z)



+





DH(x)T z

−H(x)



 , (2.2.3)

0 ∈ G0(z), (2.2.4)

onde G0(z) é definido em (1.3.9).

Cabe observar que nos casos gerais a aplicação G0 não é uma expressão expĺıcita em

termos de S, T e H como as aplicações F0 e L, mas ela pode ser calculada de acordo com

a fórmula dada na equação (1.3.9), o qual vai depender da forma do lagrangeano.

Exemplo 2.2.2 De novo, consideremos o problema (PNL) apresentado na Seção 1.2

do Caṕıtulo 1. No contexto de programação de composição, com H e K como foram

definidos em (1.2.3) e (1.2.4), o problema (PNL) pode ser reformulado como segue:

min {f0(x) + δK(H(x)), x ∈ IRn} .

Observe que uma condição de otimalidade desse problema é dado por

0 ∈ ∇f0(x) +DH(x)TNK(H(x)),

no cual corresponde ao problema primal no contexto de dualidade em programação com-

posta se substituirmos S(x) = ∇f0(x) e T (x) = NK(x) em (2.2.2).

Além disso, como T (x) = NK(x), segundo o Lema 1.1.16, temos que

T−1(z) = NK⊗(z). Então o problema lagrangeano no contexto de dualidade de com-

posição, segundo (2.2.3), fica como

(0, 0) ∈ L(x, z) = ∇f0(x)×NK⊗(z) +
(

DH(x)T z,−H(x)
)

. (2.2.5)

Observe que este problema coincide com o sistema KKT para o problema (PNL) dado

em (1.2.6).



Caṕıtulo 3

O algoritmo do ponto proximal

(APP)

Neste Caṕıtulo apresentaremos o algoritmo do ponto proximal clássico de Rockafellar[36]

para logo estudar uma nova proposta de generalização deste algoritmo: o algoritmo do

ponto proximal relaxado de Eckstein e Bertsekas[9], o qual é um algoritmo aplicado

também para operadores monótonos maximais. Depois, analizaremos a versão local

deste algoritmo, no qual, se tivermos problemas com operadores gerais então procu-

raremos ferramentas para ainda aplicar o algoritmo. Muitos dos resultados desse caṕıtulo

foram obtidos, principalmente, de Bertsekas[5], Eckstein e Bertesekas[9], Gol’shtein[13],

Iusem[19], Pennanen[29], Rockafellar[32, 36, 37], entre outros.

Considere o problema de otimização sem restrições

min{f(z) : z ∈ IRn} (3.0.1)

onde f é uma função convexa e limitada inferiormente.

Um dos métodos mais populares para resolver este problema convexo e não necessaria-

mente diferenciável é o algoritmo do ponto proximal (APP). O APP clássico, para resolver

o problema (3.0.1), gera uma sequência de pontos {zk} ⊂ IRn, a partir de z0 ∈ IRn, dado

como

zk+1 ∈ argmin

{

f(z) +
λk
2

∥

∥z − zk
∥

∥

2
, z ∈ IRn

}

, (3.0.2)

47
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onde λk é um parâmetro positivo tal que λk ∈ (0, λ̄] para algum λ̄ > 0.

Cabe observar que

fλk
(z) = f(z) +

λk
2

∥

∥z − zk
∥

∥

2

é a regularização Moreau-Yosida de f , onde se espera que fλk
forneça algum tipo de

aproximação do minimizador, caso existir, da função objetivo f .

Observe que, segundo (3.0.2), zk+1 são os pontos proximais de zk com respeito à

função fλk
, isto é, a iterada de ordem k + 1 do método de ponto proximal pode ser

reescrita como segue

zk+1 ∈ proxλk,f (z
k).

Mais ainda, se f é limitada inferiormente e semi-cont́ınua inferior então a sequência

{zk} gerada por (3.0.2), está bem definida. Além disso, é bem conhecido na literatura

que sob algumas hipóteses razoáveis a sequência gerada por (3.0.2), converge para um

minimizador de f . Uma abordagem para esta prova de convergência baseia-se na noção

de Fejér convergente e é dado como segue.

Definição 3.0.3 Seja {zk} ⊂ IRn e um conjunto U ⊂ IRn. Se diz que {zk} é Fejér

convergente em U se para todo z ∈ U temos

∥

∥zk+1 − z
∥

∥ ≤
∥

∥zk − z
∥

∥ ,

para todo k ∈ IN .

Proposição 3.0.4 [19, Proposição 2.1] Seja U ⊂ IRn um conjunto não vazio. Se {zk}

é Fejér convergente em U então {zk} é limitada. Além disso, se existir um ponto de

acumulação z̄ de {zk} tal que z̄ ∈ U , então toda sequência {zk} converge para o ponto

limite z̄.

Nestas condições, se f for uma função convexa, limitada inferiormente, semi-continua

inferior e assumindo que o conjunto de minimizadores de f em IRn, X∗, é não vazia

então a prova de convergência de {zk}, gerado por (3.0.2), para um ponto de X∗ pode

ser esquematizado conforme os seguintes passos:

i. A boa definição do algoritmo, isto é, a existência das sequências {zk}.
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ii. A sequência {zk} é Fejér convergente, o que implica que {zk} é limitada.

iii. limk→∞(xk+1 − xk) = 0.

iv. {zk} tem pontos de acumulação e todos eles pertencem a X∗.

Por outro lado, se f é convexa e o operador T = ∂f temos que x ∈ Zer(T ) se, e

somente se, x é minimizador de f . De fato, para x ∈ Zer(T ) temos que para todo

y ∈ IRn

0 = ⟨0, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x),

o que implica que f(x) ≤ f(y) para todo y ∈ IRn. Então o problema de encontrar zeros

de operadores monótonos maximais generaliza o problema de minimização convexa.

Além disso, de acordo com o Teorema 1.1.5, o APP para solucionar o problema de

minimização (3.0.1) pode ser caracterizado por

0 ∈ ∂f(zk+1) + λk
(

zk+1 − zk
)

. (3.0.3)

Segundo o Exemplo 2.1.5, ∂f é monótono maximal, o que conduz a uma extensão natural

o qual é equivalente a

zk+1 ∈ (I +
1

λk
T )−1(zk) (3.0.4)

para todo k ∈ N com T = ∂f .

Mais ainda, da monotonicidade de T e da Proposição 2.1.41 temos que o operador

(I + 1
λk
T )−1 é simples valorado, isto é,

zk+1 = JT
ck
(zk),

onde JT
ck

é chamado de operador resolvente de T para uma sequência {ck} de números

reais positivos tal que ck = 1/λk. Vale a pena mencionar que Minty[24] provou que

a sequência {zk} existe e é única devido ao fato da sobrejetividade e injetividade do

operador JT
ck
, respectivamente.

A seguir, vamos dar uma interpretação geométrica do comportamento do algoritmo

para operadores monónotomos maximais reais. Se T : IR→ IR temos que

yk+1 = −λk(z
k+1 − zk)
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com yk+1 = T (zk+1).

Como λk é um parâmetro positivo, o ângulo de inclinação da reta que pasa por o

ponto (zk, 0) é obtuso, isto significa que o par (zk+1, yk+1), se aproxima, em cada iteração,

para o (z̄, 0) com z̄ ∈ Zer(T ).

Figura 3.1: O ângulo de inclinação da reta que pasa por o ponto (zk, 0) é obtuso.

Por conseguinte, segundo o APP, o problema de encontrar zeros de operadores

monótonos maximais

0 ∈ T (z) (3.0.5)

é substituido por uma sequência de subproblemas dados por

0 ∈ T (z) + c−1
k (z − zk). (3.0.6)

De fato, este algoritmo iterativo pode ser visto como uma regularização, possivelmente

mal-comportado, do operador T como veremos no próximo exemplo: Seja T : IRn → IRn

tal que T (z) = Az − b com A ∈ IRn×n semidefinida positiva e b ∈ IRn. Suponhamos que

A for singular e c−1
k →∞. Nestas condições, temos que o subproblema do APP dado por

c−1
k zk + b ∈ (A+ c−1

k I)(z)

é bem-comportado do fato que a condição de número da matriz A + c−1
k I, k(A + c−1

k I),

converge para 1, embora o problema original de solucionar o sistema linear b ∈ Az não .
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É importante mencionar que solucionar o problema (3.0.6), muitas vezes o algoritmo,

no ponto de vista de esforço computacional,torna-se demorado e caro. Uma alternativa

para esses obstáculos é considerar uma aproximação das soluções desse problema o qual

é obtido por algum método iterativo eficiente. Dáı, uma sequência de erro é relacionada

com as soluções do problema (3.0.6). Obtendo assim uma versão inexata do APP.

Vale a pena mencionar que trabalhos anteriores ao Rockafellar[36] basearam os es-

tudos do APP na “forma exata” no qual as sequências de erro é considerado 0 para todo k.

Então, o Algoritmo de Ponto Proximal clássico (APP) foi proposto por Martinet[23]

em 1970 como um método de regularização no contexto de otimização convexa em espaços

de Hilbert e desenvolvido logo depois por Rockafellar[36] para solucionar o problema de

otimização convexa (3.0.1) e para obter zeros de operadores monótonos maximais em

espaços de Hilbert H. A seguir apresentaremos um resultado de Rockafellar[36, Teorema

2], que foi dado em espaços de Hilbert H no qual mostra o método APP para encontrar

zeros de operadores monótonos maximais para resolver o problema (3.0.5), garantindo

também a convergência linear desse algoritmo baseado na abordagem da k-Lipschitz

cont́ınua de T−1 em 0 ao invés da monotonicidade forte de T o qual está mais orientado

para programação convexa.

Definição 3.0.5 Dizemos que T−1 é k-Lipschitz cont́ınua em 0 ∈ IRn com módulo

k ≥ 0, se Zer(T ) = {z̄} e existe τ > 0 tal que se z ∈ T−1(w) com ∥w∥ ≤ τ temos que

∥z − z̄∥ ≤ k ∥w∥ . (3.0.7)

Teorema 3.0.6 [36, Teorema 2] Seja T : H→→H um operador monótono maximal. Con-

sidere que o APP gera uma sequência {zk}, a partir de um ponto inicial arbitrário z0 ∈ H,

dada como

zk+1 ≈ JT
ck
(zk) (3.0.8)

tal que
∥

∥zk+1 − JT
ck
(zk)

∥

∥ ≤ ek,

onde a sequência escalar {ek} satisfaz que
∑∞

k=0 ek <∞ e {ck} é uma sequencia positiva

não decrescente tal que ck ↑ c̄ ≥ +∞.
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Suponha também que a sequência {zk} é gerada pelo APP tal que

∥

∥zk+1 − JT
ck
(zk)

∥

∥ ≤ δk
∥

∥zk+1 − zk
∥

∥ ,

onde as sequências escalares {δk} e {ck} satisfazem
∑∞

k=0 δk <∞ e ck ↑ c ≤ ∞.

Além disso, assumamos que {zk} é limitada, o que ocorre sempre que Zer(T ) ̸= ∅, e que

T−1 é a-Lipschitz cont́ınua em 0 com a > 0.

Seja

uk =
a

√

a2 + c2k
< 1.

Então, a sequência {zk} converge fortemente para a única solução z̄ para (3.0.5) com

∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ ≤ αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥

para todo k ≥ k′, onde

0 ≤ αk =
uk + δk
1− δk

< 1.

Rockafellar[36] também mostrou que se ek converge para 0 suficientemente rápido tal

que
+∞
∑

k=1

∥

∥ek
∥

∥ <∞,

então a sequência {zk} converge fracamente para um zero de T . Além disso, a con-

vergência forte do algoritmo é garantido se {zk} é limitado, {ck} é uma sequência não

decrescente tal que ck ↑ c̄ ≤ ∞ e T−1 é a-Lipschitz cont́ınua, ver Rockafellar[36, Teo-

rema 2], ou se T é fortemente monótono com módulo a > 0 sem necessidade de {zk}

ser limitada, ver Rockafellar[36, Proposição 5]. A importância de convergência forte é

sublinhada por Güler[15], onde uma função convexa f é minimizada pelo APP: neste é

mostrado que a taxa de convergência da sequência {f(zk)} é melhor quando {zk} con-

verge fortemente do que quando convergir fracamente. Mas a hipótese que T é fortemente

monótona excluem algumas aplicações mais importantes tais como os problemas t́ıpicos

de programação convexa. Por outro lado, Güler[15] construiu um exemplo mostrando que

o algoritmo dado por Rockafellar em (3.0.8) para espaços de Hilbert na versão exata não

converge fortemente em geral. Nesta situação, como a convergência fraca não é suficiente

para obter um algoritmo eficiente, robusto e com baixo tempo de execução e tendo em
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conta que o APP não converge fortemente em geral é que muitos dos pesquisadores tem

trabalhado para encontrar algoritmos que sempre convergem fortemente, ou pelo menos

modificar o algoritmo de Rockafellar de tal forma que a convergência forte seja garantida.

Uma de tais modificações foi obtida por Solodov e Svaiter[40].

Além disso, cabe destacar que a análise da taxa de convergência do APP foi melhorada

por Luque[21] permitindo T−1(0) ser um conjunto como é dado no seguinte resultado.

Teorema 3.0.7 [21, Teorema 2.1] Seja {ck} uma sequência não crescente de constantes

positivas e {zk} as sequências geradas pelo APP. Suponhamos que temos uma vizinhança

Y da origem e uma constante positiva a ∈ IR tal que

y ∈ Y, y ∈ T (z)→ dist{z, T−1(0)} ≤ a∥y∥.

Então, dist{zk, T−1(0)} converge linearmente para 0 com um taxa de convergência limi-

tada inferiormente por
a

√

a2 + (lim ck)2
.

Vale a pena mencionar que Brézis e Lions[7] fizeram alguns refinamentos para a prova de

convergência do APP.

Por outro lado, ao longo do tempo muitas variantes do APP foram consideradas, uma

de tais considerações que se realizou ao APP foi a relaxação desse método, o qual é o

resultado da combinação do APP clásico do Rockafellar com um algoritmo de Gol’shtein

e Tret’yakov[14] que considera as iterações dadas por

zk+1 =
(

ρkJ
T
c + (1− ρk)I

)

(zk),

onde em comparação com o algoritmo de Rockafellar[36], o parâmetro c não varia em

cada passo k e não considera os casos nos quais Zer(T ) = ∅, mas sim permite resolver

aproximadamente. Assim, foi introduzido o APP relaxado para operadores monótonos

maximais multivalorados, o qual, a partir de um ponto arbitrário z0, uma sequência dada

por

zk+1 =
(

ρkJ
T
ck
+ (1− ρk)I

)

(zk),

onde ρk ∈ (0, 2) é o parâmetro de relaxação.
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3.1 O Algoritmo do Ponto Proximal Relaxado

(APPR)

Nesta seção apresentamos o APP relaxado, o qual foi desenvolvido por Eckstein e

Bertsekas[9] em espaços de Hilbert real H. Para os resultados e a análise destes nesta

seção, será considerado o espaço euclidiano. Também, sob certas hipóteses mostraremos

a convergência linear do APP relaxado. Além disso, ao longo desta seção vamos deno-

tar os operadores JT
k = JT

ck
e QT

k = QT
ck

como foram definidos em (2.1.11) e (2.1.12),

respectivamente.

Lema 3.1.1 Seja T : IRn→→ IRn um operador monótono maximal e seja {zk} tal que

zk+1 = (1− ρk)z
k + ρkw

k

onde
∥

∥wk − JT
k (z

k)
∥

∥ ≤ ϵk, ∀ k ≥ 0,

e {ϵk}, {ρk}, {ck} ⊂ [0,+∞) são sequências tais que

E1 =
+∞
∑

k=0

ϵk <∞, ∆1 = inf
k≥0

ρk > 0, ∆2 = sup
k≥0

ρk < 2, c̄ = inf
k≥0

ck > 0.

Tal sequência {zk} gerada pelo algoritmo acima, é denominado ponto proximal relaxado.

Se Zer(T ) ̸= ∅ então {zk} é uma sequência limitada. Mais ainda, para todo k ∈ N temos

que JT
k (z

k) é limitado.

Prova. Primeiro vamos provar que {zk} é limitada sempre que Zer(T ) ̸= ∅. Para isso,

definimos

z̄k+1 = (1− ρk)z
k + ρkJ

T
k (z

k),

para todo k, isto é,

z̄k+1 = (I − ρkQ
T
k )(z

k).

Seja z∗ ∈ Zer(T ). De (2.1.13), temos que

∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥

2
=

∥

∥(I − ρkQ
T
k )(z

k)− z∗
∥

∥

2

=
∥

∥zk − z∗ − ρkQ
T
k (z

k)
∥

∥

2

=
∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+ ρ2k

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
− 2ρk

⟨

zk − z∗, QT
k (z

k)−QT
k (z

∗)
⟩

.



3.1. O ALGORITMO DO PONTO PROXIMAL RELAXADO (APPR) 55

Como QT
k é um operador firmemente não-expansivo, segundo a Observação 2.1.45,

obtemos

∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥

2
≤

∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+ ρ2k

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
− 2ρk

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2

=
∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+ ρk(ρk − 2)

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
. (3.1.1)

Além disso, pela hipótese

0 < ∆1 ≤ ρk, (3.1.2)

2 > ∆2 ≥ ρk ⇐⇒ 2− ρk ≥ 2−∆2 > 0. (3.1.3)

De (3.1.2) e (3.1.3),

ρk(ρk − 2) ≤ ∆1(∆2 − 2) < 0. (3.1.4)

Então, de (3.1.1) e (3.1.4),

∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥

2
≤

∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+∆1(∆2 − 2)

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
(3.1.5)

≤
∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
. (3.1.6)

Para todo k ≥ 0, temos que

∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥ =
∥

∥

(

(1− ρk)z
k + ρkw

k
)

−
(

(1− ρk)z
k + ρkJ

T
k (z

k)
)∥

∥

= ρk
∥

∥wk − JT
k (z

k)
∥

∥

≤ ρkϵk. (3.1.7)

De (3.1.6) e (3.1.7),

∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥ ≤
∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥+
∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥ ≤ ρkϵk +
∥

∥zk − z∗
∥

∥ .

Calculando o somatório em ambos os lados da desigualdade, para todo k, temos

∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥ ≤
∥

∥z0 − z∗
∥

∥+
k

∑

i=0

ρkϵk

≤
∥

∥z0 − z∗
∥

∥+
k

∑

i=0

sup{ρk}ϵk

≤
∥

∥z0 − z∗
∥

∥+ 2
k

∑

i=0

ϵk

= M, (3.1.8)



56 CAPÍTULO 3. O ALGORITMO DO PONTO PROXIMAL (APP)

onde M = ∥z0 − z∗∥+ 2E1. Logo, {z
k} é uma sequência limitada.

Por outro lado, vamos provar que JT
k (z

k) é limitado. De fato, como {zk} é limitada,

existe ϵ > 0 tal que
∥

∥zk
∥

∥ < s para todo k ∈ IN . Consideremos

ē = sup
k≥0
{ϵk}, e r =

2s

min{1,∆1}
+ ē+ 1

então
∥

∥zk
∥

∥ < s <
2s

min{1,∆1}
= r − 1− ē ≤ r − 1. (3.1.9)

Como wk = 1
ρk

(

zk+1 − (1− ρk)z
k
)

temos que

∥

∥wk
∥

∥ =
1

ρk

∥

∥zk+1 − (1− ρk)z
k
∥

∥

≤
1

ρk

(∥

∥zk+1
∥

∥+ |ρk − 1|
∥

∥zk
∥

∥

)

<
1

∆1

(s+ s) =
2s

∆1

. (3.1.10)

Desde que min{1,∆1} ≤ ∆1 e de (3.1.9) temos que

2s

∆1

≤
2s

min{1,∆1}
≤ r − 1. (3.1.11)

Logo, de (3.1.10) e (3.1.11) obtemos que

∥

∥wk
∥

∥ <
2s

∆1

≤ r − 1.

Dáı, como
∣

∣

∥

∥wk
∥

∥−
∥

∥JT
k (z

k)
∥

∥

∣

∣ ≤
∥

∥wk − JT
k (z

k)
∥

∥ ≤ ϵk, para todo k, temos que

∥

∥JT
k (z

k)
∥

∥ ≤
∥

∥wk
∥

∥+ ϵk <
2s

∆1

+ ē ≤ r − 1.

Teorema 3.1.2 Nas condições do Lema 3.1.1, se T possui algum zero, {zk} converge

para um zero de T . Se T não tem zeros, então {zk} será uma sequência ilimitada.

Demonstração. Primeiro, vamos analizar o caso de T possuir algum zero. De (3.1.5),

(3.1.6), (3.1.7) e (3.1.8) temos que

∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥

2
=

∥

∥

(

z̄k+1 − z∗
)

+
(

zk+1 − z̄k+1
)∥

∥

2

≤
∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥

2
+
∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥

2
+ 2

∥

∥z̄k+1 − z∗
∥

∥

∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥

≤
∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+∆1(∆2 − 2)

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
+ (ρkϵk)

2 + 2
∥

∥zk − z∗
∥

∥ ρkϵk

≤
∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+ (ρkϵk)

2 +∆1(∆2 − 2)
∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
+ 2ρkϵkM. (3.1.12)
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Como
∑+∞

k=0 ϵk é convergente então
∑+∞

k=0 ϵ
2
k é convergente. Calculando o somatório

em ambos os lados da desigualdade, para todo k, temos

∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥

2
≤

∥

∥z0 − z∗
∥

∥

2
+ 4

k
∑

i=0

ϵ2i +∆1(∆2 − 2)
k

∑

i=0

∥

∥QT
i (z

i)
∥

∥

2
+ 4M

k
∑

i=0

ϵi

≤
∥

∥z0 − z∗
∥

∥

2
+ 4E2 +∆1(∆2 − 2)

k
∑

i=0

∥

∥QT
i (z

i)
∥

∥

2
+ 4ME1,

onde E2 =
∑k

i=0 e
2
i .

Dáı,

∆1 (2−∆2)
k

∑

i=0

∥

∥QT
i (z

i)
∥

∥

2
≤

∥

∥z0 − z∗
∥

∥

2
+ 4(E2 +ME1)−

∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥

2
,

e segundo o Lema 3.1.1 temos que {zk} é limitado. Dáı,

∆1(2−∆2)
k

∑

i=0

∥

∥QT
i (z

i)
∥

∥

2

é limitado. Como
∑k

i=0

∥

∥QT
i (z

i)
∥

∥

2
é monótono crescente e limitado existe o limite.

Tomando limite, quando k →∞, temos

lim
k→∞

QT
k (z

k) = 0. (3.1.13)

Como T é maximal, do Lema 2.1.12, zk pode ser escrito de forma única como

zk = xk + cky
k, (3.1.14)

onde ck > 0 e (xk, yk) ∈ T . Então zk ∈ xk+ckT (x
k) = (I + ckT ) (x

k), isto é, JT
k (z

k) = xk,

de onde

zk − xk = I(zk)− JT
k (z

k) = QT
k (z

k). (3.1.15)

Logo, de (3.1.13) temos que

zk − xk → 0.

Além disso, de (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15) e como {ck} é uma sequência limitada

inferiormente,

0← c−1
k QT

k (z
k) = c−1

k (zk − xk) = c−1
k

(

xk + cky
k − xk

)

= yk.
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Como {zk} é uma sequência limitada, possui uma subsequência {zkj} ⊂ {zk} conver-

gente, isto é, existe z̄∞ tal que zkj → z̄∞. Logo, xkj → z̄∞ do fato que zk − xk → 0.

Seja (x, y) qualquer ponto em T . Pela monotonicidade do operador T temos que para

todo k,

⟨

x− xk, y − yk
⟩

≥ 0,

em particular,
⟨

x− xkj , y − ykj
⟩

≥ 0. Tomando limite, quando j → ∞, temos

⟨x− z̄∞, y⟩ ≥ 0. Como (x, y) ∈ T foi tomado arbitrariamente temos que (z, 0) deve

estar em T . Portanto, temos que (z̄∞, 0) ∈ T , isto é, z̄∞ ∈ Zer(T ).

A seguir, vamos provar que existe um único ponto de acumulação de {zk} gerada

pelo APP. De fato, consideremos qualquer zero z∗ do operador T e de (3.1.12), para todo

k ∈ IN , temos
∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥

2
≤

∥

∥zk − z∗
∥

∥

2
+ rk

onde rk = (ρkϵk)
2 +∆1(∆2 − 2)

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
+ 2ρkϵkM .

Como
∑∞

i=0 rk < ∞, temos que
∥

∥zk+1 − z∗
∥

∥ converge para um ponto limite finito e

não negativo. Em particular para z∗ = z̄∞ e do fato que existe {zkj} → z̄∞, temos que
∥

∥zkj − z̄∞
∥

∥ → 0. Logo,
∥

∥zk+1 − z̄∞
∥

∥ converge para zero, o que implica que zk → z̄∞.

Dáı, o ponto de acumulação da sequência {zk} é única.

Por outro lado, vamos analisar o caso quando T não possui zero nenhum. Suponhamos

que {zk} é uma sequência limitada e definimos a função h : IRn → [0,+∞] tal que

h(x) =







0, ∥x∥ ≤ r,

+∞, ∥x∥ > r.

Do Exemplo 1.1.4, o subdiferencial da função h, ∂h, é dado como

∂h(x) =



















0, ∥x∥ < r,

ax, a ≥ 0 ∥x∥ = r,

∅, ∥x∥ > r.

Observe que

int(dom(∂h)) = {x | ∥x∥ < r} = Br(0) (3.1.16)
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Seja T ′ = T + ∂h tal que

T ′(x) =



















T (x), ∥x∥ < r,

{y + ax : y ∈ T (x), a ≥ 0}, ∥x∥ = r,

∅, ∥x∥ > r.

Tomemos yk = JT
k (z

k) então zk = (JT
k )

−1(yk) se, e somente se,

zk − yk = ckT (y
k),

isto é, yk ∈ dom(T ) e do Lema 3.1.1, JT
k (z

k) ≤ r − 1, temos que

yk ∈ Br(0) ∩ dom(T ). (3.1.17)

Logo, de (3.1.16) e (3.1.17),

int(dom(∂h)) ∩ dom(T ) ̸= ∅.

Ademais, segundo o Teorema 2.1.26, o operador T ′ = T + ∂h é uma aplicação

monótona maximal. Da maximalidade de T ′ e como dom(T ′) = B(x, r) é limitado,

então pelo Lema 2.1.20 temos que existe pelo menos um z tal que 0 ∈ T (z). Então, a

sequência {zk} cumpre a iteração do ponto proximal para T ′, isto significa que para todo

k ∈ N temos a iteração

zk+1 = (1− ρk) z
k + ρkw

k,

onde
∥

∥

∥
wk − JT ′

k (zk)
∥

∥

∥
≤ ϵk

com JT ′

k = (I + cT ′)−1.

Pela razão da primeira parte deste teorema, {zk} converge para algum zero z̄∞ ∈ T
′

.

Além disso, como
∥

∥zk
∥

∥ ≤ r − 1 para todo k, ∥z̄∞∥ < r. Pela definição de T
′

, temos que

T ′(z̄∞) = T (z̄∞) onde z̄∞ ∈ Zer(T ). O que é uma contradição do fato que foi suposto

que Zer(T ) ̸= ∅. Portanto, a sequência {zk} não é limitada.

A seguir, vamos dar uma interpretação do papel que cumpre o parâmetro de relaxação

no algoritmo ρk ∈ (0, 2). Para isto, vamos considerar que os resolventes do operador T
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quando aplicado a zk podem ser achados em forma exata. Então, as iterações do APPR

são da seguinte forma

zk+1(ρ) = (1− ρ)(zk) + ρ (I + ckT )
−1 (zk) = (1− ρ)(zk) + ρwk.

Observe que para ρ = 1 temos que zk+1(1) = wk e para ρ = 0 temos que zk+1(0) = zk.

Como wk = (I + ckT )
−1(zk) temos que

zk − wk

ck
∈ T (wk).

Pela monotonicidade de T , para
(

wk, z
k−wk

ck

)

, (z̄∞, 0) ∈ T com z̄∞ ∈ Zer(T ) e do fato

que ck é um parâmetro positivo temos que
⟨

z̄∞ − wk, zk − wk
⟩

≤ 0, o que implica que

∥

∥zk+1(1)− z̄∞
∥

∥ =
∥

∥wk − z̄∞
∥

∥ ≤
∥

∥zk+1(ρ)− z̄∞
∥

∥

para todo ρ < 1. Conclui-se que sendo Zer(T ) o conjunto solução , se para todo z̄∞ ∈

Zer(T ) tal que
⟨

z̄∞ − wk, zk − wk
⟩

< 0

então é válido o desenho ??, isto é, existe algum ρ̄ ∈ (1, 2) tal que

dist(zk+1(ρ̄), Zer(T )) < dist(wk, Zer(T )).

A eleição do parâmetro ρ ∈ (1, 2) dá lugar aos métodos denominados de sobre-

relaxação e serve para acelerar a convergência do método. Por este motivo vantajoso

é de interesse estudar o método sobre-relaxado do APP.

Por outro lado, com as mesmas hipóteses utilizadas em Rockafellar[36]: a condição de

Lipschitz cont́ınua do operador T−1 numa vizinhança de zero e uma pequena tolerância ao

erro, temos o seguinte resultado da taxa de convergência para o algoritmo sobre-relaxado.

Proposição 3.1.3 Com as condições do Teorema 3.1.2, assumamos que ρk ≥ 1,

ck ↗ c̄ ≤ ∞, e

ϵk ≤ δk
∥

∥wk − zk
∥

∥ , (3.1.18)
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Figura 3.2: Como consequência da monotonicidade de T , o ângulo θ é obtuso.

onde δk → 0. Se z̄ é a única solução de 0 ∈ T (z) e que o operador T−1 é a-Lipschitz

cont́ınuo numa vizinhança do zero com a ≥ 0, então a sequência {zk} converge linear-

mente a z̄ com uma taxa de
√

1− ρ̄(2− ρ̄)
c̄2

a2 + c̄2
< 1,

onde ρ̄ = lim supk→∞ ρk.

Prova. Seja {zk} uma sequência gerada pelo APP. Da equação (3.1.13),

zk − JT
k (z

k) = QT
k (z

k)→ 0,

e do fato que c̄ = inf ck > 0 temos que

0 ≤

∥

∥

∥

∥

zk − JT
k (z

k)

ck

∥

∥

∥

∥

≤

∥

∥zk − JT
k (z

k)
∥

∥

c̄
→ 0,

isto é,

c−1
k QT

k (z
k) =

zk − JT
k (z

k)

ck
→ 0.

Logo, para k suficientemente grande,

c−1
k

∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥ ≤ ϵ.

Da Proposição 2.1.46, item a.,

JT
k (z

k) ∈ T−1
(

c−1
k QT

k (z
k)
)

,
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e pela condição de a-Lipschitz cont́ınua em 0 do operador T−1,

∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
≤ a2

∥

∥c−1
k QT

k (z
k)
∥

∥

2
. (3.1.19)

Da Proposição 2.1.46, item b. e de (2.1.13)

∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
≥

∥

∥JT
k (z

k)− JT
k (z̄)

∥

∥

2
+
∥

∥QT
k (z

k)−QT
k (z̄)

∥

∥

2

≥
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
+
∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
,

então
∥

∥QT
k (z

k)
∥

∥

2
≤

∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
−
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
. (3.1.20)

De (3.1.19) e (3.1.20),

∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
≤
a2

c2k

(

∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
−

∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
)

,

rearranjando temos
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
≤

a2

c2k + a2
∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
. (3.1.21)

Mais uma vez, definimos z̄k+1 = (1− ρk)z
k + ρkJ

T
k (z

k), então

∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥

2
=

∥

∥ρkJ
T
k (z

k) + (1− ρk)z
k − z̄

∥

∥

2

= ρ2k
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
+ 2ρk(1− ρk)

⟨

JT
k (z

k)− z̄, zk − z̄
⟩

+(1− ρk)
2
∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
. (3.1.22)

Como ρk ≥ 1, temos que 2ρk(1 − ρk) ≤ 0 e da Proposição 2.1.42, JT
k é firmemente

não-expansivo, então

2ρk(1− ρk)
⟨

JT
k (zk)− J

T
k (z̄), z

k − z̄
⟩

≤ 2ρk(1− ρk)
∥

∥JT
k (z

k)− JT
k (z̄)

∥

∥

2

= 2ρk(1− ρk)
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
. (3.1.23)

Substituindo (3.1.23) em (3.1.22),

∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥

2
≤ ρ2k

∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
+ 2ρk(1− ρk)

∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
+ (1− ρk)

2
∥

∥zk − z̄
∥

∥

2

= ρk(2− ρk)
∥

∥JT
k (z

k)− z̄
∥

∥

2
+ (1− ρk)

2
∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
. (3.1.24)
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Substituindo (3.1.21) em (3.1.24) temos

∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥

2
≤ ρk(2− ρk)

a2

a2 + c2k

∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
+ (1− ρk)

2
∥

∥zk − z̄
∥

∥

2

=

(

ρk(2− ρk)
a2

a2 + c2k
+ (1− ρk)

2

)

∥

∥zk − z̄
∥

∥

2
.

Seja

αk =

√

ρk(2− ρk)
a2

a2 + c2k
+ (1− ρk)2 =

√

1−
ρk(2− ρk)c2k
a2 + c2k

,

então
∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥ ≤ αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥ , (3.1.25)

onde

∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥ =
∥

∥

(

ρkw
k + (1− ρk)z

k
)

−
(

ρkJ
T
k (z

k) + (1− ρk)z
k
)∥

∥

= ρk
∥

∥JT
k (z

k)− wk
∥

∥

≤ ρkϵk. (3.1.26)

Além disso, de (3.1.18), (3.1.25) e (3.1.26),

∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ ≤
∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥+
∥

∥zk+1 − z̄k+1
∥

∥

=
∥

∥z̄k+1 − z̄
∥

∥+ ρkϵk

≤ αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥+ ρkδk
∥

∥wk − zk
∥

∥

= αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥+ δk
(

ρk
∥

∥wk − zk
∥

∥

)

= αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥+ δk
∥

∥zk+1 − zk
∥

∥

≤ αk

∥

∥zk − z̄
∥

∥+ δk
∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥+ δk
∥

∥z̄ − zk
∥

∥

= (αk + δk)
∥

∥zk − z̄
∥

∥+ δk
∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ .

Arranjando a desigualdade acima,

(1− δk)
∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ ≤ (αk + δk)
∥

∥zk − z̄
∥

∥ ,

então
∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ ≤ bk
∥

∥zk − z̄
∥

∥ ,
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onde

bk =
αk + δk
1− δk

.

Tomando limite, quando k → ∞, temos que lim sup bk = lim supαk pois, quando

k →∞, δk → 0. Então

lim sup bk =

√

1− ρ̄(2− ρ̄)
c̄2

a2 + c̄2
< 1.

Cabe observar que quando ρk ∈ (1, 2) temos que ρ̄ > 1, então lim supk→+∞ bk < 1

mesmo que c̄ = ∞, o qual implica uma convergência linear para o algoritmo. Se ρk = 1

temos que ρ̄ = 1, o qual implica que bk → 0, obtendo assim uma convergência superlinear.

Então, a melhor taxa de convergência para ρk ∈ [1, 2) é obtida quando ρ̄ = 1.

3.2 O APP com monotonicidade local.

Muitas vezes exigir que o operador T do problema (3.0.5) seja monótono, com a fi-

nalidade de ainda aplicar o APP, é uma condição muito forte para muitas aplicações

. Em geral, encontramos operadores que possuem monotonicidade pelo menos numa

vizinhança. Esse fato sugere fazer uma análise de todos os resultados até agora obti-

dos no contexto local, mais uma vez, em espaços euclidianos. Para isso, precisamos

do conceito de monotonicidade localmente maximal do operador multivalorado T sobre

X × Y ⊂ IRn × IRn, onde X e Y são conjuntos abertos. Então, com a hipótese que o

conjunto

T−1(0) ∩X ̸= ∅,

seja fechado e não vazio, e que o ponto inicial z0 esteja suficientemente próximo do con-

junto T−1(0) ∩ X, obtemos uma iteração que converge para um ponto que pertence ao

conjunto T−1(0) ∩X.

Com essas considerações, antes de apresentar o APP relaxado para operadores local-

mente monótonos maximais e a sua convergência local vamos apresentar dois resultados

necessários para a prova deste resultado chave, para o qual será suficiente mostrar a

convergência local do algoritmo sobre-relaxado, isto é, ρk ∈ [1, 2).
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Lema 3.2.1 Seja X, Y ⊂ IRn subconjuntos abertos, T uma aplicação monótona maximal

em X × Y e T uma extensão monótona maximal de T tais que 0 ∈ Y , T
−1
(0) ⊂ X,

T
−1
(0) = T−1(0) ∩ X é não vazio e fechado e seja {ck} tal que inf ck > 0, então existe

ϵ > 0 tal que para todo z ∈ B(z̄, ϵ) temos que

B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z) = JT

k (z),

onde z̄ ∈ T
−1
(0).

Prova. De fato, como T é uma extensão monótona maximal de T temos que

grafT ∩ (X × Y ) = grafT ∩ (X × Y ).

Além disso, como X é aberto e T
−1
(0) ⊂ X, existe ϵ > 0 tal que T

−1
(0) +B(ϵ) ⊂ X,

em particular, X ⊃ z̄ + B(ϵ) = B(z̄, ϵ). Como Y é aberto e 0 ∈ Y , existe δ > 2ϵ/c̄ > 0

tal que B(2ϵ/c̄) ⊂ Y onde c̄ = inf ck.

Por outro lado, Consideremos z ∈ B(z̄, ϵ) arbitrário e do fato que T é monótono

maximal podemos definir

z′ = JT
k (z). (3.2.1)

Como z̄ ∈ T
−1
(0) ⊂ X, de (2.1.13), temos que JT

k (z̄) = z̄ ∈ X e da não expansividade

de JT
k obtemos

∥z′ − z̄∥ =
∥

∥

∥JT
k (z)− J

T
k (z̄)

∥

∥

∥ ≤ ∥z − z̄∥ < ϵ,

o que implica que

z′ ∈ B(z̄, ϵ) ⊂ X. (3.2.2)

Então,

c−1
k (z − z′) ∈ c−1

k [B(z̄, ϵ)− B(z̄, ϵ)] = B(2ϵ/ck) ⊂ B(2ϵ/c̄) ⊂ Y (3.2.3)

Como z = (JT
k )

−1(z′) =
(

I + ckT
)

(z′) então T (z′) = c−1
k (z − z′), isto é

(

z′, c−1
k (z − z′)

)

∈ graf T . (3.2.4)

De (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) e pela hipótese temos que

(

z′, c−1
k (z − z′)

)

∈ graf T ∩ (X × Y ) = graf T ∩ (X × Y ) ⊂ graf T,
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de onde,

c−1
k (z − z′) ∈ T (z′) ⇐⇒ z − z′ ∈ ck T (z

′)

⇐⇒ z ∈ (I + ck T ) (z
′)

⇐⇒ z′ ∈ JT
k (z). (3.2.5)

De (3.2.1), (3.2.2) e (3.2.5) temos que

JT
k (z) = z′ ∈ JT

k (z) ∩B(z̄, ϵ).

Reciprocamente, seja z′′ ∈ B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z), isto é,

z′′ ∈ B(z̄, ϵ) ⊂ X (3.2.6)

e

z′′ ∈ JT
k (z) ⇐⇒ z ∈ (JT

k )
−1(z′′)

⇐⇒ z ∈ z′′ + ck T (z
′′)

⇐⇒ c−1
k (z − z′′) ∈ T (z′′). (3.2.7)

Mais ainda, como z′′ ∈ B(z̄, ϵ) e pelo mesmo raciocinio feito em (3.2.2) e (3.2.3), temos

que

c−1
k (z − z′′) ⊂ Y. (3.2.8)

De (3.2.6), (3.2.7) e (3.2.8) e pela hipótese,

(

z′′, c−1
k (z − z′′)

)

∈ graf T ∩ (X × Y )

= graf T ∩ (X × Y )

⊆ graf T ,

o qual implica que,

c−1
k (z − z′′) ∈ T (z′′) ⇐⇒ z ∈ (I + ckT )(z

′′)

⇐⇒ z′′ = JT
k (z).

Então, B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z) ∈ J

T
k (z). Portanto, B(z̄, ϵ) ∩ JT

k (z) = JT
k (z).
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Lema 3.2.2 Nas condições do Lema 3.2.1, se Sk = ρkJ
T
k + (1 − ρk)I e

Sk = ρkJ
T
k + (1 − ρk)I então existe ϵ > 0 tal que para todo z ∈ B(z̄, ϵ) temos que

Sk(z) = B(z̄, ϵ) ∩ Sk(z) para todo k ∈ IN , onde z̄ ∈ Zer(T ).

Prova. Do Lema 2.1.44 o operador Sk é não-expansivo, o qual necessariamente é

simples valorado. Consideremos

x = Sk(z). (3.2.9)

Vamos provar que x ∈ B(z̄, ϵ) ∩ Sk(z). De fato, como z̄ ∈ T
−1
(0) e de (2.1.13) temos

que z̄ = JT
k (z̄). Logo, z̄ = Sk(z̄) e da não expansividade de Sk temos que

d(x, z̄) = d(Sk(z), Sk(z̄)) ≤ d(z, z̄) < ϵ,

isto é,

x ∈ B(z̄, ϵ). (3.2.10)

De (3.2.9) e do Lema 3.2.1,

x+ (ρk − 1)z

ρk
= JT

k (z) = B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z) ⊂ JT

k (z),

o que implica que

x ∈ ρkJ
T
k (z) + (1− ρk)z = Sk(z). (3.2.11)

De (3.2.10) e (3.2.11) temos que

x ∈ Sk(z) ∩B(z̄, ϵ).

Reciprocamente, consideremos w ∈ B(z̄, ϵ) ∩ Sk(z) então isto é,

w + (ρk − 1)z

ρk
⊂ JT

k (z). (3.2.12)

Por outro lado, como w ∈ B(z̄, ϵ), z ∈ B(z̄, ϵ) e pela convexidade de B(z̄, ϵ) para

ρk ∈ [1, 2] temos que
w + (ρk − 1)z

ρk
∈ B(z̄, ϵ). (3.2.13)

De (3.2.12), (3.2.13) e do Lema 3.2.1 temos

w + (ρk − 1)z

ρk
⊂ JT

k (z) ∩ B(z̄, ϵ) = JT
k (z),
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e como JT
k é não-expansiva, é simples valorado. Dáı temos que

w + (ρk − 1)z

ρk
= JT

k (z).

Então, temos que w = Sk(z). Portanto, B(z̄, ϵ) ∩ Sk(z) = Sk(z).

Logo, com esses dois últimos resultados vamos mostrar, no seguinte resultado, que o

APPR pode ser aplicado para operadores localmente monótono maximal.

Proposição 3.2.3 Seja T : IRn→→IRn uma aplicação monótona maximal em X × Y ,

onde X, Y ⊂ IRn são conjuntos abertos tal que 0 ∈ Y e T−1(0)
∩

X é não vazio e fechado

com T−1(0)
∩

X + B(δ) ⊂ X para algum δ > 0. Seja {ck} e {ρk} tal que inf ck > 0,

inf ρk ≥ 1 e sup ρk < 2. Se dT−1(0)
∩

X(z
0) é suficientemente pequeno, então existe ϵ > 0

e z̄ ∈ T−1(0)
∩

X tal que z0 ∈ B(z̄, ϵ) e

zk+1 = B(z̄, ϵ)
∩

[

ρk (I + ckT )
−1 (zk) + (1− ρk)z

k
]

gera uma sequência única {zk} convergindo monotónicamente Fejér para um ponto

T−1(0)
∩

X
∩

B(z̄, ϵ).

Se ademais, ck, ρk e a aplicação y → T−1(y) ∩X satisfazem as hipóteses da Proposição

3.1.3, então {zk} converge linearmente para z̄ = T−1(0) ∩X com taxa
√

1− ρ̄(2− ρ̄)
c̄2

a2 + c̄2
< 1. (3.2.14)

Prova. Consideremos T a extensão monótona maximal de T , isto é, T é um operador

monótono maximal tal que

graf T ∩ (X × Y ) = graf T ∩ (X × Y ) (3.2.15)

Pela hipótese, existe x ∈ T−1(0)
∩

X e como 0 ∈ Y então temos que

(x, 0) ∈ graf T ∩ (X × Y ) . (3.2.16)

De (3.2.15) e (3.2.16), é equivalente ter (x, 0) ∈ graf T ∩(X × Y ), isto é, x ∈ T
−1
(0)∩

X, o que implica que T−1(0)∩X ⊂ T
−1
(0)∩X. Analogamente, usando (3.2.15) obtemos

que T
−1
(0) ∩X ⊂ T−1(0) ∩X. Logo,

T−1(0) ∩X = T
−1
(0) ∩X, (3.2.17)
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o que implica que, segundo a hipótese, o conjunto T
−1
(0) ∩X é fechado e não vazio.

Além disso, como T
−1

é monótono maximal e do Lema 2.1.10 temos que o conjunto

T
−1
(0) é convexo e fechado. Mais ainda, pode se dizer que o conjunto T

−1
(0) é um

conjunto não vazio e conexo. Lembre-se que a propriedade de convexidade é condição

suficiente de conexidade.

A seguir, vamos mostrar que T
−1
(0) = T

−1
(0)∩X. De fato, o conjunto T

−1
(0) sempre

pode se escrever nessa forma

T
−1
(0) =

(

T
−1
(0) ∩X

)

∪
(

T
−1
(0) ∩Xc

)

,

com Xc como o complemento do conjunto X. Observe que
(

T
−1
(0) ∩X

)

∩
(

T
−1
(0) ∩Xc

)

= ∅. Isso significa que existe uma partição do conjunto T
−1
(0) em duas

partes fechadas, não vazias e disjuntas, o que equivale dizer que o conjunto T
−1
(0) é

desconexo, o qual é uma contradição. Então, como T
−1
(0) = T

−1
(0) ∩ X e de (3.2.17)

podemos afirmar que

T
−1
(0) = T−1(0) ∩X.

Por outro lado, para z0 ∈ X temos que

dT−1(0)∩X(z
0) = d

T
−1

(0)
(z0),

e como o conjunto T−1(0) é convexo e fechado, segundo o Teorema 1.1.3, existe um único

z̄ ∈ T
−1
(0) o qual é a projeção de z0 sobre o conjunto T

−1
(0). Além disso, pela hipótese,

d
T

−1
(0)
(z0) é suficientemente pequeno, isto é, existe ϵ > 0 suficientemente pequeno tal

que d
T

−1
(0)
(z0) < ϵ.

A partir de z0 ∈ B(z̄, ϵ), definimos para cada k ∈ IN ,

zk+1 =
(

ρkJ
T
k + (1− ρk)I

)

(zk). (3.2.18)

Observe que a unicidade da sequência {zk} é consequência do Lema 2.1.44.

Nestas condições, segundo o Lema 3.2.2 para cada zk ∈ B(z̄, ϵ), (3.2.18) pode se

redefinir como

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩
(

ρkJ
T
k + (1− ρk)I

)

(zk).
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Além disso, de (3.2.18) temos que {zk} é gerado pelo APPR aplicado ao operador T e

do fato que T
−1
(0) é não vazio, segundo o Teorema 3.1.2 temos que {zk} converge para um

ponto de Zer(T ), isso é, {zk} converge para um ponto do conjunto T−1(0)∩X ∩B(z̄, ϵ).

Mais ainda, {zk} é uma sequência Fejér-monótona com respecto ao conjunto T
−1
(0)∩

B(z̄, ϵ). De fato, para w ∈ T
−1
(0) ∩ B(z̄, ϵ) e de (2.1.13) temos que w = JT

k (w), o qual

implica que Sk(w) = w e pela não expansividade de Sk temos que

∥

∥zk+1 − w
∥

∥ =
∥

∥Sk(z
k)− Sk(w)

∥

∥ ≤
∥

∥zk − w
∥

∥ ,

provando assim que {zk} é Fejér-monótono em T
−1
(0) ∩ B(z̄, ϵ).

Além disso, de (3.2.15) temos que T
−1
(y)∩X = T−1(y)∩X para todo y ∈ Y . Do fato

que y 7→ T−1(y) ∩ X é a-Lipschitz cont́ınua e segundo a Proposição 3.1.3 temos que o

algoritmo, quando T é localmente monótono maximal, possui uma taxa de convergência

linear como é dado em (3.2.14).

Esta última proposição mostra que podemos aplicar o APPR, para z0 ∈ B(z̄, ϵ), cujas

iterações estão dados por

zk+1 =
(

ρkJ
T
k + (1− ρk)I

)

(zk),

os quais, para cada k, estão contidas em B(z̄, ϵ).

3.3 O APP sem monotonicidade.

A existência de iterações para algoritmos proximais aplicados a operadores com certas

caracteŕısticas muitas vezes é senśıvel. No caso de operadores monótonos maximais, a

principal ferramenta usada para estabelecer existência é o Teorema de Minty[24], o qual

não trabalha sem monotonicidade. Então, para operadores mais gerais precisamos obter

algumas caracteŕısticas convenientes desse de tal forma que possamos utilizar ainda o

APP descrito na seção anterior. Superar estes obstáculos requer algumas técnicas onde

λ- hipomonotonicidade e k-localizacão Lipschitz se tornam cruciais.

Teorema 3.3.1 Seja T : IRn→→ IRn tal que para algum λ ≥ 0, Tλ é monótono maximal

em X×Y , onde X, Y ⊂ IRn são conjuntos abertos tais que 0 ∈ Y , T−1(0)∩X é não vazio
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e fechado com T−1(0)∩X +B(δ) ⊂ X para algum δ > 0 e, inf ck > 2λ. Se dT−1(0)∩X(z
0)

é suficientemente pequeno, então existe ϵ > 0 e z̄ ∈ T−1(0)∩X tal que z0 ∈ B(z̄, ϵ), e os

iterados

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z

k)

geram uma sequencia única {zk} que converge monotonicamente Fejér para um ponto de

T−1(0)∩X. Se ademais, ck e a aplicação y → T−1(y)∩(X − λY ) satisfazem as hipóteses

da Proposição 3.1.3, então {zk} converge linearmente para {z̄} = T−1(0) ∩X com taxa

de convergência
√

1−
c̄

c̄− ρ

(

2−
c̄

c̄− ρ

)

c̄2

(a+ ρ)2 + c̄2
< 1.

Prova. Primeiro, vamos provar que para um z0 suficientemente perto de z̄ ∈ Zer(T ),

as iterações geradas pelo APP clássico estão contidas numa vizinhança de z̄. De fato,

como inf ck > 2λ, então para todo k temos que ck − λ > λ. Denotemos c
′

k = ck − λ e

consideremos ρk =
ck

ck−λ
, então

ρk = 1 +
λ

c
′

k

.

Como c
′

k > λ temos que 1 > λ/c
′

k, então sup ρk < 2.

Além disso,

inf ρk = 1 + inf
λ

c
′

k

= 1 +
λ

sup c
′

k

≥ 1.

Por outro lado, como Tλ é um operador localmente monótono maximal em X × Y ,

de (2.1.14), temos que T−1
λ (0) = T−1(0) e do fato que as hipóteses nesse teorema são

semelhantes à Proposição 3.2.3, é que podemos substituir o operador T por Tλ nessa

proposição. Então, existe ϵ > 0 e z̄ ∈ T−1
λ (0) ∩X = T−1(0) ∩X tal que z0 ∈ B(z̄, ϵ) e os

iterados dados por

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩

[

ρk

(

I + c
′

kTλ

)−1

(zk) + (1− ρk) z
k

]

, (3.3.1)

geram uma sequência única {zk} que converge monotónicamente Fejér para um ponto de

T−1
λ (0) ∩X = T−1(0) ∩X.
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Mais ainda, do Lema 2.1.54, temos

ρk

(

I + c
′

kTλ

)−1

(zk) + (1− ρk) (z
k) = ρk

[

c
′

k

c
′

k + λ

(

I + (c
′

k + λ)T
)−1

+
λ

c
′

k + λ
I

]

(zk) + (1− ρk)z
k

= ρk

[

c
′

k

ck
(I + ckT )

−1 +
λ

ck
I

]

(zk) + (1− ρk)z
k

= ρk

[

1

λk
(I + ckT )

−1 +
λ

ck
I

]

(zk) + (1− ρk)z
k

= (I + ckT )
−1 (zk) +

(

ρkλ

ck
+ 1− ρk

)

zk

= (I + ckT )
−1 (zk). (3.3.2)

Então, de (3.3.1) e (3.3.2) temos que

zk+1 ∈ B(z̄, ϵ) ∩ (I + ckT )
−1 (zk).

Além disso, é simples verificar que é válido a seguinte igualdade

T−1
λ (y) ∩X = T−1(y) ∩ (X − λY ) + λY,

para y ∈ Y . E, segundo a hipótese temos que a aplicação y 7→ T−1(y) ∩ (X − λY ) é

a-Lipschitz cont́ınua em 0. Dáı

x ∈ T−1
λ (y) ∩X ⇐⇒ x = x′ + λy, x′ ∈ T−1(y) ∩ (X − λY )

⇐⇒ ∥x∥ ≤ ∥x′∥+ λ ∥y∥ ≤ (a+ λ) ∥y∥ ,

o qual prova que a aplicação y 7→ T−1
λ (y) ∩ X é (a + λ)-Lipschitz cont́ınua. Então da

Proposição 3.2.3 temos a taxa de convergencia pedida.

Cabe observar que, sendo T um operador que prescinde da propriedade de monotoni-

cidade, os iterados do Teorema 3.3.1 geram uma única sequência contida em B(z̄, ϵ), o

qual resolve a inclusão

0 ∈ T (z) + c−1
k (z − zk).

Uma situação particularmente conveniente ocorre quando, nos resultados, a condição

de monotonicidade maximal de um operador é trocado por uma k-Localização Lipschitz

como veremos no resultado seguinte.
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Corolario 3.3.2 Seja T : IRn→→ IRn tal que T−1 tem k-Localização Lipschitz em (0, z̄),

{ck} é uma sequência tal que inf ck > 2k e ck ↗ c̄ ≥ ∞. Se ∥z0 − z̄∥ é suficientemente

pequeno, então existe ϵ > 0 tal que z0 ∈ B(z̄, ϵ) e os iterados dados como

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z

k)

gera uma única sequência {zk}, convergindo linearmente e monotonicamente Fejér para

z̄ com taxa de convergência

√

1−
c̄

c̄− k

(

2−
c̄

c̄− k

)

c̄2

(2k)2 + c̄2
< 1. (3.3.3)

Prova. Como T−1 tem uma k-Localização Lipschitz, segundo a Proposição 2.1.56, para

algum λ ≥ k o operador Tλ é monótona maximal numa vizinhança X×Y ∋ (z̄, 0). Logo,

do Teorema 3.3.1, existe ϵ > 0 e z̄ ∈ T−1
λ (0) ∩X = T−1(0) ∩X tal que para z0 ∈ B(z̄, ϵ)

os iterados

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩ JT
k (z

k),

gera uma única sequência {zk} que converge monotónicamente Fejér para um ponto de

T−1(0) ∩X.

Além disso, como T−1 tem k-Localização Lipschitz em (0, z̄), temos que

x 7→ T−1(0) ∩ Y

é k-Lipschitz cont́ınua, satisfazendo assim a hipótese da Proposição 3.1.3. Portanto, o

algoritmo, quando aplicado a operadores T sem monotonicidade, possui uma taxa de

convergência linear como é dado em (3.3.3).

Exemplo 3.3.3 Consideremos a função f : IR2 → IR tal que

f(x, y) =
1

2
(x2 − y2).

Um problema clássico em otimização é procurar os pontos estacionários da função, o

que equivale solucionar o problema dado por

(0, 0) ∈ ∂f(x, y). (3.3.4)
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Definimos T como o operador subdiferencial de f , isto é,

T (x, y) = ∇f(x, y) =





1 0

0 −1









x

y





Então, uma alternativa para achar os zeros do subdiferencial dessa função é utilizar

o APP o qual gera, a partir de um ponto (xk, yk) = (ϵk, ϵk), uma sequência de iterações

dados por




xk+1

yk+1



 = JT
k





ϵk

ϵk



 =





1
1+ck

ϵk

1
1−ck

ϵk



 ,

o qual {yk+1} é uma sequência divergente se ck ∈ (0, 2). Portanto, a sequência do APP

clássico diverge, o qual acontece porque o operador não é monótono.

Dáı, uma proposta para regularizar esse operador é a λ-hipomonotonicidade de T−1, isto

é, que

(T−1 + λI) =





1 + λ 0

0 −1 + λ





seja monótona, o qual acontece quando λ ≥ 1.

Com estas considerações, segundo a hipótese do Teorema 3.3.1 temos que inf ck > 2λ

o que implica que ck > 2 para todo k ∈ IN . Observe que xk, em cada iteração, cada

vez mais vai se aproximando a zero enquanto yk, em cada iteração , aproxima-se do

zero oscilatoriamente. Portanto, para solucionar o problema (3.3.4) o APP, gera uma

sequência (xk, yk) tal que (xk, yk) → (0, 0) mesmo que o operador T não seja monótono

maximal.



Caṕıtulo 4

Aplicação do APP aos métodos de

multiplicadores proximais

Neste caṕıtulo vamos fazer uma análise dos métodos multiplicadores proximais.

Rockafellar[36], além de estudar o APP para o caso geral de encontrar zeros de ope-

radores monótonos maximais, mostrou que o APP pode ser aplicado a problemas de

otimização convexa, como pode se ver em Rockafellar[32], em três diferentes maneiras:

a. O algoritmo para problemas de minimização.

b. O método dual dos multiplicadores ou chamado método Lagrangeano Aumentado.

c. O método de multiplicadores proximais, o qual é uma combinação dos métodos

multiplicadores com uma função quadrática regularizante.

Cabe lembrar que uma das construções mais úteis em otimização é a teoria de dua-

lidade, onde o problema de minimização é relacionado a dois problemas auxiliares: os

problemas dual e lagrangeano. Além disso, como uma série de teorias e algoritmos para

programação convexa é constrúıda sob noções de dualidade, então é natural reformular

uma teoria aplicável neste contexto para problemas de otimização mais gerais. Como a

teoria de dualidade clássica falha em ausência de convexidade é que vamnos apresentar,

para problemas gerais, os métodos de multiplicadores no contexto de dualidade geral.

É importante observar que aplicar o APP ao problema primal, às vezes, não parece

75
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muito útil, do fato que este método substitui uma inclusão simples por uma sequência

de inclusões, o que pode ser tão complexo como solucionar a inclusão inicial. Isto motiva

aplicar o APP ao problema dual ou lagrangeano e utilizar o contexto de dualidade para

solucionar esses subproblemas.

Neste caṕıtulo vamos utilizar todas las notações da teoria de dualidade da Seção 1.3

do Caṕıtulo 1 e da Seção 2.2 do Caṕıtulo 2.

4.1 Métodos dos multiplicadores

Rockafellar[32] mostrou como os métodos multiplicadores (ou chamado também método

de lagrangeano aumentado) para minimização convexa pode ser derivado do APP. Daqui,

usando o contexto de dualidade geral podemos usar a mesma idéia para derivar os

métodos multiplicadores para inclusões monótonos mais gerais.

Lembremos que o problema da inclusão primal, lagrangeano e dual, dados em (1.3.5),

(1.3.6) e (1.3.7), respectivamente, são dados por

0 ∈ F0(x),

(0, 0) ∈ L(x, z),

0 ∈ G0(z).

Assim, o método de multiplicadores é obtido quando o APP é aplicado ao problema dual

0 ∈ G0(z), onde G0 = PY ◦ G ◦ P
∗
Z , gerando assim uma sequência {zk+1}, a partir de

z0 ∈ Z, o qual resolve o problema dual modificado

0 ∈ G0,k(z), (4.1.1)

onde

G0,k(z) = G0(z) + c−1
k (z − zk),

cuja forma parametrizada é dado por

Gk(w, z) = G(w, z) + {0} × c−1
k (z − zk)
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Lembremos que é suficiente ter Gk para obter Lk e Fk. Então podemos definir o

problema primal, lagrangeano e dual, correspondiente a Fk, dados por

0 ∈ (Fk)0(x), (4.1.2)

(0, 0) ∈ Lk(x, z), (4.1.3)

0 ∈ (Gk)0(z), (4.1.4)

onde Fk e Gk são as parametrizações de (Fk)0 e (Gk)0, respectivamente, isto é,

(Fk)0(x) = PW (Fk(x, y)) e (Gk)0(z) = PY (G(w, z)).

Observe que (4.1.1) e (4.1.4) são problemas equivalentes. De fato,

(Gk)0(z) = PY (Gk(0, z)) = PY

(

G(0, z) + {0} × c−1
k (z − zk)

)

= G0(z)+c
−1
k (z−zk) = G0,k(z).

Por outro lado, segundo o contexto de dualidade geral, o conjunto solução do problema

dual (1.3.7) pode ser expresso como

G−1
0 (0) = {z ∈ Z | 0 ∈ G0(z)}

= {z ∈ Z | ∃ x ∈ X tal que (0, 0) ∈ L(x, z)}

=
{

z ∈ Z |, ∃ x ∈ X tal que (0, 0) ∈ F (1,−1)(x, z)
}

= {z ∈ Z | ∃ x ∈ X tal que (0, z) ∈ F (x, 0)}

= {z ∈ Z | ∃ x ∈ X tal que 0 ∈ F0(x), z ∈ PZF (x, 0)}

= ∪x∈F−1

0
(0)PZF (x, 0),

no qual, a segunda igualdade é obtida de (1.3.9), a terceira igualdade da definição de L,

a quarta pela definição do operador F (1,−1), a quinta pela projeção de F sobre W e Z e

da definição de F0.

Se G0 é monótono maximal, então G0,k também é monótono maximal e do fato da

presença do termo de regularização c−1
k (z − zk) temos que G0,k é também fortemente

monótono maximal. Logo, a iteração gerada por (4.1.1) tem solução única.

Portanto, embora o problema (4.1.2) tenha múltiplas soluções , a aplicação

PZFk(x
k+1, 0) é um conjunto unitário e é independente de xk+1. Assim, se encontramos

uma solução xk+1 ao problema (4.1.2), uma solução de (4.1.1) é zk+1 = PZFk(x
k+1, 0).

Assim o algoritmo pode ser estabelecido da seguinte forma:
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Algoritmo 4.1.1 .

1. Escolher z0 ∈ Z e estabelecer k = 0.

2. Resolver

0 ∈ (Fk)0(x), (4.1.5)

obtendo xk+1, com (Fk)0(x) = PW (Fk(x, y)).

3. Estabelecer

zk+1 = PZFk(x
k+1, 0),

k ← k + 1

com Fk = G−1
k .

A seguir damos o resultado de convergência para o Algoritmo 4.1.1.

Teorema 4.1.2 Seja F monótono maximal tal que 0 ∈ Im(F0) e G0 ser monótono

maximal. Então, o Algoritmo 4.1.1 gera as sequências {zk} e {xk} tal que {zk} converge

para uma solução z̄ do problema (1.3.7). Além disso, para cada ponto limite x̄ de {xk},

(x̄, z̄) resolve o problema primal dual (1.3.6). Em particular, x̄ resolve (1.3.5).

Demonstração. Como 0 ∈ Im(F0), existe x tal que 0 ∈ F0(x) e segundo o Teorema

1.3.2, existe z tal que (0, 0) ∈ L(x, z), como também 0 ∈ G0(z). Então, aplicando o APP

ao operador monótono maximal G0 geramos uma única sequência {zk}, tal que soluciona

o problema (4.1.1), o qual converge para uma solução do problema dual (1.3.7).

Aliás, o Algoritmo 4.1.1 gera uma sequência {xk} que resolve (4.1.5), então segundo

o Teorema 1.3.2, zk resolve o problema (4.1.4) tal que (xk, zk) resolve o problema (4.1.3),

isto é, (0, 0) ∈ Lk(x
k, zk)2 onde

Lk(x, z) = G
(−1,1)
k (x, z) = L(x, z) + {0} × c−1

k (z − zk)

Logo, (xk+1, zk+1, 0, c−1
k (zk − zk+1)) ∈ L.

Como F é monótona então F−1 = G é monótona, o que implica que G(−1,1) é

2Em Pennanen[26], na quinta linha da demonstração do Teorema 6.5,pp. 55, por engano aparece L

ao invés de Lk. Além disso, na seguinte linha aparece, mais uma vez por engano, o G(−1, 1)k aplicado

ao (x∗, u∗), o qual teria que ser em (x, u∗).
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monótona. Logo, L é monótona. Então para qualquer (x, z, w, y) ∈ L temos

0 ≤ ⟨(xk+1, zk+1)− (x, z), (0, c−1
k (zk − zk+1))− (w, y)⟩

= ⟨xk+1 − x, 0− w⟩+ ⟨zk+1 − z, c−1
k (zk+1 − zk)− y⟩.

Tomando limite, quando k →∞, temos que c−1
k (zk − zk+1) converge para 0.

Logo,

0 ≤ ⟨x̄− x, 0− w⟩+ ⟨z̄ − z, 0− y⟩

= ⟨(x̄, z̄)− (x, z), (0, 0)− (w, y)⟩,

onde x̄ e z̄ são os pontos limites de {xk} e {zk}, respectivamente.

Como (x, z, w, y) ∈ L foi escolhido arbitráriamente, do Lema 2.1.8 temos que

(x̄, z̄, 0, 0) ∈ L, isto é, (0, 0) ∈ L(x̄, z̄). Logo, (x̄, z̄) resolve o problema primal dual

(1.3.6). Então, do Teorema 1.3.2, x̄ resolve (1.3.5).

Por outro lado, dado T um operador monótono maximal, definimos a aplicação

T−1
k (u) = T−1(u) + c−1

k (u− zk), (4.1.6)

considerando ψ(w) = w − c−1
k zk = u temos que w = ψ−1(u) = u+ c−1

k zk. Dáı,

Tk(u) =
(

(T−1 + c−1
k I)−1 ◦ ψ−1

)

(u)

= (T−1 + c−1
k I)−1(u+ c−1

k zk), (4.1.7)

onde (T−1 + c−1
k I)−1 é a c−1

k -regularização Yosida de T , denotado por Tc−1

k
. Aliás, do

fato que Tk = Tc−1

k
◦ ψ−1 onde ψ(z) = z − c−1

k zk. Da Proposição 2.1.49 temos que Tc−1

k
é

simples valorada, e assim Tk é também simples valorada embora o operador T pode ser

multivalorado.

No contexto da dualidade geral com monotonicidade segundo a Seção 2.2, se subs-

tituimos T−1 por T−1
k na equação (2.2.3), o Lagrangeano correspondente a Tk pode ser
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escrito como

Lk(x, z) =
(

DH(x)T z,−H(x)
)

+ S(x)× T−1
k (z)

=
(

DH(x)T z,−H(x)
)

+ S(x)×
(

T−1(z) + c−1
k (z − zk)

)

=
(

DH(x)T z,−H(x)
)

+ S(x)× T−1(z) + 0×
(

c−1
k (z − zk)

)

= L(x, z) + (0, c−1
k (z − zk)). (4.1.8)

Desde que (Gk)0 = G0,k e segundo a equação (1.3.9) temos que

G0,k(z) = {y ∈ Y | ∃ x ∈ X, (0, y) ∈ Lk(x, z)}

=
{

y ∈ Y | ∃ x ∈ X, (0, y) ∈ {L(x, z) + (0, c−1
k (z − zk))}

}

= {y ∈ Y | ∃ x ∈ X, (0, y) ∈ L(x, z)}+ c−1
k (z − zk)

= G0(z) + c−1
k (z − zk).

Então o problema primal, lagrangeano e dual correspondiente a Fk dados em (4.1.2),

(4.1.3) e (4.1.4), respectivamente, vai ser dado na seguinte forma:

(Pk) 0 ∈ (Fk)0(x) = S(x) +DH(x)TTk(H(x)),

(PDk) (0, 0) ∈ Lk(x, z) = L(x, z) + c−1
k (z − zk).

(Dk) 0 ∈ G0,k = G0(z) + c−1
k (z − zk),

o qual é chamado o problema primal, lagrangeano e dual associado ao operador Tk.

Lembre que, no contexto de dualidade geral da Seção 2.2, a aplicação Fk é definido

como segue

Fk(x, z) =





S(x)

0



+





DH(x)T

I



Tk(H(x) + z),

então segundo a equação (2.2.1) temos que

G0,k(z) = PZFk(x, 0) = Tk(H(x)).

e do fato que zk+1 é a única solução do problema (4.1.4), temos que

zk+1 = Tk(H(xk+1)).

A seguir apresentamos um resultado que relaciona as soluções do problema primal

(Pk), dual (Dk) e lagrangeano (PDk).
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Lema 4.1.3 As soluções do problema (Dk) são os pontos tais que zk+1 = Tk(H(xk+1)),

onde xk+1 é uma solução do problema (Pk). Além disso, os pontos (xk, zk) são soluções

do problema (PDk).

Prova. Como (Pk), (Dk) e (PDk) são os problemas primal, dual e lagrangeano,

respectivamente, no contexto de dualidade geral, o resultado segue do Teorema 1.3.2.

Então, o algoritmo 4.1.1 no contexto de dualidade geral com monotonicidade para os

métodos multiplicadores e a sua convergência local é apresentada como segue.

Algoritmo 4.1.4 .

1. Escolher z0 ∈ Z e estabelecer k = 0.

2. Resolver

0 ∈ S(x) +DH(x)TTk(H(x))

obtendo xk+1.

3. Estabelecer

zk+1 = Tk(H(xk+1)),

k ← k + 1.

Teorema 4.1.5 Assumimos que a aplicação L−1 tem k-Localização Lipschitz no ponto

(0, 0, x̄, z̄). Seja {ck} uma sequência tal que ck > 2k e ck ↗ c̄ ≤ ∞. Se ∥z0 − z̄∥ é

suficientemente pequeno, então existe uma sequência {(xk, zk)} gerada pelo Algoritmo

4.1.4 e uma vizinhança aberta Xk tais que para cada k, xk+1 é a única solução em Xk

para o problema primal (Pk). Além disso,
√

1−
c̄

c̄− k

(

2−
c̄

c̄− k

)

c̄2

(2k)2 + c̄2
< 1. (4.1.9)

Finalmente, a sequência {xk} converge para x̄ e existe uma constante M > 0 tal que

∥

∥xk − x̄
∥

∥ ≤M
∥

∥zk − z̄
∥

∥ .

Demonstração . Como L−1 tem uma k-Localização Lipschitz no ponto (0, 0, x̄, z̄),

existem vizinhanças X ∋ x̄, Z ∋ z̄, W ∋ 0 e Y ∋ 0 tais que a aplicação

(w, y) 7→ L−1(w, y) ∩ (X × Z), (4.1.10)
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é simples valorado e k-Lipschitz cont́ınua sobre W × Y , o que implica que a aplicação

B : y 7→ PV

(

L−1(0, y) ∩ (X × Z)
)

, V ⊆ Z

é k-Lipschitz cont́ınua sobre V e simples valorada.

Denotemos A0 = B−1. Então, A−1
0 tem k−Localização Lipschitz em (0, z̄). Além

disso, consideremos {ck} uma sequência tal que inf ck > 2k com ck ↗ c̄ ≤ ∞ e ∥z0 − z̄∥

suficientemente pequeno. Então, aplicando o Corolario 3.3.2 ao operador A−1
0 temos que

existe ϵ > 0 tal que z0 ∈ B(z̄, ϵ) e a iteração dada por

zk+1 = B(z̄, ϵ) ∩
(

I + ckA
−1
0

)−1
(zk), (4.1.11)

o qual gera uma sequência única {zk} convergindo linearmente e monotónicamente Fejér

para z̄ com taxa de convergência dada por (3.3.3).

Observe que (4.1.11), para zk+1 ∈ B(z̄, ϵ) ∩ Z, pode ser escrita como

c−1
k (zk − zk+1) ∈ A0(z

k+1), ou equivalentemente,

zk+1 ∈ A−1
0 (c−1

k (zk − zk+1)).

Por outro lado, pela definição de A0, existe x
k ∈ X tal que

(xk+1, zk+1) ∈ A−1
0 (c−1

k (zk − zk+1))

= (X × (B(z̄, ϵ) ∩ Z))× PV

(

L−1(0, c−1
k (zk − zk+1)) ∩ (X × Z)

)

= L−1(0, c−1
k (zk − zk+1)),

para xk+1 ∈ X e zk+1 ∈ Z ∩ B(z̄, ϵ). Então,

(

0, c−1
k (zk − zk+1)

)

∈ L(xk+1, zk+1), (4.1.12)

ou equivalentemente

(0, 0) ∈ Lk(x
k+1, zk+1),

o qual é o problema lagrangeano (PDk), no qual, segundo o Lema 4.1.3 temos que

zk+1 = Tk(H(xk+1)). Então,

xk+1 ∈ Xk = (Tk ◦H)−1(Z ∩ B(z̄, ϵ)).
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Denotemos Xk+1 = X ∩ (Tk ◦H)−1 (Z ∩ B(z̄, ϵ)). Como Tk é k-Lipschitz cont́ınuo e

H ∈ C2 temos que Tk ◦H é k-Lipschitz cont́ınua, e como Z ∋ z̄ é uma vizinhança, temos

que (Tk ◦ H)−1(Z ∩ B(z̄, ϵ)) é aberto. Logo, Xk é um conjunto aberto. A unicidade de

Xk é obtida do fato que a aplicação definida em (4.1.10) é simples valorado.

Além disso, como zk converge linearmente para z̄, existe rk ∈ (0, 1) tal que

∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥ ≤ rk
∥

∥zk − z̄
∥

∥ . (4.1.13)

Logo, como xk+1 ∈ X e zk+1 ∈ Z ∩ B(z̄, ϵ), de (4.1.12) e da k-Lipschitz da aplicação

definida em (4.1.10) temos que

∥

∥(xk+1, zk+1)− (x̄, z̄)
∥

∥ ≤ k
∥

∥L−1(0, c−1
k (zk − zk+1))− L−1(0, 0)

∥

∥

≤ k
∥

∥(0, c−1
k (yk − yk+1))

∥

∥

≤ kc−1
k

∥

∥yk − yk+1
∥

∥ . (4.1.14)

Então, de (4.1.14) e (4.1.13),

∥

∥xk+1 − x̄
∥

∥ ≤
∥

∥(xk+1, zk+1)− (x̄, z̄)
∥

∥

≤ kc−1
k

∥

∥zk − zk+1
∥

∥

≤ kc−1
k

(∥

∥zk − z̄
∥

∥+
∥

∥zk+1 − z̄
∥

∥

)

≤ kc−1
k (1 + rk)

∥

∥zk − z̄
∥

∥

≤ M
∥

∥zk − z̄
∥

∥ ,

onde M = sup
{

k(1+rk)
ck

}

<∞.

Outra possibilidade seria aplicar o APP à inclusão lagrangiana, isto leva a um al-

goritmo mais interessante e bem comportado que o método multiplicador apresentado

acima e que Rockafellar[32] chamou o método de multiplicadores proximais, o qual difiere

do método multiplicador usual pela presença de um termo quadrático regularizante no

qual é acrescentado aos problemas primal e dual.

4.2 Metodo multiplicadores proximais

Muitas extensões e modificações dos métodos multiplicadores tem sido estudados desde

que estos foram sugeridos por Hestenes[17] e Powell[30] em 1969, todos eles com o obje-
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tivo de substituir o problema de otimizaçao com restrições por subproblemas irrestritos

que tenham para ser solucionados eficientemente por algoritmos poderosos e flex́ıveis, um

desses algoritmos é o método dos multiplicadores proximais, o qual foi introduzido inde-

pendentemente por Rockafellar[32] e Antipin[3]. Vale a pena mencionar que os métodos

multiplicadores proximais tem muita semelhança com os tão conhecidos métodos de pe-

nalidade, mas geralmente são melhores comportados que esses métodos com uma boa

taxa de convergência e estabilidade numérica, ver Bertsekas [5].

Mais uma vez, nesta dissertação vamos utilizar as ferramentas da teoŕıa de dualidade

geral com monotonicidade da Seção 2.2 para analisarmos os métodos dos multiplicadores

proximais para problemas não convexos.

É importante mencionar que aplicar o método multiplicador proximal significa pertur-

bar o problema primal e dual por um termo regularizante. Nesta situação, consideremos

as aplicações Sk e Tk dados por

Sk(x) = S(x) + c−1
k (x− xk),

Tk(u) =
(

I + ckT
−1
)−1

(zk + cku).

Assim, se substituirmos S e T por Sk e Tk no contexto da dualidade geral e segundo

(4.1.6) temos que

Lk(x, z) =
(

DH(x)T z,−H(x)
)

+ Sk(x)× T
−1
k (z)

=
(

DH(x)T z,−H(x)
)

+ S(x)× T−1(z) + c−1
k (x− xk)× c−1

k (z − zk)

= L(x, z) + c−1
k (x− xk, z − zk).

Assim, o método dos multiplicadores proximais é obtido quando o APP é aplicado ao

problema lagrangeano (0, 0) ∈ L(x, z), obtendo assim uma sequência {(xk+1, zk+1)} que

soluciona o subproblema

(PDk) (0, 0) ∈ L(x, z) + c−1
k (x− xk, z − zk).

Além disso, o subproblema primal associado com a aplicação Sk e Tk, de acordo com

a teoria da dualidade geral, é dado por

(P k) 0 ∈ Sk(x) +DH(x)TTk(H(x)). (4.2.1)
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Lema 4.2.1 As soluções do subproblema (PDk) são os pontos dados como

(xk+1, Tk(H(xk+1))), onde xk+1 é uma solução do subproblema (P k).

Prova. O resultado se obtem quando aplicarmos o Teorema 1.3.2 aos problemas (P k)

e (PDk).

A seguir apresentamos o algoritmo dos métodos dos multiplicadores proximais e um

resultado sobre a sua convergência local.

Algoritmo 4.2.2 .

1. Escolher (x0, z0) ∈ X × Z arbitrário e estabelecer k = 0.

2. Resolver

0 ∈ S(x) + c−1
k (x− xk) +DH(x)TTk(H(x))

obtendo xk+1.

3. Estabelecer

zk+1 = Tk(H(xk+1)), (4.2.2)

k = k + 1.

Do Lema 4.2.1, as soluções (xk+1, zk+1) do Algoritmo 4.2.2, onde zk+1 é gerado segundo

o passo 3, são soluções do problema (PDk), no qual converge para uma solução do

problema lagrangeano original (0, 0) ∈ L(x, z).

Teorema 4.2.3 Considere que a aplicação L−1 tem k-Localização Lipschitz no ponto

(0, 0, x̄, z̄). Seja {ck} uma sequência tal que inf ck > 2k e ck ↗ c̄ ≤ ∞. Se

∥(x0, z0)− (x̄, z̄)∥ é suficientemente pequeno, então existe uma sequência {(xk, zk)} gera-

do pelo Algoritmo 4.2.2 e uma vizinhança aberta Xk tal que para cada k, xk+1 é a única

solução em Xk para o subproblema (P k). Além disso, a sequência {(xk, zk)} converge

linearmente e monotónicamente Fejér para (x̄, z̄) com uma taxa de convergência de

√

1−
c̄

c̄− k

(

2−
c̄

c̄− k

)

c̄2

(2k)2 + c̄2
< 1. (4.2.3)

Demonstração . Pela hipótese, L−1 tem k−LOcalização Lipschitz

em (0, 0, x̄, z̄). Então , do Corolario 3.3.2 existe ϵ > 0 tal que
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(x0, z0) ∈ B((x̄, z̄), ϵ) e os iterados

(xk+1, zk+1) = B((x̄, z̄), ϵ) ∩ (I + ckL)
−1 (xk, zk) (4.2.4)

geran uma única sequência {(xk, zk)} convergindo linear e Fejér monótona para (x̄, z̄)

com a taxa de convergência dada em (3.3.3).

Além disso, a equação (4.2.4) pode ser escrito como

(0, 0) ∈ Lk(x
k+1, zk+1).

Observe que (xk, zk) satisfaz o problema lagrangeano (PDk). Do Lema 4.2.1, temos

que (xk, zk) = (xk, Tk(H(xk))). Consideremos Xk = H−1
k (B((x̄, z̄), ϵ)) tal que

Hk(x) = (x, Tk(H(x))).

Afirmação. É válido que Hk é cont́ınua.

De fato, é suficiente provar que Tk é k-Lipschitz cont́ınua. De equação (4.1.7) podemos

observar que Tk é a composição das funções A : u 7→ zk+cku e os resolventes do operador

T−1, isto é,

Tk = JT−1

k ◦ A.

Como T−1 é monótono e da Proposição 2.1.41, JT−1

k é não-expansivo, isto implica,

segundo a Proposição 2.1.36, que JT−1

k é k-Lipschitz cont́ınua. Então, do fato que A

é uma função k-Lipschitz cont́ınua (pois é linear) temos que Tk é k-Lipschitz cont́ınua.

Provando assim a afirmação.

Então, Xk é aberto tal que xk+1 ∈ Xk soluciona (Pk). Agora, vamos povar a unicidade

de xk+1. Suponhamos que x̃k+1 é outra solução em Xk que soluciona (P k), então do Lema

4.2.1, temos que Hk(x̃
k+1) ∈ B((x̄, z̄), ϵ) deve solucionar o problema (PDk), o qual é uma

contradição do fato que apenas (xk+1, zk+1) é a única solução desse problema.

4.3 Aplicação dos métodos multiplicadores proxi-

mais para problemas (PNL)

Nesta seção, vamos estudar os métodos multiplicadores proximais aplicados a problemas

(PNL) no contexto de dualidade geral com monotonicidade, o qual foi dado na Seção
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2.1. Consideremos S(x) = ∇f0(x) e Tk(x) = NK(x) no Algoritmo 4.2.2 dos métodos

multiplicadores proximais.

De (4.2.2), zk+1 = Tk(H(xk+1)). Então, é importante mencionar que para calcular

zk+1 no Algoritmo 4.2.2, é mais conveniente ter uma representação mais conhecida e

amigável do Tk. Com este objetivo e considerando T = NK , de (4.1.7), (1.1.10), (2.1.5)

e (2.1.6) temos

Tk(u) = (I + ckT
−1)−1(zk + cku)

= (I + ckN
−1
K )−1(zk + cku)

= (I + ckNK⊗)−1(zk + cku)

= PK⊗(zk + cku) (4.3.1)

=
1

2
∇d2K(z

k + cku). (4.3.2)

Então , substituindo (4.3.2) em (4.2.1), o problema primal (Pk) para o problema

(PNL) pode ser escrito como

0 ∈ ∇f0(x) + c−1
k (x− xk) +DH(x)T

1

2
∇d2K(z

k + ckH(x)),

o qual pode ser generalizado no seguinte problema:

min {ψk(x), x ∈ X} ,

onde

ψk(x) = f0(x) +
1

2ck

∥

∥x− xk
∥

∥

2
+

1

2ck
d2K(y

k + ckH(x)). (4.3.3)

Mais ainda, do fato que K⊗ = IRr × IRm−r
+ temos que

yk+1
i = yki + ckfi(x

k+1), i = 1, . . . , r

yk+1
i = max{yki + ckfi(x

k+1), 0}, i = r + 1, . . . ,m

Então, de acordo com o Algoritmo 4.2.2, segue o algoritmo dos métodos multipli-

cadores proximais para resolver o problema (PNL).

Algoritmo 4.3.1 .

1. Escolher (x0, z0) ∈ X × Z arbitrário e estabelecer k = 0.

2. Resolver

min {ψk(x), x ∈ X} (4.3.4)
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como foi definido em (4.3.3) para obter xk+1.

3. Estabelecer

zk+1
i = zki + ckfi(x

k+1), i = 1, . . . , r

zk+1
i = max{zki + ckfi(x

k+1), 0}, i = r + 1, . . . ,m

k ← k + 1

O próximo teorema garante a convergência do Algoritmo 4.3.1, antes de enunciarmos

apresentaremos alguns resultados necessários para a prova deste teorema.

Definimos o conjunto.

θD,B(u) = sup
d∈D
{⟨d, u⟩ −

1

2
⟨d,Bd⟩}. (4.3.5)

Lema 4.3.2 Consideremos a função ψk como foi definida em (4.3.3), então uma função

lagrangeana para uma parametrização dada de ψk é dada por

l(x, z) = L(x, z)− δK⊗(z) + δX(x),

onde L(x, z) = f̃0(x) + ⟨z, H̃(x)⟩ − 1
2
⟨z, Bz⟩ com f̃0(x) = f0(x) +

1
2

∥

∥x− xk
∥

∥

2
.

Prova. De fato, do Lema 1.1.17 temos que

1

2
d2K(z

k + ckH(x)) = sup
z∈K⊗

{⟨zk + ckH(x), z⟩ −
1

2
⟨z, z⟩}

= ck θK⊗,B(c
−1
k zk +H(x)),

onde B = c−1
k I.

Por outro lado, o problema (4.3.4) pode ser formulado no contexto de programação

composta como

min
(

f̃0 + (θK⊗,B ◦ H̃)
)

(x), (4.3.6)

onde f̃0(x) = f0(x) +
1

2ck
∥x− xk∥2 e H̃(x) = c−1

k zk +H(x).

Consideremos uma parametrização de ψk(x) dado por

ψ̃k(x, u) = f̃0(x) + θK⊗,B(H̃(x) + u),
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onde ψ̃k(x, 0) = ψk(x).

Logo, o lagrangeano associado com ψ̃k(x, z) é dado por:

l(x, z) = inf
u
{ψ̃k(x, u)− ⟨z, u⟩}

= f̃0(x) + inf
u
{θK⊗,B(H̃(x) + u)− ⟨z, u⟩}

= f̃0(x) + ⟨z, H̃(x)⟩ − sup
u
{⟨z, H̃(x) + u⟩ − θK⊗,B(H̃(x) + u)}

= f̃0(x) + ⟨z, H̃(x)⟩ − θ∗K⊗,B(z), (4.3.7)

onde θ∗K⊗,B é a conjugada de θK⊗,B.

Mais ainda, se considerarmos α(u) = 1
2
⟨u,Bu⟩ temos que

θK⊗,B(u) = sup
y
{⟨y, u⟩ − (α + δK⊗)(y)} = (α + δK⊗)∗(u).

Observe que α + δK⊗ é convexa. Então, da Proposição 1.1.6 temos que

θ∗K⊗,B(u) = α(u) + δK⊗(u) =
1

2
⟨u,Bu⟩+ δK⊗(u) (4.3.8)

Sustituindo (4.3.8) em (4.3.7) temos que

l(x, z) = f̃0(x) + ⟨z, H̃(x)⟩ −

(

1

2
⟨z, Bz⟩+ δK⊗(z)

)

= L(x, z)− δK⊗(z), (4.3.9)

com L(x, z) = f̃0(x) + ⟨z, H̃(x)⟩ − 1
2
⟨z, Bz⟩.

Proposição 4.3.3 [38, Exercicio 13.26] Considere o problema

min {f0(x) + θD,B(f1(x), f2(x), . . . , fn(x)), ∀x ∈ X}

para funções fi ∈ C
2, onde H(x) = (f1(x), . . . , fn(x)).

Definimos

L(x, z) = f0(x) + ⟨z,H(x)⟩ −
1

2
⟨z, Bz⟩ ,

Z(x̄) = {z̄ | −∇xL(x̄, z̄) ∈ NX(x̄), ∇zL(x̄, z̄) ∈ NZ(z̄)} ,

X ′(x̄) = TX(x̄) ∩∇xL(x̄, z̃)
⊥, Z ′(x̄) = TZ(z̃) ∩∇ZL(x̄, z̃)

⊥.
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(a) Se x̄ é um ótimo local então Z(x̄) ̸= ∅ e

max
z∈Z(x̄)

⟨

w,∇2
xxL(x̄, z̄)w

⟩

+ 2θZ′(x̄),B(DH(x)Tw) ≥ 0, ∀w ∈ X ′(x̄).

(b) Reciprocamente, se essas condições tomam e a desigualdade do item (a) é estrita

para todo w ̸= 0 então x̄ é um ótimo local.

Teorema 4.3.4 Seja (x̄, z̄) um ponto satisfazendo as condições KKT para o problema

(PNL), satisfazendo também as condições suficientemente forte de segunda ordem e que

{∇fi(x̄)}i∈I1(x̄) é linearmente independente. Se a sequência {ck} é suficientemente grande

tal que ck ↗ c̄ ≤ ∞ e se ∥(x0, z0)− (x̄, z̄)∥ é suficientemente pequeno, então existe uma

sequência {(xk, zk)} gerada pelo Algoritmo 4.3.1 numa vizinhança Xk tal que para cada k,

xk+1 é a única solução em Xk ao problema primal (P k). Também, a sequência {(xk, zk)}

converge linearmente e Fejér monótona para (x̄, z̄) com taxa de convergência r(c̄) < 1.

Demonstração. Vamos provar que para ck suficientemente grande o único ponto KKT

do problema (4.3.4) é um ótimo local da função ψk, o qual foi definido em (4.3.3).

Segundo o Lema 4.3.2, o lagrangeano da função ψk é dado por l(x, z) = L(x, z) +

δX(x)−δK⊗(z). Além disso, uma condição de otimalidade vem dado quando solucionamos

os seguintes problemas:

0 ∈ ∂xl(x, z), 0 ∈ ∂z(−l)(x, z), (4.3.10)

isto é, −∇xL(x, y) = 0 e ∇yL(x, y) ∈ NK⊗(ȳ).

Definimos o conjunto

K⊗(xk+1) = {z | − ∇xL(x
k+1, z) = 0, ∇zL(x

k+1, z) ∈ NK⊗(z)}.

Então, K⊗(xk+1) é exatamente o conjunto dos z satisfazendo o seguinte sistema

0 = ∇f0(x) +DH(x)T z + c−1
k (x− xk),

0 ∈ NK⊗(z)−H(x) + c−1
k (z − zk).

Observe que o sistema dado acima coincide com o problema (PDk) para solucionar

o problema (PNL). Segundo o Lema 4.2.1, as soluções deste sistema são os pontos
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dados por {(x, Tk(H(x))) | ∇ψk(x) = 0}. Mais ainda, de (4.3.1) temos que Tk(u) =

PK⊗(zk + cku) e como K⊗ é convexo e fechado, do fato de K ser um cone, segundo o

Teorema 1.1.3 temos que zk+1 é único, isto é,

K⊗(xk+1) = {zk+1}. (4.3.11)

Seja

(K⊗)′(xk+1) = TK⊗(zk+1) ∩∇yL̃(x
k+1, zk+1)⊥

= TK⊗(zk+1) ∩ [H(xk+1) + c−1
k (zk+1 − zk)]⊥. (4.3.12)

Agora, precisamos estabelecer condições suficientemente para que xk+1 seja minimi-

zador local do problema (4.3.6). Segundo Rockafellar[38, Exercicio 13.26], uma condição

de otimalidade de segunda ordem para funções com penalidade é dado como segue:

max
y∈K⊗(xk+1)

⟨w,∇2
xxL̃(x

k+1, y)w⟩+ 2θ(K⊗)′(xk+1),B(DH̃(xk+1)Tw) > 0, ∀ w ̸= 0,

ou equivalentemente,

max
y∈K⊗(xk+1)

⟨w, (∇2
xxl(x

k+1, y) + c−1
k I)w⟩+ 2θ(k⊗)′(xk+1),B(DH(xk+1)Tw) > 0, ∀ w ̸= 0.

(4.3.13)

Definimos

Q = {y ∈ IRm | yi = 0, ∀ i /∈ I1}.

Afirmação. É válido que Q ⊂ (K⊗)′(xk+1).

De fato, primeiro vamos mostrar que K⊗ ⊂ TK⊗(yk+1). Seja yk+1 ∈ Q o que implica

que yk+1
i = 0 para todo i /∈ I1(x̄). Como {yk+1} é Fejér monótono temos que para todo

i,
∣

∣yk+1
i − ȳi

∣

∣ < ϵ. Dáı, ȳi ≤ yk+1
i . Logo,

yk+1
i > 0, i ∈ I1(x̄)\{1, . . . , r}. (4.3.14)

então Q ⊂ TK⊗(yk+1). Ademais, como (xk, yk) resolve o problema primal-dual modifica-

do para o problema (PNL) e de (4.3.14) temos que fi(x
k+1)− c−1

k (yk+1
i − yki ) = 0. Dáı,

Q = TK⊗(yk+1). Portanto, Q ⊂ (K⊗)′(xk+1). Obtendo assim a nossa afirmação.
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Alem disso, do fato que Q ⊂ (K⊗)′(xk+1), do Lema 1.1.17 e da definição de

θ(K⊗)′(xk+1),B temos que

θ(K⊗)′(xk+1),B(u) ≥ sup
y∈Q
{⟨y, u⟩ −

1

2ck
∥y∥2} =

ck
2
d2Q⊗(u) =

ck
2

∑

i∈I1

|ui|
2 .

Como DH̃(xk+1) = DH(xk+1), temos que

θ(K⊗)′(xk+1),B(DH̃(xk+1)Tw) ≥
ck
2

∑

i∈I1(x̄)

∣

∣

⟨

∇fi(x
k+1), wi

⟩∣

∣

2
≥ 0. (4.3.15)

Segundo a hipótese, o par (x̄, z̄) satisfaz a condição suficientemente forte de segunda

ordem. Então, da Proposição 4.3.3, existe c ∈ IR tal que

⟨w,∇2
xxl(x̄, z̄)w⟩+ c

∑

i∈I1(x̄)

⟨∇fi(x̄), wi⟩
2 > 0, ∀ w ̸= 0.

Mais ainda, do fato que ∇2
xxl(·, ·) e ∇fi(·) são funções cont́ınuas e que a sequência

(xk, zk) é Fejér monótona, então para (x0, z0) suficientemente perto de (x̄, z̄) temos que

⟨w,∇2
xxl(x

k+1, zk+1)w⟩+ ck
∑

i∈I1(x̄)

⟨∇fi(x
k+1), wi⟩

2 > 0, ∀ w ̸= 0. (4.3.16)

Logo, de (4.3.15) e (4.3.16) temos que para todo w ̸= 0,

0 < ⟨w,∇2
xxl(x

k+1, zk+1)w⟩+ 2θ(K⊗)′(xk+1),B(DH̃(xk+1)Tw),

= ⟨w,∇2
xxL(x

k+1, zk+1)w⟩+ 2θ(K⊗)′(xk+1),B(DH̃(xk+1)Tw).

A última desigualdade é obtida do fato que l(x, z) = L(x, z)−δK⊗(z). Então, segundo

a Proposição 4.3.3, garante-se que xk+1 é minimizador local do problema (4.3.6).

Por outro lado, como o ponto KKT (x̄, z̄) satisfaz a condição suficientemente forte de

segunda ordem e a independencia linear dos gradientes ∇fi(x̄) para i ∈ I1(x̄), segundo o

Teorema 1.2.6, são condições suficientes para que o sistema KKT do problema (PNL)

seja fortemente regular no ponto (x̄, z̄).

Além disso, do Exemplo 2.2.2 vimos que o sistema KKT para el problema (PNL)

coincide com o problema Lagrangeano (0, 0) ∈ L(x̄, z̄) com L definido em (2.2.5). Dáı,

L é um operador fortemente regular no ponto (x̄, z̄), o que equivale dizer, segundo a

Definição 1.2.3, que L−1 tem uma k-Localização Lipschitz. Portanto, do Teorema 4.2.3

obtemos a convêrgencia do algoritmo 4.3.1.



Caṕıtulo 5

Conclusões

Neste trabalho apresentamos de forma didática a teoŕıa de operadores monótonos maxi-

mais como também os resultados de convergência dos algoritmos:

• Algoritmo de ponto proximal relaxado (APPR) introduzido por Eckstein e Bert-

sekas, [9]

• Algoritmo de ponto proximal (APP) com monotonicidade local, estudado por Pen-

nanen [29].

• (APP) sem monotonicidade, estudado também por Pennanen [29].

Alem disso, apresentamos as aplicações destes resultados aos métodos de multiplicadores

e fazemos uma discução da implementação dos algoritmos propostos.

Do ponto de vista teórico podemos concluir que estes algoritmos tem boas propriedades

de convergência.
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[7] BRÉZIS H., LIONS P.L.- Produits infinis de resolvantes. Israel Journal of Mathe-

matics 29(4), pp.329-345. 1978.

[8] BURACHIK R.S., IUSEN A.N.- Set-valued mappings and enlargements of monotone

operators. Springer-Verlag. NY. 2008.

[9] ECKSTEIN J., BERTSEKAS D.- On the Douglas-Ratford splitting method and the

proximal point algorithm for masximal monotone operators.Math. Programming 55,

pp. 293-318. 1992.

95



96 BIBLIOGRAFIA

[10] ECKSTEIN J., FERRIS C.- Smooth methods of multipliers for complementarity

problems. Math. Programming 86, pp.65-90. 1999.

[11] FENCHEL W.,- On conjugate convex functions. Canadian Journal of Mathematics

1. pp.73-77. 1949.

[12] FUKUSHIMA M., QI L.,- A global and superlinear convergent algorithm for nons-

mooth convex minimization. SIAM J. Optim, 6 pp.1106-1120. 1996

[13] GOL’SHTEIN E.G.- Method for modification of monotone mappings. Ekonomika i

Matemacheskaya Metody 11(6): pp.1142-1159. 1975.

[14] GOL’SHTEIN E. G., TRET’YAKOV N.V.- Modified Lagrangians in convex pro-

gramming and their generalizations . Mathematical Prog. Study 10, p.86-97. 1979.
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