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Minha Mãe, por me ajudar do seu jeito e sempre estar ao meu lado;
e a todos aqueles que caminharam comigo, muito obrigado!

i





RESUMO

Oscilações de buracos negros adquiriram importância nos últimos anos de-
vido à possibilidade de se comprovar a existência de tais corpos celestes por
meio da detecção da radiação gravitacional emitida por eles. Nesse trabalho,
o estudo da propagação de ondas de diferentes tipos incidentes em um bu-
raco negro é apresentado sob o ponto de vista matemático. Inicialmente, são
usados elementos de Geometria Diferencial a fim de se estabelecer a estrutura
matemática da gravitação e, a partir de um conjunto de hipóteses, determina-
se uma famı́lia de soluções das Equações de Einstein que caracteriza os
buracos negros (Schwarzschild, Reissner-Nordström, Kerr e Kerr-Newman).
As Equações de Teukolsky, que governam as perturbações de buracos ne-
gros, são obtidas com a ajuda do formalismo de Newman-Penrose e transfor-
madas em uma equação de onda unidimensional. Obedecendo a condições
de fronteira espećıficas, soluções dessa equação para freqüências complexas
são então determinadas a partir de diferentes métodos semi-anaĺıticos.
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ABSTRACT

In the past few years, black hole oscillations became a very interesting re-
search area mainly due to the possibility of proving the existence of such
celestial bodies through the gravitational radiation emitted by them. In this
work, the study of the propagation of different kinds of incident waves on a
black hole is presented under the mathematical point of view. Initially, ele-
ments of differential geometry are used to establish the mathematical struc-
ture of gravitation and, under certain hypotheses, a family of solutions to
the Einstein equations is obtained, describing the black holes (Schwarzschild,
Reissner-Nordström, Kerr and Kerr-Newman). Teukolsky equations, which
govern the black hole perturbations, are obtained with the aid of Newman-
Penrose formalism and transformed to a one-dimensional wave equation. Ac-
cording to certain boundary conditions, solutions of this equation for complex
frequencies are determined from different semi-analytic methods.
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Introdução

Buracos negros consistem em soluções exatas das Equações de Einstein, as
quais descrevem como a matéria e a energia afetam a geometria do espaço-
tempo, produzindo o que se conhece como gravitação. Embora ainda não
exista nenhuma evidência concreta da existência de buracos negros na Na-
tureza, imagina-se que eles sejam corpos astronômicos formados pelo colapso
estelar e que constituem-se na fonte de energia responsável pela atividade
observada no núcleo das galáxias. Na década de 50, o trabalho pioneiro de
Regge & Wheeler [27] iniciou o estudo das perturbações dos buracos negros
com o intuito de analisar sua estabilidade mediante influência externa. Esse
estudo foi motivado pelo fato de que buracos negros, assim como as estrelas,
oscilam mediante a incidência de campos de ondas, ou acréscimo de matéria,
de forma que surge a questão: caso tal objeto se forme, será posśıvel a sua per-
manência na Natureza? Tentando responder a essa questão, Vishweshwara
[31] propôs a necessidade de se considerar o efeito das freqüências complexas
nas equações de perturbação, em que a parte real representa a freqüência
de oscilação e a parte imaginária representa a taxa de amortecimento; tal
observação é condizente com o fato de que um buraco negro deve ser visto
como uma membrana infinita ao invés de um sistema oscilante fechado, como
uma corda de violão.

Quando um corpo astronômico oscila, ele emite radiação determinada
principalmente pelo fenômeno que provocou tal oscilação; no entanto, acre-
dita-se que uma perturbação irá, em seus últimos estágios, decair de uma
maneira caracteŕıstica do objeto oscilante e independente da causa original,
apresentando freqüências e taxas de amortecimento determinadas exclusiva-
mente pelos parâmetros daquele objeto, da mesma forma que as últimas notas
emitidas por um sino. Soluções das equações de perturbação dos buracos ne-
gros para certas freqüências complexas, denominadas modos quase-normais
(MQN), captam essa idéia e permitem caracterizar um buraco negro através
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da radiação gravitacional emitida por ele. Após o trabalho de Vishwesh-
wara, foram feitos vários desenvolvimentos numéricos [8] e semi-anaĺıticos
([10], [13], [19]), mas nos últimos anos, o interesse pelos MQN de buracos
negros intensificou-se porque, diferentemente do caso estelar, a teoria prevê
que a radiação gravitacional emitida por buracos negros com grande massa e
rotação é suficientemente forte para ser detectada pelos detectores de ondas
gravitacionais que estão sendo constrúıdos atualmente [16]. Assim, o estudo
dos MQN pode ser a chave para se comprovar a existência de buracos negros
na Natureza.

O objetivo principal desse trabalho é realizar uma revisão da literatura e
apresentar a teoria em que se baseia o estudo das perturbações de buracos
negros sob um ponto de vista axiomático, deduzindo os resultados a par-
tir de argumentos puramente matemáticos desde o ińıcio e mostrando que as
construções realizadas se adequam perfeitamente às interpretações f́ısicas co-
nhecidas. No Caṕıtulo 1, construir-se-á toda a estrutura matemática a fim de
se caracterizar o espaço-tempo como uma variedade riemanniana quadridi-
mensional em que o tensor métrico obedece às Equações de Einstein. No
Caṕıtulo 2, mostrar-se-á que, sob determinadas hipóteses, as Equações de
Einstein apresentam uma única famı́lia de soluções de buracos negros e que
existem quatro tipos básicos de buracos negros, determinados por um con-
junto de três parâmetros.

No Caṕıtulo 4, as equações dos campos de part́ıculas sem massa - fótons,
neutrinos e grávitons - serão expressas no formalismo de Newman-Penrose,
introduzido no Caṕıtulo 3, e então reduzidas e separadas nas chamadas
Equações de Teukolsky. A partir de uma forma padrão das Equações de
Teukolsky, serão determinadas condições necessárias e suficientes para trans-
formá-la numa equação de onda. Em cada caso (fótons, neutrinos e grávi-
tons), serão obtidas as barreiras de potencial e feita uma análise dos co-
eficientes de reflexão e transmissão das ondas incidentes nos buracos ne-
gros a fim de se entender como elas são espalhadas e absorvidas. A teoria
de perturbação via formalismo de Newman-Penrose foi aqui adotada, ao
invés do procedimento usual de linearização das Equações de Einstein, por
ser somente através dessa abordagem que o problema adquire uma solução
anaĺıtica completa. Mesmo assim, como será visto no Caṕıtulo 5, as equações
de perturbação do buraco negro de Kerr-Newman - a solução mais geral -
aparentemente não permitem o desacoplamento evidenciado pelas soluções
de Schwarzschild e Kerr (Caṕıtulo 4), e de Reissner-Nordström (Caṕıtulo 5).
Finalmente, o Caṕıtulo 6 apresentará a formulação matemática dos modos
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quase-normais como soluções da equação de onda, obtida no Caṕıtulo 4,
para freqüências complexas, e satisfazendo condições de fronteira apropri-
adas para uma resposta extrema do buraco negro a perturbações externas;
além disso, será feita uma análise dos principais métodos semi-anaĺıticos de-
senvolvidos na tentativa de se determiná-los.

O material é apresentado na forma de definições, teoremas e provas de teo-
remas, visando rigor matemático e, ao mesmo tempo, propiciando liberdade
ao leitor para omitir os conceitos e resultados mais básicos em uma leitura
rápida do texto. Além disso, cada caṕıtulo contém uma última seção cuja
finalidade é contextualizar fisicamente os conceitos e resultados matemáticos
apresentados nas seções anteriores.
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Caṕıtulo 1

TEORIA DA GRAVITAÇÃO

O objetivo desse caṕıtulo é fornecer a base matemática necessária para que
o leitor possa compreender as Equações de Einstein da Gravitação. Com
esse fim, serão introduzidos os conceitos de variedade diferenciável, conexão
e geodésica, bem como as definições dos tensores de torção e curvatura. A
partir dáı, será introduzida uma métrica e mostrar-se-á que a mesma in-
duz de forma única uma conexão na variedade, agora denominada variedade
riemanniana. As Equações de Maurer-Cartan foram inclúıdas porque serão
utilizadas no Caṕıtulo 2 para a determinação das soluções de buracos negros.
Identificado o espaço-tempo com uma variedade riemanniana, as Equações
de Einstein são postuladas como uma condição a ser obedecida pela métrica
em tal variedade e interpretadas como a ação da energia-momento sobre a
geometria do espaço-tempo, cuja conseqüência se conhece como gravitação.
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CAPÍTULO 1. TEORIA DA GRAVITAÇÃO 8

1.1 Elementos de Geometria Diferencial

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável n-dimensional é um conjunto
M munido de uma famı́lia {(Uα, φα)} tal que:

i) Cada φα : Uα ⊆ R
n →M é um mapeamento injetor de abertos Uα de R

n

em M, denominado parametrização.

ii)
⋃

α φα(Uα) = M .

iii) Quando φα(Uα) ∩ φβ(Uβ) = W 6= Ø, a aplicação φα
−1 ◦ φβ é um difeo-

morfismo 1 entre os subconjuntos abertos φα
−1(W ) e φβ

−1(W ), contidos
no R

n.

iv) A famı́lia {(Uα, φα)} é maximal em relação às condições anteriores.

A famı́lia {(Uα, φα)}, denominada atlas ou estrutura diferenciável , induz
de forma natural uma topologia em M, definindo-se que A ⊆ M é aberto se
φ−1
α (A∩φα(Uα)) ⊆ R

n é aberto para todo α. De fato, segue de (i) que M e Ø
são abertos. As condições relativas à união e à interseção finita de abertos
decorrem das relações

φα
−1(

⋃

α

Uα) =
⋃

α

φα
−1(Uα),

φα
−1(

⋂

α

Uα) =
⋂

α

φα
−1(Uα)

e das propriedades distributiva e associativa dos operadores união e in-
terseção.

A idéia por trás do conceito2 de variedade diferenciável é a de um espaço
que pode ser curvo e possuir topologias complicadas, mas que localmente se
assemelha ao R

n. Dessa forma, as condições (i)-(iii) da Definição 1.1 garan-
tem que toda variedade pode ser mapeada mediante cartas (Uα, φα), desde
que cartas distintas possam ser transformadas uma na outra quando sobre-
postas. O propósito da condição (iv) é evitar que dois espaços equivalentes,
munidos de atlas diferentes, contem como variedades distintas.

1Função diferenciável com inversa diferenciável.
2Inicialmente proposto por Gauss no contexto do mapeamento da superf́ıcie terrestre.
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Definição 1.2 Sejam M e N duas variedades diferenciáveis de dimensões
m e n, respectivamente. Uma aplicação f : M→N é diferenciável em p∈M
se dada uma vizinhança parametrizada ψ(V ) em f(p) existe uma vizinhança
parametrizada φ(U) em p, com f ◦ φ(U) ⊆ ψ(V ), e a aplicação

ψ−1 ◦ f ◦ φ : U ⊆ R
m → R

n

é diferenciável em φ−1(p)∈R
m.

Definição 1.3 Sejam M uma variedade diferenciável e D(M) o conjunto das
funções f : M→R diferenciáveis em um ponto p∈M. Uma curva passando
por p∈M é uma aplicação diferenciável γ : (−ǫ, ǫ)→M tal que γ(0) = p. O
vetor tangente à curva γ em p é a função X(p) : D(M)→R dada por

X(p)f =
d(f ◦ γ)
dt

∣

∣

∣

t=0
, f∈D(M). (1.1)

Teorema 1.1 Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional. O con-
junto TpM dos vetores tangentes a curvas em p∈M forma um espaço linear
n-dimensional sobre R, isomorfo ao espaço dos operadores derivada dire-
cional ao longo de curvas que passam por p.

Demonstração.

Pela Definição 1.1 existe parametrização φ numa vizinhança de p∈M tal
que

d(f ◦ γ)
dt

∣

∣

∣

t=0
=

d

dt
[(f ◦ φ) ◦ (φ−1 ◦ γ)]

∣

∣

∣

t=0
=
∂(f ◦ φ)

∂xi
d(φ−1 ◦ γ)i

dt

∣

∣

∣

t=0
, (1.2)

onde a soma sobre ı́ndices repetidos (um superior e outro inferior) foi assum-
ida3. Da Definição 1.2, resulta o isomorfismo

d(f ◦ γ)
dt

∣

∣

∣

t=0
= [(

dxi

dt
)(0)

∂

∂xi
]f =

d

dγ
f, (1.3)

pois R é variedade unidimensional (Definição 1.1). Comparando com (1.1)
e observando que f é arbitrária, segue o resultado do teorema.

3Essa convenção de soma será adotada ao longo de todo o texto.
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Teorema 1.2 Seja M uma variedade n-dimensional. Os conjuntos { ∂
∂xi :

i = 1, ..., n}(via isomorfismo) e {dxj : j = 1, . . . , n} são bases duais para
TpM e TpM

∗, respectivamente, denominadas bases locais de coordenadas(ou
canônicas).

Demonstração.

De (1.3) é imediato que o conjunto { ∂
∂xi : i = 1, ..., n} é base para TpM .

Seja agora df ∈ TpM∗, definido por

df(X) = Xf ∈ R. (1.4)

Como a dimensão de TpM é finita(Teorema 1.1), a afirmação de que o con-
junto {dxj : j = 1, . . . , n} é uma base de TpM

∗ decorre da equação (1.4),
colocando-se f = xj e X = ∂

∂xi .

Definição 1.4 Seja M uma variedade diferenciável e p∈M. O espaço TpM

denomina-se espaço tangente a M em p. O dual TpM
∗ é denominado espaço

co-tangente a M em p e seus elementos são chamados de 1-formas.

Teorema 1.3 Seja M uma variedade diferenciável. Existe, associada a cada
ponto p∈M, uma única álgebra linear não-comutativa graduada, gerada pelos
espaços TpM e TpM

∗.

Demonstração.

A existência e unicidade de uma álgebra gerada por um espaço linear é
demonstrada de forma construtiva no Caṕıtulo 4 da referência [17]. Uma
abordagem do mesmo problema, mas com enfoque f́ısico, é dada no Caṕıtulo
2, volume 1, da referência [25].

A álgebra descrita no Teorema 1.3 denomina-se álgebra tensorial e cada
elemento seu de grau (r,s), denominado tensor de ordem (r,s), corresponde
a uma aplicação multilinear

T :
r

∏

i=1

TpM
∗ ×

s
∏

i=1

TpM−→R.
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O conjunto dos tensores de ordem (r,s) será denotado por T rs (M). Dados os
tensores T∈T rs (M) e S∈T pq (M), o produto de T por S na álgebra tensorial,

denominado produto tensorial, é o tensor T⊗S∈T r+ps+q (M) dado por

T ⊗ S(ω1, . . . , ωr, . . . , ωr+p, X1, . . . , Xs, . . . , Xs+q) =
T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)S(ωr+1, . . . , ωr+p, Xs+1, . . . , Xs+q),

(1.5)

onde ωi∈TpM∗, i = 1, . . . , r + p, e Xj∈TpM, j = 1, . . . , s+ q.

Teorema 1.4 O conjunto dos elementos de grau (r,s) constitui um espaço
linear de dimensão nr+s, cuja base é dada por elementos da forma ei1⊗ . . .⊗eir
⊗ej1⊗ . . .⊗ejs, onde {eik : ik = 1, ..., n} é base de TpM e {ejl : jl = 1, ..., n}
é base de TpM

∗. Em particular, R≡T 0
0 (M), TpM≡T 1

0 (M) e TpM
∗≡T 0

1 (M).

Demonstração.

Sejam Xl = Xjlejl ∈ TpM e ωk = ωike
ik ∈ TpM

∗. Da multilinearidade
dos tensores, tem-se

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs) = ωi1 . . . ωirX
j1 . . . XjsT (ei1 , . . . , eir , ej1 , . . . , ejs),

(1.6)
para todo T ∈ T rs (M). Como4 ωik = ωk(eik) ≡ eik(ω

k) e Xjl = Xl(e
jl) ≡

ejl(Xl), segue de (1.5) que

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs) =
= [T i1...irj1...js

ei1⊗ . . .⊗eir⊗ej1⊗ . . .⊗ejs ](ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs),
(1.7)

onde T i1...irj1...js
= T (ei1 , . . . , eir , ej1 , . . . , ejs).

A independência do conjunto {ei1⊗ . . .⊗eir⊗ej1⊗ . . .⊗ejs} resulta da ex-
pressão

T (ep1 , . . . , epr , eq1 , . . . , eqs) = T q1...qsp1...pr
= 0, ∀T ∈ T rs (M). (1.8)

Portanto, T rs (M) é um espaço linear nr+s-dimensional, pois consiste num
espaço de funções com base formada por nr+s elementos.

4Essas identificações são posśıveis, pois o espaço linear TpM tem dimensão finita e,
portanto, é reflexivo.
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Decorre da definição de variedade que todos os tensores estão definidos
a menos de mudanças de coordenadas, ou seja, difeomorfismos que transfor-
mam as componentes quando a base coordenada de T rs (M) muda.

O Teorema 1.4 garante que tensores são objetos pontuais, mas todo tensor
pode ser estendido a uma vizinhança do ponto. Com efeito, é conseqüência
da topologia induzida pelas parametrizações que toda variedade é localmente
conexa, pois sempre existe uma vizinhança aberta em p∈M homeomorfa a
um aberto do R

n. O caráter local dos tensores decorre dessa observação
e do Teorema 1.1. Portanto, pelo menos localmente é posśıvel falar-se
indistintamente em tensores ou campos tensoriais, os quais são definidos
como aplicações multilineares do produto de módulos X (M) e X ∗(M) so-
bre D(M) em D(M) (ao invés de espaços vetoriais reais)5. Em particular,
D(M)≡T 0

0 (M), X (M)≡T 1
0 (M) e X ∗(M)≡T 0

1 (M). Mais que isso, o caráter
local dos tensores motiva a busca por formas de diferenciá-los ao longo da
variedade.

Definição 1.5 A conexão consiste num operador

∇ : T rs (M)×T 1
0 (M)−→T rs (M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

a) ∇(f, Z) = ∇Zf = Zf ,

b) ∇fZ1+gZ2T = f∇Z1T + g∇Z2T ,

c) ∇Z(T + S) = ∇ZT +∇ZS,

d) ∇Z(T⊗S) = ∇ZT⊗S + T⊗∇ZS,

onde f, g∈T 0
0 (M),Z,Z1, Z2∈T 1

0 (M) e T, S∈T rs (M). Fixando T∈T rs (M), segue
da linearidade no último argumento da conexão (propriedade b) que ∇T é um
leǵıtimo tensor de ordem (r,s+1), denominado diferencial covariante de T,
cujo valor ∇ZT∈T rs (M) denomina-se derivada covariante de T ao longo do
campo vetorial Z.

5Campos tensoriais podem ser definidos globalmente quando o módulo X (M) é fini-
tamente gerado. Mesmo quando essa condição não se verifica, a existência de campos
tensoriais ao longo de uma variedade de Hausdorff paracompacta está garantida quando
os campos vetoriais e escalares são C∞ ([25], Caṕıtulo 2, v.1).
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Teorema 1.5 Toda variedade diferenciável M, de dimensão n, admite uma
derivada covariante que é única a menos de um conjunto de n3 campos es-
calares ωjlk, que caracterizam a conexão.

Demonstração.

Seja {ej : j = 1, . . . , n} uma base de T 1
0 (M). Pelas propriedades (a)-(d)

da Definição 1.5, observando que fY = f⊗Y ∀f∈T 0
0 (M), resulta

∇(Y,X)≡∇XY = ∇X(Y jej) = (XY j)ej+Y
j∇Xej = (XY j)ej+Y

jXk∇ek
ej.

(1.9)
Pela definição de ∇, tem-se ∇Xej∈T 1

0 (M) de forma que, na base escolhida,

∇Xej = ωlj(X)el, (1.10)

onde ωlj são 1-formas. Substituindo em (1.9) e rearranjando os ı́ndices, vem

∇XY = [XY j + ω
j
lkY

lXk]ej, (1.11)

em que ωjlk = ω
j
l (ek).

Por um racioćınio análogo, obtém-se

∇XΩ = [XΩj + ω̃ljkΩlX
k]ej, (1.12)

onde Ω∈T 0
1 (M), {ej : j = 1, . . . , n} é a dual da base escolhida e ∇Xe

j =
ω̃
j
l (X)el.

A fim de se estabelecer uma relação entre ωljk e ω̃ljk, é necessário as-
sumir que a derivada covariante comuta com contrações6. Utilizando esse
fato e a propriedade (d) da Definição 1.5, segue que a contração da derivada
covariante do tensor Ω⊗ Y ∈ T 1

1 (M) é dada por

∇X(ΩjY
j) = (∇XΩ)jY

j + Ωj(∇XY )j, (1.13)

onde ΩjY
j = Ω(Y ) é a contração de Ω⊗ Y .

6A contração de um tensor de tipo (r,s) com componentes T i1...irj1...js
, relativamente aos

ı́ndices ip e iq, é o tensor de tipo (r-1,s-1) com componentes T
i1...ip−1kip+1...ir
j1...jq−1kjq+1...js

onde a
convenção da soma foi utilizada. Dizer que a derivada covariante comuta com contrações
significa que

(∇T )
i1...ip−1kip+1...ir
j1...jq−1kjq+1...js

= ∇(T
i1...ip−1kip+1...ir
j1...jq−1kjq+1...js

),

para todo T ∈ T rs (M).
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Aplicando as propriedades (c), (d) e (a) da Definição 1.5 ao lado esquerdo
de (1.13) e substituindo (1.11) e (1.12), conclui-se que

ω̃ljk = −ωljk, (1.14)

de modo que a equação (1.12) pode ser reescrita como

∇XΩ = [XΩj − ωljkΩlX
k]ej. (1.15)

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) e das equações (1.11) e (1.15)
que a derivada covariante está bem definida e é única, uma vez que são es-
pecificadas as n3 funções ωljk.

A derivada covariante de um tensor T ao longo do campo vetorial Z corres-
ponde a uma projeção da derivada parcial de T sobre o espaço tangente dos
pontos ao longo das curvas integrais de Z(isto é, curvas cujo vetor tangente
é Z). A forma como é feita essa projeção é determinada pelos coeficientes
de conexão ωjlk ([6],p.56).

Teorema 1.6 Uma vez estabelecida a conexão em uma variedade diferen-
ciável, a diferencial covariante de um tensor de ordem (r,s) é o tensor de
ordem (r,s+1) dado por

∇T (ω1, ..., ωr, X1, ..., Xs, Z) =
Z(T (ω1, ..., ωr, X1, ..., Xs))− T (∇Zω

1, ..., Xs)− ...− T (ω1, ...,∇ZXs),
(1.16)

onde ∇ZXj,j=1,...,s, e ∇Zω
i,i=1,...,r, estão definidos pelas equações (1.11)

e (1.15), respectivamente.

Demonstração.

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) da Definição 1.5 e da equação
(1.13) que a igualdade (1.16) é verdadeira.

Em uma base canônica {∂k, dxl}, as equações (1.11) e (1.15) podem ser
escritas como

Y
j
;k = Y

j
,k + Y lΓjlk (1.17)
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e
Ωj;k = Ωj,k − ΩlΓ

l
jk, (1.18)

onde foram utilizadas as notações

Γjlk ≡ ω
j
lk ,

∂

∂xk
≡ ∂k ≡,k e ∇∂k

≡;k . (1.19)

Definição 1.6 Sejam M uma variedade diferenciável e I um intervalo aberto
da reta. Diz-se que um tensor T é paralelamente transportado ao longo de
uma curva γ : I→M com vetor tangente X se

∇XT = 0. (1.20)

A Definição 1.6 permite interpretar a derivada covariante de um ten-
sor como sendo uma medida de sua mudança em relação àquela sofrida se
ele tivesse sido transportado paralelamente ao longo do mesmo caminho. O
transporte paralelo de um tensor T depende do caminho no qual é realizado,
pois os coeficientes de conexão exibem uma dependência funcional das com-
ponentes do vetor X, tangente ao caminho, como mostra a equação (1.10).

Definição 1.7 Uma curva que transporta paralelamente seu vetor tangente
denomina-se geodésica.

Como a condição de transporte paralelo é definida pela equação (1.20),
de natureza tensorial, segue que a geodésica é um conceito local. Variedades
em que as geodésicas podem ser definidas globalmente são denominadas
geodesicamente completas.

Teorema 1.7 Seja M uma variedade n-dimensional, p∈M e U uma vizi-
nhança de p. Uma curva γ : I→M passando por p será uma geodésica se, e
somente se, satisfizer o sistema de n equações diferenciais de 2a ordem

d2xj

dt
+ Γjlk

dxl

dt

dxk

dt
= 0, (1.21)

onde γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) em U.

Demonstração.

Aplicando a Definição 1.7 ao vetor tangente dγ

dt
= dxj

dt
∂
∂xj , e utilizando a
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propriedade (b) da Definição 1.5, juntamente com a equação (1.17), tem-se
que γ será geodésica se, e somente se,

∇ dγ

dt

(
dγ

dt
) = [

d2xj

dt2
+ Γjlk

dxl

dt

dxk

dt
]
∂

∂xj
= 0. (1.22)

Como { ∂
∂xj : j = 1, . . . , n} é base de T 1

0 (M), segue o resultado.

O Teorema 1.7 afirma que a derivada covariante do vetor dγ

dt
, tangente

à curva geodésica γ, é nula na vizinhança parametrizada U . Mais que isso,
a equação (1.21) determina uma famı́lia de parâmetros para a geodésica,
denominados parâmetros afins7, pois a única liberdade que se tem na escolha
de t em (1.21) é a sua origem e escala.

Definição 1.8 Seja M uma variedade com uma conexão e X,Y, Z∈T 1
0 (M).

A torção é o tensor de ordem (1,2) dado por

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ], (1.23)

onde [X,Y] é o campo vetorial definido por

[X,Y ]f = (XY − Y X)f = X(Y f)− Y (Xf) (1.24)

e denominado comutador de X e Y. A curvatura(ou tensor de Riemann) é o
tensor de ordem (1,3) dado por

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (1.25)

A partir de uma análise do comutador de derivadas covariantes, Carroll([6],
p.74-75) interpreta os tensores de curvatura e torção como medidas da mu-
dança sofrida por um vetor que é transportado paralelamente ao longo de
um loop infinitesimal numa variedade.

A partir do comutador é posśıvel construir outro operador de diferen-
ciação sobre tensores.

Definição 1.9 A derivada de Lie consiste num operador

LX : T rs (M)→T rs (M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

7Mesmo em um contexto mais geral, é sempre posśıvel efetuar uma transformação nos
parâmetros a fim de se encontrar um conjunto de parâmetros afins onde (1.21) se verifica
([7], p.20).
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(a) LXf = Xf ,

(b) LXY = [X,Y ],

(c) LX(T + S) = LXT + LXS,

(d) LX(T⊗S) = LXT⊗S + T⊗LXS,

onde f∈T 0
0 (M),X,Y ∈T 1

0 (M),T∈T rs (M),S∈T pq (M) e [X,Y] está definido pela
equação (1.24).

Teorema 1.8 Sejam X,Y ∈T 1
0 (M) e ω∈T 0

1 (M). Numa base local de coorde-
nadas {∂k, dxl}, os tensores LXY e LXω são expressos como

LXY = (XkY
j
,k − Y kX

j
,k)

∂

∂xj
(1.26)

e
LXω = (Xkωj,k + ωkX

k
,j)dx

j. (1.27)

Demonstração.

A equação (1.26) é simplesmente a propriedade (b) da Definição 1.9 com uso
da definição (1.24) de comutador, escrita em termos de componentes. Apli-
cando a propriedade (d) da Definição 1.9 ao produto tensorial ω⊗Y ∈T 1

0 (M)
e assumindo que a derivada de Lie comuta com contrações, resulta, na base
canônica, a expressão

Xk(ωjY
j),k = (Lxω)jY

j + ωj(LxY )j. (1.28)

Substituindo (1.26) em (1.28), vem

(Lxω)jY
j = (Xkωj,k + ωkX

k
,j)Y

j. (1.29)

A equação (1.27) segue do fato de Y ∈T 1
0 (M) ser arbitrário.

Teorema 1.9 A derivada de Lie de um tensor T∈T rs (M) está definida de
forma única pela equação

LX [T (ω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys)] =
(LXT )(ω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys)) + T (LXω1, ..., Ys) + ...+ T (ω1, ...,LXYs),

(1.30)
onde ω1, ..., ωr∈T 0

1 (M) e Y1, ..., Ys∈T 1
0 (M).
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Demonstração.

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) da Definição 1.9 e da equação
(1.28) que a igualdade (1.30) é verdadeira.

Retornando às equações da Definição 1.8, é imediato a observação de
que os tensores de curvatura e torção são ambos anti-simétricos no par de
argumentos X e Y, ou seja,

R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z e T (X,Y ) = −T (Y,X). (1.31)

Devido a essa propriedade, torna-se interessante estudá-los por meio de ten-
sores completamente anti-simétricos.

Definição 1.10 Uma s-forma Ω é um tensor de ordem (0,s) invariante sob
a ação do operador de anti-simetrização A, ou seja,

AΩ(X1, ..., Xs) =
1

s!

∑

σ

sgn(σ)Ω(Xσ(1), ..., Xσ(s)) = Ω(X1, ..., Xs). (1.32)

Decorre da expressão acima que T 0
0 (M) é o conjunto das 0-formas e T 0

1 (M)
é o conjunto das 1-formas.

Definição 1.11 O produto exterior Ω ∧Ψ da s-forma Ω com a t-forma Ψ é
a (s+t)-forma dada por

Ω ∧Ψ = A(Ω⊗Ψ), (1.33)

onde A denota o operador de anti-simetrização.

Teorema 1.10 Seja M uma variedade n-dimensional. O conjunto de s-
formas define em cada ponto p∈M um espaço linear de dimensão n!

s!(n−s)! ,

denotado por ΛsTpM
∗. Dada uma base {ei1⊗...⊗eis : ik = 1, ..., n} de ten-

sores de ordem (0,s), {ei1∧...∧eis : 1≤i1 < i2 < . . . < is≤n} é uma base para
ΛsTpM

∗.

Demonstração.

A estrutura linear de ΛsTpM
∗ decorre da linearidade da somatória e da

natureza tensorial de Ω na definição (1.32). Ainda de (1.32) resulta que
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Ω se anula quando dois quaisquer de seus argumentos coincidem. Logo,
dada uma base {ei1⊗...⊗eis : ik = 1, ..., n} para T 0

s (M), existem apenas
n!

s!(n−s)! combinações para as n 1-formas eik da base de TpM
∗, tomadas s a

s, satisfazendo a equação de definição (1.32). A independência do conjunto
{ei1∧...∧eis : 1≤i1 < i2 < . . . < is≤n} resulta do processo de construção
utilizado.

Definição 1.12 A derivada exterior consiste num operador

d : ΛpTpM
∗→Λp+1TpM

∗

que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) df(X) = Xf ,

(b) d(Ω1 + Ω2) = dΩ1 + dΩ2,

(c) d(Ω∧Ψ) = dΩ∧Ψ + (−1)pΩ∧dΨ,

(d) (Lema de Poincaré) d(dΩ) = 0,

onde f∈Λ0TpM
∗,Ω1,Ω2,Ω∈ΛpTpM

∗,Ψ∈ΛqTpM
∗ e X∈T 1

0 (M).

Teorema 1.11 Existe um único operador derivada exterior, definido em
uma base de coordenadas por

dΩ = dΩj1...jp∧dxj1∧...∧dxjp =
∂Ωj1...jp

∂xk
dxk∧dxj1∧...∧dxjp , Ω∈ΛpTpM

∗.

(1.34)

Demonstração.

Sejam ω,ψ∈Λ1TpM
∗. Pelas Definições 1.10 e 1.11, tem-se

ω∧ψ =
1

2
(ω⊗ψ − ψ⊗ω), (1.35)

de modo que
ω∧ψ = −ψ∧ω (1.36)
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e o produto exterior é anti-comutativo. A verificação das propriedades (a)-
(d) da Definição 1.12 para o operador descrito em (1.34) decorre dessa anti-
comutatividade. Para provar a unicidade, suponha outro operador D satis-
fazendo as propriedades da Definição 1.12. Então, por (c),

D(dxj1∧ . . .∧dxjp) =
∑

k

±dxj1∧ . . .∧D(dxjk)∧ . . .∧dxjp . (1.37)

Por (a) e (d),
D(dxjk) = D(Dxjk) = 0. (1.38)

Segue das equações (1.33) e (1.5) que D(dxj1∧ . . .∧dxjp) = 0. Pelo Teorema
1.10, Ω = Ωj1...jpdx

j1∧ . . .∧dxjp∈ΛpTpM
∗. Então por (b) e (c),

DΩ =
∑

(j1...jp)

[D(Ωj1...jp)∧dxj1∧ . . .∧dxjp + Ωj1...jpD(dxj1∧ . . .∧dxjp)]. (1.39)

Como D(dxj1∧ . . .∧dxjp) = 0 e D(Ωj1...jp) = dΩj1...jp , tem-se DΩ = dΩ.

Teorema 1.12 Seja M variedade n-dimensional com uma conexão especifi-
cada pelas n2 1-formas ωjl = ω

j
lke

k. Então a torção e a curvatura obedecem
às relações

1

2
T
j
kme

k∧em = dej + ω
j
l∧el (1.40)

e
1

2
R
j
lkme

k∧em = dω
j
l + ω

j
k∧ωkl . (1.41)

As identidades acima são denominadas Equações Estruturais de Maurer-
Cartan.

Demonstração.

Sejam {ej : j = 1, . . . , n} e {ej : j = 1, . . . , n} bases duais de T 1
0 (M) e

T 0
1 (M), respectivamente. Utilizando a equação (1.11) na definição (1.23) da

torção, resulta

T j(X,Y ) = X(ej(Y ))− Y (ej(X))− ej([X,Y ]) + ω
j
l (X)el(Y )− ωjl (Y )el(X).

(1.42)
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A expressão (1.40) segue da identidade8

dω(X,Y ) =
1

2
[X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])] (1.43)

e da definição de produto exterior. Utilizando (1.11) e propriedades da
derivada covariante na definição (1.25) da curvatura, resulta

R(X,Y )Z = [X(ωjl (Y ))− Y (ωjl (X))− ωjl ([X,Y ])

+ωjk(X)ωkl (Y )− ωjk(Y )ωkl (X)]el(Z)ej
(1.44)

ou, fazendo uso da identidade (1.43), obtém-se

1

2
R(X,Y )Z = (dωjl + ω

j
k∧ωkl )(X,Y )el(Z)ej. (1.45)

Além disso, para toda 1-forma ω,

R(ω,Z,X, Y ) = R
j
lkm[ej⊗el⊗(ek∧em)](ω,Z,X, Y )

= (Rj
lkme

k∧em)(X,Y )el(Z)ej(ω).
(1.46)

Comparando as equações (1.45) e (1.46), obtém-se a expressão (1.41).

Teorema 1.13 Em uma base local de coordenadas

T
j
lk = Γjlk − Γjkl (1.47)

e
R
j
lm,n = Γjlm,n − Γjln,m + ΓjknΓ

k
lm − ΓjkmΓkln. (1.48)

Essa é a forma convencional como são definidos os tensores de torção e
curvatura.

Demonstração.

Em uma base local de coordenadas, tem-se

ej = dxj e ω
j
l = Γjlkdx

k. (1.49)

Substituindo-se essas expressões nas Equações de Maurer-Cartan e aplicando
as propriedades da derivada exterior e a Definição 1.10, seguem as expressões
(1.47) e (1.48).

8Para a demonstração dessa identidade, ver [7], p.16.
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Definição 1.13 Uma métrica em uma variedade diferenciável M consiste
em um tensor g∈T 0

2 (M) que associa a cada ponto p∈M uma forma bilinear
simétrica não-degenerada em TpM . Se g(X,X)≥0∀X∈TpM , a métrica é
dita riemanniana(ou positiva-definida). Caso contrário, a métrica é chamada
de indefinida.

Como toda forma bilinear simétrica pode ser posta em sua forma canônica,
conclui-se que em um ponto p∈M sempre é posśıvel representar as compo-
nentes da métrica por meio de uma matriz diagonal com gii = ±1 ou 0.
Se g+

ii é o número de +1′s e g−ii é o número de −1′s na forma canônica,
então (g+

ii − g−ii ) é a assinatura da métrica. Uma variedade diferenciável com
uma métrica positiva-definida denomina-se variedade riemanniana. Quando
a métrica possui g+

ii = 1, tem-se uma variedade lorentziana (ou pseudo-
riemanniana). Embora a geometria de uma variedade lorentziana seja di-
ferente da riemanniana (por exemplo, não se define cone de luz para essa
última), será usada uma só terminologia para ambas, salvo posśıvel menção
em contrário. Assim, fica subentendido que o termo “variedade riemanniana”
usado no texto significa “variedade com métrica”.

Carroll([6], pp.49-50) afirma que não há nenhuma dificuldade em simul-
taneamente escolher bases de vetores em cada ponto de uma variedade tal
que a métrica assuma sua forma canônica; o problema é que em geral não
se conseguirá uma base local de coordenadas, e não haverá meio de trans-
formá-la em uma9. Entretanto, há um resultado que garante a existência de
um sistema de coordenadas, denominadas coordenadas normais de Riemann,
no qual a métrica em sua forma canônica pode ser aproximada em primeira
ordem.

Teorema 1.14 (Teorema da Planitude Local) Em todo ponto de uma varie-
dade diferenciável existe um sistema de coordenadas em que a métrica assume
sua forma canônica e suas derivadas primeiras se anulam.

Demonstração.

Conferir [28], pp.158-160.

9Para uma análise mais completa do problema da existência de bases globais em uma
variedade, ver [25], v.1, pp. 92-93.
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É posśıvel definir-se um tensor métrico localmente em uma variedade
diferenciável. Para fazê-lo globalmente é necessário que a variedade admita
uma partição diferenciável da unidade. Uma condição necessária e suficiente
para que uma variedade M possua uma partição da unidade é que toda com-
ponente conexa de M seja de Hausdorff e tenha base enumerável([4],Caṕıtulo
3).

Teorema 1.15 Uma variedade diferenciável M de Hausdorff e com base enu-
merável possui uma métrica.

Demonstração.

Seja {fα} uma partição da unidade de M subordinada a uma cobertura {Vα}
de vizinhanças parametrizadas Vα = φα(Uα) de uma estrutura diferenciável
{(Uβ, φβ)} de M . Isto significa que {Vα} é uma cobertura localmente finita
(isto é, cada ponto de M possui uma vizinhança U tal que U∩Vα 6= ø apenas
para um número finito de ı́ndices) e que {fα : M→R} é um conjunto de
funções diferenciáveis em M satisfazendo:

1) fα ≥ 0, com fα = 0 no complementar do fecho V̄α.

2)
∑

α fα(p) = 1 para todo p∈M .

Como cada Vα admite uma métrica gα induzida pela parametrização, basta
definir

g(X,Y )(p) =
∑

α

fα(p)gα(X,Y )(p), ∀p∈M,X, Y ∈TpM. (1.50)

A partir desse ponto, todas as variedades consideradas serão de Hausdorff
e com base enumerável.

Teorema 1.16 (Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M, existe
uma única conexão em M satisfazendo as condições:

i) A torção é nula.

ii) ∇Xg = 0 ∀X∈T 1
0 (M).
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Tal conexão é denominada conexão riemanniana(ou de Christoffel, ou de
Levi-Civita) e depende exclusivamente da métrica em M.

Demonstração.

Suponha que exista tal conexão. Da propriedade (ii) e da equação (1.16),
segue que

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), (1.51)

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX), (1.52)

Z(g(X,Y )) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ), (1.53)

∀X,Y, Z∈T 1
0 (M). Da propriedade (i) e da equação (1.23), resulta

∇XY −∇YX = [X,Y ], ∀X,Y ∈T 1
0 (M). (1.54)

Somando (1.51) com (1.52) e subtraindo (1.53), tem-se, após usar (1.54) e
propriedades da métrica, que

g(Z,∇YX) = 1
2
{X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y ))−

−g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X)− g([X,Y ], Z)}. (1.55)

A expressão (1.55) garante a existência e unicidade da conexão ∇ a partir
da métrica g.

Teorema 1.17 Em uma base local de coordenadas, tem-se

Γmij =
1

2
[∂igjk + ∂jgki − ∂kgij]gkm, (1.56)

que é a expressão clássica da conexão riemanniana em termos das compo-
nentes da métrica.

Demonstração.

Sejam X = ∂
∂xi , Y = ∂

∂xj e Z = ∂
∂xk . Como ωli(ej) = ωlij, segue das equações

(1.10) e (1.19) que
∇∂j

(∂i) = Γlij∂l. (1.57)
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Substituindo em (1.55), resulta

Γlijglk =
1

2
[∂igjk + ∂jgki − ∂kgij], (1.58)

onde gij = g(∂i, ∂j). Como g é um tensor não-degenerado, ele admite uma
inversa g∈T 2

0 (M) cujas componentes são definidas por

glkg
km = δml . (1.59)

Aplicando a inversa da métrica à equação (1.58), tem-se o resultado.

Define-se espaço plano como aquele em que é posśıvel encontrar um sis-
tema de coordenadas no qual as componentes da métrica permanecem cons-
tantes e, portanto, a conexão riemanniana se anula. Esse fato permite ex-
trair uma série de propriedades de variedades riemannianas. Por exemplo,
conclui-se das equações (1.17) e (1.18) que a derivada covariante relativa à
conexão de Christoffel se reduz à noção de derivada parcial em um espaço
plano. Além disso, em termos da conexão riemanniana, geodésicas consistem
na generalização da linha reta, pois em um espaço plano a equação (1.21)
fornece

d2xj

dt
= 0. (1.60)

Finalmente, decorre dos Teoremas 1.14 e 1.17 que uma variedade riemanniana
se torna plana em coordenadas normais de Riemann.

Definição 1.14 A partir do tensor de Riemann e da métrica, definem-se:

(i) a curvatura de Ricci como sendo o tensor (0,2) cujas componentes são
dadas por

Rlm = R
j
ljm = −Rj

lmj, (1.61)

(ii) a curvatura escalar como sendo o tensor R∈T 0
0 (M) dado por

R = glmRlm. (1.62)

Teorema 1.18 Em relação à conexão riemanniana, o tensor de Ricci é
simétrico e corresponde à única contração independente do tensor de Rie-
mann. Nesse caso, define-se o tensor de Weyl, cujas componentes são dadas
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por

Cijkl = Rijkl −
1

(n− 2)
(gikRjl + gjlRik − gjkRil − gilRjk)

+
1

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk)R

(1.63)

e que corresponde à parte “sem-traço” do tensor de Riemann.

Demonstração.

Seja Rijkl = gimR
m
jkl o tensor de Riemann completamente covariante10. Da

equação (1.31), conclui-se que Rijkl = −Rijlk. Além disso, quando a conexão
é riemanniana, o tensor de Riemann completamente covariante é também
anti-simétrico no primeiro par de ı́ndices e invariante por mudança simultânea
dos dois pares (ij) e (kl) ([7], pp. 30-31). A simetria do tensor de Ricci
provém dessas simetrias do tensor de Riemann, pois

Rij = Rm
imj = glkRlikj = gklRkjli = Rm

jmi = Rji (1.64)

já que, por definição, a métrica é um tensor simétrico. Por exaustão, a única
contração posśıvel para o tensor de Riemann com essas simetrias é o tensor
de Ricci. Além disso,

gjlCijkl = 0, (1.65)

enquanto que
gjlRijkl = Rik. (1.66)

A métrica induz na variedade as noções de norma e ortogonalidade. O
tensor métrico também é usado para se definir o comprimento de arco s entre
os pontos γ(a) e γ(b), ao longo de uma curva γ:

s =

∫ b

a

|gij
dxi

dt

dxj

dt
|
1
2

dt. (1.67)

A conexão riemanniana torna esses conceitos mais naturais ao longo das
geodésicas.

10Um tensor de tipo (r, s) é também conhecido como tensor r contra-variante e s co-
variante.
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Teorema 1.19 Sejam M uma variedade riemanniana e γ : I→M uma curva
com vetor tangente dγ

dt
∈T 1

0 (M). Considere X,Y ∈T 1
0 (M) dois vetores trans-

portados paralelamente ao longo de γ relativamente à conexão riemanniana.
Então a quantidade g(X,Y ) é constante ao longo de γ. Em particular, a
norma do vetor tangente a uma geodésica é constante ao longo da curva.

Demonstração.

Como g(X,Y )∈T 0
0 (M), segue das hipóteses do teorema que

∇ dγ

dt

(g(X,Y )) = ∇ dγ

dt

(gijX
iY j)

= ∇ dγ

dt

(gij)X
iY j + gij∇ dγ

dt

(X i)Y j + gijX
i∇ dγ

dt

(Y j) = 0.

(1.68)
Da definição de geodésica e do fato de que |dγ

dt
|2 = g(dγ

dt
, dγ
dt

), conclui-se que a
norma do vetor tangente a uma geodésica é constante ao longo da curva.

Com base na definição (1.67) e no Teorema 1.19, conclui-se que os parâ-
metros afins de uma geodésica, relativa à conexão riemanniana, são propor-
cionais ao comprimento de arco s (a menos de posśıvel translação), onde a
constante de proporcionalidade corresponde à norma do vetor tangente.

Teorema 1.20 Em uma variedade riemanniana, os extremos do funcional
de comprimento são atingidos por curvas geodésicas com respeito à conexão
riemanniana.

Demonstração.

O teorema consiste na solução de um problema de Cálculo Variacional apli-
cado à integral

I =

∫ b

a

Lds, (1.69)

onde L = gij
dxi

ds
(γ(s))dx

j

ds
(γ(s)) e a curva γ está parametrizada pelo com-

primento de arco s. A solução pode ser obtida a partir da Equação de
Euler-Lagrange

d

ds
(
∂L

∂ẋj
)− ∂L

∂xj
= 0, (1.70)

onde ẋj = dxj

ds
(γ(s)). Como

∂L

∂ẋj
= 2gijẋ

i e
∂L

∂xj
= ∂jgikẋ

iẋk, (1.71)
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a Equação de Euler-Lagrange fornece

gijẍ
i + (∂kgij −

1

2
∂jgik)ẋ

iẋk = 0, (1.72)

e, rearranjando ı́ndices,

gijẍ
i +

1

2
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgik)ẋiẋk = 0. (1.73)

Finalmente, contraindo (1.73) com a métrica inversa (equação (1.59)), re-
sulta

d2xi

dt2
+

1

2
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgik)gjl

dxi

dt

dxk

dt
= 0, (1.74)

onde t é um parâmetro afim. Dos Teoremas 1.7 e 1.17 conclui-se a afirmação
do enunciado.

1.2 As Equações de Einstein

Uma das observações mais antigas sobre a gravitação remonta a Galileu em
seus experimentos jogando pesos do alto da Torre de Pisa11:no vácuo, to-
dos os corpos caem com a mesma aceleração. Em outras palavras, é posśıvel
distinguir-se movimento de queda livre da ação de um campo eletromagnético
pelas diferentes acelerações de part́ıculas com diferentes cargas; com a gravi-
dade isso não acontece porque a resposta da matéria à gravitação é universal.
É claro que isso é válido para regiões suficientemente pequenas do espaço-
tempo, pois caso contrário surgem discrepâncias no campo gravitacional que
são detectadas como forças de maré.

Einstein extrapolou esse racioćınio e estabeleceu o seu famoso Prinćıpio
de Equivalência:
Em regiões suficientemente pequenas do espaço-tempo, é imposśıvel distin-
guir-se entre a ação da gravidade e referenciais uniformemente acelerados,
não importa qual experimento seja feito.

O Prinćıpio de Equivalência de Einstein afirma que a gravitação acopla
não apenas com a massa de repouso (como estabeleceu Newton), mas com

11Essa é uma imagem pictórica; na verdade, Galileu chegou a suas conclusões analisando
a queda de pesos em planos inclinados.
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todas as formas de energia. Como conseqüência, não existe objeto gravita-
cionalmente neutro em relação ao qual se possa medir a aceleração devida à
gravidade. Diante disso e do papel desenvolvido pelos referenciais uniforme-
mente acelerados, definiu-se como aceleração gravitacional zero, o movimento
de corpos em queda livre. Como o Prinćıpio de Equivalência de Einstein vale
apenas localmente, os referenciais inerciais (corpos em queda livre) de obje-
tos distantes são independentes, ou seja, as velocidades medidas em relação
a eles não podem ser comparadas.

A idéia de que referenciais inerciais, onde valem as leis da Relatividade
Especial (espaço plano quadridimensional), só podem existir localmente, cor-
responde à possibilidade de se reduzir a métrica à sua forma canônica em
cada ponto de uma variedade, como garante o Teorema da Planitude Local
(Teorema 1.14). A impossibilidade de se comparar velocidades (vetores) en-
tre dois referenciais inerciais distantes corresponde à dependência do caminho
durante o transporte paralelo ao longo de uma curva. O movimento de queda
livre, definido como aceleração nula (derivada covariante do vetor tangente à
curva igual a zero), corresponde às geodésicas (devidamente parametrizadas).
Essas considerações foram suficientes para motivar Einstein a considerar a
gravitação como uma manifestação da curvatura do espaço-tempo.

Em poucas palavras, a Teoria da Gravitação pode ser descrita como:
O espaço-tempo consiste numa variedade pseudo-riemanniana quadridimen-
sional com uma métrica que dá origem a uma conexão para a qual o traço
reverso do tensor de curvatura é proporcional ao tensor energia-momento que
descreve a matéria e os campos não-gravitacionais.

A necessidade de uma métrica indefinida de assinatura −2 provém do fato
de que o espaço-tempo, pelo Prinćıpio de Equivalência, deve ser localmente
semelhante ao Espaço de Minkowski da Relatividade Especial, que possui
uma métrica da forma12

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (1.75)

onde c denota a velocidade da luz (geralmente tomada igual a um por escolha
de unidades).

Com essa assinatura, a métrica do espaço-tempo é indefinida de modo
que qualquer uma das condições abaixo pode se verificar para um vetor X:

i) g(X,X) > 0, caso em que X denomina-se de tipo-tempo;

12A representação ds2 decorre da definição (1.67) de comprimento de uma curva.
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ii) g(X,X) = 0, caso em que X denomina-se de tipo-luz (ou nulo);

iii) g(X,X) < 0, caso em que X denomina-se de tipo-espaço.

Part́ıculas materiais (massa de repouso finita) descrevem trajetórias de
tipo-tempo, enquanto que part́ıculas sem massa (isto é, fótons, grávitons e
neutrinos) descrevem trajetórias de tipo-luz. O comprimento de arco das
geodésicas do tipo-tempo é interpretado como o tempo próprio medido no
referencial da part́ıcula material. Geodésicas do tipo-luz não podem ser
parametrizadas pelo comprimento de arco, mas admitem parâmetros afins
(ver observações após Teoremas 1.19 e 1.7).

O Teorema 1.19 garante o caráter (tipo-tempo, luz ou espaço) do movi-
mento geodésico descrito pelas part́ıculas em queda livre. O Teorema 1.20
unifica as noções de linha reta (geodésica) e caminho mais curto entre dois
pontos para um espaço curvo. Juntamente com o Teorema 1.18, essas pro-
priedades da conexão riemanniana justificam sua escolha.

Como localmente a gravitação acopla com todas as formas de energia e
sua ação é manifestada pela curvatura do espaço-tempo, Einstein supôs que
a relação mais simples entre essas quantidades seria uma equação tensorial
de proporcionalidade entre os tensores T e G,

G = kT, (1.76)

ambos simétricos de tipo (0,2), onde T representa o tensor energia-momento
e G deveria ser obtido do tensor de Riemann e possuir divergente nulo, ou
seja,

Gij;i = 0 (1.77)

ao longo da variedade (por causa da conservação da energia, representada
por T ij;i = 0).

Como em uma conexão riemanniana o tensor de Ricci é simétrico e é a
única contração independente do tensor de Riemann (Teorema 1.18), cujo
traço reverso

Gij = Rij −
1

2
gijR (1.78)

satisfaz a condição (1.77), seguem as Equações de Einstein

G =
8πG

c4
T (1.79)
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ou, em componentes,

Rij −
1

2
gijR =

8πG

c4
Tij, (1.80)

onde 8πG
c4

é a constante de proporcionalidade13 obtida a partir de comparações
com o limite newtoniano14.

Contraindo (1.80) com a métrica inversa (equação (1.59)), obtém-se em
quatro dimensões,

Rij =
8πG

c4
(Tij −

1

2
gijT ), (T = gijTij), (1.81)

de forma que no vácuo (regiões do espaço-tempo em que Tij = 0), as
Equações de Einstein se reduzem a

Rij = 0. (1.82)

As Equações de Einstein representam equações diferenciais de segunda
ordem nas funções gij que compõem a métrica. Como ambos os membros
constituem-se de tensores simétricos de ordem (0,2), existem apenas dez
equações independentes. O fato do tensor G, denominado tensor de Einstein,
satisfazer a condição (1.77) impõe mais quatro graus de liberdade à solução,
reduzindo para seis o número de equações independentes. Isso condiz com a
definição do espaço-tempo como uma variedade quadridimensional, pois as-
sim todos os tensores estão definidos a menos de mudanças de coordenadas
(difeomorfismos, cuja representação envolve quatro funções).

Quando o tensor energia-momento é dado pelo tensor de Maxwell do
campo eletromagnético,

Tab = ηcdFacFbd −
1

4
ηabFefF

ef , (1.83)

13A constante G geralmente é posta igual a um por escolha de unidades.
14O limite newtoniano consiste nas três condições abaixo:

(i) As part́ıculas devem se mover lentamente com respeito à velocidade da luz:
dxi

dτ
≪ dt

dτ
,i = 1, 2, 3.

(ii) O campo gravitacional é fraco, podendo ser considerado como uma perturbação da
métrica η do espaço plano (ver equação (1.75)): gij = ηij + hij , |hij |≪1,i, j =
0, 1, 2, 3.

(iii) O campo gravitacional é estático, ou seja, é invariante com o tempo: ∂0gij≡0,i, j =
0, 1, 2, 3.
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as equações (1.80) são conhecidas como Equações de Einstein-Maxwell. No
Caṕıtulo 2 de [7], essas equações estão explicitadas para o caso de uma
métrica suficientemente geral.



Caṕıtulo 2

BURACOS NEGROS

No Caṕıtulo 1 foram apresentadas as Equações de Einstein que descrevem
como a matéria e a energia afetam o espaço e o tempo produzindo o que se
conhece como gravitação. Nesse caṕıtulo será apresentada uma famı́lia de
soluções exatas dessas equações, denominadas buracos negros. Inicialmente
será estabelecida a forma geral da métrica que caracteriza o tipo de espaço-
tempo que se espera obter. Feito isso, será demonstrado um teorema ga-
rantindo a existência e unicidade dessas soluções, as quais serão explicitadas
e classificadas de acordo com um conjunto de parâmetros. A interpretação
f́ısica desses parâmetros bem como uma análise comparativa dos buracos
negros será realizada na parte final do caṕıtulo.

33
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2.1 Soluções das Equações de Einstein

Definição 2.1 Um vetor de Killing em uma variedade riemanniana é um
campo K tal que

LKg = 0, (2.1)

onde g é a métrica e L é o operador derivada de Lie.

Teorema 2.1 Seja M uma variedade riemanniana que possui um vetor de
Killing. Então é posśıvel encontrar um sistema de coordenadas no qual a
métrica é independente de uma das coordenadas.

Demonstração.

Seja K o vetor de Killing e considere um sistema de coordenadas em que
a primeira coordenada x1 é o parâmetro ao longo da curva integral de K,
dada pela solução da equação

dxi

dx1
= Ki. (2.2)

Nesse sistema, Ki = ∂
∂x1 = (1, 0, . . . , 0). Então a Definição 1.9 fornece

(LKX)i = [K,X]i =
∂X i

∂x1
. (2.3)

Segue do Teorema 1.9 com as substituições (2.1) e (2.3) que

∂g

∂x1
(X,Y ) = g(

∂X

∂x1
, Y ) + g(X,

∂Y

∂x1
). (2.4)

Substituindo X = ∂
∂xj e Y = ∂

∂xk na equação acima e usando o fato da
métrica ser bilinear, segue o resultado do teorema.

Definição 2.2 Uma métrica g é dita estacionária se possui um vetor de
Killing K de tipo-tempo, isto é, g(K,K) > 0. Uma métrica é chamada
estática se possui um vetor de Killing de tipo-tempo que é ortogonal a uma
famı́lia de hipersuperf́ıcies1.

1Uma hipersuperf́ıcie em uma variedade n-dimensional é uma sub-variedade de di-
mensão n− 1.
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Definição 2.3 Uma métrica g é dita axisimétrica se possui um vetor de
Killing K de tipo-espaço, isto é, g(K,K) < 0. Uma métrica é chamada
esfericamente simétrica se possui um vetor de Killing de tipo-espaço que é
ortogonal a uma famı́lia de hipersuperf́ıcies.

A fim de se encontrar a forma geral da métrica para espaços-tempo esta-
cionários e axisimétricos será preciso fazer uso do resultado abaixo.

Lema 2.1 A métrica

ds2 = g11(dx
1)

2
+ 2g12dx

1dx2 + g22(dx
2)

2
(2.5)

de um espaço bidimensional (x1, x2), com assinatura +2 (positiva-definida)
ou −2 (negativa-definida), pode sempre ser globalmente diagonalizada por
meio de uma transformação de coordenadas, isto é, pode ser posta na forma

ds2 = ±e2µ[(dx1)
2
+ (dx2)

2
], (2.6)

onde e2µ é uma função de x1 e x2.

Demonstração.

Basta mostrar que existem transformações

x1′ = φ(x1, x2) e x2′ = ψ(x1, x2), (2.7)

que diagonalizam a forma contra-variante da métrica,

ds2 = g11(dx1)
2 + 2g12dx1dx2 + g22(dx2)

2, (2.8)

com coeficientes iguais em (dx1)
2 e (dx2)

2. Para tanto, é necessário e sufi-
ciente que

g1′2′ = g11φ,1ψ,1 + g12(φ,1ψ,2 + φ,2ψ,1) + g22φ,2ψ,2 = 0 (2.9)

e

g1′1′−g2′2′ = g11(φ2
,1−ψ2

,1)+2g12(φ,1φ,2−ψ,1ψ,2)+g22(φ2
,2−ψ2

,2) = 0. (2.10)

As equações (2.9) e (2.10) são satisfeitas pelas substituições ([7], pp. 67-68)

φ,i = g
1
2 εijg

jkψ,k e (g
1
2 gikψ,k),i = 0, (i, j, k = 1, 2), (2.11)
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onde εij é o śımbolo de Levi-Civita em dois ı́ndices,

εij =

(

0 1
−1 0

)

, (2.12)

e g é o determinante da forma covariante da métrica,

g = g11g22 − (g12)
2 =

1

g11g22 − (g12)2
. (2.13)

Teorema 2.2 A forma geral da métrica descrevendo um espaço-tempo esta-
cionário e axisimétrico é

ds2 = e2ν(dt)2 − e2ψ(dϕ− ωdt)2 − e2µ2(dx2)
2 − e2µ3(dx3)

2
, (2.14)

onde ν,ψ,ω,µ2 e µ3 são funções das coordenadas x2 e x3.

Demonstração.

Inicialmente, tomam-se como coordenadas o tempo t(= x0) e o ângulo azimu-
tal ϕ(= x1) em torno do eixo de simetria. Pelo Teorema 2.1, as componentes
da métrica estacionária e axisimétrica são dadas por

gij = gij(x
2, x3), (2.15)

onde x2 e x3 são as coordenadas espaciais restantes. Além disso, será imposta
à métrica sua invariância por inversão simultânea de t e ϕ, isto é2,

g02 = g03 = g12 = g13 = 0, (2.16)

pois os termos da métrica com esses coeficientes mudam de sinal sob a in-
versão, t→− t e ϕ→− ϕ. Sob essas condições, a métrica adquire a forma

ds2 = g00(dx
0)2+2g01dx

0dx1+g11(dx
1)2+[g22(dx

2)2+2g23dx
2dx3+g33(dx

3)2].
(2.17)

2A idéia por trás dessa condição é permitir que o tensor energia-momento apresente
essa invariância, de modo que a fonte do campo gravitacional terá movimentos puramente
rotacionais em torno do eixo de simetria. Em outras palavras, busca-se com isso descrever
o espaço-tempo associado a um corpo em rotação.
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Utilizando o Lema 2.1, resulta

ds2 = e2ν(dt)2 − e2ψ(dϕ− ωdt)2 − e2µ2(dx2)2 − e2µ3(dx3)2, (2.18)

que de fato descreve uma métrica estacionária, axisimétrica e de assinatura
−2 (perceba que (2.18) está diagonalizada) em uma variedade riemanniana
quadridimensional.

É preciso salientar que as funções µ2 e µ3 no Teorema 2.2 não precisam ser
distinguidas. Tal distinção foi feita com o intuito de oferecer a possibilidade
- no Teorema 2.3 adiante - de se estabelecer o v́ınculo que definirá a função
de horizonte, caracterizando as soluções de buracos negros.

Definição 2.4 Um horizonte de eventos consiste numa sub-variedade dife-
renciável bidimensional de tipo-luz gerada por um vetor de Killing de tipo-
tempo e outro de tipo-espaço.

Definição 2.5 Um espaço-tempoM, com métrica gij, é denominado assin-
toticamente plano se existe uma variedade diferenciável com fronteira3 M̄,
com métrica ḡij, campo escalar Ω e fronteira I = ∂M̄ tal que:

(a) M = intM̄

(b) ḡij = Ω2gij em M

(c) Ω e ḡij são C∞ em M̄

(d) Ω > 0 em M; e Ω = 0, ∇̄iΩ 6= 0 em I

(e) cada geodésica de tipo-luz em M possui um ponto terminal no passado
e outro no futuro de I.

A Definição 2.5 corresponde a uma transformação conforme no intervalo
de comprimento do espaço-tempo

ds̄ = Ωds,

3Uma definição rigorosa de variedade com fronteira pode ser encontrada em [12]. Essen-
cialmente, é um espaço cujos pontos têm vizinhanças parametrizadas por espaços euclidi-
anos ou semi-espaços euclidianos.
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a fim de poder “tornar o infinito finito”, ou seja, estender a métrica con-
tinuamente para se anexar uma fronteira I ao espaço-tempo. A condição
(d) garante que os pontos de I estão infinitamente distantes de seus vizinhos
(ds→∞) e a condição (e) afirma que o infinito conforme I é idêntico àquele
do Espaço de Minkowski afim ([25], volume 2, Caṕıtulo 9).

Teorema 2.3 Existe uma única famı́lia de soluções para as Equações de
Einstein-Maxwell que sejam assintoticamente planas, estacionárias e axisi-
métricas, com horizonte de eventos convexo e não-degeneradas fora desse
horizonte.

Demonstração.

Devido a sua extensão e complexidade, será esboçado apenas um esquema da
demonstração. Uma demonstração mais detalhada pode ser encontrada nos
Caṕıtulos 6 e 11 da referência [7]. Pelo Teorema 2.2, uma solução estacionária
e axisimétrica das Equações de Einstein-Maxwell deve ter a forma (2.14) e
a equação do horizonte de eventos deve ser do tipo

N(x2, x3) = 0. (2.19)

Como o horizonte é sub-variedade de tipo-luz, segue de (2.14) e (1.59) que

gijN,iN,j = e2(µ3−µ2)(N,r)
2 + (N,θ)

2 = 0, (2.20)

onde x2 = r e x3 = θ. Utilizando a liberdade de escolha do v́ınculo entre µ2

e µ3, garantida pela forma da métrica, impõe-se

e2(µ3−µ2) = ∆(r), (2.21)

onde ∆ = ∆(r) é denominada função de horizonte. Como o determinante
da métrica do subespaço (t, ϕ) é dado por

−e2β, (β = ν + ψ), (2.22)

segue da Definição 2.4, das equações (2.21) e (2.20), e da identidade4

[eµ3−µ2(eβ),2],2 + [eµ3−µ2(eβ),3],3 = 0, (2.23)

4As equações (2.23), (2.30) e (2.31) surgem a partir das Equações de Einstein-Maxwell
expressas em termos das componentes do tensor de Riemann para a métrica (2.14), obtidas
com o aux́ılio das Equações de Maurer-Cartan (Teorema 1.12) para a base de 1-formas

ω0 = eνdt, ω1 = eψ(dϕ− ωdt), ω2 = eµ2dx2, e ω3 = eµ3dx3.
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que a solução apropriada para uma função de horizonte convexa é

∆(r) = r2 − 2Mr +M2
0 , (2.24)

onde M e M0 são constantes. Além disso, ∆(r) = 0 no horizonte de eventos
e

eβ = ∆
1
2 sin θ. (2.25)

Substituindo5

H = A+ iB, χ = eν−ψ e δ = sin2 θ (2.26)

nas Equações de Einstein-Maxwell e efetuando uma série de manipulações
algébricas, resultam as seguintes equações6

[
χ

√

(∆δ)
∆H,2],2 + [

χ
√

(∆δ)
δH,3],3 = i(ω,2H,3 − ω,3H,2), (2.27)

[
∆

χ2
ω,2 − 2Im(HH∗

,3)],2 + [
δ

χ2
ω,3 + 2Im(HH∗

,2)],3 = 0 (2.28)

e

[∆(lnχ),2],2 +[δ(lnχ),3],3 =
1

χ2
[∆(ω,2)

2 +δ(ω,3)
2]+

2χ
√

(∆δ)
[∆|H,2|2 +δ|H,3|2].

(2.29)
A solução completa do problema consiste em se determinar as soluções (χ, ω)
nas equações (2.27)-(2.29) e depois encontrar as funções ψ e ν por meio de
(2.25) e (2.26). Uma vez determinado o par (χ, ω), a integração das equações7

(ψ + ν),2,3 − (ψ + ν),2µ2,3 − (ψ + ν),3µ3,2 + ψ,2ψ,3 + ν,2ν,3 =

1

2
e2ψ−2νω,2ω,3 − 2e−2ψ(A,2A,3 +B,2B,3)

(2.30)

e

4eµ3−µ2(β,2µ3,2 + ψ,2ν,2)− 4eµ2−µ3(β,3µ2,3 + ψ,3ν,3)

= 2e−β{[eµ3−µ2(eβ),2],2 − [eµ2−µ3(eβ),3],3} − e2ψ−2ν [eµ3−µ2(ω,2)
2 − eµ2−µ3(ω,3)

2]

+4e−2ψ{eµ3−µ2 [(A,2)
2 + (B,2)

2]− eµ2−µ3 [(A,3)
2 + (B,3)

2]},
(2.31)

5A e B são funções potenciais obtidas a partir das componentes do tensor de Maxwell
(1.83).

6O ı́ndice 3 corresponde a cos θ em vez de θ.
7Ver nota de rodapé 3 na página 36.
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juntamente com (2.21), fornece os valores de µ2 e µ3.
Resta, portanto, resolver (2.27)-(2.29) para χ e ω. Substituindo Φ e Ψ,

definidas por8

−Φ,2 =
δ

χ2
ω,3 + 2Im(HH∗

,2) e Φ,3 =
∆

χ2
ω,2 − 2Im(HH∗

,3);

Ψ =

√

(∆δ)

χ
, Z = Ψ + |H|2 + iΦ,

(2.32)

e, a partir de identidades entre elas, as equações (2.28) e (2.29) se tornam

Ψ[(∆Z,2),2 +(δZ,3),3] = ∆(Z,2)
2 + δ(Z,3)

2− 2H∗(∆Z,2H,2 + δZ,3H,3), (2.33)

enquanto que (2.27) resulta

Ψ[(∆H,2),2 +(δH,3),3] = ∆H,2Z,2 +δH,3Z,3−2H∗[∆(H,2)
2 +δ(H,3)

2]. (2.34)

O par (2.33) e (2.34) constitui-se nas Equações de Ernst.
A fim de reduzir as Equações de Ernst a uma única equação, toma-se

H = Q(Z + 1), Q ∈ C, (2.35)

obtendo-se

1

2
[(1− 2|Q|2)(Z + Z∗)− 2|Q|2(|Z|2 + 1)][(∆Z,2),2 + (δZ,3),3] =

= [1− 2|Q|2(Z∗ + 1)][∆(Z,2)
2 + δ(Z,3)

2].

(2.36)

Com a transformação

Z =
1 + E

1− E e η =
(r −M)

(M2 −M2
0 )

1
2

, (2.37)

a equação (2.36) se expressa como

(1− 4|Q|2 − |E|2){[(η2 − 1)E,η],η + [(1− µ2)E,µ],µ} =

= −2E∗[(η2 − 1)(E,η)
2 + (1− µ2)(E,µ)

2].
(2.38)

8A existência de Φ é garantida pela equação (2.28).
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A métrica de Kerr-Newman consiste na solução mais simples das Equações
de Ernst para a métrica conjugada, que é obtida pela transformação

t→ iϕ, ϕ→ −it, χ̃ = − χ

χ2 − ω2
e ω̃ =

ω

χ2 − ω2
. (2.39)

A métrica conjugada satisfaz uma equação idêntica à equação (2.38) e admite
a solução simples

Ẽ = −pη − iqµ, (2.40)

onde p e q são constantes reais que obedecem a relação

p2 + q2 = 1− 4|Q|2. (2.41)

Revertendo para a variável r e escolhendo as constantes p e q como

p =
(M2 −M2

0 )
1
2

M
e q =

a

M
, (2.42)

pois corresponde à escolha mais simples consistente com a relação (2.41),
obtém-se

∆ = r2 − 2Mr + a2 +Q2
∗, (2.43)

e

χ̃ = − ρ2

∆− a2δ

√

(∆δ) ω̃ =
aδ

∆− a2δ
[(r2 + a2)−∆]. (2.44)

Retornando às variáveis originais e fazendo os cálculos descritos anterior-
mente, resulta

χ = eν−ψ =
ρ2
√

∆

Σ2
√
δ
, e2β = e2(ψ+ν) = ∆δ, e2ψ =

δΣ2

ρ2
e e2ν =

ρ2∆

Σ2
; (2.45)

ω =
a

Σ2
(r2 + a2 −∆); (2.46)

eµ2+µ3 =
ρ2

√
∆
, eµ2−µ3 =

√
∆, e2µ2 =

ρ2

∆
e e2µ3 = ρ2, (2.47)

onde
Σ2 = (r2 + a2)2 − a2δ∆. (2.48)
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Conclui-se do comportamento assintótico (r → +∞) das componentes da
métrica9,

e2ν −→ 1− 2M

r
+O(r−2), e2ψ −→ r2 sin2 θ +O(r),

ω −→ 2aM

r3
+O(r−4),

e−2µ2 −→ 1− 2M

r
+O(r−2), e2µ3 −→ r2 +O(r),

(2.49)

que a métrica de Kerr-Newman descreve um espaço-tempo assintoticamente
plano. De fato, tomando a métrica com componentes (2.49) e efetuando a
mudança de coordenadas,

u = t− r − 2m ln(r − 2m),

v = t+ r + 2m ln(r − 2m),

segue da Definição 2.5 para Ω = r−1 que o espaço-tempo em questão é assin-
toticamente plano ([25], v.2, Caṕıtulo 9). A existência da famı́lia de soluções
descrita no enunciado está provada. Para a demonstração de sua unicidade,
conferir [7], pp.292-299.

Teorema 2.4 Existe uma única famı́lia de soluções para as Equações de
Einstein-Maxwell que sejam assintoticamente planas, estáticas e esferica-
mente simétricas, com horizonte de eventos convexo e não-degeneradas fora
desse horizonte.

Demonstração.

As afirmações do teorema decorrem das equações (2.45)-(2.49) quando se
toma a = 0.

É importante ressaltar que as soluções pertencentes à famı́lia obtida no
Teorema 2.3 estão unicamente determinadas por apenas três parâmetros,
(M,a,Q∗), permitindo a classificação das mesmas. Na próxima seção, tais
parâmetros serão identificados com a massa, o momento angular por unidade

9Uma função f é dita de classe O(rp) se limr→+∞ |
f

rp
| <∞.
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de massa e a carga do buraco negro, respectivamente. Portanto, os parâmetros
a e Q∗ são escolhidos de forma a adquirir valores reais, enquanto que o
parâmetro M está restrito aos valores não-negativos (essa restrição também
precisa ser feita à coordenada radial r).

Definição 2.6 A métrica obtida no Teorema 2.3, cuja forma geral é dada
por

ds2 = ρ2 ∆

Σ2
(dt)2 − Σ2

ρ2
(dϕ− 2aMr

Σ2
dt)

2

sin2 θ − ρ2

∆
(dr)2 − ρ2(dθ)2

, (2.50)

onde
ρ2 = r2 + a2 cos2 θ,

Σ2 = (r2 + a2)
2 − a2∆ sin2 θ

(2.51)

e a função de horizonte é

∆ = r2 − 2Mr + a2 +Q∗, (2.52)

descreve um espaço-tempo denominado espaço-tempo de Kerr-Newman. Para
Q∗ = 0, tal métrica, correspondente ao espaço-tempo de Kerr, é formalmente
idêntica à métrica (2.50), mas tem função de horizonte dada por

∆ = r2 − 2Mr + a2. (2.53)

Definição 2.7 A métrica

ds2 =
∆

r2
(dt)2 − r2

∆
(dr)2 − r2[(dθ)2 + (dϕ)2 sin2 θ], (∆ = r2 − 2Mr +Q∗),

(2.54)
obtida no Teorema 2.4 descreve um espaço-tempo denominado espaço-tempo
de Reissner-Nordström. Para Q∗ = 0, tal métrica se reduz a

ds2 = (1− 2M

r
)(dt)2 − (1− 2M

r
)
−1

(dr)2 − r2[(dθ)2 + (dϕ)2 sin2 θ],

(∆ = r2 − 2Mr),
(2.55)

que corresponde ao espaço-tempo de Schwarzschild.
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Pelas equações (2.50)-(2.55) é fácil perceber que existem pontos nos quais
algumas componentes do tensor métrico se tornam infinitas. Como as compo-
nentes de um tensor são dependentes do sistema de coordenadas, é necessário
algum indicador invariante por mudança de coordenadas para se concluir so-
bre as singularidades da métrica. Considera-se uma condição suficiente para
existência de um ponto singular no espaço-tempo o fato de algum campo
escalar obtido do tensor de Riemann tender ao infinito quando se aproxima
do ponto.

Teorema 2.5 As métricas de Kerr e Kerr-Newman apresentam uma sin-
gularidade em (r, θ) = (0, π

2
). As métricas de Schwarzschild e Reissner-

Nordström apresentam singularidade em r = 0.

Demonstração.

Utilizando-se a base de 1-formas

ω0 = eνdt, ω1 = eψ(dϕ− ωdt), ω2 = eµ2dr e ω3 = eµ3dθ, (2.56)

é posśıvel determinar-se as componentes do tensor de Riemann fazendo uso
das Equações de Maurer-Cartan (Teorema 1.12). A partir dessas compo-
nentes, o escalar RijklRijkl se torna infinito em (r, θ) = (0, π

2
) para as métricas

de Kerr e Kerr-Newman. Tomando-se a = 0, a singularidade se restringe a
r = 0.

O teorema acima garante a existência de singularidades nas soluções
encontradas. Surge a pergunta: existem outras singularidades em algumas
dessas métricas? Uma possibilidade está em se considerar que um ponto
não é singularidade no espaço-tempo se as geodésicas são bem comportadas
nesse ponto ([6],pp.171-172). Baseado nesse fato, nenhuma das soluções
encontradas apresenta singularidades além daquelas explicitadas no Teorema
2.5 ([7], [23], [6]).

2.2 Buracos Negros

Buracos negros são objetos no espaço-tempo constitúıdos de uma singulari-
dade essencial “ocultada” por uma trapped surface, que consiste em uma
superf́ıcie bidimensional fechada com a propriedade de que raios de luz,
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perpendiculares a ela, convergem na direção um do outro à medida que
se propagam ([23], p.934). As soluções encontradas no Teorema 2.3 possuem
essa caracteŕıstica. De fato, segue do Teorema 2.5 que tais soluções admitem
singularidades essenciais, isto é, locais do espaço-tempo em que a curvatura
se torna infinita. Além disso, uma análise das geodésicas ([23],[6],[7]) que
cruzam as superf́ıcies descritas pelas ráızes da função de horizonte ∆, des-
crita na equação (2.43), dadas por

r+ = M +
√

(M2 − a2 −Q2
∗) e r− = M −

√

(M2 − a2 −Q2
∗), (2.57)

mostra que tais superf́ıcies são regulares10 e que r+ envolve a singularidade
em cada caso.

A superf́ıcie r+ em (2.57) funciona globalmente como um ponto sem volta,
no sentido de que geodésicas direcionadas para o futuro (isto é, no sentido
crescente do parâmetro afim) que cruzam tal superf́ıcie não tornam a cruzá-
la, ficando presas no interior do horizonte de eventos. O nome buraco negro
surge da observação acima e do fato de que a luz descreve geodésicas (de
tipo-luz) no espaço-tempo.

Em prinćıpio pode haver uma vasta classe de buracos negros, depen-
dendo do processo pelo qual são formados. No entanto, não importa quão
assimétrico seja o processo que formou o buraco negro, ele rapidamente re-
cai em um estado simétrico descrito pelas soluções dos Teoremas 2.3 e 2.4.
Essa propriedade, que pode ser demonstrada individualmente para os vários
campos que se imagina fazerem parte da construção de um buraco negro,
é referida como buracos negros não têm cabelos ([6], pp.198-199). Assim,
as soluções exatas das Equações de Einstein obtidas na seção precedente
descrevem o estágio final de formação dos buracos negros.

Como foi visto na seção precedente, a famı́lia de soluções descrita no Teo-
rema 2.3 está determinada de forma única por três parâmetros, denotados
Q∗, M e a. A interpretação f́ısica dessas quantidades decorre de uma análise
dos tipos de buracos negros, cujas métricas estão descritas nas Definições
2.6 e 2.7. A constante M corresponde à massa do buraco negro, pois das
expressões (2.49) segue que a forma assintótica da métrica de Schwarzschild
para r→+∞ representa o espaço-tempo exterior a uma distribuição esférica
de massa inercial M . A função ω na forma geral da métrica, expressa
pela equação (2.14), representa o arrasto do referencial inercial, isto é, uma
part́ıcula em repouso em relação a uma base ortonormal do espaço-tempo

10Para a = Q∗ = 0, r− degenera na singularidade de Schwarzschild.
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terá uma velocidade angular ω numa base canônica ([7], pp.69-70). Decorre
do comportamento assintótico de ω em (2.49) que a deve ser interpretado
como o momento angular por unidade de massa do buraco negro. Final-
mente, segue das Equações de Maxwell (Caṕıtulo 3, Definição 3.7) para a
métrica de Reissner-Nordström que o único componente não-nulo do tensor
de Maxwell é dado por ([7], Caṕıtulo 5)

F02 = −Q∗
r2
, (2.58)

o que permite interpretar a constanteQ∗ como sendo a carga do buraco negro.
De acordo com a Definição 2.5, afirmar que um espaço-tempo é assinto-

ticamente plano equivale a dizer que ele é originado por uma fonte isolada.
Dessa forma, pelo que foi visto até o momento, o Teorema 2.3 pode ser
enunciado como: buracos negros isolados estão unicamente determinados por
suas massas, cargas e momentos angulares.

Os buracos negros apresentam caracteŕısticas especiais e dão margem à
imaginação humana ([23], [6]). Algumas das possibilidades mais especula-
tivas que um espaço-tempo produzido por um buraco negro pode oferecer
são:

• o buraco negro pode permitir a passagem a um outro universo assin-
toticamente plano, distinto do original;

• um viajante que, sob certas condições, atravesse o horizonte de Cauchy
(superf́ıcie r−) não tem sua vida futura guiada pelo seu passado;

• ao encontrar a singularidade essencial, o viajante “sai”do universo;

• em certos buracos negros, é posśıvel desviar da singularidade e retornar
ao universo;

• em alguns casos, está prevista a existência de singularidades nuas, de
modo que elas podem ser atingidas e visualizadas por serem desprovidas
de horizonte de eventos.

Uma caracteŕıstica interessante apresentada pelo buraco negro de Kerr é o
fato de que a superf́ıcie gtt = 0 não coincide com o horizonte de eventos
r = r+. A região entre essas duas superf́ıcies denomina-se ergoesfera e nela o
vetor de Killing ∂

∂t
torna-se de tipo-espaço. Desse comportamento resulta que

uma part́ıcula material que se encontre na ergoesfera pode extrair energia do
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buraco negro; tal fenômeno é conhecido como processo de Penrose. Em geral,
o ganho de energia δM e de momento angular δJ está sujeito à desigualdade

2r+MδM≥aδJ (2.59)

que, por sua vez, limita a quantidade de energia que pode ser extráıda do
buraco negro ([7], pp.366-375).

Como muito do que as soluções do Teorema 2.3 prevêem está fora da re-
alidade f́ısica, sua importância reside principalmente na análise da estrutura
matemática da teoria. Ao lado disso, é posśıvel que existam buracos negros
na Natureza provenientes do colapso de massas estelares. A vida de uma
estrela é guiada pela luta entre os efeitos gravitacionais e as pressões inter-
nas. Originalmente, tais pressões surgem da queima de combust́ıvel nuclear;
com o término do combust́ıvel, a pressão contrária à gravitação surge da re-
pulsão entre elétrons (se essa pressão equilibra o efeito gravitacional, forma-se
uma anã branca). Se o processo de colapso continuar, prótons e elétrons se
combinam resultando numa estrela de nêutrons, a qual é formada quase que
inteiramente por nêutrons. Como um fluido de nêutrons é o que existe de
mais denso na Natureza, acredita-se que se a massa da estrela original for
suficientemente alta (superior a dez massas solares), o colapso continuará,
dando origem a um buraco negro ([23]).

Dessa forma, a solução de Schwarzschild (estática e esfericamente simé-
trica) descreve o colapso de estrelas sem rotação enquanto que a solução de
Kerr (estacionária, axisimétrica e invariante por inversões simultâneas das
coordenadas t e ϕ) corresponde ao colapso de estrelas com rotação. Além
disso, como tais soluções são válidas apenas no vácuo (Tij = 0, pois Q∗ =
0) espera-se que elas sejam úteis na descrição do espaço exterior a uma
estrela. Em prinćıpio, as métricas de Kerr-Newman e Reissner-Nordström
não descrevem sistemas f́ısicos posśıveis na Natureza na medida em que não se
concebe a existência de um corpo macroscópico que possua carga resultante
não-nula.





Caṕıtulo 3

FORMALISMO DE
NEWMAN-PENROSE

Nesse caṕıtulo será introduzida a base matemática para o estudo das per-
turbações das métricas descritas no caṕıtulo anterior. O estudo completo
das perturbações em buracos negros só foi posśıvel graças a uma abordagem
diferenciada das Equações de Einstein via formalismo de Newman-Penrose.
Tratado mediante tal formalismo, o problema adquire um caráter algébrico
e - o que é mais importante - as equações são extremamente simplificadas
para o caso dos buracos negros.

Inicialmente serão introduzidas as noções de base de tétrades e coefi-
cientes de rotação, juntamente com as equações fundamentais da teoria. O
formalismo de Newman-Penrose é então definido como aquele em que as
tétrades são vetores de tipo-luz que obedecem certas condições. Também
serão apresentadas as quantidades fundamentais do formalismo - a saber,
os escalares de Weyl, Ricci, Maxwell e os coeficientes de spin - bem como
as transformações posśıveis nessas quantidades. Finalmente, será determi-
nada a base de Newman-Penrose a ser utilizada em caṕıtulos futuros bem
como a expressão da solução geral para buracos negros via formalismo de
Newman-Penrose, manifestando o caráter simplificado dos buracos negros
quando descritos em tal formalismo.

49
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3.1 Formalismo de Newman-Penrose

Definição 3.1 Uma tétrade consiste numa base ortonormal de vetores tan-
gentes definida em cada ponto de um espaço-tempo, ou seja,

g(e(a), e(b)) = gije
i
(a)e

j

(b) = η(a)(b), (3.1)

onde g é a métrica do espaço-tempo e η(a)(b) é uma matriz simétrica constante.
Da mesma forma, pode-se definir uma base dual de tétrades em cada ponto
do espaço co-tangente, dada por

ei(a)e
(b)
i = δ

(b)
(a) e ei(a)e

(a)
j = δij. (3.2)

Teorema 3.1 A matriz simétrica constante η(a)(b) descreve uma métrica pla-
na no espaço-tempo.

Demonstração.

A equação (3.1) garante que η(a)(b) define uma forma bilinear simétrica não-
degenerada em cada ponto do espaço-tempo. Decorre dáı que η(a)(b) admite
uma métrica inversa η(a)(b) tal que

η(a)(b)η(b)(c) = δ
(a)
(c) . (3.3)

Além disso, segue da Definição 3.1 que

η(a)(b)e
(a)
i = e(b)i, η(a)(b)e(a)i = e

(b)
i , (3.4)

e
e(a)ie

(a)
j = gij. (3.5)

A métrica η(a)(b) é dita plana, pois suas componentes são constantes em cada
ponto do espaço-tempo.

Conclui-se da demonstração do teorema acima que a métrica plana η(a)(b)

possui o mesmo comportamento que a métrica curva gij. Mais que isso,
dado qualquer tensor, basta projetá-lo no referencial tétrade, à semelhança
da equação (3.1), a fim de encontrar suas componentes tétrades. Baseado
nesse processo, é posśıvel estabelecer diferenciação no formalismo tétrade.
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Definição 3.2 A derivada direcional de um vetor A, com componentes té-
trades A(a), na direção e(b), é dada por

A(a),(b) = ei(b)
∂

∂xi
A(a). (3.6)

Definição 3.3 A derivada intŕınseca de um vetor A, com componentes té-
trades A(a), na direção e(b), é dada por

A(a)|(b) = ei(a)Ai;je
j

(b). (3.7)

Teorema 3.2 Sejam A(a) as componentes tétrades de um vetor A na base
tétrade. Então

A(a),(b) = e
j

(a)Aj;ie
i
(b) + γ(c)(a)(b)A

(c) (3.8)

e
A(a)|(b) = A(a),(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m), (3.9)

onde
γ(c)(a)(b) = ek(c)e(a)k;ie

i
(b) (3.10)

são denominados coeficientes de rotação de Ricci.

Demonstração.

De (3.6) segue

A(a),(b) = ei(b)
∂

∂xi
[ej(a)Aj] = ei(b)∇∂i

[ej(a)Aj] = ei(b)[e
j

(a)Aj;i + Ake
k
(a);i], (3.11)

onde foram utilizadas as propriedades da derivada covariante (Definição 1.5).
De (1.59) obtém-se

e(a)jA
j = e

j

(a)Aj. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), considerando o fato de que a conexão é rie-
manniana, e projetando o vetor A à semelhança de (3.1), resulta (3.8).

A equação (3.9) corresponde à equação (3.8) reescrita com o aux́ılio da
definição (3.7) e da propriedade (3.4) da métrica plana.
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Teorema 3.3 Os coeficientes de rotação de Ricci podem ser determinados,
sem o aux́ılio de derivadas covariantes, através da expressão

γ(a)(b)(c) =
1

2
[λ(a)(b)(c) + λ(c)(a)(b) − λ(b)(c)(a)], (3.13)

onde
λ(a)(b)(c) = [e(b)i,j − e(b)j,i]ei(a)ej(c). (3.14)

Demonstração.

Pela Definição 3.1, tem-se

0 = η(a)(b),i = e(a)j;ie
j

(b) + e(a)je
j

(b);i. (3.15)

Além disso, considerando o fato de que a conexão é simétrica, resulta de
(3.14) e (3.10) que

λ(a)(b)(c) = γ(a)(b)(c) − γ(c)(b)(a). (3.16)

As relações (3.16) e (3.15), com uso de (3.12), garantem que (3.13) está bem
definida.

O teorema acima garante que, uma vez estabelecida a base de tétrades,
toda a análise do espaço-tempo pode ser feita independentemente de um
conhecimento prévio da conexão riemanniana.

Teorema 3.4 As equações fundamentais do formalismo tétrade são:

(i) as relações de comutação

[e(a), e(b)] = γ
(c)

(b)(a) − γ
(c)

(a)(b), (3.17)

(ii) a identidade de Ricci

R(a)(b)(c)(d) = −γ(a)(b)(c),(d) + γ(a)(b)(d),(c)

+γ(b)(a)(f)[γ
(f)

(c) (d) − γ
(f)

(d) (c)] + γ(f)(a)(c)γ
(f)

(b) (d) − γ(f)(a)(d)γ
(f)

(b) (c),

(3.18)
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(iii) a identidade de Bianchi1

R(a)(b)[(c)(d)|(f)] =
1

6

∑

[(c)(d)(f)]
{R(a)(b)(c)(d),(f) − η(n)(m)[γ(n)(a)(f)R(m)(b)(c)(d)

+γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d) + γ(n)(c)(f)R(a)(b)(m)(d) + γ(n)(d)(f)R(a)(b)(c)(m)]}.
(3.19)

Demonstração.

As identidades de Ricci,

Ri
jklZi = Zj;k;l − Zj;l;k, Z ∈ T 1

0 (M), (3.20)

e de Bianchi,

Rij[kl;m] =
1

3
(Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l) = 0, (3.21)

são identidades diferenciais obedecidas pelo tensor de curvatura em uma
conexão riemanniana. As expressões (ii) e (iii) do teorema podem ser verifi-
cadas diretamente mediante a projeção sobre a base tétrade das identidades
(3.20) e (3.21), respectivamente, e substituição das derivadas covariantes dos
vetores da base pelos coeficientes de rotação, dados pela equação (3.10). A
expressão (i) resulta da ação do comutador (1.24) sobre um campo escalar
arbitrário, expressa em termos dos coeficientes de rotação.

Devido à anti-simetria dos coeficientes de rotação no primeiro par de
ı́ndices, decorrente da expressão (3.15), segue que existem 24 coeficientes de
rotação de Ricci. Além disso, pela forma como são constrúıdas as equações
do Teorema 3.4, conclui-se que existem 24 relações de comutação, 36 identi-
dades de Ricci e 20 identidades de Bianchi independentes ([7], p.39).

Definição 3.4 A base de Newman-Penrose (l, n,m, m̄) consiste em uma
base tétrade formada por vetores de tipo-luz, sendo dois reais (l, n) e dois

1Agrupar um conjunto de ı́ndices entre colchetes significa que a quantidade em questão
está sob a ação do operador de anti-simetrização (Definição 1.10).
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conjugados-complexos2 (m, m̄), de forma que a matriz η(a)(b) é dada por

η(a)(b) = η(a)(b) =









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0









. (3.22)

Os vetores da base, considerados como derivadas direcionais, são denota-
dos por śımbolos especiais:

a) e1 = e2 = D;

b) e2 = e1 = ∆̄;

c) e3 = −e4 = δ; e

d) e4 = −e3 = δ∗.

(3.23)

Os vários coeficientes de rotação de Ricci, agora denominados coeficientes
de spin, são representados pelos śımbolos:

κ = γ311 λ = γ244 ρ = γ314 τ = γ312 ε = 1
2
(γ211 + γ341) α = 1

2
(γ214 + γ344)

σ = γ313 ν = γ242 µ = γ243 π = γ241 γ = 1
2
(γ212 + γ342) β = 1

2
(γ213 + γ343)

(3.24)
Deve ficar claro que o conjugado-complexo de qualquer quantidade no for-
malismo de Newman-Penrose pode ser obtido pela substituição do ı́ndice 3,
onde quer que ele ocorra, pelo ı́ndice 4, e vice-versa.

Decorre das simetrias do tensor de Riemann em uma conexão riemanniana
numa variedade quadridimensional que os tensores de Weyl e Ricci possuem
dez componentes independentes cada ([7], pp.42-43).

2A base de Newman-Penrose resulta da parametrização complexa do cone de luz -
conjunto de vetores de tipo-luz - em um ponto do Espaço de Minkowski, que dá origem ao
conceito de espinor. Ela é induzida por uma base normalizada do espaço de espinores de
ordem 1 (ou vetores-spin). Uma breve introdução à álgebra e ao cálculo espinorial será
feita na Seção 4.1.2; uma exposição completa do assunto pode ser encontrada em [25].
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Definição 3.5 No formalismo de Newman-Penrose, as dez componentes in-
dependentes do tensor de Weyl são representadas pelos cinco escalares com-
plexos,

Ψ0 = −C1313 = −Cpqrslpmqlrms,

Ψ1 = −C1213 = −Cpqrslpnqlrms,

Ψ2 = −C1342 = −Cpqrslpmqm̄rns,

Ψ3 = −C1242 = −Cpqrslpnqm̄rns,

Ψ4 = −C2424 = −Cpqrsnpm̄qnrm̄s,

(3.25)

denominados escalares de Weyl.

Definição 3.6 No formalismo de Newman-Penrose, as dez componentes in-
dependentes do tensor de Ricci são representadas pelos quatro escalares reais
e pelos três complexos:

Φ00 = −1

2
R11, Φ22 = −1

2
R22, Φ02 = −1

2
R33, Φ20 = −1

2
R44;

Φ11 = −1

4
(R12 +R34), Φ01 = −1

2
R13, Φ12 = −1

2
R23,

Λ =
1

24
=

1

12
(R12 −R34), Φ10 = −1

2
R14, Φ21 = −1

2
R24.

(3.26)
As quantidades acima são denominadas escalares de Ricci.

Definição 3.7 As Equações de Maxwell, as quais descrevem o campo eletro-
magnético, são

F[ij;k] = 0 e gikFij;k = 0 (3.27)

ou, em um referencial tétrade3,

F[(a)(b)|(c)] = 0 e η(n)(m)F(a)(n)|(m) = 0, (3.28)

onde Fij denota o tensor de Maxwell.

3As equações (3.28) podem ser verificadas a partir da projeção sobre a base tétrade
das equações (3.27) e substituição das derivadas covariantes dos vetores da base pelos
coeficientes de rotação (3.10).
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Definição 3.8 No formalismo de Newman-Penrose, o tensor de Maxwell
Fij, anti-simétrico de tipo (0, 2), é substitúıdo pelos três escalares complexos

φ0 = F13 = Fijl
imj

φ1 = 1
2
(F12 + F43) = 1

2
Fij(l

inj + m̄imj)
φ2 = F42 = Fijm̄

inj
(3.29)

denominados escalares de Maxwell.

Uma vez escolhida uma base de Newman-Penrose é posśıvel submetê-la
a uma transformação de Lorentz em um ponto e estendê-la continuamente
através do espaço-tempo. Dessa forma, tem-se seis graus de liberdade ao
rodar o sistema tétrade escolhido, correspondendo aos seis parâmetros do
grupo de transformações de Lorentz.

Definição 3.9 Uma transformação geral de Lorentz aplicada a uma base
de Newman-Penrose,(l, n,m, m̄), é composta das seguintes três classes de
rotações:

a) rotações de classe I:

l−→l , m−→m+ al , m̄−→m̄+ a∗l , n−→n+ a∗m+ am̄+ aa∗l;

b) rotações de classe II:

n−→n , m−→m+ bn , m̄−→m̄+ b∗n , l−→l + b∗m+ bm̄+ bb∗n;

c) rotações de classe III:

l−→A−1l , n−→An , m−→eiθm , m̄−→e−iθm̄;

onde a,b são funções complexas e A,θ são funções reais sobre a variedade.

Observação. É fácil verificar que as transformações acima formam um
grupo com seis parâmetros que preserva a métrica η(a)(b) da Definição 3.4.

Definição 3.10 Uma congruência de tipo-luz consiste numa famı́lia de cur-
vas integrais de um vetor l de tipo-luz. Quando as curvas são geodésicas de
tipo-luz, diz-se que a congruência é geodésica (ou de raios).
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Teorema 3.5 Os vetores l da base de Newman-Penrose formam uma con-
gruência de geodésicas de tipo-luz se, e somente se, κ = 0. Além disso,
as geodésicas estarão parametrizadas por parâmetros afins se, e somente se,
Re(ε) = 0.

Demonstração.

Da definição de coeficientes de rotação de Ricci no Teorema 3.2, segue que
a variação infinitesimal sofrida pelo vetor da base e(a) na direção ξ é

δe(a)i = e(a)i;jξ
j = e

(b)
i γ(b)(a)(c)e

(c)
j ξ

j = −γ(a)(b)(c)e
(b)
i ξ

(c), (3.30)

em que foi feito uso da anti-simetria dos coeficientes γ(a)(b)(c) no primeiro par
de ı́ndices.

Aplicando (3.30) para δli na direção l e, utilizando-se os resultados (3.23)
e (3.24), obtém-se

li;jl
j = (ε+ ε∗)li − κm̄i − κ∗mi. (3.31)

As afirmações do teorema decorrem da comparação entre (3.31) e a Definição
1.7 de geodésica.

A fim de se encontrar congruências de raios nos espaços-tempo que des-
crevem buracos negros é necessário determinar-se a forma expĺıcita das geo-
désicas.

Teorema 3.6 O movimento geodésico em um espaço-tempo com tensor mé-
trico gij é descrito pela Equação de Hamilton-Jacobi

2
∂S

∂τ
= gij

∂S

∂xi
∂S

∂xj
, (3.32)

onde S denota a função principal de Hamilton.

Demonstração.

Conferir [23], pp.641-649.
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Teorema 3.7 A Equação de Hamilton-Jacobi aplicada à métrica de Kerr-
Newman (e casos particulares desta) é separável e apresenta solução dada
por

ρ4ṙ2 = R, (3.33)

ρ4θ̇2 = Θ, (3.34)

ρ2ϕ̇ =
1

∆
[2aMrE + (ρ2 − 2Mr)Lz csc2 θ], (3.35)

ρ2ṫ =
1

∆
(Σ2E − 2aMrLz), (3.36)

onde

R = E2r4 +(a2E2−Lz2−L)r2 +2Mr[L+(Lz − aE)2]−a2L−δ1r2∆ (3.37)

e
Θ = L+ (a2E2 − Lz2 csc2 θ) cos2 θ − δ1a2 cos2 θ (3.38)

Demonstração.

Substituindo as componentes da métrica de Kerr-Newman (Definição 2.6)
na Equação de Hamilton-Jacobi (3.32), resulta

2
∂S

∂τ
=

1

ρ2∆
[(r2+a2)

∂S

∂t
+a

∂S

∂ϕ
]2− 1

ρ2 sin2 θ
[(a sin2 θ)

∂S

∂t
+
∂S

∂ϕ
]2−∆

ρ2
(
∂S

∂r
)2− 1

ρ2
(
∂S

∂θ
)2.

(3.39)
A afirmação do teorema será verdadeira se a equação acima admitir solução
da forma

S =
1

2
δ1τ − Et+ Lzϕ+ Sr(r) + Sθ(θ). (3.40)

Inserindo (3.40) e utilizando-se a identidade

(aE sin2 θ − Lz)2 csc2 θ = (L2
z csc2 θ − a2E2) cos2 θ + (Lz − aE)2,

a equação (3.39) pode ser escrita na forma

{∆(
dSr

dr
)2 − 1

∆
[(r2 + a2)E − aLz]2 + (Lz − aE)2 + δ1r

2}+

+{(dSθ
dθ

)2 + (L2
z csc2 θ − a2E2) cos2 θ + δ1a

2 cos2 θ} = 0.

(3.41)
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A equação (3.41) pode ser separada no par

∆(
dSr

dr
)2 =

1

∆
[(r2 + a2)E − aLz]2 − [L+ (Lz − aE)2 + δ1r

2],

(
dSθ

dθ
)2 = L − (L2

z csc2 θ − a2E2 + δ1a
2) cos2 θ,

(3.42)

onde L é uma constante de separação. A solução desse sistema é dada por

S =
1

2
δ1τ − Et+ Lzϕ+

∫ r
√

R(r)

∆
dr +

∫ θ

dθ
√

Θ(θ), (3.43)

onde R e Θ são dadas pelas equações (3.37) e (3.38).
As equações (3.33)-(3.36) são obtidas a partir das derivadas parciais da

solução S em (3.43) com respeito às quantidades conservadas, L, δ1, E e Lz.

Pela Definição 3.4, tem-se que l é o vetor tangente a um raio de luz N e
m é um vetor complexo ortogonal a l, de modo que em um ponto p ∈ N , a
parte real de m gera com l um plano. Considerando um ćırculo nesse plano
e seguindo os raios da congruência l que interceptam o ćırculo, na direção-
futuro (parâmetro crescente), observa-se posśıvel contração (ou expansão),
rotação e distorção do ćırculo (em uma elipse). A contração (ou expansão),
a rotação e a distorção são medidas, respectivamente, por −Re(ρ), Im(ρ) e
σ ([7], pp. 56-58). Além disso, κ = 0 implica que os raios da congruência são
geodésicas, como demonstrado no Teorema 3.5.

Dentre as congruências do vetor l, aquelas responsáveis por uma maior
simplificação das quantidades e equações fundamentais são as congruências
geodésicas sem distorção, para as quais κ = σ = 0.(Esse resultado decorre
do Teorema de Goldberg-Sachs; [7], pp.62-63) O principal problema do for-
malismo de Newman-Penrose está em se encontrar uma base para a qual as
congruências de l sejam geodésicas sem distorção.

Teorema 3.8 Para o espaço-tempo de Kerr-Newman (e casos particulares
deste), as geodésicas de tipo-luz definidas por

dt

dτ
=
r2 + a2

∆
E,

dr

dτ
= ±E, dθ

dτ
= 0,

dϕ

dτ
=

a

∆
E, (3.44)
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definem uma congruência geodésica sem distorção para o vetor

l = (
r2 + a2

∆
, 1, 0,

a

∆
).

Demonstração.

Uma análise das equações do Teorema 3.7 ([7], pp.347-350 e 623) revela
que as órbitas definidas por (3.44) constituem de fato geodésicas de tipo-luz
no espaço-tempo de Kerr-Newman (e casos particulares deste).

Definindo-se a base de Newman-Penrose, a partir de (3.44), como

l =
1

∆
(r2 + a2,∆, 0, a),

n =
1

2ρ2
(r2 + a2,−∆, 0, a),

m =
1

ρ̄
√

2
(iasin θ, 0, 1, icsc θ),

m̄ =
1

ρ̄∗
√

2
(−iasin θ, 0, 1,−icsc θ),

(3.45)

onde
ρ̄ = r + iacos θ, ρ̄∗ = r − iacos θ, e ρ2 = ρ̄ρ̄∗, (3.46)

segue das equações (3.13), (3.14) e (3.24) que κ = σ = 0.

Teorema 3.9 O conjunto de vetores de tipo-luz

l =
1

∆
(r2 + a2,∆, 0, a),

n =
1

2ρ2
(r2 + a2,−∆, 0, a),

m =
1

ρ̄
√

2
(iasin θ, 0, 1, icsc θ),

m̄ =
1

ρ̄∗
√

2
(−iasin θ, 0, 1,−icsc θ),

(3.47)

onde
ρ̄ = r + iacos θ, ρ̄∗ = r − iacos θ, e ρ2 = ρ̄ρ̄∗, (3.48)

constitui uma base de Newman-Penrose para a métrica de Kerr-Newman (e
casos particulares desta). Além disso, os coeficientes de spin e os escalares
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de Weyl e Maxwell para esse espaço-tempo, em termos dessa base, são dados
por

κ = σ = λ = ν = ε = 0, (3.49)

ρ = − 1

ρ̄∗
, β =

cot θ

ρ̄2
√

2
, π =

iasin θ

ρ̄∗2
√

2
, τ = −iasin θ

ρ2
√

2
, (3.50)

µ = − ∆

2ρ2ρ̄∗
, γ = µ+

r −M
2ρ2

, α = π − β∗; (3.51)

Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0, (3.52)

Ψ2 = − M

(ρ̄∗)3
+

Q2
∗

ρ̄(ρ̄∗)3
; (3.53)

φ0 = φ2 = 0, (3.54)

φ1 = −i Q∗
2(ρ̄∗)2

. (3.55)

Demonstração.

A afirmação de que o conjunto (3.47) constitui uma base de Newman-Penrose
decorre diretamente da Definição 3.4. Aplicando a esse conjunto as equações
(3.24), (3.13) e (3.14), obtém-se os coeficientes de spin (3.49)-(3.51). Os es-
calares de Weyl e Maxwell (3.52)-(3.55) resultam das equações do Teorema
3.4 e das Definições 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, quando se faz uso das componentes
do tensor de Riemann na métrica de Kerr-Newman (2.50), obtidas a partir
das Equações de Maurer-Cartan (ver nota de rodapé 3 na página 36).

O Teorema 3.9 revela a adaptabilidade dos buracos negros ao formalismo
de Newman-Penrose, não apenas pela descrição unificada das soluções, mas
principalmente pela simplificação algébrica (κ = σ = λ = ν = ε = Ψ0 =
Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0) proporcionada nesses casos. Tal simplificação deve-se
ao fato de que os espaços-tempo caracteŕısticos de buracos negros permitem
uma simplificação do tensor de Weyl, mediante transformações da base de
Newman-Penrose (Definição 3.9), que tornam as congruências formadas pelos
vetores l e n geodésicas sem distorção ([7], pp.62-63).
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3.2 Cones de Luz

A noção de campos de tétrades, compondo bases ortonormais sujeitas ao
grupo de transformações de Lorentz corresponde à construção de referenciais
inerciais ao longo do espaço-tempo. Para o Espaço de Minkowski, esses
referenciais são globais, enquanto que no caso geral sua definição é local
(Seção 1.2).

O formalismo tétrade foi desenvolvido por Cartan e é equivalente ao for-
malismo tensorial da geometria riemanniana, mas enquanto esse último con-
centra as propriedades do espaço-tempo nas componentes do tensor métrico,
a abordagem tétrade focaliza a análise na geometria dos vetores da base,
através dos coeficientes de rotação. Dessa forma, pode-se explorar as sime-
trias presentes em certo espaço-tempo e escolher bases tétrades que se adap-
tem ao problema.

Outro conceito introduzido por Cartan, e desenvolvido por Penrose, é o de
espinor (Seção 4.1.2), o qual surge no processo de parametrização complexa
do cone de luz, definido como o conjunto de vetores de tipo-luz na origem
do Espaço de Minkowski. Como a álgebra tensorial está inclúıda na álgebra
espinorial, pode-se entender os tensores como sendo um tipo de espinor, mais
precisamente como espinores “reais”. A base de Newman-Penrose consiste
em um conjunto de espinores de ordem 2, mas pode ser vista, via inclusão,
como uma tétrade de tensores reais e “complexos”. Nesse sentido, uma base
de Newman-Penrose corresponde à utilização das congruências de raios de
luz como referenciais.

O formalismo de Newman-Penrose foi constrúıdo de modo a descrever
o espaço-tempo por meio da geometria (coeficientes de spin) dos cones de
luz. Isso decorre da forte crença de Roger Penrose de que o elemento essen-
cial de um espaço-tempo é sua estrutura de cone de luz. Além do caráter
algébrico que a teoria adquire, com a posśıvel classificação dos espaços-tempo
de acordo com a forma do tensor de Weyl ([7], pp.58-62), é nas soluções
representativas dos buracos negros que a estrutura do cone de luz se mostra
mais efetiva, como evidenciado pela expressão simplificada desses espaços-
tempo (Teorema 3.9) e pela separação das variáveis na função principal de
Jacobi (Teorema 3.7).

Nos caṕıtulos seguintes, a adaptabilidade do formalismo de Newman-
Penrose aos buracos negros se tornará evidente, na medida em que permitirá
o estudo das perturbações dos mesmos através da separabilidade, e con-
seqüente resolução, das equações fundamentais da teoria.



Caṕıtulo 4

PERTURBAÇÕES DE
BURACOS NEGROS

Este caṕıtulo é devotado ao estudo das perturbações dos buracos negros de
Kerr e Schwarzschild, para os quais existe um tratamento anaĺıtico completo
da teoria. As perturbações em buracos negros carregados (Kerr-Newman e
Reissner-Nordström) serão analisadas no próximo caṕıtulo.

Estudar as perturbações em buracos negros consiste em se descrever a
propagação de ondas de diferentes tipos pelo espaço-tempo e como elas são
espalhadas e absorvidas. A necessidade de tal estudo surgiu no contexto
da estabilidade de buracos negros, isto é, a configuração de colapso deve
ser estável a qualquer tipo de perturbação externa a fim de que tais objetos
possam se manter na Natureza (e serem detectados). Em outras palavras, um
buraco negro será estável se toda perturbação inicial com suporte compacto
permanecer limitada durante sua evolução ([7], pp.199-200).

Inicialmente as equações dos campos de part́ıculas sem massa - fótons,
neutrinos e grávitons - serão expressas de forma apropriada à solução de
Kerr e então reduzidas e separadas nas chamadas Equações de Teukolsky.
A partir de uma forma padrão das Equações de Teukolsky, serão determi-
nadas condições necessárias e suficientes para transformá-la numa equação
de onda. Em cada caso (fótons, neutrinos e grávitons), serão obtidas as bar-
reiras de potencial e as soluções, denominadas modos normais, das respecti-
vas equações de onda. Finalmente, será feita uma análise dos coeficientes de
reflexão e transmissão das ondas incidentes nos buracos negros a fim de se
entender como elas são espalhadas e absorvidas.

63
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4.1 Equações de Teukolsky

Como a métrica de Kerr é estacionária e axisimétrica, é natural analisar uma
perturbação geral desse espaço-tempo como uma superposição de ondas com
diferentes freqüências ω e peŕıodos m em ϕ.

Definição 4.1 Uma perturbação consiste numa superposição de diferentes
modos com uma dependência nas variáveis t e ϕ, dada por

ei(ωt+mϕ), (4.1)

onde ω é um real positivo e m, um inteiro positivo, negativo ou zero1.

No que segue, o fator comum da Definição 4.1, presente nas quantidades
que descrevem a perturbação, será omitido de forma que tais grandezas es-
tarão representadas por suas amplitudes. Em prinćıpio, não há motivo para
se esperar que a dependência das amplitudes nas variáveis restantes, r e θ,
seja pasśıvel de separação. É um resultado surpreendente [29] que essa sepa-
ração seja posśıvel quando as equações dos campos de onda são escritas no
formalismo de Newman-Penrose com a base de vetores escolhida no Teorema
3.9.

Teorema 4.1 Seja (l, n,m, m̄) a base de vetores do Teorema 3.9. Quando
tais vetores atuam sobre funções com a dependência em t e ϕ especificada
na Definição 4.1, resulta

l = D = D0,

n = ∆̄ = − ∆

2ρ2D
†
0,

m = δ =
1

ρ̄
√

2
L†

0,

m̄ = δ∗ =
1

ρ̄∗
√

2
L0,

(4.2)

1Para o buraco negro de Schwarzschild, m = 0 devido à simetria esférica.
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onde

Dn = ∂r +
iK

∆
+ 2n

r −M
∆

,

D†
n = ∂r −

iK

∆
+ 2n

r −M
∆

,

Ln = ∂θ +Q+ ncot θ,

L†
n = ∂θ −Q+ ncot θ,

(4.3)

e
K = (r2 + a2)ω + am, Q = aωsin θ +mcsc θ, (4.4)

ρ̄ = r + iacos θ, ρ̄∗ = r − iacos θ, ρ̄2 = r2 + a2 cos2 θ. (4.5)

Demonstração.

As expressões (4.2) resultam da aplicação direta das equações (3.47) so-
bre os modos descritos na Definição 4.1.

Estabelecida a formulação matemática do problema, o objetivo agora
consiste em expressar as equações das part́ıculas sem massa - fótons, neutri-
nos e grávitons - no formalismo de Newman-Penrose, reduzi-las e separá-las
a fim de se obter as Equações de Teukolsky. Esse procedimento será feito
caso a caso.

4.1.1 Fótons

Teorema 4.2 As Equações de Maxwell (Definição 3.7) no formalismo de
Newman-Penrose são

Dφ1 − δ∗φ0 = (π − 2α)φ0 + 2ρφ1 − κφ2, (4.6)

Dφ2 − δ∗φ1 = −λφ0 + 2πφ1 + (ρ− 2ε)φ2, (4.7)

δφ1 − ∆̄φ0 = (µ− 2γ)φ0 + 2τφ1 − σφ2, (4.8)

δφ2 − ∆̄φ1 = −νφ0 + 2µφ1 + (τ − 2β)φ2, (4.9)

onde φ0, φ1, φ2 são os escalares de Maxwell, λ, π, ρ, ε, µ, γ, τ , σ, ν, β
são os coeficientes de spin e D, ∆̄, δ, δ∗ representam os operadores derivada
direcional da base de Newman-Penrose (Teorema 4.1).
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Demonstração.

O sistema (4.6)-(4.9) é obtido quando as equações (3.28) são escritas a partir
dos escalares de Maxwell (Definição 3.8), dos coeficientes de spin (3.24) e dos
operadores (4.2).

Teorema 4.3 A propagação de fótons no espaço-tempo do buraco negro de
Kerr é governada pelas equações

(∆D0D†
0 − 2iωr)(∆R+1) = Q(∆R+1), (4.10)

(∆D†
0D0 + 2iωr)R−1 = QR−1, (4.11)

(L†
0L1 + 2aωcos θ)S+1 = −QS+1, (4.12)

(L0L†
1 − 2aωcos θ)S−1 = −QS−1, (4.13)

com
φ0 = R+1(r)S+1(θ) (4.14)

e

φ2 =
1

2(ρ̄∗)2
R−1(r)S−1(θ), (4.15)

onde Q é uma constante de separação, e R±1 e S±1 são, respectivamente,
funções de r e θ somente.

Demonstração.

Substituindo nas Equações de Maxwell os coeficientes de spin (3.49)-(3.51),
apropriados à métrica de Kerr (Q∗ = 0), as derivadas direcionais definidas
em (4.2), e fazendo as substituições

Φ0 = φ0, Φ1 = φ1ρ̄
∗√2 e Φ2 = 2φ2(ρ̄

∗)2, (4.16)

com ρ̄ e ρ̄∗ definidas em (4.5), obtém-se um sistema de quatro equações
lineares de 1a ordem que podem ser reduzidas ao sistema

[(L†
0 +

ia sin θ

ρ̄∗
)(L1 −

ia sin θ

ρ̄∗
) + ∆(D1 +

1

ρ̄∗
)(D†

1 −
1

ρ̄∗
)]Φ0 = 0, (4.17)
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[(L0 +
ia sin θ

ρ̄∗
)(L†

1 −
ia sin θ

ρ̄∗
) + ∆(D†

0 +
1

ρ̄∗
)(D0 −

1

ρ̄∗
)]Φ2 = 0, (4.18)

mediante a eliminação de Φ1, devido à comutatividade dos operadores (D0 +
1
ρ̄∗

) e (L†
0 + ia sin θ

ρ̄∗
), bem como dos operadores (L0 + ia sin θ

ρ̄∗
) e ∆(D†

0 + 1
ρ̄∗

).

A equação (4.17) pode ser simplificada fazendo-se uso das identidades

∆(D1 +
1

ρ̄∗
)(D†

1 −
1

ρ̄∗
) = ∆D1D†

1 −
2iK

ρ̄∗
,

(L†
0 +

ia sin θ

ρ̄∗
)(L1 −

ia sin θ

ρ̄∗
) = L†

0L1 +
2ia sin θ

ρ̄∗
Q,

K − aQ sin θ = ρ2ω,

em que K e Q estão definidas por (4.4). Redução semelhante pode ser feita
à equação (4.18), de modo que o sistema (4.17)-(4.18) se torna

[∆D1D†
1 + L†

0L1 − 2iω(r + ia cos θ)]Φ0 = 0, (4.19)

[∆D†
0D0 + L0L†

1 + 2iω(r + ia cos θ)]Φ2 = 0. (4.20)

A separação das equações (4.19)-(4.20) é então posśıvel mediante as substi-
tuições

Φ0 = R+1(r)S+1(θ) e Φ2 = R−1(r)S−1(θ), (4.21)

resultando nas equações (4.10)-(4.13).

Observação. A constante de separação Q é única porque as equações
(4.12) e (4.13) são conjugadas complexas de modo que as funções S+1 e
S−1 admitem o mesmo conjunto de auto-valores; tais equações podem ser
expandidas e resolvidas a fim de se obter a constante de separação. Além
disso, observando (4.10) e (4.11), conclui-se que ∆R+1 e R−1 também satis-
fazem equações conjugadas complexas.

As equações (4.10)-(4.13) e as funções R±1 e S±1 são denominadas, res-
pectivamente, Equações de Teukolsky e Funções de Teukolsky.

4.1.2 Neutrinos

A fim de se expressar as Equações de Dirac - que descrevem o campo de
neutrinos - no formalismo de Newman-Penrose, serão apresentadas a seguir as
noções básicas do formalismo espinorial o qual está intimamente relacionado
com a estrutura dos cones de luz.



CAPÍTULO 4. PERTURBAÇÕES DE BURACOS NEGROS 68

Formalismo Espinorial

Definição 4.2 Um cone de luz consiste no conjunto dos vetores nulos (ou
de tipo-luz) através da origem do Espaço de Minkowski.

A noção de espinor surge da observação de que o cone de luz em torno
da origem do Espaço de Minkowski admite parametrização complexa, isto é,
um ponto no cone de luz pode ser representado tanto por uma matriz com
quatro entradas reais como por uma matriz com duas entradas complexas.

Definição 4.3 Os espinores de ordem 1, ξA e ξ̄A
′

, são vetores complexos em
espaços bidimensionais, (A,A′ = 0, 1), sujeitos às transformações

ξA∗ = αABξ
B e ξ̄A

′

∗ = ᾱA
′

B′ ξ̄B
′

, (4.22)

onde (αAB) e (ᾱA
′

B′) são matrizes conjugadas complexas unimodulares2, deno-
minadas matrizes-spin.

Teorema 4.4 Cada espinor de ordem 1 representa um ponto do cone de luz.

Demonstração.

Seja ξA,(A = 0, 1), um espinor de ordem 1 e considere o ponto xi,(i =
0, 1, 2, 3) no Espaço de Minkowski, dado por

x0 = +
1√
2
(ξ0ξ̄0′ + ξ1ξ̄1′),

x1 = +
1√
2
(ξ0ξ̄1′ + ξ1ξ̄0′),

x2 = − i√
2
(ξ0ξ̄1′ − ξ1ξ̄0′),

x3 = +
1√
2
(ξ0ξ̄0′ − ξ1ξ̄1′),

(4.23)

ou, inversamente,

ξ0ξ̄0′ =
1√
2
(x0 + x3), ξ0ξ̄1′ =

1√
2
(x1 + ix2),

ξ1ξ̄0′ =
1√
2
(x1 − ix2), ξ1ξ̄1′ =

1√
2
(x0 − x3).

(4.24)

2A condição de unimodularidade aqui significa determinante real unitário.
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Por essas equações, resulta

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = 2(ξ0ξ̄0′ξ1ξ̄1′ − ξ0ξ̄1′ξ1ξ̄0′) = 0. (4.25)

Além disso, definindo-se xi∗ em termos de ξA∗ e ξ̄A
′

∗ à semelhança de (4.22),
pode-se mostrar ([7], pp.532-533) que as matrizes-spin da Definição 4.3
constituem-se em condição necessária e suficiente para que a transformação

xi∗ = βijx
j

seja lorentziana.

É importante observar que existem duas classes de espinores (com e sem
linha) conforme as transformações às quais elas estão sujeitas. Isso se deve
ao fato de que existem dois conjuntos de vetores-spin, SA e SA′

, interligados
pela relação de conjugação ,

ξA = (ξ0, ξ1) ∈ SA 7→ ξ̄A
′

= (ξ̄0′ , ξ̄1′) ∈ SA′

, (4.26)

de maneira que as componentes de ξ̄A
′

são as conjugadas complexas das
componentes de ξA.

Teorema 4.5 O conjunto dos vetores-spin, SA, forma um espaço linear bidi-
mensional sobre o corpo dos complexos e admite um produto interno anti-
simétrico ǫAB, definido por

ǫAB =

(

0 1
−1 0

)

. (4.27)

Demonstração.

Sejam κ = (κ0, κ1), ω = (ω0, ω1) ∈ SA e considere as operações:

(i) adição: SA × SA −→ SA, dada por

κ+ ω = (κ0, κ1) + (ω0, ω1) = (κ0 + ω0, κ1 + ω1); (4.28)

(ii) multiplicação escalar: C× SA −→ SA, dada por

λκ = λ(κ0, κ1) = (λκ0, λκ1); (4.29)
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(iii) produto interno: SA × SA −→ C, dado por

{κ, ω} = {(κ0, κ1), (ω0, ω1)} = κ0ω1 − κ1ω0. (4.30)

Utilizando-se a Definição 4.3, pode-se verificar facilmente que tais ope-
rações permanecem invariantes por transformações-spin. O resultado do
teorema é conseqüência das definições (4.28)-(4.30).

Observação. Analogamente, pode-se demonstrar um resultado similar
para o conjunto SA′

dos vetores-spin definidos por (4.26).

Da mesma forma que no caso tensorial (Teorema 1.3), pode-se construir
a álgebra espinorial gerada pelos espaços lineares SA e SA′

, através de classes
de equivalência de somas formais de produtos formais ([25], v.1, Caṕıtulo 2).
Assim, definem-se espinores de ordem superior como, por exemplo,

XAB ∈ SA ⊗ SA,
XAB′ ∈ SA ⊗ SA′

,

XAB′

C ∈ SA ⊗ SA′ ⊗ SA,

onde SA denota o dual de SA.
A necessidade de se construir a álgebra espinorial a partir dos espaços SA

e SA′

, e não apenas SA, reside no fato de que, desse modo, a álgebra tensorial
pode ser vista como estando inclúıda na álgebra espinorial, da mesma forma
com que o corpo dos números reais está inclúıdo no corpo dos complexos.
Assim, um tensor real (ou simplesmente tensor) corresponde ao espinor que
é invariante pela operação de conjugação (4.26), ou seja, corresponde aos
elementos da álgebra espinorial gerados por SA ⊗ SA′

que são hermitianos.
Os espinores, em geral, gerados por SA ⊗ SA′

são denominados tensores
complexos.

Embora o conceito de espinor esteja associado à noção de vetor nulo
(Definição 4.2), segue da unicidade expressa no Teorema 1.3 e do fato de
os vetores nulos gerarem o Espaço de Minkowski que a álgebra tensorial
induzida pela álgebra espinorial está bem definida.

Pelo que foi visto, um vetor tangente pode ser expresso através de uma
base de T 1

0 (M) ou por meio de uma base de SA. A correspondência entre
essas bases é feita pelos śımbolos de Infeld-van der Waerden.

Definição 4.4 Sejam {ξA : A = 0, 1}, {ξA : A = 0, 1} uma base para SA,
e sua dual, e sejam {ei : i = 0, 1, 2, 3}, {ei : i = 0, 1, 2, 3} uma base para
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T 1
0 (M), e sua dual. Os śımbolos de Infeld-van der Waerden são definidos

por3

σAB
′

i = ei(ξ
AξB

′

),

σiAB′ = (ξAξB′)ei.
(4.31)

A Definição 4.4 permite representar as componentes do vetor K em ter-
mos das componentes do mesmo vetor numa base espinorial, e vice-versa,
isto é,

Ki = σiAB′KAB′

e KAB′

= σAB
′

i Ki. (4.32)

Das equações (4.32) segue que as matrizes-σ devem ser hermitianas quan-
do o vetor K for real. A equação (4.32) pode ser generalizada para tensores
de ordem superior de forma natural; por exemplo, as componentes do tensor
métrico são dadas por

gij = σAB
′

i σCD
′

j ǫACǫB′D′ . (4.33)

Com base no fato de que o espaço-tempo é localmente semelhante ao
Espaço de Minkowski, é posśıvel estabelecer, à semelhança das tétrades no
caso tensorial, uma base espinorial ortonormal em cada ponto do espaço-
tempo, ζA(a) e ζA

′

(a′) (a, a′ = 0, 1 e A,A′ = 0, 1), denominada base d́ıade4. Em
particular, os espinores da base d́ıade receberão śımbolos especiais,

ζA(0) = oA e ζA(1) = ıA, (4.34)

e a condição de normalização será expressa por (Teorema 4.5)

ǫABoAıB = o0ı1 − o1ı0 = oBı
B = −oAıA = 1. (4.35)

Teorema 4.6 Os espinores da base d́ıade determinam uma base de Newman-
Penrose através da correspondência

σ0
AB′ =

(

1 0
0 0

)

= σAB
′

0 , σ1
AB′ =

(

0 0
0 1

)

= σAB
′

1 ,

σ2
AB′ =

(

0 1
0 0

)

= σAB
′

2 , σ3
AB′ =

(

0 0
1 0

)

= σAB
′

3 .

(4.36)

3Cada operação em (4.31) corresponde à expressão de mudança da base de T 1
0 (M)

para a base de SA ⊗ SA′

, e vice-versa.
4A existência de campos de espinores globais depende de condições topológicas do

espaço-tempo considerado. Uma condição necessária e suficiente é que o espaço-tempo
seja não-compacto e paralelizável (Teorema de Geroch) de forma que o módulo dos vetores-
spin possa ser finitamente gerado ([25], v.1, Caṕıtulo 1).
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Demonstração.

Considere o vetor K escrito em termos da base d́ıade,

K = K00′oAōB
′

+K01′oAı̄B
′

+K10′ıAōB
′

+K11′ıAı̄B
′

, (4.37)

e de uma base (l, n,m, m̄),

K = K0l +K1n+K2m+K3m̄. (4.38)

Das equações (4.32) e (4.36), resulta

(

K00′ K01′

K10′ K11′

)

=

(

K0 K2

K3 K1

)

. (4.39)

Substituindo (4.39) em (4.37), e comparando com (4.38), segue

l = oAōB
′

, m = oAı̄B
′

,

m̄ = ıAōB
′

, n = ıAı̄B
′

.
(4.40)

Basta agora observar, a partir das equações (4.26), (4.30) e (4.35), que os
vetores (4.40) satisfazem as condições da Definição 3.4.

Teorema 4.7 Os espinores da base d́ıade determinam uma tétrade no Espaço
de Minkowski através da correspondência

σAB
′

0 =
1√
2

(

1 0
0 1

)

= σ0
AB′ , σAB

′

1 =
1√
2

(

0 1
1 0

)

= σ1
AB′ ,

σAB
′

2 =
1√
2

(

0 i

−i 0

)

= −σ2
AB′ , σAB

′

3 =
1√
2

(

1 0
0 −1

)

= σ3
AB′ .

(4.41)

Demonstração.

Considere o vetor K escrito em termos da base d́ıade,

K = K00′oAōB
′

+K01′oAı̄B
′

+K10′ıAōB
′

+K11′ıAı̄B
′

, (4.42)
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e de uma base (t, x, y, z),

K = K0t+K1x+K2y +K3z. (4.43)

Das equações (4.32) e (4.41), resulta (ver equação (4.24))

(

K00′ K01′

K10′ K11′

)

=
1√
2

(

K0 +K3 K1 + iK2

K1 − iK2 K0 −K3

)

. (4.44)

Substituindo (4.44) em (4.42), e comparando com (4.43), segue

t =
1√
2
(oAōA

′

+ ıAı̄A
′

) =
1√
2
(l + n),

x =
1√
2
(oAı̄A

′

+ ıAōA
′

) =
1√
2
(m+ m̄),

y =
i√
2
(oAı̄A

′

+ ıAōA
′

) =
i√
2
(m− m̄),

z =
1√
2
(oAōA

′ − ıAı̄A′

) =
1√
2
(l − n).

(4.45)

Basta agora observar, a partir das equações (4.26), (4.30) e (4.35), que os
vetores (4.45) satisfazem as condições da Definição 3.1 para a métrica de
Minkowski (ver equação (1.75)

η =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









.

Decorre da equação (4.40) que os equivalentes espinoriais para os opera-
dores derivada direcional do formalismo de Newman-Penrose são dados por

∂00′ = D = li∂i, ∂01′ = δ = mi∂i,

∂10′ = δ∗ = m̄i∂i, ∂11′ = ∆̄ = ni∂i.

(4.46)

A derivada covariante de um campo espinorial XCD′ é definida de forma
natural através da correspondência

∇i←→∇AB′ (4.47)
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de forma que
XCD′;AB′ = σ

j
CD′σ

i
AB′Xj;i. (4.48)

A unicidade da definição é garantida por um conjunto de axiomas ([7],
pp.539-543). Da mesma forma que no formalismo tétrade, é posśıvel definir a
noção de derivação intŕınseca para espinores como a projeção na base d́ıade
da derivada covariante de campos espinoriais.

Definição 4.5 A derivada intŕınseca de um componente d́ıade, ξ(a), de um
espinor ao longo da direção (b)(c′) é

ξ(a)|(b)(c′) = ζA(a)ξA;BC′ζB(b)ζ
C′

(c′) (4.49)

ou, equivalentemente,
ξ(a)|BC′ = ζA(a)ξA;BC′ , (4.50)

onde ζA(a) são os espinores da base d́ıade.

Definição 4.6 Os coeficientes de spin, Γ(a)(b)(c)(d′), são definidos no forma-
lismo d́ıade por

Γ(a)(b)(c)(d′) = [ζ(a)F ]
;CD′

ζF(b)ζ
C
(c)ζ

D′

(d′) (4.51)

ou, equivalentemente,

Γ(a)(b)CD′ = [ζ(a)F ]
;CD′

ζF(b). (4.52)

Teorema 4.8 As derivadas intŕınsecas das componentes d́ıades de espinores
de ordem 1, ξ(a) e ξ(a), são expressas em termos dos coeficientes de spin por

ξ(a)|BC′ = ξ(a),BC′ + Γ(d)(a)BC′ξ(d) (4.53)

e
ξ

(a)
|BC′ = ξ

(a)
,BC′ + Γ

(a)
(d)BC′ξ

(d). (4.54)

Demonstração.

Contraindo a equação (4.52) com ζ
(b)
E e fazendo uso das relações

ζ(a)Aζ
A
(b) = −ζA(a)ζ(b)A = ǫ(a)(b) e ζ(a)Aζ

(b)A = −ζA(a)ζ
(b)
A = δ

(b)
(a), (4.55)

as quais são conseqüências das definições (4.30), (4.34) e (4.35), segue que

[ζ(a)E];CD′ = −ζ(b)
E Γ(b)(a)CD′ = ζ(b)EΓ

(b)
(a)CD′ . (4.56)
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Agora, de (4.50) tem-se

ξ(a)|BC′ = ζA(a)ξA;BC′ = [ξAζ
A
(a)];BC′ − ξA[ζA(a)];BC′ . (4.57)

A partir das equações (4.48), (4.33) e (4.55), é posśıvel demonstrar ([7],
pp.540-541) que

[ζ(b)F ];CD′ζF(a) = −[ζF(b)];CD′ζ(a)F . (4.58)

Utilizando (4.56), (4.58) e observando que ξAζ
A
(a) = ξ(a) é um escalar, resulta

(4.53). Analogamente, encontra-se o resultado (4.54).

Como a derivada covariante obedece à regra de Leibniz, o Teorema 4.8
pode ser estendido naturalmente a fim de se determinar a derivada intŕınseca
dos espinores de ordem superior.

De (4.58), segue que os coeficientes de spin são simétricos no primeiro
par de ı́ndices de modo que existem apenas 12 coeficientes independentes
([7], p.541). São eles:

Γ(a)(b)(c)(d′)

(c)(d)\(a)(b) 00 01 ou 10 11
00′ κ ε π

10′ ρ α λ

01′ σ β µ

11′ τ γ ν

(4.59)

A fim de se demonstrar a equivalência das definições dos coeficientes
de spin nos formalismos espinorial e tétrade será necessário fazer uso do
resultado a seguir.

Lema 4.1 (Lema de Friedman)

Γ(a)(b)CD′ =
1

2
ǫ(k

′)(f ′)ζE(a)ζ̄
F ′

(f ′)[ζ(b)E ζ̄(k′)F ′ ];CD′ , (4.60)

onde ζE(a)ζ̄
F ′

(f ′) e ζ(b)E ζ̄(k′)F ′ são vetores da base de Newman-Penrose, de acordo

com (4.55).

Demonstração.

Basta expandir o lado direito de (4.60) por meio da regra de Leibniz (pro-
priedade (d), Definição 1.5) e reduzi-lo com o aux́ılio das relações (4.55) e
da Definição 4.6.
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Teorema 4.9 As definições (4.59) para os coeficientes de spin concordam
com aquelas dadas no Caṕıtulo 3, equações (3.24), em termos dos coeficientes
de rotação de Ricci, γijk.

Demonstração.

Decorre do Lema de Friedman e das definições (4.34), (4.40), (4.46) e (3.24).

Equações de Dirac

Definição 4.7 As Equações de Dirac no Espaço de Minkowski, as quais
descrevem o campo de neutrinos, são

σiAB′∂iP
A = 0, (4.61)

σiAB′∂iQ
A = 0, (4.62)

onde σiAB′ são as matrizes de Pauli (4.41), a menos do fator 1√
2
, e (PA, QA)

é um par de espinores que descrevem a função de onda. A generalização
dessas equações para um espaço-tempo curvo é dada por

σiAB′P
A
;i = 0, (4.63)

σiAB′Q
A
;i = 0, (4.64)

onde (Teorema 4.6)

σiAB′ =

(

li mi

m̄i ni

)

. (4.65)

Teorema 4.10 As Equações de Dirac no formalismo de Newman-Penrose
são

(D + ε− ρ)F1 + (δ∗ + π − α)F2 = 0, (4.66)

(∆̄ + µ− γ)F2 + (δ + β − τ)F1 = 0, (4.67)

(D + ε∗ − ρ∗)G2 − (δ + π∗ − α∗)G1 = 0, (4.68)

(∆̄ + µ∗ − γ∗)G1 − (δ∗ + β∗ − τ ∗)G2 = 0, (4.69)

onde F1 = P 0, F2 = P 1, G1 = Q̄1′ e G2 = −Q̄0′, ε, ρ, π, α, µ, γ, β,
τ são os coeficientes de spin e D, ∆̄, δ, δ∗ são os operadores da base de
Newman-Penrose (Teorema 4.1).
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Demonstração.

O sistema (4.66)-(4.69) é obtido expandindo-se a equação (4.63) e a conju-
gada complexa de (4.64), para B′ = 0 e B′ = 1, e fazendo uso das definições
(4.65), (4.46), (4.54) e (4.59).

Teorema 4.11 A propagação de neutrinos na geometria de Kerr é gover-
nada pelas equações

∆D 1
2
D†

0(∆
1
2R+ 1

2
) = Q2(∆

1
2R+ 1

2
), (4.70)

∆D†
1
2

D0R− 1
2

= Q2R− 1
2
, (4.71)

L†
1
2

L 1
2
S+ 1

2
= −Q2S+ 1

2
, (4.72)

L 1
2
L†

1
2

S− 1
2

= −Q2S− 1
2
, (4.73)

com

P 0 =
1

ρ̄∗
R− 1

2
(r)S− 1

2
(θ), P 1 =

1

ρ̄
R+ 1

2
(r)S+ 1

2
(θ), (4.74)

Q̄0′ = −1

ρ̄
R− 1

2
(r)S+ 1

2
(θ), Q̄1′ =

1

ρ̄∗
R+ 1

2
(r)S− 1

2
(θ), (4.75)

onde Q é uma constante de separação, e R± 1
2

e S± 1
2

são, respectivamente,
funções de r e θ somente.

Demonstração.

Inserindo os coeficientes de spin (3.49)-(3.51), apropriados à métrica de Kerr
(Q∗ = 0), as derivadas direcionais definidas em (4.2) e fazendo as substi-
tuições (4.74) e (4.75), as Equações de Dirac do Teorema 4.10 produzem

(D0R− 1
2
)S− 1

2
+ (2−

1
2L 1

2
S+ 1

2
)R+ 1

2
= 0,

(∆D†
1
2

R+ 1
2
)S+ 1

2
− (2+ 1

2L†
1
2

S− 1
2
)R− 1

2
= 0,

(D0R− 1
2
)S+ 1

2
− (2−

1
2L†

1
2

S− 1
2
)R+ 1

2
= 0,

(∆D†
1
2

R+ 1
2
)S− 1

2
+ (2+ 1

2L 1
2
S+ 1

2
)R− 1

2
= 0.

(4.76)

Estas equações implicam a separação em quatro equações envolvendo a parte
radial e quatro envolvendo a parte angular. Devido à consistência desse
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sistema de oito equações, as constantes de separação podem ser expressas
por uma única constante Q (ver observação após Teorema 4.3), resultando
nos dois pares de equações

D0R− 1
2

= QR+ 1
2
,

∆D†
1
2

R+ 1
2

= 2QR− 1
2
,

(4.77)

e
L 1

2
S+ 1

2
= −2

1
2QS− 1

2
,

L†
1
2

S− 1
2

= +2
1
2QS+ 1

2
.

(4.78)

Com as substituições

2
1
2Q−→Q e 2

1
2R− 1

2
−→R− 1

2
, (4.79)

as equações (4.77) e (4.78) podem ser reescritas como

∆
1
2D†

0(∆
1
2R+ 1

2
) = QR− 1

2
,

∆
1
2D0R− 1

2
= Q(∆

1
2R+ 1

2
),

L 1
2
S+ 1

2
= −QS− 1

2
,

L†
1
2

S− 1
2

= QS+ 1
2
,

(4.80)

e combinadas de modo a fornecer o sistema desacoplado (4.70)-(4.73).

Devido à semelhança formal manifesta entre os Teoremas 4.3 e 4.11, as
equações (4.70)-(4.73) também serão denominadas Equações de Teukolsky.

4.1.3 Grávitons

Ao contrário dos campos de fótons e neutrinos, não se conhece uma definição
geral para o tensor energia-momento do campo gravitacional. Dessa forma,
não existe um análogo das Equações de Maxwell ou Dirac para os grávitons.
Portanto, a fim de se estudar o comportamento das ondas gravitacionais
incidentes no buraco negro de Kerr, é preciso analisar as perturbações nas
componentes da métrica.

De acordo com o Teorema 3.9, a descrição do espaço-tempo de Kerr
(assim como de todos os buracos negros) no formalismo de Newman-Penrose
é bastante simplificada pelo anulamento dos escalares de Weyl, Ψ0, Ψ1, Ψ3
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e Ψ4, e dos coeficientes de spin, κ, σ, λ e ν, na base escolhida. Quando
o buraco negro de Kerr é perturbado gravitacionalmente, tais quantidades
deixam de se anular e adquirem valores de primeira ordem de grandeza. No
que segue, as equações que governam as perturbações nessas quantidades
serão obtidas e separadas de forma análoga ao procedimento realizado nas
Seções 4.1.1 e 4.1.2 para os campos de fótons e neutrinos. Uma análise
completa do problema, envolvendo a perturbação nas demais quantidades
da geometria de Kerr aqui não consideradas, é extremamente complexa -
envolvendo as relações de comutação e um conjunto maior de identidades
de Bianchi e Ricci - e pode ser encontrada em [7], Caṕıtulo 9.

Teorema 4.12 O comportamento dos escalares de Weyl, Ψ0, Ψ1, Ψ3 e Ψ4,
e dos coeficientes de spin, κ, σ, λ e ν, é descrito pelas quatro identidades de
Bianchi e pelas duas identidades de Ricci (Teorema 3.4), dadas por

(δ∗ − 4α+ π)Ψ0 − (D − 2ε− 4ρ̃)Ψ1 = 3κΨ2, (4.81)

(∆̄− 4γ + µ)Ψ0 − (δ − 4τ − 2β)Ψ1 = 3σΨ2, (4.82)

(D − ρ̃− ρ̃∗ − 3ε+ ε∗)σ − (δ − τ + π∗ − α∗ − 3β)κ = Ψ0, (4.83)

e

(D + 4ε− ρ̃)Ψ4 − (δ∗ + 4π + 2α)Ψ3 = −3λΨ2, (4.84)

(δ + 4β − τ)Ψ4 − (∆̄ + 2γ + 4µ)Ψ3 = −3νΨ2, (4.85)

(∆̄ + µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)λ− (δ∗ + 3α+ β∗ + π − τ ∗)ν = −Ψ4. (4.86)

Demonstração.

O sistema (4.81)-(4.86) é obtido quando as equações (3.18) e (3.19) são es-
critas a partir dos escalares de Weyl (Definição 3.5), dos coeficientes de spin
(3.24) e dos operadores (4.2). A razão para a escolha dessas seis equações,
dentre todas posśıveis, reside no fato de elas serem matematicamente sim-
ples, pois são homogêneas e lineares nas quantidades consideradas, Ψ0, Ψ1,
Ψ3, Ψ4, κ, σ, λ e ν. Como as perturbações nessas quantidades são de 1a

ordem, todas as demais quantidades podem ser substitúıdas por seus valores
não-perturbados ([7], p.431).
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Teorema 4.13 A propagação de grávitons no espaço-tempo de Kerr é go-
vernada pelas equações

(∆D−1D†
0 − 6iωr)(∆2R+2) = Q(∆2R+2), (4.87)

(∆D†
−1D0 + 6iωr)R−2 = QR−2, (4.88)

(L†
−1L2 + 6aωcos θ)S+2 = −QS+2, (4.89)

(L−1L†
2 − 6aωcos θ)S−2 = −QS−2, (4.90)

com
Ψ0 = R+2(r)S+2(θ) (4.91)

e

Ψ4 =
1

(ρ̄∗)4
R−2(r)S−2(θ), (4.92)

onde Q é uma constante de separação, e R±2 e S±2 são, respectivamente,
funções de r e θ somente.

Demonstração.

A demonstração é análoga ao processo descrito na obtenção das equações
(4.10)-(4.13). Para o caso dos grávitons, devem ser feitas as substituições

Φ0 = Ψ0, Φ1 = Ψ1ρ̄
∗√2, k =

κ

(ρ̄∗)2
√

2
e s =

σρ̄

(ρ̄∗)2
, (4.93)

Φ4 = Ψ4(ρ̄
∗)4, Φ3 = Ψ3

(ρ̄∗)3

√
2
, l =

λρ̄∗

2
e n =

νρ̄2

√
2
, (4.94)

e usar as identidades,

Q,θ +Q cot θ = 2aω cos θ,

K − aQ sin θ = ρ2ω,

a fim de reduzir o sistema (4.81)-(4.86) a um sistema de duas equações
lineares de 2a ordem em Φ0 e Φ4, cujas variáveis podem ser separadas medi-
ante as substituições

Φ0 = R+2(r)S+2(θ) e Φ4 = R−2(r)S−2(θ).

As equações do Teorema 4.13 são também denominadas Equações de
Teukolsky.
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4.1.4 Equações Gerais de Teukolsky

É imposśıvel não se surpreender com a simetria intŕınseca apresentada pelas
Equações de Teukolsky na geometria de Kerr, presentes nos Teoremas 4.3,
4.11 e 4.13, sugerindo uma posśıvel representação geral e um tratamento
formal (que será feito na próxima seção) englobando os três casos estudados.

Definição 4.8 As Equações Gerais de Teukolsky, aplicáveis às part́ıculas
sem massa de spin s (fótons:s = 1; neutrinos: s = 1

2
; grávitons: s = 2), são

dadas por

{∆D1−sD†
0 − 2(2s− 1)iωr}P+s = QP+s, (4.95)

{∆D†
1−sD0 + 2(2s− 1)iωr}P−s = QP−s, (4.96)

{L†
1−sLs + 2(2s− 1)aω cos θ}S+s = −QS+s, (4.97)

{L1−sL†
s − 2(2s− 1)aω cos θ}S−s = −QS−s, (4.98)

onde P+s = ∆sR+s e P−s = R−s.

A interpretação f́ısica das perturbações de buracos negros consiste na
análise das Equações de Teukolsky para a parte radial, cuja resolução com-
pleta está condicionada à determinação da constante de separação, obtida
através da normalização e solução da parte angular.

4.2 Teoria da Perturbação

A análise matemática das perturbações do buraco negro de Kerr será feita
em três passos: na Seção 4.2.1, as Equações Gerais de Teukolsky que gover-
nam a parte radial da perturbação serão transformadas em uma equação de
onda unidimensional com potenciais a determinar; na Seção 4.2.2, soluções
expĺıcitas para os potenciais em cada caso (spins 1, 1

2
e 2) serão encontradas;

na Seção 4.2.3, o comportamento das ondas refletidas e transmitidas pelo
buraco negro no horizonte será analisado.

4.2.1 Teoria da Transformação

Definição 4.9 A coordenada tartaruga r∗ é obtida da coordenada radial r
por

d

dr∗
=

∆

̟2

d

dr
, (4.99)
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onde ∆ é a função de horizonte e ̟2 = r2 + α2, com α2 = a2 + (am
ω

).

Integrando a equação (4.99), obtém-se

r∗ = r +
2Mr+ + (am

ω
)

r+ − r−
ln(

r

r+
− 1)− 2Mr− + (am

ω
)

r+ − r−
ln(

r

r−
− 1), (4.100)

de modo que a coordenada tartaruga só está definida para r > r+, isto é, a
análise através de r∗ só é válida fora do horizonte de eventos.

Teorema 4.14 Seja ωs = − am
2Mr+

(m < 0). Então a coordenada tartaruga

r∗(r) é:

(a) univaluada quando ω > ωs, ou seja, r∗→+∞ para r→+∞ e r∗→−∞
para r→r+ + 05;

(b) bivaluada quando 0 < ω < ωs, ou seja, r∗→ + ∞ para r→ + ∞ e
r→r+ + 0.

Demonstração.

As afirmações do teorema manifestam o comportamento de r∗, descrita pela
equação (4.100), conforme a desigualdade

r2
+ + α2 = 2Mr+ + (

am

ω
) > 0 (4.101)

se verifique ou não.

Teorema 4.15 A Equação Geral de Teukolsky para P+s,

[∆D1−sD†
0 − 2(2s− 1)iωr]P+s = QP+s,

pode ser colocada na forma

Λ2Y + PΛ−Y −QY = 0, (4.102)

onde

Y = |̟2|−s+
1
2P+s, Λ2 = Λ+Λ− = Λ−Λ+ e Λ± =

d

dr∗
±iω, (4.103)

5A expressão “r→r+ + 0” significa que r tende a r+ pela direita.
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e

P =
2s

̟4
[2r∆−̟2(r −M)], (4.104)

Q =
∆

̟4
{Q − (2s− 1)[

∆− 2(s− 1)r(r −M)

̟2
+ (2s− 3)

r2∆

̟4
]}. (4.105)

Demonstração.

Na Equação Geral de Teukolsky para P+s, o peŕıodo m ocorre explicita-
mente nos operadores D e D† através de (Teorema 4.1)

K = (r2 + a2)ω + am. (4.106)

A transformação para a forma (4.102) decorre da eliminação dem em (4.106)
mediante a mudança (4.99) na variável independente e a mudança na variável
dependente, expressa em (4.103).

No caso (b) do Teorema 4.14, as funções P e Q se tornam singulares em
r = |α| de forma que a equação (4.102) deve ser analisada nos dois ramos da
relação r∗(r): r+ < r < |α| e r > |α|.

Uma vez que a Equação Geral de Teukolsky (para P+s) foi posta na
forma padrão (4.102), o próximo passo é reduzi-la a uma equação de onda
unidimensional.

Teorema 4.16 Uma condição necessária e suficiente para que a equação

Λ2Y + PΛ−Y −QY = 0

seja transformada na equação de onda

Λ2Z = V Z (4.107)

consiste na existência de funções ℓ, β, R, T e V que satisfaçam o sistema

Y = ℓV Z + TΛ+Z, (4.108)

Λ−Y = − ∆s

̟4s
βZ +RΛ+Z, (4.109)

∆s

̟4s
KZ = RY − TΛ−Y, (4.110)
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KΛ+Z = βY +
̟4s

∆s
ℓV Λ−Y (4.111)

ou, equivalentemente,

R− ℓV =
dT

dr∗
, (4.112)

d

dr∗
(
̟4s

∆s
R) =

̟4s

∆s
(QT − 2iωR) + β, (4.113)

R(R− dT

dr∗
) +

∆s

̟4s
βT =

∆s

̟4s
K, (4.114)

(R−Qℓ)V =
∆s

̟4s

dβ

dr∗
, (4.115)

onde ∆ e ̟ são como na Definição 4.9.

Demonstração.

Como Y e Z satisfazem equações diferenciais de 2a ordem, não há restrições
em se supor que Y é combinação linear de Z e sua derivada; disso resulta
(4.108). Aplicando o operador Λ−, definido em (4.103), à equação (4.108) e
fazendo-se uso de (4.107), obtém-se (4.109), onde

β = −̟
4s

∆s
[
d

dr∗
(ℓV ) + (T − 2iωℓ)V ] (4.116)

e R está definido por (4.112). As equações (4.113) e (4.115) são obtidas
ao se determinar Λ−Λ−Y a partir de (4.109) e (4.102) e, fazendo uso de
resultados anteriores, igualar os coeficientes de Z e Λ+Z nas duas expressões
encontradas.

Finalmente, o conjunto de equações (4.109), (4.116), (4.112), (4.115) e
(4.113) garante a existência da integral

̟4s

∆s
RℓV + βT = K = constante, (4.117)

a qual possibilita escrever as inversas de (4.108) e (4.109), correspondentes
às equações (4.110) e (4.111), bem como a equivalência dos dois sistemas
apresentados no enunciado do teorema. A equação (4.114) consiste em uma
forma alternativa da integral (4.117).
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Teorema 4.17 Sejam Z1 e Z2 duas soluções independentes da equação de
onda (4.107). Então seu Wronskiano

[Z1, Z2]r∗ = Z1Λ−Z2 − Z2Λ−Z1 (4.118)

satisfaz a identidade

K[Z1, Z2]r∗ = −∆1−s ̟4s−2

|̟2|2s−1 [Ps(1), Ps(2)], (4.119)

onde Ps(1) e Ps(2) são soluções distintas da Equação de Teukolsky corres-
pondentes a Z1 e Z2.

Demonstração.

Sejam Y1 e Y2 as soluções correspondentes a Z1 e Z2 em acordo com o Teo-
rema 4.16. Substituindo (4.108) e (4.109) no Wronskiano

[Y1, Y2]r∗ = Y1Λ−Y2 − Y2Λ−Y1, (4.120)

e fazendo uso da integral (4.117), resulta

[Y1, Y2]r∗ = K
∆s

̟4s
[Z1, Z2]r∗ . (4.121)

Por outro lado, a definição de Y em (4.103) fornece

[Y1, Y2]r∗ = − ∆

̟2|̟2|2s−1
[Ps(1), Ps(2)]. (4.122)

Combinando as equações (4.121) e (4.122), obtém-se a identidade wronskiana
desejada.

Como Z1 e Z2 correspondem a soluções independentes da equação de
onda (4.107), seu Wronskiano será constante. No entanto, quando 0 < ω <

ωs, o potencial V se torna singular em r = |α| e a equação (4.118) precisa
ser analisada, separadamente, nos dois ramos de r∗ (r+ < r < |α| e r > |α|).
Nesse caso, o Wronskiano assumirá valores constantes nos dois ramos, não
necessariamente idênticos. O teorema a seguir garante que os valores são, na
verdade, idênticos a menos de posśıvel mudança de sinal - mudança essa que
traz implicações f́ısicas importantes (ver Seção 4.3).
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Teorema 4.18 Quando 0 < ω < ωs (ou, equivalentemente, α2 < 0 e r+ <

|α|), o sinal do Wronskiano, [Z1, Z2]r∗, muda ao cruzar a singularidade r =
|α| para s = 1 e 2, e mantém seu valor para s = 1

2
.

Demonstração.

Como as soluções das Equações de Teukolsky não possuem singularidades
para r > r+, a identidade wronskiana (4.119) aplicada ao intervalo 0 < ω <

ωs fornece
{[Z1, Z2]r∗}r<|α| = (−1)2s−1{[Z1, Z2]r∗}r>|α|. (4.123)

A afirmação do teorema decorre dessa última identidade.

Antes de partir para a determinação de soluções expĺıcitas para o poten-
cial V nos casos s = 1, 1

2
e 2, é preciso ressaltar que todo o racioćınio feito

para P+s pode ser aplicado à equação (4.96) da Definição 4.8 que governa
P−s, resultando em

Λ2Y + PΛ+Y −QY = 0 (4.124)

que é conjugada complexa da equação (4.102). As soluções das equações
(4.102) e (4.124) serão distinguidas por Y (+ω) e Y (−ω), respectivamente, as-
sim como as funções, Z(+ω) e Z(−ω), que satisfazem as equações de onda
unidimensionais associadas.

4.2.2 Potenciais

É um fato surpreendente que as condições do Teorema 4.16 sejam satisfeitas
para as part́ıculas de spins 1, 1

2
e 2, de modo que as respectivas Equações

de Teukolsky possam ser transformadas em equações de onda com funções
potenciais explicitamente determinadas.

Fótons

Teorema 4.19 A propagação de fótons (s = 1) na geometria de Kerr é
governada pela equação de onda

Λ2Z(±ω) = V Z(±ω), (Λ2 =
d2

dr2
∗

+ ω2), (4.125)
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onde o potencial é dado por

V =
∆

̟4
[Q− α2 ∆

̟4
∓iα̟2 d

dr∗
(

∆

̟4
)], (̟2 = r2 + α2), (4.126)

Demonstração.

Para s = 1, as condições do Teorema 4.16 são satisfeitas para as funções

T = 2iω, R = ∓2ωα
∆

̟4
,

K = 4ω2(Q± 2ωα), β = −2iω(Q− α2 ∆

̟4
± 2ωα),

(4.127)

com potencial V dado pela equação (4.126).

É importante salientar que o potencial V produz duas soluções distintas
de acordo com a escolha do sinal em sua fórmula. Além disso, ambos os po-
tenciais apresentam caracteŕısticas comuns: tornam-se complexos para ω >

ωc(= −m
a
); decaem exponencialmente em r∗, quando r→r+ +0; comportam-

se como r−2, quando r→+∞; quando ω < ωs, são singulares em r = |α|.

Neutrinos

Teorema 4.20 A propagação de neutrinos (s = 1
2
) na geometria de Kerr é

governada pela equação de onda

Λ2Z = V Z, (Λ2 =
d2

dr2
∗

+ ω2), (4.128)

onde o potencial é dado por

V = Q2 ∆

̟4
+Q d

dr∗
(
∆

1
2

̟2
), (̟2 = r2 + α2). (4.129)

Demonstração.

Por questão de simplicidade, a demonstração será feita diretamente a partir
das equações radiais no sistema (4.80), embora fique claro que o Teorema
4.16 continua válido e pode ser igualmente aplicado ao caso s = 1

2
.
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Efetuando-se a transformação (4.99) na variável independente r, as equações
radiais do sistema (4.80) se tornam

(
d

dr∗
− iω)P+ 1

2
= Q∆

1
2

̟2
P− 1

2
(4.130)

e

(
d

dr∗
+ iω)P− 1

2
= Q∆

1
2

̟2
P+ 1

2
. (4.131)

Fazendo
Z± = P+ 1

2
± P− 1

2
, (4.132)

e combinando as equações (4.130) e (4.131), resulta

(
d

dr∗
−Q∆

1
2

̟2
)Z+ = iωZ− (4.133)

e

(
d

dr∗
+Q∆

1
2

̟2
)Z− = iωZ+. (4.134)

A partir dessas equações resultam o potencial (4.129), para Z+, e o potencial
(4.135) adiante, para Z−.

Ao contrário do caso eletromagnético, o potencial resultante é único para
P+ 1

2
; isso também vale para P− 1

2
, onde ele é expresso por

V = Q2 ∆

̟4
−Q d

dr∗
(
∆

1
2

̟2
). (4.135)

Entretanto, os potenciais para ondas de neutrinos se assemelham ao caso
eletromagnético no seu comportamento para r→r+ + 0 (decaem exponen-
cialmente em r∗) e para r→ +∞ (decaem como r−2); também apresentam
singularidade em r = |α| para ω < ωs.

Grávitons

Teorema 4.21 A propagação de grávitons (s = 2) na geometria de Kerr é
governada pela equação de onda

Λ2Z(±ω) = V Z(±ω), (Λ2 =
d2

dr2
∗

+ ω2), (4.136)
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onde o potencial é dado por

V = −∆2

̟8
β2+
Q(Q+ 2)

F + β2
− (F ′ − κ2)(κ2F − β2F

′)

(F − β2)(F 2 − β2)
, (̟2 = r2+α2), (4.137)

em que

F =
1

∆
[Q̟4 + 3̟2(r2 − a2)− 3r2∆], F ′ =

dF

dr∗
, (4.138)

β2 = ±3α2, (4.139)

κ2 = ±{36M2 − 2Q[α2(5Q+ 6)− 12a2] + 2β2Q(Q+ 2)}
1
2 (4.140)

e os sinais de κ2 e β2 são escolhidos independentemente.

Demonstração.

O resultado decorre do fato de que as condições do Teorema 4.16, no caso
s = 2, são satisfeitas para as funções

T = (
F,r∗ − κ2

F − β2

) + 2iω, β = [κ2 − β2(
F,r∗ − κ2

F − β2

)] + 2iωβ2,

K = [Q(Q+ 2)− 4ω2β2] + 2iωκ2, R =
∆2

̟8
(F + β2),

(4.141)
e para o potencial V dado por (4.137), com F , β2 e κ2 definidas em (4.138)-
(4.140).

Como os sinais de β2 e κ2 podem ser escolhidos independentemente, re-
sulta que o potencial (4.137) produz quatro soluções distintas. Além disso,
dependendo do sinal da quantidade sob a raiz quadrada na definição de κ2,
o potencial pode ser complexo. Deve-se salientar que todos os potenciais
gerados comportam-se como r−2 para r→ +∞ e, quando se aproximam do
horizonte (r→r+ + 0), decaem exponencialmente em r∗. Finalmente, os po-
tenciais apresentam singularidades em r = |α| quando ω < ωs.

4.2.3 Teoria de Espalhamento

De acordo com os resultados da Seção 4.2.2, todos os potenciais encontrados
comportam-se como r−2 quando r→r∗→ +∞ e decaem exponencialmente
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à medida que se aproximam do horizonte em r∗→ −∞. No caso real, tal
comportamento caracteriza uma barreira de potencial.

Analisar o comportamento das ondas incidentes sobre uma barreira de
potencial unidimensional consiste em um problema de auto-valor e auto-
vetor para o operador definido pela equação de onda (4.107), que pode ser
reescrita como

(
d2

dr2
∗
− V )Z = (−ω2)Z (4.142)

ou, equivalentemente,
d2Z

dr2
∗

+ k2Z = 0, (4.143)

onde k2(r∗) = ω2 − V (r∗).
A teoria de espalhamento (independente do tempo) consiste no estudo da

equação (4.142) para tipos diversos de funções potenciais V . O caso mais
simples ocorre quando a ação do sistema se dá de maneira uniforme em uma
região infinita do espaço, isto é, o suporte da função potencial V corresponde
a um intervalo [−a, 0], a > 0, e V (r∗) é constante nesse intervalo. Como fora
da barreira, supõe-se movimento livre de part́ıculas (V (r∗) = 0), as soluções
de (4.143) são da forma (ver Definição 4.1)

Z(r∗) = A1e
+iωr∗ +B1e

−iωr∗ , r∗ > 0, (4.144)

Z(r∗) = A2e
+iωr∗ +B2e

−iωr∗ , −a ≤ r∗ ≤ 0, (4.145)

Z(r∗) = A3e
+iωr∗ +B3e

−iωr∗ , r∗ < −a. (4.146)

As amplitudes, A1, A2, A3, B1, B2 e B3, são constantes de integração
as quais podem ser determinadas a partir da condição de continuidade6 da
função de onda Z(r∗) e de sua derivada na fronteira de [−a, 0], ou seja, (ver
nota de rodapé 5 na página 78)

Z(−a− 0) = Z(−a+ 0), Z(0− 0) = Z(0 + 0),
Z ′(−a− 0) = Z ′(−a+ 0), Z ′(0− 0) = Z ′(0 + 0).

(4.147)

Os termos da forma e+iωr∗ , e+ikr∗ representam ondas planas propagando-se
no sentido negativo de r∗ enquanto que os termos e−iωr∗ , e−ikr∗ correspondem
às ondas que se deslocam na direção positiva de r∗. Considerando que a onda

6As condições de continuidade impostas à função de onda visam garantir que os auto-
valores em (4.142) sejam reais ([26], pp.48-49), como exigido pela Definição 4.1.



CAPÍTULO 4. PERTURBAÇÕES DE BURACOS NEGROS 91

incidente se propaga na direção negativa de r∗ e o fato de que (4.147) permite
dois graus de liberdade ao conjunto das constantes de integração, segue que

A1 = 1 e B3 = 0. (4.148)

A razão entre as intensidades da onda refletida, |B1|2, e incidente, |A1|2,
denomina-se coeficiente de reflexão R. Da mesma forma, define-se o coefi-
ciente de transmissão T a partir das intensidades da onda transmitida, |A3|2,
e da onda incidente, |A1|2. Decorre das equações (4.144)-(4.148) o resultado

R + T = 1, (4.149)

que expressa a lei da conservação da energia.
O processo aqui descrito pode ser generalizado para os potenciais com-

plexos V j da Seção 4.2.2 para os quais a reflexão e transmissão das ondas
incidentes no buraco negro ocorre no infinito (r∗ → +∞) e no horizonte de
eventos (r∗ → −∞). O fato de os potenciais V j, (j = 1, ..., 2s), possuirem
integral limitada ao longo de r∗ garante que as soluções da equação (4.142)
terão comportamentos assintóticos dados por ([7], p.408)

e±iωr∗ , (r∗→±∞). (4.150)

Definição 4.10 Sejam Z(±ω) soluções da equação de onda unidimensional7

Λ2Z(±ω) = V Z(±ω),

satisfazendo as condições de fronteira

Z(±ω) −→ C(±ω)e±iωr∗ + A(±ω)e∓iωr∗ (r∗→+∞),

−→ B(±ω)e±iωr∗ (r∗→−∞).
(4.151)

Os coeficientes de reflexão R e transmissão T são definidos por

R =
A(+ω)A(−ω)

C(+ω)C(−ω)
e T =

B(+ω)B(−ω)

C(+ω)C(−ω)
. (4.152)

Em geral, adota-se C(±ω) = 1.

7De acordo com os resultados da Seção 4.2.2, o potencial V pode ser real ou complexo.
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As condições de fronteira (4.151) correspondem a uma onda incidente de
amplitude unitária proveniente de +∞, dando origem a uma onda refletida
de amplitude A(±ω) no infinito (+∞) e uma onda transmitida de amplitude
B(±ω) no horizonte (−∞). Se o potencial V é real, A(+ω) e B(+ω) são conju-
gados complexos de A(−ω) e B(−ω); dessa forma, a Definição 4.10 consiste de
fato numa generalização da Teoria de Espalhamento para o caso dos poten-
ciais complexos, onde Z(+ω) e Z(−ω) satisfazem a mesma equação, mas não
são conjugados complexos.

Teorema 4.22 Todos os potenciais V j, j = 1, ..., 2s, produzem os mesmos
coeficientes de reflexão e transmissão.

Demonstração.

Sejam Z(j,±ω) as soluções da equação (4.107), pertencentes ao potencial V j,
cujos comportamentos assintóticos são dados por (4.151). Devido às relações
([7], pp.512-513)

Zi −→ Kj

Ki
e−iωr∗ para Zj→e−iωr∗ ,

Zi −→ e+iωr∗ para Zj→e+iωr∗ ,
(4.153)

onde Ki, Kj estão definidos no Teorema 4.16, as soluções Z(i,±ω), associadas
ao potencial V i, apresentarão comportamentos assintóticos com coeficientes

C(i,+ω) = C(j,+ω), B(i,+ω) = B(j,+ω), A(i,+ω) =
Kj

Ki
A(j,+ω),

C(i,−ω) =
Kj

Ki
C(j,−ω), B(i,−ω) =

Kj

Ki
B(j,−ω), A(i,−ω) = A(j,−ω).

(4.154)
O teorema decorre da substituição desses valores em (4.152).

Teorema 4.23 Para ondas (eletromagnéticas, gravitacionais e de neutrinos)
incidentes no buraco negro de Kerr, os coeficientes de reflexão e transmissão
obedecem à lei de conservação

R + T = 1, (4.155)
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em geral, e para freqüências ω < ωs(= − am
2Mr+

,m < 0),

R− T = 1, (4.156)

isto é, T < 0. Para as ondas de neutrinos, essa última condição não se
verifica.

Demonstração.

As afirmações do teorema são conseqüências da identidade wronskiana (4.119)
e do Teorema 4.18 aplicados ao comportamento assintótico (4.151) das funções
de onda, quando se faz uso dos resultados expressos nos Teoremas 4.16, 4.15
e nas Definições 4.8 e 4.1 ([7], p.419).

4.3 Modos Normais

Nos Teoremas 4.3, 4.11 e 4.13, foi visto que as perturbações do buraco negro
de Kerr pelos campos de part́ıculas sem massa (fótons, neutrinos e grávitons)
são descritas pelas Equações de Teukolsky, expressas de maneira geral na
Definição 4.8. Conforme a formulação matemática do problema, exposta na
Definição 4.1, uma perturbação genérica propagando-se no espaço-tempo de
Kerr corresponde a uma superposição de modos

R(r)S(θ)ei(ωt+mϕ) (4.157)

em que a parte angular S(θ) satisfaz equações dependentes da geometria do
buraco negro e do campo de ondas, enquanto que a parte radial R(r) obedece
à equação de onda da forma (Teorema 4.16)

Λ2Z = V Z, (Λ2 =
d2

dr2
∗

+ ω2), (4.158)

onde o potencial V é dado pelos Teoremas 4.19, 4.20 e 4.21. Z(r) se relaciona
com R(r) através das transformações dadas nas Definições 4.8, 4.9, e nos
Teoremas 4.15 e 4.16.

As soluções (4.157) são denominadas modos normais e, de acordo com
a Definição 4.10, seus comportamentos assintóticos representam ondas re-
fletidas no infinito e ondas transmitidas no horizonte do buraco negro, cujas
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amplitudes definem os coeficientes de reflexão R e transmissão T. Chan-
drasekhar ([7], Seções 76, 98 e 107) mostra que os valores de R e T obtidos
estão de acordo com os valores determinados para o fluxo de radiação (eletro-
magnética, gravitacional e de neutrinos) no infinito e através do horizonte do
buraco negro.

De acordo com a interpretação f́ısica de R e T, conclui-se do Teorema
4.23 que o coeficiente de reflexão excede a unidade para as ondas incidentes
de freqüências ω < ωs e spins inteiros, isto é, parte da energia rotacional do
buraco negro é extráıda pelas ondas, eletromagnéticas ou gravitacionais. Esse
fenômeno denomina-se super-radiância e constitui-se no análogo do processo
de Penrose para part́ıculas materiais, discutido no Caṕıtulo 2 (Seção 2.2). A
analogia entre os dois fenômenos se torna marcante através da comparação
entre a desigualdade (equivalente a ω < ωs)

2Mr+ω < −am (4.159)

e a desigualdade (equação (2.59))

2Mr+(δM) ≥ a(δJ),

pois elas são idênticas mediante as identificações

hω←→δM,

hm←→δJ, (4.160)

onde h é a constante de Planck.
Considerando novamente a interpretação f́ısica de R e T, conclui-se que

o Teorema 4.23 - e, portanto, a identidade wronskiana do Teorema 4.17
- expressa a conservação da energia. A ausência de super-radiância para
ondas de neutrinos (spin 1

2
) é justificada no Teorema 4.18 o qual afirma que

o Wronskiano dos modos normais não muda de sinal ao cruzar a singularidade
do potencial em r = |α|, ao contrário dos campos de fótons e grávitons (spins
inteiros).

Toda a análise nesse caṕıtulo foi tomada em relação ao buraco negro de
Kerr, cuja métrica é estacionária e axisimétrica. No entanto, o procedimento
pode ser realizado de forma análoga para o buraco negro de Schwarzschild,
estático e esfericamente simétrico. Mais que isso, os resultados aqui obtidos
valem para o espaço-tempo de Schwarzschild com as substituições a = m = 0.
Por exemplo, no limite de Schwarzschild o Teorema 4.21 fornece

β2 = 0, κ2 = ±6M e F =
r3

∆
(Qr + 6M)
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de forma que os quatro potenciais (4.137) degeneram em dois:

V(+) = +κ2
d

dr∗
(
1

F
) + κ2

2(
1

F
)2 +Q(Q+ 2)(

1

F
)

=
2∆

r5(Q
2

+ 3M)2
[
Q2(Q+ 2)

8
r3 +

3MQ2

4
r2 +

9M2Q
2

r + 9M3]

(4.161)
e

V(−) = −κ2
d

dr∗
(
1

F
) +κ2

2(
1

F
)2 +Q(Q+ 2)(

1

F
) =

∆

r5
[(Q+ 2)r− 6M ]. (4.162)

O potencial V+ denomina-se potencial de Zerilli e dá origem às perturbações
polares da métrica de Schwarzschild, caracterizadas por não induzirem rotação
no buraco negro. O potencial V− denomina-se potencial de Regge-Wheeler e
está associado às perturbações axiais da métrica, cuja caracteŕıstica principal
é a de introduzir rotação no buraco negro de Schwarzschild, originalmente
ausente.

Pelo Teorema de Cotton-Darboux, uma métrica em um espaço tridimen-
sional sempre pode ser diagonalizada por meio de uma transformação local
das coordenadas. Desse fato, segue que a generalização natural da métrica
(2.14) é dada por ([7], pp.70-73)

ds2 = e2ν(dt)2 − e2ψ(dϕ− q2dx2 − q3dx3 − ωdt)2 − e2µ2(dx2)2 − e2µ3(dx3)2,

(4.163)
a qual também descreve espaços-tempo que não são estacionários nem a-
xisimétricos. As perturbações polares da métrica de Schwarzschild (2.55)
produzem alterações nas funções ν, ψ, µ2 e µ3, enquanto que as perturbações
axiais resultam em valores não-nulos para as quantidades ω, q2 e q3. A
terminologia polar/axial se justifica pelo efeito nas componentes da métrica
perturbada (4.163), provocado por uma reversão no sinal da coordenada ϕ:
não há efeito se a perturbação é polar, enquanto que, para o caso axial, as
funções ω, q2 e q3 mudam de sinal8.

Os potenciais gerados no buraco negro de Schwarzschild, assim como
aqueles associados ao buraco negro de Kerr, apresentam decaimento expo-
nencial em r∗ no horizonte e comportam-se como r−2 no infinito; eles também
produzem os mesmos coeficientes de reflexão e transmissão (Teorema 4.22).

8Conferir a interpretação de ω na Seção 2.2.
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Os potenciais da forma (4.161) e (4.162) pertencem a uma classe de poten-
ciais que garante a igualdade dos coeficientes de reflexão e transmissão ([7],
Seção 28); questiona-se sobre a possibilidade da equação (4.137) representar
uma classe mais ampla de potenciais que garantam essa igualdade.

Além disso, a relação de paridade, isto é, a presença do caráter polar/axial
entre as perturbações originadas pelos potenciais reais de Regge-Wheeler e
Zerilli, faz surgir a indagação sobre a existência de alguma simetria ı́ntima,
pasśıvel de interpretação f́ısica, no caso mais geral dos potenciais complexos
associados ao buraco negro de Kerr. Historicamente, a evidência de pari-
dade decorreu da análise das perturbações do buraco negro de Schwarzschild
através do processo de linearização das Equações de Einstein para a métrica
perturbada (4.163), enquanto que, para o buraco negro de Kerr, a separa-
bilidade das equações de perturbação (Definição 4.8), e sua conseqüente
resolução, só foi posśıvel via formalismo de Newman-Penrose. Trabalhar
diretamente com as componentes do tensor métrico propicia maior inter-
pretação f́ısica do problema, mas nos casos mais gerais, a solução completa
só é posśıvel quando se considera a inclusão da álgebra tensorial na álgebra es-
pinorial (Seção 4.1.2). Embora o conceito de objeto espinorial seja um tanto
abstrato, existem fenômenos f́ısicos que sugerem sua existência na Natureza
([25], pp.55-56), como o estado de elétrons, prótons e nêutrons, provenientes
de formas alternativas das Equações de Dirac (Definição 4.7).

Os resultados da teoria da perturbação de buracos negros possibilitaram
comprovar que o buraco negro de Schwarzschild é, de fato, completamente
estável [31], isto é, assumindo a existência de fenômenos f́ısicos que assegurem
a formação de uma massa esférica colapsada e a conseqüente produção do
buraco negro de Schwarzschild, tal objeto continuará a existir. Para o buraco
negro de Kerr, a questão de sua estabilidade diante de pequenas perturbações
foi alvo de muita discussão durante muito tempo, motivando o estudo de
soluções das equações de perturbação para freqüências complexas, denomi-
nadas modos quase-normais (ver Caṕıtulo 6).



Caṕıtulo 5

BURACOS NEGROS
CARREGADOS

Embora a métrica de Kerr-Newman seja uma generalização da métrica de
Kerr, o sucesso na análise das perturbações do buraco negro de Kerr não
se repete quando se aplica a teoria desenvolvida no Caṕıtulo 4 ao buraco
negro de Kerr-Newman. Como será visto nesse caṕıtulo, o acoplamento das
perturbações eletromagnética e gravitacional na geometria de Kerr-Newman
produz equações que, ao contrário das Equações de Teukolsky, não puderam
ser separadas. Para o caso especial do buraco negro de Reissner-Nordström,
no entanto, as equações que governam as perturbações foram separadas e a
teoria da transformação pôde ser aplicada.
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5.1 Perturbações do Buraco Negro de Kerr-

Newman

O estudo das perturbações do buraco negro de Kerr-Newman seguirá o
mesmo caminho traçado na Seção 4.1.3 com as alterações necessárias para
englobar o efeito da presença de uma carga resultante Q∗ no buraco negro.

Teorema 5.1 O comportamento dos escalares de Weyl, Ψ0, Ψ1, Ψ3 e Ψ4,
dos coeficientes de spin, κ, σ, λ e ν, e dos escalares de Maxwell, φ0 e φ2, é
descrito pelas equações a seguir:

(δ∗ − 4α+ π)Ψ0 − (D − 2ε− 4ρ)Ψ1 = − κ

(ρ∗)3
[3(M − Q2

∗
ρ̄

) +Q2
∗
ρ̄∗

ρ̄2
], (5.1)

(∆̄− 4γ + µ)Ψ0 − (δ − 4τ − 2β)Ψ1 = − σ

(ρ∗)3
[3(M − Q2

∗
ρ̄

)−Q2
∗
ρ̄∗

ρ̄2
], (5.2)

(D − ρ− ρ∗ − 3ε+ ε∗)σ − (δ − τ + π∗ − α∗ − 3β)κ = Ψ0, (5.3)

(∆̄− 3γ − γ∗ − 2µ+ µ∗)κ− (δ∗ − 3α+ β∗ − τ ∗ − 2π)σ = −2Ψ1, (5.4)

e

(D + 4ε− ρ)Ψ4 − (δ∗ + 4π + 2α)Ψ3 =
λ

(ρ∗)3
[3(M − Q2

∗
ρ̄

)−Q2
∗
ρ̄∗

ρ̄2
], (5.5)

(δ + 4β − τ)Ψ4 − (∆̄ + 2γ + 4µ)Ψ3 =
ν

(ρ∗)3
[3(M − Q2

∗
ρ̄

) +Q2
∗
ρ̄∗

ρ̄2
], (5.6)

(∆̄ + µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)λ− (δ∗ + 3α+ β∗ + π − τ ∗)ν = −Ψ4, (5.7)

(δ + π∗ + 2τ − α∗ + 3β)λ− (D + 3ε+ ε∗ + 2ρ− ρ∗)ν = −2Ψ3, (5.8)

onde ρ̄ = r + ia cos θ.

Demonstração.

Ao contrário das identidades de Ricci e Bianchi do Teorema 4.12, as Equações
de Maxwell (Teorema 4.2) não se encontram linearizadas no sentido de serem
homogêneas nas quantidades φ0 e φ2, que se anulam no espaço-tempo pertur-
bado (Teorema 3.9). Através de uma série de manipulações algébricas ([7],
pp.238-239), as equações (4.6)-(4.9) são reduzidas ao sistema linearizado

[(δ − 2τ − α∗ − β + π∗)(δ∗ + π − 2α)− (D − ǫ+ ǫ∗ − 2ρ− ρ∗)(∆̄ + µ− 2γ)]φ0

= 2φ1[(∆̄− 3γ − γ∗ − 2µ+ µ∗)κ− (δ∗ − 3α+ β∗ − τ ∗ − 2π)σ + 2Ψ1]
(5.9)
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e

[(δ∗ − τ ∗ + α+ β∗ + 2π)(δ − τ + 2β)− (∆̄ + µ∗ − γ∗ + γ + 2µ)(D − ρ+ 2ǫ)]φ2

= 2φ1[(δ + π∗ + 2τ − α∗ + 3β)λ− (D + 3ǫ+ ǫ∗ + 2ρ− ρ∗)ν + 2Ψ3].
(5.10)

Efetuando uma rotação infinitesimal na base de Newman-Penrose pertur-
bada (Definição 3.9), é posśıvel obter

φ0 = φ2 = 0, (5.11)

escolha que simplifica o sistema (5.9)-(5.10) e produz o par de equações (5.4)-
(5.8).

As demais equações do teorema consistem nas identidades de Ricci e
Bianchi do Teorema 4.12 com a inclusão dos termos envolvendo as compo-
nentes do tensor de Ricci, que não se anula na geometria de Kerr-Newman.
Tais equações são obtidas a partir do Teorema 3.4 com aux́ılio das expressões
(1.83), (3.29), (1.81), (3.26) e das Equações de Maxwell do Teorema 4.2.

A escolha (5.11) consiste na mais simples posśıvel, pois todas as outras
produzem equações mais complexas que as do sistema (5.1)-(5.8). A razão
para a escolha das equações acima é a mesma explicada na demonstração
do Teorema 4.12.

Teorema 5.2 As perturbações eletromagnéticas e gravitacionais acopladas
na geometria de Kerr-Newman são governadas por

(∆D1D†
2 + L†

−1L2 − 6iωρ̄)Φ0 = −2Q2
∗(L†

−1k
ρ̄∗

ρ̄2
+D0s

ρ̄∗

ρ̄2
) (5.12)

e

(∆D†
2D0 + L2L†

−1 − 6iωρ̄)Φ1 = +2Q2
∗(∆D†

2k
ρ̄∗

ρ̄2
− L2s

ρ̄∗

ρ̄2
), (5.13)

onde

Φ0 = Ψ0, Φ1 = Ψ1ρ̄
∗√2, k =

κ

(ρ̄∗)2
√

2
e s =

σρ̄

(ρ̄∗)2
;

Φ3 = Ψ3
(ρ̄∗)3

√
2
, Φ4 = Ψ4(ρ̄

∗)4, l =
λρ̄∗

2
e n =

νρ̄2

√
2
.

(5.14)
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Demonstração.

O sistema (5.12)-(5.13) é obtido aplicando-se as substituições (5.14) ao pri-
meiro conjunto de equações do Teorema 5.1 e procedendo-se como na de-
monstração do Teorema 4.13. Para maiores detalhes, conferir [7], Seções
78-80 e 111.

O próximo passo seria separar as variáveis em funções puramente radiais
e angulares, como nas Equações de Teukolsky (Teorema 4.13), mas todas
as tentativas de realizar esse feito fracassaram. No entanto, uma análise das
equações do Teorema 5.1 para o caso do buraco negro de Reissner-Nordström
(a = 0) é posśıvel.

5.2 Perturbações do Buraco Negro de Reissner-

Nordström

Teorema 5.3 As perturbações eletromagnéticas e gravitacionais acopladas
na geometria de Reissner-Nordström são governadas pelas equações

L2Φ0 − (D0 +
3

r
)Φ1 = −2k(3M − 2

Q2
∗
r

), (5.15)

∆(D†
2 −

3

r
)Φ0 + L†

−1Φ1 = +2s(3M − 4
Q2

∗
r

), (5.16)

(D0 +
3

r
)s− L†

−1k =
Φ0

r
, (5.17)

∆(D†
2 −

3

r
)k + L2s = 2

Φ1

r
, (5.18)

e

L†
2Φ4 + ∆(D†

−1 +
3

r
)Φ3 = +2n(3M − 2

Q2
∗
r

), (5.19)

(D0 −
3

r
)Φ4 − L−1Φ3 = +2l(3M − 4

Q2
∗
r

), (5.20)

(D0 −
3

r
)n− L†

2l = 2
Φ3

r
, (5.21)

∆(D†
−1 +

3

r
)l + L−1n =

Φ4

r
, (5.22)
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onde

Φ0 = Ψ0, Φ1 = Ψ1r
√

2, k =
κ

r2
√

2
e s =

σ

r
;

Φ3 = Ψ3
r3

√
2
, Φ4 = Ψ4r

4, l =
λr

2
e n =

νr2

√
2
.

(5.23)

Demonstração.

Basta tomar a = 0 nas equações do Teorema 5.1 e proceder como na de-
monstração do Teorema 4.13, aplicando-se as substituições (5.23).

Teorema 5.4 Com as substituições

Φ0(r, θ) = R+2(r)S+2(θ), Φ1(r, θ) = R+1(r)S+1(θ),
k(r, θ) = k(r)S+1(θ), s(r, θ) = s(r)S+2(θ),

(5.24)

o primeiro grupo do teorema anterior, equações (5.15)-(5.18), pode ser trans-
formado no par de equações

Λ2Y+i + PiΛ−Y+i −QiY+i = 0 (i = 1, 2), (5.25)

onde

Pi =
d

dr∗
ln(

r8

Di

), Di = ∆2(1 +
2qi
µ2r

),

Qi = µ2
∆

r4
(1 +

2qi
µ2r

)(1 +
qj

µ2r
), Y+i =

∆2

r3
(R+2 +

qik

µ
),

q1 = 3M +
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2, q2 = 3M −
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2.

(5.26)

Demonstração.

As substituições (5.24) nas equações (5.15)-(5.18) produzem o sistema a-
coplado para funções radiais

µR+2 − (D0 +
3

r
)R+1 = −2k(3M − 2

Q2
∗
r

), (5.27)

∆(D†
2 −

3

r
)R+2 − µR+1 = +2s(3M − 4

Q2
∗
r

), (5.28)

(D0 +
3

r
)s+ µk =

R+2

r
, (5.29)

∆(D†
2 −

3

r
)k + µs = 2

R+1

r
, (5.30)
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em que µ está definida por

L2S+2 = µS+1 e L†
−1S+1 = −µS+2. (5.31)

Tal sistema pode ser desacoplado mediante as transformações

F+1 = R+2 + q1
k

µ
, G+1 = R+1 + q1

s

µ
,

F+2 = R+2 + q2
k

µ
, G+2 = R+1 + q2

s

µ
,

(5.32)

onde q1 e q2 estão definidas em (5.26). Para tanto, é preciso multiplicar (5.30)
por q1

µ
, somá-la a equação (5.28) e utilizar as identidades

q1 + q2 = 6M e −q1q2 = 4Q2
∗µ

2.

De forma análoga, as equações (5.27) e (5.29) são combinadas, resultando
em

∆(D†
2 −

3

r
)F+i = µ(1 +

2qi
µ2r

)G+j,

(D0 +
3

r
)G+i = µ(1 +

qi

µ2r
)F+j. (i, j = 1, 2; i 6= j)

(5.33)

Realizando as transformações

F+i =
r3

∆2
Y+i e G+i =

1

r3
X+i, (5.34)

e eliminando X em favor de Y nas equações resultantes, obtém-se o resul-
tado desejado.

De forma inteiramente similar, as equações (5.19)-(5.22) do Teorema 5.3
são transformadas em

Λ2Y−i + PiΛ+Y−i −QiY−i = 0 (i = 1, 2), (5.35)

por meio das substituições

Φ4(r, θ) = R−2(r)S−2(θ), Φ3(r, θ) = R−1(r)S−1(θ),

n(r, θ) = n(r)S−1(θ), l(r, θ) = l(r)S−2(θ),

Y−i =
1

r3
(R−2 +

qin

µ
), X−i =

r3

∆2
(R−1 +

qil

µ
),

q1 = 3M +
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2, q2 = 3M −
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2.

(5.36)
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Teorema 5.5 Os potenciais associados às perturbações eletromagnéticas e
gravitacionais acopladas do buraco negro de Reissner-Nordström são dados
por

Vi = ±qj
d

dr∗
(

1

Fi
) + q2

j (
1

Fi
)2 +Q(Q+ 2)(

1

Fi
) (i, j = 1, 2; i 6= j), (5.37)

onde

q1 = 3M +
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2, q2 = 3M −
√

9M2 + 4Q2
∗µ

2, Fi =
r3

∆
(µ2r + qj).

(5.38)

Demonstração.

Procedendo-se como na demonstração do Teorema 4.16, é posśıvel mostrar
que as equações (5.25) e (5.35) são transformadas em equações de onda
unidimensionais,

Λ2Zi = ViZi, (5.39)

através da substituição

Yi = ℓiViZi + TiΛ+Zi, (5.40)

desde que existam funções ℓi, βi, Ti, Ri e Vi que satisfaçam o sistema

−Di

r8
βi =

d

dr∗
(ℓiVi) + (Ti − 2iωℓi)Vi, (5.41)

Ri = ℓiVi +
dTi

dr∗
, (5.42)

−Di

r8

dβi

dr∗
= (Qiℓi −Ri)Vi, (5.43)

d

dr∗
(
r8

Di

Ri) =
r8

Di

[Qi(Ti − 2iωℓi) + 2iω(Qiℓi −Ri)] + βi, (5.44)

r8

Di

RiℓiVi + βi(Ti − 2iωℓi) = Ki = constante, (5.45)

onde Di e Qi estão definidos em (5.26).
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O teorema decorre do fato de que o sistema (5.41)-(5.45) é compat́ıvel
com as soluções

β2
i = q2

j Ki = µ2(µ2 + 2) + 2iωq2
j , (i, j = 1, 2; i 6= j),

ℓi = 1, Ri = µ2 ∆

r4
(1 +

2qi
µ2r

)(1 +
qj

µ2r
),

(5.46)

e com o potencial V expresso por (5.37).

5.3 Considerações Finais

À semelhança do buraco negro de Schwarzschild, uma análise das equações
(5.37) revela que o buraco negro de Reissner-Nordström é cercado por po-
tenciais de curto-alcance, comportando-se como r−2 no infinito (r→+∞) e
decaindo exponencialmente em r∗ no horizonte (r→r+ + 0). Além disso, no
limite de Schwarzschild (Q∗ = 0), as equações (5.37) fornecem exatamente
os potenciais de Zerilli e Regge-Wheeler, de forma que o buraco negro de
Reissner-Nordström também admite paridade nas perturbações da métrica,
como afirma Chandrasekhar ([7], p.270): todas as barreiras de potencial per-
tencem a uma classe muito especial que assegura a igualdade de seu poder
de reflexão a ondas de tipos axial e polar. Chandrasekhar verifica ainda a
igualdade dos coeficientes de reflexão e transmissão produzidos pela classe de
funções à qual pertencem os potenciais do Teorema 5.5 e conclui que a re-
flexão de ondas incidentes pelo buraco negro de Reissner-Nordström produz
conversão de energia eletromagnética em gravitacional, e vice-versa.

Resta observar que a análise completa das equações do Teorema 5.3, em
contraste com o sistema do Teorema 5.2, só foi posśıvel por causa da simetria
esférica do espaço-tempo de Reissner-Nordström que assegurou a separabili-
dade das variáveis (Teorema 5.4). Além disso, o desacoplamento do sistema
(5.15)-(5.18) no par de equações de 2a ordem (5.25) está diretamente rela-
cionado com as combinações (5.32), envolvendo as funções radiais e os coe-
ficientes de spin. Portanto, a dificuldade no tratamento das perturbações do
buraco negro de Kerr-Newman reside na presença simultânea das constantes
a e Q∗, pois elevam a complexidade das equações (Teorema 5.1) ao ponto de
impossibilitar a busca por combinações entre as funções radiais, associadas
aos escalares de Weyl, e os coeficientes de spin.
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Na verdade, a perturbação dos buracos negros esfericamente simétricos
(a = 0) pôde ser determinada tanto pela linearização das Equações de Eins-
tein como pelo formalismo de Newman-Penrose [7]. Para o buraco negro
axisimétrico de Kerr (a 6= 0, Q∗ = 0), a solução das equações de perturbação
só foi posśıvel mediante o uso dos tensores complexos de Newman-Penrose.
Como visto na Seção 5.1, quando se considera o caso mais geral (a 6= 0, Q∗ 6=
0), nem mesmo através de tensores complexos é posśıvel encontrar-se solução
anaĺıtica do problema, que continua em aberto.





Caṕıtulo 6

MODOS QUASE-NORMAIS

A teoria da perturbação, apresentada nos caṕıtulos anteriores, pode ser ge-
neralizada para englobar freqüências complexas ao espectro de radiação dos
buracos negros. Esse problema foi inicialmente proposto por Vishweshwara
[31] no contexto da análise da estabilidade dos espaços-tempo gerados por
buracos negros. Atualmente, o estudo de certas soluções para freqüências
complexas, denominadas modos quase-normais, é de grande importância em
Astrof́ısica na tentativa de se detectar diretamente a presença de buracos
negros no universo. Isso se deve ao fato de que os modos quase-normais são
definidos de forma a representar radiação gravitacional que independe do
processo de perturbação, ou seja, depende exclusivamente das caracteŕısticas
que definem a geometria do buraco negro.

Inicialmente o problema dos modos quase-normais (MQN) será formaliza-
do matematicamente. Nas seções seguintes, serão apresentados os principais
métodos semi-anaĺıticos utilizados até hoje para a determinação dos MQN,
baseados na similaridade de equações da teoria de perturbação com equações
da teoria quântica. Os métodos serão confrontados e as propriedades dos
MQN dos buracos negros de Schwarzschild e Kerr serão discutidas. A res-
trição da análise a essas soluções baseia-se no fato de que elas expressam os
posśıveis buracos negros existentes na Natureza; portanto, toda a discussão
realizada nesse caṕıtulo diz respeito aos buracos negros de Schwarzschild e
Kerr, embora alguns resultados sejam válidos para a solução de Reissner-
Nordström.
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6.1 Descrição Matemática dos MQN

Como foi visto nos Caṕıtulos 4 e 5, uma perturbação genérica de um buraco
negro (Scwarzschild, Kerr e Reissner-Nordström) tem sua evolução governada
pela superposição de modos normais, isto é, soluções Z(r∗, ω) da equação
de onda (4.158) com freqüências ω, reais e positivas. Vishweshwara [31],
após analisar o comportamento do espaço-tempo de Schwarzschild para per-
turbações com freqüências reais, sugeriu que a estabilidade dos buracos ne-
gros deveria ser também testada para freqüências complexas.

Definição 6.1 Modos quase-normais são as soluções Z(r∗, ω) das equações
de perturbação correspondentes a freqüências complexas ω e satisfazendo as
condições de fronteira

Z −→ A(ω)e−iωr∗ (r∗→+∞),

−→ B(ω)e+iωr∗ (r∗→−∞),
(6.1)

onde r∗ é a coordenada tartaruga (Definição 4.9).

Por comparação com a equação (4.151), conclui-se que (6.1) corresponde
a uma onda de incidência zero sendo puramente refletida no infinito (r∗→+
∞) e puramente absorvida no horizonte (r∗→−∞) do buraco negro.

Teorema 6.1 Sejam R(ω) e T(ω) os coeficientes de reflexão e transmissão
de uma onda incidente num buraco negro. Então os MQN correspondem aos
pólos da extensão anaĺıtica de R(ω) ao plano das freqüências complexas tais

que Re(ω) 6= 0 e T(ω)
R(ω)

é regular (e não-nulo).

Demonstração.

No caso real, a Definição 4.10 fornece, para as soluções da equação de onda
(4.158),

R(ω) =
|A(ω)|2
|C(ω)|2 =

(Γ
2
)2

(ω − ω0)2 + (Γ
2
)2
, (6.2)

que consiste na resposta apropriada a uma ressonância em um oscilador
harmônico amortecido, onde ω0 corresponde à freqüência de ressonância e Γ

2
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determina a taxa de amortecimento do oscilador [13]. Estendendo a função
R(ω) ao plano das freqüências complexas, obtém-se

A(ω)

C(ω)
=

Γ
2

ω − ω0 + iΓ
2

. (6.3)

Impondo as condições de fronteira (6.1) à expressão (6.3), segue o resultado.

Os v́ınculos, Re(ω) 6= 0 e T(ω)
R(ω)

regular não-nulo, servem para assegurar o

cumprimento das condições de fronteira [11].

Segue da interpretação f́ısica da equação (6.2) e da Definição 6.1 que os
MQN constituem-se em oscilações amortecidas.

Teorema 6.2 Os MQN dos buracos negros de Kerr e Schwarzschild estão
distribúıdos simetricamente em relação ao eixo imaginário do plano das
freqüências complexas.

Demonstração.

Decorre do fato de que o potencial V em (4.158) é invariante sob inversão
simultânea dos sinais de ω e m, no caso de freqüências reais; dessa forma,
R(ω) = R

∗(−ω∗) e T(ω) = T
∗(−ω∗) no plano complexo [11]. Assim, se ω for

uma freqüência quase-normal, −ω∗ também será.

Teorema 6.3 Os MQN do buraco negro de Schwarzschild divergem no in-
finito (r∗→+∞) e no horizonte (r∗→−∞).

Demonstração.

Reescrevendo a equação de onda (4.158) na forma

d2Z

dr2
∗

+ [ω2 − V ]Z = 0, (6.4)

multiplicando-a por Z∗ e integrando o resultado de −∞ a +∞, obtém-se o
valor médio do potencial efetivo U(r∗) = ω2 − V (r∗), dado por

Ū(r∗) =

∫ +∞
−∞ U(r∗)|Z|2dr∗

∫ +∞
−∞ |Z|2dr∗

. (6.5)
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Para uma freqüência complexa ω = ω0 + iΓ, tem-se que [11]

Ū ≥ 0⇒ Γ > 0. (6.6)

Como foi visto na Seção 4.3, equações (4.161) e (4.162), o buraco negro de
Schwarzschild produz barreiras de potencial reais que garantem a condição
(6.6), pois U(r∗) ≥ 0 em (6.5). Portanto, as freqüências quase-normais estão
confinadas ao semi-plano superior do plano das freqüências complexas, mas
para esse caso, |Z| → ∞ quando r∗ → ±∞ ([7], p.201).

A condição (6.6) revela que o buraco negro de Schwarzschild admite ape-
nas os modos quase-normais de oscilação que sejam amortecidos. Segue ainda
do Teorema 6.3 que os MQN não representam perturbações pois divergem no
horizonte onde a métrica é finita; esse resultado decorre da admissão impĺıcita
na Definição 6.1 de uma perturbação infinita no passado.

Kokkotas [15] afirma que não está claro ainda se, nos seus últimos estágios
(isto é, para t > r∗), uma perturbação pode ser expandida pontualmente em
termos de MQN. Ferrari&Mashhoon [11] determinaram que a resposta de um
buraco negro a perturbações externas comporta-se, em seus últimos estágios,
como

Ψre(r∗, t) = 2πi
∑

s

f̂(ωs)e
iωs(t−r∗), (6.7)

onde f̂(ωs) é o reśıduo, no ponto singular ωs, da função que representa a dis-
tribuição das amplitudes das componentes da perturbação com diferentes
freqüências. As oscilações amortecidas correspondentes aos MQN estão pre-
sentes na expansão (6.7) com amplitudes dadas pelos reśıduos de R; mais que
isso, tal resultado mostra que, embora os MQN não representem perturbações
propriamente ditas no que diz respeito a seu comportamento espacial (Teo-
rema 6.3), quando a dependência temporal é levada em conta eles aparecem
como oscilações amortecidas nos últimos estágios da perturbação.

6.2 Determinação dos MQN

Nessa seção serão apresentados métodos semi-anaĺıticos para a determinação
de MQN de buracos negros, isto é, desenvolvimentos da teoria de perturbação
que resultam em análise numérica.
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6.2.1 Potenciais Invertidos

O método baseia-se no estabelecimento de uma conexão entre modos quase-
normais e os estados fundamentais1 de potenciais de buracos negros sub-
metidos a transformações apropriadas. Pelo Teorema 6.1, os MQN corres-
pondem às singularidades do coeficiente de reflexão quando estendido ao
plano das freqüências complexas. Kramers&Heisenberg [18] indicaram que
as singularidades das amplitudes de espalhamento estão relacionadas aos es-
tados fundamentais do potencial. Na verdade, para um poço de potencial as
singularidades de R(ω) para ω = ω0 + iΓ, ω0 = 0 e Γ ≤ 0, correspondem
aos estados fundamentais do poço. Como foi visto no Caṕıtulo 4, os bura-
cos negros apresentam barreiras de potencial, caso em que a conexão não é
evidente; nessas condições, Ferrari&Mashhoon [11] mostraram que os MQN
correspondem aos estados fundamentais do potencial invertido.

Uma perturbação genérica de um buraco negro é expressa pela super-
posição de modos da forma (4.157) em que a parte radial R(r) satisfaz2

Λ2Z = V Z, (Λ2 =
d2

dr2
∗

+ ω2). (6.8)

O método consiste em associar um conjunto de parâmetros p ao potencial3 e
submeter as funções envolvidas na equação acima à transformação formal

r∗−→− ir∗ e p−→π(p), (6.9)

de forma que o potencial permaneça invariante, isto é,

U(r∗; Ω; p) = V (−ir∗;ω(p′); p′), (6.10)

onde
Ω(p) = ω(p′), (6.11)

φ(r∗; p) = ψ(−ir∗; p′) (6.12)

1Em F́ısica, estados fundamentais correspondem aos auto-vetores do operador de
Schrödinger independente do tempo (ver nota de rodapé 4 na página 107). Classicamente,
estados fundamentais constituem trajetórias limitadas em um campo de força central.

2Z(r) se relaciona com R(r) através das transformações dadas nas Definições 4.8 e 4.9,
e nos Teoremas 4.15 e 4.16.

3Eles podem já pertencer ao potencial ou podem ser introduzidos como fatores de
escala.
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e
d2φ

dr2
∗

+ (−Ω2 + U)φ = 0. (6.13)

As condições de fronteira (6.1) para modos quase-normais se reduzem a

φ(r∗; p) ∝ e−Ωr∗ (r∗→+∞),

∝ e+Ωr∗ (r∗→−∞).
(6.14)

Para Ω(p) real não-negativo, as equações (6.13) e (6.14) correspondem
à Equação de Schrödinger4 da Mecânica Quântica com potencial −U e
condições de fronteira apropriadas para estados fundamentais. Os MQN as-
sociados ao potencial V (r∗, ω) podem ser determinados pela transformação
inversa

ω(p) = Ω(π−1(p)) e ψ(r∗; p) = φ(ix;π−1(p)) (6.15)

e pelo restabelecimento dos valores originais dos parâmetros.
Infelizmente as tentativas em se determinar analiticamente os estados

fundamentais fracassaram; para os buracos negros, essa função foi estimada
por Ferrari&Mashhoon [11] a partir do uso de um potencial mais simples que
aproxima uma barreira de potencial, especialmente nas proximidades de seu
máximo (r∗ = r0).

Definição 6.2 Seja U uma barreira de potencial. O potencial de Pöschl-
Teller UPT é dado por

UPT =
U0

cosh2 α(r∗ − r0)
, (6.16)

onde U0 e α > 0 são, respectivamente, a altura e a curvatura da barreira de
potencial, ou seja,

U0 = U(r0) (6.17)

e

α2 = − 1

2U0

[
d2U

dr2
∗

]r0 . (6.18)

4A forma clássica da Equação de Schrödinger independente do tempo é

−d
2ψ

dx2
+ V ψ = Eψ,

onde E denota a energia do sistema, aqui identificada com −Ω2.
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Teorema 6.4 As freqüências de MQN para o potencial −UPT são dadas por

ωn = ±(U0 −
α2

4
)

1
2 + iα(n+

1

2
), n = 0, 1, 2, . . . (6.19)

Demonstração.

Substituindo (6.16) em (6.13) e fazendo uso da Definição 4.10, as soluções
que satisfazem as condições de fronteira (6.14) produzem coeficientes de re-
flexão e transmissão dados por

R(ω) =
Γ(−iω

α
)Γ(1 + β + iω

α
)Γ(−β + iω

α
)

Γ(iω
α
)Γ(1 + β)Γ(−β)

(6.20)

e

T(ω) =
Γ(1 + β + iω

α
)Γ(−β + iω

α
)

Γ(1 + iω
α
)Γ(iω

α
)

, (6.21)

com

β = −1

2
+ (

1

4
− U0

α2
)

1
2 .

As condições do Teorema 6.1 são satisfeitas quando 1+β+ iω
α

ou −β+ iω
α

se tornam iguais a −n, (n = 0, 1, 2, . . .), donde resulta

ωn = iα(n+
1

2
)± iα(

α2 − 4U0

4α2
)

1
2 , n = 0, 1, 2, . . . (6.22)

Como o buraco negro de Schwarzschild verifica as condições (6.6) e 4U0 > α2,
tem-se o resultado desejado.

Teorema 6.5 Segundo o método dos potenciais invertidos, as freqüências
quase-normais do buraco negro de Schwarzschild são dadas pela expressão
(aproximada)

ωn = ω0 + iΓn, (n = 0, 1, 2, . . .), (6.23)

onde

ω0 = γ0{j(j + 1) +
2

3
(σ2 − 1)− 1

4
+

1

54

(σ2 − 1)[2(σ2 − 1)− 3]

j(j + 1)
+ ...} 1

2 ,

Γn = γ0[1 +
1

9

(σ2 − 1)

j(j + 1)
− 1

27

(σ2 − 1)2

j2(j + 1)2
+ ...]

1
2 (n+

1

2
),

(6.24)



CAPÍTULO 6. MODOS QUASE-NORMAIS 114

com

j =

√
4Q− 9− 1

2
(6.25)

e

γ0 =
1

3
√

3M
. (6.26)

Nessas equações, σ = 0 para fótons e σ = −3 para grávitons.

Demonstração.

Para o buraco negro de Schwarzschild, os Teoremas 4.19 e 4.21 fornecem
um potencial efetivo dado por

U(r∗) = ε(1− 2M

r
)(
j(j + 1)

r2
+

2σM

r3
), (6.27)

onde, em acordo com as equações (2.57) e (4.100),

r∗ = r + ln(
r

2M
− 1). (6.28)

Na equação (6.27), σ = 0 para fótons e σ = −3 para grávitons; o parâmetro
ε > 0 vale 1 para perturbações em buracos negros. Efetuando-se a trans-
formação (6.9) com π(M, ε) = (−iM,−ε), as freqüências quase-normais do
buraco negro de Schwarzschild são dadas por

ω = ω0 + iΓ = Ω(iM,−1), (6.29)

mas como dito anteriormente, não foi posśıvel se determinar analiticamente
a quantidade Ω(M, ε). As expressões (6.23)-(6.24) foram obtidas a partir
da fórmula (6.19), considerando que o potencial efetivo (6.27) apresenta um
único máximo r0 determinado por

2y0 = 3[1− σ

j(j + 1)
] + {9 + 14[

σ

j(j + 1)
] + 9[

σ

j(j + 1)
]2} 1

2 , (6.30)

em que r0 e r = My0 estão relacionados por (6.28). Para maiores detalhes,
conferir [11], Apêndice B.

A determinação dos MQN do buraco negro de Kerr é complicada pelo
fato de que os potenciais, equações (4.126), (4.129) e (4.137), podem ser
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complexos e dependerem da freqüência de radiação ω bem como do mo-
mento angular J = aM do buraco negro. O método descrito acima pode
ser aplicado, desde que seja escolhido um conjunto de parâmetros adequado
a fim de produzir um potencial real. Ferrari&Mashhoon [11] determinaram
explicitamente os MQN do buraco negro de Kerr para um caso restrito em
que se evita o aparecimento de potenciais complexos.

Teorema 6.6 As freqüências quase-normais do buraco negro de Kerr com
rotação lenta (a≪M) e na aproximação eikonal (j ≫ 1) são dadas por

ωn = ω0 + iΓn, (6.31)

com

ω0 = ±γ0(j +
1

2
) + 2amγ2

0 (6.32)

e

Γn = γ0(n+
1

2
), n = 0, 1, 2, ...(n≫ j), (6.33)

onde j e γ0 estão definidos por (6.25) e (6.26).

Demonstração.

Considerando apenas os termos lineares em a
M

, pois a ≪ M , e usando o
fato de que na aproximação eikonal ω0 é proporcional a j, o potencial efetivo
para o buraco negro de Kerr é aproximadamente

U(r∗, ω) ≈ (1− 2M

r
)
j(j + 1)

r2
+

4amωM

r3
. (6.34)

Como esse é um potencial real independente do spin da perturbação, as
freqüências quase-normais podem ser estimadas por um procedimento análogo
ao realizado no Teorema 6.5.

6.2.2 Aproximação WKB

A motivação para se utilizar esse método é a similaridade existente en-
tre a equação de onda da teoria de perturbação dos buracos negros e a
Equação de Schrödinger unidimensional para uma barreira de potencial.
Da Definição 6.1, segue que os MQN são caracterizados basicamente por
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possúırem freqüências complexas e condições de fronteira correspondentes
a ondas se afastando da barreira nas direções ±∞. Mantendo a analogia
com a teoria quântica, MQN correspondem a ressonâncias do operador de
Schrödinger com autovalores (energias) complexos [15].

Em ambos os casos, a equação básica (6.8) pode ser colocada na forma

d2ψ

dr2
∗

+Q(r∗, ω)ψ = 0, (Q = ω2 − V ), (6.35)

onde Q(r∗, ω) é o potencial efetivo que no caso quântico é real e, para os
buracos negros, pode ser complexo.

Teorema 6.7 (Fórmula de Schutz-Will) Considere a equação (6.35) na qual
Q representa uma barreira de potencial efetivo com pico em r0. Então vale
a relação

Q0 = ±i[2Q′′
0]

1
2 (n+

1

2
), (6.36)

onde Q0 = Q(r0).

Demonstração.

Da equivalência já mencionada entre a equação (6.35) e a Equação de
Schrödinger unidimensional para uma part́ıcula encontrando uma barreira
de potencial, segue a validade da regra de Bohr-Sommerfeld,

∫ r2

r1

[Q(r∗)]
1
2dr∗ = (n+

1

2
)π, (6.37)

onde r1 e r2 são ráızes de Q. Aproximando o potencial Q por uma parábola
em torno de seu máximo r0,

Q(r∗) = Q(r0) +
1

2
+Q′′(r0)(r∗ − r0)2, (6.38)

e substituindo em (6.37), obtém-se o resultado desejado.

É posśıvel derivar-se a Fórmula de Schutz-Will a partir do método descri-
to em [13], baseado na determinação da matriz de conexão entre as soluções
para diferentes regiões da barreira, mas a abordagem da aproximação WKB
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via regra de Bohr-Sommerfeld é muito mais direta e geral, podendo inclu-
sive ser estendida a potenciais complexos [15]. Iyer&Will [13] estenderam a
fórmula (6.36) ao considerar mais termos na expansão de Q, obtendo

Q0 = Λ + i[2Q′′
0]

1
2 (n+

1

2
)(1 + Ω), (6.39)

onde

Λ(n) = 1

(2Q′′

0 )
1
2
[1
8
(
Q

(4)
0

Q′′

0
)(1

4
+ α2)− 1

288
(
Q′′′

0

Q′′

0
)2(7 + 60α2)],

Ω(n) = α
2Q′′

0
[ 5
6912

(
Q′′′

0

Q′′

0
)4(77 + 188α2)− 1

384
(
Q

′′′2
0 Q

(4)
0

Q
′′3
0

(51 + 100α2),

+ 1
2304

(
Q

(4)
0

Q′′

0
)2(67 + 68α2) + 1

288
(
Q′′′

0 Q
(5)
0

Q
′′2
0

(19 + 28α2)− 1
288

(
Q

(6)
0

Q′′

0
)(5 + 4α2)],

(6.40)
com α = n+ 1

2
.

Por causa da expansão (6.38) do potencial efetivoQ em torno de seu ponto
de máximo, a Fórmula de Schutz-Will é tanto mais precisa quanto maior for
a proximidade entre os pontos de retorno r1 e r2; essa situação é posśıvel
para freqüências com partes imaginárias de pequena magnitude. Kokkotas
[15] afirma que esta é a única fórmula anaĺıtica a fornecer explicitamente
as freqüências dos MQN do buraco negro de Schwarzschild com precisão
satisfatória.

Teorema 6.8 As freqüências quase-normais do buraco negro de Schwarzschild
são dadas por

ω2 = V0 ± i[2V ′′
0 ]

1
2 (n+

1

2
), (6.41)

onde V0 = V (r0) corresponde ao valor máximo do potencial.

Demonstração.

É imediato do Teorema 6.7 e da definição de Q em (6.35).

Para o buraco negro de Kerr, a equação (6.35) não é simples como no
caso da solução de Schwarzschild. Decorre das equações (4.126), (4.129) e
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(4.137) que o potencial efetivo correspondente a uma perturbação de spin s
é dado por

Q(r∗;ω, α, s) = ω2 − 2isω
2r∆− (r − 1)(r2 + α2)

(r2 + α2)2
− [

λ∆

(r2 + α2)2
+G2 +

dG

dr∗
],

(6.42)
onde

λ = Q+ a2ω2 + 2amω − s(s+ 1), (6.43)

G =
s(r − 1)

r2 + α2
+

r∆

(r2 + α2)2
. (6.44)

e α2 = a2 + am
ω

.
Dessa forma, uma expressão expĺıcita como a do Teorema 6.7 não pode

ser encontrada, pois a função Q(r∗;ω, α, s) é complexa e a freqüência com-
plexa ω não está separada do potencial V (r) de uma forma elementar. Assim,
a equação complexa transcendental (6.36), ou sua extensão (6.39), será re-
solvida com r0 calculado através da equação

dQ

dr∗
(r∗;ω, α, s) = 0. (6.45)

Kokkotas [15] sugere um procedimento numérico para a resolução do
sistema de equações complexas não-lineares (6.36) e (6.45). A partir de um
valor espećıfico de α, são dadas três freqüências e para elas a constante de
separação Q é determinada. Após isso, os coeficientes da parábola F (ω) =
aω2 + bω + c são calculados e a solução da equação F (ω) = 0 fornece uma
primeira estimativa para ω; o processo continua iterativamente até que uma
solução do sistema seja encontrada com a precisão desejada.

6.2.3 Frações Cont́ınuas

O método das frações cont́ınuas [19] consiste no único procedimento semi-
anaĺıtico capaz de fornecer as freqüências de MQN com partes imaginárias
pequenas e grandes. Ao contrário dos procedimentos anteriores, essa abor-
dagem baseia-se na observação de que as Equações de Teukolsky (Definição
4.8) são equações de onda esferoidais generalizadas do mesmo tipo que aque-
las resolvidas por George Jaffé [14] na determinação do espectro eletrônico
da molécula do ı́on de hidrogênio. As Equações de Teukolsky são resolvidas
analiticamente com o aux́ılio de uma forma generalizada da solução de Jaffé,
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devida a Baber&Hassé [1], eliminando a necessidade de integração numérica
presente nos métodos anteriores. No entanto, as freqüências quase-normais
e as constantes de separação são definidas como ráızes simultâneas de duas
equações envolvendo frações cont́ınuas, as quais devem ser resolvidas nu-
mericamente (mas com grande precisão).

Teorema 6.9 As freqüências de MQN do buraco negro de Kerr correspon-
dem às ráızes da equação5

0 = βr0 −
αr0γ

r
1

βr1−
αr1γ

r
2

βr2−
αr2γ

r
3

βr3−
..., (6.46)

onde

αrn = n2 + (r0 + 1)n+ r0,

βrn = −2n2 + (c1 + 2)n+ c3,

γrn = n2 + (c2 − 3)n+ c4 − c2 + 2
(6.47)

e

c0 = 1− s− iω − 2i

b
(
ω

2
− am),

c1 = −4 + 2iω(2 + b) +
4i

b
(
ω

2
− am),

c2 = s+ 3− 3iω − 2i

b
(
ω

2
− am),

c3 = ω2(4 + 2b− a2)− 2amω − s− 1 + (2 + b)iω −Q+
4ω + 2i

b
(
ω

2
− am),

c4 = s+ 1− 2ω2 − (2s+ 3)iω − 4ω + 2i

b
(
ω

2
− am), (b =

√
1− 4a2).

(6.48)

5Tem-se que

βn −
αnγn+1

βn+1−
αn+1γn+2

βn+2−
αn+2γn+3

βn+3−
... = βn −

αnγn+1

βn+1 −
αn+1γn+2

βn+2 −
αn+2γn+3

βn+3−
...

.
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Demonstração.

Utilizando a forma generalizada da solução de Jaffé, devida a Baber & Hassé,
para as Equações de Teukolsky da Definição 4.8, é posśıvel expressar a parte
radial da perturbação como uma expansão de potências de ( r−r+

r−r− ), cujos co-
eficientes dn obedecem a relação de recorrência

αr0d1 + βr0d0 = 0,
αrndn+1 + βrndn + γrndn−1 = 0, n = 1, 2, . . .

(6.49)

As condições do teorema garantem a convergência da série que define a parte
radial da perturbação. Para maiores detalhes, conferir [19] e [24].

Teorema 6.10 As freqüências de MQN do buraco negro de Schwarzschild
correspondem às ráızes da equação

0 = β0 −
α0γ1

β1−
α1γ2

β2−
α2γ3

β3−
..., (6.50)

onde

αn = n2 + (2− 2iω)n− 2iω + 1,
βn = −(2n2 + (2− 8iω)n− 8ω2 − 4iω +Q− 2− (s2 − 1)),
γn = n2 − 4iωn− 4ω2 − (s2 − 1)− 1.

(6.51)

Demonstração.

Decorre do Teorema 6.9 quando se toma a→0.

6.3 Discussão dos Resultados

Consiste numa evidência astrof́ısica que praticamente todo objeto estelar
oscila de alguma forma. No entanto, a radiação gravitacional emitida pelas
estrelas é fraca e com freqüências muito baixas o que exclui sua relevância
no estudo das ondas gravitacionais. Esse não é o caso quando se consideram
objetos muito densos, como estrelas de nêutrons e buracos negros, pois suas
oscilações podem ser fortes o bastante para serem detectadas pelos detectores
de ondas gravitacionais em construção atualmente.
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Um buraco negro pode ser perturbado pela incidência de ondas de diversos
tipos, mas também pode oscilar e emitir radiação devido ao acréscimo de
matéria ao seu redor, ou pela presença de um objeto atráıdo por ele, ou
durante sua formação mediante um colapso estelar (supernova). No entanto,
espera-se que uma perturbação irá, em seus últimos estágios, decair de uma
maneira caracteŕıstica do buraco negro e independente da causa original, a-
presentando freqüências e taxas de amortecimento próprias daquele objeto,
da mesma forma que as últimas notas emitidas por um sino. Essa é a idéia
em que se baseia o conceito de modos quase-normais expresso na Definição
6.1. De fato, devido à emissão de ondas gravitacionais, o buraco negro não
consiste num sistema oscilante fechado e, por isso, os modos normais dão
lugar a modos com freqüências quase-normais (complexas), em que a parte
real corresponde à freqüência de oscilação e a parte imaginária indica a
taxa de amortecimento. Além disso, uma comparação entre as equações
(4.151) e (6.1) revela que as condições de fronteira para MQN implicam na
independência da perturbação original à qual é imposta amplitude zero. Dáı
a importância dos MQN na tentativa de se identificar buracos negros no
universo.

Dos Teoremas 6.1 e 6.3, segue que os MQN correspondem a ressonâncias
do operador de Schrödinger, ou seja, representam uma perturbação inicial
infinita. Em outras palavras, MQN consistem nos modos de oscilação para os
quais a resposta do buraco negro a uma perturbação externa é máxima. Por
isso os MQN são importantes no estudo da estabilidade de buracos negros.

Com o intuito de se determinar os MQN de buracos negros, foram de-
senvolvidos vários métodos [16]. Entretanto, o padrão de estudo numérico
dos MQN de buracos negros segue o modelo estabelecido por Chandrasekhar
&Detweiler [8], o qual consiste em se escolher um valor para a freqüência
complexa, integrar a equação de perturbação, e determinar as soluções que
satisfazem as condições de fronteira da Definição 6.1. Dos métodos semi-
anaĺıticos apresentados, aquele desenvolvido por Leaver se destaca no sentido
de que evita a integração em favor da determinação das ráızes de equações
com frações cont́ınuas.

O cálculo dos MQN mostrou que a parte real das freqüências permanece
constante enquanto que suas partes imaginárias (amortecimento) crescem
proporcionalmente com a ordem do modo [16]. Resultados como esse, e
como o da equação (6.7), visam garantir que os MQN de fato possam repre-
sentar o comportamento da radiação emitida por buracos negros, observado
através de investigações numéricas as quais revelaram que, nos seus últimos
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estágios, a resposta dos buracos negros a perturbações externas é governada
por oscilações amortecidas ([10],[16]).

Outra caracteŕıstica dos MQN é que, ao contrário do espectro cont́ınuo de
freqüências reais (modos normais), o espectro das freqüências quase-normais
de um buraco negro é discreto. Essa propriedade decorre do fato de que a de-
terminação dos MQN é equivalente ao problema da teoria quântica elementar
de se encontrar os estados fundamentais de uma barreira de potencial (Seção
6.2.1). Mais que isso, o espectro de freqüências quase-normais do buraco ne-
gro de Schwarzschild é infinito enumerável, pois existem infinitas ráızes para a
equação (6.50), à semelhança dos espectros da molécula do ı́on de hidrogênio
[19]. Como foi visto no Teorema 6.2, tais freqüências se distribuem simetri-
camente em relação ao eixo imaginário, ou seja, uma perturbação real que
excite um MQN também excitará seu conjugado complexo; essa condição é
essencial para que a radiação emitida seja de fato real (Definição 4.10).

Como foi explicado no Caṕıtulo 4, o estudo das perturbações de buracos
negros surgiu com o intuito de se analisar a estabilidade dos espaços-tempo
associados a fim de se determinar a possibilidade da permanência de tais obje-
tos na Natureza. Buracos negros astrofisicamente relevantes são conseqüência
da coalescência de estrelas binárias de nêutrons, supostamente munidos de
grande momento angular, de forma que um estudo detalhado dos MQN para
o limite de Kerr (a = M) se faz necessário. Para o buraco negro de Kerr,
uma análise da conservação do fluxo de radiação revela que um MQN com
freqüência real não pode existir no caso ordinário, mas é em prinćıpio posśıvel
para o super-radiante [11]. Portanto, a amplitude de reflexão é limitada no
eixo real restrito ao regime ordinário; dessa forma, se um MQN se aproxima
dessa parte do eixo de freqüências reais, seu reśıduo se aproxima de zero.
Decorre dessa observação e da equação (6.7) que MQN pouco amortecidos
(Γ→0) não contribuem nos últimos estágios das oscilações de um buraco
negro de Kerr. Esse resultado dá ind́ıcios de que buracos negros de Kerr
sejam estáveis. Ao lado disso está a análise, feita pelo método das frações
cont́ınuas [24] e demonstrada analiticamente por Detweiler [9], indicando que
as freqüências de MQN de Kerr (para a = 0 até a = M) são limitadas pela
freqüência real

ωc =
mc3

2GM
, (6.52)

correspondente ao espalhamento super-radiante de uma onda incidente. Kok-
kotas [15] afirma que Whiting [32] provou a estabilidade dos buracos negros de
Kerr a todo tipo de perturbação; Onozawa [24] afirma que o comportamento
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dos MQN para buracos negros com alta rotação (isto é, próximos do limite
de Kerr) ainda não é bem conhecido.

Uma confrontação entre os resultados derivados pelos métodos semi-
anaĺıticos apresentados e evolução numérica das equações de perturbação
revela que o método das frações cont́ınuas possui maior precisão e funciona
para freqüências com pequeno e grande amortecimento. A aproximação
WKB tem a vantagem de sua precisão poder ser aumentada mediante o
acréscimo de mais termos na expansão (6.39), mas só produz resultados
confiáveis para pequeno amortecimento; para freqüências muito amortecidas,
a parte imaginária mantém a acurácia, mas a parte real não. O método dos
potenciais invertidos não é viável, pois depende de um potencial espećıfico
e sua precisão não pode ser determinada; sua importância reside no fato de
ter sido a primeira tentativa de um método semi-anaĺıtico para esse tipo de
problema. No limite de Schwarzschild (a = 0), a precisão dos resultados obti-
dos pelos métodos apresentados na Seção 6.2 está em bom acordo com as
freqüências determinadas por outros meios. A exceção está na aproximação
WKB, pois os MQN do buraco negro de Kerr surgem da solução numérica
do sistema de equações (6.36) e (6.45), de forma que um erro pequeno no
cálculo de um dos parâmetros, r0 ou ω, implica em erro no outro que, por
sua vez, produz o mesmo efeito no valor, já errado, do parâmetro inicial.

O método de Leaver serve como padrão para qualquer novo método
anaĺıtico relativo à determinação dos MQN de buracos negros. No entanto,
ao contrário dos outros métodos, tal procedimento não fornece insight sobre
as quantidades f́ısicas envolvidas de modo que os resultados, muitas vezes,
carecem de interpretação sobre qual configuração está sendo representada.
Por isso, a importância da teoria de perturbação de buracos negros está em
fornecer modelos a fim de permitir que os resultados numéricos possam ser
comparados e interpretados fisicamente. Do ponto de vista matemático, o
estudo dos MQN de buracos negros consiste em um campo aberto para a
generalização da teoria de espalhamento da mecânica quântica: um exem-
plo disso é o desenvolvimento feito por Melrose [22], conhecido como Teoria
Geométrica de Espalhamento.





Caṕıtulo 7

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Inicialmente, deve-se ressaltar que o objetivo do trabalho foi alcançado na
medida em que propiciou uma revisão da literatura sobre perturbações de
buracos negros, através de uma abordagem matemática da teoria, encade-
ando os conceitos e resultados puramente matemáticos em paralelo com as
respectivas interpretações f́ısicas.

Do ponto de vista matemático, a teoria apresentou diversos aspectos inte-
ressantes. Primeiramente, é preciso salientar a importância do formalismo de
Newman-Penrose como abordagem alternativa para a Gravitação em detri-
mento do uso direto das Equações de Einstein em sua forma tensorial; nesse
sentido, tal formalismo está para a Relatividade Geral assim como os for-
malismos de Lagrange e Hamilton estão para a Mecânica Newtoniana. Por
meio dele, a teoria adquiriu um caráter algébrico na medida em que o espaço-
tempo pôde ser caracterizado por campos escalares e classificado pela forma
do tensor de Weyl; é a chamada classificação de Petrov. De acordo com
essa classificação, os espaços-tempo de buracos negros são os mais simples
posśıveis, como se observou no texto através do anulamento de vários es-
calares de Weyl e coeficientes de spin.

Foi visto que o formalismo de Newman-Penrose possui relação ı́ntima
com os espinores e com a estrutura de cone de luz, fato que se destaca tanto
matematica quanto fisicamente: no primeiro caso, a representação complexa
por espinores é melhor, pois C é corpo algebricamente fechado de modo
que a álgebra e a análise complexas apresentam resultados mais simples e
completos; no segundo caso, analisar o espaço-tempo da Relatividade Geral
a partir de cones de luz parece ser condizente com a importância que a luz
apresenta na Relatividade Restrita.

125
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A principal contribuição do formalismo de Newman-Penrose consiste no
fato de que o estudo das perturbações de buracos negros (Schwarzschild,
Reissner-Nordström e Kerr) só foi posśıvel graças à separação das equações
dos campos de part́ıculas sem massa quando escritas em tal formalismo. Isso
decorre do fato de que a abordagem focaliza a análise na geometria dos ve-
tores da base induzida pela d́ıade de espinores; as Equações de Teukolsky
resultam de identidades envolvendo os operadores dessa base. Um fato sur-
preendente reside na possibilidade de se desenvolver um tratamento formal
único para as Equações de Teukolsky e, mais que isso, concluir que cam-
pos distintos produzem potenciais com caracteŕısticas semelhantes. Da pari-
dade observada nas perturbações do buraco negro de Schwarzschild, surge
a indagação sobre a existência de simetria ı́ntima, pasśıvel de interpretação
f́ısica, nas perturbações do buraco negro de Kerr, já que todos os potenciais
produzem os mesmos coeficientes de reflexão e transmissão.

Existem outras lacunas nos resultados obtidos, como o fato das equações
de perturbação para a métrica de Kerr-Newman não conseguirem ser sepa-
radas, mesmo sendo esta uma generalização da métrica de Kerr. Do ponto de
vista f́ısico, é estranho que apenas a parte radial das Equações de Teukolsky
possua interpretação f́ısica como solução de uma equação de onda, enquanto
que a parte angular aparentemente não. No entanto, resultados f́ısicos im-
portantes puderam ser relacionados com propriedades matemáticas da teoria.
Esse é o caso da conservação da energia e do fenômeno de super-radiância, os
quais resultam do comportamento do Wronskiano de soluções independentes
da equação de onda ao passar pela singularidade do potencial. A teoria de-
senvolvida nos Caṕıtulos 4 e 5 ainda apresenta resultados fisicamente inte-
ressantes, como a conversão de energia gravitacional em eletromagnética, e
vice-versa, num buraco negro de Reissner-Nordström perturbado e a espan-
tosa analogia entre o fenômeno de super-radiância (part́ıculas sem massa) e o
processo de Penrose (part́ıculas materiais), que revela consistência da teoria.

A presença de potenciais complexos nas perturbações de buracos negros
permitiram generalizar a teoria de penetração de barreiras de potencial uni-
dimensionais. A análise para freqüências complexas (MQN) no Caṕıtulo 6 é
outra tentativa de generalização. O estudo dos modos quase-normais permi-
tiu concluir que o buraco negro de Schwarzschild é completamente estável;
além disso, é de fundamental importância para o estudo da estabilidade do
buraco negro de Kerr. Mais ainda, tratados como ressonâncias do opera-
dor de Schrödinger, os MQN adquirem papel importante em Astrof́ısica na
descrição da radiação gravitacional caracteŕıstica de um buraco negro; di-
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ante dessa interpretação, ainda está em aberto a questão sobre a completude
do sistema formado pelos MQN no espaço das funções que descrevem as
perturbações de buracos negros, embora, como foi visto, existam tentativas
nesse sentido.

O estudo das perturbações em buracos negros se mostrou um campo
frut́ıfero para futuras investigações sobre a estrutura ı́ntima do espaço-tempo
e para generalizações da estrutura matemática da Gravitação. Esse trabalho
serve como ponto de partida para todo aquele que desejar prosseguir no
assunto.
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