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RESUMO

Oscilagoes de buracos negros adquiriram importancia nos ultimos anos de-
vido a possibilidade de se comprovar a existéncia de tais corpos celestes por
meio da deteccao da radiacao gravitacional emitida por eles. Nesse trabalho,
o estudo da propagacao de ondas de diferentes tipos incidentes em um bu-
raco negro ¢ apresentado sob o ponto de vista matematico. Inicialmente, sao
usados elementos de Geometria Diferencial a fim de se estabelecer a estrutura
matematica da gravitagao e, a partir de um conjunto de hipoteses, determina-
se uma familia de solugoes das Equacoes de Einstein que caracteriza os
buracos negros (Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, Kerr e Kerr-Newman).
As Equacoes de Teukolsky, que governam as perturbacoes de buracos ne-
gros, sao obtidas com a ajuda do formalismo de Newman-Penrose e transfor-
madas em uma equacao de onda unidimensional. Obedecendo a condigoes
de fronteira especificas, solugoes dessa equacao para freqiiéncias complexas
sao entao determinadas a partir de diferentes métodos semi-analiticos.
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ABSTRACT

In the past few years, black hole oscillations became a very interesting re-
search area mainly due to the possibility of proving the existence of such
celestial bodies through the gravitational radiation emitted by them. In this
work, the study of the propagation of different kinds of incident waves on a
black hole is presented under the mathematical point of view. Initially, ele-
ments of differential geometry are used to establish the mathematical struc-
ture of gravitation and, under certain hypotheses, a family of solutions to
the Einstein equations is obtained, describing the black holes (Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom, Kerr and Kerr-Newman). Teukolsky equations, which
govern the black hole perturbations, are obtained with the aid of Newman-
Penrose formalism and transformed to a one-dimensional wave equation. Ac-
cording to certain boundary conditions, solutions of this equation for complex
frequencies are determined from different semi-analytic methods.






Introducao

Buracos negros consistem em solucoes exatas das Equacoes de Einstein, as
quais descrevem como a matéria e a energia afetam a geometria do espacgo-
tempo, produzindo o que se conhece como gravitacao. Embora ainda nao
exista nenhuma evidéncia concreta da existéncia de buracos negros na Na-
tureza, imagina-se que eles sejam corpos astrondémicos formados pelo colapso
estelar e que constituem-se na fonte de energia responsavel pela atividade
observada no nucleo das galaxias. Na década de 50, o trabalho pioneiro de
Regge & Wheeler [27] iniciou o estudo das perturbagoes dos buracos negros
com o intuito de analisar sua estabilidade mediante influéncia externa. Esse
estudo foi motivado pelo fato de que buracos negros, assim como as estrelas,
oscilam mediante a incidéncia de campos de ondas, ou acréscimo de matéria,
de forma que surge a questao: caso tal objeto se forme, sera possivel a sua per-
maneéncia na Natureza? Tentando responder a essa questao, Vishweshwara
[31] propos a necessidade de se considerar o efeito das freqiiéncias complexas
nas equacgoes de perturbacgao, em que a parte real representa a freqiiéncia
de oscilagao e a parte imaginaria representa a taxa de amortecimento; tal
observacao é condizente com o fato de que um buraco negro deve ser visto
como uma membrana infinita ao invés de um sistema oscilante fechado, como
uma corda de violao.

Quando um corpo astronomico oscila, ele emite radiagao determinada
principalmente pelo fenomeno que provocou tal oscilagao; no entanto, acre-
dita-se que uma perturbacao ira, em seus ultimos estagios, decair de uma
maneira caracteristica do objeto oscilante e independente da causa original,
apresentando freqiiéncias e taxas de amortecimento determinadas exclusiva-
mente pelos parametros daquele objeto, da mesma forma que as ultimas notas
emitidas por um sino. Solugoes das equacgoes de perturbacao dos buracos ne-
gros para certas freqiiéncias complexas, denominadas modos quase-normais
(MQN), captam essa idéia e permitem caracterizar um buraco negro através



da radiagao gravitacional emitida por ele. Apds o trabalho de Vishwesh-
wara, foram feitos varios desenvolvimentos numéricos [8] e semi-analiticos
([10], [13], [19]), mas nos dltimos anos, o interesse pelos MQN de buracos
negros intensificou-se porque, diferentemente do caso estelar, a teoria preve
que a radiagao gravitacional emitida por buracos negros com grande massa e
rotacao é suficientemente forte para ser detectada pelos detectores de ondas
gravitacionais que estao sendo construidos atualmente [16]. Assim, o estudo
dos MQN pode ser a chave para se comprovar a existéncia de buracos negros
na Natureza.

O objetivo principal desse trabalho é realizar uma revisao da literatura e
apresentar a teoria em que se baseia o estudo das perturbacoes de buracos
negros sob um ponto de vista axiomatico, deduzindo os resultados a par-
tir de argumentos puramente matematicos desde o inicio e mostrando que as
construgoes realizadas se adequam perfeitamente as interpretacoes fisicas co-
nhecidas. No Capitulo 1, construir-se-a toda a estrutura matemaética a fim de
se caracterizar o espago-tempo como uma variedade riemanniana quadridi-
mensional em que o tensor métrico obedece as Equacoes de Einstein. No
Capitulo 2, mostrar-se-a que, sob determinadas hipdteses, as Equagoes de
Einstein apresentam uma unica familia de solugbes de buracos negros e que
existem quatro tipos basicos de buracos negros, determinados por um con-
junto de trés parametros.

No Capitulo 4, as equacgoes dos campos de particulas sem massa - fétons,
neutrinos e gravitons - serao expressas no formalismo de Newman-Penrose,
introduzido no Capitulo 3, e entao reduzidas e separadas nas chamadas
Equacoes de Teukolsky. A partir de uma forma padrao das Equagoes de
Teukolsky, serao determinadas condi¢oes necessarias e suficientes para trans-
forma-la numa equagao de onda. Em cada caso (fétons, neutrinos e gravi-
tons), serdo obtidas as barreiras de potencial e feita uma andlise dos co-
eficientes de reflexdao e transmissao das ondas incidentes nos buracos ne-
gros a fim de se entender como elas sao espalhadas e absorvidas. A teoria
de perturbacao via formalismo de Newman-Penrose foi aqui adotada, ao
invés do procedimento usual de linearizacao das Equacoes de Einstein, por
ser somente através dessa abordagem que o problema adquire uma solucao
analitica completa. Mesmo assim, como sera visto no Capitulo 5, as equagoes
de perturbacao do buraco negro de Kerr-Newman - a solugao mais geral -
aparentemente nao permitem o desacoplamento evidenciado pelas solucoes
de Schwarzschild e Kerr (Capitulo 4), e de Reissner-Nordstrom (Capitulo 5).
Finalmente, o Capitulo 6 apresentara a formulacao matematica dos modos



quase-normais como solucoes da equacao de onda, obtida no Capitulo 4,
para frequéncias complexas, e satisfazendo condicoes de fronteira apropri-
adas para uma resposta extrema do buraco negro a perturbacoes externas;
além disso, serd feita uma analise dos principais métodos semi-analiticos de-
senvolvidos na tentativa de se determiné-los.

O material é apresentado na forma de defini¢oes, teoremas e provas de teo-
remas, visando rigor matematico e, ao mesmo tempo, propiciando liberdade
ao leitor para omitir os conceitos e resultados mais basicos em uma leitura
rapida do texto. Além disso, cada capitulo contém uma ultima secao cuja
finalidade é contextualizar fisicamente os conceitos e resultados matematicos
apresentados nas secoes anteriores.
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Capitulo 1
TEORIA DA GRAVITACAO

O objetivo desse capitulo é fornecer a base matematica necessaria para que
o leitor possa compreender as Equacoes de Einstein da Gravitacao. Com
esse fim, serao introduzidos os conceitos de variedade diferenciavel, conexao
e geodésica, bem como as definicoes dos tensores de torcao e curvatura. A
partir dai, serd introduzida uma métrica e mostrar-se-4 que a mesma in-
duz de forma tnica uma conexao na variedade, agora denominada variedade
riemanniana. As Equagoes de Maurer-Cartan foram incluidas porque serao
utilizadas no Capitulo 2 para a determinacao das solugoes de buracos negros.
Identificado o espago-tempo com uma variedade riemanniana, as Equacoes
de Einstein sao postuladas como uma condicao a ser obedecida pela métrica
em tal variedade e interpretadas como a agao da energia-momento sobre a
geometria do espago-tempo, cuja conseqiiéncia se conhece como gravitacao.
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1.1 Elementos de Geometria Diferencial

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um conjunto
M munido de uma familia {(Uy, ¢o)} tal que:

i) Cada ¢o : U, CR™ — M é um mapeamento injetor de abertos U, de R"
em M, denominado parametrizacao.

it) U, ¢a(Us) = M.

iii) Quando ¢o(Us) N ¢s(Us) = W # @, a aplicacio ¢ ' o ¢pg é um difeo-
morfismo ' entre os subconjuntos abertos ¢, (W) e g5~ (W), contidos
no R™.

iv) A familia {(Uy, ¢0)} € mazimal em relagdo das condig¢oes anteriores.

A familia {(U,, ¢a)}, denominada atlas ou estrutura diferencidvel , induz
de forma natural uma topologia em M, definindo-se que A C M é aberto se
o (AN@a(Uy)) € R™é aberto para todo a. De fato, segue de (i) que M e @
sao abertos. As condigbes relativas a uniao e a interse¢ao finita de abertos
decorrem das relagoes

¢a_1<U Uoc) = U ¢oz_1(Ua)a

(bail(ﬂ Ua) = m Qﬁail(Ua)

e das propriedades distributiva e associativa dos operadores uniao e in-
tersecao.

A idéia por tras do conceito? de variedade diferencidvel é a de um espaco
que pode ser curvo e possuir topologias complicadas, mas que localmente se
assemelha ao R"”. Dessa forma, as condigoes (i)-(iii) da Definicdo 1.1 garan-
tem que toda variedade pode ser mapeada mediante cartas (Uy,, ¢,), desde
que cartas distintas possam ser transformadas uma na outra quando sobre-
postas. O propdsito da condi¢ao (iv) é evitar que dois espagos equivalentes,
munidos de atlas diferentes, contem como variedades distintas.

'Funcao diferencidvel com inversa diferencidvel.
2Inicialmente proposto por Gauss no contexto do mapeamento da superficie terrestre.
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Definicao 1.2 Sejam M e N duas variedades diferencidveis de dimensoes
m e n, respectivamente. Uma aplicagao f: M—N ¢é diferencidvel em pe M
se dada uma vizinhanga parametrizada (V') em f(p) existe uma vizinhanga
parametrizada ¢(U) em p, com fo @p(U) Cp(V), e a aplicagao

v lofogp:UCR™ =R
¢ diferencidvel em ¢~1(p)ER™.

Defini¢ao 1.3 Sejam M uma variedade diferencidvel e D(M) o conjunto das
funcoes f : M—R diferencidveis em um ponto pe M. Uma curva passando
por peM € uma aplicagdo diferencidvel 7y : (—e, €)—M tal que v(0) =p. O
vetor tangente a curva vy em p € a funcio X(p): D(M)—R dada por

d(f o)
x(p)f = L2 pepqa). (L.1)
dt =0
Teorema 1.1 Seja M uma variedade diferencidavel n-dimensional. O con-
Junto T,M dos vetores tangentes a curvas em peM forma um espaco linear
n-dimensional sobre R, isomorfo ao espaco dos operadores derivada dire-

ctonal ao longo de curvas que passam por p.
Demonstracao.

Pela Definicao 1.1 existe parametrizacao ¢ numa vizinhanca de peM tal
que

d(f o) - d -1
ST = 2l(fe)e (67 o)

_O(fod)d(¢~" 09

= 4 1.2
=0 o’ dt t=0’ (12)

onde a soma sobre indices repetidos (um superior e outro inferior) foi assum-
ida3. Da Definicao 1.2, resulta o isomorfismo

d(f o)
dt

= (02 = o, (13

t=0

pois R é variedade unidimensional (Defini¢ao 1.1). Comparando com (1.1)
e observando que f é arbitraria, segue o resultado do teorema. [

3Essa convencdo de soma serd adotada ao longo de todo o texto.
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Teorema 1.2 Seja M uma variedade n-dimensional. Os conjuntos {8‘; :
i = 1,....,n}(via isomorfismo) e {dx’ : j = 1,...,n} sdao bases duais para
T,M e T,M*, respectivamente, denominadas bases locais de coordenadas(ou
canonicas).

Demonstragao.

i = 1,..,n} é base para T,M.

De (1.3) é imediato que o conjunto {2 :

Seja agora df € T,M*, definido por
df(X)=XfeR. (1.4)

Como a dimensao de T,M ¢ finita(Teorema 1.1), a afirmagao de que o con-
junto {dz? : j = 1,...,n} é uma base de T,M* decorre da equagao (1.4),

colocando-se f =27 e X = aai. [
xr

Definicao 1.4 Seja M uma variedade diferencidvel e pe M. O espago T,M
denomina-se espago tangente a M em p. O dual T,M™ é denominado espago
co-tangente a M em p e seus elementos sao chamados de 1-formas.

Teorema 1.3 Seja M uma variedade diferencidavel. Existe, associada a cada
ponto pE M, uma unica dlgebra linear nao-comutativa graduada, gerada pelos
espagos T,M e T,M*.

Demonstracao.

A existéncia e unicidade de uma &algebra gerada por um espaco linear é
demonstrada de forma construtiva no Capitulo 4 da referéncia [17]. Uma
abordagem do mesmo problema, mas com enfoque fisico, é dada no Capitulo
2, volume 1, da referéncia [25]. |

A algebra descrita no Teorema 1.3 denomina-se dlgebra tensorial e cada
elemento seu de grau (r,s), denominado tensor de ordem (T,s), corresponde
a uma aplicacao multilinear

T H T,M* x H TpM—R.

i=1 i=1
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O conjunto dos tensores de ordem (r,s) serd denotado por 77 (M). Dados os
tensores T€T] (M) e SET?(M), o produto de T por S na dlgebra tensorial,

denominado produto tensorial, é o tensor T'®.S ETJED (M) dado por

TRSW' . .. W WP X X, X)) =

T(w . oW, X, X)) S W™ X, Xeg),s (1.5)

onde w'eT,M* i=1,...,r+p, e X;€T,M,j=1,...,s+q.

Teorema 1.4 O conjunto dos elementos de grau (T,s) constitui um espago
linear de dimensao n"*, cuja base é dada por elementos da forma e;; ® ... Re;,
ReN® ... Qe onde {e;, :ix =1,...,n} € base de T,M e {e' : j,=1,...,n}
¢ base de T,M*. Em particular, R=TY(M), T,M=T} (M) e T,M*=TY(M).

Demonstracao.

Sejam X; = X'e;, € T,M e w* = w;e* € T,M*. Da multilinearidade
dos tensores, tem-se

T .. WX, X)) =wyycwp XU X T (e e ey, eq),

(16)
para todo T € Tr(M). Como* w;, = w*(e;,) = e, (W*) e X7t = Xj(elt) =
e (X;), segue de (1.5) que

T(wh .. .,w" X, X,) =

= [Tﬁ;;e“® R REN® .. ek (wh LW X, LX), (1.7)
onde 7711;; = T(Gil, .. ;eir7 VIR ejs)'

A independéncia do conjunto {e; ®...®Re; '@ ... Rek} resulta da ex-
pressao

T(eP, ... e eq,... eq)=T8 =0, VI € T, (M). (1.8)

p1-.-pr

Portanto, 77 (M) é um espago linear n"**-dimensional, pois consiste num

espaco de funcoes com base formada por n"™* elementos. [

4Essas identificacdes sdo possiveis, pois o espaco linear T,M tem dimensao finita e,
portanto, é reflexivo.
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Decorre da definicao de variedade que todos os tensores estao definidos
a menos de mudancas de coordenadas, ou seja, difeomorfismos que transfor-
mam as componentes quando a base coordenada de T7 (M) muda.

O Teorema 1.4 garante que tensores sao objetos pontuais, mas todo tensor
pode ser estendido a uma vizinhanca do ponto. Com efeito, é conseqiiéncia
da topologia induzida pelas parametrizacoes que toda variedade é localmente
conexa, pois sempre existe uma vizinhanca aberta em peM homeomorfa a
um aberto do R". O cardter local dos tensores decorre dessa observagao
e do Teorema 1.1. Portanto, pelo menos localmente é possivel falar-se
indistintamente em tensores ou campos tensoriais, os quais sao definidos
como aplica¢oes multilineares do produto de médulos X (M) e X*(M) so-
bre D(M) em D(M) (ao invés de espagos vetoriais reais)®. Em particular,
D(M)=TY(M), X(M)=T} (M) e X*(M)=TY(M). Mais que isso, o cardter
local dos tensores motiva a busca por formas de diferencia-los ao longo da
variedade.

Definicao 1.5 A conexao consiste num operador
VT (M) TG (M) —T] (M)
que satisfaz as sequintes propriedades:
a) V([.Z)=Nzf=2Zf,
b) ViziigzT = V2T + gV T,
c) Vz(T'+S)=VzT+ VS,
d) Vz(T®S)=VT05+ToV4S,
onde f,g€TY(M),Z, Z1, Zo€Ty (M) e T, SETT(M). Fizando TETT (M), seque

da linearidade no ultimo argumento da conexdo (propriedade b) que VT é um
legitimo tensor de ordem (r,s+1), denominado diferencial covariante de T,
cujo valor Vz;TETI (M) denomina-se derivada covariante de T ao longo do
campo vetorial Z.

>Campos tensoriais podem ser definidos globalmente quando o médulo X (M) é fini-
tamente gerado. Mesmo quando essa condicao nao se verifica, a existéncia de campos
tensoriais ao longo de uma variedade de Hausdorff paracompacta estd garantida quando
o0s campos vetoriais e escalares sao C* (]25], Capitulo 2, v.1).
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Teorema 1.5 Toda variedade diferencidvel M, de dimensao n, admite uma
derivada covariante que é nica a menos de um conjunto de n® campos es-
calares wy,, que caracterizam a conexdo.

Demonstracao.

Seja {e; : j = 1,...,n} uma base de Tj(M). Pelas propriedades (a)-(d)
da Definigao 1.5, observando que fY = fQY VfeT{(M), resulta

VY, X)=VxY = Vx(Yie;) = (XY7)e;+YIVxe; = (XY)e;+YIXFV, e;.
(1.9)
Pela definigao de V, tem-se Vxe; €T (M) de forma que, na base escolhida,

Vxe; = wh(X)e, (1.10)
onde W} sdo 1-formas. Substituindo em (1.9) e rearranjando os indices, vem
VxY = [XY7 + W] Y' X e;, (1.11)

em que wj, = wj(ex).
Por um raciocinio analogo, obtém-se

VxQ = [XQ; 4+ &l X" e, (1.12)

onde QeTY(M), {e’ : j = 1,...,n} é a dual da base escolhida e Vxe/ =
o (X)el.

A fim de se estabelecer uma relacdo entre w!, e &%, é necessério as-
sumir que a derivada covariante comuta com contracoes®. Utilizando esse
fato e a propriedade (d) da Defini¢ao 1.5, segue que a contragao da derivada

covariante do tensor Q ® Y € T} (M) ¢ dada por
Vx(QY7) = (VxQ),; Y7 + Q;(VxY), (1.13)
onde ;Y7 = Q(Y) é a contragdo de Q® Y.

6A contragdo de um tensor de tipo (r,s) com componentes T’ ;11]“, relativamente aos

P . . . 1eeip 1 Kip1..ip
indices i, e iy, é 0 tensor de tipo (r-1,s-1) com componentes le.ujqflquﬂ...js onde a

convencao da soma foi utilizada. Dizer que a derivada covariante comuta com contracoes
significa que
i1 eip 1 Kipg.d i1 iy 1 Kipg.d
(VT) 1 p—1 p+1 T — V(T 1 p—1 p+1 7‘)’

Ji---Jg—1kiq+1---Js Ji---Jg—1kiq+1---Js

para todo T € TT(M).



CAPITULO 1. TEORIA DA GRAVITACAO 14

Aplicando as propriedades (c), (d) e (a) da Definigao 1.5 ao lado esquerdo
de (1.13) e substituindo (1.11) e (1.12), conclui-se que

@ = —wh, (1.14)
de modo que a equacao (1.12) pode ser reescrita como
V= [XQ; — whX"e. (1.15)

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) e das equagoes (1.11) e (1.15)
que a derivada covariante estd bem definida e é tinica, uma vez que sao es-
pecificadas as n3 funcoes wj-k. [

A derivada covariante de um tensor T ao longo do campo vetorial Z corres-
ponde a uma projecao da derivada parcial de T sobre o espago tangente dos
pontos ao longo das curvas integrais de Z(isto é, curvas cujo vetor tangente
é 7). A forma como é feita essa projegdo é determinada pelos coeficientes
de conexao wi, ([6],p.56).

Teorema 1.6 Uma vez estabelecida a conexao em uma variedade diferen-
ciqvel, a diferencial covariante de um tensor de ordem (r,s) é o tensor de
ordem (r,s+1) dado por

VT (W, W Xy, .., X, Z) =
Z(T(w . W Xy, X)) = T(Vgw!, o X)) — . = T(Wh ..., V2 Xy),
(1.16)
onde VzX;,j=1,...,s, e Vzw' i=1,...,r, estao definidos pelas equagoes (1.11)
e (1.15), respectivamente.

Demonstragao.

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) da Defini¢ao 1.5 e da equagao
(1.13) que a igualdade (1.16) é verdadeira. |

Em uma base canénica {0, dz'}, as equacdes (1.11) e (1.15) podem ser
escritas como

Yi=Y]{+Y'Ty (1.17)
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e
Qe = Qi — UL, (1.18)
onde foram utilizadas as notagoes
J o=, J 0 =0, = —
Flk’ = u)lk s % =0 =k (& Vak =ik - (]_].9)

Definicao 1.6 Sejam M uma variedade diferencidvel e I um intervalo aberto
da reta. Diz-se que um tensor T € paralelamente transportado ao longo de
uma curva vy : I—M com vetor tangente X se

VxT = 0. (1.20)

A Definicao 1.6 permite interpretar a derivada covariante de um ten-
sor como sendo uma medida de sua mudanca em relacao aquela sofrida se
ele tivesse sido transportado paralelamente ao longo do mesmo caminho. O
transporte paralelo de um tensor T depende do caminho no qual é realizado,
pois os coeficientes de conexao exibem uma dependéncia funcional das com-
ponentes do vetor X, tangente ao caminho, como mostra a equacao (1.10).

Definicao 1.7 Uma curva que transporta paralelamente seu vetor tangente
denomina-se geodésica.

Como a condigao de transporte paralelo é definida pela equagao (1.20),
de natureza tensorial, segue que a geodésica é um conceito local. Variedades
em que as geodésicas podem ser definidas globalmente sao denominadas
geodesicamente completas.

Teorema 1.7 Seja M uma variedade n-dimensional, pe M e U uma vizi-
nhanga de p. Uma curva v : I—M passando por p serd uma geodésica se, e
somente se, satisfizer o sistema de n equacoes diferenciais de 2% ordem

% - {k%dd—f =0, (1.21)
onde y(t) = (z'(t), ..., x™(t)) em U.
Demonstragao.
dy _ dad 0

Aplicando a Definicao 1.7 ao vetor tangente =! e utilizando a

dt — dt 9z’
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propriedade (b) da Defini¢do 1.5, juntamente com a equagao (1.17), tem-se
que v sera geodésica se, e somente se,

dy RIS i dzt dz¥ . 0

\Y% = |— ——|=— =0. 1.22
20 = Lo Vg o o0 (1.22)
Como {% :j=1,...,n} é base de T} (M), segue o resultado. |

O Teorema 1.7 afirma que a derivada covariante do vetor CfTZv tangente

a curva geodésica v, é nula na vizinhanca parametrizada U. Mais que isso,
a equacao (1.21) determina uma familia de parametros para a geodésica,
denominados pardmetros afins’, pois a tinica liberdade que se tem na escolha
de t em (1.21) é a sua origem e escala.

Definigao 1.8 Seja M uma variedade com uma conezxao e X,Y, Z€T)(M).
A tor¢ao € o tensor de ordem (1,2) dado por

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], (1.23)
onde [X,Y] é o campo vetorial definido por
X,Y]f = (XY — YX)f = X(Y) - V(X /) (1.24)

e denominado comutador de X e Y. A curvatura(ou tensor de Riemann) € o
tensor de ordem (1,3) dado por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy Z. (1.25)

A partir de uma anélise do comutador de derivadas covariantes, Carroll([6],
p.74-75) interpreta os tensores de curvatura e torgao como medidas da mu-
danca sofrida por um vetor que é transportado paralelamente ao longo de
um loop infinitesimal numa variedade.

A partir do comutador é possivel construir outro operador de diferen-
ciacao sobre tensores.

Definicao 1.9 A derivada de Lie consiste num operador
Lx T/ (M)=TI (M)

que satisfaz as sequintes propriedades:

“Mesmo em um contexto mais geral, é sempre possivel efetuar uma transformacdo nos
pardmetros a fim de se encontrar um conjunto de paradmetros afins onde (1.21) se verifica

([7], p-20).
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(@) Lxf=X/,

(b) LxY =[X,Y],

(c) Lx(T'+95)=LxT + LxS,

(d) Lx(T®S) = LxTDS + TRLxS,

onde fETY(M),X,YTy(M),TeT;(M),S€TP(M) e [X,Y] estd definido pela
equagao (1.24).

Teorema 1.8 Sejam X,Y €T} (M) e weTY(M). Numa base local de coorde-
nadas {8k,dxl}, os tensores LxY e Lxw $Go expressos como

; 0
_ kx/J _ vk
LxY = (XY - VEX) - (1.26)
e .
Exw = (kaj,k + kaﬁ)dxj (127)

Demonstracao.

A equagao (1.26) é simplesmente a propriedade (b) da Definigdo 1.9 com uso
da definigao (1.24) de comutador, escrita em termos de componentes. Apli-
cando a propriedade (d) da Defini¢ao 1.9 ao produto tensorial w®Y €T (M)
e assumindo que a derivada de Lie comuta com contragoes, resulta, na base
canonica, a expressao

XM (w;Y) ) = (Low); Y7+ w (LY ). (1.28)
Substituindo (1.26) em (1.28), vem
(Low); Y7 = (X*wjp + kafj)Yj. (1.29)
A equacao (1.27) segue do fato de Y €T (M) ser arbitrério. |

Teorema 1.9 A derivada de Lie de um tensor TETI (M) estd definida de
forma unica pela equagao

Lx[T(W!,...,w"Y,...,Y,)] =
(LxT)(wh, . w" Y1, Y)) + T(Lxwt, .. Yy) + ... + T(Wh ..., LxY5),
(1.30)
onde w', ..., w"€TY(M) e Yy, ..., Y.€T} (M).
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Demonstracao.

Como todo tensor pode ser expresso como o produto tensorial de vetores
tangentes e 1-formas, segue da propriedade (d) da Definigao 1.9 e da equagao
(1.28) que a igualdade (1.30) é verdadeira. |

Retornando as equagoes da Definicao 1.8, é imediato a observacao de
que os tensores de curvatura e torcao sao ambos anti-simétricos no par de
argumentos X e Y, ou seja,

R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z e T(X,Y)=-T(Y, X). (1.31)

Devido a essa propriedade, torna-se interessante estuda-los por meio de ten-
sores completamente anti-simétricos.

Definicao 1.10 Uma s-forma 2 é um tensor de ordem (0,s) invariante sob
a acdo do operador de anti-simetrizacao A, ou seja,

1
AQX, - X) = > sgn(a) A Xoq), - Xo) = AX1, ., X)), (1.32)

Decorre da expressio acima que T9(M) € o conjunto das 0-formas e TY (M)
¢ o conjunto das 1-formas.

Definicao 1.11 O produto exterior Q AV da s-forma 2 com a t-forma ¥ é
a (s+t)-forma dada por
QAT =AQ@ V), (1.33)

onde A denota o operador de anti-simetrizacao.

Teorema 1.10 Seja M uma variedade n-dimensional. O conjunto de s-
formas define em cada ponto pEM um espago linear de dimensdao S,(n”—ls),,
denotado por A*T,M*. Dada uma base {€"®...Q€e" : iy = 1,...,n} de ten-
sores de ordem (0,s),{e" A..Ne" : 1<iy < iy < ... < i,<n} € uma base para

AT, M*.
Demonstragao.

A estrutura linear de A®T,M* decorre da linearidade da somatéria e da
natureza tensorial de {2 na definigdo (1.32). Ainda de (1.32) resulta que
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) se anula quando dois quaisquer de seus argumentos coincidem. Logo,
dada uma base {€"®...®¢e* : i, = 1,...,n} para TO(M), existem apenas

| . ~ i
751(:23)' combinagoes para as n 1-formas e’* da base de T,M*, tomadas s a

s, satisfazendo a equagao de definigao (1.32). A independéncia do conjunto
{e"A..Net 2 1<iy < iy < ... < iy<n} resulta do processo de construgao
utilizado. [

Definicao 1.12 A derivada exterior consiste num operador
d : NPT, M*— AP, M*

que satisfaz as sequintes propriedades:

(a) df(X) = XT,

(b) d( + Q) = d + dS2,

(c) d(QAT) = dQAY + (—1)PQAdY,

(d) (Lema de Poincaré) d(dS2) =0,

onde fENT,M* Qy,Qs, QEAPT,M* WeANT,M* e XETy(M).

Teorema 1.11 Eziste um unico operador derivada exterior, definido em
uma base de coordenadas por

, 00, , :
dQ = dQy, ; Adx?' A Ndalr = =20 dok Nda AL NdxPP QENPT, M.
P axk
(1.34)
Demonstracgao.
Sejam w,eA'T,M*. Pelas Definigoes 1.10 e 1.11, tem-se
1
WA = §(W®¢ — PRw), (1.35)

de modo que
WAY = —pAw (1.36)
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e o produto exterior é anti-comutativo. A verificagdo das propriedades (a)-
(d) da Definigao 1.12 para o operador descrito em (1.34) decorre dessa anti-
comutatividade. Para provar a unicidade, suponha outro operador D satis-
fazendo as propriedades da Definicao 1.12. Entao, por (c),

D(dz*A... Ada?) = " dda' A AD(da*)A ... Ada'”. (1.37)
k

Por (a) e (d), ‘ .

D(da™) = D(Da*) = 0. (1.38)
Segue das equagoes (1.33) e (1.5) que D(dz?*A ... Adz?») = 0. Pelo Teorema
1.10, Q@ = Q;, _;, da* A ... Adx?» € APT,M*. Entéo por (b) e (c),

DR = Z [D(le...jp)/\dle/\.../\dxjp +Q;

(jl---jp)

D(dx"' A ... Adz’?)]. (1.39)

1---Jp

Como D(dz'A ... Ndz?) =0 e D(Qy, ;) = dQj,.;,, tem-se DQ = dQ. W

Teorema 1.12 Seja M variedade n-dimensional com uwma conexao especifi-
cada pelas n? 1-formas w] = wi,e®. Entdo a tor¢do e a curvatura obedecem
as relacoes

1 . , .
5 U efne™ = del + wiNe (1.40)
e
Loi kaom P Ak

As identidades acima sao denominadas FEquacgoes FEstruturais de Maurer-
Cartan.

Demonstragao.

Sejam {e; : j = 1,...,n} e {&/ : j = 1,...,n} bases duais de Tj (M) e
TY(M), respectivamente. Utilizando a equagao (1.11) na definicao (1.23) da
torcao, resulta

T(X,Y) = X(e/(Y)) = Y(e/(X)) = &/ ([X,Y]) + w] (X)e (V) — wj(Y)e(ll(iAfQ)j
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A expressao (1.40) segue da identidade®

1
dw(X,Y) = S [X(w(Y)) = Y(w(X)) - (X, Y])] (1.43)
e da definigdo de produto exterior. Utilizando (1.11) e propriedades da

derivada covariante na defini¢ao (1.25) da curvatura, resulta

RIX.YV)Z = [X((V) - V(X)) - (X Y] "
+wp(X)wi (V) — e (YV)wi (X)]e'(Z)e;
ou, fazendo uso da identidade (1.43), obtém-se
%R(X, Y)Z = (dw] + Wl ASF)(X,Y)e (Z)e;. (1.45)
Além disso, para toda 1-forma w,
R(w,Z,X,Y) =R}, [e;0c@(cFNe™)](w, Z, X,Y) (1.46)

= (R}, e*Ne™)(X,Y)el(Z)e;(w).

Comparando as equagoes (1.45) e (1.46), obtém-se a expressao (1.41). H

Teorema 1.13 Em uma base local de coordenadas

Tl]k = F{k - Fil (1-47>

. Y

In,m

-1V

Im,n

RJ

Im,n

Essa é a forma convencional como sao definidos os tensores de tor¢ao e
curvatura.

Demonstragao.

Em uma base local de coordenadas, tem-se
ol =di’ e w =TJda". (1.49)

Substituindo-se essas expressoes nas Equacgoes de Maurer-Cartan e aplicando

as propriedades da derivada exterior e a Definicao 1.10, seguem as expressoes
(1.47) e (1.48). [

8Para a demonstragao dessa identidade, ver [7], p.16.
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Definicao 1.13 Uma métrica em uma variedade diferencidvel M consiste
em um tensor g€Ty(M) que associa a cada ponto p€ M uma forma bilinear
simétrica ndo-degenerada em T,M. Se g(X,X)>0VX€eT,M, a métrica é
dita riemanniana(ou positiva-definida). Caso contrdrio, a métrica é chamada

de indefinida.

Como toda forma bilinear simétrica pode ser posta em sua forma canonica,
conclui-se que em um ponto peM sempre é possivel representar as compo-
nentes da métrica por meio de uma matriz diagonal com g; = 41 ou 0.
Se gif é o nimero de +1's e g; é o nimero de —1’s na forma canonica,
entao (g;; — g;;) é a assinatura da métrica. Uma variedade diferencidvel com
uma métrica positiva-definida denomina-se variedade riemanniana. Quando
a métrica possui g = 1, tem-se uma variedade lorentziana (ou pseudo-
riemanniana). Embora a geometria de uma variedade lorentziana seja di-
ferente da riemanniana (por exemplo, nao se define cone de luz para essa
ultima), serd usada uma sé terminologia para ambas, salvo possivel mengao
em contrario. Assim, fica subentendido que o termo “variedade riemanniana”
usado no texto significa “variedade com métrica”.

Carroll([6], pp.49-50) afirma que ndo ha nenhuma dificuldade em simul-
taneamente escolher bases de vetores em cada ponto de uma variedade tal
que a métrica assuma sua forma canonica; o problema é que em geral nao
se conseguirda uma base local de coordenadas, e nao haverda meio de trans-
formé-la em uma’. Entretanto, hd um resultado que garante a existéncia de
um sistema de coordenadas, denominadas coordenadas normais de Riemann,
no qual a métrica em sua forma canonica pode ser aproximada em primeira
ordem.

Teorema 1.14 (Teorema da Planitude Local) Em todo ponto de uma varie-
dade diferencidvel existe um sistema de coordenadas em que a métrica assume
sua forma canonica e suas derivadas primeiras se anulam.

Demonstracao.

Conferir [28], pp.158-160. [ |

9Para uma andlise mais completa do problema da existéncia de bases globais em uma
variedade, ver [25], v.1, pp. 92-93.
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E possivel definir-se um tensor métrico localmente em uma variedade
diferenciavel. Para faze-lo globalmente é necessario que a variedade admita
uma particao diferencidvel da unidade. Uma condigao necesséria e suficiente
para que uma variedade M possua uma particao da unidade é que toda com-
ponente conexa de M seja de Hausdorff e tenha base enumeravel([4],Capitulo
3).

Teorema 1.15 Uma variedade diferencidvel M de Hausdorff e com base enu-
merdvel possui uma métrica.

Demonstragao.

Seja { f,} uma particdo da unidade de M subordinada a uma cobertura {V,}
de vizinhangas parametrizadas V,, = ¢,(U,) de uma estrutura diferencidvel
{(Us, ¢3)} de M. Isto significa que {V,,} é uma cobertura localmente finita
(isto é, cada ponto de M possui uma vizinhanga U tal que UNV,, # ¢ apenas
para um numero finito de indices) e que {f, : M—R} é um conjunto de
funcoes diferenciaveis em M satisfazendo:

1) f, >0, com f, =0 no complementar do fecho V.

2) >, fa(p) =1 para todo peM.

Como cada V,, admite uma métrica g, induzida pela parametrizacao, basta
definir

9(X,Y)p) = Y fa0)ga(X,Y)(p), VpEM, X,YET,M. (1.50)

A partir desse ponto, todas as variedades consideradas serao de Hausdorff
e com base enumeravel.

Teorema 1.16 (Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M, existe
uma unica conexao em M satisfazendo as condigoes:

i) A tor¢dao € nula.

ii) Vxg=0VXeTL(M).
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Tal conexdo é demominada conexdo riemanniana(ou de Christoffel, ou de
Levi-Civita) e depende exclusivamente da métrica em M.

Demonstracao.

Suponha que exista tal conexdo. Da propriedade (ii) e da equacao (1.16),
segue que

X(9(Y,2)) = g9(VxY,Z) + g(Y,VxZ), (1.51)
Y(9(Z, X)) =9(VvZ,X)+g(Z,VyX), (1.52)
Z(9(X,Y))=g(VzX,Y) +g(X,V,Y), (1.53)

VXY, Z€Ty(M). Da propriedade (i) e da equagao (1.23), resulta
VxY —VyX = [X,Y], VX, YETH(M). (1.54)

Somando (1.51) com (1.52) e subtraindo (1.53), tem-se, apés usar (1.54) e
propriedades da métrica, que

9(Z, VyX) =3{X(g(Y.2)) +Y(9(Z X)) = Z(9(X,Y))—

2

—9(1X,2),Y) = ¢([Y, 2], X) — g([X, Y], 2)}. (1.55)

A expressao (1.55) garante a existéncia e unicidade da conexao V a partir
da métrica g. [

Teorema 1.17 Em uma base local de coordenadas, tem-se
m 1 km
L7} = 51096 + 0398 — Orislg™ (1.56)

que € a expressao cldssica da conexao riemanniana em termos das compo-
nentes da métrica.

Demonstracao.

Sejam X = 2, Y = ;2 e Z = ;2. Como wi(e;) =

) ErY 9k i i) segue das equacoes
(1.10) e (1.19) que

Vo, (0;) =T%;0.. (1.57)
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Substituindo em (1.55), resulta

1
Tijou = §[aigjk + i gri — Okgij), (1.58)

onde g;; = ¢(0;,0;). Como ¢ é um tensor nao-degenerado, ele admite uma
inversa g€TZ (M) cujas componentes sao definidas por

qg"™ = o7 (1.59)
Aplicando a inversa da métrica a equacao (1.58), tem-se o resultado. W

Define-se espaco plano como aquele em que é possivel encontrar um sis-
tema de coordenadas no qual as componentes da métrica permanecem cons-
tantes e, portanto, a conexao riemanniana se anula. Esse fato permite ex-
trair uma série de propriedades de variedades riemannianas. Por exemplo,
conclui-se das equagoes (1.17) e (1.18) que a derivada covariante relativa a
conexao de Christoffel se reduz a nocao de derivada parcial em um espaco
plano. Além disso, em termos da conexao riemanniana, geodésicas consistem
na generalizagdo da linha reta, pois em um espago plano a equagao (1.21)
fornece )

d?a
dt
Finalmente, decorre dos Teoremas 1.14 e 1.17 que uma variedade riemanniana
se torna plana em coordenadas normais de Riemann.

= 0. (1.60)

Definicao 1.14 A partir do tensor de Riemann e da métrica, definem-se:

(1) a curvatura de Ricci como sendo o tensor (0,2) cujas componentes sao

dadas por ' 4
Rim =Rl =—Rl . (1.61)
(ii) a curvatura escalar como sendo o tensor RETY(M) dado por
R=¢™R,,. (1.62)

Teorema 1.18 Em relagao a conexao riemanniana, o tensor de Ricci €
simétrico e corresponde a unica contracdao independente do tensor de Rie-
mann. Nesse caso, define-se o tensor de Weyl, cujas componentes sao dadas
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por
1

o (

(711 2)

il — Gadin) R
+(n “ 100 —2) (9ikgjt — gugjr)

Cijii = Rijir — gixRji + gjRix — g5xRa — gaRjk)

(1.63)

e que corresponde a parte “sem-traco” do tensor de Riemann.

Demonstracao.

Seja Rjji = gimRﬂl o tensor de Riemann completamente covariante'®. Da
equacao (1.31), conclui-se que R;jr = — Ry Além disso, quando a conexao
¢é riemanniana, o tensor de Riemann completamente covariante é também
anti-simétrico no primeiro par de indices e invariante por mudanga simultanea
dos dois pares (ij) e (kl) ([7], pp. 30-31). A simetria do tensor de Ricci
provém dessas simetrias do tensor de Riemann, pois

R =R = g th] = g Rkjlz = R = Rﬂ (164)

imj

ja que, por definicao, a métrica é um tensor simétrico. Por exaustao, a tnica
contragao possivel para o tensor de Riemann com essas simetrias é o tensor
de Ricci. Além disso,

9"'Cijr = 0, (1.65)
enquanto que
"' Riji = Rix. (1.66)
[

A métrica induz na variedade as nogoes de norma e ortogonalidade. O
tensor métrico também é usado para se definir o comprimento de arco s entre
os pontos y(a) e vy(b), ao longo de uma curva ~:

dx’ dxj :
s-/ |gi;— o dt dt. (1.67)

A conexao riemanniana torna esses conceitos mais naturais ao longo das
geodésicas.

0Um tensor de tipo (r,s) é também conhecido como tensor r contra-variante e s co-
variante.



CAPITULO 1. TEORIA DA GRAVITACAO 27

Teorema 1.19 Sejam M uma variedade riemanniana e~y : [—M uma curva
com vetor tangente Z—ZGTOI(M). Considere X, Y €T3 (M) dois vetores trans-
portados paralelamente ao longo de ~v relativamente a conexao riemanniana.
Entao a quantidade g(X,Y) € constante ao longo de . Em particular, a
norma do vetor tangente a uma geodésica é constante ao longo da curva.

Demonstragao.

Como ¢(X,Y)eTP (M), segue das hipéteses do teorema que
Ve (9(X.Y)) = V(g X'Y)
(95) XY + 55V iy (XY + g XV a (V) = 0.
(1.68)
dvy dvy

.o~ , . dvi2 .
Da defini¢ao de geodésica e do fato de.que 1%1° = 9(%, ), conclui-se que a
norma do vetor tangente a uma geodésica é constante ao longo da curva. ll

»

\Y
\Y

I3 &

Iy

t

’ 2

Com base na defini¢cdo (1.67) e no Teorema 1.19, conclui-se que os para-
metros afins de uma geodésica, relativa a conexao riemanniana, sao propor-
cionais ao comprimento de arco s (a menos de possivel translagao), onde a
constante de proporcionalidade corresponde a norma do vetor tangente.

Teorema 1.20 Em uma variedade riemanniana, os extremos do funcional
de comprimento sao atingidos por curvas geodésicas com respeito d conerao
riemanniand.

Demonstragao.

O teorema consiste na solucao de um problema de Célculo Variacional apli-
cado a integral

b
I:/ Lds, (1.69)

onde L = g;; ddf (7(5))%(7(8)) e a curva vy estd parametrizada pelo com-

primento de arco s. A solucao pode ser obtida a partir da Equacao de
Euler-Lagrange

d 0L oL
5\057) " owr (1.70)
onde 17 = Ci‘li;(y(s)). Como
oL g oL i
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a Equacao de Euler-Lagrange fornece

95" + (Ohgij — Eajgik)izx' =0, (1.72)
e, rearranjando indices,
9i5%" + 5 (Okgij + Oigrj — Ojgun)3'a"™ = 0. (1.73)

Finalmente, contraindo (1.73) com a métrica inversa (equacao (1.59)), re-
sulta

d*z 1 Sdxt da®
~(Orgij + Oigrj — 0;9ik)g"' ——— = 0, 1.74
onde t é um parametro afim. Dos Teoremas 1.7 e 1.17 conclui-se a afirmacgao
do enunciado. [

1.2 As Equacoes de Einstein

Uma das observagoes mais antigas sobre a gravitacao remonta a Galileu em
seus experimentos jogando pesos do alto da Torre de Pisal:no vdcuo, to-
dos 0s corpos caem com a mesma aceleracao. Em outras palavras, é possivel
distinguir-se movimento de queda livre da acao de um campo eletromagnético
pelas diferentes aceleragoes de particulas com diferentes cargas; com a gravi-
dade isso nao acontece porque a resposta da matéria a gravitagao é universal.
E claro que isso é valido para regioes suficientemente pequenas do espago-
tempo, pois caso contrario surgem discrepancias no campo gravitacional que
sao detectadas como forgas de maré.

Einstein extrapolou esse raciocinio e estabeleceu o seu famoso Principio
de Equivaléncia:
Em regioes suficientemente pequenas do espago-tempo, € impossivel distin-
quir-se entre a acao da gravidade e referenciais uniformemente acelerados,
nao importa qual experimento seja feito.

O Principio de Equivaléncia de Einstein afirma que a gravitacao acopla
nao apenas com a massa de repouso (como estabeleceu Newton), mas com

1 Essa é uma imagem pictérica; na verdade, Galileu chegou a suas conclusdes analisando
a queda de pesos em planos inclinados.
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todas as formas de energia. Como conseqiiéncia, nao existe objeto gravita-
ctonalmente neutro em relacao ao qual se possa medir a aceleracao devida a
gravidade. Diante disso e do papel desenvolvido pelos referenciais uniforme-
mente acelerados, definiu-se como aceleragao gravitacional zero, o movimento
de corpos em queda livre. Como o Principio de Equivaléncia de Einstein vale
apenas localmente, os referenciais inerciais (corpos em queda livre) de obje-
tos distantes sao independentes, ou seja, as velocidades medidas em relacao
a eles nao podem ser comparadas.

A idéia de que referenciais inerciais, onde valem as leis da Relatividade
Especial (espago plano quadridimensional), s6 podem existir localmente, cor-
responde a possibilidade de se reduzir a métrica a sua forma canodnica em
cada ponto de uma variedade, como garante o Teorema da Planitude Local
(Teorema 1.14). A impossibilidade de se comparar velocidades (vetores) en-
tre dois referenciais inerciais distantes corresponde a dependéncia do caminho
durante o transporte paralelo ao longo de uma curva. O movimento de queda
livre, definido como aceleracao nula (derivada covariante do vetor tangente a
curva igual a zero), corresponde as geodésicas (devidamente parametrizadas).
Essas consideracoes foram suficientes para motivar Einstein a considerar a
gravitacdo como uma manifestacao da curvatura do espago-tempo.

Em poucas palavras, a Teoria da Gravitacao pode ser descrita como:

O espaco-tempo consiste numa variedade pseudo-riemanniana quadridimen-
stonal com uma métrica que dd origem a uma conexao para a qual o traco
reverso do tensor de curvatura € proporcional ao tensor energia-momento que
descreve a matéria e 0s campos nao-gravitacionais.

A necessidade de uma métrica indefinida de assinatura —2 provém do fato
de que o espago-tempo, pelo Principio de Equivaléncia, deve ser localmente
semelhante ao Espaco de Minkowski da Relatividade Especial, que possui
uma métrica da forma'?

ds* = cdt* — da® — dy® — d2?, (1.75)

onde ¢ denota a velocidade da luz (geralmente tomada igual a um por escolha
de unidades).

Com essa assinatura, a métrica do espaco-tempo é indefinida de modo
que qualquer uma das condi¢oes abaixo pode se verificar para um vetor X:

i) g(X,X) >0, caso em que X denomina-se de tipo-tempo;

12A representacido ds? decorre da definicio (1.67) de comprimento de uma curva.
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ii) g(X,X) =0, caso em que X denomina-se de tipo-luz (ou nulo);
iii) ¢(X, X) < 0, caso em que X denomina-se de tipo-espago.

Particulas materiais (massa de repouso finita) descrevem trajetérias de
tipo-tempo, enquanto que particulas sem massa (isto é, fétons, gravitons e
neutrinos) descrevem trajetdrias de tipo-luz. O comprimento de arco das
geodésicas do tipo-tempo é interpretado como o tempo préprio medido no
referencial da particula material. Geodésicas do tipo-luz nao podem ser
parametrizadas pelo comprimento de arco, mas admitem parametros afins
(ver observagoes apés Teoremas 1.19 e 1.7).

O Teorema 1.19 garante o cardter (tipo-tempo, luz ou espago) do movi-
mento geodésico descrito pelas particulas em queda livre. O Teorema 1.20
unifica as nogoes de linha reta (geodésica) e caminho mais curto entre dois
pontos para um espaco curvo. Juntamente com o Teorema 1.18, essas pro-
priedades da conexao riemanniana justificam sua escolha.

Como localmente a gravitacao acopla com todas as formas de energia e
sua acao é manifestada pela curvatura do espaco-tempo, Einstein supos que
a relacao mais simples entre essas quantidades seria uma equacao tensorial
de proporcionalidade entre os tensores T e G,

G = kT, (1.76)

ambos simétricos de tipo (0,2), onde T representa o tensor energia-momento
e G deveria ser obtido do tensor de Riemann e possuir divergente nulo, ou
seja,

G, =0 (1.77)

ao longo da variedade (por causa da conservacao da energia, representada
i
por T3, = 0).
Como em uma conexao riemanniana o tensor de Ricci é simétrico e é a
tnica contragdo independente do tensor de Riemann (Teorema 1.18), cujo
traco reverso

1
satisfaz a condigao (1.77), seguem as Equagoes de Einstein
8rG
G=""0r (1.79)

ct
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ou, em componentes,

1 8tG
Rij = 591t = =3~ T, (1.80)
onde 8:—4G ¢ a constante de proporcionalidade!® obtida a partir de comparacoes

com o limite newtoniano'*.

Contraindo (1.80) com a métrica inversa (equacao (1.59)), obtém-se em
quatro dimensoes,

8tG 1 i
Rij = 7(Tij - §gijT)7 (T = g"Ti;), (1.81)
de forma que no véacuo (regides do espaco-tempo em que T;; = 0), as

Equagoes de Einstein se reduzem a

As Equagoes de Einstein representam equacgoes diferenciais de segunda
ordem nas funcoes g;; que compoem a métrica. Como ambos os membros
constituem-se de tensores simétricos de ordem (0,2), existem apenas dez
equacoes independentes. O fato do tensor G, denominado tensor de Einstein,
satisfazer a condi¢ao (1.77) impde mais quatro graus de liberdade a solu¢ao,
reduzindo para seis o nimero de equacgoes independentes. Isso condiz com a
definicao do espago-tempo como uma variedade quadridimensional, pois as-
sim todos os tensores estao definidos a menos de mudancas de coordenadas
(difeomorfismos, cuja representacao envolve quatro fungoes).

Quando o tensor energia-momento é dado pelo tensor de Maxwell do
campo eletromagnético,

1
Tup = 7 FacFoa — ZnabFefFef7 (1.83)

13A constante G geralmente é posta igual a um por escolha de unidades.
140 limite newtoniano consiste nas trés condicoes abaixo:

(i) As particulas devem se mover lentamente com respeito a velocidade da luz:
dr dt i =1,2,3.

(ii) O campo gravitacional é fraco, podendo ser considerado como uma perturbagao da
métrica 7 do espago plano (ver equacao (1.75)): gi; = 1i; + hij, |hij|<1i,j =
0,1,2,3.

(iii) O campo gravitacional é estético, ou seja, é invariante com o tempo: 9pg;;=0,i,j =
0,1,2,3.
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as equagoes (1.80) sdo conhecidas como Equagdes de Finstein-Mazwell. No
Capitulo 2 de [7], essas equagbes estao explicitadas para o caso de uma
métrica suficientemente geral.



Capitulo 2
BURACOS NEGROS

No Capitulo 1 foram apresentadas as Equacoes de Einstein que descrevem
como a matéria e a energia afetam o espaco e o tempo produzindo o que se
conhece como gravitacao. Nesse capitulo serd apresentada uma familia de
solugoes exatas dessas equacoes, denominadas buracos negros. Inicialmente
sera estabelecida a forma geral da métrica que caracteriza o tipo de espago-
tempo que se espera obter. Feito isso, serd demonstrado um teorema ga-
rantindo a existéncia e unicidade dessas solugoes, as quais serao explicitadas
e classificadas de acordo com um conjunto de parametros. A interpretacao
fisica desses parametros bem como uma analise comparativa dos buracos
negros sera realizada na parte final do capitulo.

33
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2.1 Solucoes das Equacoes de Einstein

Definicao 2.1 Um vetor de Killing em wma variedade riemanniana é um

campo K tal que

onde g é a métrica e L € o operador derivada de Lie.
Teorema 2.1 Seja M uma variedade riemanniana que possui um vetor de

Killing. Entao € possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual a
métrica € independente de uma das coordenadas.

Demonstragao.

Seja K o vetor de Killing e considere um sistema de coordenadas em que
a primeira coordenada x' é o pardmetro ao longo da curva integral de K,
dada pela solucao da equacao

dz’
dx!

= K" (2.2)

Nesse sistema, K’ = 52 = (1,0,...,0). Entdo a Defini¢ao 1.9 fornece

LX) =[K,X]'= : 2.3
(LxX) = (K, X) = 5 (23)
Segue do Teorema 1.9 com as substitui¢oes (2.1) e (2.3) que
dg 0X oY
——(X,Y)=g(=—.Y X, —). 2.4
8x1< Y ) g(axl’ )+g( 7ax1> ( )
Substituindo X = % eY = a%k na equacao acima e usando o fato da
métrica ser bilinear, segue o resultado do teorema. [

Definicao 2.2 Uma métrica g é dita estaciondria se possui um vetor de
Killing K de tipo-tempo, isto é, g(K,K) > 0. Uma métrica é chamada
estatica se possui um vetor de Killing de tipo-tempo que € ortogonal a uma
familia de hipersuperficies'.

'Uma hipersuperficie em uma variedade n-dimensional é uma sub-variedade de di-
mensao n — 1.
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Definicao 2.3 Uma métrica g € dita azxisimétrica se possui um vetor de
Killing K de tipo-espago, isto é, g(K,K) < 0. Uma méltrica é chamada
esfericamente simétrica se possui um vetor de Killing de tipo-espaco que é
ortogonal a uma familia de hipersuperficies.

A fim de se encontrar a forma geral da métrica para espagos-tempo esta-
ciondarios e axisimétricos serd preciso fazer uso do resultado abaixo.

Lema 2.1 A métrica
ds® = gi1(dz")? + 2g1ada’da® + goo(da?)” (2.5)

de um espago bidimensional (x',x?), com assinatura +2 (positiva-definida)
ou —2 (negativa-definida), pode sempre ser globalmente diagonalizada por
meio de uma transformacao de coordenadas, isto €, pode ser posta na forma

ds? = Le*[(da')’ + (dz?)?], (2.6)
onde e** ¢ uma funcao de x' e x2.

Demonstracao.

Basta mostrar que existem transformacoes
o' = ¢zt 2?) e 2¥ =zt 2?), (2.7)
que diagonalizam a forma contra-variante da métrica,
ds® = g"(dx1)? + 29Mdw day + g2 (dwy)?, (2.8)

com coeficientes iguais em (dr1)? e (dz)?. Para tanto, é necessdrio e sufi-
ciente que

19/

9" =g o1t + g (Patha + datby) + gPd ot =0 (2.9)

€

9" =g = 9" (A =) 420" (bad2 — o) + g7 (¢% — 1) = 0. (2.10)

As equagoes (2.9) e (2.10) sao satisfeitas pelas substitui¢oes ([7], pp. 67-68)

6= g0 Vs e (92g™i)i =0, (i,5.k=12), (2.11)
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onde ¢;; ¢ o simbolo de Levi-Civita em dois indices,

£ = < R ) , (2.12)

e g é o determinante da forma covariante da métrica,

1
_ 2 _
9= 9guge — (g12)° = T — (g2 (2.13)

Teorema 2.2 A forma geral da métrica descrevendo um espaco-tempo esta-
clondrio e arisimétrico é
ds? = e¥ (dt)? — e*¥(dp — wdt)® — 62“2(0[3:2)2 — 62“3(dx3)2, (2.14)

onde v,),w, iy € pg sdo fungoes das coordenadas 1% e 3.

Demonstracao.

Inicialmente, tomam-se como coordenadas o tempo t(= %) e o angulo azimu-
tal (= x!') em torno do eixo de simetria. Pelo Teorema 2.1, as componentes
da métrica estaciondaria e axisimétrica sao dadas por

9ij = Gij (1'27 $3)a (2'15)

onde 22 e 22 sdo as coordenadas espaciais restantes. Além disso, serd imposta
4 métrica sua invariancia por inversao simultanea de t e ¢, isto é2,

3

go2 = go3 = g12 = g13 = 0, (2.16)

pois os termos da métrica com esses coeficientes mudam de sinal sob a in-
versao, t— —t e p— — . Sob essas condigoes, a métrica adquire a forma

ds® = goo(dx®)* +2g01dx da’ + g1 (da')? +[gaa (da?)? 4-2gosda da® + gas (da?)?).
(2.17)

2A idéia por tras dessa condiciio é permitir que o tensor energia-momento apresente
essa invariancia, de modo que a fonte do campo gravitacional terd movimentos puramente
rotacionais em torno do eixo de simetria. Em outras palavras, busca-se com isso descrever
0 espago-tempo associado a um corpo em rotagao.
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Utilizando o Lema 2.1, resulta
ds® = e (dt)? — e (dp — wdt)? — 2 (dx?)? — e (dx®)?, (2.18)

que de fato descreve uma métrica estacionaria, axisimétrica e de assinatura
—2 (perceba que (2.18) esta diagonalizada) em uma variedade riemanniana
quadridimensional. |

E preciso salientar que as funcgoes 5 e p3 no Teorema 2.2 nao precisam ser
distinguidas. Tal distincao foi feita com o intuito de oferecer a possibilidade
- no Teorema 2.3 adiante - de se estabelecer o vinculo que definira a funcao
de horizonte, caracterizando as solugoes de buracos negros.

Definicao 2.4 Um horizonte de eventos consiste numa sub-variedade dife-
rencidavel bidimensional de tipo-luz gerada por um vetor de Killing de tipo-
tempo e outro de tipo-espaco.

Definicao 2.5 Um espago-tempo M, com métrica g;;, € denominado assin-
toticamente plano se existe uma variedade diferencidvel com fronteira® M,
com métrica g;;, campo escalar Q e fronteira T = OM tal que:

(a) M =intM

(b) Gij = Q*gi; em M

(c) Q e gi; sio C* em M

(d) Q>0em M; eQ2=0,V,Q#0emT

(e) cada geodésica de tipo-luz em M possui um ponto terminal no passado
e outro no futuro de I.

A Definicao 2.5 corresponde a uma transformacao conforme no intervalo
de comprimento do espaco-tempo

d5 = Qds,

3Uma definigao rigorosa de variedade com fronteira pode ser encontrada em [12]. Essen-
cialmente, é um espago cujos pontos tém vizinhancas parametrizadas por espacos euclidi-
anos ou semi-espagos euclidianos.



CAPITULO 2. BURACOS NEGROS 38

a fim de poder “tornar o infinito finito”, ou seja, estender a métrica con-
tinuamente para se anexar uma fronteira Z ao espaco-tempo. A condicao
(d) garante que os pontos de Z estao infinitamente distantes de seus vizinhos
(ds — 00) e a condicao (e) afirma que o infinito conforme Z é idéntico aquele
do Espaco de Minkowski afim ([25], volume 2, Capitulo 9).

Teorema 2.3 FEziste uma unica familia de solugoes para as Equacgoes de
Einstein-Mazwell que sejam assintoticamente planas, estaciondrias e axisi-
métricas, com horizonte de eventos convexro e nao-degeneradas fora desse
horizonte.

Demonstracao.

Devido a sua extensao e complexidade, sera esbocado apenas um esquema da
demonstracao. Uma demonstracao mais detalhada pode ser encontrada nos
Capitulos 6 e 11 da referéncia [7]. Pelo Teorema 2.2, uma solucdo estaciondria
e axisimétrica das Equagdes de Einstein-Maxwell deve ter a forma (2.14) e
a equacao do horizonte de eventos deve ser do tipo

N(z* 2*) = 0. (2.19)
Como o horizonte ¢é sub-variedade de tipo-luz, segue de (2.14) e (1.59) que

(
i _ 2(pus—p2) 2 2
g"N;,N;=¢e (N,)*+ (Ny)* =0, (2.20)

onde 22 = r e 2® = 6. Utilizando a liberdade de escolha do vinculo entre iy
e 3, garantida pela forma da métrica, impoe-se

e2s=r2) = A(r), (2.21)

onde A = A(r) é denominada fun¢do de horizonte. Como o determinante
da métrica do subespago (¢, ) é dado por

—e? (B=v+), (2.22)
segue da Definicio 2.4, das equagdes (2.21) e (2.20), e da identidade®
[e,u's—m (65)’2]’2 + [6“3_M2<6ﬂ)73]73 =0, (2.23)

4As equagdes (2.23), (2.30) e (2.31) surgem a partir das Equagoes de Einstein-Maxwell
expressas em termos das componentes do tensor de Riemann para a métrica (2.14), obtidas
com o auxilio das Equagoes de Maurer-Cartan (Teorema 1.12) para a base de 1-formas

WO =evdt, w'=eY(dp—wdt), w?=ecl2da? e w>=er2da’.
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que a solucao apropriada para uma funcao de horizonte convexa é
A(r) =r* —2Mr + M¢, (2.24)

onde M e My sao constantes. Além disso, A(r) = 0 no horizonte de eventos
€ 1
e’ = A2 siné. (2.25)
Substituindo®
H=A+iB, xy=¢""ed=sin’6 (2.26)
nas Equacoes de Einstein-Maxwell e efetuando uma série de manipulacoes
algébricas, resultam as seguintes equacoes®

X X
[ (Aé)AH’Q]’Z + [7(A6)

5H,3],3 = i(w72H73 - w,3H,2)7 (2-27)

A B
[?w,z —2Im(HHY)] 2 + [?w’3 +2Im(HH3)] 3 =0 (2.28)

(S

[A(lnx),2],2+[5(1HX),3],3:i[A(W2)2+5(W,3)2]+ 2 [A|H 5”46 H /.

X2 ’ V(A6)
(2.29)

A solugao completa do problema consiste em se determinar as solugoes (y,w)
nas equagoes (2.27)-(2.29) e depois encontrar as fungoes 1 e v por meio de
(2.25) e (2.26). Uma vez determinado o par (x,w), a integragiao das equagdes’

(V+v)23— (Y +1V)apos— (Y +1V)su32 +Voths+vovs =

. (2.30)

§€2¢—2uw72w,3 — 26_2w(A72A73 + B,QB,3)

e
4e3 12 (Bofiz o + 1h oV ) — 4€M2 71 (Bapin 3 + 13V 3)

= Qe—ﬂ{[em—uz (eﬁ)’z]’2 — [6“2_”3(65),3]’3} — 6211)—21/[6#3—#2 (w,2)2 — eH2—H3 (w73)2]

e e (A 4 (Ba)] = e [(Aa) + (Ba)l),
(2.31)

5A e B sdo funcoes potenciais obtidas a partir das componentes do tensor de Maxwell
(1.83).

60 fndice 3 corresponde a cos# em vez de 6.

"Ver nota de rodapé 3 na pégina 36.
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juntamente com (2.21), fornece os valores de g € ps.
Resta, portanto, resolver (2.27)-(2.29) para x e w. Substituindo ® e ¥,
definidas por®

0 A

—P2 = Gws2Im(HHY) e 3= 5w, —2Im(HH);
X ’ X )

(2.32)

AS
wzg, Z =¥+ |H|?+i®,
X

e, a partir de identidades entre elas, as equagoes (2.28) e (2.29) se tornam
U[(AZ2) 2+ (6Z3) 5] = A(Z2)* +0(Z3)° —2H* (AZsH,+6Z3H3), (2.33)
enquanto que (2.27) resulta
U[(AHy) 2+ (6H3)s) = AHpZs+0H 375 —2H*[A(H2)* +0(H 3)°]. (2.34)

O par (2.33) e (2.34) constitui-se nas Equacdes de Ernst.
A fim de reduzir as Equacoes de Ernst a uma tunica equacao, toma-se

H=QZ+1), QeC, (2.35)

obtendo-se

%[(1 —2|QP)(Z + 27) = 21QP (12> + DI(AZ2) 2+ (025) 5] =

(2.36)
=[1=2Q(Z" + D][A(Z2)* +0(Z3)%].
Com a transformacao
1+FE (r—M)
—F ° "7 Qe ) (2.37)
a equagao (2.36) se expressa como
(1 =4QP — [EP){[(n* = DE, ], +[(1 = p*)E ] .} =
(2.38)

— 2B (2 — 1)(E,)* + (1 — pu2)(E,).

8A existéncia de ® ¢é garantida pela equacao (2.28).
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A métrica de Kerr-Newman consiste na solu¢ao mais simples das Equagoes
de Ernst para a métrica conjugada, que é obtida pela transformacao
: Lo X . w
t—)ZQO, @—)—Zt,x——m e w—m. (239)
A métrica conjugada satisfaz uma equagao idéntica a equagao (2.38) e admite
a solucao simples )
E = —pn —iqu, (2.40)

onde p e ¢ sao constantes reais que obedecem a relagao
PP+’ =1-4Q (2.41)
Revertendo para a variavel r e escolhendo as constantes p e ¢ como

_ G- a
p= € q_M7

7 (2.42)

pois corresponde a escolha mais simples consistente com a relacao (2.41),
obtém-se

A =71*—2Mr +a*+ Q2 (2.43)
€
(= LB o=t ra) AL (2
XTTAC A YT AT T ' '

Retornando as varidveis originais e fazendo os calculos descritos anterior-
mente, resulta

2 A 522 QA
euf’tb _P \/— €2ﬁ — 62(1/1+V) — A(S’ €2¢ = — ¢ 62’/ = p— (245)

T P’ x*
w= %(TQ +a* — A); (2.46)
2 2
ertis = P g = SN e = B g = 2, (2.47)

VA A
onde
Y2 = (r* +a®)? — a?SA. (2.48)
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Conclui-se do comportamento assintético (r — 4o00) das componentes da

métrica’,

2M

e —1-—"—+0(r2), e —r’sin®+0(r),
r
2aM
W 4 O(r ), (2.49)
r
2M
e — 1 ——— 4+ 02, e —r2+0(r),
r

que a métrica de Kerr-Newman descreve um espago-tempo assintoticamente
plano. De fato, tomando a métrica com componentes (2.49) e efetuando a
mudanca de coordenadas,

u=t—r—2mln(r —2m),

v=t+r+2mln(r —2m),

segue da Definicao 2.5 para € = r~! que o espaco-tempo em questio é assin-
toticamente plano ([25], v.2, Capitulo 9). A existéncia da familia de solugoes
descrita no enunciado esta provada. Para a demonstragao de sua unicidade,
conferir [7], pp.292-299. [

Teorema 2.4 FExiste uma unica familia de solucoes para as Equagoes de
FEinstein-Mazwell que sejam assintoticamente planas, estdticas e esferica-
mente simétricas, com horizonte de eventos convexo e nao-degeneradas fora
desse horizonte.

Demonstracao.

As afirmagoes do teorema decorrem das equagoes (2.45)-(2.49) quando se
toma a = 0. |

E importante ressaltar que as solugoes pertencentes a familia obtida no
Teorema 2.3 estao unicamente determinadas por apenas trés parametros,
(M, a,Q,), permitindo a classificagdo das mesmas. Na préxima segao, tais
parametros serao identificados com a massa, o momento angular por unidade

9Uma fungao f é dita de classe O(rP) se lim,_ 4o |ip| < oo.
T
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de massa e a carga do buraco negro, respectivamente. Portanto, os parametros
a e @, sao escolhidos de forma a adquirir valores reais, enquanto que o
parametro M estd restrito aos valores nao-negativos (essa restrigdo também
precisa ser feita a coordenada radial r).

Definigao 2.6 A métrica obtida no Teorema 2.3, cuja forma geral é dada
por

ds? = p2%(dt)2 - i—;(dgo - 26‘5\5%)2 sin? 6 — g(dr)z — p2(d0)%, (2.50)
onde p* =1r*+a*cos’d
32 = (12 + a?)® — a2A;in2 0 (251)
e a funcao de horizonte é
A=7*—-2Mr+a*+ Q,, (2.52)

descreve um espaco-tempo denominado espaco-tempo de Kerr-Newman. Para
Q. = 0, tal métrica, correspondente ao espaco-tempo de Kerr, é formalmente
idéntica a métrica (2.50), mas tem fun¢ao de horizonte dada por

A =1r*—2Mr +a* (2.53)
Definicao 2.7 A métrica

A 2
ds? = S(dt)* = T (dr)* = r?[(d0)° + (dg)’ sin® 0], (A =r? —2M7 +Q.),

(2.54)
obtida no Teorema 2.4 descreve um espaco-tempo denominado espago-tempo

de Reissner-Nordstrom. Para QQ, = 0, tal métrica se reduz a

r2

a5 = (1= 20y — (1= 20) (dr)? — r2[(d6)? + (dg)? sin®6),
(A =r?—2Mr),

(2.55)
que corresponde ao espaco-tempo de Schwarzschild.
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Pelas equagoes (2.50)-(2.55) é facil perceber que existem pontos nos quais
algumas componentes do tensor métrico se tornam infinitas. Como as compo-
nentes de um tensor sao dependentes do sistema de coordenadas, é necessario
algum indicador invariante por mudanga de coordenadas para se concluir so-
bre as singularidades da métrica. Considera-se uma condigao suficiente para
existéncia de um ponto singular no espaco-tempo o fato de algum campo
escalar obtido do tensor de Riemann tender ao infinito quando se aproxima
do ponto.

Teorema 2.5 As métricas de Kerr e Kerr-Newman apresentam uma sin-
gularidade em (r,0) = (0,%). As métricas de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrom apresentam singularidade em r = 0.

Demonstracao.

Utilizando-se a base de 1-formas
WO =evdt, w' = e¥(dp — wdt), w? = e"dr e WP = e'3db), (2.56)

¢é possivel determinar-se as componentes do tensor de Riemann fazendo uso
das Equagoes de Maurer-Cartan (Teorema 1.12). A partir dessas compo-
nentes, o escalar R7¥ Ry se torna infinito em (r,6) = (0, %) para as métricas
de Kerr e Kerr-Newman. Tomando-se a = 0, a singularidade se restringe a
r=0. [

O teorema acima garante a existéncia de singularidades nas solugoes
encontradas. Surge a pergunta: existem outras singularidades em algumas
dessas métricas? Uma possibilidade estd em se considerar que um ponto
nao ¢ singularidade no espaco-tempo se as geodésicas sao bem comportadas
nesse ponto ([6],pp.171-172). Baseado nesse fato, nenhuma das solugoes
encontradas apresenta singularidades além daquelas explicitadas no Teorema

2.5 ([7], 23], [6]).

2.2 Buracos Negros

Buracos negros sao objetos no espaco-tempo constituidos de uma singulari-
dade essencial “ocultada” por uma trapped surface, que consiste em uma
superficie bidimensional fechada com a propriedade de que raios de luz,
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perpendiculares a ela, convergem na direcao um do outro a medida que
se propagam ([23], p.934). As solugoes encontradas no Teorema 2.3 possuem
essa caracteristica. De fato, segue do Teorema 2.5 que tais solugoes admitem
singularidades essenciais, isto €, locais do espago-tempo em que a curvatura
se torna infinita. Além disso, uma andlise das geodésicas ([23],[6],[7]) que
cruzam as superficies descritas pelas raizes da funcao de horizonte A, des-
crita na equagao (2.43), dadas por

re=M+/(M2—a2—Q2) e r_=M-—+/(M?>—a2—-Q2), (257

mostra que tais superficies sao regulares'® e que 7, envolve a singularidade
em cada caso.

A superficie 7, em (2.57) funciona globalmente como um ponto sem volta,
no sentido de que geodésicas direcionadas para o futuro (isto é, no sentido
crescente do parametro afim) que cruzam tal superficie ndo tornam a cruzé-
la, ficando presas no interior do horizonte de eventos. O nome buraco negro
surge da observagao acima e do fato de que a luz descreve geodésicas (de
tipo-luz) no espago-tempo.

Em principio pode haver uma vasta classe de buracos negros, depen-
dendo do processo pelo qual sao formados. No entanto, nao importa quao
assimétrico seja o processo que formou o buraco negro, ele rapidamente re-
cali em um estado simétrico descrito pelas solucoes dos Teoremas 2.3 e 2.4.
Essa propriedade, que pode ser demonstrada individualmente para os varios
campos que se imagina fazerem parte da construgao de um buraco negro,
é referida como buracos negros nao tém cabelos ([6], pp.198-199). Assim,
as solucoes exatas das Equacoes de Einstein obtidas na secao precedente
descrevem o estagio final de formagao dos buracos negros.

Como foi visto na segao precedente, a familia de solugoes descrita no Teo-
rema 2.3 estd determinada de forma tnica por trés parametros, denotados
Qs+, M e a. A interpretacao fisica dessas quantidades decorre de uma analise
dos tipos de buracos negros, cujas métricas estao descritas nas Defini¢oes
2.6 e 2.7. A constante M corresponde a massa do buraco negro, pois das
expressoes (2.49) segue que a forma assintética da métrica de Schwarzschild
para r—-00 representa o espaco-tempo exterior a uma distribuicao esférica
de massa inercial M. A funcao w na forma geral da métrica, expressa
pela equagao (2.14), representa o arrasto do referencial inercial, isto é, uma
particula em repouso em relagao a uma base ortonormal do espacgo-tempo

OPara a = Q. = 0, r_ degenera na singularidade de Schwarzschild.
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terd uma velocidade angular w numa base canoénica ([7], pp.69-70). Decorre
do comportamento assintético de w em (2.49) que a deve ser interpretado
como o momento angular por unidade de massa do buraco negro. Final-
mente, segue das Equagoes de Maxwell (Capitulo 3, Definigdo 3.7) para a

métrica de Reissner-Nordstrom que o tinico componente nao-nulo do tensor
de Maxwell é dado por ([7], Capitulo 5)

Fy = —%, (2.58)
o que permite interpretar a constante (), como sendo a carga do buraco negro.

De acordo com a Definicao 2.5, afirmar que um espago-tempo é assinto-
ticamente plano equivale a dizer que ele é originado por uma fonte isolada.
Dessa forma, pelo que foi visto até o momento, o Teorema 2.3 pode ser
enunciado como: buracos negros isolados estao unicamente determinados por
suas massas, cargas e momentos angulares.

Os buracos negros apresentam caracteristicas especiais e dao margem a
imaginagdo humana ([23], [6]). Algumas das possibilidades mais especula-
tivas que um espacgo-tempo produzido por um buraco negro pode oferecer
Sa0:

e 0 buraco negro pode permitir a passagem a um outro universo assin-
toticamente plano, distinto do original;

e um viajante que, sob certas condigoes, atravesse o horizonte de Cauchy
(superficie r_) nao tem sua vida futura guiada pelo seu passado;

e a0 encontrar a singularidade essencial, o viajante “sai”do universo;

e em certos buracos negros, é possivel desviar da singularidade e retornar
a0 universo;

e em alguns casos, estd prevista a existéncia de singularidades nuas, de
modo que elas podem ser atingidas e visualizadas por serem desprovidas
de horizonte de eventos.

Uma caracteristica interessante apresentada pelo buraco negro de Kerr é o
fato de que a superficie g, = 0 nao coincide com o horizonte de eventos
r =r,. A regido entre essas duas superficies denomina-se ergoesfera e nela o
vetor de Killing % torna-se de tipo-espago. Desse comportamento resulta que
uma particula material que se encontre na ergoesfera pode extrair energia do
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buraco negro; tal fenomeno é conhecido como processo de Penrose. Em geral,
o ganho de energia 6 M e de momento angular ¢.J esta sujeito a desigualdade

2r  MoM>adJ (2.59)

que, por sua vez, limita a quantidade de energia que pode ser extraida do
buraco negro ([7], pp.366-375).

Como muito do que as solucoes do Teorema 2.3 prevéem estd fora da re-
alidade fisica, sua importancia reside principalmente na analise da estrutura
matematica da teoria. Ao lado disso, é possivel que existam buracos negros
na Natureza provenientes do colapso de massas estelares. A vida de uma
estrela é guiada pela luta entre os efeitos gravitacionais e as pressoes inter-
nas. Originalmente, tais pressoes surgem da queima de combustivel nuclear;
com o término do combustivel, a pressao contraria a gravitacao surge da re-
pulsdo entre elétrons (se essa pressao equilibra o efeito gravitacional, forma-se
uma and branca). Se o processo de colapso continuar, prétons e elétrons se
combinam resultando numa estrela de néutrons, a qual é formada quase que
inteiramente por néutrons. Como um fluido de néutrons é o que existe de
mais denso na Natureza, acredita-se que se a massa da estrela original for
suficientemente alta (superior a dez massas solares), o colapso continuara,
dando origem a um buraco negro ([23]).

Dessa forma, a solu¢ao de Schwarzschild (estatica e esfericamente simé-
trica) descreve o colapso de estrelas sem rotagdo enquanto que a solugao de
Kerr (estaciondria, axisimétrica e invariante por inversoes simultaneas das
coordenadas t e ¢) corresponde ao colapso de estrelas com rotagdo. Além
disso, como tais solugbes sao vélidas apenas no vacuo (7;; = 0, pois Q, =
0) espera-se que elas sejam tteis na descricdo do espago exterior a uma
estrela. Em principio, as métricas de Kerr-Newman e Reissner-Nordstrom
nao descrevem sistemas fisicos possiveis na Natureza na medida em que nao se
concebe a existéncia de um corpo macroscopico que possua carga resultante
nao-nula.






Capitulo 3

FORMALISMO DE
NEWMAN-PENROSE

Nesse capitulo sera introduzida a base matematica para o estudo das per-
turbagoes das métricas descritas no capitulo anterior. O estudo completo
das perturbagoes em buracos negros so foi possivel gracas a uma abordagem
diferenciada das Equacoes de Einstein via formalismo de Newman-Penrose.
Tratado mediante tal formalismo, o problema adquire um carater algébrico
e - 0 que é mais importante - as equagoes sao extremamente simplificadas
para o caso dos buracos negros.

Inicialmente serao introduzidas as nocoes de base de tétrades e coefi-
cientes de rotacao, juntamente com as equagoes fundamentais da teoria. O
formalismo de Newman-Penrose é entao definido como aquele em que as
tétrades sao vetores de tipo-luz que obedecem certas condi¢oes. Também
serao apresentadas as quantidades fundamentais do formalismo - a saber,
os escalares de Weyl, Ricci, Maxwell e os coeficientes de spin - bem como
as transformacoes possiveis nessas quantidades. Finalmente, serd determi-
nada a base de Newman-Penrose a ser utilizada em capitulos futuros bem
como a expressao da solucao geral para buracos negros via formalismo de
Newman-Penrose, manifestando o carater simplificado dos buracos negros
quando descritos em tal formalismo.

49
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3.1 Formalismo de Newman-Penrose

Definicao 3.1 Uma tétrade consiste numa base ortonormal de vetores tan-
gentes definida em cada ponto de um espaco-tempo, ou seja,
9(e(@)s €®) = Gii€{ay€ley = Na)®)> (3.1)

onde g € a métrica do espago-tempo e 1wy € uma matriz simétrica constante.
Da mesma forma, pode-se definir uma base dual de tétrades em cada ponto
do espaco co-tangente, dada por

i ) _ 5(0) i ‘
€t =04 € €ge =0 (3.2)

7

Teorema 3.1 A matriz simétrica constante 1., descreve uma métrica pla-
na no espago-tempo.

Demonstragao.

A equacao (3.1) garante que 7)) define uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada em cada ponto do espago-tempo. Decorre dai que 74)4) admite
uma métrica inversa n(»® tal que

n(a)(b)n(b)(c) — 68)) (33)

Além disso, segue da Definigao 3.1 que

Nowes” = ewi, 1Pey = el (3.4)
¢ (a)
€(a)i€ja = Gij- (35)
A métrica 1, ¢ dita plana, pois suas componentes sao constantes em cada
ponto do espaco-tempo. [ |

Conclui-se da demonstracao do teorema acima que a métrica plana 7))
possui 0 mesmo comportamento que a métrica curva g;;. Mais que isso,
dado qualquer tensor, basta projeta-lo no referencial tétrade, a semelhanca
da equacdo (3.1), a fim de encontrar suas componentes tétrades. Baseado
nesse processo, ¢ possivel estabelecer diferenciacao no formalismo tétrade.
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Definicao 3.2 A derivada direcional de um vetor A, com componentes té-
trades Ay, na dire¢ao ey, € dada por

A0 = eéb)%z‘l(a)- (3.6)

Definicao 3.3 A derivada intrinseca de um vetor A, com componentes té-
trades A(q), na diregao ey, € dada por

Aa)l) = €(yAiri€ly- (3.7)

Teorema 3.2 Sejam Ay, as componentes tétrades de um vetor A na base
tétrade. Entao

Ada)) = €y Ajiily) + Vo) @A (3.8)
e
Ai® = Aw.o) = 1™ Ymy@ o) Am)» (3.9)
onde
_ k i
V() (@)(®) = €(c)Ca)kiiC(n) (3.10)

sao demominados coeficientes de rotagao de Ricci.

Demonstracao.

De (3.6) segue
.0 . : C
A, 0) = € gz (€l A1l = ety Vaileta Al = ey e Aii + Agelyy),  (3.11)

onde foram utilizadas as propriedades da derivada covariante (Defini¢ao 1.5).
De (1.59) obtém-se . ‘
e(a)jAJ = G%G)Aj. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), considerando o fato de que a conexao é rie-
manniana, e projetando o vetor A a semelhanca de (3.1), resulta (3.8).

A equagao (3.9) corresponde a equagao (3.8) reescrita com o auxilio da
definicdo (3.7) e da propriedade (3.4) da métrica plana. |
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Teorema 3.3 Os coeficientes de rotacao de Ricci podem ser determinados,
sem o auxilio de derivadas covariantes, através da expressao

1
Tw®e = 5o Ao — Avewl (3.13)

onde o
M@)o = [ewis — emiilelael): (3.14)

Demonstragao.
Pela Defini¢ao 3.1, tem-se

0 =N(w@®)i = €@jii€p) T €@)i€p)- (3.15)

Além disso, considerando o fato de que a conexao é simétrica, resulta de
(3.14) e (3.10) que

Aa)®)©) = VNa)®) e ~ Ve b)(@- (3.16)
As relagoes (3.16) e (3.15), com uso de (3.12), garantem que (3.13) estd bem
definida. [ |

O teorema acima garante que, uma vez estabelecida a base de tétrades,
toda a andlise do espaco-tempo pode ser feita independentemente de um
conhecimento prévio da conexao riemanniana.

Teorema 3.4 As equacoes fundamentais do formalismo tétrade sdo:

(1) as relagoes de comutagao
@ e®m] =7 0@ ~ 7w (3.17)
(ii) a identidade de Ricci
Ra)v)(e)(@) = ~V@®)(e).(d) T V(a)(®)(d).(c)

) () ) ()
Y@ [W(C) @ ~ ) (c)] VD@V (@) ~ VD@DV m) (o)
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(iii) a identidade de Bianchi'

1 n
Ra)®)[)@)(5) = EZ[(C)(d>( o E@m©@.n =

Y B By m) @@ + Ym0 By my@ + Y@y By o) mm)] -

(3.19)
Demonstracgao.
As identidades de Ricci,
j’klZz‘ = Zj;k;l - Zj;l;ka RS T(JI(M>> (3'2())
e de Bianchi,
1
Rij[kl;m] = _(Rijk:l;m + Rijlm;k + Rijmk;l) = O, (321)

3

sao identidades diferenciais obedecidas pelo tensor de curvatura em uma
conexao riemanniana. As expressoes (ii) e (iii) do teorema podem ser verifi-
cadas diretamente mediante a projecao sobre a base tétrade das identidades
(3.20) e (3.21), respectivamente, e substitui¢ao das derivadas covariantes dos
vetores da base pelos coeficientes de rotacao, dados pela equagao (3.10). A
expressao (i) resulta da agdo do comutador (1.24) sobre um campo escalar
arbitrario, expressa em termos dos coeficientes de rotacao. [

Devido a anti-simetria dos coeficientes de rotagao no primeiro par de
indices, decorrente da expressao (3.15), segue que existem 24 coeficientes de
rotacao de Ricci. Além disso, pela forma como sao construidas as equacoes
do Teorema 3.4, conclui-se que existem 24 relagoes de comutacao, 36 identi-
dades de Ricci e 20 identidades de Bianchi independentes ([7], p.39).

Definigao 3.4 A base de Newman-Penrose (I,n,m,m) consiste em uma
base tétrade formada por vetores de tipo-luz, sendo dois reais (I,n) e dois

I Agrupar um conjunto de indices entre colchetes significa que a quantidade em questao
estd sob a acdo do operador de anti-simetrizacdo (Definicao 1.10).
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congugados-complezos® (m,m), de forma que a matriz Na)®) € dada por

01 0 0
. 10 0 0

o =1""=1 1,09 o _1 (3.22)
00 -1 0

Os vetores da base, considerados como derivadas direcionais, sao denota-
dos por simbolos especiais:

a) e, =e?=D;
b) ey = el = A;
c) eg=—e'=4;e

(3.23)

Os varios coeficientes de rotacao de Ricci, agora denominados coeficientes
de spin, sao representados pelos simbolos:

K=7311 A="uu p=7314 T="Y12 €= %(7211 +9341) a= %(7214 + Y344)

0=17313 V="7242 H="7243 T =724 7= %(7212 +342) B = %(’7213 + Y343)

(3.24)

Deve ficar claro que o conjugado-complexo de qualquer quantidade no for-

malismo de Newman-Penrose pode ser obtido pela substituicao do indice 3,
onde quer que ele ocorra, pelo indice 4, e vice-versa.

Decorre das simetrias do tensor de Riemann em uma conexao riemanniana

numa variedade quadridimensional que os tensores de Weyl e Ricci possuem
dez componentes independentes cada ([7], pp.42-43).

2A base de Newman-Penrose resulta da parametrizacdo complexa do cone de luz -
conjunto de vetores de tipo-luz - em um ponto do Espaco de Minkowski, que d& origem ao
conceito de espinor. Ela é induzida por uma base normalizada do espago de espinores de
ordem 1 (ou vetores-spin). Uma breve introdugéo & dlgebra e ao cdlculo espinorial serd
feita na Segdo 4.1.2; uma exposi¢ao completa do assunto pode ser encontrada em [25].
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Definicao 3.5 No formalismo de Newman-Penrose, as dez componentes in-
dependentes do tensor de Weyl sao representadas pelos cinco escalares com-
plexos,

Uy = —Cli313 = —CpgrsPmIl™m?,

V) = —Choz = _Cpqrslpnqlrmsa

\112 = —01342 = —Opqrslpmquns, (325)
Vs = —Chogn = —ChgrslPnim™n?,

\Ij4 = _02424 = _Cpqrsnpmanms7

denominados escalares de Weyl.

Definicao 3.6 No formalismo de Newman-Penrose, as dez componentes in-
dependentes do tensor de Ricci sao representadas pelos quatro escalares reais
e pelos trés complexos:

1 1 1 1
Dy = —5311, Dyy = —5322, Qg = —§R337 Py = _§R445

1 1 1

D1y = ——(Ria+ Ray), P =Rz, Pro=—-Ro3,
4 2 2
1 1 1 1

A= Byl = E(Rm — Rs1), P19 = —53147 Py1 = _5324-

(3.26)

As quantidades acima sao denominadas escalares de Ricci.

Definicao 3.7 As Fquacoes de Maxwell, as quais descrevem o campo eletro-
magnético, $ao
Fijm =0 e ¢*Fy.=0 (3.27)

ou, em um referencial tétrade?,
F[(a)(b)|(c)] = O (& n(n)(m)F(a)(n)Km) = 07 (328)

onde Fj; denota o tensor de Mazwell.

3As equagoes (3.28) podem ser verificadas a partir da projecdo sobre a base tétrade
das equagoes (3.27) e substituicdo das derivadas covariantes dos vetores da base pelos
coeficientes de rotagao (3.10).
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Definicao 3.8 No formalismo de Newman-Penrose, o tensor de Maxwell
F;;, anti-simétrico de tipo (0,2), € substituido pelos trés escalares complexos

¢o = Fiz = Fyl'm?
¢ = 5(Fiz + Fis) = s Fi(I'n? +mim/) (3.29)
G2 = Fyp = Fiyym'n?

denominados escalares de Maxwell.

Uma vez escolhida uma base de Newman-Penrose é possivel submete-la
a uma transformacao de Lorentz em um ponto e estendé-la continuamente
através do espaco-tempo. Dessa forma, tem-se seis graus de liberdade ao
rodar o sistema tétrade escolhido, correspondendo aos seis parametros do
grupo de transformagoes de Lorentz.

Definicao 3.9 Uma transformacdao geral de Lorentz aplicada a uma base
de Newman-Penrose,(l,n,m,m), é composta das sequintes trés classes de
rotacoes:

a) rotagoes de classe I:

l—l, m—m—+al , m—m+a’l, n—n+a*m+ am+ aa’l;

b) rotagoes de classe 1I:

n—mn , m—m—+bn , m—m+b'n, [—I+b"m+ bm + bb*n;

c) rotagoes de classe I1I:

I— AU, n—An , m—e¥m , m—e m;

onde a,b sdo funcoes complexas e A,0 sao funcoes reais sobre a variedade.

Observacao. E facil verificar que as transformacoes acima formam um
grupo com seis parametros que preserva a métrica 7., da Definicao 3.4.

Definicao 3.10 Uma congruéncia de tipo-luz consiste numa familia de cur-
vas integrais de um vetor | de tipo-luz. Quando as curvas sao geodésicas de
tipo-luz, diz-se que a congruéncia € geodésica (ou de raios).
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Teorema 3.5 Os vetores | da base de Newman-Penrose formam uma con-
gruéncia de geodésicas de tipo-luz se, e somente se, k = 0. Além disso,
as geodésicas estarao parametrizadas por parametros afins se, e somente se,

Re(e) = 0.
Demonstracao.

Da definicao de coeficientes de rotagao de Ricci no Teorema 3.2, segue que
a variagao infinitesimal sofrida pelo vetor da base e(,) na direcao § é

] b 4 ] b c
Seqyi = e@i€ = e V@@ € = —Twme €, (3.30)

em que foi feito uso da anti-simetria dos coeficientes 7(q))(c) N0 primeiro par
de indices.

Aplicando (3.30) para 6/; na diregao [ e, utilizando-se os resultados (3.23)
e (3.24), obtém-se

li;jlj = (e + &)l — kM — K*'m;. (3.31)

As afirmagoes do teorema decorrem da comparagao entre (3.31) e a Definigao
1.7 de geodésica. |

A fim de se encontrar congruéncias de raios nos espacos-tempo que des-
crevem buracos negros é necessario determinar-se a forma explicita das geo-
désicas.

Teorema 3.6 O movimento geodésico em um espaco-tempo com tensor mé-
trico g;; € descrito pela Equagao de Hamilton-Jacobt

05 05 dS

*or =9 oo

(3.32)
onde S denota a funcao principal de Hamilton.
Demonstragao.

Conferir [23], pp.641-649. |
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Teorema 3.7 A Fquacao de Hamilton-Jacobi aplicada a métrica de Kerr-
Newman (e casos particulares desta) € separdvel e apresenta solu¢ao dada
por

o2 =R, (3.33)
p'6* =0, (3.34)
1
PP = ~[2aMrE + (p* —2Mr)L, csc* 0], (3.35)
|
PPt = z(22E —2aMrL.,), (3.36)

onde
R = B+ (a*E? = L.2 = L)r? +2Mr[L+ (L. — aE)* ]| —a®L— 0112 A (3.37)

e
O =L+ (a*E* — L.* csc?0) cos® § — 6,a* cos® 0 (3.38)

Demonstracao.

Substituindo as componentes da métrica de Kerr-Newman (Definigao 2.6)
na Equacao de Hamilton-Jacobi (3.32), resulta

05 1 a a0S| 05, 1ol 05 05, A0S, 108,
287'_,02A[(T a)8t+a8g0 pQSiHQH[(asm 0)8t+8<,0] p2(87"> p2<80)'
(3.39)

A afirmacao do teorema serd verdadeira se a equacao acima admitir solucao
da forma

1

Inserindo (3.40) e utilizando-se a identidade

(aEsin®0 — L,)? csc® 0 = (L csc? 0 — a*E?) cos? 0 + (L. — aFE)?,

a equacao (3.39) pode ser escrita na forma
ds 1

ALy _

{A( dr ) A

+{(CZ—%)2 + (L2 csc? 0 — a®E?) cos? 0 + 61a” cos? 0} = 0.

(r? +a*)E —aL,]* + (L, — aE)? + 6;7*}+

(3.41)
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A equagao (3.41) pode ser separada no par

A(Oldi’”)2 = %W +a?)E —aL.]* - [L + (L. — aE)? + 6117,
S (3.42)
(d—;)Q =L — (L?csc? 0 — a*E? + 61a?) cos® 0,

onde £ é uma constante de separagao. A solucao desse sistema é dada por
1 "VR b
S = 5517 —Et+ L.y —1—/ %dr +/ do+/0O(0), (3.43)

onde R e O sao dadas pelas equagoes (3.37) e (3.38).
As equagoes (3.33)-(3.36) sao obtidas a partir das derivadas parciais da
solugao S em (3.43) com respeito as quantidades conservadas, L, 01, F e L.

Pela Definicao 3.4, tem-se que [ é o vetor tangente a um raio de luz N e
m é um vetor complexo ortogonal a [, de modo que em um ponto p € N, a
parte real de m gera com [ um plano. Considerando um circulo nesse plano
e seguindo os raios da congruéncia [ que interceptam o circulo, na diregao-
futuro (parametro crescente), observa-se possivel contragao (ou expansao),
rotagao e distorgao do circulo (em uma elipse). A contragao (ou expansdo),
a rotagao e a distor¢ao sao medidas, respectivamente, por —Re(p), Im(p) e
o ([7], pp. 56-58). Além disso, k = 0 implica que os raios da congruéncia sao
geodésicas, como demonstrado no Teorema 3.5.

Dentre as congruéncias do vetor [, aquelas responsaveis por uma maior
simplificacao das quantidades e equagoes fundamentais sao as congruéncias
geodésicas sem distor¢ao, para as quais kK = o = 0.(Esse resultado decorre
do Teorema de Goldberg-Sachs; [7], pp.62-63) O principal problema do for-
malismo de Newman-Penrose esta em se encontrar uma base para a qual as
congruéncias de [ sejam geodésicas sem distorgao.

Teorema 3.8 Para o espaco-tempo de Kerr-Newman (e casos particulares
deste), as geodésicas de tipo-luz definidas por

dt  r*+a? dr df do a

- ki i - _ = 3.44
dr A E, dr +E, dr 0, dr AE’ ( )
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definem uma congruéncia geodésica sem distor¢ao para o vetor

r? + a? a

( A RS A )
Dem()nstragéo.

Uma anélise das equagdes do Teorema 3.7 ([7], pp.347-350 e 623) revela
que as drbitas definidas por (3.44) constituem de fato geodésicas de tipo-luz
no espago-tempo de Kerr-Newman (e casos particulares deste).

Definindo-se a base de Newman-Penrose, a partir de (3.44), como

1
[ = _( 2 +a27A707a)a
Al
n = 2—p2(7"2 +a? —A,0,a),
1 (3.45)
m = ——=(iasin 0,0, 1,icsc ),
m = (—iasind,0,1, —icsch),
V2
onde
p=r+iacosf, p*=r—iacosf, e p*=pp*, (3.46)
segue das equagdes (3.13), (3.14) e (3.24) que Kk = 0 = 0. |
Teorema 3.9 O conjunto de vetores de tipo-luz
Lo o
l=—(r*+4a*A0,a),
A1
n= ﬁ(ﬂ +a? —A,0,a),
” (3.47)
m = ——=(tasin, 0, 1, icsc ),
m= (—tasin 6, 0,1, —icsch),
p*V2
onde
p=r-+iacosl, p*=r—iacosh, e p?= pp*, (3.48)

constitui uma base de Newman-Penrose para a métrica de Kerr-Newman (e
casos particulares desta). Além disso, os coeficientes de spin e os escalares



CAPITULO 3. FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE 61

de Weyl e Maxwell para esse espaco-tempo, em termos dessa base, sao dados
por

k=c=A=v=¢ec=0, (3.49)
1 3 cot 0 tasin 0 1asin 0 (3.50)
pP=—= = —— 7= N=—"7 T=—"—"""7 .
p* p2V2 P22 P2V/2
A r—M
— — — 7 — 8 3.51
S =t e a=n= 4 (3.51)
Wy= W, = Wy = W, =0, (3.52)
M 2
. (3.53)
() p(p)?
$o = ¢2 =0, (3.54)
Q-

= —f— 3.55
ST 359

Demonstragao.

A afirmacao de que o conjunto (3.47) constitui uma base de Newman-Penrose
decorre diretamente da Definicao 3.4. Aplicando a esse conjunto as equacoes
(3.24), (3.13) e (3.14), obtém-se os coeficientes de spin (3.49)-(3.51). Os es-
calares de Weyl e Maxwell (3.52)-(3.55) resultam das equagoes do Teorema
3.4 e das Definigoes 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, quando se faz uso das componentes
do tensor de Riemann na métrica de Kerr-Newman (2.50), obtidas a partir
das Equagoes de Maurer-Cartan (ver nota de rodapé 3 na pagina 36). H

O Teorema 3.9 revela a adaptabilidade dos buracos negros ao formalismo
de Newman-Penrose, nao apenas pela descricao unificada das solucoes, mas
principalmente pela simplificacdo algébrica (k = 0 = A =v =¢ = ¥, =
U, = U3 = ¥, = 0) proporcionada nesses casos. Tal simplificagao deve-se
ao fato de que os espacos-tempo caracteristicos de buracos negros permitem
uma simplificagao do tensor de Weyl, mediante transformacoes da base de
Newman-Penrose (Definigao 3.9), que tornam as congruéncias formadas pelos
vetores [ e n geodésicas sem distor¢ao ([7], pp.62-63).
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3.2 Cones de Luz

A nocao de campos de tétrades, compondo bases ortonormais sujeitas ao
grupo de transformagoes de Lorentz corresponde a construcao de referenciais
inerciais ao longo do espaco-tempo. Para o Espaco de Minkowski, esses
referenciais sao globais, enquanto que no caso geral sua definicao é local
(Secao 1.2).

O formalismo tétrade foi desenvolvido por Cartan e é equivalente ao for-
malismo tensorial da geometria riemanniana, mas enquanto esse ultimo con-
centra as propriedades do espacgo-tempo nas componentes do tensor métrico,
a abordagem tétrade focaliza a andlise na geometria dos vetores da base,
através dos coeficientes de rotacao. Dessa forma, pode-se explorar as sime-
trias presentes em certo espago-tempo e escolher bases tétrades que se adap-
tem ao problema.

Outro conceito introduzido por Cartan, e desenvolvido por Penrose, é o de
espinor (Segao 4.1.2), o qual surge no processo de parametrizacado complexa
do cone de luz, definido como o conjunto de vetores de tipo-luz na origem
do Espago de Minkowski. Como a algebra tensorial esta incluida na algebra
espinorial, pode-se entender os tensores como sendo um tipo de espinor, mais
precisamente como espinores ‘“reais”. A base de Newman-Penrose consiste
em um conjunto de espinores de ordem 2, mas pode ser vista, via inclusao,
como uma tétrade de tensores reais e “complexos”. Nesse sentido, uma base
de Newman-Penrose corresponde a utilizacao das congruéncias de raios de
luz como referenciais.

O formalismo de Newman-Penrose foi construido de modo a descrever
o espago-tempo por meio da geometria (coeficientes de spin) dos cones de
luz. Isso decorre da forte crenca de Roger Penrose de que o elemento essen-
cial de um espaco-tempo é sua estrutura de cone de luz. Além do carater
algébrico que a teoria adquire, com a possivel classificacao dos espacos-tempo
de acordo com a forma do tensor de Weyl ([7], pp.58-62), ¢ nas solugoes
representativas dos buracos negros que a estrutura do cone de luz se mostra
mais efetiva, como evidenciado pela expressao simplificada desses espagos-
tempo (Teorema 3.9) e pela separagao das varidveis na fungao principal de
Jacobi (Teorema 3.7).

Nos capitulos seguintes, a adaptabilidade do formalismo de Newman-
Penrose aos buracos negros se tornara evidente, na medida em que permitira
o estudo das perturbacgoes dos mesmos através da separabilidade, e con-
seqiiente resolucao, das equagoes fundamentais da teoria.



Capitulo 4

PERTURBACOES DE
BURACOS NEGROS

Este capitulo é devotado ao estudo das perturbagoes dos buracos negros de
Kerr e Schwarzschild, para os quais existe um tratamento analitico completo
da teoria. As perturbagdes em buracos negros carregados (Kerr-Newman e
Reissner-Nordstrom) serao analisadas no préximo capitulo.

Estudar as perturbagoes em buracos negros consiste em se descrever a
propagacao de ondas de diferentes tipos pelo espago-tempo e como elas sao
espalhadas e absorvidas. A necessidade de tal estudo surgiu no contexto
da estabilidade de buracos negros, isto é, a configuracao de colapso deve
ser estavel a qualquer tipo de perturbacao externa a fim de que tais objetos
possam se manter na Natureza (e serem detectados). Em outras palavras, um
buraco negro sera estavel se toda perturbacao inicial com suporte compacto
permanecer limitada durante sua evolugao ([7], pp.199-200).

Inicialmente as equacoes dos campos de particulas sem massa - fétons,
neutrinos e gravitons - serao expressas de forma apropriada a solucao de
Kerr e entao reduzidas e separadas nas chamadas Equacgoes de Teukolsky.
A partir de uma forma padrao das Equagoes de Teukolsky, serao determi-
nadas condicOes necessarias e suficientes para transformé-la numa equagao
de onda. Em cada caso (fétons, neutrinos e gravitons), serdo obtidas as bar-
reiras de potencial e as solucoes, denominadas modos normais, das respecti-
vas equagoes de onda. Finalmente, sera feita uma andlise dos coeficientes de
reflexao e transmissao das ondas incidentes nos buracos negros a fim de se
entender como elas sao espalhadas e absorvidas.

63
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4.1 Equacoes de Teukolsky

Como a métrica de Kerr é estacionaria e axisimétrica, é natural analisar uma
perturbacao geral desse espaco-tempo como uma superposi¢ao de ondas com
diferentes freqiiéncias w e periodos m em .

Definicao 4.1 Uma perturbagcao consiste numa superposicao de diferentes
modos com uma dependéncia nas varidveis t e ¢, dada por

glwitme) (4.1)
onde w é um real positivo e m, um inteiro positivo, negativo ou zero.

No que segue, o fator comum da Definicao 4.1, presente nas quantidades
que descrevem a perturbacao, serd omitido de forma que tais grandezas es-
tarao representadas por suas amplitudes. Em principio, nao hd motivo para
se esperar que a dependéncia das amplitudes nas variaveis restantes, r e 0,
seja passivel de separacao. E um resultado surpreendente [29] que essa sepa-
ragao seja possivel quando as equacoes dos campos de onda sao escritas no
formalismo de Newman-Penrose com a base de vetores escolhida no Teorema
3.9.

Teorema 4.1 Seja (I,n,m,m) a base de vetores do Teorema 3.9. Quando
tais vetores atuam sobre fungoes com a dependéncia em t e ¢ especificada
na Definicao 4.1, resulta

l = D - Do,
- A
p
1 (4.2)
m=06=—=L,
V2
1
m_é* - 0,
P2

'Para o buraco negro de Schwarzschild, m = 0 devido & simetria esférica.
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onde

1K r— M
Dn = a7" AN 2 )
+ A + 2n A
K - M
DL:@—ZK—i—QnT —
(4.3)
L, = 0y + Q + ncot 0,
Ll =0y — Q + ncot 6,
e
K = (r*+ad*)w+am, Q = awsinf + mesch, (4.4)
p=r+iacosf, p*=r—iacosh, p?>=1r>+ a®cos?d.
Demonstragao.

As expressoes (4.2) resultam da aplicacao direta das equagoes (3.47) so-
bre os modos descritos na Defini¢ao 4.1. |

Estabelecida a formulacao matematica do problema, o objetivo agora
consiste em expressar as equagoes das particulas sem massa - fétons, neutri-
nos e gravitons - no formalismo de Newman-Penrose, reduzi-las e separa-las
a fim de se obter as Equacoes de Teukolsky. Esse procedimento serd feito
caso a caso.

4.1.1 Fotons

Teorema 4.2 As Equagoes de Mazwell (Definicao 3.7) no formalismo de
Newman-Penrose sao

D1 — 0o = (7 — 2a) o + 2p1 — Ko, (4.6)
Doy — §"p1 = — Ao + 211 + (p — 2¢) o, (4.7)
01 — Ao = (1 — 27) o + 271 — 03, (4.8)
0ps — Ay = —vg + 2u¢ + (T — 23) o, (4.9)

onde ¢o, ¢1, ¢2 sao os escalares de Mazwell, A, «, p, &, p, v, 7, 0, v, 5
sao os coeficientes de spin e D, A, §, 6" representam os operadores derivada
direcional da base de Newman-Penrose (Teorema 4.1).
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Demonstracao.

O sistema (4.6)-(4.9) é obtido quando as equagoes (3.28) sdo escritas a partir
dos escalares de Maxwell (Definicao 3.8), dos coeficientes de spin (3.24) e dos
operadores (4.2). |

Teorema 4.3 A propagacao de fotons no espaco-tempo do buraco negro de
Kerr € governada pelas equagoes

(ADyD} — 2iwr)(ARL1) = Q(AR,,), (4.10)
(AD}Dy + 2iwr)R_y = QR_4, (4.11)
(L5L1 + 2awcos0)S4 = —QS.4, (4.12)
(LoL] — 2awcos0)S_; = —QS_,, (4.13)
com

¢o = Ry1(r)S+1(6) (4.14)

¢ |
gb? = 2<ﬁ*)2R—1(T)S—1(0)7 (415)

onde Q € uma constante de separacdo, e Riq e Si1 sao, respectivamente,
fungoes de r e 6 somente.

Demonstragao.

Substituindo nas Equagoes de Maxwell os coeficientes de spin (3.49)-(3.51),
apropriados a métrica de Kerr (Q. = 0), as derivadas direcionais definidas
em (4.2), e fazendo as substituicoes

Do =g, P1=01p"V2 e Dy =20(p")?, (4.16)

com p e p* definidas em (4.5), obtém-se um sistema de quatro equagoes
lineares de 1* ordem que podem ser reduzidas ao sistema

Lpt — Lye -
)+ ADy+ (D]~ )@ =0, (417)

iasin 6 1a sin 0

PGy

[(ch+
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1 1

[ - — =
(Lo + )+ A(Do—l—ﬁ*)(Do ﬁ*)]% 0, (4.18)

medlante a eliminacdo de @, devido a comutatividade dos operadores (Dy+
) (L + ’“Zme) bem como dos operadores (Ly + ’“Zme) e A(D} + ﬁi)
A equagao (4.17) pode ser simplificada fazendo-se uso das identidades

iasin @ 1a sin 0

(L]~

1 1 27K
A(Dy + —)(Df — =) = AD, D} — =,
p I p
1asin @ tasin @ 2ia sin 0
(ch+ )Ly — > )= LIL; + > Q,

K —aQsinf = p*w,

em que K e () estao definidas por (4.4). Reducao semelhante pode ser feita
a equacao (4.18), de modo que o sistema (4.17)-(4.18) se torna

[AD D! + £ 21 — 2iw(r + ia cos 6)] Dy = 0, (4.19)
[ADIDy + LoL] + 2iw(r + iacos )] @y = 0. (4.20)

A separagao das equagoes (4.19)-(4.20) é entao possivel mediante as substi-
tuigoes

Oy = R1(r)S11(0) e Py =R _1(r)S_1(0), (4.21)
resultando nas equagoes (4.10)-(4.13). |

Observacao. A constante de separacao Q é unica porque as equagoes
(4.12) e (4.13) sao conjugadas complexas de modo que as fungoes S.; e
S_1 admitem o mesmo conjunto de auto-valores; tais equagoes podem ser
expandidas e resolvidas a fim de se obter a constante de separagao. Além
disso, observando (4.10) e (4.11), conclui-se que AR, e R_; também satis-
fazem equagoes conjugadas complexas.

As equagoes (4.10)-(4.13) e as fungoes Ry e Sy sdo denominadas, res-
pectivamente, Equacoes de Teukolsky e Funcoes de Teukolsky.

4.1.2 Neutrinos

A fim de se expressar as Equacoes de Dirac - que descrevem o campo de
neutrinos - no formalismo de Newman-Penrose, serao apresentadas a seguir as
nocoes basicas do formalismo espinorial o qual estd intimamente relacionado
com a estrutura dos cones de luz.
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Formalismo Espinorial

Definicao 4.2 Um cone de luz consiste no conjunto dos vetores nulos (ou
de tipo-luz) através da origem do Espago de Minkowski.

A nocao de espinor surge da observacao de que o cone de luz em torno
da origem do Espago de Minkowski admite parametrizacao complexa, isto é,
um ponto no cone de luz pode ser representado tanto por uma matriz com
quatro entradas reais como por uma matriz com duas entradas complexas.

Definicdo 4.3 Os espinores de ordem 1, €4 e €', sdo vetores complezos em
espagos bidimensionais, (A, A" = 0,1), sujeitos as transformagoes

Eh=ape? e & =age”, (4.22)

— A/ ~ . . .
onde (a4) e (a%,) sdo matrizes conjugadas complezas unimodulares®, deno-
minadas matrizes-spin.

Teorema 4.4 Cada espinor de ordem 1 representa um ponto do cone de luz.

Demonstracao.

Seja €4,(A = 0,1), um espinor de ordem 1 e considere o ponto z%,(i =
0,1,2,3) no Espaco de Minkowski, dado por

2= f<5°£°’+s &),
o= (8 + 68,
72 i(&%l’ £€%) .
\{_ 00/ 11
x’ = 7(66 —&¢),
ou, inversamente,
e = %(wo +a?), ¢ = %(:rl +ia?),
4.24
8 = (@l —ia?), €8 = @ o) .

2A condicdo de unimodularidade aqui significa determinante real unitério.
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Por essas equacoes, resulta
(2%)? = (@) = (2%)* = (2°)* = 2(£°€7 "¢ = 267" ) = 0. (4.25)

Além disso, definindo-se % em termos de &2 e €4 & semelhanca de (4.22),
pode-se mostrar ([7], pp.532-533) que as matrizes-spin da Definigao 4.3
constituem-se em condicao necessaria e suficiente para que a transformacao

i ping
T, = [
seja lorentziana. [ |

E importante observar que existem duas classes de espinores (com e sem
linha) conforme as transformagdes as quais elas estao sujeitas. Isso se deve
ao fato de que existem dois conjuntos de vetores-spin, S* e S#', interligados
pela relacao de conjugacao |,

¢h= (¢ estm eV = (7,8 e sY, (4.26)

. ~ A/ ~ .
de maneira que as componentes de &4 sdo as conjugadas complexas das
componentes de £4.

Teorema 4.5 O conjunto dos vetores-spin, S*, forma um espaco linear bidi-
mensional sobre o corpo dos complexos e admite um produto interno anti-

simétrico € g, definido por
0 1
€EAB — < 10 > . (427)

Demonstracao.

Sejam k = (k% k1), w = (v’ w') € S e considere as operagoes:
(i) adigao: 84 x §4 — 84, dada por

k+w= (k" k) + (W) = (K" 4+ k' +wh); (4.28)
(ii) multiplicacdo escalar: C x 84 — §4, dada por

e = MK, k) = (AR°, Ak); (4.29)
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(iii) produto interno: S* x S4 — C, dado por

{k,w} = {(k° k"), (W, ")} = KW' — K'WO. (4.30)

Utilizando-se a Definicao 4.3, pode-se verificar facilmente que tais ope-
racoes permanecem invariantes por transformacoes-spin. O resultado do
teorema é conseqiiéncia das definigoes (4.28)-(4.30). |

Observagao. Analogamente, pode-se demonstrar um resultado similar
para o conjunto S*" dos vetores-spin definidos por (4.26).

Da mesma forma que no caso tensorial (Teorema 1.3), pode-se construir
a dlgebra espinorial gerada pelos espacos lineares S e S#', através de classes
de equivaléncia de somas formais de produtos formais ([25], v.1, Capitulo 2).
Assim, definem-se espinores de ordem superior como, por exemplo,

XAB ¢ 84 ® 84,
XAB’ c SA ®SAI,
X4P € 84 @ 8% ® Sa,

onde S, denota o dual de S*.

A necessidade de se construir a &lgebra espinorial a partir dos espacos S*
e S, e ndo apenas S, reside no fato de que, desse modo, a dlgebra tensorial
pode ser vista como estando incluida na dlgebra espinorial, da mesma forma
com que o corpo dos numeros reais esta incluido no corpo dos complexos.
Assim, um tensor real (ou simplesmente tensor) corresponde ao espinor que
é invariante pela operagdo de conjugagao (4.26), ou seja, corresponde aos
elementos da &lgebra espinorial gerados por S* ® S4’ que sao hermitianos.
Os espinores, em geral, gerados por S ® S* sdo denominados tensores
complexos.

Embora o conceito de espinor esteja associado a nocao de vetor nulo
(Definigao 4.2), segue da unicidade expressa no Teorema 1.3 e do fato de
os vetores nulos gerarem o Espaco de Minkowski que a &algebra tensorial
induzida pela algebra espinorial estda bem definida.

Pelo que foi visto, um vetor tangente pode ser expresso através de uma
base de T} (M) ou por meio de uma base de SA. A correspondéncia entre
essas bases ¢é feita pelos simbolos de Infeld-van der Waerden.

Definicao 4.4 Sejam {£4: A = 0,1}, {4 : A = 0,1} uma base para S4,
e sua dual, e sejam {e; : i = 0,1,2,3}, {e' : i = 0,1,2,3} uma base para
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TH(M), e sua dual. Os simbolos de Infeld-van der Waerden sio definidos
por’
o = i1,
(4.31)
oyp = (Eaép)e’.

A Definicao 4.4 permite representar as componentes do vetor K em ter-
mos das componentes do mesmo vetor numa base espinorial, e vice-versa,
isto é,

K' = olyp KAP' ¢ KAP = gAB' K (4.32)

Das equagoes (4.32) segue que as matrizes-o devem ser hermitianas quan-
do o vetor K for real. A equacao (4.32) pode ser generalizada para tensores
de ordem superior de forma natural; por exemplo, as componentes do tensor
meétrico sao dadas por

9ij = UfB/UfDIEACEB'D'- (4.33)

Com base no fato de que o espago-tempo é localmente semelhante ao
Espaco de Minkowski, é possivel estabelecer, a semelhanca das tétrades no
caso tensorial, uma base espinorial ortonormal em cada ponto do espago-
tempo, C{;) e C(f‘l/,) (a,a’ =0,1e A, A" =0,1), denominada base diade’. Em

particular, os espinores da base diade receberao simbolos especiais,
C(’%) =0 ¢ Cé) =, (4.34)

e a condigao de normalizagao serd expressa por (Teorema 4.5)

eapotP = 0% — oM = 0 = —0oty = 1. (4.35)
Teorema 4.6 Os espinores da base diade determinam uma base de Newman-
Penrose através da correspondéncia

1 0 / 0 0 /
UE&B’:<0 0):(76437 0-1143’:(0 1>:Ui4B7

0 1 / 00 /
0-213’:(0 0):0-§43a Ui&B’:(l O):U?B'

3Cada operagao em (4.31) corresponde & expressao de mudanga da base de Ty (M)
para a base de S* ® SA', e vice-versa.

4A existéncia de campos de espinores globais depende de condicdes topoldgicas do
espago-tempo considerado. Uma condigdo necessaria e suficiente é que o espago-tempo
seja ndo-compacto e paralelizdvel (Teorema de Geroch) de forma que o médulo dos vetores-
spin possa ser finitamente gerado ([25], v.1, Capitulo 1).

(4.36)
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Demonstracao.

Considere o vetor K escrito em termos da base diade,
K = K% 0458 + K% o4P + K465 + KW, (4.37)
e de uma base (I,n, m,m),
K =K%+ K'n+ K*m + K*m. (4.38)

Das equagoes (4.32) e (4.36), resulta

KOO’ KOl’ KO K2
( Ko g ) = ( K3 K! ) . (4'39)

Substituindo (4.39) em (4.37), e comparando com (4.38), segue

_
[ = 0468

_ _ !
m = 110?,

oAiB/,
AB' (4.40)

) m =
n =11

Basta agora observar, a partir das equagoes (4.26), (4.30) e (4.35), que os
vetores (4.40) satisfazem as condi¢oes da Definigao 3.4. |

Teorema 4.7 Os espinores da base diade determinam uma tétrade no Espaco
de Minkowski através da correspondéncia

/ 1 10 / 1 01
AB' _ _ 0 AB' _ 1 _ 1
7 =75 (0 1) = a5 (1 0) ke

Demonstragao.

Considere o vetor K escrito em termos da base diade,

K = K% 0458 4+ K% 047 + K467 + KW (4.42)
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e de uma base (t,z,y, 2),
K=K%+K'z+ K*y+ K*2. (4.43)

Das equagoes (4.32) e (4.41), resulta (ver equacao (4.24))

(040" — 1Y) = —(1 —n).

KOO’ KOl’ 1 KO + K3 Kl + iK2
KW g = ﬁ Kl —iK? KO _ K3 (4'44)
Substituindo (4.44) em (4.42), e comparando com (4.43), segue
t= L(of“af" +0M) = L(l +n)
Vi P
r = —(047" +145Y =—(m-+m),
7 )= e .
= — (oM + 140 = —(m—-—m),
y \/5( ) \/5( )
1 1
V2

>

Basta agora observar, a partir das equagoes (4.26), (4.30) e (4.35), que os
vetores (4.45) satisfazem as condigbes da Definicdo 3.1 para a métrica de
Minkowski (ver equagao (1.75)

1 0 0 0
o -1 0 o
1o o -1 o0

00 0 -1

Decorre da equagao (4.40) que os equivalentes espinoriais para os opera-
dores derivada direcional do formalismo de Newman-Penrose sao dados por

800/ — D - llaz, 301/ - (5 - miaz‘,
i (4.46)
(910/ =0* = mi&-, 811/ =A= n’@l

A derivada covariante de um campo espinorial Xops é definida de forma
natural através da correspondéncia

Vi«—Vap (4.47)
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de forma que
XCD/ -AB! — UC’D’UAB’X (4.48)

A unicidade da definigdo é garantida por um conjunto de axiomas ([7],
pp-539-543). Da mesma forma que no formalismo tétrade, é possivel definir a
nocao de deriva¢ao intrinseca para espinores como a projecao na base diade
da derivada covariante de campos espinoriais.

Definigao 4.5 A derivada intrinseca de um componente diade, &gy, de um
espinor ao longo da dire¢ao (b)(c') €

Sy = S{néaer e, (4.49)

ou, equivalentemente,
§(a)BCr = §(?1)5A;BC/, (4.50)

onde Cé) sao os espinores da base diade.

Definigao 4.6 Os cocficientes de spin, Iy )@y, sao definidos no forma-
lismo diade por
Loy = @rl.cp S (4.51)

ou, equivalentemente,

F( )(b)CD! — [C(a ]CD/g(};)‘ (452)

Teorema 4.8 As derivadas intrinsecas das componentes diades de espinores
de ordem 1, {4 € €@ sdo expressas em termos dos coeficientes de spin por

) B = &(a),BCr T+ F(d)(a)Bcf(d) (4.53)

€l = € + Tl o€, (4.54)

Demonstragao.

Contraindo a equagao (4.52) com Cg’) e fazendo uso das relagoes

b b
Cally = —Cmlwa = €aw € (aC®* = —Cé)d) = 5((637 (4.55)

as quais sao conseqiiéncias das definigoes (4.30), (4.34) e (4.35), segue que

b
[Ca)E);cp = —CE b)(a)cD' = Cb)E Ea))CD,. (4.56)
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Agora, de (4.50) tem-se

Siser = (mbaer = [6aC(hy)iser — €alC))ier. (4.57)

A partir das equagoes (4.48), (4.33) e (4.55), é possivel demonstrar ([7],
pp.540-541) que

[y rlienClay = =1 lion Cayr (4.58)
Utilizando (4.56), (4.58) e observando que & Acé) = {(o) ¢ um escalar, resulta
(4.53). Analogamente, encontra-se o resultado (4.54). |

Como a derivada covariante obedece a regra de Leibniz, o Teorema 4.8
pode ser estendido naturalmente a fim de se determinar a derivada intrinseca
dos espinores de ordem superior.

De (4.58), segue que os coeficientes de spin sao simétricos no primeiro
par de indices de modo que existem apenas 12 coeficientes independentes
([7], p-541). Sao eles:

(c)(d)\(a)(b) | 00 | 01ou10 | 11
00’ K € T
Lo @) 10 p a A (4.59)
01’ ol B |nu
17 T 0% v

A fim de se demonstrar a equivaléncia das definicbes dos coeficientes
de spin nos formalismos espinorial e tétrade serd necessario fazer uso do
resultado a seguir.

Lema 4.1 (Lema de Friedman)
1 g o _
Pawen = 5e* ¢ Sopuelen (4.60)

onde C ((f, e C(p) gk, rr sao vetores da base de Newman-Penrose, de acordo
com (4 55)

Demonstracao.

Basta expandir o lado direito de (4.60) por meio da regra de Leibniz (pro-
priedade (d), Definicao 1.5) e reduzi-lo com o auxilio das relagoes (4.55) e
da Definigao 4.6. [
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Teorema 4.9 As defini¢oes (4.59) para os coeficientes de spin concordam
com aquelas dadas no Capitulo 3, equagoes (3.24), em termos dos coeficientes
de rotagao de Ricci, 7;ji-

Demonstracao.

Decorre do Lema de Friedman e das definigoes (4.34), (4.40), (4.46) e (3.24).
|

Equacoes de Dirac

Definicao 4.7 As Fquacoes de Dirac no Espaco de Minkowski, as quais
descrevem o campo de neutrinos, sao

o OiPA =0, (4.61)
ol 0iQ* =0, (4.62)
onde o'y sao as matrizes de Pauli (4.41), a menos do fator %, e (P4,Q%)
¢ um par de espinores que descrevem a funcdo de onda. A generalizag¢do

dessas equacoes para um espaco-tempo curvo € dada por

ol Qf =0, (4.64)
onde (Teorema 4.6)
i I om

Teorema 4.10 As Equacoes de Dirac no formalismo de Newman-Penrose
8a0

(D+e—p)F1+ (0" +7m—a)F, =0, (4.66)
(A+p—yE+ (@ +p—7)F =0, (4.67)
(D+e" = p")Gy— (0 + 7" —a")Gy =0, (4.68)
(A+p* =G — (0 + B —7)Gy = 0, (4.69)

O’I’LdEFl :PO; F2 :Pl; Gl :Ql_/ eGQ = _QOI; g, p, T, o, U, 7, ﬁ7
T sao os coeficientes de spin e D, A, §, 0* sao os operadores da base de
Newman-Penrose (Teorema 4.1).
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Demonstracao.

O sistema (4.66)-(4.69) ¢é obtido expandindo-se a equagao (4.63) e a conju-
gada complexa de (4.64), para B’ =0 e B’ = 1, e fazendo uso das definigoes
(4.65), (4.46), (4.54) e (4.59). |

Teorema 4.11 A propagacao de neutrinos na geometria de Kerr é gover-
nada pelas equacoes

AD:DJ(AZR, 1) = Q*(A3R, 1),
ADI\DyR_; = Q°R_1,

LiL,8,=-0Q%S,, 4.72
L:iLhS 4 =-0%S 4, 4.73
com 1 1
PO:E 7%(7’)37%(9), P1:5R+%(7‘)5+%(9), (4.74)
1 1
QY = —ER_%(T)5+%(9), QY = ER+%(T>S_%(9), (4.75)

onde Q ¢é uma constante de separacao, e R, 1 e S_ 1 sao, respectivamente,
_ 2 2
fungoes de r e 6 somente.

Demonstragao.

Inserindo os coeficientes de spin (3.49)-(3.51), apropriados a métrica de Kerr
(Q« = 0), as derivadas direcionais definidas em (4.2) e fazendo as substi-
tuigoes (4.74) e (4.75), as Equagoes de Dirac do Teorema 4.10 produzem

('DOR71)57% + (27§£%S+%)R+% =0,
(ADIR,1)S,1 — (273LLS )R 4 =0, .
(’DORfé)SJr% - (27%5[157%)]?%% =0, (4.76)
(A'D;R_,_%)S_% + (2+%E%S+%)R_% = 0.

Estas equagoes implicam a separagao em quatro equacoes envolvendo a parte
radial e quatro envolvendo a parte angular. Devido a consisténcia desse
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sistema de oito equacoes, as constantes de separacao podem ser expressas
por uma tnica constante Q (ver observacao apés Teorema 4.3), resultando
nos dois pares de equacoes

(4.77)

Log (4.78)

Com as substituicoes
2:0—Q e 2'R_,—R i, (4.79)

as equagoes (4.77) e (4.78) podem ser reescritas como

(4.80)

e combinadas de modo a fornecer o sistema desacoplado (4.70)-(4.73).

Devido a semelhanca formal manifesta entre os Teoremas 4.3 e 4.11, as
equagoes (4.70)-(4.73) também serdao denominadas Equacdes de Teukolsky.

4.1.3 Gravitons

Ao contrario dos campos de fotons e neutrinos, nao se conhece uma definigao
geral para o tensor energia-momento do campo gravitacional. Dessa forma,
nao existe um analogo das Equacoes de Maxwell ou Dirac para os gravitons.
Portanto, a fim de se estudar o comportamento das ondas gravitacionais
incidentes no buraco negro de Kerr, é preciso analisar as perturbagoes nas
componentes da métrica.

De acordo com o Teorema 3.9, a descricao do espaco-tempo de Kerr
(assim como de todos os buracos negros) no formalismo de Newman-Penrose
é bastante simplificada pelo anulamento dos escalares de Weyl, ¥y, ¥y, Wy
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e Wy, e dos coeficientes de spin, x, o, A e v, na base escolhida. Quando
o buraco negro de Kerr é perturbado gravitacionalmente, tais quantidades
deixam de se anular e adquirem valores de primeira ordem de grandeza. No
que segue, as equagoes que governam as perturbagoes nessas quantidades
serao obtidas e separadas de forma analoga ao procedimento realizado nas
Secoes 4.1.1 e 4.1.2 para os campos de fétons e neutrinos. Uma anélise
completa do problema, envolvendo a perturbacao nas demais quantidades
da geometria de Kerr aqui nao consideradas, é extremamente complexa -
envolvendo as relagoes de comutacao e um conjunto maior de identidades
de Bianchi e Ricci - e pode ser encontrada em [7], Capitulo 9.

Teorema 4.12 O comportamento dos escalares de Weyl, Uy, Ui, U3 e Wy,
e dos coeficientes de spin, k, o, A e v, € descrito pelas quatro identidades de
Bianchi e pelas duas identidades de Ricci (Teorema 3.4), dadas por

(5* — 4o+ W)qlo — (D — 2e — 45)\111 = 3/@"1’2, (481)

(A — 4y + p) Vg — (§ — 47 — 20)¥; = 300y, (4.82)
(D—p—p"—3c+e)o—(0—7+7" —a" —38)k = Yy, (4.83)

e

(§+48 —7)¥y — (A + 2y +4p) V3 = —3v¥,, (4.85)

A+ p+p +3y—yIN=(+3a+ " +7—7)w =0y (4.86)
Demonstracao.

O sistema (4.81)-(4.86) ¢ obtido quando as equagoes (3.18) e (3.19) sao es-
critas a partir dos escalares de Weyl (Definigao 3.5), dos coeficientes de spin
(3.24) e dos operadores (4.2). A razao para a escolha dessas seis equagoes,
dentre todas possiveis, reside no fato de elas serem matematicamente sim-
ples, pois sao homogéneas e lineares nas quantidades consideradas, Vg, ¥y,
U3, Uy, Kk, 0, A e v. Como as perturbagoes nessas quantidades sao de 1¢

ordem, todas as demais quantidades podem ser substituidas por seus valores
nao-perturbados ([7], p.431). |
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Teorema 4.13 A propagacao de grdvitons no espaco-tempo de Kerr é go-
vernada pelas equagoes

(AD_ D} — 6iwr)(A?R4s) = Q(A?R,,), (4.87)
(AD' Dy + 6iwr)R_y = QR_,, (4.88)
(L, Ly + 6awcos 0) S,y = —QS,o, (4.89)
(L_\ L) — 6awcos0)S_p = —QS_,, (4.90)
com

o = Roo(r)S2(0) (4.91)

¢ 1
Uy = —— R (r)S_s(0), (4.92)

(7*)
onde Q ¢ uma constante de separacao, e Rio e Sio sao, respectivamente,
fungoes de r e 6 somente.

Demonstracao.

A demonstracao é andaloga ao processo descrito na obtencao das equagoes

(4.10)-(4.13). Para o caso dos gravitons, devem ser feitas as substituigoes
K op
e s=

)2 )

q)O = q107 CI)l = \111,5*\/57 k= 29 (493)

—x\3 —% =2

Dy = Uy(p*)*, 3= V3

) € nN=—r,
V2 2 V2
e usar as identidades,
Q.o+ Qcotf = 2aw cos b,
K —aQsinf = p*w,

a fim de reduzir o sistema (4.81)-(4.86) a um sistema de duas equagoes
lineares de 2% ordem em &, e ¥4, cujas variaveis podem ser separadas medi-
ante as substituicoes

(I)o = R+2(7")S+2(9) (& (I)4 = R_Q(T')S_Q(e).
[

As equagoes do Teorema 4.13 sdo também denominadas FEquacoes de
Teukolsky.
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4.1.4 Equacgoes Gerais de Teukolsky

E impossivel nao se surpreender com a simetria intrinseca apresentada pelas
Equagoes de Teukolsky na geometria de Kerr, presentes nos Teoremas 4.3,
4.11 e 4.13, sugerindo uma possivel representacao geral e um tratamento
formal (que seré feito na préxima sec¢ao) englobando os trés casos estudados.

Definicao 4.8 As FEquacoes Gerais de Teukolsky, aplicaveis as particulas
sem massa de spin s (fotons:s = 1; neutrinos: s = %; gravitons: s = 2), sao
dadas por

{AD,_ D} —2(25 — 1)iwr}P,, = QP,,, (
{AD! Dy +2(25 — 1)iwr}P_, = QP_, (
{0 L, +2(25 — 1)awcos0}S,, = —QS,, (4.97

{L1_LT —2(25 — Dawcos}S_, = —QS_,, (

onde Prs =A°R.s e P, =R_,.

A interpretacao fisica das perturbacoes de buracos negros consiste na
analise das Equacoes de Teukolsky para a parte radial, cuja resolugao com-
pleta estéa condicionada a determinacao da constante de separagao, obtida
através da normalizacao e solucao da parte angular.

4.2 'Teoria da Perturbacao

A andlise matematica das perturbagoes do buraco negro de Kerr sera feita
em trés passos: na Secao 4.2.1, as Equagoes Gerais de Teukolsky que gover-
nam a parte radial da perturbacao serao transformadas em uma equacao de
onda unidimensional com potenciais a determinar; na Secao 4.2.2, solucoes
explicitas para os potenciais em cada caso (spins 1, % e 2) serdo encontradas;
na Segao 4.2.3, o comportamento das ondas refletidas e transmitidas pelo
buraco negro no horizonte sera analisado.

4.2.1 Teoria da Transformacao

Definicao 4.9 A coordenada tartaruga r. € obtida da coordenada radial r
por
d Ad

dr, w?dr’

(4.99)
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onde A € a funcdo de horizonte e @w? = r* 4+ o2, com o® = a® + ().

Integrando a equagao (4.99), obtém-se

2Mr, + (& r 2Mr_ + (& r
e =17+ +—(‘“) In(——-1) — ¢ In(— —1), (4.100)
7"+ — 7r_ ’]”+ T+ —Tr_ T_
de modo que a coordenada tartaruga sé esta definida para r > r,, isto é, a
andlise através de r, sé é valida fora do horizonte de eventos.

___am
2Mr4

Teorema 4.14 Seja ws = (m < 0). Entao a coordenada tartaruga

(1) €:

(a) wnivaluada quando w > wg, ou seja, r.— + 00 para r— + 00 € ry— — 0o
para r—r, + 05;

(b) bivaluada quando 0 < w < ws, ou Seja, T.— + 0O para r— + 00 e
r—ry + 0.

Demonstracao.

As afirmagoes do teorema manifestam o comportamento de r,, descrita pela
equagao (4.100), conforme a desigualdade

r? +a®=2Mr, + (%) >0 (4.101)

se verifique ou nao. |

Teorema 4.15 A Fquacao Geral de Teukolsky para P.g,
[AD,_ D} — 2(2s — 1)iwr] Py, = QP4
pode ser colocada na forma
A*Y + PAY — QY =0, (4.102)

onde

d
dr,

Y = @2 *T2P,, A=A A =A_A, e Ap=—tiw, (4103)

5A expressdo “r—r, + 07 significa que 7 tende a 7, pela direita.
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P= %[QTA — w?(r — M), (4.104)
Q= %{Q (s a2 _wlg)T(T mELb e 3)2—?]}. (4.105)
Demonstracao.

Na Equacao Geral de Teukolsky para P,s, o periodo m ocorre explicita-
mente nos operadores D e D' através de (Teorema 4.1)

K = (r* + a*)w + am. (4.106)

A transformagao para a forma (4.102) decorre da eliminac¢ao de m em (4.106)
mediante a mudanga (4.99) na varidvel independente e a mudanga na varidvel
dependente, expressa em (4.103). [ |

No caso (b) do Teorema 4.14, as fungoes P e @ se tornam singulares em
r = |a| de forma que a equagao (4.102) deve ser analisada nos dois ramos da
relacdo r.(r): ry <r <|aler > |al.

Uma vez que a Equacao Geral de Teukolsky (para P.g) foi posta na
forma padrao (4.102), o préximo passo é reduzi-la a uma equacao de onda
unidimensional.

Teorema 4.16 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a equagao
AY + PALY —QY =0
seja transformada na equacdao de onda
N*Z=VZ (4.107)

consiste na existéncia de funcoes ¢, 3, R, T' e V' que satisfacam o sistema

Y =VZ+TA,Z, (4.108)
AS
ALY =——1 57+ R\ Z, (4.109)
AS
KZ=RY —TA_Y, (4.110)

w4s
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4s

KA Z =Y + is VALY (4.111)
ou, equivalentemente,
R—-0V = dT (4.112)
~dry,’ '
d w43 w4s .
dr*( X )= A (QT — 2iwR) + 0, (4.113)
dr A? A?
— T=—K 4.114
R(R—25) + AT = K, (4.114)
A® dp
—QUHV = — 4.11
(R-QOV =25 (4.115)

onde A e w sao como na Definicao 4.9.

Demonstracao.

Como Y e Z satisfazem equacgoes diferenciais de 2% ordem, nao ha restrigoes
em se supor que Y é combinagao linear de Z e sua derivada; disso resulta
(4.108). Aplicando o operador A_, definido em (4.103), & equacao (4.108) e
fazendo-se uso de (4.107), obtém-se (4.109), onde

w d

ﬁ:_AJw*

(V) + (T — 2iwl)V] (4.116)

e R estd definido por (4.112). As equagdes (4.113) e (4.115) sao obtidas
ao se determinar A_A_Y a partir de (4.109) e (4.102) e, fazendo uso de
resultados anteriores, igualar os coeficientes de Z e A, Z nas duas expressoes
encontradas.

Finalmente, o conjunto de equagoes (4.109), (4.116), (4.112), (4.115) e
(4.113) garante a existéncia da integral

4s

As

RIV + BT = K = constante, (4.117)

a qual possibilita escrever as inversas de (4.108) e (4.109), correspondentes
as equagoes (4.110) e (4.111), bem como a equivaléncia dos dois sistemas
apresentados no enunciado do teorema. A equagao (4.114) consiste em uma
forma alternativa da integral (4.117). |
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Teorema 4.17 Sejam Z1 e Zy duas solugoes independentes da equagao de
onda (4.107). Entao seu Wronskiano

[Zl, ZQ]T* = ZlA,ZQ - ZQAle (4118)
satisfaz a identidade
- w4sf2
K[Z\, Z,], = —A SWT[PS(U,PS(Q)], (4.119)

onde Ps(1) e P(2) sdo solugoes distintas da Equacao de Teukolsky corres-
pondentes a Zy e Zs.

Demonstragao.

Sejam Y7 e Y5 as solugoes correspondentes a Z; e Z, em acordo com o Teo-
rema 4.16. Substituindo (4.108) e (4.109) no Wronskiano

Vi, Yalr, = ViA_Y, — VoA Y3, (4.120)

e fazendo uso da integral (4.117), resulta

AS
YY), = K=121, Z),.. (4.121)

Por outro lado, a definicdo de Y em (4.103) fornece

A

_w2|w2\25*1

Y1, Y. = P.(1), P,(2)]. (4.122)

Combinando as equagoes (4.121) e (4.122), obtém-se a identidade wronskiana
desejada. |

Como Z; e Zy correspondem a solugoes independentes da equagao de
onda (4.107), seu Wronskiano sera constante. No entanto, quando 0 < w <
ws, 0 potencial V' se torna singular em r = |a| e a equagao (4.118) precisa
ser analisada, separadamente, nos dois ramos de r, (1. <r < |a| e r > |al).
Nesse caso, o Wronskiano assumird valores constantes nos dois ramos, nao
necessariamente idénticos. O teorema a seguir garante que os valores sao, na
verdade, idénticos a menos de possivel mudanca de sinal - mudanca essa que
traz implicagoes fisicas importantes (ver Segao 4.3).
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Teorema 4.18 Quando 0 < w < wy (ou, equivalentemente, a* < 0 e ry <
\a]), o sinal do Wronskiano, [Z1, Zs)], , muda ao cruzar a singularidade r =
la| para s =1 e 2, e mantém seu valor para s = %
Demonstragao.

Como as solucoes das Equagoes de Teukolsky nao possuem singularidades
para r > r,, a identidade wronskiana (4.119) aplicada ao intervalo 0 < w <
w, fornece

{[21, Zolv. }reta) = (1) H{[Z1, Zolr }rsal. (4.123)

A afirmacao do teorema decorre dessa ultima identidade. [

Antes de partir para a determinacgao de solugoes explicitas para o poten-
cial V' nos casos s = 1, % e 2, é preciso ressaltar que todo o raciocinio feito
para P, pode ser aplicado a equagao (4.96) da Definigdo 4.8 que governa
P_,, resultando em

A*Y + PALY — QY =0 (4.124)

que é conjugada complexa da equagdo (4.102). As solugbes das equagoes
(4.102) e (4.124) serdo distinguidas por Y #) e V(=) respectivamente, as-
sim como as funcdes, Z(+*) e Z(=%) que satisfazem as equacoes de onda
unidimensionais associadas.

4.2.2 Potenciais

E um fato surpreendente que as condi¢oes do Teorema 4.16 sejam satisfeitas
para as particulas de spins 1, % e 2, de modo que as respectivas Equagoes
de Teukolsky possam ser transformadas em equacoes de onda com funcoes
potenciais explicitamente determinadas.

Fotons

Teorema 4.19 A propagacio de fotons (s = 1) na geometria de Kerr é
governada pela equacao de onda

d?
A2ZE) — yZE) (A2 = ot w?), (4.125)

*
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onde o potencial € dado por

V= g[Q - o’ — Fiaw dr*(g)], (@w® =1°+ a), (4.126)
Demonstragao.

Para s = 1, as condigoes do Teorema 4.16 sao satisfeitas para as fungoes

A
T = 2w, R = Fwo—,
w
(4.127)
A
K =40*(Q+ 2wa), = —2iw(Q—a’— + 2wa),
w
com potencial V' dado pela equacao (4.126). [ |

E importante salientar que o potencial V' produz duas solucoes distintas
de acordo com a escolha do sinal em sua férmula. Além disso, ambos os po-
tenciais apresentam caracteristicas comuns: tornam-se complexos para w >
we(= —™); decaem exponencialmente em r,, quando r—r + 0; comportam-
se como 72, quando r— + 00; quando w < wy, sao singulares em r = |«

Neutrinos

Teorema 4.20 A propagacio de neutrinos (s = %) na geometria de Kerr é
governada pela equacao de onda

2

27 2 2
NZ=VZ (A= i + w?), (4.128)
onde o potencial € dado por
A d A2
V=0’" 1 05 (2)), (@?=1r2+a?). (4.129)
w dr, " w?

Demonstracgao.

Por questao de simplicidade, a demonstracao sera feita diretamente a partir
das equagoes radiais no sistema (4.80), embora fique claro que o Teorema

4.16 continua valido e pode ser igualmente aplicado ao caso s = %



CAPITULO 4. PERTURBACOES DE BURACOS NEGROS 88

Efetuando-se a transformacgao (4.99) na varidvel independente r, as equagdes
radiais do sistema (4.80) se tornam

d A2
(G WPy =Q 5P (4.130)
¢ 1
d Az
(dr* +iw)PLy = Q— Py, (4.131)
Fazendo
Zy =Pt Py, (4.132)
e combinando as equagoes (4.130) e (4.131), resulta
d 1
G- Q D) Zi = iwZ_ (4.133)
¢ 1
d Az ,
(dr* + Q;)Z_ = iwZ,. (4.134)

A partir dessas equagoes resultam o potencial (4.129), para Z, e o potencial

(4.135) adiante, para Z_.

Ao contrario do caso eletromagnético, o potencial resultante é unico para
P, L isso também vale para P_ 1 onde ele é expresso por

d Az

2 J—
V= Q ot er*(

w2) (4.135)
Entretanto, os potenciais para ondas de neutrinos se assemelham ao caso
eletromagnético no seu comportamento para r—r, + 0 (decaem exponen-
cialmente em r,) e para r— + oo (decaem como r~?); também apresentam
singularidade em r = || para w < w.

Gravitons

Teorema 4.21 A propagagio de gravitons (s = 2) na geometria de Kerr é

governada pela equacao de onda
d2
2 _ 2
(A = W +w ),

*

A2ZE) =y () (4.136)



CAPITULO 4. PERTURBACOES DE BURACOS NEGROS 89

onde o potencial € dado por

AZ L Q(Q+2) (F' — ko)(koF — BoF)

__= 2_ 2 2
V= SO+ 72 F—3)(FT— ) (w” =r+a”), (4.137)
em que
1 4 20,2 _ 2 2 ,_ dl
_ — S 4.1
F [Qw® + 3w?*(r* — a®) — 3r*A], F o (4.138)
By = £3a?, (4.139)

Ko = £{36M2 — 20[a>(5Q + 6) — 124 + 26,0(Q + 2)}*  (4.140)

e 0s sinais de Ky € 35 sao escolhidos independentemente.

Demonstracao.

O resultado decorre do fato de que as condi¢oes do Teorema 4.16, no caso
s = 2, sao satisfeitas para as funcoes

F, -

T=(—2—232)+2 — re 9
(&= % "2+ 2w, B = [Ka 52(A}27 5, 2] + 2iwfe,
K= [Q(Q+2)—4wzﬁ2]+2iw1£2, R = g(F—i_ﬁQ)
(4.141)
e para o potencial V' dado por (4.137), com F, (35 e ko definidas em (4.138)-
(4.140). -

Como os sinais de (5 e ko podem ser escolhidos independentemente, re-
sulta que o potencial (4.137) produz quatro solugoes distintas. Além disso,
dependendo do sinal da quantidade sob a raiz quadrada na definicao de ks,
o potencial pode ser complexo. Deve-se salientar que todos os potenciais
gerados comportam-se como 72 para 7— + oo e, quando se aproximam do
horizonte (r—ry 4 0), decaem exponencialmente em r,. Finalmente, os po-
tenciais apresentam singularidades em r = |a| quando w < ws.

4.2.3 Teoria de Espalhamento

De acordo com os resultados da Secao 4.2.2, todos os potenciais encontrados
comportam-se como 72 quando r—r,— + 0o e decaem exponencialmente
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a medida que se aproximam do horizonte em r,— — oo. No caso real, tal
comportamento caracteriza uma barreira de potencial.

Analisar o comportamento das ondas incidentes sobre uma barreira de
potencial unidimensional consiste em um problema de auto-valor e auto-
vetor para o operador definido pela equagao de onda (4.107), que pode ser
reescrita como

d2

(ﬁ -7 = (—w*)Z (4.142)
ou, equivalentemente,
d*Z 9
o HZ =0, (4.143)

onde k%(r,) = w? — V(r,).

A teoria de espalhamento (independente do tempo) consiste no estudo da
equagao (4.142) para tipos diversos de fungoes potenciais V. O caso mais
simples ocorre quando a acao do sistema se d4 de maneira uniforme em uma
regiao infinita do espaco, isto é, o suporte da fungao potencial V' corresponde
a um intervalo [—a, 0], a > 0, e V(r.) é constante nesse intervalo. Como fora
da barreira, supoe-se movimento livre de particulas (V (r.) = 0), as solugoes
de (4.143) sao da forma (ver Defini¢ao 4.1)

Z(r.) = Ae™"™ + Bie ™™ 1, >0, (4.144)
Z(r,) = Age™"™ 4 Bye ™™ —a <r, <0, (4.145)
Z(r,) = Ase™™"™ 4+ Bge ™" 1, < —a. (4.146)

As amplitudes, A;, Ay, A3, By, By e Bj, sao constantes de integragao
as quais podem ser determinadas a partir da condicdo de continuidade® da
fungao de onda Z(r,) e de sua derivada na fronteira de [—a, 0], ou seja, (ver
nota de rodapé 5 na pagina 78)

Z(—a—0)=Z(-a+0), Z(0-0)=Z(0+0),
! ! / / (4147)
Z'(—a—0)=2'(—a+0), Z(0-0)=2Z'(0+0).

Os termos da forma e™"= e*¥7= representam ondas planas propagando-se
no sentido negativo de r, enquanto que os termos e~ e~ correspondem
as ondas que se deslocam na direcao positiva de r,. Considerando que a onda

6As condicoes de continuidade impostas & funcio de onda visam garantir que os auto-
valores em (4.142) sejam reais ([26], pp.48-49), como exigido pela Defini¢ao 4.1.
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incidente se propaga na diregao negativa de r, e o fato de que (4.147) permite
dois graus de liberdade ao conjunto das constantes de integracao, segue que

Aj=1 e By=0. (4.148)

A razdo entre as intensidades da onda refletida, |B;|?, e incidente, |A;|?,
denomina-se coeficiente de reflexao R. Da mesma forma, define-se o coefi-
ciente de transmissao T a partir das intensidades da onda transmitida, | Az|?,
e da onda incidente, |A;]?. Decorre das equagoes (4.144)-(4.148) o resultado

R+T=1, (4.149)

que expressa a lei da conservacao da energia.

O processo aqui descrito pode ser generalizado para os potenciais com-
plexos V7 da Secao 4.2.2 para os quais a reflexao e transmissao das ondas
incidentes no buraco negro ocorre no infinito (r, — +00) e no horizonte de
eventos (1, — —o0). O fato de os potenciais V7, (7 = 1,...,2s), possuirem
integral limitada ao longo de r, garante que as solugoes da equagao (4.142)
terao comportamentos assintéticos dados por ([7], p.408)

et (r,— £ 00). (4.150)
Definicao 4.10 Sejam Z&) solu¢ées da equacdo de onda unidimensional’
A2z(iw) _ Vz(iw),
satisfazendo as condicoes de fronteira

Z(iw) N C(iw)eiiwr* + A(iw)e$iwr* (T’*—>+OO),

(4.151)
_ B(:tw)eztz’wr* (7’*—>—OO).
Os coeficientes de reflexao R e transmissao T sao definidos por
AHw) gA(=w) B(Hw) B(=w)
R=cracra ¢ 1= coaccar 4.152)

Em geral, adota-se C3*) = 1.

"De acordo com os resultados da Secio 4.2.2, o potencial V pode ser real ou complexo.
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As condigoes de fronteira (4.151) correspondem a uma onda incidente de
amplitude unitéria proveniente de +o00, dando origem a uma onda refletida
de amplitude A®*) no infinito (+o00) e uma onda transmitida de amplitude
B®%) no horizonte (—oc). Se o potencial V é real, AF%) e BH+*) s3o conju-
gados complexos de A) e B(=%); dessa forma, a Definicdo 4.10 consiste de
fato numa generalizacao da Teoria de Espalhamento para o caso dos poten-
ciais complexos, onde Z%) ¢ Z(=¢) satisfazem a mesma equacio, mas nao
sao conjugados complexos.

Teorema 4.22 Todos os potenciais V7, j = 1,...,2s, produzem 0s mesmos
coeficientes de reflexao e transmissao.

Demonstracao.

Sejam ZU*) as solucoes da equacdo (4.107), pertencentes ao potencial V7,
cujos comportamentos assintéticos sdo dados por (4.151). Devido as relagoes
([7], pp.512-513)

7 K/ j —iwr
4 — —e para Z)—e "

K (4.153)

Zi e—&-iwr* para Zj _>€+in* ,

— W«

onde K, K7 estao definidos no Teorema 4.16, as solucoes Z*+) associadas
ao potencial V"' apresentarao comportamentos assintéticos com coeficientes

K

Clitw) — Clrtw) Bl+w) — BU+w)  AlG+w) — ?A(J'Hrw)’
, K7 . , K7 _ . ‘ ‘
C(lsz) — _‘C(]’fw) B(lsz) — .B(]»fw) A(va“"') — A(.]:fw).
K ’ K ’
(4.154)
O teorema decorre da substitui¢cao desses valores em (4.152). |

Teorema 4.23 Para ondas (eletromagnéticas, gravitacionais e de neutrinos)
incidentes no buraco negro de Kerr, os coeficientes de reflexao e transmissao
obedecem a ler de conservacao

R+T=1, (4.155)
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em geral, e para freqiiéncias w < ws(= —21‘\‘4":+,m < 0),
R—T=1, (4.156)

isto €, T < 0. Para as ondas de neutrinos, essa ultima condi¢cao nao se
verifica.

Demonstragao.

As afirmagoes do teorema sao conseqiiéncias da identidade wronskiana (4.119)
e do Teorema 4.18 aplicados ao comportamento assintético (4.151) das fungoes
de onda, quando se faz uso dos resultados expressos nos Teoremas 4.16, 4.15
e nas Definigoes 4.8 e 4.1 ([7], p.419). |

4.3 Modos Normais

Nos Teoremas 4.3, 4.11 e 4.13, foi visto que as perturbagoes do buraco negro
de Kerr pelos campos de particulas sem massa (f6tons, neutrinos e gravitons)
sao descritas pelas Equagoes de Teukolsky, expressas de maneira geral na
Definicao 4.8. Conforme a formulacao matematica do problema, exposta na
Definicao 4.1, uma perturbacao genérica propagando-se no espaco-tempo de
Kerr corresponde a uma superposicao de modos

R(r)S(h)eit+me) (4.157)

em que a parte angular S(0) satisfaz equagoes dependentes da geometria do
buraco negro e do campo de ondas, enquanto que a parte radial R(r) obedece
a equagao de onda da forma (Teorema 4.16)

2

NZ=VZ (A= P + w?), (4.158)

onde o potencial V' ¢é dado pelos Teoremas 4.19, 4.20 e 4.21. Z(r) se relaciona

com R(r) através das transformagoes dadas nas Definigoes 4.8, 4.9, e nos
Teoremas 4.15 e 4.16.

As solugoes (4.157) sdo denominadas modos normais e, de acordo com

a Definicao 4.10, seus comportamentos assintoticos representam ondas re-

fletidas no infinito e ondas transmitidas no horizonte do buraco negro, cujas



CAPITULO 4. PERTURBACOES DE BURACOS NEGROS 94

amplitudes definem os coeficientes de reflexao R e transmissao T. Chan-
drasekhar ([7], Segdes 76, 98 e 107) mostra que os valores de R e T obtidos
estao de acordo com os valores determinados para o fluxo de radiacao (eletro-
magnética, gravitacional e de neutrinos) no infinito e através do horizonte do
buraco negro.

De acordo com a interpretacao fisica de R e T, conclui-se do Teorema
4.23 que o coeficiente de reflexao excede a unidade para as ondas incidentes
de freqiiéncias w < w; e spins inteiros, isto é, parte da energia rotacional do
buraco negro ¢é extraida pelas ondas, eletromagnéticas ou gravitacionais. Esse
fenomeno denomina-se super-radiancia e constitui-se no analogo do processo
de Penrose para particulas materiais, discutido no Capitulo 2 (Segao 2.2). A
analogia entre os dois fenomenos se torna marcante através da comparagao
entre a desigualdade (equivalente a w < wy)

2Mriw < —am (4.159)
e a desigualdade (equagao (2.59))
2Mr (O0M) > a(6J),
pois elas sao idénticas mediante as identificagoes

hw——dM,

hime—d.J (4.160)

onde h é a constante de Planck.

Considerando novamente a interpretacao fisica de R e T, conclui-se que
o Teorema 4.23 - e, portanto, a identidade wronskiana do Teorema 4.17
- expressa a conservacao da energia. A auséncia de super-radiancia para
ondas de neutrinos (spin %) ¢ justificada no Teorema 4.18 o qual afirma que
o Wronskiano dos modos normais nao muda de sinal ao cruzar a singularidade
do potencial em r = |a|, ao contrério dos campos de fétons e gravitons (spins
inteiros).

Toda a anélise nesse capitulo foi tomada em relacao ao buraco negro de
Kerr, cuja métrica é estacionaria e axisimétrica. No entanto, o procedimento
pode ser realizado de forma analoga para o buraco negro de Schwarzschild,
estatico e esfericamente simétrico. Mais que isso, os resultados aqui obtidos
valem para o espaco-tempo de Schwarzschild com as substitui¢oes a = m = 0.
Por exemplo, no limite de Schwarzschild o Teorema 4.21 fornece

3
By =0, ky=L6M e F:%(Qr+6M)
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de forma que os quatro potenciais (4.137) degeneram em dois:

d 1. 1, 1
dr*(f) + ’fz(f) +Q(Q + 2)(;)

Vi = the

2A QP(Q+2) 4, 3MQ ,  IMQ

_ +9M?3
T T L S R T |

(4.161)

d 1

1
dr*(f)

+maff+£XQ+2X%%:%KQ+2V—6M}(4%%

Viey=—f2

O potencial V denomina-se potencial de Zerilli e da origem as perturbagoes
polares da métrica de Schwarzschild, caracterizadas por nao induzirem rotacao
no buraco negro. O potencial V_ denomina-se potencial de Regge- Wheeler e
esta associado as perturbacoes aziais da métrica, cuja caracteristica principal
¢ a de introduzir rotacao no buraco negro de Schwarzschild, originalmente
ausente.

Pelo Teorema de Cotton-Darboux, uma métrica em um espago tridimen-
sional sempre pode ser diagonalizada por meio de uma transformacao local
das coordenadas. Desse fato, segue que a generalizacao natural da métrica
(2.14) é dada por ([7], pp.70-73)

ds® = e*(dt)? — e® (dp — quda® — qgda® — wdt)? — 22 (da*)? — 2 (da®)?,

(4.163)
a qual também descreve espacos-tempo que nao sao estacionarios nem a-
xisimétricos. As perturbagdes polares da métrica de Schwarzschild (2.55)
produzem alteracoes nas fungoes v, ¥, us e us, enquanto que as perturbacoes
axiais resultam em valores nao-nulos para as quantidades w, ¢ e ¢3. A
terminologia polar/axial se justifica pelo efeito nas componentes da métrica
perturbada (4.163), provocado por uma reversao no sinal da coordenada ¢:
nao ha efeito se a perturbacao é polar, enquanto que, para o caso axial, as
funcoes w, ¢» e g3 mudam de sinal®.

Os potenciais gerados no buraco negro de Schwarzschild, assim como
aqueles associados ao buraco negro de Kerr, apresentam decaimento expo-
nencial em 7, no horizonte e comportam-se como 2 no infinito; eles também
produzem os mesmos coeficientes de reflexdo e transmissao (Teorema 4.22).

8Conferir a interpretacio de w na Secido 2.2.
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Os potenciais da forma (4.161) e (4.162) pertencem a uma classe de poten-
ciais que garante a igualdade dos coeficientes de reflexao e transmissao ([7],
Secao 28); questiona-se sobre a possibilidade da equacao (4.137) representar
uma classe mais ampla de potenciais que garantam essa igualdade.

Além disso, a relacao de paridade, isto é, a presenga do carater polar/axial
entre as perturbacgoes originadas pelos potenciais reais de Regge-Wheeler e
Zerilli, faz surgir a indagacao sobre a existéncia de alguma simetria intima,
passivel de interpretacao fisica, no caso mais geral dos potenciais complexos
associados ao buraco negro de Kerr. Historicamente, a evidéncia de pari-
dade decorreu da andlise das perturbagoes do buraco negro de Schwarzschild
através do processo de linearizacao das Equacoes de Einstein para a métrica
perturbada (4.163), enquanto que, para o buraco negro de Kerr, a separa-
bilidade das equagdes de perturbagao (Definigao 4.8), e sua conseqiiente
resolucao, sé foi possivel via formalismo de Newman-Penrose. Trabalhar
diretamente com as componentes do tensor métrico propicia maior inter-
pretacao fisica do problema, mas nos casos mais gerais, a solucao completa
s6 € possivel quando se considera a inclusao da algebra tensorial na dlgebra es-
pinorial (Se¢ao 4.1.2). Embora o conceito de objeto espinorial seja um tanto
abstrato, existem fenomenos fisicos que sugerem sua existéncia na Natureza
([25], pp-55-56), como o estado de elétrons, prétons e néutrons, provenientes
de formas alternativas das Equagdes de Dirac (Definigao 4.7).

Os resultados da teoria da perturbacao de buracos negros possibilitaram
comprovar que o buraco negro de Schwarzschild é, de fato, completamente
estével [31], isto é, assumindo a existéncia de fendmenos fisicos que assegurem
a formacao de uma massa esférica colapsada e a conseqiiente producao do
buraco negro de Schwarzschild, tal objeto continuara a existir. Para o buraco
negro de Kerr, a questao de sua estabilidade diante de pequenas perturbacoes
foi alvo de muita discussao durante muito tempo, motivando o estudo de
solucoes das equacoes de perturbagao para freqiiéncias complexas, denomi-
nadas modos quase-normais (ver Capitulo 6).



Capitulo 5

BURACOS NEGROS
CARREGADOS

Embora a métrica de Kerr-Newman seja uma generalizacao da métrica de
Kerr, o sucesso na andlise das perturbacoes do buraco negro de Kerr nao
se repete quando se aplica a teoria desenvolvida no Capitulo 4 ao buraco
negro de Kerr-Newman. Como sera visto nesse capitulo, o acoplamento das
perturbacgoes eletromagnética e gravitacional na geometria de Kerr-Newman
produz equagoes que, ao contrario das Equacoes de Teukolsky, nao puderam
ser separadas. Para o caso especial do buraco negro de Reissner-Nordstrom,
no entanto, as equagoes que governam as perturbagoes foram separadas e a
teoria da transformacao pode ser aplicada.
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5.1 Perturbacoes do Buraco Negro de Kerr-
Newman

O estudo das perturbagoes do buraco negro de Kerr-Newman seguirda o
mesmo caminho tragado na Secao 4.1.3 com as alteracoes necesséarias para
englobar o efeito da presenca de uma carga resultante (), no buraco negro.

Teorema 5.1 O comportamento dos escalares de Weyl, ¥y, VUi, U3 e Wy,
dos coeficientes de spin, k, o, A e v, e dos escalares de Maxwell, ¢y e ¢s, €
descrito pelas equacoes a sequir:

*—da+ )Wy — (D — 2 — S e 2/
(5 -+ m — (D=2 490 =~ B00 - )+ @I (5)
; I

(D—p—p"—3c+eo—(0—17+7"—a" —30)k =¥y, (5.3)
(A =3y —~*—2u+pu"x— (6" —3a+p* -7 —21)0 = =2V, (5.4)

e
2 —x
(D + 42 — p) Uy — (5 + 47 + 20) T — (/%3 (M — %) @5, (59
2 —%
(6449 =) — (B +20 + 4)a = B0 - L)+ Q) 50

A4+p+p +3y—yIIN=(F+3a+ 38 +7—7)w=-Uy (57)
O+ +21—a"+ 30— (D+3c+c"+2p—p" v =—-2V;, (5.8)

onde p =1+ iacosf.

Demonstragao.

Ao contrario das identidades de Ricci e Bianchi do Teorema 4.12, as Equagoes
de Maxwell (Teorema 4.2) nao se encontram linearizadas no sentido de serem
homogéneas nas quantidades ¢g e ¢2, que se anulam no espago-tempo pertur-
bado (Teorema 3.9). Através de uma série de manipulagoes algébricas ([7],
pp.238-239), as equagoes (4.6)-(4.9) sdo reduzidas ao sistema linearizado

(0 =21 —a* = B+ 1) (0" +7—20) — (D — e+ € —2p— p*) (A + 1 — 27)]¢o

=20 [(A =3y =" = 2u+ p* )k — (0" = 3a+ * — 7" — 2m)o + 20|
(5.9)
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e

[(0* =7+ a4+ +21)(6 — 74+ 28) — (A + p* — 7" + v+ 2u)(D — p + 2¢)] o
=20 [0+ 7+ 27 — a* + 30)\ — (D + 3e + € + 2p — p*)v + 2W3).
(5.10)
Efetuando uma rotacao infinitesimal na base de Newman-Penrose pertur-
bada (Definicao 3.9), é possivel obter

$o = @2 =0, (5.11)

escolha que simplifica o sistema (5.9)-(5.10) e produz o par de equagoes (5.4)-
(5.8).

As demais equagoes do teorema consistem nas identidades de Ricci e
Bianchi do Teorema 4.12 com a inclusao dos termos envolvendo as compo-
nentes do tensor de Ricci, que nao se anula na geometria de Kerr-Newman.
Tais equagoes sao obtidas a partir do Teorema 3.4 com auxilio das expressoes
(1.83), (3.29), (1.81), (3.26) e das Equagoes de Maxwell do Teorema 4.2.

A escolha (5.11) consiste na mais simples possivel, pois todas as outras
produzem equagoes mais complexas que as do sistema (5.1)-(5.8). A razao
para a escolha das equacoes acima é a mesma explicada na demonstracao
do Teorema 4.12. [ |

Teorema 5.2 As perturbagoes eletromagnéticas e gravitacionais acopladas
na geometria de Kerr-Newman sao governadas por

(AD,\ DS + L1, L5 — 6iwp) Dy = —2@3(5*1/&:% + Dgs%) (5.12)
€ —% —%
(ADID, + Lo£h | — 6iwp)®; = +2Q§(AD§I€% - 525%), (5.13)
onde
_ K op
Py =W ) ¢, =V *\/57 k= € S= = )
0 0 1 1P (ﬁ*)Q\/i (p*)z
(5.14)
—*x\3 Ao =2
@3_‘1’3(p) ) (1)4:‘1/4@*)47 L= P e nzﬂ

V2
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Demonstracao.

O sistema (5.12)-(5.13) é obtido aplicando-se as substitui¢ées (5.14) ao pri-
meiro conjunto de equagoes do Teorema 5.1 e procedendo-se como na de-

monstragdo do Teorema 4.13. Para maiores detalhes, conferir [7], Se¢oes
78-80 e 111. [ ]

O préximo passo seria separar as variaveis em fungoes puramente radiais
e angulares, como nas Equagoes de Teukolsky (Teorema 4.13), mas todas
as tentativas de realizar esse feito fracassaram. No entanto, uma analise das
equacoes do Teorema 5.1 para o caso do buraco negro de Reissner-Nordstrom
(a = 0) é possivel.

5.2 Perturbacoes do Buraco Negro de Reissner-
Nordstrom

Teorema 5.3 As perturbagoes eletromagnéticas e gravitacionais acopladas
na geometria de Reissner-Nordstrom sao governadas pelas equagoes

3 2
A(Dy = 2)®o + L1,y = +25(3M — 4=7), (5.16)
3 @
(Do+)s — L£hk= 70 (5.17)
3 i)
A(D} — )k + Los = 271, (5.18)
e
; ;3 Q:
£2CI)4 -+ A(Dfl + ;)@3 = +2TL(3M — 27>, (519)
3 Q3
(Do = 2)®4 — Ly @5 = +20(3M — 4=%), (5.20)
3 ®,

Dy — Vn— LI =223 21

Dy D — =22 (5:21)
o

A(D!, + ;)l +Lon =1, (5.22)
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onde
(1)0:\110’ (1)1:‘1117'\/5, /{:L e 3:g7
r2y/2 r
r? Ar vr? (5.23)
V2 2 NG
Demonstracao.

Basta tomar a = 0 nas equacoes do Teorema 5.1 e proceder como na de-
monstragdo do Teorema 4.13, aplicando-se as substitui¢oes (5.23). |

Teorema 5.4 Com as substituicoes
Do(r,0) = Rio(r)Si2(0), @1(r,0) = Ria(r)S(0),
k(r,0) = k(r)S1(6), s(r,0) = s(r)S;2(0),
o primeiro grupo do teorema anterior, equagoes (5.15)-(5.18), pode ser trans-
formado no par de equacoes

(5.24)

AY  +PA Y, — QY =0 (i=1,2), (5.25)
onde
d r8 2¢;
P = In(— D, = A*(1+ =+
Yo dr, n(Di)’ ‘ (1+ ,Lﬂr)’
A 24 q; A? gk (5.26)
i = = (1 14+ V= = (Rp + 15,
Q “27”4( +,U27")( +,u27") + T3( +2 + [ )

¢ =3M + \/IM? +4Q?p2, g =3M — \/IM? + 4Q?%12.

Demonstragao.

As substituigdes (5.24) nas equagoes (5.15)-(5.18) produzem o sistema a-
coplado para funcgoes radiais

3 Qz

P 3 Q:
A(D} = D) Ryz — pliy = +25(3M — 452), (5.28)
3 R
3 R
A(D} — )k + s = 27“, (5.30)
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em que p estd definida por
L3S0 =pS e L1,S, =—uS.,. (5.31)

Tal sistema pode ser desacoplado mediante as transformagoes

k s
Fii=R+ Q1;7 Gy =Ry + 91;,

[ / (5.32)
Fio= R+ %;; Gio= Ry + Q2;,

onde ¢; e g2 estao definidas em (5.26). Para tanto, é preciso multiplicar (5.30)
por %, somé-la a equagao (5.28) e utilizar as identidades

G+ @=6M ¢ —qq =4Q%u>

De forma anéloga, as equagoes (5.27) e (5.29) sao combinadas, resultando
em

3 2q;
A(D; — ;)F—H = ,u(l + E)G—H’

3 i . o (5.33)
(Do+;)G+i:M(1+E)F+j- (i, = 1,251 # j)
Realizando as transformagoes
r L 5.34
Fo= PYH e Gyi= ﬁXﬂ‘y (5.34)
e eliminando X em favor de Y nas equacoes resultantes, obtém-se o resul-
tado desejado. [

De forma inteiramente similar, as equagoes (5.19)-(5.22) do Teorema 5.3
sao transformadas em

AY ;+PAY  —QY ;=0 (i=1,2), (5.35)
por meio das substituicoes

Oy(r,0) = R_o(r)S_s(0),  ®3(r,0) = R_,(r)S_1(0),

n(r,0) =n(r)S_1(0), [(r,8) =1(r)S_2(0),

3 (5.36)
q;n r qzl
o XemmEa

g1 = 3M + /OM? + 4Q%12, gy = 3M — \JIM? + 4Q%2.
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Teorema 5.5 Os potenciais associados as perturbacoes eletromagnéticas e
gravitacionais acopladas do buraco negro de Reissner-Nordstrom sao dados
por

d 1 1 1
Vi=2q¢—(=)+ ¢ (=) 2)(=) (,j=1,2;i#j :
qjdr*(E)Jrq](E) +Q(2+ )(E) (6, =120 #7), (537
onde
3
¢ = 3M + /IM? +4Q%p%, g2 = 3M — \/IM? + 4Q3p?, Fi:%(M2T+Qj)'

(5.38)
Demonstragao.

Procedendo-se como na demonstracao do Teorema 4.16, é possivel mostrar
que as equagoes (5.25) e (5.35) sao transformadas em equagoes de onda
unidimensionais,

N*Z; = V;Z;, (5.39)

através da substituicao
Y, =06ViZi + TiA Z;, (5.40)

desde que existam fungoes ¢;, 5;, T;, R; e V; que satisfacam o sistema

D; d .
— b= d—r*(éivz‘) + (T} = 2iwt;) Vi, (5.41)
dT;
i =LVi+ —, 42
R Vi+ ar (5.42)
D; dp;
~ s, = (@ili - R)V; (5.43)
dT*Diz_Di oo it Wit ( i .
8
%Ri&-vi + Bi(T; — 2iwl;) = K; = constante, (5.45)

onde D; e @Q; estao definidos em (5.26).
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O teorema decorre do fato de que o sistema (5.41)-(5.45) é compativel
com as solugoes

B =q  Ki=pp’+2)+2iwg, (5,5 = 1,24 # j),

5.46)
gi - 1 i — 2= 1 ‘ 1 =1
) R ,LL T4< + MQT)( _'_ IMQT’)’
e com o potencial V' expresso por (5.37). [ |

5.3 Consideracoes Finais

A semelhanca do buraco negro de Schwarzschild, uma analise das equacoes
(5.37) revela que o buraco negro de Reissner-Nordstrém é cercado por po-
tenciais de curto-alcance, comportando-se como r~2 no infinito (r— + o) e
decaindo exponencialmente em 7, no horizonte (r—r, + 0). Além disso, no
limite de Schwarzschild (Q. = 0), as equagoes (5.37) fornecem exatamente
os potenciais de Zerilli e Regge-Wheeler, de forma que o buraco negro de
Reissner-Nordstrom também admite paridade nas perturbagoes da métrica,
como afirma Chandrasekhar ([7], p.270): todas as barreiras de potencial per-
tencem a uma classe muito especial que assequra a igualdade de seu poder
de reflexao a ondas de tipos axial e polar. Chandrasekhar verifica ainda a
igualdade dos coeficientes de reflexao e transmissao produzidos pela classe de
funcoes a qual pertencem os potenciais do Teorema 5.5 e conclui que a re-
flexao de ondas incidentes pelo buraco negro de Reissner-Nordstrom produz
conversao de energia eletromagnética em gravitacional, e vice-versa.

Resta observar que a analise completa das equagoes do Teorema 5.3, em
contraste com o sistema do Teorema 5.2, sé foi possivel por causa da simetria
esférica do espacgo-tempo de Reissner-Nordstrom que assegurou a separabili-
dade das variaveis (Teorema 5.4). Além disso, o desacoplamento do sistema
(5.15)-(5.18) no par de equagbes de 2* ordem (5.25) estd diretamente rela-
cionado com as combinagoes (5.32), envolvendo as fungdes radiais e os coe-
ficientes de spin. Portanto, a dificuldade no tratamento das perturbagoes do
buraco negro de Kerr-Newman reside na presenca simultanea das constantes
a e @, pois elevam a complexidade das equagoes (Teorema 5.1) ao ponto de
impossibilitar a busca por combinagoes entre as funcoes radiais, associadas
aos escalares de Weyl, e os coeficientes de spin.
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Na verdade, a perturbacao dos buracos negros esfericamente simétricos
(a = 0) pode ser determinada tanto pela linearizagao das Equagoes de Eins-
tein como pelo formalismo de Newman-Penrose [7]. Para o buraco negro
axisimétrico de Kerr (a # 0, Q. = 0), a solugao das equagoes de perturbagao
s6 foi possivel mediante o uso dos tensores complexos de Newman-Penrose.
Como visto na Segao 5.1, quando se considera o caso mais geral (a # 0, Q. #
0), nem mesmo através de tensores complexos é possivel encontrar-se solugao
analitica do problema, que continua em aberto.






Capitulo 6
MODOS QUASE-NORMAIS

A teoria da perturbacao, apresentada nos capitulos anteriores, pode ser ge-
neralizada para englobar freqiiéncias complexas ao espectro de radiacao dos
buracos negros. Esse problema foi inicialmente proposto por Vishweshwara
[31] no contexto da andlise da estabilidade dos espagos-tempo gerados por
buracos negros. Atualmente, o estudo de certas solucoes para freqiiéncias
complexas, denominadas modos quase-normais, ¢ de grande importancia em
Astrofisica na tentativa de se detectar diretamente a presenca de buracos
negros no universo. Isso se deve ao fato de que os modos quase-normais sao
definidos de forma a representar radiagao gravitacional que independe do
processo de perturbacao, ou seja, depende exclusivamente das caracteristicas
que definem a geometria do buraco negro.

Inicialmente o problema dos modos quase-normais (MQN) serd formaliza-
do matematicamente. Nas se¢oes seguintes, serao apresentados os principais
métodos semi-analiticos utilizados até hoje para a determinacao dos MQN,
baseados na similaridade de equagoes da teoria de perturbacao com equagoes
da teoria quantica. Os métodos serao confrontados e as propriedades dos
MQN dos buracos negros de Schwarzschild e Kerr serao discutidas. A res-
tricao da analise a essas solugoes baseia-se no fato de que elas expressam os
possiveis buracos negros existentes na Natureza; portanto, toda a discussao
realizada nesse capitulo diz respeito aos buracos negros de Schwarzschild e
Kerr, embora alguns resultados sejam validos para a solugao de Reissner-
Nordstrom.
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6.1 Descricao Matematica dos MQN

Como foi visto nos Capitulos 4 e 5, uma perturbagao genérica de um buraco
negro (Scwarzschild, Kerr e Reissner-Nordstrom) tem sua evolugao governada
pela superposi¢do de modos normais, isto é, solugoes Z(r.,w) da equagao
de onda (4.158) com freqiiéncias w, reais e positivas. Vishweshwara [31],
apoés analisar o comportamento do espago-tempo de Schwarzschild para per-
turbagoes com freqiiéncias reais, sugeriu que a estabilidade dos buracos ne-
gros deveria ser também testada para freqiiéncias complexas.

Definicao 6.1 Modos quase-normais sao as solugoes Z(r.,w) das equagoes
de perturbacao correspondentes a frequéncias compleras w e satisfazendo as
condigoes de fronteira

Z — Aw)e ™™ (ry— 4+ 00),
(6.1)

— B(w)em™™ (r,— — o),
onde 1. € a coordenada tartaruga (Defini¢cao 4.9).

Por comparagao com a equagao (4.151), conclui-se que (6.1) corresponde
a uma onda de incidéncia zero sendo puramente refletida no infinito (r,— -+
o0) e puramente absorvida no horizonte (r.— — o0) do buraco negro.

Teorema 6.1 Sejam R(w) e T(w) os coeficientes de reflexao e transmissdo

de uma onda incidente num buraco negro. Entao os MQN correspondem aos

polos da extensao analitica de R(w) ao plano das freqiiéncias complexas tais
(w)

que Re(w) # 0 e ug(—w) ¢ reqular (e nao-nulo).

Demonstracao.

No caso real, a Definicao 4.10 fornece, para as solugoes da equacao de onda
(4.158),
_ AW)P? _ (3)°

CCWIP (W= wo) + ()Y

R(w) (6.2)

que consiste na resposta apropriada a uma ressonancia em um oscilador

harmonico amortecido, onde wq corresponde a freqiiéncia de ressonancia e g
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determina a taxa de amortecimento do oscilador [13]. Estendendo a fungao
R(w) ao plano das freqiiéncias complexas, obtém-se

[l

Alw) _ . (6.3)

Clw)  w—wy+i

Impondo as condigoes de fronteira (6.1) a expressao (6.3), segue o resultado.

Os vinculos, Re(w) # 0 e % regular nao-nulo, servem para assegurar o
cumprimento das condigoes de fronteira [11]. |

Segue da interpretacao fisica da equacao (6.2) e da Definigdo 6.1 que os
MQN constituem-se em oscilagoes amortecidas.

Teorema 6.2 Os MQN dos buracos negros de Kerr e Schwarzschild estao
distribuidos simetricamente em relacao ao eixo imagindrio do plano das
frequéncias complexas.

Demonstracao.

Decorre do fato de que o potencial V' em (4.158) ¢é invariante sob inversao
simultanea dos sinais de w e m, no caso de freqiiéncias reais; dessa forma,
R(w) = R*(—w*) e T(w) = T*(—w™*) no plano complexo [11]. Assim, se w for
uma freqiiéncia quase-normal, —w* também sera. [

Teorema 6.3 Os MQN do buraco negro de Schwarzschild divergem no in-
finito (r,— + o0) € no horizonte (r,— — 00).

Demonstracao.

Reescrevendo a equagao de onda (4.158) na forma

d*Z
W + [w2 — V]Z = O, (64)

multiplicando-a por Z* e integrando o resultado de —oo a 400, obtém-se o
valor médio do potencial efetivo U(r,) = w? — V(r,), dado por

_ fj;o U(r,)|Z|dr,

(6.5)
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Para uma freqiiéncia complexa w = wg + iI", tem-se que [11]
U>0=T>0. (6.6)

Como foi visto na Segao 4.3, equagdes (4.161) e (4.162), o buraco negro de
Schwarzschild produz barreiras de potencial reais que garantem a condigao
(6.6), pois U(r,) > 0 em (6.5). Portanto, as freqiiéncias quase-normais estao
confinadas ao semi-plano superior do plano das freqiiéncias complexas, mas
para esse caso, |Z| — oo quando 7, — oo ([7], p.201). |

A condigao (6.6) revela que o buraco negro de Schwarzschild admite ape-
nas os modos quase-normais de oscilagao que sejam amortecidos. Segue ainda
do Teorema 6.3 que os MQN nao representam perturbacoes pois divergem no
horizonte onde a métrica ¢ finita; esse resultado decorre da admissao implicita
na Definicao 6.1 de uma perturbacao infinita no passado.

Kokkotas [15] afirma que nao esta claro ainda se, nos seus tltimos estagios
(isto é, para t > r,), uma perturbagao pode ser expandida pontualmente em
termos de MQN. Ferrari&Mashhoon [11] determinaram que a resposta de um
buraco negro a perturbagoes externas comporta-se, em seus ultimos estagios,
como

Uy, t) = 2mi Y flw,)e ), (6.7)

onde f (ws) é o residuo, no ponto singular wg, da fungdo que representa a dis-
tribuicao das amplitudes das componentes da perturbacao com diferentes
freqiiéncias. As oscilacbes amortecidas correspondentes aos MQN estao pre-
sentes na expansao (6.7) com amplitudes dadas pelos residuos de R; mais que
isso, tal resultado mostra que, embora os MQN nao representem perturbagoes
propriamente ditas no que diz respeito a seu comportamento espacial (Teo-
rema 6.3), quando a dependéncia temporal é levada em conta eles aparecem
como oscilagoes amortecidas nos ultimos estagios da perturbacao.

6.2 Determinacao dos MQN

Nessa secao serao apresentados métodos semi-analiticos para a determinacao
de MQN de buracos negros, isto ¢, desenvolvimentos da teoria de perturbacao
que resultam em andlise numérica.
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6.2.1 Potenciais Invertidos

O método baseia-se no estabelecimento de uma conexao entre modos quase-
normais e os estados fundamentais’ de potenciais de buracos negros sub-
metidos a transformacgoes apropriadas. Pelo Teorema 6.1, os MQN corres-
pondem as singularidades do coeficiente de reflexao quando estendido ao
plano das freqiiéncias complexas. Kramers&Heisenberg [18] indicaram que
as singularidades das amplitudes de espalhamento estao relacionadas aos es-
tados fundamentais do potencial. Na verdade, para um poco de potencial as
singularidades de R(w) para w = w® + i, w® = 0 e T' < 0, correspondem
aos estados fundamentais do poco. Como foi visto no Capitulo 4, os bura-
cos negros apresentam barreiras de potencial, caso em que a conexao nao é
evidente; nessas condigoes, Ferrari&Mashhoon [11] mostraram que os MQN
correspondem aos estados fundamentais do potencial invertido.

Uma perturbacao genérica de um buraco negro é expressa pela super-
posigao de modos da forma (4.157) em que a parte radial R(r) satisfaz?

2

- 72
dr?

N*Z=VZ (N +w?). (6.8)

O método consiste em associar um conjunto de parametros p ao potencial® e
submeter as fungoes envolvidas na equacao acima a transformacao formal

re— —ir, e p—7(p), (6.9)

de forma que o potencial permaneca invariante, isto é,

U(re; Q;p) = V(—irgw(®); ), (6.10)

onde
Q(p) = w(p), (6.11)
P(r;p) = Y(—irs;p') (6.12)

'Em Fisica, estados fundamentais correspondem aos auto-vetores do operador de
Schrodinger independente do tempo (ver nota de rodapé 4 na pégina 107). Classicamente,
estados fundamentais constituem trajetérias limitadas em um campo de forga central.

2Z(r) se relaciona com R(r) através das transformagdes dadas nas Definigoes 4.8 e 4.9,
e nos Teoremas 4.15 e 4.16.

3Eles podem ja pertencer ao potencial ou podem ser introduzidos como fatores de
escala.
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¢
dr?

As condigoes de fronteira (6.1) para modos quase-normais se reduzem a

+ (= + U)o =0. (6.13)

G(re;p) o< e (r,— +00),
(6.14)

o et (r,— — 00).

Para Q(p) real nao-negativo, as equagoes (6.13) e (6.14) correspondem
a Equacdo de Schrodinger? da Mecanica Quantica com potencial —U e
condigoes de fronteira apropriadas para estados fundamentais. Os MQN as-
sociados ao potencial V(r,,w) podem ser determinados pela transformagao
inversa

w(p) = AUr"Hp)) e Y(rip) = liz; 7 (p)) (6.15)
e pelo restabelecimento dos valores originais dos parametros.

Infelizmente as tentativas em se determinar analiticamente os estados
fundamentais fracassaram; para os buracos negros, essa funcao foi estimada
por Ferrari&Mashhoon [11] a partir do uso de um potencial mais simples que
aproxima uma barreira de potencial, especialmente nas proximidades de seu
maximo (r, = 19).

Definicao 6.2 Seja U uma barreira de potencial. O potencial de Pdschl-
Teller Upr € dado por
Uo

Uppr =
P cosh? a(r, — 1)

(6.16)

onde Uy e a > 0 sao, respectivamente, a altura e a curvatura da barreira de
potencial, ou seja,

Uo = U(To) (617)
‘ d?U
1
2
o= ———|—=|po- 6.18
2U0 [ d?"g ]TO ( )
4A forma cléssica da Equacdo de Schrédinger independente do tempo é
d?e
——+4+Vy=F
Vi = By,

onde E denota a energia do sistema, aqui identificada com —?2.
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Teorema 6.4 As freqiéncias de MQN para o potencial —Upr sdo dadas por

2
1 1
wn:i(Uo—%)i +ia(n+3), n=0,12,... (6.19)

Demonstracao.

Substituindo (6.16) em (6.13) e fazendo uso da Definigdo 4.10, as solugoes

que satisfazem as condigdes de fronteira (6.14) produzem coeficientes de re-

flexao e transmissao dados por

D(—i2)P(1+ B +i2)0(=B +12)
PET 1+ B)T(=5)

L1+ +i2)I(=F +i%)
T =""Firiorae)

R(w) = (6.20)

(6.21)

com
= 4 (2 -3,
2 (4 )
As condigoes do Teorema 6.1 sao satisfeitas quando 1+3+i® ou —3+1i2
se tornam iguais a —n, (n =0,1,2,...), donde resulta
1 . a2 — 4U0

wy, = ta(n + =) £ iaf

5 1o )2, n=0,1,2,... (6.22)
0%

Como o buraco negro de Schwarzschild verifica as condigoes (6.6) e 4Uy > o?,
tem-se o resultado desejado. [

Teorema 6.5 Sequndo o método dos potenciais invertidos, as freqiéncias
quase-normais do buraco negro de Schwarzschild sao dadas pela expressao
(aproximada)

wp =W +ily,, (n=0,1,2,...), (6.23)
onde
. 11 (c2=1)[2(c%—1)—3] ,
0 — D+=(c2—1)— =+ —
1(c?2=1) 1 (¢2—-1)2 ) 1
L,=7l+-"——2—— 1 |5 -),
Yol T ET R e e Jp(n+3)

(6.24)



CAPITULO 6. MODOS QUASE-NORMAIS 114

com

Vv4Q —9—1

J= Q— (6.25)
2

e

B (6.26)

0 3\/§M' .

Nessas equacoes, 0 = 0 para fotons e 0 = —3 para gravitons.
Demonstracao.

Para o buraco negro de Schwarzschild, os Teoremas 4.19 e 4.21 fornecem
um potencial efetivo dado por

oM j(j+1) 20M
r ) 72 * r3

Ur,) = (1 ), (6.27)

onde, em acordo com as equagoes (2.57) e (4.100),

r
. = In(— —1). 6.28

re=rt (g~ 1) (6.29)

Na equagao (6.27), 0 = 0 para fétons e 0 = —3 para gravitons; o parametro

g€ > 0 vale 1 para perturbacoes em buracos negros. Efetuando-se a trans-
formacao (6.9) com w(M,¢e) = (—iM, —¢), as freqiiéncias quase-normais do
buraco negro de Schwarzschild sao dadas por

w=w"+il = Q>M, 1), (6.29)

mas como dito anteriormente, nao foi possivel se determinar analiticamente
a quantidade Q(M,¢e). As expressoes (6.23)-(6.24) foram obtidas a partir
da férmula (6.19), considerando que o potencial efetivo (6.27) apresenta um
unico maximo ry determinado por

| +40-+ 1l + Ol

g 1
200 = 3[1 — — 3, 6.30
em que rg e 7 = Myp estao relacionados por (6.28). Para maiores detalhes,
conferir [11], Apéndice B. |

A determinacdo dos MQN do buraco negro de Kerr é complicada pelo
fato de que os potenciais, equagbes (4.126), (4.129) e (4.137), podem ser
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complexos e dependerem da freqiiéncia de radiacdo w bem como do mo-
mento angular J = aM do buraco negro. O método descrito acima pode
ser aplicado, desde que seja escolhido um conjunto de parametros adequado
a fim de produzir um potencial real. Ferrari&Mashhoon [11] determinaram
explicitamente os MQN do buraco negro de Kerr para um caso restrito em
que se evita o aparecimento de potenciais complexos.

Teorema 6.6 As frequéncias quase-normais do buraco negro de Kerr com
rotacdo lenta (a < M) e na aprozimagdo eikonal (j > 1) sao dadas por

wp = W’ + Ty, (6.31)
com 1
W’ =47 + ) + 2amg (6.32)
‘ 1
Fn:fyo(n+§), n=0,1,2,..(n>j), (6.33)

onde j e~y estao definidos por (6.25) e (6.26).
Demonstracao.

Considerando apenas os termos lineares em 17, pois a < M, e usando o

fato de que na aproximacao eikonal wo ¢é proporcional a j, o potencial efetivo
)
para o buraco negro de Kerr é aproximadamente

2M j(j+1)  damwM
- ) > T 3
r r r

U(r.,w) = (1 (6.34)
Como esse é um potencial real independente do spin da perturbagao, as
freqiiéncias quase-normais podem ser estimadas por um procedimento analogo
ao realizado no Teorema 6.5. [

6.2.2 Aproximacao WKB

A motivagao para se utilizar esse método é a similaridade existente en-
tre a equacao de onda da teoria de perturbacao dos buracos negros e a
Equacao de Schrodinger unidimensional para uma barreira de potencial.
Da Definicao 6.1, segue que os MQN sao caracterizados basicamente por
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possuirem frequiéncias complexas e condicoes de fronteira correspondentes
a ondas se afastando da barreira nas dire¢oes £oo. Mantendo a analogia
com a teoria quantica, MQN correspondem a ressonancias do operador de
Schrodinger com autovalores (energias) complexos [15].
Em ambos os casos, a equagao bésica (6.8) pode ser colocada na forma
d*y 2
— 4+ Q(r.,wY =0, (Q=w*=-V), (6.35)

2
dr?

onde Q(r.,w) é o potencial efetivo que no caso quantico é real e, para os
buracos negros, pode ser complexo.

Teorema 6.7 (Fdrmula de Schutz-Will) Considere a equagdo (6.35) na qual
Q representa uma barreira de potencial efetivo com pico em ro. Entdo vale
a relacao

Qo = £i2Q5)n + 3), (6.36)

onde Qo = Q(r).
Demonstracao.
Da equivaléncia ji mencionada entre a equacao (6.35) e a Equagao de

Schrodinger unidimensional para uma particula encontrando uma barreira
de potencial, segue a validade da regra de Bohr-Sommerfeld,

1

[ et = s Jym (6.37)

onde 71 e ry sdo raizes de (. Aproximando o potencial () por uma parabola
em torno de seu maximo 7y,

1
Q) = Qo) + 5 + Q" (ro)(re — o), (6.39)
e substituindo em (6.37), obtém-se o resultado desejado. |
E possivel derivar-se a Férmula de Schutz-Will a partir do método descri-

to em [13], baseado na determinagdo da matriz de conexao entre as solugoes
para diferentes regioes da barreira, mas a abordagem da aproximagao WKB
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via regra de Bohr-Sommerfeld é muito mais direta e geral, podendo inclu-
sive ser estendida a potenciais complexos [15]. Iyer&Will [13] estenderam a
férmula (6.36) ao considerar mais termos na expansao de @), obtendo

Qo =A+i[2Qg]%(n+%)(1+Q), (6.39)

1 18\ 2 1 /QY\2 9
A(n) = (2%,)%[# or ) (1 + o) — 55(5y)7 (74 60a7)],

1"

m (4)
Qn) = 527 [525 (F)4 (77 + 1880%) — 3 (L2 (51 + 10002),

2Q7 L6912\ QY 384 ;

(4) 11~(5) (6)
(g J2(67 + 680%) + gl (Y219 + 280%) — ghg(Gr)(5 + 4a?)]

Qf ; Qf
(6.40)

com o =n + %

Por causa da expansao (6.38) do potencial efetivo () em torno de seu ponto
de maximo, a Férmula de Schutz-Will é tanto mais precisa quanto maior for
a proximidade entre os pontos de retorno r; e ro; essa situagao é possivel
para freqiiéncias com partes imaginarias de pequena magnitude. Kokkotas
[15] afirma que esta é a tnica férmula analitica a fornecer explicitamente
as freqiiencias dos MQN do buraco negro de Schwarzschild com precisao
satisfatoria.

Teorema 6.8 As freqiiéncias quase-normais do buraco negro de Schwarzschild
sao dadas por

1
w? = Vo +i[2V]2 (n + 5) (6.41)
onde Vo = V(rg) corresponde ao valor mdzimo do potencial.
Demonstracao.

E imediato do Teorema 6.7 e da definicdo de Q em (6.35). |

Para o buraco negro de Kerr, a equagao (6.35) ndo é simples como no
caso da solugdo de Schwarzschild. Decorre das equagoes (4.126), (4.129) e



CAPITULO 6. MODOS QUASE-NORMAIS 118

(4.137) que o potencial efetivo correspondente a uma perturbagao de spin s
¢é dado por

2P A= (r—=1)(r? 4+ a?) AA dG
: _ 2 _ 9
Q(rv;w, a,s) = w” — 2isw (T T a2)? [(r2+a2)2 + G+ dr*]’
(6.42)
onde
A= Q+ a’w? + 2amw — s(s + 1), (6.43)
G- s(r—1) rA (6.44)

r2+a?  (r2+a?)?
e =a’+ 4
Dessa forma, uma expressao explicita como a do Teorema 6.7 nao pode
ser encontrada, pois a funcdo Q(r.;w,a,s) é complexa e a freqiiéncia com-
plexa w nao estd separada do potencial V' (r) de uma forma elementar. Assim,
a equagao complexa transcendental (6.36), ou sua extensao (6.39), serd re-
solvida com r( calculado através da equagao
j—g(r*;w, a,s) = 0. (6.45)
Kokkotas [15] sugere um procedimento numérico para a resolugdo do
sistema de equagoes complexas nao-lineares (6.36) ¢ (6.45). A partir de um
valor especifico de «, sao dadas trés freqiiéncias e para elas a constante de
separacao Q é determinada. Apds isso, os coeficientes da parabola F(w) =
aw? + bw + ¢ sdo calculados e a solugao da equagao F(w) = 0 fornece uma
primeira estimativa para w; o processo continua iterativamente até que uma
solucao do sistema seja encontrada com a precisao desejada.

6.2.3 Fracoes Continuas

O método das fragoes continuas [19] consiste no tnico procedimento semi-
analitico capaz de fornecer as freqiiéncias de MQN com partes imaginérias
pequenas e grandes. Ao contrario dos procedimentos anteriores, essa abor-
dagem baseia-se na observacao de que as Equagoes de Teukolsky (Defini¢ao
4.8) sao equagoes de onda esferoidais generalizadas do mesmo tipo que aque-
las resolvidas por George Jaffé [14] na determinagao do espectro eletronico
da molécula do fon de hidrogénio. As Equagoes de Teukolsky sao resolvidas
analiticamente com o auxilio de uma forma generalizada da solugao de Jaffé,
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devida a Baber&Hassé [1], eliminando a necessidade de integracao numérica
presente nos métodos anteriores. No entanto, as freqiiéncias quase-normais
e as constantes de separagao sao definidas como raizes simultaneas de duas
equagoes envolvendo fragoes continuas, as quais devem ser resolvidas nu-
mericamente (mas com grande precisao).

Teorema 6.9 As freqiiéncias de MQN do buraco negro de Kerr correspon-
dem as raizes da equacdo®

T T AT AT
Q71 Q172 G973

0=4" — 6.46
* B B O (640
onde
a” =n?+ (ro+ 1)n +ro,
Br=—=2n%+ (c1 + 2)n + cs, (6.47)
V=n?+(co—3)n+cy—co+2
e
0
cozl—s—iw—?z(%—am),
, 4i w
c1 = —4+ 2iw(2 +b) + z(a —am),
9
02:s+3—3iw—§(%—am),
4 21
c3 =w?(4+2b—a?) —2amw — s — 1+ (2 +b)iw — Q + w;— Z(%—am),
9 , 4w+ 21w
cp=85+1—2w*— (25 + 3)iw — 7 (E—am), (b=+V1-—4a?)
(6.48)
5Tem-se que
8, — AnYnt+1 An+1Yn+2 Int+27Yn4+3 8, — OnYn+1
., - - = Bn e
P Pz s Pnt1 = JCrYanr2+72n+3
N2 T T, ..

5n+3_
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Demonstracao.

Utilizando a forma generalizada da solucao de Jaffé, devida a Baber & Hassé,
para as Equacoes de Teukolsky da Definicao 4.8, é possivel expressar a parte
radial da perturbagao como uma expansao de poténcias de (7==*), cujos co-
eficientes d,, obedecem a relagao de recorréncia

Oégdl —|— ﬁgdo = O,

ardyr + 6 dy +ndn—1 =0, n=1,2,... (6.49)

As condigoes do teorema garantem a convergéncia da série que define a parte
radial da perturbagao. Para maiores detalhes, conferir [19] e [24]. |

Teorema 6.10 As fregiiéncias de MQN do buraco negro de Schwarzschild
correspondem as raizes da equacao

QoY1 Q172 (a3

O B =

(6.50)

onde

a, =n?+ (2 - 2iw)n — 2iw + 1,
Bn = —(2n* + (2 — 8iw)n — 8w? — diw + Q — 2 — (s* — 1)), (6.51)
Yo = n? — diwn — 4w? — (s* — 1) — 1.

Demonstracao.

Decorre do Teorema 6.9 quando se toma a—0. [ |

6.3 Discussao dos Resultados

Consiste numa evideéncia astrofisica que praticamente todo objeto estelar
oscila de alguma forma. No entanto, a radiagao gravitacional emitida pelas
estrelas é fraca e com freqiiéncias muito baixas o que exclui sua relevancia
no estudo das ondas gravitacionais. Esse nao é o caso quando se consideram
objetos muito densos, como estrelas de néutrons e buracos negros, pois suas
oscilacoes podem ser fortes o bastante para serem detectadas pelos detectores
de ondas gravitacionais em construcao atualmente.
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Um buraco negro pode ser perturbado pela incidéncia de ondas de diversos
tipos, mas também pode oscilar e emitir radiagao devido ao acréscimo de
matéria ao seu redor, ou pela presenca de um objeto atraido por ele, ou
durante sua formagao mediante um colapso estelar (supernova). No entanto,
espera-se que uma perturbacao ird, em seus ultimos estdgios, decair de uma
maneira caracteristica do buraco negro e independente da causa original, a-
presentando fregiiéncias e taxas de amortecimento proprias daquele objeto,
da mesma forma que as ultimas notas emitidas por um sino. Essa é a idéia
em que se baseia o conceito de modos quase-normais expresso na Definicao
6.1. De fato, devido a emissao de ondas gravitacionais, o buraco negro nao
consiste num sistema oscilante fechado e, por isso, os modos normais dao
lugar a modos com freqiiéncias quase-normais (complexas), em que a parte
real corresponde a freqiéncia de oscilacao e a parte imagindria indica a
taxa de amortecimento. Além disso, uma comparacao entre as equacoes
(4.151) e (6.1) revela que as condigoes de fronteira para MQN implicam na
independéncia da perturbacao original a qual é imposta amplitude zero. Dai
a importancia dos MQN na tentativa de se identificar buracos negros no
universo.

Dos Teoremas 6.1 e 6.3, segue que os MQN correspondem a ressonancias
do operador de Schrodinger, ou seja, representam uma perturbacao inicial
infinita. Em outras palavras, MQN consistem nos modos de oscilagao para os
quais a resposta do buraco negro a uma perturbagao externa é maxima. Por
isso os MQN sao importantes no estudo da estabilidade de buracos negros.

Com o intuito de se determinar os MQN de buracos negros, foram de-
senvolvidos varios métodos [16]. Entretanto, o padrao de estudo numérico
dos MQN de buracos negros segue o modelo estabelecido por Chandrasekhar
&Detweiler [8], o qual consiste em se escolher um valor para a freqiiéncia
complexa, integrar a equagao de perturbacao, e determinar as solugoes que
satisfazem as condigoes de fronteira da Definicao 6.1. Dos métodos semi-
analiticos apresentados, aquele desenvolvido por Leaver se destaca no sentido
de que evita a integracao em favor da determinacao das raizes de equacoes
com fracoes continuas.

O calculo dos MQN mostrou que a parte real das freqiiéncias permanece
constante enquanto que suas partes imagindrias (amortecimento) crescem
proporcionalmente com a ordem do modo [16]. Resultados como esse, e
como o da equacdo (6.7), visam garantir que os MQN de fato possam repre-
sentar o comportamento da radiacao emitida por buracos negros, observado
através de investigacoes numeéricas as quais revelaram que, nos seus ultimos



CAPITULO 6. MODOS QUASE-NORMAIS 122

estagios, a resposta dos buracos negros a perturbagoes externas é governada
por oscilagoes amortecidas ([10],[16]).

Outra caracteristica dos MQN é que, ao contrario do espectro continuo de
freqiiéncias reais (modos normais), o espectro das freqiiéncias quase-normais
de um buraco negro é discreto. Essa propriedade decorre do fato de que a de-
terminacao dos MQN é equivalente ao problema da teoria quantica elementar
de se encontrar os estados fundamentais de uma barreira de potencial (Segao
6.2.1). Mais que isso, o espectro de freqiiéncias quase-normais do buraco ne-
gro de Schwarzschild ¢é infinito enumeravel, pois existem infinitas raizes para a
equagao (6.50), a semelhanga dos espectros da molécula do fon de hidrogénio
[19]. Como foi visto no Teorema 6.2, tais freqiiéncias se distribuem simetri-
camente em relacao ao eixo imaginario, ou seja, uma perturbacao real que
excite um MQN também excitard seu conjugado complexo; essa condicao é
essencial para que a radiacao emitida seja de fato real (Defini¢ao 4.10).

Como foi explicado no Capitulo 4, o estudo das perturbacoes de buracos
negros surgiu com o intuito de se analisar a estabilidade dos espacos-tempo
associados a fim de se determinar a possibilidade da permanéncia de tais obje-
tos na Natureza. Buracos negros astrofisicamente relevantes sao conseqiiéncia
da coalescéncia de estrelas binarias de néutrons, supostamente munidos de
grande momento angular, de forma que um estudo detalhado dos MQN para
o limite de Kerr (a = M) se faz necessario. Para o buraco negro de Kerr,
uma analise da conservacao do fluxo de radiagao revela que um MQN com
freqiiéncia real nao pode existir no caso ordinario, mas é em principio possivel
para o super-radiante [11]. Portanto, a amplitude de reflexao é limitada no
eixo real restrito ao regime ordinério; dessa forma, se um MQN se aproxima
dessa parte do eixo de freqiiéncias reais, seu residuo se aproxima de zero.
Decorre dessa observagao e da equagao (6.7) que MQN pouco amortecidos
(I'—=0) néo contribuem nos ultimos estigios das oscilagbes de um buraco
negro de Kerr. Esse resultado dé indicios de que buracos negros de Kerr
sejam estaveis. Ao lado disso estd a andlise, feita pelo método das fracoes
continuas [24] e demonstrada analiticamente por Detweiler [9], indicando que
as freqiiéncias de MQN de Kerr (para a = 0 até a = M) sao limitadas pela

freqiiéncia real

mc3

2GM’
correspondente ao espalhamento super-radiante de uma onda incidente. Kok-
kotas [15] afirma que Whiting [32] provou a estabilidade dos buracos negros de
Kerr a todo tipo de perturbagao; Onozawa [24] afirma que o comportamento

(6.52)

We =
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dos MQN para buracos negros com alta rotacao (isto é, préximos do limite
de Kerr) ainda nao é bem conhecido.

Uma confrontacao entre os resultados derivados pelos métodos semi-
analiticos apresentados e evolucao numérica das equacoes de perturbacao
revela que o método das fragoes continuas possui maior precisao e funciona
para freqiiéncias com pequeno e grande amortecimento. A aproximacao
WKB tem a vantagem de sua precisao poder ser aumentada mediante o
acréscimo de mais termos na expansao (6.39), mas sé produz resultados
confidveis para pequeno amortecimento; para freqiiéncias muito amortecidas,
a parte imagindria mantém a acurdcia, mas a parte real nao. O método dos
potenciais invertidos nao é viavel, pois depende de um potencial especifico
e sua precisao nao pode ser determinada; sua importancia reside no fato de
ter sido a primeira tentativa de um método semi-analitico para esse tipo de
problema. No limite de Schwarzschild (a = 0), a precisao dos resultados obti-
dos pelos métodos apresentados na Secao 6.2 estd em bom acordo com as
freqiiéncias determinadas por outros meios. A excecao estd na aproximacao
WKB, pois os MQN do buraco negro de Kerr surgem da solu¢ao numérica
do sistema de equagoes (6.36) e (6.45), de forma que um erro pequeno no
calculo de um dos parametros, ro ou w, implica em erro no outro que, por
sua vez, produz o mesmo efeito no valor, ja errado, do parametro inicial.

O método de Leaver serve como padrao para qualquer novo método
analitico relativo a determinacao dos MQN de buracos negros. No entanto,
ao contrario dos outros métodos, tal procedimento nao fornece insight sobre
as quantidades fisicas envolvidas de modo que os resultados, muitas vezes,
carecem de interpretacao sobre qual configuracao esta sendo representada.
Por isso, a importancia da teoria de perturbacao de buracos negros estd em
fornecer modelos a fim de permitir que os resultados numéricos possam ser
comparados e interpretados fisicamente. Do ponto de vista matematico, o
estudo dos MQN de buracos negros consiste em um campo aberto para a
generalizagao da teoria de espalhamento da mecanica quantica: um exem-
plo disso é o desenvolvimento feito por Melrose [22], conhecido como Teoria
Geométrica de Espalhamento.






Capitulo 7
CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, deve-se ressaltar que o objetivo do trabalho foi alcancado na
medida em que propiciou uma revisao da literatura sobre perturbagoes de
buracos negros, através de uma abordagem matematica da teoria, encade-
ando os conceitos e resultados puramente matematicos em paralelo com as
respectivas interpretacoes fisicas.

Do ponto de vista matemaético, a teoria apresentou diversos aspectos inte-
ressantes. Primeiramente, é preciso salientar a importancia do formalismo de
Newman-Penrose como abordagem alternativa para a Gravitagao em detri-
mento do uso direto das Equagoes de Einstein em sua forma tensorial; nesse
sentido, tal formalismo estd para a Relatividade Geral assim como os for-
malismos de Lagrange e Hamilton estao para a Mecanica Newtoniana. Por
meio dele, a teoria adquiriu um carater algébrico na medida em que o espaco-
tempo pode ser caracterizado por campos escalares e classificado pela forma
do tensor de Weyl; é a chamada classificacio de Petrov. De acordo com
essa classificacao, os espacos-tempo de buracos negros sao os mais simples
possiveis, como se observou no texto através do anulamento de varios es-
calares de Weyl e coeficientes de spin.

Foi visto que o formalismo de Newman-Penrose possui relacao intima
com os espinores e com a estrutura de cone de luz, fato que se destaca tanto
matematica quanto fisicamente: no primeiro caso, a representacao complexa
por espinores é melhor, pois C é corpo algebricamente fechado de modo
que a algebra e a andlise complexas apresentam resultados mais simples e
completos; no segundo caso, analisar o espaco-tempo da Relatividade Geral
a partir de cones de luz parece ser condizente com a importancia que a luz
apresenta na Relatividade Restrita.
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A principal contribuicao do formalismo de Newman-Penrose consiste no
fato de que o estudo das perturbagoes de buracos negros (Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom e Kerr) s6 foi possivel gracas a separagao das equagoes
dos campos de particulas sem massa quando escritas em tal formalismo. Isso
decorre do fato de que a abordagem focaliza a analise na geometria dos ve-
tores da base induzida pela diade de espinores; as Equagoes de Teukolsky
resultam de identidades envolvendo os operadores dessa base. Um fato sur-
preendente reside na possibilidade de se desenvolver um tratamento formal
unico para as Equacoes de Teukolsky e, mais que isso, concluir que cam-
pos distintos produzem potenciais com caracteristicas semelhantes. Da pari-
dade observada nas perturbacoes do buraco negro de Schwarzschild, surge
a indagacao sobre a existéncia de simetria intima, passivel de interpretacao
fisica, nas perturbagoes do buraco negro de Kerr, ja que todos os potenciais
produzem os mesmos coeficientes de reflexao e transmissao.

Existem outras lacunas nos resultados obtidos, como o fato das equacgoes
de perturbagao para a métrica de Kerr-Newman nao conseguirem ser sepa-
radas, mesmo sendo esta uma generalizacao da métrica de Kerr. Do ponto de
vista fisico, é estranho que apenas a parte radial das Equagoes de Teukolsky
possua interpretacao fisica como solugao de uma equacao de onda, enquanto
que a parte angular aparentemente nao. No entanto, resultados fisicos im-
portantes puderam ser relacionados com propriedades matematicas da teoria.
Esse é o caso da conservacao da energia e do fenomeno de super-radiancia, os
quais resultam do comportamento do Wronskiano de solugoes independentes
da equacao de onda ao passar pela singularidade do potencial. A teoria de-
senvolvida nos Capitulos 4 e 5 ainda apresenta resultados fisicamente inte-
ressantes, como a conversao de energia gravitacional em eletromagnética, e
vice-versa, num buraco negro de Reissner-Nordstrom perturbado e a espan-
tosa analogia entre o fendmeno de super-radiancia (particulas sem massa) e o
processo de Penrose (particulas materiais), que revela consisténcia da teoria.

A presenca de potenciais complexos nas perturbagoes de buracos negros
permitiram generalizar a teoria de penetracao de barreiras de potencial uni-
dimensionais. A anélise para freqiiéncias complexas (MQN) no Capitulo 6 é
outra tentativa de generalizacao. O estudo dos modos quase-normais permi-
tiu concluir que o buraco negro de Schwarzschild é completamente estavel,
além disso, é de fundamental importancia para o estudo da estabilidade do
buraco negro de Kerr. Mais ainda, tratados como ressonancias do opera-
dor de Schrodinger, os MQN adquirem papel importante em Astrofisica na
descricao da radiacao gravitacional caracteristica de um buraco negro; di-
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ante dessa interpretacao, ainda estd em aberto a questao sobre a completude
do sistema formado pelos MQN no espaco das funcoes que descrevem as
perturbacoes de buracos negros, embora, como foi visto, existam tentativas
nesse sentido.

O estudo das perturbacoes em buracos negros se mostrou um campo
frutifero para futuras investigacoes sobre a estrutura intima do espago-tempo
e para generalizagoes da estrutura matematica da Gravitagao. Esse trabalho
serve como ponto de partida para todo aquele que desejar prosseguir no
assunto.
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