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Resumo

E utilizado um esquema adaptativo para a resolucao numérica de um sistema
de equacoes em derivadas parciais, em particular, as equagoes que modelam
a decomposicao catalitica da hidrazina num micropropulsor. E feita uma
revisao da andlise multirresolucao e da decomposicao wavelet, ferramentas
eficazes na implementacao de um esquema adaptativo que combinado com
um esquema de diferencas finitas resolve o problema com um custo com-
putacional reduzido em termos de armazenagem de dados e rapidez. Os
resultados deste método adaptativo sao comparados com os de um método
classico, também implementado. Sao apresentados todos os programas utili-
zados, desenvolvidos pelo autor, devidamente comentados.
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Abstract

An adaptive scheme is used in the numerical resolution of a system of partial
differential equations modelling the catalytic decomposition of hydrazine in
a thruster. Multirresolution analysis and wavelet decomposition are exami-
ned, which prove effective tools when implementing an adaptive scheme that,
combined with a finite differences scheme solves the problem with reduced
computational cost in terms of data storage and speed. The results of this
adaptive method are compared with those of a classical method, which is
also implemented. All the programs, which were written by the author, are
presented and due commented.

11



Conteudo

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introducao

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

Wavelets e esquemas de multirresolucao

Analise multirresolugao . . . . . . . . ... ... ...
Esquema de subdivisao interpolador . . . . . . . . ..
Funcao de escala de Deslauriers e Dubuc . . . . . . .
Wavelets interpoladoras—aspecto funcional . . . . . .
Aspecto discreto. . . . . ..o
Wavelets biortogonais . . . . . . ... ... ... ...
Representacao esparsa . . . . . . . . ... ... ...
Wavelets no intervalo . . . . . . ... ... ... ...

Resolugao numeérica do problema da decomposigcao

catalitica da hidrazina

3.1
3.2

3.3

Modelo da decomposicao catalitica da hidrazina . . .

Esquemas de diferencas finitas em malhas uniformes

3.2.1 Esquema implicito . . . . .. ... ... ...
3.2.2 Esquema explicito. . . . .. .. ... ... ..
3.2.3 Resultados numéricos . . . . . ... ... ...
Esquema adaptativo . . . ... ... ... ... ...
3.3.1 Resultados numéricos . . . . . ... ... ...

Conclusoes

v

vi

vil

20
20
23
24
27
28
28
32

37



A Duas ferramentas implementadas
A.1 Algoritmo essencialmente nao-oscilatério . . . . . . . ... ..
A2 Oesquema lifting . . . . . . . . ...

B Cdédigos implementados

B.1 Implementacao do esquema ENO . . . . .. .. ... ... ..
B.2 Implementacao do esquema wavelet interpolador . . . . . . . .
B.3 Implementacao do esquema lifting . . . . . . . . ... .. ...
B.4 Decomposicao wavelet . . . . ... ..o

B.4.1 Decomposicao e recomposi¢ao nao esparsas . . . . . . .

B.4.2 Decomposicao e recomposicao esparsas . . . . . . . . .
B.5 Implementacao do esquema implicito . . . . . . ... ... ..
B.6 Implementagao do esquema adaptativo . . . . . . .. ... ..

C Magnitudes fisicas e parametros adimensionais

Bibliografia

38
38
41

46
46
o1
93
54
95
57
63
70

78

80



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6

3.7

Al
A2
A3
A4
A5

Malhas didadicas . . . . . . . . . ...
Interpolacao de grau 3. . . . . . .. ... Lo
Funcao de escala de Deslauriers e Dubuc, p=4. . . . .. . ..
Fungoes da base de Vjq, Ve W,. .. ..o 0000000
Erro de interpolacao . . . . . . ...
Localizacao de wavelets. . . . . . . . . ... .. ... ... ..
Anaélise e sintese da transformada wavelet interpoladora.
Representacao esparsa . . . . . . . . . ...
Decomposicao de uma funcao para diferentes valores de .
Funcao reconstruida depois de truncados os detalhes. . . . . .
Interpolacao nao esparsa e interpolacao esparsa. . . . . . . . .

Esquema simplificado de um micropropulsor a hidrazina.
Comportamento de T, Ty, Y e Y? (método implicito). . . . .
Estudo da estabilidade do método explicito. . . . . . .. . ..
Decomposicao de v para diferentes valoresde 7. . . . . . . ..
Comportamento de T, T,, Y! e Y? (método implicito vs.
método adaptativo.) . . ...
Comportamento de T', T, Y! e Y2 (método explicito vs. método
adaptativo.) . . . ...
Quantidade de pontos significativos ao longo do tempo (método
adaptativo). . . . ...

Interpolacao ENO quadratica. . . . . . . ... ... ... ...
Interpolacao ENO ctbica. . . . . ... .. ... ... ... ..
Ciclo de anélise e sintese do lifting. . . . . . . . . .. ... ..
Fenomeno de aliasing. . . . . . . . . .. ... ... ... ...
Nova fungao ¢ num lifting. . . . . . . . . ... ... ...

vi



Lista de Tabelas

3.1 Tempo utilizado (método implicito vs. método adaptativo). . . 33

Vil



Capitulo 1

Introducao

Na resolucao numérica de equagoes diferenciais parciais é comum o uso de
esquemas de diferencas finitas em malhas regulares. Estes métodos tém sido
amplamente utilizados e continuarao a sé-lo, devido aos bons resultados, em
geral, e sua facilidade de programacao. Porém, em casos freqiientes, em que
as solucoes apresentam mudancas bruscas de comportamento, o uso de uma
malha regular nao é o mais conveniente. Se for usada uma malha refinada
capaz de descrever com precisao as fungoes em zonas de mudancas bruscas,
também nas zonas de comportamento suave serao utilizados muitos pontos,
o que, além de nao ser necessario, vai fazer com que o custo computacional
seja excessivamente alto. Se for usada uma malha pouco refinada, o custo
computacional diminuira, assim como a qualidade dos resultados, devido a
pobre representagao da fungao préximo das irregularidades. Por esta razao,
varios esquemas adaptativos tém sido propostos.

Neste trabalho considera-se o esquema adaptativo proposto em [9] para
a solucao numérica de equagoes que envolvem variacao temporal. Em cada
passo de tempo, a malha espacial é irregular e escolhida dinamicamente: tera
mais pontos naquelas zonas onde o comportamento da solucao seja brusco, e
menos onde seja suave. Para a deteccao de tais regioes, utilizam-se coeficien-
tes wavelet como indicadores de regularidade local. O esquema ¢é aplicado na
simulagao numérica de um sistema de equagoes que modela o comportamento
de um propulsor para controle de atitude de satélites.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 2 sao descritos os principais resultados da teoria wavelet
estudados durante a realizacao deste trabalho.

No Capitulo 3 é formulado o problema que propomos resolver: a distri-



buigao de temperatura e das fragoes de massa de gases num micropropulsor
a hidrazina. Para resolver numericamente este problema, sao utilizados dois
esquemas classicos, um implicito e outro explicito, para gerarem solugoes de
referéncia. O esquema adaptativo é uma combinacao do esquema explicito
de diferencas finitas com as ferramentas desenvolvidas no Capitulo 2, vi-
sando a reducao do custo computacional. A qualidade das solucoes obtidas
mediante o método adaptativo é estabelecida ao comparé-las com as solucoes
de referéncia.

No Apéndice A apresentam-se duas ferramentas (esquemas ENO e lifting)
que foram estudadas e implementadas, mas que ainda nao foram utilizadas
no método adaptativo. Porém, devido as suas potencialidades, acreditamos
que possam ser uteis em trabalhos futuros.

No Apéndice B estao todos os cédigos utilizados no trabalho, criados pelo
autor em MATLAB e devidamente descritos.

No Apéndice C apresenta-se o valor de cada parametro e de cada magni-
tude fisica envolvidos no modelo que descreve a decomposicao catalitica da
hidrazina num micropropulsor.



Capitulo 2

Wavelets e esquemas de
multirresolucao

2.1 Analise multirresolucao

Considera-se o espaco de Hilbert

L3(R) = {f:RHCtaisque /\f(x)|2 dw<oo},

munido do produto interno

A definicao de uma andlise multirresolucao introduzida por Mallat em
1989 e citada por Meyer [10] é a seguinte:

Definigao 2.1.1. A seqiiéncia {V;}jez de subespagos de L*(R) forma uma
analise multirresolucao se:

1. --.cV,cVycVicC---.
2. UjeZVj:£2(R)-
3. mjeZVj:{O}'



4. Existe uma relacao de escala diddica entre os subespacos,

fx)eVy = f(22) eV, — f(2z) eV,

5. FExiste uma func¢do ¢ € Vg, chamada fungao de escala, tal que o con-
junto

{pok : vor(x) =p(x—k), ke Z}

forma uma base de Riesz de Vy. Ou seja, é um conjunto de fungoes
linearmente independentes que gera o espago Vi e existem constantes
Cy e Cy tais que para toda seqiiéncia finita {cy}:

Y el < D ol — k)
k

k
Isto implica que se a série dos coeficientes € de quadrado somdvel, entdo
a série de fungoes converge em L*(R) e vice-versa.

2

<Y el (2.1)
2 k

L

Como conseqiiéncia da definicao de uma andlise multirresolucao, resulta
que o conjunto {@;x : pjr(x) = p(27z — k), k € Z} forma uma base de Riesz
de Vj. Desta forma, podemos escrever qualquer funcao f € V; como

fl@) =" crpju(x). (2.2)
keZ
Por 1ltimo, tendo em vista a inclusao V, C Vi, é vélida uma relacao do
tipo
p(r) = hip(2z —1). (2.3)
lez

Os escalares h; sao chamados de coeficientes do filtro de escala.

Definicao 2.1.2. Uma funcao de escala continua @ € denominada interpo-
ladora se

1 k=0,
o =a=1 " 120

para todo k € 7.
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Figura 2.1: As malhas diddicas sao construidas a partir de 'y = Z acrescen-
tando, a cada novo nivel, os pontos intermedidrios entre dois pontos conse-
cutivos do nivel anterior.

Neste caso, toda f € V; satisfaz

=S R e(a). (2.4)

keZ

De fato, se consideramos z = 277k em (2.2) temos

f(277k) chgojl (277k) Zcng(QjQ*jk —1) = 20150,/1@71 = Ck-

lEZ leZ leZ

Ou seja, os coeficientes sao simples avaliagoes da fungao nos pontos da forma
x = 277k, portanto para calculé-los nao é preciso realizar nenhuma operacao
complexa (como integragdo), o que representa uma grande vantagem com
respeito a outras bases.

Definimos a malha diddica I'; como sendo o conjunto

D;={zx €ER 2, =27k, k€ Z}, j € (2.5)

veja a Figura 2.1. Mediante (2.4), estabelecemos uma identificacao entre os
espagos fisico I'; e funcional V;, dado que a coordenada de f que corresponde a
w;r € V; é exatamente a avaliacao de f no ponto z; € I';. Esta identificacao
sera util em nossos algoritmos.

Podemos estender (2.4) para qualquer fungao continua de £2(R) conside-
rando o operador

Pif = f27k)@in (2.6)

keZ

em que Pjf = f se f € V; e portanto P; é um operador de projegao. Os
valores f;r = f(277k) estdao associados aos pontos z;; da malha diddica.



fit1,2641
Jik+2

Figura 2.2: Interpolagao de grau 3.

2.2 Esquema de subdivisao interpolador

A definicao da funcao de escala interpoladora ¢ é baseada num esquema de
subdivisao interpolador [9]. A regra bésica é a interpolagdo polinomial de
grau p — 1.

Comecgando com fy, k& € Z, o algoritmo vai gerar uma funcao fji;
definida em I';4,, fazendo uma interpolacao de grau p — 1 em cada novo
ponto x,419k+1, & partir dos valores f; do nivel anterior. Empregamos os p
pontos vizinhos mais préximos em I';. Se p é um nimero par, a interpolagao
é simétrica (Figura 2.2).

Formalmente,

Jiv1 = { fivrze = fik
’ fivrok1 = Pt ot (Tjr12641),

em que o polinémio de interpolagao p,; 1 o541 (7) é

2.7)

l_ E
ez 1 (@t = i) Tl (@50 — Ti0n)

2 -1 £
i f Ilh=——p (@ = 2jnn) Ilnmiia (& = Tjpen)
okt
= 1
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Figura 2.3: Funcao de escala de Deslauriers e Dubuc, p = 4.

No caso p = 4 o resultado do esquema no ponto x ;1 k41 = 2-0+)(2k + 1) é

1 9
P12kt (Tjr12k41) = T (fir—1 + fine2) + 16 (fir+ fine) . (2.8)

2.3 Funcao de escala de Deslauriers e Dubuc

A aplicagao do esquema de subdivisao interpolador simétrico (p par) a partir
da seqiiéncia dg i, k& € Z da origem a funcao de escala de Deslauriers e Dubuc
(Figura 2.3). Suas principais caracteristicas sao:

1. ¢ é interpoladora, ou seja, ¢(k) = do para todo k € Z.
2. ¢ é continua e possui suporte compacto no intervalo [—p + 1,p — 1].

3. o satisfaz a equacao de escala:

p(z) =) wll/2)p(2e ~1). (2.9)

No caso da interpolacao cibica (p = 4) os coeficientes h; = ¢(1/2)
nao-nulos sao dados na tabela a seguir:

7



/2 | =3/2 | —1/2|0] 1/2 | 3/2
o(1/2) | =1/16 | 9/16 [ 1]9/16 | —1/16

4. ¢ é par, ou seja p(x) = p(—1), pois 0 esquema interpolador é simétrico.

5. Todo polinémio ¢(z) de grau menor ou igual a p — 1 pode ser escrito
como combinagao linear de ¢, j,k € Z:

q(z) =Y a2 k)psu().

2.4 Wavelets interpoladoras—aspecto funcio-
nal

Definimos o operador de interpolagao P;f € V; de uma funcao continua f de
L2(R) como sua projegao em V; (2.6):

Pif =Y fQ7R)pin =D firbin

keZ keZ

Também temos

Pinf = Z FR7TT ) pip = Z Ji+1k@j+1k-

k€EZ kEZ

Como Pji1f — P;f € Vj11 existem coeficientes cj11 tais que

Piaf = Pif = ciin@isie (2.10)
keZ

Acontece que ¢ji19; = 0 porque

Civrok = Y Cir110j10(Tj10n),
leZ

= Pi1if(xjior) — Pif(Tj41.2k),
= j+1f<xj+1,2k> - ij(xj,k),

= f(277k) = f(277k),

= 0.



Portanto, podemos escrever (2.10) como

Piaf = Pif =) ¢iyioen®ie ks, (2.11)
kez

onde sé aparecem as fungoes correspondentes aos pontos de I';41 —I';. Defi-
namos ¢(z) = ¢(2r — 1) como nossa fun¢do wavelet. Entao ¢;i1 0541 = )k
e os coeficientes dj, = ¢jt1,26+1 sa0 chamados de detalhes. Temos

Piif(x) = Pif(x) =Y djxthju(),

kEZ

ou seja,

Piaf(z) = Pif(x) + Y dipthin(z),
keZ

D Fivnein(@) =Y fiwpin(@) + Y djstbir(x). (2.12)

keZ keZ keZ

A relagao (2.12) é chamada de decomposicao wavelet, onde a projegao de
f na malha mais fina I';;; ¢ decomposta como a projecao de f na malha
mais grossa I'; mais um termo de correcao que depende dos detalhes. Seja
W; C Vi1 o subespaco gerado pelas fungoes v, x; entao (2.12) significa que
Viqi = V; @ W;, veja a Figura 2.4.

Avaliando (211) €M Tj41,2k+1,

djk = fi+12641 — Z fi1050(Tj 41 2041)-

IEZ

Finalmente, tendo em conta que h; = ¢(1/2),

djk = [j+12641 — Z Jiaho(k—1)+1- (2.13)

IEZ

Isto significa que os coeficientes d; ;, sao a diferenga entre o valor da funcao
no ponto x;j;12x+1 € o valor interpolado. Ou seja, d; € o erro na interpolagao
no ponto ;i1 2k+1 a partir dos valores nos p pontos vizinhos em I'; (Figu-
ra 2.5). Note-se que os pesos nessa interpolacao sao os coeficientes do filtro
de escala de indices impares que por sua vez sao os pesos da interpolagao do
esquema de subdivisao interpolador. Portanto, fixado p par, sempre fazemos
uso do mesmo esquema de interpolacgao.

9
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Figura 2.4: Funcoes da base de Vi, V; e W,
p = 2 (caso linear).
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o fi+1,26+1

djk

Figura 2.5: O coeficiente d,;, ¢ o erro da interpolacao da funcao em x ;41 941
utilizando seu valor nos pontos vizinhos de V;; p = 4.

A representacao wavelet é obtida aplicando repetidamente a férmula
(2.12):

j
Z Jiv1h0is1h = Z JiokPio,k + Z Z diVr k- (2.14)

keZ keZ I=jo kEZ

A projecao de f na malha mais fina I';;; é decomposta como a projecao
de f na malha mais grossa I'j, mais os detalhes nos niveis intermedidrios.
Novamente existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos ;41 2x+1 €
I'j+1 —I'; e os coeficientes d; i, Figura 2.6.

2.5 Aspecto discreto

Na secao 2.4 vimos o aspecto funcional das wavelets interpoladoras definindo
o operador de interpolacao P; e obtivemos a representacao (2.12) em V4 de
uma fungao f. A partir daqui obtivemos a relagao (2.13) entre os detalhes, os
filtros e os valores funcionais. Vamos dar uma interpretacao desta férmula em

11
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Figura 2.6: Cada ponto corresponde a localizagao de uma fungao wavelet;
j - 3’ jO = 0.

termos de uma transformada wavelet interpoladora, que é de fato o esquema
que foi implementado computacionalmente em MATLAB. Daqui em diante
vamos denotar por ¢/t o vetor que contém os valores da funcao f avaliados
na malha diddica Vj,1, ou seja, c,zﬂ = fj+1,k- O algoritmo para implementar
esta transformada é o seguinte:

1. Dado um vetor ¢/*!, ele ¢ dividido em dois vetores, um correspondente
aos indices pares e outro aos impares.

2. Os elementos pares sao utilizados para prever o valor dos elementos
fmpares.!

3. A previsao ¢é corrigida com o valor verdadeiro dos elementos impares.

E conveniente considerar cada um destes passos como o resultado de
aplicar um filtro nos vetores. Na Figura 2.7, o passo onde sao calculados os
valores previstos nos pontos correspondentes a indices impares é represen-
tado pelo filtro “P”. O resultado desta previsao é comparado com o valor
verdadeiro, mediante uma operacao de subtracao: quanto menor o resto,
melhor a previsiao. Finalmente, obtemos os dois vetores ¢/ (que contém os
elementos pares de ¢/™') e &/ (que contém a comparacao entre o valor dos
elementos fmpares de ¢/™! e o valor calculado a partir dos ¢/). Uma das
melhores propriedades desta transformada é que a inversa é imediata. Se
quisermos recuperar ¢/ ! a partir de ¢/ e d’, repetimos o algoritmo anterior
com uma pequena modificacao. Novamente interpolamos o valor dos elemen-
tos fmpares de ¢/*! utilizando os elementos pares, e acrescentamos a diferenca
entre o valor previsto e o real, contido nos d’. Finalmente, unimos os dois

LA previsdo é feita mediante interpolacao.

12
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Figura 2.7: Ciclo de anélise e sintese da transformada wavelet interpoladora.

vetores, intercalando seus valores.2 O ciclo completo de anilise e sintese est4
representado na Figura 2.7.

2.6 Wavelets biortogonais

Uma analise multirresolucao ortogonal é aquela em que os elementos da base
de Riesz de V constituem um sistema ortonormal em £*(R). Nesse caso,
para f € Vj, podemos escrever

f(l') = Z <fa 900,k> @O,k(l‘% (215)

kEZ

porque (@ok, Poi) = Ok A relacdo (2.15) é vélida no subespaco V;, substi-
tuindo ¢y 1 por ; i, € agora f € V.

No nosso caso, a base de Riesz gerada pela funcao de escala de Deslauriers
e Dubuc nao é uma base ortonormal, mas introduzindo uma funcao dual
podemos obter uma relagao similar a (2.15).

Definicao 2.6.1. Uma funcio ¢ € L? tal que
(@i Pit) = Ok,

em que @jr(x) = @(22x — k), j,k € Z é denominada fungao dual de .

2Na programacao deste algoritmo a diferenca entre a andlise e a sintese é de apenas
um sinal!

13



Para qualquer f € V; temos

f(z) = Z (f, i) pik(@). (2.16)

keZ

A funcao dual de ¢ também gera uma analise multirresolucao f/j, JjEZ.
Ela satisfaz uma relagao do tipo

p(r) = @2z — k).

A fungao wavelet 1) também tem sua funcao dual (1), que satisfaz a Defi-
nicao 2.6.1 e que gera os espacos W tais que V;; = V; @ W;. Estas wavelets,
chamadas de biortogonais, generalizam o caso ortogonal em que ¢ = .

2.7 Representacao esparsa

O nosso objetivo é representar uma funcao com a menor quantidade possivel
de pontos. A partir de uma representacao wavelet obtemos uma represen-
tacao wavelet esparsa quando todos os detalhes menores que € sao eliminados:

Piof = fiowbiok+ > diati, (2.17)
kEZ (I,k)el(e)
onde
Ie)={(Lk)€eZXZ: jo<l<j,l|di| > ¢} (2.18)

Se (I,k) € 1(e), o coeficiente correspondente d;, é denominado significa-
tivo.

Devido a identificacdo entre os detalhes e os pontos da malha diadica,
podemos construir uma malha esparsa considerando apenas os pontos cor-
respondentes aos detalhes significativos da representacao wavelet esparsa e
os pontos da malha grossa (Figura 2.8).

2.8 Wavelets no intervalo

No caso de fungoes f definidas no intervalo [0, 1], considera-se a malha

;0001 ={zjs =27k, k=0,1,...,27}.
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Figura 2.8: Pontos correspondentes aos detalhes significativos (e) numa re-
presentacao esparsa.

Se p = 2 todos os dados necessarios para o calculo dos coeficientes d;; sao
conhecidos. Se p > 4, nem sempre é possivel interpolar com um esque-
ma simétrico. Por exemplo, se p = 4, a interpolacao ctbica centrada em
Tj4125+1-1 Tequer um ponto de interpolacao fora do intervalo. Por isso, sao
utilizados pontos de interpolagao nao centrados e que estao mais préximos.
Neste caso, vale a féormula

1 5! 15 5}
fj+172j+1_1 = Efj72j_3 - 1_6fj,2j—2 + 1_6fj,2j—1 + 1_6fj,2j'

Analogamente, préximo do extremo esquerdo, no ponto z;;;; da malha,
aplica-se a féormula
5 15 5 1
. = —fiqg+—f1——Ff:o+—F:a.
fj+1,1 16f],0 16fj,1 16f],2 16f],3
Na Figura 2.9 sao apresentados os resultados da decomposicao wavelet e
truncamento dos detalhes da funcao

f(x) = —tanh <m> +exp (—64%(z — 20)*); o = 1.
0.02
Trés valores de € (1071, 1072 e 1073) foram considerados. A quantidade de
pontos da malha foi 8193 em todos os casos (as malhas diddicas tém sempre
2"+1 pontos). Sao mostrados os detalhes significativos agrupados por niveis.
Cada nivel é mostrado numa altitude diferente com respeito ao eixo das or-
denadas. Ao nivel mais fino corresponde a maior altitude. Na ultima linha
de cada grafico esta representada a malha esparsa, que é a uniao da malha
mais grossa e os pontos associados aos detalhes significativos. Na Figura 2.10
sao apresentadas as funcoes reconstruidas partindo dos detalhes significati-
vos representados na Figura 2.9. Devemos observar a pequena quantidade de
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pontos necessarios para representar a funcao de forma esparsa. No caso de
e = 107! precisaremos de apenas 22 pontos, ou seja, 0.27% dos 8193 pontos
originais. No caso de ¢ = 1072 serao 40 pontos (0.49%) e para ¢ = 1073,
66 pontos (0.81%). J& neste tltimo caso a reconstrugao da fungao é total-
mente satisfatoria.

Para concluir esta secao, mostramos na Figura 2.11 a diferenca entre as
interpolagoes nao esparsa e esparsa. Utilizamos uma malha com 8193 pon-
tos novamente, embora mostremos s6 129 deles na interpolacao classica para
manter a clareza do gréfico (se fossem mostrados todos os pontos interpolados
neste caso, seria impossivel distingui-los dos pontos da funcao original). Nos-
sos algoritmos representam de forma verdadeiramente esparsa a funcao, ou
seja, sao armazenados apenas os detalhes significativos e os valores da fungao
na malha mais grossa, enquanto na literatura consultada [9] sdo armazena-
dos todos os pontos, colocando um marcador NaN (not-a-number) naqueles
que nao contém detalhes significativos. Isto sem duvidas simplifica os algo-
ritmos, mas nosso objetivo é, precisamente, tirar proveito do carater esparso
da representagao wavelet. Veja na secao B.4 a implementacao dos algoritmos
utilizados para gerar os gréaficos da Figura 2.11.
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Figura 2.9: Decomposicoes da funcio f com (a) ¢ = 107, (b) e = 1072,
(c) e =1073. Pontos da malha mais grossa (o), pontos com detalhes signi-
ficativos (x).
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Figura 2.10: Funcao reconstruida. Foram truncados os detalhes menores em
médulo que (a) e = 1071, (b) e = 1072, (¢) e =1073.
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Figura 2.11: Interpolagao nao esparsa (a) e esparsa (b). Funcao original (—)
e pontos interpolados (o). O limitante é € = 1073; a malha mais fina tem
8193 pontos e a mais grossa tem 5 pontos. A quantidade de pontos com de-
talhes significativos é 61. Ao todo s@o necessarios 66 pontos para representar
de forma esparsa a funcao. Observe-se que é nas zonas de mudanca brusca
da funcao onde se utilizam mais pontos; no entanto nas zonas suaves sao
necessarios poucos.
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Capitulo 3

Resolucao numérica do
problema da decomposicao
catalitica da hidrazina

3.1 Modelo da decomposicao catalitica da hi-
drazina

Os micropropulsores a hidrazina sao utilizados no controle de érbita e atitude
de satélites artificiais. Na Figura 3.1 mostramos um diagrama simplificado
de um micropropulsor. Suas partes basicas sao um injetor, um leito fixo car-
regado com particulas de catalisador e uma tubeira convergente-divergente.
A hidrazina liquida (NoHy4) é injetada no leito catalitico onde se decompoe
gerando uma mistura de gases a alta temperatura! que, ao acelerar-se através
da tubeira, da como resultado a propulsao desejada.

No que segue, os sobre-indices 1, 2, 3 e 4 referem-se a hidrazina, a amonia,
ao hidrogénio e ao nitrogénio, respectivamente, assim como os sub-indices “s”
e “b” (de boiling) se referem ao solido e ao ponto de vaporizacao, respectiva-
mente.

O objetivo é modelar o comportamento das magnitudes de interesse na

reacao quimica, que sao:

T: temperatura da mistura gasosa,

'Hidrogénio, nitrogénio e amonia. Esta tltima se decompde, gerando também hi-
drogénio e nitrogénio.
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’/ leito catalitico

N,H, N2, Hy, NH3

Figura 3.1: Esquema simplificado de um micropropulsor a hidrazina.

T;: temperatura do sélido,
Y!: fracdo de massa da hidrazina,
Y2 fracao de massa da amonia.

Em [6] sdo introduzidas variaveis adimensionais, e um modelo simplificado
para governar tal sistema ¢ apresentado. As varidveis adimensionais sao:

o- =T o - L—Tg
(—HYY, T (=HEYY
32k%Y? y!

Y= ﬁﬁy—bla ¢ = Y—bla
Ah _ 3h

z = G—cp z, T = o, t,

em que
A: razao da superficie do catalizador por unidade de volume,
¢p: calor especifico do gas,
cpg: calor especifico do sélido,
G: vazao de massa,
H?': calor de reacao com respeito & hidrazina,
h: coeficiente de transferéncia de calor,
k', k?: coeficientes de transferéncia de massa com respeito & hidrazina e a

amonia,
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P: pressao de operacao do reator,
r: raio médio das particulas,
t: variavel temporal,

Ty: temperatura de vaporizagao da hidrazina correspondente a pressao do
reator P,

x: variavel espacial,

Y;': fragdo de massa da hidrazina no momento em que a temperatura T), é
atingida,

ps: densidade do sélido.

O sistema de equagodes que modela o comportamento das varidveis ante-
riormente mencionadas é:

00

g - _(@_93)7 (31)
00,
5, = 00— aw(F(8s)1; + (0 - 8), (3.2)
0
6_7?: = _M(d} - ¢s)7 (33)
% = —ag, (3.4)
onde
B —Z(a — Oy) B B
F(@s) - Dexp (1 +ﬁ01)(1 +ﬂ95) ) (¢ - %) - CF(@S>1/}S Qb

Temos também as condicoes iniciais e de contorno:

6(2,0) = O0(1 — ™), 4(2,0) = £(L =) + v, O,(2,0) = O, (3.5)

©(0,7) =0, ¢0,7)=1, (0,7)=1y. (3.6)

Da equagao (3.4) e sua condigao de contorno, segue-se que ¢(z) = e~**. Nas
equagoes anteriores, D, Z, «, (3, e w sao parametros adimensionais. Os valo-
res de todos os parametros e magnitudes fisicas encontram-se no Apéndice C.
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Além disso, ¢ = p/py. Para determinar a densidade utilizamos a equagao de
estado:

P
YU YT oyE v

T — 4+ 4+ 4 =
R 32+17+2+28

p (3.7)

No ponto de vaporizagao temos que V' = 0.87 — 0.0006 T,. Como ainda nao
comegou a decomposicao da amonia, a estequiometria da reagao nos informa
que
17 1 14
V2="—"(1-YY, Y’=—(1-YY, Yi=—(1-Y).

Assim, para determinar p;, utilizamos a equagao (3.7) e os valores das fragoes
de massa no ponto de vaporizagao. Uma vez que o processo comeca, a amonia
também decompoe-se em hidrogénio e nitrogénio e as novas relagoes para
determinar a fracao de massa destas substancias sao:

1 3 7 14
= —(1-YH - 2VE Yi=_(1-Y') - Y2
8 17 8 17

Y

3.2 Esquemas de diferencas finitas em malhas
uniformes

O objetivo do trabalho descrito nesta secao é obter solugoes que sejam pa-
droes de comparacao na hora de resolver o sistema mediante o esquema adap-
tativo descrito na secao 3.3. Dois esquemas sao considerados. O primeiro é
implicito e incondicionalmente estavel. Devido a dificuldade em utilizar este
tipo de esquema em uma malha irregular adaptativa, considera-se também
um esquema explicito que é condicionalmente estavel mas que pode ser fa-
cilmente modificado para tratar a situacao adaptativa.

Sao criadas malhas uniformes para o espaco e o tempo, com passos Az e
At, respectivamente. Seja N, + 1 a quantidade de pontos da malha espacial,
e L o comprimento do leito catalitico. Entao Ax = L/N, e a malha espacial
é formada por pontos da forma x; = (i — 1) Az, com i =1,... , N, + 1.

Para o tempo consideram-se valores discretos ¢, = (m — 1) At, com es-
pacamento Atem =1,2,...

Na prética, sao utilizadas as variaveis adimensionais z e 7, que sao obtidas
por escalamento das originais. Os passos também sao escalonados na mesma
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proporg¢ao que as variaveis, e denotados por § e A para o espago e o tempo,
respectivamente.

De aqui em diante, adota-se a notagao f/™ = f(z;, 7,,) para os valores de
uma funcao f nos pontos da malha computacional.

3.2.1 Esquema implicito

Para resolver o sistema de equagoes (3.1)—(3.3) é proposto um esquema FTBS
(Forward in Time, Backwards in Space) em que se aproximam as derivadas
parciais de uma fungao f por

df ~ f(’therl) B f(ziaTm) o fim+l - flm
dT (ZzaTm-i-l) ~ A — A ,
€
ﬁ(z T ) s f(zia7m+1) — f(Zi—1>Tm+1) _ onH — fi”firl
dZ iy Im+1 5 5 '

Utilizando estas aproximacoes, temos que

4O @m+1 _ @rji+1
E(zi’ﬂn“) - % — _@Zm+1 + 95?1—‘,-1’
portanto
—OM ! 4+ (1+ 6O — 60,/ =0, i=2,... Ny +1; (3.8)
d@s( ) @S:.”H — O,
—F G Tm) = =
dr i A
m ¢zm+1 + (bl m m m
= ap; — aw(; sz + O] +1 _ O +
logo,

(1+A)0,mH — AemH =

’l/};n+1 + (b’b Fm+1

— 0" + ald; — awAm TP pmil
T+ aAg; — aw Czl+<-l:rnﬂm+1l
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dw merl ,l/}m+1 _— w;n+1 + (bz
E(Zz,’fm-ﬁ-l) - f - _sz + W’
portanto
m m ¢m+1 + ¢Z .
_wz’—Tl (1 + M(s)w = N(SW, 1=2,...,N,+ 1. (310)

Nas equacdes (3.9) e (3.10), /"' = F(6,""!). Este sistema pode ser re-
presentado matricialmente por

MU™ = R(U™) + H(U™M), (3.11)

onde U™ ¢ um vetor contendo os valores de ©, ©, e 1), organizado em
triades:

Um+1 @ m+1

Um-i-l) L= @m—l-l
U§?Z+11 — @ m+1
)
para i = 2,...,N, + 1. Note que os valores de ©]""! e de ¥["™ sdo conhe-

cidos (condl(;oes de contorno), e nao é preciso calculd-los. A matriz M tem
a estrutura seguinte:

- A, -
A
B A
M = B ,
A
i B A
onde
146 =06 0 -1 0 0
Ar=[14+A], A= -A 1+A 0 , B= 0 0 0
0 0 14+ po 0 0 -1

25



O vetor R(U™) é fungao de elementos de U™, ou seja, de valores do passo
anterior do tempo. Sua estrutura é:

mo__ m
1 — Vsl
Rg%ifl)fl =0,
Rgfi—l) =0,",
Rgéifl)+1 =0,
parai=2,...,N, + 1. O vetor H({U™"!) contém os elementos nao lineares
do sistema de equagoes (3.8)—(3.10), sua estrutura é:
m+1
HY = 267 + o - adug T
11
H%n+1 — @7171+17
m+1
+ ¢2
HI' = aAgy — alw —Fm :
m+1
+ ¢2
Hm+1 _ m+1 + ) ’
4 1+ CQmFm—H
m~+1
H3(¢t1)71 =0,

m+1 m
H3(zt1) = OéA(bz - OCAWC,L' 1 i CmFm+1 i )

m+1
m+1 _ wz + ¢z
Hyi Wy = “51 Y CmETD

parat=3,... ,N, + 1.
Para determinar U™"! a partir do sistema (3.11) se utiliza o método de
Newton, ou seja, o sistema linear

(M o H/)(U;n-i-l Um+1) R(Um) . MUm—H + H(Um-‘rl)

é resolvido para U;”“. O sub-indice p indica o numero da iteracao do método
de Newton dentro do passo temporal correspondente a 7,,.1. Tal iteracao é
alimentada inicialmente com o valor de U que resulta do passo anterior:

m—+1 m
U Uﬁnal =U
O passo 7,41 se considera concluido se
m+

m—+1 m—+1
max U™ — U7 | <e,
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sendo ¢ fixado a priori e comum para todos os passos temporais. A matriz
jacobiana H' tem a seguinte estrutura:

Ji
Ja
H = J3 ,
L JNZ+1 .
onde
[0 0 0 i
QAWM 4 6) o aAWC
Ji=[0], Ji= (L+¢rFmhy2 1+ ¢rE |,
PO (U + 0i) i 10
- o Ci PRy T———
(I+rE™)? L+ ("F;

com G(O,) = F'(0,) = ZF(©,)/(1+ 0,)*,ei=2,... ,N, + 1.

3.2.2 Esquema explicito

Neste caso, os termos nao lineares sao tratados explicitamente. Portanto, as
equagoes resultantes sao:

1
oyt = m(@?ﬁl +00,); (3.12)

m VO p L Agm (14 A)O," (3.13)

O, = al¢; — aAw(
7 OJ¢ awzl_'_gm};iimi

1
m+l . ~ m+1 )
wz 1—|—/L(5 i—1 +,u

V" + ¢

3.14
R o
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3.2.3 Resultados numéricos

Os programas para o esquema implicito encontram-se na se¢ao B.5. Na Fi-
gura 3.2 apresentamos os resultados da aplicacao deste esquema para uma
malha uniforme de 129 pontos e A = 0.01. Podemos observar que, com
a rapida decomposicao da hidrazina na entrada do reator, as temperaturas
da mistura gasosa e do leito catalitico crescem, imediatamente nesta regiao.
Com o passar do tempo, o aumento da temperatura se propaga ao longo do
reator e a decomposicao da amonia passa a ser também importante, o que
é refletido no decaimento da concentracao deste gas a medida que passa o
tempo. Para 7 = 50 o problema ja alcanca o regime estacionario.

Tanto o esquema implicito quanto o esquema explicito foram implemen-
tados para diferentes valores de § e A para efeito de analise de estabilidade.
Como esperado, o esquema implicito é estavel, produzindo resultados satis-
fatérios, mesmo com grandes passos de tempo. Ja o esquema explicito so-
mente produz bons resultados com uma escolha de A adequada com a escala
espacial . Na Figura 3.3 sao indicados a diferenga méxima entre as distri-
buicoes de temperatura da mistura gasosa no estado estacionario (7 = 50)
obtidas em ambos esquemas, em fungao do parametro A = A/§.? Esses resul-
tados sugerem que, para garantir uma boa precisao, pode-se adotar a relacao
A< %6 nas aplicagoes do esquema explicito.

3.3 Esquema adaptativo

O objetivo fundamental deste trabalho é resolver o problema (3.1)—(3.6) me-
diante um esquema adaptativo por meio de uma combinacao de um método
de diferencas finitas e de ferramentas baseadas na analise wavelet. Usando
coeficientes wavelets como indicadores de regularidade local, em cada passo
de tempo, determina-se a distribuicao de pontos que permita representar as
fungoes com uma precisao desejada, de maneira a reduzir o custo computa-
cional.

Como descrito na secao anterior, a solucao do problema em questao apre-
senta diferentes padroes de comportamento no dominio espacial e ao longo do
tempo. Observou-se que no comecgo do reator, onde ocorre a rapida decom-

2Fixando a quantidade de pontos da malha (33, 65 e 129 pontos) foi analizado para
vérios valores de A (0.1,0.2,...,1.5) o comportamento da médxima diferenca entre os
valores da temperatura obtidos mediante o método explicito e o método implicito.
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(d) 7 = 50.

Figura 3.2: Comportamento de T (o), T, (x), Y! (O) e Y? (o) ao longo do
leito catalitico para diferentes valores de 7 (resultados obtidos mediante o
método implicito, se¢do 3.2). Em todos os casos a malha tem 129 pontos, e

A = 0.01.

29



I I
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 3.3: Diferencas méximas entre os resultados para o valor da tem-
peratura obtidos mediante o esquema explicito, tomando como padrao os
resultados obtidos mediante o esquema implicito (eixo das abscissas) com
respeito a A (eixo das ordenadas).

posicao da hidrazina, com forte liberacao de calor, a temperatura tem uma
variacao brusca. A concentracao da amonia também esta sujeita a variagoes
a medida que a temperatura se eleva ao longo do reator. Portanto, espera-se
que na representacao da solucao, algumas regioes precisem ser mais refina-
das do que outras e que tal refinamento varie com o tempo. Por exemplo,
apresentam-se na Figura 3.4 os perfis de v em 7 =0 e 7 = 6 e a disposi¢ao
de coeficientes wavelet com magnitude superior a 10~*. Sao mostrados os
detalhes significativos agrupados por niveis. Cada nivel é mostrado numa
altitude diferente com respeito ao eixo das ordenadas. Ao nivel mais fino
corresponde a maior altitude. Na tltima linha de cada gréafico esta repre-
sentada a malha esparsa, que é a uniao da malha mais grossa e os pontos
associados aos detalhes significativos.

No método a ser considerado, em cada passo de tempo 7 = 7,,,, a solugao é
representada por um vetor U™ formado pelos valores das fungoes nos pontos
de uma malha adaptativa X™, que deve ser dinamicamente modificada, con-
forme a variagao da solucao. Seja I'; uma malha regular com espagamento

d; = LLQ_J' . Em cada nivel de resolucao, denota-se por A; o conjunto de
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Figura 3.4: Gréficos de ¢ para 7 = 0 (a) e 7 = 6 (b), e seus pontos com
coeficientes significativos (x) e da malha bésica (o).

pontos de I'; que nao estao em I';_;. Forma-se a malha X" pela uniao dos
pontos de uma malha I';;, de um nivel menos refinado, com aqueles pontos
de A;, 70 < 1 < 7, em que pelo menos uma das fung¢oes tenha o coeficiente
wavelet significativo.

A evolugao para o proximo passo de tempo ¢ feita em trés etapas:

e Extensao da malha: Como nio sabemos a priori como serd X™*!
considera-se uma estimativa X™*. Esta estimativa é crucial pois de-
pende da velocidade com que a solucao varia no intervalo de tempo.
Na aplicacao deste trabalho, adota-se sistematicamente um refinamen-
to em que X™* é obtida pela inclusdo dos pontos intermédiarios entre
pontos consecutivos da malha X". Nos pontos novos da malha esten-
dida, o valor da solucao em 7, é interpolada.
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e Evolugao: Calcula-se a solugao na malha estendida no tempo 7,1 =
Tm + Ay, sendo A, escolhido de acordo com a menor distancia entre
dois pontos consecutivos de X™* utilizado o esquema BTBS (Back-
wards in Time, Backwards in Space) explicito. Para a temperatura do
leito catalitico Oy, isto é feito diretamente usando a férmula (3.13).
Para as funcoes © e 9, a derivada espacial em cada ponto da malha
estendida v € X™* é aproximada pela diferenca finita

df ~ f(VvaJrl) _f(V*JTerl)

—(V, Tiy1) &

dz 0,
com espacamento ¢,, determinado pela menor distancia entre v e seus
vizinhos e v_ = v—9,. Como eventualmente v_ pode nao coincidir com

um ponto de X™*, os valores das funcoes precisam ser interpolados em
tais pontos (pontos ghosts). A evolugao temporal se transforma num
processo iterativo. As equagoes (3.12) e (3.14) s@o modificadas:

m+1 m+1 m+1 1
er 1+ O 8,00, (3.15)
1 V) + ¢
m+1 __ m+1 v TV
= T S ewer R (3.16)

sendo p o indice da iteracao. Se para calcular o valor das fun@ées em
s x m+1 m+1
v for necessario acrescentar um ponto ghost, entao O] 7p e Y- s S
interpolados utilizando a esquerda valores funcionais determmados na
atual iteracao, e a direita valores funcionais determinados na iteracao
anterior. Para comegar o processo iterativo, definem-se @m+1 o e
¢m+1 Y], O processo termina quando a diferenca entre os valores
consecutivos é menor que um parametro de precisao determinado a

PTLOTL.

e Reducao da malha: A malha X™*! é determinada retirando-se de
X™F aqueles pontos em que todos os coeficientes wavelet da solucao
calculada sao despreziveis.

3.3.1 Resultados numéricos

Na secao B.6 sao descritos os programas e funcoes de MATLAB que implemen-
tam o esquema adaptativo. Nos exemplos apresentados a seguir, o esquema
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129 pontos 257 pontos

7 | Implicito | Adaptativo || Implicito | Adaptativo
4 7.5 7.3 26.7 12.0
10 19.6 21.6 70.9 38.5
20 39.5 35.8 142.2 64.7
50 7T 77.6 278.8 142.4

Tabela 3.1: Comparacao do tempo utilizado pelos métodos implicito e adap-
tativo, em segundos, para malhas regulares de 129 e 257 pontos, respectiva-
mente.

de interpolagao ¢é polinomial de grau 3 e o parametro de truncamento dos
coeficientes wavelet é 1074

Na Tabela 3.1 é apresentado o tempo necessario para obter as solugoes
mediante os métodos implicito e adaptativo, sendo A = 0.01. Note que se a
quantidade de pontos da malha regular é relativamente pequena, o método
adaptativo nao é tao eficiente, devido aos complicados calculos que tém que
ser realizados. Ja com o aumento da quantidade de pontos da malha regu-
lar resulta evidente a vantagem que representa o uso da malha esparsa: o
método adaptativo pode achar as solugoes do problema na metade do tempo
requerido pelo método implicito!

Os resultados da Figura 3.5 permitem uma comparacao das solugoes ob-
tidas mediante o esquema implicito numa malha regular de 129 pontos e o
esquema adaptativo. Para esta comparacao, adotou-se um passo de tempo
fixo A = 0.01, em ambos casos. Observa-se a reduzida quantidade de pontos
que sao utilizados no método adaptativo, mantendo a qualidade das solugoes
com reduzido custo computacional.

Resultados analogos na Figura 3.6 permitem uma comparacao das so-
lugoes obtidas mediante o esquema explicito numa malha regular de 1025
pontos e o esquema adaptativo. Observa-se que, neste caso, o esquema im-
plicito fica invidvel (em termos da capacidade do MATLAB para resolver
sistemas de equacoes envolvendo mais de 15000 equagoes, no computador
utilizado para realizar os cédlculos.) Para esta comparagao, adotou-se um
passo de tempo fixo A = 0.001, em ambos casos.

O numero de pontos das malhas efetivamente utilizados no método adap-
tativo ao longo do tempo é apresentado na Figura 3.7. Os diferentes graficos
correspondem a aplicagoes em que a malha regular mais fina possui 65, 257
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0.005 00t 0015 0.02 0025 0015 0.02 0.025

(b) 7

0.005 001 0015 0.02 0.025

0.005 0.0t 0015 0.02 0.025

(d) T = 50.

Figura 3.5: Comportamento de T' (o), T (x), Y () e Y? (¢) ao longo
do leito catalitico para diferentes valores de 7 (resultados obtidos mediante
o esquema adaptativo, se¢ao 3.3). Em todos os casos a malha original tem
129 pontos, e A = 0.01. As linhas continuas representam os valores destas
fungoes calculados mediante o esquema implicito.
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1100

1000

900

800

700

600

500

0.005 001 0015 0.02 0.025 o 0.005 001 0015 0.02 0.025

1100

1000

9001

8001

700

6001

500]

0.005 001 0015 0.02 0.025 (] 0.005 001 0015 0.02 0.025

0.005 00t 0015 0.02 0.025 0.005 001 0015 0.02 0.025

(d) 7 = 50.

Figura 3.6: Comportamento de T (o), T (x), Y' (O) e Y? (¢) ao longo
do leito catalitico para diferentes valores de 7 (resultados obtidos mediante
o esquema adaptativo, se¢ao 3.3). Em todos os casos a malha original tem
1025 pontos, e A = 0.001. As linhas continuas representam os valores destas
funcoes calculados mediante o esquema explicito.
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55

50

Figura 3.7: Quantidade de pontos significativos que ao longo do tempo (0 <
7 < 50) sao utilizados para representar as fungoes. As malhas originais tém
(a) 65, (b) 257 e (c) 1025 pontos.

e 1025 pontos. Pode-se observar que, mesmo permitindo um alto nivel de
refinamento em regioes de variagoes bruscas, o nimero total de pontos nas
malhas adaptativas fica reduzido durante a evolucao temporal.

Observa-se também que, como esperado, o esquema adaptativo gera au-
tomaticamente uma malha esparsa, sendo nas zonas de maior variacao das
funcoes onde se concentra a maior quantidade de pontos da malha, havendo
menos pontos nas zonas suaves das fungoes.
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Capitulo 4

Conclusoes

Foram estudadas técnicas wavelet para a decomposicao e reconstrucao de
fungoes. Tais técnicas foram utilizadas com éxito na resolugao de um siste-
ma de equacoes diferenciais parciais que modelam a decomposicao catalitica
da hidrazina num micropropulsor. Quando comparados os resultados do
método adaptativo com os que provém de um método classico, aprecia-se a
qualidade daqueles. O método adaptativo apresenta vantagens se compara-
do com o classico: aproveitando o carater esparso da representacao wavelet
foram utilizados pouquissimos pontos significativos, o que resulta na reducao
palpavel de operacoes efetuadas e de dados armazenados, sem sacrificar a
qualidade dos resultados. Recomenda-se portanto a continuacao do estu-
do destas técnicas e ferramentas, poderosas e versateis, aplicaveis as mais
diversas areas do conhecimento cientifico e técnico.
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Apeéendice A

Duas ferramentas
implementadas

Além do anélise wavelet interpolador, foram estudadas e implementadas duas
ferramentas: o esquema ENO e o esquema lifting. Apesar de suas proprie-
dades relevantes, elas ainda nao foram aplicadas no método adaptativo im-
plementado. No entanto, e com a esperanca de que sejam de utilidade no
futuro, para nds ou para quem possa se interessar nesta area, deixamo-las
aqui apresentadas.

A.1 Algoritmo essencialmente nao-oscilatério

Em interpolagao polinomial de grau r > 1 de uma funcao continua por par-
tes, pode aparecer um fenomeno de oscilacao nao desejado, conhecido como
fenomeno de Gibbs. Pela importancia de evitar este erro na resolugao apro-
ximada de problemas de evolugao, com solucoes descontinuas, como as que
aparecem em leis de conservacao, adota-se uma implementacao computacio-
nal de um esquema de subdivisao interpolador chamado ENO (essencialmente
nao oscilatério) proposto em [8].

Nosso espaco de fungoes aproximantes serd o espaco de fungoes polino-
miais por partes na malha uniforme I'y = {a = zo, z1,..., xy_1,2x = b}:

v ={Q@) eCla.b], Q)

onde P é um espago de fungoes polinomiais. Dizemos que Q(z) € V é um
interpolador da funcdo f(z) se Q(x;) = f(z;). Se P = span{l,z}, Q é um

o =P(T) EPi=0,... ,N—1},
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interpolador linear por partes; se P = span{1,z, 2}, Q é um interpolador
quadrdtico por partes e se P = span {1, x, 22, 23}, Q é dito ser um interpolador
cubico por partes.

Definicao A.1.1. O interpolante () € essencialmente nao-oscilatério se a
quantidade de seus extremos locais nao excede os de f.

No caso simples de interpolacdo linear por partes, no intervalo [z;, T;11],
tem-se que

Q(z) = v + Mz — ;)
em que

Yo = [xi] = f4),

xT; — |T;
"= [%’H Hfz] = M
Tiv1 — X4

Neste caso, um extremo de () s6 pode ocorrer em algum dos pontos de inter-
polacao z;, onde () muda de monotonicidade. Isto é,

Qri1) < Q(x:) e Qx;) > Q(wiga)

ou

Q(zim1) > Q(x;) e Qx;) < Q(Tit1)-

Mas entao f também muda de monotonicidade no intervalo [z;_1, x;11]. Por
isso, f tem pelo menos um extremo local no intervalo [z;_1, x;41].

Seja @(x) um interpolante quadratico por partes da fungao f(x). Vamos
escrever (|, .. = p(z) na forma de Newton:

p(z) =y +7(x —x;) + ol —z)(x —zi41), 2 <z<xir7. (A1)
Observa-se que, para qualquer escolha do coeficiente 5, as condicoes
p(z:) = f(zi), p(ziv1) = f(Tiv1)
sao satisfeitas. No esquema de interpolacao classico, tomando

Yo = ,}/-i- — [33i+2 Tit 331} _ [ i+2 z+1] [ 1+1 Z]’
Tito2 — Ty
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resulta que p(z) também interpola f em x;,2. Da mesma forma, tomando

N _ [Ii-i-l 901] - [% xz‘—ﬂ
Ye=7 = [xi—i-l Z; $¢—1] = )
Tit1 — Ti—1

entdo p(x) também interpola f em x; .

No caso do esquema ENO, v, também serd eleito a partir das diferencas
divididas de ordem 2, procurando que () = Qgno oscile tanto ou menos que
f mno intervalo [z;, x;11]. Desta forma, o método ENO propde a seguinte
escolha:

sgn(y~) min{|y~|, [y*]}, sesgn(y™) =sgn(y"),

_ 1 + ) =
Yo = minmod(y™,y7) = { 0, se sgn(vy~) # sgn(y™1).

Teorema A.1.1. Seja Q = Qrno € V o interpolante ENO quadrdtico de
f associado a malha I'y. Exziste uma correspondéncia 1-1 entre os extremos
locais de Q) e aqueles do interpolador linear por partes de f.

Com este resultado, garantimos que o método é essencialmente nao osci-
latério, porque a funcao Qgno tem a mesma quantidade de extremos locais
que a funcao linear por partes que coincide com f nos x;, cujos extremos
sao em quantidade igual ou inferior que os da prépria f. A demonstracgao
estd em [8]. Nesse artigo também estd definido o esquema ENO para inter-
polagao ctbica. No entanto, apesar das evidéncias favoraveis dos resultados
numeéricos, ainda nao se conhece uma demostracao de um resultado equiva-
lente ao Teorema A.1.1 no caso de interpolacao ENO cubica.

O esquema ENO foi preparado em MATLAB, em duas variantes: para
interpolacao quadratica e cubica, sendo esta tltima uma extensao a grau 3
do algoritmo para grau 2 anteriormente descrito.

Para testar os programas foi utilizada a funcao

1, 0<z <y,
fla)=4 0, 3<z<g3,
1

Nas Figuras A.1 e A.2 aparecem os resultados. Em todos os casos a malha
original tinha 17 pontos. Além de apresentar os graficos obtidos mediante os
ENOs, também aparecem aqueles que resultaram da nao utilizacao da funcao
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(c)
Figura A.1: Interpolagao quadratica: (a) ENO, (b) pseudo-ENO, (c) classica.

minmod, mas apenas se decidiam pela diferenca dividida de menor médulo,
desconsiderando o caso em que o sinal delas fosse diferente (este esquema,
variagao do ENO, é denominado “pseudo-ENO” nas Figuras A.1 e A.2). Para
finalizar, também sao apresentados os graficos obtidos mediante interpolacao
quadratica e cibica classicas. Na secao B.1 sao descritos os programas criados
em MATLAB para efetuar a interpolacao ENO.

Como pode ser visto, o ENO conseguiu eliminar as oscilagbes nas zonas
criticas. Entretanto, o custo computacional do método é elevado. Em [7]
foi sugerida por A. Harten a idéia de combinar o esquema ENO com um
algoritmo que indique a localizagao de zonas criticas, e assim empregar o
ENO apenas nelas, enquanto um método classico é empregado no restante
dos pontos.

A.2 O esquema lifting
As vezes é preciso modificar o esquema descrito na secao 2.5 para melhorar em

algum sentido as propriedades das nossas wavelets. Havendo tal necesidade,
é introduzido um filtro de atualizagao, denotado por “U” (de update), que
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Figura A.2: Interpolagao cibica: (a) ENO, (b) pseudo-ENO, (c) cléssica.
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Figura A.3: Ciclo de analise e sintese do lifting.

modificard os ¢/ utilizando os d/. Na Figura A.3 estd representado o banco
de filtros que corresponde a esta transformada modificada, que é chamada
de lifting.

O esquema lifting é uma ferramenta para construir wavelets de segunda
geracao, que sao uma generalizagao da teoria apresentada no Capitulo 2. A
base de Riesz de V; numa andlise multirresolugao de segunda geragao, que
seguiremos denotando por ¢; ;, nao é necessariamente formada por dilatagoes
e translagoes da fungao ¢go(z).

O objetivo é reduzir o fenomeno conhecido como aliasing mediante uma
transformada wavelet atualizada (ou seja, um lifting). As malhas mais finas
contém os pontos das malhas mais grossas. Quando descontinuidades ou
mudancas bruscas da funcao ocorrem nestes pontos, elas sao transmitidas
das malhas finas até as mais grossas, no sentido de que quando sao calculados
os coeficientes d;; das malhas grossas na vizinhanca do ponto, estes serao
nao nulos. Este é o aliasing (Figura A.4). O nimero de momentos nulos
da wavelet estd relacionado com seu cancelamento e portanto com o aliasing
transmitido dos niveis mais finos aos grossos.

Se propoe entao que

p(z) = (),
Y(x) =M (@) =) upp(e — k),

onde os coeficientes uj sao chamados de update. Procuram-se momentos
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Figura A.4: Decomposi¢ao de um pulso. (a) Fenomeno de aliasing; (b) alias-
ing corrigido mediante lifting.

nulos, ou seja,

/x’%(@dzzO, p=0,1,... ,2N — 1.

R
Entao
/xpwold(l,) d$—zuk/$p@($_k) dr =0, p=20,1,... ,2N — 1.
R k R

Estamos na presenca de um sistema linear de 2N equagoes e 2N incognitas
para determinar o valor dos coeficientes u,. De forma matricial:

bp—Zukapkzo ou Au=0>,
k

_ old _ : : -
onde b, = [paPY°(x) dx e ay = [paPe(x — k) dr. E habitual exigir que
os coeficientes uy sejam simétricos (ou seja, u_j = ug,1), assim o nimero
de incégnitas fica reduzido a metade. Exemplifiquemos com o caso de ¢(x)
linear, onde

1+z, xe€l]-1,0),

plx)y=<¢ 1—z, x€]|0,1],
0, no restante dos pontos,
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Figura A.5: (a) Fungoes p(x) & esquerda, 1°(x) no centro e p(x — 1) a
direita; (b) a nova ¥(x).

e 1°4(x) = 2¢p(2x — 1). Teremos que

Uy = Ug; by — g ugaor = 0,
i

onde agy = ag1 = 1, by = 1, portanto uyg = u; = % Na Figura A.5 temos

estas fungoes. Assim se consegue que a nova 1(z) satisfaga

/1#(%) dz = 0; /w(x) dr = 0.

R
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Apeéendice B

Cdédigos implementados

B.1 Implementacao do esquema ENO

Os dois esquemas ENO (quadrético e cibico) sao bésicamente iguais, e uti-
lizam portanto a mesma arvore de dependéncia:

difdiv{ difdiv
eno2r,eno3r { minmod
where_minmod{ minmod

A funcdo difdiv é recursiva. Ver nas Figuras A.1 e A.2 os resultados da
aplicacao destes programas.

Funcao difdiv: Calcula recursivamente as diferencas divididas de qualquer
ordem dado um vetor de pontos da malha e os dados associados.

function [gamma] = difdiv(x)

n = length(x);

if n ==

gamma = f(x);
else

x1 = x(1:n - 1);

x2 = x(2:n);

gamma = (difdiv(x2) - difdiv(x1))/(x(n) - x(1));
end
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Funcao minmod: Dados dois valores, decide qual é o menor em médulo se os
dois tém o mesmo sinal. Se o sinal deles é diferente adota o valor zero.

function [res] = minmod(x,y)
if sign(x) == sign(y)

res = sign(x)*min(abs(x),abs(y));
else

res = 0;

end

Fungao where minmod: Determina se o valor de minmod corresponde ao pri-
meiro ou ao segundo dos valores comparados.

function [where] = where_minmod(x,y)

s = minmod(x,y);

if s ==
where = 0;
else
where = 1;
end

Funcao eno2r: Interpola os pontos de x mediante o esquema ENO qua-
dratico.

function [fint] = eno2r(x)
x1 = x(1); xn = x(length(x)); nivel = log2(length(x) - 1);
N = 27 (nivel + 1) + 1; xint = linspace(xl,xn,N);
for i=1:2:N,
fint(i) = f(xint(i));
end

%Extremo izquierdo
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fint(2) = difdiv(xint(1)) + ...
difdiv([xint(1) xint(3)])*(xint(2) - xint(1)) + ...
difdiv([xint(1) xint(3) xint(5)]) * ...
(xint(2) - xint(1)) * (xint(2) - xint(3));

%Centro

for i=4:2:N - 3,
gl = difdiv([xint(i - 1) xint(i + 1) xint(i - 3)1);
gr = difdiv([xint(i - 1) xint(i + 1) xint(i + 3)]1);

fint(i) = difdiv(xint(i - 1)) + ...
difdiv([xint(i-1) xint(i+1)])*(xint(i)-xint(i-1))+...
minmod(gl,gr)*(xint (i) -xint(i-1))*(xint(i)-xint(i+1));
end

%Extremo derecho

fint(N - 1) = difdiv(xint()) + ...
difdiv([xint(N) xint(N-2)]) * (xint(N-1)-xint(N)) + ...
difdiv([xint(N) xint(N - 2) xint(N - 4)]) * ...
(xint(N - 1) - xint(N)) * (xint(N - 1) - xint(N - 2));

Funcgao eno3r: Interpola os pontos de x mediante o esquema ENO ctibico.
function [fint] = eno3r(x)
x1 = x(1); xn = x(length(x)); nivel = log2(length(x) - 1);
N = 27 (nivel + 1) + 1; xint = linspace(xl,xn,N);
for i=1:2:N,
fint(i) = f(xint(i));
end
%Extremo izquierdo
fint(2) = difdiv(xint(1)) + ...
difdiv([xint (1) xint(3)])*(xint(2) - xint(1)) + ...
difdiv([xint(1) xint(3) xint(5)])*...

(xint(2) - xint(1))*(xint(2) - xint(3)) + ...
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difdiv([xint (1) xint(3) xint(5) xint(7)]1)*...
(xint (2)-xint (1)) *(xint (2) -xint (3)) *(xint (2)-xint (5));

%Segundo punto a la izquierda
gl = difdiv([xint(3) xint(5) xint(1)]1);
gr = difdiv([xint(3) xint(5) xint(7)]);

fint(4) = difdiv(xint(3)) + ...
difdiv([xint(3) xint(5)])*(xint(4)-xint(3))+...
minmod(gl,gr)*(xint (4)-xint (3))*(xint (4)-xint(5));

if where_minmod(gl,gr) ==
fint(4) = fint(4) +...
difdiv([xint(3) xint(5) xint(1) xint(7)])*...
(xint (4)-xint (3)) *(xint (4) -xint (5) ) *(xint (4)-xint (1)) ;
else
g31l=difdiv([xint(3) xint(5) xint(7) xint(1)]);
g3r=difdiv([xint(3) xint(5) xint(7) xint(9)]);
fint(4)=fint(4) + minmod(g31l,g3r)*. ..
(xint (4)-xint (3) ) *(xint (4) -xint (5) ) *(xint (4)-xint (7)) ;
end

%Centro

for i = 6:2:N - b
gl = difdiv([xint(i - 1) xint(i + 1) xint(i - 3)1);
gr = difdiv([xint(i - 1) xint(i + 1) xint(i + 3)1);

fint(i) = difdiv(xint(i - 1)) + ...
difdiv([xint(i-1) xint(i+1)])*(xint(i)-xint(i-1))+...
minmod(gl,gr)*(xint (i) -xint (i-1))*(xint(i)-xint(i+1));

if where_minmod(gl,gr) ==
g3l=difdiv([xint(i-1) xint(i+1) xint(i-3) xint(i-5)]);
g3r=difdiv([xint(i-1) xint(i+1) xint(i-3) xint(i+3)]);
fint(i) = fint(i) + minmod(g3l,g3r)*...
(xint (i) -xint(i-1))*(xint (i) -xint (i+1))*. ..
(xint (i) -xint (i-3));
else

49



g3l=difdiv([xint(i-1) xint(i+1) xint(i+3) xint(i-3)1);
g3r=difdiv([xint(i-1) xint(i+1) xint(i+3) xint(i+5)]);
fint(i) = fint(i) + minmod(g3l,g3r)*...
(xint (i)-xint (i-1))*(xint (i) -xint (i+1))*. ..
(xint (1)-xint (i+3));
end
end

%Segundo punto a la derecha
gl = difdiv([xint(N-4) xint(N-2) xint(N-6)]);
gr = difdiv([xint(N-4) xint(N-2) xint(N)]1);

fint(N-3) = difdiv(xint(N-4)) + ...
difdiv([xint (N-4) xint(N-2)])*(xint(N-3)-xint(N-4))+...
minmod(gl,gr)*(xint (N-3)-xint (N-4))*. ..
(xint (N-3)-xint (N-2));

if where_minmod(gr,gl) ==
fint(N-3) = fint(N-3) +...
difdiv([xint(N-4) xint(N-2) xint(N) xint(N-6)])*...
(xint (N-3)-xint (N-4))* (xint (N-3) -xint (N-2) ) *. ..
(xint (N-3)-xint (N));
else
g31l=difdiv([xint(N-4) xint(N-2) xint(N-6) xint(N-8)]);
g3r=difdiv([xint (N-4) xint(N-2) xint(N-6) xint(N)]);
fint (N-3)=fint (N-3) + minmod(g3l,g3r)*. ..
(xint (N-3)-xint (N-4))* (xint (N-3) -xint (N-2) ) *. ..
(xint (N-3)-xint (N-6)) ;
end

%Extremo derecho

fint(N - 1) = difdiv(xint(N)) + ...
difdiv([xint(N) xint(N - 2)])*(xint(N - 1) - xint(N)) + ...
difdiv([xint(N) xint(N - 2) xint(N - 4)])*...
(xint(N - 1) - xint(N))*(xint(N - 1) - xint(N - 2)) + ...
difdiv([xint (N) xint(N - 2) xint(N - 4) xint(N - 6)])*...
(xint (N-1)-xint (N) ) * (xint (N-1) -xint (N-2) ) *. . .
(xint (N-1)-xint (N-4)) ;
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B.2 Implementacao do esquema wavelet in-
terpolador

Estas fungoes foram criadas de tal forma que, se desejado, seja possivel modi-
ficar uma ou varias delas sem afetar as outras. Repetimos assim o esquema
de filtros descrito na secao 2.5 e representado na Figura 2.7. A arvore de
dependéncia das fungoes é:

. split
analisisq .
interpolar
. . { interpolar
sintesis
merge
Fungao split: Dado o vetor C com 2% + 1 elementos (k € Z,), seus ele-
mentos impares sao armazenados em c, e os pares em d.

function [c,d] = split(C)

c
d

C(1:2:1ength(C));
C(2:2:1length(C) - 1);

Funcao merge: Dados dois vetores a e b, sendo que o primeiro tem um
elemento a mais que o segundo, seus elementos sao intercalados e o
resultado armazenado em res.

function [res] = merge(a,b)

res(1:2:2*length(a) - 1) =
res(2:2:2*length(a) - 2) =

| [
(o )
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Fungao interpolar: Dado o vetor x, com pelo menos p elementos, é gerado
o vetor res, cujos elementos sao o valor interpolado dos elementos de
x. A interpolacao é de grau p — 1.

function [res] = interpolar(x)

%Interpolacil’on lineal

YA

hfor i = 1:length(x) - 1

yA res(i) = (x(1) + x(1 + 1))/2;
%hend

%Interpolaci\’on c\’ubica

h
N = length(x);
pizq = [5 15 -5 1];

yizq = [x(1); x(2); x(3); x(4];
res(1) = pizqgx*yizq/16;

pcentro = [-1 9 9 -1]/16;

for i = 2:N - 2
ycentro = [x(1 - 1); x(1); x(1 + 1); x(1 + 2)];
res(i) = pcentro*ycentro;

end
pder = [1 -5 15 5];
yder = [x(N - 3); x(N - 2); x(N - 1); x(N)];

res(N - 1) = pderxyder/16;

Fungao analisis: Dado o vetor C com 2F + 1 elementos (k € Z, ), é feita a
analise dele, e gerados c e d.

function [c,d] = analisis(C)

[c,d] = split(C);
d = d - interpolar(c); %P
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Funcao sintesis: Dados os vetores ¢ e d, é realizada a sintese deles, e o
resultado é armazenado em C.

function [C] = sintesis(c,d)

d
C

d + interpolar(c); %P
merge(c,d) ;

B.3 Implementacao do esquema lifting

O esquema [ifting também foi implementado em forma de vérias fungoes
programadas em MATLAB. A aplicacao do update é obtida computacional-
mente de forma simples, acrescentando apenas uma linha de cédigo (compa-
rando as fungoes analisis e analisis_lifting). Para exemplificar, utili-
zamos interpolacao linear, como na secao A.2. A arvore de dependéncia das
funcoes é:

analisis

analisis lifting { update

. . s update
sintesis_lifting . .
sintesis
As funcoes analisis e sintesis ja foram descritas na secao B.2.

Funcao update: Dados os vetores c e d e o escalar signo, ¢ feita a atuali-
zacao de c, e armazenada em res.

function [res] = update(c,d,signo)

N = length(c); u = [1/2 1/2];

for i = 2:N - 1
y = [dGE - 1); d@E)T;
c(i) = c(i) + signoxuxy;
end
res = c;
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Funcao analisis_lifting: Dado o vetor C é feita a andlise dele, e o vetor
c é atualizado.

function [c,d] = analisis_lifting(C)

[c,d] = analisis(C); c = update(c,d,1);

Funcao sintesis_lifting: Dado o vetor c, é obtido o vetor original (sem
atualizacao) e sintetizado com d. O resultado é armazenado em C.

function [C] = sintesis_lifting(c,d)

¢ = update(c,d,-1); C = sintesis(c,d);

B.4 Decomposicao wavelet

Para decompor e recompor uma fungao (mais exatamente, um vetor cujos ele-
mentos sao os valores de uma fun¢ado numa malha diddica) mediante técnicas
wavelet, foram criadas as seguintes funcoes de MATLAB. Apresentamos dois
grupos de cédigos. No primeiro temos a decomposicao e recomposicao de uma
funcao sem aproveitar o carater esparso desta representacao. No segundo,
tiramos proveito dele.

A quantidade de elementos que sao armazenados é bem menor no caso
da decomposicao esparsa, porque sé preservamos os detalhes significativos
e o valor da funcao na malha mais grossa, ao passo que na decomposicao
nao esparsa sao armazenados, também, os pontos onde os detalhes sao nao
significativos (este é o preco a pagar por um algoritmo simples).! Os progra-
mas apresentados em [9] sdo do primeiro tipo (armazenam todos os pontos).
Os programas utilizados pelo esquema adaptativo descrito na secao 3.3 sao
baseados numa estrutura de dados verdadeiramente esparsa, o que reduz a
quantidade de dados armazenados (e a quantidade de operagoes efetuadas,
se sao armazenados todos os dados é preciso determinar primeiro se o dado
representa um ponto significativo ou nao).

INa secdo 2.8 é apresentada a quantidade de pontos necessarios para representar uma
funcao com uma determinada qualidade; verifica-se que uma representacao satisfatéria
pode precisar de menos do 1% dos pontos originalmente utilizados para representar tal
fungdo. Ou seja, partindo de uma malha regular muito fina, que permite representar a
func@o com muita resolugao, é possivel (e desejavel) obter uma malha esparsa, tipicamente
com poucos pontos, mas suficientes para representar a fungao com boa qualidade.

o4



B.4.1 Decomposicao e recomposi¢cao nao esparsas

A arvore de dependéncia das funcgoes é:

analisis
truncar
descomponer
merge

descomponer

split
recomponer recomponer
sintesis

As fungoes descomponer e recomponer sao recursivas. As fungoes split,
merge, analisis e sintesis ja foram descritas na segao B.2.

Funcgao truncar: Dado o vetor de detalhes d e o limitante epsilon, os
elementos de d sao truncados, ou seja, aqueles que sao menores que
epsilon sao anulados.

function [res] = truncar(d,epsilon)

for i = 1:length(d)
if (abs(d(i))) >= epsilon
res(i) = d(i);
else
res(i) = 0;
end
end

Fungao descomponer: Dados o vetor ¢ (com 2% + 1 elementos, k& > 1), o
escalar n = 2¥ + 1,k > 1 (a quantidade de elementos da malha mais
grossa) e o limitante epsilon, é obtida a decomposigao de c, ou seja, é
efetuada a analise do vetor ¢ e os detalhes sao truncados. Em seguida é
efetuada a andlise do novo vetor c, até chegar ao nivel desejado, aquele
que tem n elementos. O nivel mais grosso nao pode ter mais elementos
do que o mais fino. Os detalhes sao intercalados com o novo vetor c,
ou seja, nos pontos onde sao calculados os detalhes, o valor da fungao
é sustituido pelo detalhe correspondente.
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function [res] = descomponer(c,n,epsilon)

if length(c) ==
res = c;
else
[c,d] = analisis(c);
d = truncar(d,epsilon);

¢ = descomponer(c,n,epsilon);
res = merge(c,d);

end

Fungao recomponer: Dados o vetor ¢ e n (a quantidade de elementos do
nivel mais grosso), é obtido o vetor res, que contém os valores da
funcao reconstruida. A funcao é reconstruida por niveis, desde o mais
grosso até o mais fino, com ajuda dos detalhes significativos. Onde o
detalhe foi zerado, a interpolagao nao é corregida. Os resultados de
recompor uma funcao apds ter truncados os detalhes para diferentes
valores de €, encontram-se na Figura 2.10.

function [res] = recomponer(c,n)

if length(c) ==
res = c;
else
[c,d] = split(c);

¢ = recomponer(c,n);

res = sintesis(c,d);
end

o6



B.4.2 Decomposicao e recomposicao esparsas

A arvore de dependéncia das fungoes é:

analisis
descomponersp{ dsp { truncarsp
dsp
padres{ mp
recomponersp checkdone
. padres
interpolarsp{ =
interpolarsp
valor

As funcoes dsp e interpolarsp sao recursivas. Nas funcgoes a seguir, N é a
quantidade de pontos da malha mais fina e n é a quantidade de pontos na
malha mais grossa. Ambos os escalares sao da forma 2¥ +1,k > 1, e N > n.
A funcao analisis ja foi descrita na secao B.2.

Funcao truncarsp: Dados o vetor de detalhes d e os escalares epsilon e

cl, é efetuado o truncamento de d. Cumpre-se que cl zzlogQﬁﬁzﬂ
onde N, ¢é a quantidade de pontos do nivel que esta sendo analizado.
Portanto, o oposto de c1 é a “distancia” entre o nivel atual e o nivel
mais fino. O resultado desta funcao, o vetor md, s6 contém os detalhes
significativos, e tem duas linhas. Na primeira sao colocadas as posicoes
na malha mais fina dos pontos que estao sendo analizados. Na segunda

linha sao colocados os detalhes.

function [md] = truncarsp(d,epsilon,cl)

k =0; md = [];
for i = 1:length(d)
if abs(d(i)) >= epsilon
k=k+ 1;
md = [md [1 + 2°(-c1) + (i - 1)*2°(-c1 + 1);d(1)]1];
end
end
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Funcao dsp: Esta fungao é o motor de descomponersp, e devolve dois re-
sultados. O primeiro é o vetor res, que tem trés linhas. Na primeira
¢é armazenada a distancia entre o nivel mais fino e o nivel onde esta o
ponto, cuja posicao na malha mais fina é armazenada na segunda li-
nha. Na terceira linha é armazenado o valor da fungao (se for atingido
o nivel mais grosso) ou o detalhe (sdo armazenados apenas os detalhes
significativos) se ainda nao foi atingido o nivel mais grosso. Entre os
argumentos de dsp esta c. Primeiro dsp confere se este vetor corres-
ponde ao nivel mais grosso que se deseja atingir. Nesse caso, todos
os pontos de ¢ devem ser pré-acrescentados ao vetor ab. Se nao for
o caso, é efetuada a analise do vetor c, truncados os detalhes e, se o
vetor md nao for vazio (ou seja, se existirem detalhes significativos no
nivel analizado), este é pds-acrescentado ao vetor ab. Este processo é
repetido até ser atingido o nivel mais grosso, e ab é atualizado em cada
um deles. O segundo resultado de dsp é c1, o oposto da distancia entre
o nivel atualmente sob analise e o mais fino.

function [res,cl] = dsp(ab,c,N,n,epsilon,contador)
cl = contador - 1;

if length(c) ==

res = [[-cl*ones(1,n);(1:(N - 1)/(n - 1):N);c] abl;
else

[c,d] = analisis(c);

md = truncarsp(d,epsilon,cl);

if “isempty(md)

ab = [ab [-cl*ones(1,length(md(1,:)));md]];
end

[res,cl] = dsp(ab,c,N,n,epsilon,cl);
end
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Funcao descomponersp: Esta funcao é a interface que permite decompor
de forma esparsa o vetor original c, invocando o motor dsp, que é
alimentado inicialmente com ab vazio. O resultado é o vetor ab, com
o formato herdado de dsp.

function [ab] = descomponersp(c,n,epsilon)
N = length(c); contador = 1;
[ab,contador] = dsp([],c,N,n,epsilon,contador);

As fungoes que permitem recompor a funcao a partir de ab sao:

Funcgao mp: Dado x devolve a maior poténcia de 2 que o divide. Por exem-
plo, mp(9) = 0; mp(20) = 2.

function [res] = mp(x)

while x/z == floor(x/z)
z =2z%2; k =k + 1;
end

res = k;

Fungao padres: Dado o vetor punto (que contém, em duas linhas, a dis-
tancia entre o nivel a que um ponto pertece e o nivel mais fino, e sua
posigao na malha original), devolve seus “pais”, ou seja, aqueles pontos
cujos valores, devidamente interpolados, devolvem o valor da fungao na
posicao armazenada em punto. Também sao devolvidas as distancias
entre o nivel de cada pai e o nivel mais fino, e o escalar shift, que indica
se punto deve ser interpolado com pontos que pertecem aos extremos
ou ao centro do dominio.

function [y,shift] = padres(punto,N,n)
nivel = punto(1l);
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punto(2);
2°nivel;

pos
lag

y = [(pos - lag) (pos + lag)];

if (pos - 3xlag) < 1
y = [y (pos + 3*lag) (pos + 5*lag)];
shift = -1;

elseif (pos + 3xlag) > N
y = [(pos - 5xlag) (pos - 3xlag) yl;

shift = 1;
else
y = [(pos - 3*lag) y (pos + 3x*lag)];
shift = 0;
end
for i = 1:4
a=(y@i) - Dx(n - 1)/(N - 1);
if a == fix(a)
niv(i) = log2((N - 1)/(n - 1));
else
niv(i) = mp(y(i) - 1);
end
end
y = [niv;yl;

Fungao checkdone: Dados o vetor done (que armazenard os valores da
fungao ja calculados) e a posigao y, esta funcao determina se o valor da
funcao num ponto ja é conhecido. Se for o caso, o valor é devolvido.

function [y_temp,yes] = checkdone(done,y)

for i = 1:length(done)
if y == done(1,1)
y_temp = done(2,1);
yes = 1;
return
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end
end

y_temp = 0; yes = 0;

Funcao valor: Dada a posicao de um ponto na malha mais fina, é confe-
rido se ele contém um detalhe significativo. Sendo o caso, seu valor é
devolvido.

function [v] = valor(x,y)

for i = 1:length(x)
if y == x(2,1)
v = x(3,1);
return
end
end

v = 0;

Funcao interpolarsp: O motor de recomponersp. Dado um ponto y, sao
achados seus pais, interpolado o valor da funcao nele e corrigido com o
detalhe correspondente, se existir. Cada pai é analizado. Se o valor da
funcao nele ja foi calculado, entao é utilizado, caso contrario é repetido
o processo. Desta forma cada pai cujo valor é desconhecido gera uma
arvore de pais, e interpolarsp é o encarregado de determinar o valor
da funcao neles. Finalmente, é devolvido um escalar, z, que contém
o valor da funcao no ponto dado, e o vetor done com aqueles pontos
onde o valor da fungao ja foi calculado e o proprio valor.

function [z,done] = interpolarsp(x,y,shift,N,n,ready)

if shift == -1

c =[5 15 -5 1];
elseif shift ==

c=1[-199 -1];
else

c = [1 -5 15 5];
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end

done = ready;

for i = 1:4
[y_temp,yes] = checkdone(done,y(2,i));
if yes ==
y_t(i) = y_temp;
else

[y2,s2] = padres([y(1:2,i)],N,n);
[y_t(i) ,done] = interpolarsp(x,y2,s2,N,n,done);
y_t(i) = y_t(i) + valor(x,y(2,i));
done = [done [y(2,i);y_t(i)]1];
end
end

z = cxy_t’/16;

Funcgao recomponersp: A interface que permite, dado um vetor x, no forma-
to devolvido por descomponersp, reconstruir a fungao apenas naqueles
pontos onde os detalhes foram significativos. Neles sao determinados
os pais e o valor da funcao ¢ interpolado a partir deles e corrigido. Sao
devolvidos também os valores funcionais nos pontos da malha mais
grossa. Esta funcao devolve os valores funcionais e sua posi¢ao na ma-
lha original. Na Figura 2.11 mostra-se a diferenca entre a interpolagao
nao esparsa e a esparsa.

function [malla,vector] = recomponersp(x,N,n)

vector = x(3,1:n); malla = x(2,1:n);
ready = x(2:3,1:n);

if length(x) > n
for i = n + 1:length(x)
[y,shift] padres(x(1:2,1),N,n);
[z,ready] interpolarsp(x,y,shift,N,n,ready);
z =z + x(3,1)
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vector = [vector z];
malla = [malla x(2,1)];
end
end

B.5 Implementacao do esquema implicito

Foram criados programas de MATLAB. A arvore de depéndencia é:

(inicializar
makeM
extraer
makeR

main { makezeta
makeF DF
makeH
makeJac
convertir

\

Programa main: Programa principal, que efetua as iteracoes de Newton e
traca os resultados.

Jibegin{main}

clear all

inicializar

makeM

while tau <= tau_f
extraer

makeR
makezeta

newtonit = O;
Vm_ant = 2%Vm;

while max(abs(Vm - Vm_ant)) >= epsilon & newtonit < 11
newtonit = newtonit + 1
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Vm_ant = Vm;
extraer
makeF_DF
makeH
makeJac
Vm = Vm_ant + sparse((M - Jac_H))\...
(R - M*xVm_ant + H);
end

tau = tau + Delta
end

extraer
convertir

plot(x,T,’bo’)
hold on
plot(x,Ts,’rx’)

figure
plot (x,Y2, kd?)
hold on
plot(x,Y1,’gs’)
hend{main}
Programa inicializar: Neste programa sao inicializadas as diversas cons-
tantes que serao usadas ao longo do processo, assim como o vetor com

os dados iniciais, U°. Todas as magnitudes fisicas tém unidades do
MKS.

%begin{inicializar}

%Constantes
P = 1500000; Tb = 400; Ts = 400; Rgas = 8.31451;

H1 = -4.41d6; cp = 2.66d3; L = 2.5/100; G = 17.5;
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mu_visc = .256d-4; D1 = .8825d-5; D2 = 1.579d-5;
k1_2 = (D1/D2)~(2/3);

alpha = .55; beta = (1.41 + 2.61)/2;
mu = .824; omega = .36464;

r = .3/1000; A = 6787;

Re
Lc

G/ (mu_visc*4);
Re™.41/(.74%A); h = .74*cp*GxRe”(-.41);

Z = 155; D = .0195;

Nx = 100; x = [0:L/Nx:L]’; z = x/Lc; delta = L/(Nx*Lc);
Delta = .1; tau = 0; tau_f = 5; epsilon = .1;

%Gases
Yib = .87 - .0006*Tb;
Y3b = (1 - Y1b)/32; Y2b = 17*Y3b; Y4b = 14%xY3b;

%Conds. contorno
Theta_contour = 0;
psi_contour = 32*Y2b/(17xY1bxkl_2);

%Cond. inicial
Theta_s = zeros(size(z));

%Vectores

phi = exp(-alpha*z); Y1 = Yilb*phi;

Theta_s = zeros(size(z)); Theta = Theta_s;

psi = (1 - phi)*mu/alpha + psi_contour;

Vm = zeros(3*%Nx + 1,1);

Vm(1) = Theta_s(1); Vm(3:3:3%Nx) = Theta_s(2:Nx + 1);
Vm(4:3:3%xNx + 1) = psi(2:Nx + 1);

Y%end{inicializar}
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Programa makeM: Gera a matriz M.

Jibegin{makeM}
d(1) = 1 + Delta;

/iDiagonal principal
for i = 1:Nx

d(3*i - 1) = 1 + delta;
d(3x%i) = 1 + Delta;
d(3%i + 1) = 1 + muxdelta;

end

%Diagonal superior
for i = 1:Nx
dupl(3*i - 2) = -delta;
end
dupl = [0 dupl 0];

JsPrimera diagonal inferior
for i = 1:Nx

ddown1(3*xi - 2) = -Delta;
end
ddownl = [0 ddownl 0];

%sTercera diagonal inferior

for i = 1:Nx - 1
ddown3(3*xi - 2) = -1;
ddown3(3*i) = -1;

end

ddown3 = [0 ddown3];

M = diag(d,0) + diag(dupl,1) + diag(ddownl,-1)...

+ diag(ddown3,-3);
Y%end{makeM}
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Programa extraer: Extrai os vetores O, ©, e v a partir de U™,

Jbegin{extraer}

Theta = [Theta_contour; Vm(2:3:3*Nx - 1)];
Theta_s = [Vm(1); Vm(3:3:3%Nx)];
psi = [psi_contour; Vm(4:3:3*Nx + 1)];

hend{extraer}
Programa makeR: Gera o vetor R(U™).

%begin{makeR}
R = zeros(3*Nx,1);
R(2:3:3%xNx - 1) = Theta_s(2:Nx + 1);

R = [Theta_s(1); R];
Y%iend{makeR}

Programa makezeta: Gera um vetor contendo os valores de ( ao longo do
leito catalitico.

Jbegin{makezetal

T = Tb - HixY1b*Theta/cp;

Y2 17xk1_2%psi*Y1b/32;

Y3 = (1 - Y1)/8 - 3*Y2/17;

Y4 7x(1 - Y1)/8 - 14xY2/17;

zeta = (Tbx(Y3b/2 + Y4b/28 + Y2b/17 + Y1b/32))./...
(T.*(Y3/2 + Y4/28 + Y2/17 + Y1/32));

Y%end{makezetal}
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Programa makeF DF: Gera vetores contendo os valores de F'(O) e F'(Oy)
ao longo do leito catalitico.

Jbegin{makeF_DF}

F = Dxexp(-Z*(alpha - Theta_s)./...
((1 + betakxalpha)*(1 + beta*Theta_s)));
DF =Z*F./((1 + betax*Theta_s)."2);

Jend{makeF_DF}
Programa makeH: Gera o vetor H(U™*).

%ibegin{makeH}

H = zeros(3#*Nx,1);

H(2:3:3%Nx - 1) = Delta*alpha*phi(2:Nx + 1) - ...
alpha*xomega*Delta*zeta(2:Nx + 1) .x(psi(2:Nx + 1) + ...
phi(2:Nx + 1)) .*F(2:Nx + 1)./(1 + zeta(2:Nx + 1).*...
F(2:Nx + 1));

H(3:3:3*Nx) = muxdelta*x(psi(2:Nx + 1) + phi(2:Nx + 1))./...
(1 + zeta(2:Nx + 1) .*xF(2:Nx + 1));

H(1) Theta_contour;

H(3) = H(3) + psi_contour;

H = [DeltaxTheta_contour + Delta*alpha*phi(l) - ...
Delta*alpha*omega*zeta(1)*(psi(1) + phi(1))*F(1)/...
(1 + zeta(1)*F(1)); HI;

hend{makeH}

Programa makeJac: Gera a matriz H'.

hbegin{makeJac}
Jac_H = zeros(3*Nx) ;
for i = 2:Nx + 1

J = zeros(3);

J(2,2) = -alpha*omegaxDelta*zeta(i)*(psi(i) + ...
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phi(i))*DF(i)/((1 + zeta(i)*F(i))"2);
J(2,3) = -alpha*omega*Delta*zeta(i)*F(i)/...
(1 + zeta(i)*F(1));

+

J(3,2) = -muxdelta*zeta(i)*(psi(i) + phi(i))*DF(i)/...
((1 + zeta(i)*F(i))"2);
J(3,3) = muxdelta/(1 + zeta(i)*F(i));
Jac_H(3*%(1i - 2) + 1:3%(1 - 2) + 3,...
3%(i - 2) + 1:3x(1 - 2) + 3) = J;
end

Jac_H = [zeros(1,3*Nx + 1); zeros(3*Nx,1) Jac_H];
Yiend{makeJac}

Programa convertir: Gera vetores contendo os valores de Y!, Y2 T e T,
ao longo do leito catalitico.

%begin{convertir}
Y1 = Yib#phi;
Y2 = 17xk1_2x%psi*Y1b/32;

T = Tb + ThetaxY1bx(-H1)/cp;
Ts = Tb + Theta_s*Y1b*(-H1)/cp;

%end{convertir}
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B.6 Implementacao do esquema adaptativo

A arvore de dependéncia dos programas e fungoes é:

inicializar
dist{ mp
orgn
& padres
reducirfun3D
interpolarfun3D
main_ sp_ghost organizar
dist
extender3D s
padres
interpolarfun3D
makezeta
makeF DF
convertir3D

checkdone3D

padres

interpolarfun3D

A fungao interpolarfun3D é recursiva. As funcoes mp e padres ja foram
descritas na secao B.4.2; os programas inicializar, makezeta e makeF_DF

ja foram descritos na secao B.5.

Funcgao dist: Dados a posicao de um ponto na malha mais fina e a quan-
tidade de pontos das malhas mais fina e mais grossa, é calculada a
distancia do ponto a malha mais fina. Esta funcao admite um vetor de

posicoes como argumento.

function [res] = dist(p,N,n)

for i = 1:length(p)
a=(p@i) - D*xn - 1)/(N - 1);
if a == floor(a)
res(i) = log2((N - 1)/(n - 1));
else
res(i) = mp(p(1) - 1);
end
end
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Funcao orgn: Dados uma matriz x e um escalar n, a matriz é organizada
segundo os valores da sua primeira linha, e as n dltimas colunas sao
colocadas ao inicio da matriz.

function [res] = orgn(x,n)
[y,i] = sort(x(1,:));
y = x(:,i); N = length(y);

res = [y(:,N - n + 1:N) y(:,1:N - n)];

Funcgao checkdone3D: Dada uma matriz done (que armazena posigoes na
primeira linha e valores das fungdes ©, O e 1) nas restantes trés linhas),
verifica-se se as fungoes no ponto com indice y ja foram calculadas.
Sendo o caso, o valor delas é devolvido.

function [y_temp,yes] = checkdone3D(done,y)

for i = 1:1length(done)
if y == done(1,1)
y_temp = done(2:4,i);
yes = 1;
return
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Funcao interpolarfun3D: O valor das trés fungoes é determinado no pon-
to cujos pais tém indices armazenados em y. O escalar shift indica
se a interpolacao deve ocorrer nos extremos ou no centro do dominio,
e ready armazena valores funcionais ja calculados (evita-se assim ter
que recalculé-los). Se algum dos valores funcionais que devem ser uti-
lizados na interpolacao nao é conhecido, procede-se a sua interpolagao,
recursivamente.

function [z,done] = interpolarfun3D(y,shift,N,n,ready)

if shift == -1
c = [615 -5 1];
elseif shift ==
c=1[-199 -1];

else
c =[1 -5 15 5];
end
done = ready;
for i = 1:4
[y_temp,yes] = checkdone3D(done,y(2,1));
if yes ==
y_t(:,1) = y_temp;
else
[y2,s2] = padres([y(1:2,i)],N,n);
[y_t(:,i),done] = interpolarfun3D(y2,s2,N,n,done);
done = [done [y(2,i);y_t(:,i)]1];
end
end

z(1,1) = cxy_t(1,:)°/16;
z(2,1) cxy_t(2,:)°/16;
z(3,1) = cxy_t(3,:)’/16;
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Funcao reducirfun3D: Dada uma matriz ab que armazena na segunda li-
nha as posigoes dos valores funcionais (armazenados nas trés ultimas
linhas) e na primeira linha a distancia destes pontos a malha mais fina,
e uma tolerancia epsilon, é efetuada a reducao da malha segundo é
descrito na secao 3.3.

function [red] = reducirfun3D(ab,N,n,epsilon)
red = ab(1:5,1:n); ready = ab(2:5,:);

for i = n + 1:1length(ab)
[y,shift] = padres(ab(1:2,i),N,n);
[z,done] = interpolarfun3D(y,shift,N,n,ready);

if max(abs(z(:,1) - ab(3:5,i))) > epsilon
red = [red ab(1:5,i)];
end
end

Funcgao organizar: Dada uma matriz ab, suas colunas sao organizadas se-
gundo os valores da sua segunda linha.

function [res] = organizar(x)

[y,i] = sort(x(2,:));
res = x(:,1i);

Fungao extender3D: Dada uma matriz ab, contendo distancias, posicoes
e valores funcionais nas suas cinco linhas, é estendida a malha por
ela representada, havendo necessidade de algum valor funcional, ele é
interpolado.

function [mh] = extender3D(ab,N,n)

ab

organizar(ab); done = ab(2:5,:);

mh = ab(:,1);
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for i 1:size(ab,2) - 1

p = (ab(2,i) + ab(2,i + 1))/2;

if p == floor(p) %Distancia par
d = dist(p,N,n);
[pp,s] = padres([d;p],N,n);
[f,done] = interpolarfun3D(pp,s,N,n,done);
mh = [mh [d;p;f] ab(:,i + 1)];

elseif (ab(2,i + 1) - ab(2,1)) ==
mh = [mh ab(:,i + 1)];

else
p = floor(p);
d = dist(p,N,n);
[pp,s] = padres([d;p],N,n);
[f,done] = interpolarfun3D(pp,s,N,n,done);
mh = [mh [d;p;f] ab(:,i + 1)];

end
end

Programa convertir3D: Converte as trés tltimas linhas de ab nos valores
das funcoes T, T, e Y2. Também determina os valores de Y que cor-
respondem aos pontos da malha esparsa.

%begin{convertir3D}
Theta = ab(3,:);
Theta_s = ab(4,:);
psi = ab(5,:);

clear phi_sp
for i = 1:size(ab,2)
phi_sp(i) = phi(ab(2,1));

end
Y1 = Ylb*phi_sp;
Y2 = 17*k1_2*psi*Y1b/32;

T = Tb + ThetaxY1bx(-H1)/cp;
Ts = Tb + Theta_s*Y1b*x(-H1)/cp;
hend{convertir3D}
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Programa main_sp_ghost: Programa principal. Realiza a evolucao tem-
poral do sistema, segundo é descrito na secao 3.3. Para cada passo
temporal a malha é reduzida e estendida, e ghosts sao acrescentados se
necessario. Finalmente, graficos das fungoes sao gerados.

%begin{main_sp_ghost}
clear all
inicializar

N=Nx+1; n=25; eps_sp = 1d-4;
eps_ghost = 1d4-6;

ab = [dist([1:N],N,n);[1:N];Theta’;Theta_s’;psi’];

while tau < tau_f
ab = orgn(ab,n);
ab = reducirfun3D(ab,N,n,eps_sp);
ab = extender3D(ab,N,n);

convertir3D
makezeta
makeF_DF

%Actualizaci\’on de $\Theta_s$:
for i = 1:size(ab,2)
ab(4,i) = alpha*Delta*phi(ab(2,i)) - alphax...
Delta*omega*zeta (i) *F(i)*(psi(i) + ...
phi_sp(i))/(1 + zeta(i)*F(i)) + Deltax...
Theta(i) + (1 - Delta)*Theta_s(i);
end

hActualizacil’on de $\Theta$ y $\psi$:
ghost_in_use = 1;

ghostl = ab(3,:); ghost_oldl = ones(l,size(ab,2));
ghost2 = ab(5,:); ghost_old2 = ones(1l,size(ab,2));

ab(3,1) = Theta_contour; ab(5,1) = psi_contour;

75



while (max(abs(ghostl - ghost_oldl)) > eps_ghost |
max (abs(ghost2 - ghost_old2)) > eps_ghost) & ...
ghost_in_use ==

ghost_oldl = ghostl; ghost_o0ld2 = ghost2;
ghost_in_use = 0;
for i = 2:size(ab,2)
left = ab(3:5,i - 1);
delta_sp = delta*x(ab(2,i) - ab(2,i - 1));
if i < size(ab,2)
if ab(2,i) - ab(2,i - 1) > ab(2,i + 1) - ab(2,1)
%disp(’Ghost needed!’)
ghost_in_use = 1;
p = ab(2,i) - (ab(2,i + 1) - ab(2,1i));
d = dist(p,N,n); [pp,s] = padres([d;p],N,n);
[left,done] = interpolarfun3D(pp,s,N,n,ab(2:5,:));
delta_sp = deltax(ab(2,i + 1) - ab(2,i));
end
end

ab(3,i) = (delta_sp*ab(4,i) + left(1))/(1 + delta_sp);
ab(5,i) = (left(3) + mu*delta_sp*(psi(i) + phi_sp(i))/...
(1 + zeta(i)*F(i)))/(1 + muxdelta_sp);
end
ghostl = ab(3,:); ghost2 = ab(5,:);
end

tau = tau + Delta
end

ab
ab

orgn(ab,n) ;
reducirfun3D(ab,N,n,eps_sp);

convertir3D

for i = 1:size(ab,2)
x_sp(i) = x(ab(2,1));

end
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plot(x_sp,T,’bo’)
hold on
plot(x_sp,Ts,’rx’)

figure
plot(x_sp,Y2,’kd’)
hold on
plot(x_sp,Y1l,’gs’)

%hend{main_sp_ghost}

7



Apéndice C

Magnitudes fisicas e
parametros adimensionais

e Superficie do catalizador por unidade de volume: A = 6787 m~!.

e Calor especifico do gés: ¢, = 2.66 x 10* J/ kg K.

e Numero catalitico de Damkohler: D = 0.019456.

e Coeficiente de difusao bindrio da hidrazina: D' = 0.8825 x 107°m?/s.
e Coeficiente de difusao binario da amonia: D? = 1.579 x 107° m?/s.

e Vazao de massa: G = 17.5kg/ m?s.

e Calor de reagao com respeito a hidrazina: H' = —4.41 x 10°J/ kg.

e Coeficiente de transferéncia de calor: h =5198.4J/ m?s K.

e Razao entre os coeficientes de transferéncia de massa com respeito a
hidrazina e & amonia: k'/k* = 0.6785.

e Pressao de operacao do reator: P = 1500 kPa.
e Constante dos gases: R = 8.31451 m?kg/ s? K mol.
e Raio médio das particulas: r = 0.30 mm.

e Temperatura de vaporizacao da hidrazina correspondente a pressao do
reator P: T, = 400 K.
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Fracao de massa da hidrazina no momento em que a temperatura 7j é
atingida: Y;! = 0.63.

Numero de Zeldovich: Z = 155.

Constante do modelo adimensional: o = 0.55.
Constante do modelo adimensional: § = 2.01.
Constante do modelo adimensional: p = 0.824.
Viscosidade: fiyise = 0.256 x 10~*kg/ m s.

Constante do modelo adimensional: w = 0.36464.
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