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INTRODUCAQ

O objetivo deste trabatho ¢ o estudo de algumas das principais propriedades de alguns grupos de inva-
ridncia de certas teorias fisicas, que de alpuma forma se relacionam com o conceito f isico de massa de particulas.

Nosso estudo se inicia no Cap. I com o grupo de Galileu, que é o grupo de invariincia da mecinica
clissica Newtoniana, Nessa teoria a massa aparece ¢Omo um parimetro-invariante que rotula as parti’culas e
entra nas equagdes de movimento. A represeniagio da digebra de Lie do grupo de Galileu, ndo contém a massa.
Entretanto no formalismo ganénico da mecinica cldssica, o grupo de Galileu é uma das possiveis transformagdes
de contacto, ¢ a representagio da dlgebra de Lie do grupb de Galileu por intermédio dos parénteses de Poisson,
contém a massa do sistema. Tal fato, que ndo ¢ de grande importancia na mecanica cldssica & todavia fundamental
na mecanica quintica ndo relativistica (onde os parénteses de Poisson s3o substituidos por comutadores).

Para entendermos a importincia da afirmagdo acima estudamos no Cap. I11, a extenso do grupo de
_-Galilew 2 mecanica quantica ndo relativistica. Tal envolve o conceito de representag@es unitarias radiais de grupos
de Lie nfo compactos em éspagos de Hilbert, th ¢ o espaco dos possiveis estados ae um dado sisterna fisico em
mecinica quintica, e esses conceitos que sio bdsicos para todo o trabalho sfio apresentados no Cap. 111 Apren.
demos que devido a estrutura mdtemzitica da mecanica qudntica, o grupo de Galileu mecinico quintice ¢ uma
expansao do grupo de Galjleu- cléssic-o definido no Cap. I no sentido que contém uin novo gerador, Tal gerador,
estd associade ao 6perador de massa, e deﬁr_le uma regra de supersele¢do, que implica na conservagio da massa.
O espectro desse operador resulta variar no intervalo (0, °°), Estes resultados esclarecem o.porque a massa
aparece como um pardmetro nos problemas de mecinica quintica elementar, embora seja obviamente um
observavel. ' _

No Cap. IV, estudase o grupo de Poincaré, que é por hipétese o grupo de invaridncia da mecinica
quintica relativistica (e também o grupo de isometrias de B3 ’1; o espago de Minkowski). O grupo de Poincaré
permite a associag@io de particulas com suas representégaes unitarias irredutiveis, dando :um significado bem
deﬁm’do a momento, energia, massa € spin. Nessa tcoria, a massa das particulas aparece associada com
P,u P ‘u(onde P & um dos geradores da é]vebra de Lie do grijpo de Poincaré) que é um dos operadores
dc Casimir da dlgebra de L1e do grupo de Poincaré. O espectro de M2 resulta variar no intervalo (- =9, + 00) !

Nesse caprtulo mostramos. também em que sertido podemos cbter o grupo de Galilen como um certo
hrmte do’ grzpo de Poincaré por 1ntermed10 do conceito de contrar;ao Gmpal (que é também usado no Cap V).

No Cap. V dxscutxmos as lumtagoes do grupo de Pomca_re como o grupo de invaridneia da dindmica dos
sxstemas clementares, De’ fatc, apesar deste gmpo permitir dar u.m 51gn1fic3do bem’ preciso a certas proprieda-
des das “particulas elementares’ como menciénado acima, e_xmem certos 45pucros que s30 altamente insatisfa-
toérios. Em pai‘tiCular mencionamos agqui que os hadrons (supostos ‘phrtfculas e!erﬁentares’) se agrupam'ern
representagGes finitas de grupos especiais- unitdrios (notadamente ~SU(3)) e que as panfculs;s em uma mesma
representagdo tém mass‘as,diferen'tes. O’Raifeartaigh mostrou qué ndo existe m_aneiré diferente da trivial (isto ¢,
pelo produto direte) de unir o grupo de Poincaré com o grupo de simetrias intemas (SU(3)), mas tal implica

num espectro de massa que nao concorda com a experiéncia.



-vii-

Para suplantar tais dificuladades que descrevémds com algum detalhe, estudamos o grupo de Galileu
relativistica, proposto por Aghassi-Roman-Santilli. Mostraros que este grupo que € uma extenso tisicamente
natural do grupo de Galileu guintico, possui um operador de massa quadrdtico em sua dlgebra de Lie com
espectro discreto. De fato as particulas apar‘ecc-m em torres de spin (trajetorias de Regge) o que € veriticado
experimentalmente, ‘ '

Mostramos também que o grupo de Galileu relativistico pode ser interpretadé como um certo limite — no
sentido da contragio — do grupo de Sitt.erl. .

Embora os resultados desse trabatho ndo sejafn novos, ele ¢ 1itil, pois esta € a primeira apresentagio
sistemdtica de que temos noticia da evolugdo do conceito de massa das particulas e sua relagdo com os diversos
grupos de invaridncia das teorias fisicas contempordneas. Esta observagio ndo implica contudo que o leitor deva
esperar (ue o trabalho scja completo,

Queremos deixar explicito, que nossa preocupagdo foi meramients aplicar matemdtica a um problema
de fisica dos mais complexos, tendo deixado de lado em muitas oportunidades as interpretagdes fisicas possiveis
do formalismo. ) _

Dado que esse € um trabalho de fisica-matemdtica ¢ que deve ser acessivel a fisicos, o rigor matemdtico
¢ mantido em um nivel apenas razodvel em certos pontos. G Cap. I € um apéndice, reservado para definir cerios
conceitos matemdticos utifizados na apresentacfo dos demais capitulos, de maneira que o leitor com a devida
sofisticagiio matemdtica pede comecar aleilura no Cap, 11

As refciéncias de cada capitulo aparecem numeradas no final do mesmo e uma listagem completa
encontra-sc na pag. 123. _ '

Finalinente, os simbolos ¢ ¢ h que aparecern tantas vezes no que segue se referem respectivamente

i velocidade da luz ¢ a constante de Planch dividida por 2. Em geral h ¢ denotado por fi  nos livros textos.



CAPITULO I

PRELIMINARES

Na apreséntaéﬁo deste trabalho defrontamo-nos com o© seguinte
problema; Os conceitos matematicos usados nao sdo em geral fa
miliares a um leitor tipico com formagao basica em Fisica, e
qualguer estudo rigéroso désses conceitos.implicé na necessida
de de recorrer-se a uma vasta bibliografia. A apresentagao de
nuitos desses conceitos nos lugares em que eles aparecem pela
primeira vez nio nos pareceu apropriado, pois certamente deg -
viaria a atencgdo do problema principal que se estuda. Assim de
cidimos neste capitulo (que & um apdndice ac texto principal)
apresentar uma selecao (mais ou menos arbitréria), de alguné
dos ingredientes basicos da teoria de grupos de Lie, dlgebra de
Lie, e suas representagoes., Todo o material que segueeapadrao‘

e pode ser encontrado na literatura 01tada.

I.l.Gxupo Abstrato

I.1.1.Definicao de Grupo

Diz-se gue uma oéeragéo * sobre o conjunto G, define uma

estrutura de grupo sobre G se os axiomas estiverem veri

ficados: o | :

Gl) existe um elemento ¢ em G, chamado elemento neutro,
tal que x » e=ex X=X para todo x € G ;

G2) para cada x € G existe um elemento x~* em G, chamado
elemento inverso, tal gque X =x xm1 =x-1* X=e ;

G3) a identidade x« (y#* 2) = (xxy) * z & satisfeita para
todo x, v, Z € G. -

Notacao

Com a notacao (G,%) queremos dlzer que o conjunto G munido da operagao x tem

estrutura de Grupo. Quando a. operagao* estiver :t.mp11c1ta no contexto, ao in
" ves de usarmos a notagao acima diremos apéenas que G e um grupo. ' '



I.1.2

.nginiéﬁo de Grupo Abeliano

Se a operagao x de um grupo G satisfaz o axioma:
G4) a identidade Xxy =y x X & satisfeita para todo x,yeG;
diremos que G € um grupo abeliano ou comutativo.

.Definicao de Subgrupo

Diz-se que (H,o0) & um subgrupo de (G,*) se HCG e o0 &€a
restricdo de % ao conjunto H.

.4.Teorema ([19], pag.451)

Seja (G,*) um grupo e seja HCG. H & subgrupo de G se,
e somente se, as seguintes condigoes estiverem verifica
das:

i) HA$

P s ~ -1
ii) Se a,bel entao a xbeH

.Definicio de Subgrupo Invariante

Diz~se que um subgrupo ¥, de um grupo G, & um subgrupo
invariante (ou subgrupo normal} de G se, a seguinte con

digao estiver verificada: para todo x€ G  xN = Nx.

.Proposicao ([19], piag.459)

Seja N um subgrupo invarisrnte de um grupo G e considere

I
1

mos o conjunto G/N = {xN , x€G}; a operagdo de x  sobre
G/N, definida por (xN, yN)+r— (Xy)N define uma estru

tura de grupo sobre o conjunto G/V

.Definicao de Grupo Fator

0 Grupo (G/¥, *) & chamado grupo fator ou grupo guocien
te de (G,+) pelo subgrupc normal ¥.

Notemos que o elemento neutro de (G/N, *) & o conjunto
¥ e que o inverso de cada elemento x¥ & a classe late
ral x"'n.



¥.1.8.Definicdo de Homomorfismo de Grupos

Consideremos os grupos (G,x) e (G',+) e uma aplicagdo f
do conjunto G no conjunto G'; diz-se que Ff & um homomor
fismo do grupo G no grupo G' se, f(x=xy) =7Ff(x}.f(y)quais
guer sejam X e y em G,

I.1.9.Definicac de Isomorfismo de Grupos

Diz-gze que f & um isomorfismo do grupo G no grupo G' se
f for um homomorfismo bijetor de G em G'. Se existir um

isomorfismo de G em @', diremos que G e G' sao isomorfos.

I.1.10.Definjicao de Automorfismo de Grupo

Diz-se gque f & um automorfismo do grupo G se f for um

igsomeorfismo de G em G.

T.1.11.Pxoposicdo ([19], pag.463)

0. conjunto dos automorfismos de um grupo G munidockaopé
ragao de composicao tem a estrutura de grupo. A esse gru

po chamamos grupo dos automorfismos de G.

T.1.12.proposicio ([19], pdg.521)

Seja (Gi) uma familia nio vaziatﬁagrupos multipli

lgign A
cativos e seja G==G1,<G2><...><Gn o produto cartesiano
dos conjuntos G, ,Gy,...,G,i se '(al, ag,...,'hn) e
(b1' by reues bn) sao dois elementos guaisquer de G colo
caremos, por definigao, {(a,, Qo sevoy “n)'(bi'b2""'bn)
(a; by , aﬁbz,..., anbn). 0 conjunto ‘G munido dessa ope

ragac tem estrutura de grupo.

I.l.13.Definicao de Grupo Produto

O grupo (G,-)mensionado na proposicgac anterior chama-se

grupo produto da familia (Gi)léiSﬂ



I.l1.14.Definicdao de Produto Direto

Diz-se que um grupo multiplicativo G € o produto direto
de uma familla (Hi)lsisn
tes condigoes estiverem verificadas:
i) G==H1.H2.H3. .. ‘Hn

ii) cada Hi € invariante em

iii) Hin(H].Hz. .. 'Hivl'Hi

de subgrupos de G se as seguin

byt e 'Hn) = {e}

para 1=1,2,...n

I.1.15.Teorema ([19], pagy.523)

Um grupo multiplicativo G é o produto direto de uma fa

. , de subgrupos de G se, ¢ somente se es
1)1@@ grup ‘ res

tiverem verificadas as seguintes condigoes:

milia (H

i) cada elemento de H, & permutavel com qualquer elemen
to de Hj se 1#f

i) cada elemento x de G pode ser representado de modo
unico sob a forma x=a,.a,. e -a onde aie Hi pa

ra i=1,2,...,n .

I.1.16.Teorema ([19], pag.524)

Se uma familia (H,) de subgrupos invariantes de G

17 1gign
€ tal que (H .Hy. ... .H{)r1Hi+1=={e}, para i=1,2,..,n-1

entdo G & o produto dlretpuda familia (Hi)1<i<n f

T.1.17.Teorema ([19], pag.525)

Se um grupo G & o produto direto<kaumafamllia(Hi)lsign

de subgrupos de G, entao G € isomorfo ao grupo produto
H=H xHy, *...xH da familia (Hi)l\‘sisn
Notacao

Para expressarmos o fato de que G € o produto direto de seus subgrupes H

< 1
e H2, usaremos a notagao G=H] XHQ



I.1.18.pDefinicao de Produto Semi-Direto

Sejam K e H dois grupos, € seja AutK o grupo de auto
morfismos de K. Seja ¢ :H-——sAutK um homomorfismo,
“tal que para cada heH temos ¥(h)e AutK que leva k€K
‘em Y(h)ke K. O produto semi-direto de K por H & o con
junto dos pares (k,h) € K xH munido da lei de multiplica
¢ao _ '
(ky/h)) . (ky,hy) = (k, ¢(h )k, ,h h,)

Pode-se verificar imediatamente que o produto semi-dire
to de K por H, &€ um grupo e que a identidade do grupo &,
{e, ,e,) onde e & a identidade de K e e, aidentidade de
H, 0 elemento inverso de (k,h) & (k,h) '=(¢¥() *kx™*,n"%)
No que segue o produto semi-direto de K por H serd deno
tado K ® H. ' ‘

I.1.19.Definicao de Grupo Simples e Semi-Simples

Diz-se gque um grupo G- & simples se G ndo possue qualquer
subgrupo invariante nao trivial.
G € semi-simples se ndo possue qualquer subgrupo  inva

riante abeliano nao trivial.

I.1.20.Definicao de Extensao de Grupo

Se H é um subgrupo normal de um grupo G, e se K&um gru
po isomorfo ao grupo fator G/H, diz-se gue o grupo G é

uma extensdo de K por H.

I.1.21.Grupos Finitos e Infinitos

Unm grupo que consiste de um nimero f£finito N de elementos
é chamado finito de ordem N. Se o nimero de elementos
for infinito o grupo & dito infinito enumerivel ou nao
enumeravel, dependendo do caso. Entre os grupos_néo enu
meriveis se encontram os grupos com parametros continuos
€ em particular os grupos d2 Lie, que juntamente com as



dlgebras de Lie sdo os instrumentos fundamentais do pre
sente trabalho. A definigao destes conceitos requer pri
meiramente a definicdoc de variedades diferenciaveis e
campos de vetores definidos em variedades diferenciaveis.

Na proxima segao se definem estes conceitos.

I.2.Variedade Diferenciavel Abstrata

I.2.1.Definicao de Homeomorfismo de Espagos Topoldgicos

Sejam X e Y espago topoldgicos € f uma aplicagéd de X em
Y. A aplicagao f diz-se umhomeomoxrfismo doespage topold
gico X no espaco topoldégico Y se f for bijetora e continua
e f'_1 for continua.. Caso exista umhomeomorfismo do espa
go topoldgico X no espago topoldgico Y diremosqueX e Y
5a0 topologicamente equivalentes ou ainda homeomorfos. -

I.2.2,Definicdo de Egpaco de Hausdorff

Um espago topoldgico M diz-se um espago de Hausdorff se,
para cada a,be M existem G e H abertos disjuntos, tais
gue a€G e berH.

I.2.3.DbefinicAo de Variedade Diferencifvel Abgtrata

Seja M um espacgo topoldgico de Hausdorff com base enume
ravel. M diz-se uma variedade diferenciavel abstrata se
existir uma coleg¢do indexada de pares {Wa’noz}ue T . onde
cada_wa é um subconjunto abertec de E" e cada nd:wa———-—-r—M
'€ um homeomorfismo de Wa em um subconjunto aberto Ua‘ de
M, que satisfaz as seguintes condigoes: '

i) Se m &€ um ponto de ¥, existe um indice o em 7  tal

gue m pertence a Ua'

ii) Para cada par de indeces o,B de I tais que y=un U
€ nao vazio, a restricgao de nglo n, @ n;l (V) & uma

aplicagao diferenciavel de n;l (U} emE".



iii) se n:¥-—U & um homeomorfismo de um subconjunto aber
to ¥ de E" em um subconjunto aberto U de ¥ tal que
para cada indice o para o qualuny € nao vazio, a

-1 _ _
restrlgao de n en, a n (Uf1U ) e a restrigao de
-1 - . s2o .
NgeN a n_ (Uf‘U ) sao apllcagoes diferenciaveis,

existe um 1ndlce B tal que (W, n)"(WB,n ).

O niimerc inteiro n & chamado dimens3c da variedade dlfe

renciavel M.

Os conjuntos Ua sdo chamados vizinhan¢as coordenadas de M.
. ~ -1 . . =

As aplicacoes ¢a==nu :wamwwwa sao chamadas aplicacoes

coordenadas. -

, - ~1 D e : ~
As aplicagoes n ona==W£ sac chamadas '~ transformacoes

3]
coordenadas sobre UGF1UB.

I.2.4.Definigdo de Funcao Real-Analitica

i) seja f(x,,x5,...,%,) uma fungdo a valores reais de
finida sobre um subconjunto aberto U de E'. Diremos
gque f & uma fungao real-analitica num ponto 'z se
existir uma vizinhanga de z na qual f possa ser re
presentada pela sua expansao de Taylor nas variaveis
Xy ¥preea X o

ii) Diremos que f & real-analitica em UV se for real-ana
litica em cada ponto de U. ‘

i) Seja ¥ um aberto de E" e f:W—-FE” uma'fungao defini

' da por f(xl,xg,...,x )=(f‘1 (x, Kgree i X | I (X,‘,xg,...,x'))
A fungao f diz-se real-analitica se cada uma das f

for uma funcao real- analltlca.

I1.2.5.Definicac de Variedade Diferenciavel Real-Analitica

Uma variedade diferenciavel dizﬂse real-analitica se ela
puder ser coberta por uma familia de vizinhangas cooxde

nadas na quais cada transformagdo coordenada seja . uma



fungao real analitica

Seja f uma funcdo definida em um subconjunto aberto U de
uma variedade real analitica M. Se meU, entdo f diz-
—~se real analitica em m se existir uma vizinhanga coor
denada ¥V, do ponto m, e uma aplicagdo coordenada ¢ tal

-1 _ I
que fo¥ é real-analitica em ¢(m).

Diremos que f € real-analitica em U se for real-analiti
ca em cada ponto de U.

Se 0:N——~} & uma aplicacaoc de uma variedade real-ana
litica em outra, ¢ diz-se real-analitica se para cada
fungao real-analitica f sobre um aberto UV de ¥ a fun
gao foo & real-analitica em o )

I.2.6.Diferenciabilidade de Funcdes Definidas em Variedades

i ) Seja M uma variedade diferenciavel e f uma funcao a
valores reais definida em um aberto ¥V, de M. Consi

| deremos ainda um ponto m de V, um vizinhanga coorde
nada de m, Ua’ e na:wamm—mmw-uu a aplicacao coxr
respondente. Diremos que a funcao f & diferencia

vel no ponto m se fona for diferenciavel em n&l(m).

Deve-se provar, naturalmente, que esta nogac de di
ferenciabilidade nao depehde da escolha da vizinhan
¢a coordenada U . R prova & simples e estd feita
em ([03], pag.35). )

ii) Se f & diferencidvel em todos os pontos de V, nds di
remos que f & diferenciivel em V.

iii) Sejam M e M' variedades diferenciaveis e fiV-—— "'
uma aplicagao definida em um aberto de M . Diremos
que f & diferenciavel em um ponto m de V se para ca
da funcdo g a valores reais que é diferenciavel em
uma vizinhanga de f{m) a fungao gof & diferencii

vel em m.



I.2.7.Definic3o de uma Curva Parametrizada Diferenciivel em E

Chama-se curva parametrizada diferencidvel em E’ a toda

. -~ 4 - . ) -
aplicagdo y:[-1,1] —E" que & continua em [-1,1] e &
diferencidvel em |~1,1[. v

Se yv(0) = v, diremos que a curva y passa por v,

I.2.8.Definicao de Vetores Tangentes a E"

Denotemos porhﬁfo conjunte de todas as curvas parametri
zadas gque passam por u,vfﬁEn, e denotemos poré?c>conjug
to de todas as fung¢des a valores reais diferencifveis em
alguma vizinhanca de v. Se Ye;&/eifez§?ent§o foy & uma
funcdo a valores reais diferenciévél em alguma vizinhan

ca do ponto t=0. Podemos entdo definir o "produto”

<Y, f> = —C%- (fov) |t=0

¥
Em % consideremos a relacao de equivaléncia 4 definida
por: i
(v, .Y, )eG <y ,f>= <y, ,f> pira todo fe &

Cada elemento de % & chamado vetor tangente a E” emv.

Se y & uma curva pertencente a uma .classe de equivalég

cia o diremos também que o € o vetc s tangente a vy em v.

Prova~se em ({03], pdg.12) gue ao conjunto Lg?é%. pode
ser dada uma estrutura de espaco vetorial, ac gqual <cha

maremos de espago tangente e o denotaremos por T(v).

I.2.9.Defini¢3o de Vetor Tangente a uma Variedade

Sejam: M uma variedade diferencivel, m um ponto de ¥
e (U, ¢} a familia indexada de todas as vizinhangas
coordenadas de M que contém o ponto m e as corresponden

tes aplicagOes coordenadas.
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\I.3.Grupo de Lie

Para cada par de indices a e B podemos introduzir a trans

formag&o coordenada ?B= @ ow-l definida em e (U nU).
o % o ) a o B
— - ~ . .
Se x, ya(m) ey, ¢h(m) entao % Ta(go) e nestas condi

B

¢oes a aplicagao diferencidvel ¥, induz uma aplicagdo 1i

near WG*:T(XO)—wﬂ—a—T(x)).

Seja §fi1{m) o conjunto de todos os pares (x,a), onde x = ¢(m)
para alguma aplicagao coordenada ¢ e a € um vetor tangen
te a £' em x.

Em Q(m) consideremos a relagac de eguivaléncia &7 defini
_ E £
da por:

((x,0), (x',0")) €& = x'=¥(x) e o' T*(a) para alguma

g

transformagao coordenada ¥ em m.

Cada elemento de R(mbéé € chamado vetér tangente & varie

b

dade M no ponto m.

Denotaremos a classe de equlvalen01a que contém o par

(x, o) por {al. . : {
Em Q(mbé% definimos: a{al} + b{B} = {aa + bB}.

Com esta definicao o conjunto Q(m{/ég passa a ter estru’
tura de espago vetorial, ao qual chamaremos de espago tan

gente a variedade ¥ em m, e o denotaremos por T(m).

I.3.1.pefinicdo de Grupo de Lie

Seja X um conjunto de pontos. Assumiremos que X &uma va
riedade real-analitica e também que X & um grupo. Quando
falarmos de X como uma variedade nds o denotaremos por ¥,
e guando falarmos de X como grupo nds o denotaremos por G.
Denotaremos o produto de dois elementos g, e g, de ¢ por

9, -9,
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Consideremos a aplicagaolﬁ:M><M—————*-M definida por
U, (g1 ,g211= g, -9, © a aplicagao uz:M:——-—M definida por
U, (g) =g . Se cada uma das aplicqgaes B, € u, for uma
fungao real-analitica, entdo X munido das estruturas de
grupo e de variedade diferencidvel & chamado grupo de

Lie.

I.3.2.Definicac de Homomorfismo de Grupos de Lie

Sejam G, e G, dois grupos de Lie. Uma aplicagao 0:G—G,
diz-se um homomorfismo de G, em G, se as seguintes con
dicbes estiverem verificadas:

-

¢
i
}
i) ¢ & um homomorfismo de grupos |

ii} o € uma aplicagao regular realranalitica

5
1
H

I.3.3.Definicao de Subgrupo a um Pardmetro

Seja G um grupo de Lie, A imagem de uma aplicacgao tﬁ»g{t)
- . i -

dos nlmeros reais em G, diz-se um Subgrupo a um parame

tro de G se ¢ for um homomorfismo '© grupo aditivo dos--

nimeros reais no grupo G.

I.3.4.pefinicao de Curva Parametrizada Diferenciivel

Uma aplicacdo diferencifvel y de umiintervalo aberto de
f em um grupo de Lie ¢, diz-se uma ‘:curva parametrizada

diferenciivel em &. o .

I.3.5.,Teorema ([03], pag.126)

Seja tr—+vy(£) um homomorfismo do grupo aditivo  dos
niimeros reais num grupo de Lie G. Paracadagé€ (G, a apli
cagao t——=g.Y(t) & real-anali .ica e portanto define
uma curva parametrizada em G, a‘éual denotaremos por gvy.
Se # & um ponto de G e h=g1 y(t,) mng(tz) onde 9,19, € G
entao as curvas g,y € géY tem o mesmo vetor tangente

em k.
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I.3.6.

I.3.8

Definicao de Campo Vetorial Invariante & Esguerda

Denotemos por X(t) o vetor tangenﬁe & curva gy em k. De
acordo com o teorema anterior o campo vetorial X esta
bem definido em §. Para cada g& G denotemos por o? aapli
cagdo ¢9:G—G dada por Ug(h)=gh, e denotemos por ci a
transformacao linear do espago tangente induzida;xn:dg.
Entao o campo vetorial X satisfaz a relacido 090X = Xo o9.
Qualquer campo vetorial em G ng satisfaca essa relacgdo

para todo g€ ¢ diz-se um campo vetorial invariante & es
querda.

.Teorema ([03], p&g.128)

Um homomorfismo tr—=7Y{t) do grupo aditivo dos nimeros
reais em um grupo de Lie ¢ determina, através da multi
plicagdo 4 esquerda por elementos de ¢, um campo vétg
rial invariante & esquerda em G. Reciprocamente, cada
campo vetorial invariante & esquerda em ¢ & determinado
por um homomorfismo do grupo aditivo dos nimeros reais
em G. '

.Proposicdo ([03], pag.143)

Sejam T e X campos vetoriais diferencifveis em um aber
to U de uma variedade diferenciavel M,m um ponto de UV e

U, uma vizinhanca coordenada de m .
n . »n ! t

3 ) 3 '

T o= e = . — -
Se 2 ai(ax. e X ééa bl(axi) onde os a; €os

A i=1
b, sao fungdes , entao:

1 .. 2 30 ; 3a;
[r,x] = E E- ay 3 by L )2 € um campo vetorial
X lei i axi oxX P

i=1  f=1 I em V.

.Proposicio ([03], pag.152)

Seja ¢ um grupode Lie. Se T e x sao dois campos vetoriais
invariante i esquerda em ¢, entdo [r,X] & também um cam

po vetorial invariante 3 esquerda em G,
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I.3.10.Definicdo de Grupo de Lie de Transformacoes

Seja ¢ um grupo de Lie e ¥ uma variedade diferenci&vel.
Um conjunto {og} € umgrupo de-Lie;de transformagdes se
a aplicagdo 0:G x M—=¥ que  (g,x)—0(g,x) & diferen
ciavel e se o conjunto de transforﬁagaes {cg:M+M;0g (3) =
=0(g,x)} Jjuntamente com a lei de composigao de aplica
¢oes, satisfaz a propriedade grﬁpal, isto é:

ogh = ogoch |

ge & a transformacao identidade,

I.3.11.Definicdo de Ac8o Efetiva e Ac¢83o Transitiva
B i

Dizemos gue G opera efetivamente eri.n M se og(x) ==x para
todo o x€M implica g =e. Dizemos fue G opera transiti

vamente em M se para cada xe€M e ye M, existe ge ¢ tal

que dg () =y

R S

I.4.A1gebra de Lie

I.4.1.Definicao de Algebra de Lie Abstra.a

Seja 4 um espago vetorial de dimensio finita sobrec;ch
po dos reais. 4 diz-se uma &algebra de Lie se existe uma
operacao em A gue associa a cada p?r de elementocs o, B
de 4 em elemento [a,B] de A de tal forma gue 0s seguintes
axiomas estejam satisfeitos: ; !
1) [a,o *a,0,,8] =a (o ,8] +a,(a,,8]

[o,a, 8, +ay8,] a,[a,8,]+a,[e,8,]

a,,t, €R ; a,0 ,0,,8,B ,B8, €4
ii) [a o] =0 Va,0€ 4 Y
it ) [[OLIB] rY]+[[BfY] fu']"'[[YrO‘] rB] =0

a,B,y € 4
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I.4.2.

Definicac de Algebra de Lie de um Grupo de Lie

Seja U o espago vetorial de todos os campos vetoriais in
variantes & esquerda, de um grupo de Lie G. A proposi
¢ao I.3.9. nos diz gue a aplicagao que a cada par (TY,X)
de elementogs de U associa o elemento [T)X] & uma opera
cdo em U. O espago vetorial U munido dessa operacio tem
estrutura de uma dlgebra de Lie ([03], p&g.153), a gqual

chamaremos algebra de Lie do grupo de Lie G.

.Definicdo de Contracao de Grupo de Lie e de Algebra de Lie

(Inonu e Wigner, 1953)
Seja G um grupo de Lie arbitr@rio com = parametros al,
(i=1,...,n).

Seja Ii(i==l,...,n) uma base de g, a dlgebra de Lie de
G. Entao _
1, =1lim 2{2ei) = g(0) : (1)
h-0 ‘

‘\

onde a carta local escelhida rotula com 0 a identidade
e os elementos ey diferem de zero por um incremento uni

tirio dos a;» Os nimeros Cijc tais que
- k ..
[Ii,Ij] = 2 Cij Iy i, f,k<n (11)
k .

sao chamados constantes de estrutura de dlgebra de Lie
com relagao a base dada. Pa identidade de Jacobi (eq (iii)
em 1.4.1) segue gue as constantes cijk devem satisfazer
a condigao:

EE: k m k m k my

A (Cij Cix ~Cip Cjp ~Cif Cre ) =0 (III)
Reciprocamente, se o sistema (Ci-k) de constantes satis
faz (II) o colchete definido por (I d3 ao espago veto
rial a estrutura de &lgebra de Lie. Como as constantes
de estrutura se transformam como um tensor do tipo (1,2}

sob transformagoes nao singulares da base da algebra de
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Lie, segue imediatamente gque mudangas de bases n3ao sin
gulares nao levam a novas algebras. Vamos denotar as

transformagdes em guestdo por:

. _ _
J o= ur .I, ' Iv
R (

Os parametros grupais se transformam entdo como:

. al=ZUlkbk (V)
k

e os J, podem ser obtidos de uma eguagao semelhante a(I)
para os I., mas obviamente com oOs eigsubstituidos y poxr
guantidades similares, definidas com relagao aos b,

Uma transformagao como a (IV) pode levar a uma nova alt
gebra (e portanto a um novo grupo) somente se a matriz

U em (IV) &€ singular.

A operacao de se obter uma nova dlgebra (novo grupo) por
uma transformagao singular dos geradores da &lgebrag an
tiga (dos par3metros grupais de G) & chamada a contragdo -
da algebra g @ogrupo G). Mais precisamente, suponhamos

que temos uma transformacgao.

- i '
JJ;—%:U(E) j-Ii (V1)

U(Ezeo)ij-zcsij _ (V1)

det]ju(e= 0)|l=0
isto &, para € =g, U(l) é a'transformagéoidentidadanas
para € =0, U{0) & singular. Entdo as constantes de es
trutura com relagao a nova base sao dadas por:

_ . k
[Ji,JJ.] =0y ; (e)d,

t

k . t
[U(e)iPIP,U(e)jsIs]=0ij. (e)ule), Ik (vi)
k - r s t -1
¢; [ (e) =vle) Tute) e, TV (o),

Quando £+0, o limite Cijk(e)podecn1n§oexistir. Quando o
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limite

limC,

y K
e+0 1

k _ k _
(s)—cij (0) clj

(V)

existe e & bem definido, as novas constantes Cij.k carac
terizam uma algebra de Lie que pode ou nao ser isomérfi
ca a algebra original. '

Se a nova algebra ndo for isomdrfica a Algebra original
ela & dita uma contra¢ao da primeira.

I.4.4.Teorema (Indnlii-Wigner, [14]}, pdg.513)

Um dado grupo de Lie pode ser contraido com respeito a
qualquer um dos seus subgrupos continuos, e somente com
respeito a eles. Chame § o subgrupo com relagao ao
qual a contracao & executada. Os géradores contraidos
formam um subgrupo invariante abeliano do grupo contrai
do. O subgrupc S com relagao ao gual a contragdo & fei
ta isomdrfico ao grupo fator deste gubgrupo invariante.
Inversamente, a existéncia de um subgrupo invariante abe
liano e a possibilidade de escolher de cada um de seus
colchetes um elemento. de maneira que estes formem um
subgrupo 5, & a condicdo necessaria para se obter umgru
po de outro por contracgao.

I.4.5.Definicao de Operadores de Casimir dé uma Algebra de Lie

Os operadores de Casimir de uma algebra de Lie g de um
grupo de Lie G sao os elementos D delfy) tais gque XD = DX

para todo Xeg. U(j) e‘a algebra envolvenfe {13]

I.5.Definicao de Grupo de Cobertura Universal de um Grupo de Lie
(107, pag.l108)

Pode-se provar que a correspondéncia entre os grupos de
Lie e as Algebras de Lie nao & biunivoca. Muitos grupos
de Lie possuem a mesma dlgebra. Pode-se provar gue en

tre os grupos de lLie gue possuem a mesma algebra existe
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(*)

somente um que € simplesmente conexo . Este grupo & cha

mado o grupo de cobertura universal.

I.6.0peradores em Espacos de Hilbert

I.6.1.Definicao de Espaco de Hilbert.

Um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos,
munido de um produto interno, e completo em relagac &
norma definida por esse pfoduto interno, diz-se um espa
¢o de Hilbert, e o denotaremos por #.

I.6.2.Definicao de Operador Linear

Um operador 7, sobre H, diz-se linear se:

Tle,utecv) e, P(u) +e,T(0); ¢ ,c €C; u,vef

I.6.3.Definicao de Operador Anti-Linear

Um operador T, sobre H, diz-se anti-linear se:

T(C1u+czv) :EIT(u) +, T{(v): ¢,

onde g e g, denotam os conjugados de ¢, e c,, respecti

vamente.

¢, € C ; u,vE€ H

I.6.4.Definicao de Operador Unitario

Um operador T, sobre i, diz-se unitdrio se for um opera
dor sobrejetor e preservar o produto interno, isto &, se:
i) PH=H '

ii) <Tu,Ty>=<u,v> ; 7V u,v €l

. I.6.5.Definicdo de Operador Regular

Um operador T, sobre H, diz-se regular se for linear ou

anti=-linear, e bijetor.

(%} wver ref.[28]-,por.exemp10, para as definicoes topologicas
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I.6.6.Definicao de Operador Auto-Adjunto

Um operador T, sobre H, diz-se auto-adjunto se:

<Tu,v>=<y,Tv> ; Vu,veH

I.7.Representagao de CGrupos

I.7.1.Definicdo de Representacao

Um grupo de operadores lineares T(g) que age em um eSpa
¢o vetorial V e & homomorfo a um grupo G & dito uma repre

sentacao de G em V.

No presente trabalho analisamos representag¢oes agindo em

espagos de Hilbert de dimensao finita ou infinita.

I.7.2.Representacdes Verdadeiras e Nao-Verdadeiras

‘Nota:

Se T{g) & um isomorfismo a representacdo & dita verdadei

ra, caso contrério ela & dita nao-verdadeira.

i) Um grupo simples pode ter apenas representagoes verdadeiras ;

ii) RepleSLHt&QOLS de G que nao sao isomorficas a G sao renlesentagoes ver
dad61ra5(m1150m01f1cas do grupo gquociente G/K onde X € o Kernel(hzho
momor £1smo G+T{g) .

I.7.3.Representactes Mecanico-Quanticas (ou Radiais)

Nota:

Além das representacgoes ordinarias acima definidaé, para
as guais v g,fe 6 '

()T (f) =2(gf)

temos que trabalhar na Mecanica Quantica (ver cap.Jl) com

representagoes "a menos de um fator de fase" e tal que

T T(f) =wlg,f)T(g,f) onde Jwlg,f}]=1 ,
uma tal representacac € dita radial

Entretanto em todos os casos de interesse fisico, podemos encontrar um gru
po de. cobertura G' que contém ¢ como um subgrupo invariante e que possue a
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propriedade que o grupo de operadores T & uma representagao ordinaria de G'
([29], pdg.32)

I.7.4.Representacoes Equivalentes e Nao-Equivalentes

Qualquer grupo de ordem arbitraria pode ter representa
¢oes tanto de dimensao finita, como infinita, isto &, o
espago vetorial V definido em I.7.1. pode ter dimensdo fi
nita ou infinita{emparticular, V pode ser espacgo de Hilbert)
Dada uma transformagdc de similaridade

Tr(g) =A""T(g)4 | (1)
podemos obter de T(g) uma outra representagao T'(g). En
tretanto, uma tal transformagao pode ser interpretada co
mo o resultado de uma mudanca de base no espago V. Como uma
transformagao de similaridade nao muda qualquer relagao al
gébrica entre operadores, dizemos que T'(g) & equivalen
te a-T(g).
Dadas duas representacoes T (g) e T,(g) de G em ¥ se elas
nao estdo relacionadas por (I}, elas sdo ditas ndo - equi

valentes.

I.7.5.Representacoes Redutiveis e Irredutiveis

Dadas duas representagoes T1(g) e T, (g) agindo respectiva
mente em V, e V, podemos formar uma nova representacgao
T(g) agindo em V, & 1, , por

T(g)y=T,{g) & T, {(g) ; ou em forma matricial
0 Ip{g)
A acgado de T(g) em gualquer vetor *) lwd = |x> + |ly> on

de |x>eVv e |ydeV & dada por

T(g) |wy = T (g)]|x> + Tylg) [¥>
Consideremos agora uma representagac arbitraria T(g) emV
Dizemos que T(g) & redutivel se o espago V contém um sub

(*) Aproveitamos a oportunidade para introduzir anotagao de Dirac para vetores
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espago V, que & invariante sob T{g), isto &,

() x> = |y ey, VI ey, vgeo
Se nenhum subespaco de V com a propriedade acima existe, a
representacao é dlta irredutiveleo espago v & dito espacgo
irredutivel. '
Uma representacao  redutivel T(g) induz no subespago in
variante V] uma representacao "mais simples” ﬂ.(g) do gru
po G definida por

(g {x>=T,(g) x>, | eV
Em uma base ortogonal conveniente em V, pode~se mostrar

que as matrizes T(g) tem a forma

Tl(g) R{g)
T{g) = 0 Qlg)

.Representacoes Completamente Redutiveis

Uma repreéentagao T(g) & chamada completamente redutivel
se o complemento oxtogonal do subespago invariante V) é tam
bém invariante. Se T(g) & completamente redutivel entao -
R{g) =0 e g(g) =7, (g) forma uma outra representagiao de &

que age no complemento ortogonal Vo de 7, em V.

.Dois Teoremas sobre Representacdes Redutiveis ([29],pg.34)

T.1)Todas as representagoes de um grupc semi-simples sao
completamente reduthels-
T.2)Representacgoes Unicvarias de qualquer grupo sao comple

tamente redutiveis. .

.Representacges Unitdrias

Se V & um espaco de Hilbert e T{y) & umoperador unitédrioa
representacdo é dita unitdria. '
No presente trabalho usamos representacoes de varios gru
pos nos espacgos de Hilbert dos vetores de estado dos sistemas
quanticos (ver cap.M). Os postulados geraisda  Mecanica
Quintica implicam que somente representa¢des unitirias sao
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admissiveis no espago dos vetores de estado (capdI, pg. )

Teorema: Cada representagéio de um grupo finito ou de um gru
po de Lie compacto é equlvalente auma represen

tagao unltarla. : &

Nota:

Segue diretamente deT.2) emI.7.7. que os operadores de uma representagao uni
taria T(g) em V sao<n1irredutiveiscnlpodem ser reduzidos auma soma direta

de operadores

P T(g) =t (g) @ t°(g) ® ...
de representagoes irredutiveis t“(g) agindo nos correspondentes subespagos
invariantes V C V. 0 espago V & entao a soma direta

V=1 @ &...
desses subespagos 1nvar1antes e 1rredut1vels. 0 problamade se encontrar to
das as representacoes unitdrias nao equlvalente51de G fica entao reduzido
ao problema de encontrar todas as representagoes unitarias irredutiveis.

I.7.9.Conjunto Vetorjial Irredutivel

e

Seja ta(g uma representacgao de G em, Voa' Um conjunto -de ve

tores [w > (a L, ..., ) mutuamente @rtogonals tal que

T(g)[wa> % (g) |05 ﬁ £ () s>

& dito um conjunto vetorial irredutivel. Se a norma dos ve
tores |wi> sao iguais al eles formam uma base ortonormal

no espago irredutivel Vd .

¥

T.7.10,Representacdes de Grupos de Lie nao’ Compactos

Nos pardgrafos anteriores supusemos tacitamente que o nia
mero de representagoes irredutiveis nao equivalentes de
um grupo era finito ou numeravel., Conseguentemente ‘rotula
mos as representag¢oes unitlrias nao-equivalentes com indi
ces discretos e decompuzemos representagoes unitarias arbi
trarias em somas de representagoes irredutiveig. Tal proce
dimento & absolutamente correto para grupos finitose gru
pos de Lie compactos. De fato, valem os teoremas:({30])

T.l)Qualguer grupo finito temum nimerc finito de represen

tagtes irredutiveis, unitarias nao-equivalentes;



T.2)Qualquer grupo de Lie compacto possue umnimero infini
to enumeravel de representagbes irredutiveis, unitari
as nao equivalentes, e todas elas sao de dimensaoc fi
nita. | “ '

No presente trabalho teremos que analisar as representa
goes unitdrias de grupos nao compactos como € o caso dos
grupos de Galileu (cap.Ilf), de Poincaré ({(cap.IV) e do gru

po de Galileu relativistico (cap.V).

Para tais grupos valem os teoremas:

T.3)Grupos de Lie nao compactos possuem representagoes nNao
-equivalentes a representacgoes unité&ias;

T.4)Grupos de Lie nao compactos possuem hma guantidade
nao numerdvel de representagdes unit?rias nao eguiva

i

lentes, e todas elasckedimensaoiﬁinit% (130]).

Nota:

T

Nestes casos somos forgados a introduzir representacoes continuas e indi
ces vetoriais continues e trocar as somas por integrais., Tal & necessario
por exemplo no caso do grupo de Poincare (cap.IV). |



capITULO I

GRUPO DE GALILEU

I.l.Mecanica classica

Objetos fisicos Newtonianos ocupam volume no espago eu
clidiano EY, e a variagac da posigac, de gqualgquer um de
les, com ¢ tempo, & feita da maneira continua e depende
das inteIaQSes com s cutros corpos. Como um caso limite,
uma particula Newtoniana é um objeto fisico gue ocupa um
volume praticaménte desprezivel e pode ser considerada
como um ponto em E°. A cada particula & atribuido, diga

mos, um nome intrinseco, gque & a sua massa.

Na formulagéo Lagrangeana, um dado observador descreve um
sistema fisico §, constituide por N particulas, através

de 3N coordenadas que definem o espago de configuracgoes.

Se as qj sao, por exemplo, coordenadas cartesianas, ele
compara, ag projec¢oes dog vetores posigao das particulas
sobre os eixos X, V e I, com uma dada unidade de compri
mento, para estabelecer os valores das coordenadas qj.
Para definir o tempo ¢, em que um evento ocorre, o obser
vador 0, estabelece uma correspondéncia entre esse even
to e um sistema constituido por uma familia de reldgios

sincronizados, supostos idealmente distribuidos no espa

¢c. O observador define a velocidade generalizada
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1.= dqg./dt.
qj q;

Para cada sistema, que nao esta suijeito a campos exter
nos, podemos atribuir uma fungao | que pode sexr dependen
te das coordenadas 9 das velocidades qj e também expli
citamente do tempo, de tal maneira que a evolugao desse
sistema & conhecida pelc obgervador O, e &dada pelas cha

madas eguagOes de EBuler~Lagrange

O observador 0, também define como componentes do momen

to generalizado as quantidades.

3l (g o t)

Y

P, © (2.2)
I aq{

Um outro observador 5, gue realiza a mesma espécie de me
didas sobre o sistema fisico S, usa como coordenadas La
grangeanas as coordenadas das particulas em relacgao a seu
sistema de referéncia e usa como ¢, o mesmo ¢t usado por

0. O observador ¢ estabelece a relagao entre suas coor

denadas Lagrangeanas aj e aquelas usadas por (0:

Ei' = q(qﬂ ¥ t) (2.3)
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As eguagoes de movimento que 0 obtém sdo dadas pelas eqgua

¢oes de Euler-Lagrange (2.1), onde em lugar de qj, qj e

L(qkl qkr t) ’ teremos ajl (Ej e_

3, q. = 3., 8, &,(3;, q
Lay, a;0 2) = Llaytla;, ), qla;. g

i t),t) (2.4)_

J.‘ r

respectivamente. Para encontrar seus momentos generali

zados, 0 usa | e g em (2.2).

Se L(qj, qj, t) = L(qj, qj, t), ou seja, a Lagrangeana

& invariante sob a transformacao considerada, as equagdes
de movimento obtidas por 0, sao as mesmas que as obtidas
por 0. Dizemos entdo, que a natureza & simétrica para a

transformagao considerada ligando Oe 0.

Na formulagéo de Hamilton, os momentos, bem como as coor
denadas esPaciais; sac encarados como Variéveis indepen
deﬁtes, e neste caso deveremos utilizér nao mais o espa
¢o de configuragoes, mas simo chamado espago de fase, de

i

6N coordenadas.

Com a Hamiltoniana M, definida por:
= g, - 2.5
H Z:quj L | | (2.5)

J : '

Obtemos as equacoes de movimento na forma candnica de

Hamilton:
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_ aH oH oL oH
G; =i Py=T—— T = (2.6)
apj- 3q ; ot 3t

O grupo de simetrias mais geral da mecanica c¢lassica &
constituido pelas transformacOes candnicas do espago de

fase, ou seja por aquelas que deixam invariante a 2-forma:

W= E (jq’(’— A 'dp’{: : , : ; (2.7
onde A & o produto exterior ([28])

ou dizendo de outra forma, sao aquelas que fornecem dois

novos conjuntos de variaveis qf e pj relacionadas por:

- 3H . aH .
P, = = —— i q, = ~=— (2.8)
4 3 ~

3q . op ,

4, P

com H, definido por:
E]

Antes de estudarmos o gru?o. de Galileu.  da mecanica
classica, gue constitui um de nossos objetivos, analisa
remcs Gois grupos mais simples, e usaremos pela primeira
vez o conceito de extensao de um grupo, que nos serd util

ainda por diversas vezes.



—2h -

.2, Grupo de Galileu

Chamamos grupo de rotagoes em trés dimensoes, e denotare
mos por 0.(3), ac grupo das transformagoes ortogonais so
3 - - it .
bre E°. Essas transformacgoes socbre Y caracterizam-se

. 2 : - :
por deixar x~ + y> + z® invariante.
A matriz A de uma transformagao ortogonal sobre E® deve
satisfazer
7 t . .
ACAT = T,, onde A7 & a transporta da matriz A (2.9)
Desde que o determinante da matriz transporta & igual ao

determinante da matriz, nos obtemos de {(2.9)

2
{det A)= 1 ou ainda det A =

As rotacoes gue satisfazem det A +1 sao chamadas ro
tacbes préprias. © conjunto das rotagdes proprias muni
do da operacgao de compesigao & um subgrupo de ((3) e o

denotaremos por S0({3).

Para a fisica, as extensoces mais interessantes desse gru

po gao: o grupo Euclidiano conexo e o grupo Galileano.

Grupo Euclidiano Conexo = & definide comc o produto se

, il y = -
midireto dos grupos T, {grupo das translacgoes espaciais)

e 50(3), ou seja:

1S0(3) = T8 ® S0(3) (2.10)
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ﬂf & um subgrupo abeliano invariante de I1S50(3).

Geradores da algebra de Lie do grupo de Lie S0 (3}

3 3
g =ilz— - y—) ;
3y 8Y
3 3
J, =ilx— - z—) ; (2.11)
a2z X
. d 3
Ty = i(y— - x—3) ;
X 3y

Geradores da algebra de Lie do grupc de Lie ﬁf
P = i— ; b, = i—; P, = i—— (2.12)

Esses geradores, com suas propriedades de comutagao espe

cificam a algebra de Lie do grupo de Lie IS0(3).

[Jk, pﬁj = ie,, P, (2.13)
= i . 3?»
[Jk, J£] ie, I, Ve, £, neE 11,2, &
1 se (k,£,n) & uma permutacaoc par
onde €35, = (-1 se (k,£,n) & uma permutagao impaxr

0 nos demals casos
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Com os operadores de Casinir invariantes da &lgebra:

cl _ —P*2
C - P.J

O grupo Euclidiano conexo, constitul a componente identi

dade do grupo de simetrias da fisica nao relativistica.

Para podermos formular a dind@mica dos sistemas, hd neces

sidade de introduzirmos uma varidvel cinemitica adicio

nal que & o tempo t. Com essa nova entidade, nosso espa
3 3 1 .

co E deve se alargar para o produto E x E , ou seja,

se quizermos uma formulagao dinamica, deveremos utilizar

naco I80(3) mas sim o grupo de Galileu, que & um grupo de

, 3 1
automorfismos em E- x E .,

GrﬁpO‘de Galileu - em mecanica cléssica nao relativisti

ca, a teoria de um sistema, gue nao estd sujeito a campos
externos, & considerada invafiante sob as transformacoes
do grupo de Galileu, gue contém as translagdes no espago
e tempo, as rotagSes ﬂréprias no éspago, € as transigﬁes
a um sistema de coordenadas movendo-se uniformemente em re
lagao a um referencial inercial. Denotaremos, dagui por

diante, esse grupo por(}4.

0s 4 subgrupos gue o compoem Sao:
a) T¢; translacdes no espagco X = % + @
b) S0(3): rotagdes proprias ¥

. 5 . (2.15)
c) T/; translagoes no tempo ¢t = ¢t + 7

sy
!
%l
+
S

"d)'Tg; aceleracoes
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A invariancia sob (a),

(b) e (¢}, significa que nao

ha

uma origem preferida no espago ou no tempo, € nem existem

diregoes privilegiadas. A invaridncia sob (d)

signifi

ca que sistemas com diferentes velocidades constantes sao

equivalentes.

§;é um grupo de Lie de dez parametros. Indicando

(E, T, V, R) o elemento geral do grupo, temos que:

(a’er: Of'I) (3, Or Or 1) =

0, 7,000, 1,0 1) =

(0, 0, 61, I) (0, 0, 5’2, I =

(0, 0, 0, R) (0, 0, 0, R)) =

3

(CL, I} (Or T, 0, I) =

—

(al 0.' Ol

(0, 0, 0, RY(, 0,0, 1) = =

(@, o, o, 0, D =

0, T, (o, 0, 0, R) =

(0, R)(, 0, v, I) =

Usando as relagdes (2.16a)

I) (0, 0, ¥, I) =

por
(‘&’2, 0, 0, I) (EE], 0,0, I) =
d, +&,, 0, 0, I) (2.16a)
0, 15, 0, DO, 7,0, T) =
(0’ Tl + TQ’] 0, I) (Zle)
(0, 0,v,, 10,0,V ,D=
(0, 0, x?l_ + ?2, I) - (216¢)
(0, 0, 0, R.R)- (2.164)
(0, ¥, 0, 1) (&, 0, 0, I) (216e)
(0, 0, ¥, 1)(d, 0, 0, I} (2.16F)
(R, 0, 0, I) (0, 0, O,R) (2.169)
(-1%,0,0,1) (0, 7, , T) (0,0, =
(-1, T, ¥, 1) (2.16h)
(¢, 0, 0, R, 7, 0, T) (2.16i)
(0, 0, RV, I}(0, 0, 0, R}  (2167)

a (2.163j), podemos calcular o

produto de duas transformacgoes

(ai' T

v ,R)(d v
l’vll 1 azf Tarvz’z

— —

R) = (a, t, ¥, R) (2.17)
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- ~»
onde: a = a, + Tévi + RlaQ
T = 'r1 + 12
v=v +RYV
v o=V %
R = RIR2

elemento inverso:

- — ~1 -1 — -1, =1
(¢, 1, v, ) =R {tv-4a), -1, -R v, R ) (2.18)

o elemento unitario:
(0, 0, 0, T}
0 grupo QL possui, entao a estrutura:
. a_ T v
G- r8x1) @ (17 @ S0} . (2.19)

que & bastante complexa em relagao ao grupo de Lorentzgm
o‘ae Poincard. O subgrupo invariante abeliano miximo do -
grupo de Galileu, & um grupo de seis parametros v (trang
lagbes no espago + aceleragoes). O grupo fator‘gh/é por
si proprio admite um subgrupc de‘um parametro invariante
Tf que &€ o das transl .¢oes no tempo, e € somente o gru
po fator (g%/%;/?f que & um grupo simpies S0(3) das rota

¢oes proprias.

Sua adlgebra de Lie tem a base:
H ~ translagOes no tempo;
J, - rotagdes |

P, - translagOes no espago;

K

G, - aceleragdes,
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com as transformagoes:

(3,0 3,] = iep,,9, . - (2.20a)
[3r el = T8 enn N - (2. 20b)
[Jk, G,] = iey, G, | (2.20c)
[Gk, H] = ip, ' (2.204)
(6, s P,] =0 (2.20e)

[Py, Byl =[Gy, Gp] = [Py, H] = [Jk}' H] =0 (2.20£)
t |

Essa algebra & entao, a soma semi-direta da adlgebra de ro

L

§
I

tagao J e uma algebra soliivel de 7 dimlansées composta dos
4 . .

dois vetores comutantes P e G e um escalar H, que proje

f

ta G em P e comuta com P, 4
i

Os operadores de Casimir sao idénticos aos de grupo IS0(3),

equacio (2.14).

As transformagOes candnicas que deixama: forma w (eq.(2.7))

invariante também deixam o paréntese de Poisson {X, Y} =

= E 0X Y _ BX oY invarijiante. Uma das propi’ieda
Bq{ BB: Ba; W& -

i
des mals importantes das transformacgoes Galileanas & a

de ser justamente, um caso especial das transformagoes ca

nonicas.

'
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Para os grupos desse tipo de transformagoes, s §F = fip,q)
& uma cerla fungao regular de variavelis p e g e sSe O0é&um
pardmetro de um subgrupo de Tie simplesmente conexo de um
paramekro, entao a variacao dessa fungao, em relaglo a
esse paramatro e:
dy

—=

da

. ) | (2.21)

e

onde g(p,q) & chamada de fungao geratriz do subyrupc de
um paranetro. As relagoes de transformagao poden ser de

duzidas atraveés do conhecimento de g{p,q}.

Quando tivermos um subgrupo de Lie de transformacgces de

contacto de n parametros o, B,.... pode-se provar que as

.

fungoes geratrizeg para os subgrupos de um parametro
9,s 9gs - CUMPrem as relacoes:
=R 5 :
{ }o=c¢V g o+ oA (2.22)
Gy 9g aBy ap

onde C;B sao constantes de estrutura do grupo o AwB sao
constantes, cujo nimerc pode ser diminuido e em certos ca

sos completamente eliminadas, através de transformagoes:

gu—aga + AG’.'

Concluimos que sob a operagao de parénteses de Polsson,
as fungoes geratrizes g, de um grupo de Lie de transfor
macoes de contacto formam uma representacao (a menos das

constantes Au ) da algebra de Lie desse grupo.

B
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Podemos agora encontrar as fungOes geratrizes da algebra

Galileana gue tem as seguintes expressdes:

P=).F;
- Tt

1
J= D% v D, (2.23)
G = Zmixi ~ Dt
dx,
onde p, = m, =
1 ld"‘.;

Quando calculamos os parénteses de Poisson, para as fun
coes geratrizes acima, obtemos a algebra de Lie, a menos
de constantes. Devido a estrutura do grupo Galileano,
apenas uma constante nac pode ser eliminada, especifica

mente, a massa total, que aparece nos parénteses:

{Pk, Gﬂ} = m'ﬁkﬂ (2.24)

Como verificamos, ¢ geradcr para a translagao no espaco
& o momento linear, para a translagao no tempo € a Hamil
tonlana, e para as rotagoes & o momentc angular. As fun
coes geratrizes desempenham um duplo papel, pois sao ao
mesme tempo observaveis e geratrizes de transformagoes de

grupc no sentido dos parénteses de Poisson.
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Embora o grupo de Galileu seja um grupo de invariéncia

das equagdes de Newton, ele n3c & um grupo de invariancia

da Hamiltoniana, ou das equagoes de movimento de Hamii'
ton. Isso & compreensivel uma vez que a escolha da Hamil
toniana forga a escolha da diregao para o eixo ¢t em

3 1 . . o . \
E'xE e assim destrdi a invariancia Galileana.

Referéncias: [01],[02],[0s],{16],[22], [28].
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CAPTTULO TIf

GRUPO DE GALILEU QUANTICO

II.l. Mecanica Quantica

Por volta de 1865, ainda se acreditava gue as Leis de
Newton, bem comoc o formalismo Hamiltoniano, bastavam pa
ra explicar todos os fenomenos fisicos. Estava também
solidificado o Principio de Semelhanga de Fourier, o
qual afirmava que o comportamento de dois sistemas fisi
cos semelhantes, sendo um deles menor gue o outro, era

QO Mesmo.

Com a descoberta da estrutura atdmica da matéria, veri
ficou-se que o Principio de Semelhanca de Fourier  nao
era mais valido, o mesmo acontecendo com a Teoria Newto
niana, gue se tornou insuficiente para explicar os no
vos fendmenos gque emergiam dessa descoberta. No inicio
deste século surgiram a Teoria Quantica e a Teoria Rela
tivistica, que se mostraram Tecorias mais amplas gue a
Teoria Newtoniana. Neste capitule faremos considera
goes, apenas, sobre a Teoria Quantica e deixaremos o prd

ximo capitulo para enfocar a uniao das duas teorias.

0 fato de que, a emissac de radiagao, por elétrons em

.revolugdo ao redor de nicleos, exibia um carater discre
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to, e nao continuo comc era predito classicamente, le
vou alguns fisicos a4 conclusao de gue alguma nudanga de
veria ser feita com respeito a Hamiltoniana, para o ele
tron num atomo.
o
AN
Lo

2m r

(3.1)

Teorias incompletas se construiram, como a veilha Teoria
Quantica, gue impunha condigaes extras, mas mantinha a
Hamiltoniana classica inalterada. Schréddinger e Heisem
berg foram mais radicais e atraves de dois processos di
ferentes, cptaram por interpretar H como um operador e
consegfientemente as fungoes x e p se converteram em ope

radores X € P.

A suposicao arrojada de de Broglie de que particulas 1i
vres exibiam um comportamento ondulatdrioc, ou seija, di
fratavam come a luz ao passarem por grades guficiente
mente finas, levou Schrédinger, ac comparar a eguacgaocda
onda relativista com a relagao classica momento energia
para uma particula livre de massa m, a concluirqueP se

ria o operador

i oBx (3.2)

e postulou gue essa identificacao persistiria no limite
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nao relativistico, mesmo na presenca de um potencial,

A suposigao nova feita pela teoria gquantica foi substi
tuir as fungoes X e p gque descrevia as particulas clés
sicas, por operadores lineares X e P atuantes num espa

co de Hilbert, que satisfazem a relagao:

(x, P] = ih (3.3)

As eguagoes de movimento (2.6) continuaram a ser aceitas,
porém com x e p substituidos pelos operadores X e P e a

Hamiltoniana H(x, p), sendo recolocada pox H(X, P).

Outro conceito introduzido pela mecanica gquantica e que
nao possue analogo classico € o conceito de spin de uma
particula. As experiéncias feitas por Stern e Gerlach
em 1924, e qgue conéistiam em fazer uma particula atra
vessar uma regiac de campo magnético nac uniforme, leva
ram Pauli a postular que era necessario atribuir mais um
grau de liberdade para cada particula: agquele ligado ao

seu momento angular intrinseco ou spin.

A transformagao de fungoes em operadores e a nova rela
¢ao de comutagao, nos levam a questicnar como um obser

vador descreve completamente um sistema mecanico quantico.

Descricoes e Transformagoes de Sistemas

A Teoria Quantica, exprime os possiveis resultados de um
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determinada experiéncia, em termos de relagodes entre ele

nentos de um espago de Hilbert, H. Para cada vetor uni
tario Yo : Y9€ f, o conjunto { Y: ¥ = ¥t onde 1€C e
ftl =1 } & chamade raio unitarioc em H. A cada estado

quantico asscciamos um Unico raic unitario, e qualquer
afirmagao significativa em Teoria Quantica & uma afirma

¢ao scbre raios unitdrios.

A probabilidade de transigéo de um estado ¥ & umestado
2

® & definida por pl{w,e) = |<¥,¢>! , a gqual, é facil Ve

rificar, independe da escolha dos renresentantes dos

raios unitarios, ¥ e ¢.

O espago de Hilbert de um sistema quantico & completamente
caracterizado, dando todas as relacgoes algébricas, entre
os membros de um conjunto irredutivel de operadores linea
res autoadjuntos, gque representam observaveis fisicos.
Por irredutivel queremos dizer uma familia de operadores
lineares, que comutam entre si, e tal que nao exista nenhum
outro operador linear comutando com todos os membros do con

junto além dos miltiplos do operador identidade.

Os Gnicos resultados possiveis de uma medida, de um ob

servavel, sao dados pelos autovalores do operador auto

adjunto associado a esse observavel.

E suposto que entre todos os observaveis de umsistema,

seja possivel extrair um subconjunto I, de tal forma que o



conjunto dos operadores correspondentes seja irredutivel.
Esse conjunto T & chamado de Abeliano maximo. Dado um
conjunto, arbitrariamente escolhido, de autovalores dos
operadores de [, existe em correspondéncia um nico raio
unitédrio no espage de Hilbert, que & o auto raio de to

dos os operadoreg de T.
P

Em mecanica gquantica além de se considerar a correspon
déncia biunivoca entre estados do sistema e raios do es
pago de Hilbert, supoem-se qgue todos os operadores aute
adjuntos sao cbservaveis. Esses dois Itens implicam no
principio de superposigac. A natureza, no entanto, su
gere gue nem todos os raios unitarios do espago de Hil
bert, de certos sistemas fisicos, sac fisicamente reali
zaveis. Por exemplo, nao & possivel produzir um estado
gque seja a superposicao de estados com diferentes valo

res da carga total ¢, ou do nlinero bariénico B.

A afirmacao mais coerente com os fatos experimentals, se
ria dizermos gue na natureza os Gnicos vetores fisica
mente realizaveils sac autovetores simultdnecs de um con
junto de observaveis 6. Os operadores pertencentes a O
definem uma regra de superselegao. O espago de Hilbert
€ decomposto em subespagos ortogonais, chamados subes
pagos coerentes, nos quals cada um dos operadores, defi

nindeo uma regra de superselecao, tem um valor definido.

Os observaveis considerados sao operadores auto-adjuntos
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gque comutam com todos os operadores de 8. Consegliente
mente o conjunto de todos os observaveis nao & irredutl

vel.

Nosso interesse principal estd em estudar a teoria das
transformagoes da mecanica guantica, ou seja, examinar
as relagoes existentes entre as descricoes dadas por di

ferentes ohservadores para o mesmo sistema fisico.
Segunde Wigner-Haag, o principio de invariancia pode ser
colocado na forma de trés postulados:

i) deve ser possivel transladar uma descricac completa

de um sistema fisico, de um sistema de coordenadas pa

ra outro sistema de coordenadas equivalente.

il} a translagao de uma descrigao dinamicamente possivel

deve ser ainda uma descrigao dinamicamente possivel.

ii} o critério da possibilidade dinamica de descrigoes

completas deve ser idéntico para observadores distin

tos.

Suporemos gue em mecanica guantica esses trés postula

dos sac satisfeitos.

Dizemos que duas descricoes de um sistema mecénico guin
tico sao isomdrficas se existir uma correspondéncia biu
nivoca T entre raios unitdrios que preserve a probabi

lidade de transicao. Isto &, se existir um operador ra
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dial 7 tal que

]

Se . (t) =T, (L) e ¥_(t)

o]

TY ()
(3.4)

entdo [<¢_ (), ¥ (t)>] <o (8), ¥, (£)>]

Podemos justificar essa afirmacao dizendo que a probabi
lidade do sistema fazer gqualquer transicao particular
nac pode mudar para diferentes observadores, porgue o}

sistema nao toma conhecimento de guem o cbserva.

Dizemos que um mapeamento vetorial T & compativel como ma

peamento radial 7 se para cada ¢ < ¥ , Tye Py,

Dentre os infinitog mapeamentos vetoriais compativels
com um dado mapeamento radial, gque satisfaz a equagao

(3.4}, existe um mapeamento vetorial que & representado
por um operador linear unitario, ou por um operador an
tilinear wunitario. A linearidade ou antilinearidade
do mapeamento vetorial & caracteristica domapeamento ra
dial 7. Contudo, o mapeamento vetorial &€ dnico, a me

nos de um fator de fase independente de ¢. {(Wigner)

Consideremos agora um grupo de transformacdes T(g}. Pa
ra cada g fixo, T(g) pode ser substituida por uma trans
formagao unitiria, linear ou anti linear. T(g} & Gnica a

menos de um fator de fase exp id{g). Usando a relagéo

de grupo
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segue gue

T(g) .T{g"} = Tlg.g"). exp iwlg,g') , (3.6}
onde w(g,g') & um nimero real. Portanto gualguer grupo
de transformacgoes preservando a prcbabilidade (3.4) e

equivalente a um conjunto de transformag¢Oes unitarias,
lineares ou antilineares, formando o que se chama de
uma representagdo radial do grupo. O© nome radial & jus
e iw ., :
tificado porque o fator @ e irrelevante para raios.
0 conijunto de fatores de fase w(g,g’') € denominado de

sistema fator.

Grupo de Galileu Quantico

Vejamos agora O gue acontece com 0 nossc grupo de Gali

leu classico quando o transformamos em guantico.

As fungoes geratrizes classicas devem ser substituidas
pelos operadores quanticos correspondentes, da mesma for
ma gue as fungoes x, p e H se transformam em operadores.

Egscrevendo-as novamente; temos:

1
— - 2
H = E m—— Pi
1 2mi
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J = 2: Xi Fie Pi

1

(3.7
Y,
i
G =) mX, - Pt
iTi
i
Incluindo a relagdo de Heisemberg [X, P, = ih, temocs que
[Jk’ Jﬂ] = enenda (3.8a)
r S
WTer Bpl = ey (3.80)
[Jk’ GEJ = iekﬂncn (3.8¢)
[chr Pg] = iskgm . _ (3.84)
(G, H] = 1Py, (3.8e)
[P, P,l = [c,, ¢,] = [9,, B] =[P, H]=0(3.80

A Unica diferenga entre essas relagoes e suas analogas
classicas € a (3.8d), que ocorre nas relacoes de paréﬁ
teses de Poisson, mas nao na algebra de Lie de g;. Como
a operagac de comutagac é muito mais simples e direta
que a operagac paréntese de Poisson, a teoria dos grupos
desempenha umpapel central em mecanica quantica, enguanto
que para a mecanica classica desempenha apenas un papel se

cundario.

- 0s operadcres de Casimir da dlgebra sao:
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- l 2
Y = eee PT - H {3.9)
2m
o = F° (2.10)
1
Fk = Jk + ekﬂjPEGj

IT.4. Representacoes do Grupo Quantico

Com excegao do termo §,,m ew (3.8d), teriamos a algebra
de Lie de g4 , porém como ele comuta com todos os 9y nao
pode haver grandes diferengas entre a representagao do
grupo quantico sobre o espag¢o de Hilbert H, com a de
g;isobre H, gue & uma representagac unitaria  formada
por subgrupos a um parametro de 94 gerados por Iy- Com
o surgimento de Gkgm, a representacao das operagoes de
grupo no espa¢o de Hilbert de um sistema gquantizado, nao
€ uma representacao unitdria verdadeira, e sim uma re
presentacao unitiria radial (ou projetiva). Os nimeros ex
perimentais gque podem ser extralidos da teoria guantica
sao as probabilidades, e estes nao fazem distingao en
tre vetores de um mesmo raio unitario. Consegllentemen
te, os nimeros experimentais nao fazem distingac entre
representacdes radiais unitdrias e representagces unité
rias verdadeiras. Isso implica no aparecimento das re

presentacgoes radiais e do termo 6pem’ gue estd ligad ao

fator exponencial.



=45~

Consideremos a Hamiltoniana

1 5 .
H=——P + ¢(x) _ (3.11)
2m

para uma Gnica particula num potencial externo.

Se H & um operador auto-adjunto, num dominio D, sobre o

gual:

a) X e P sao simétricos.

2 2 . .
b) X© + P~ & auto-adjunto

c) [X, P] =ih

@) o {nico operador limitado gue comﬁta com X e P &
um miltiplo do operador unidade.

entao pelo teorema de Stones, existe um Gnico grupo coﬁ
tinuo a um parametro, de transformagoes unitarias, U(£),

sobre H, tal que:

AUE) o opu(e) sobre D o (3.12)

As equagOes de movimento Newtonianas sao as mesmas em me

cdnica classica e guantica. Assim;

dx 1 ap aeix)
— = — P , = - ' (3.13)
dt m at ax

e ainda [x, P] = ih
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Levando em conta essas equagles, vemos que, no caso da
mecanica guantica temos:
dx .dPp

i i
— = — [, ¥ — -
dt h - dt h

[H,P] scbreD (3.14)

Se supomos que o dominio D & invariante com respeito

a U(t) seque que:

X(5) = U(£).X(0) .U () 5 P(£) = U(t).P(0).U (%) (3.19

Assim U(¢z) € o grupo de translagdes do tempo. Em meca
nica quantica da mesma maneira que em meclnica classica
H, P, J e G desempenham um papel duplo. 3ao0 observa
veis fisicos e geradores do grupo de translagoes no tem

po, translacdes no espago, rotacdes e aceleracgdes.

Se ¢ & um parametro:

4ar i
et T e [Go , F] o=0, ...,0 C {3.16)
de h '

onde F & um observavel e G, um dos dez operadoreé (3.8}

Voltando a nossa notagao para os operadores unitarios

representando as transformacgoes de Galileu, U(a, T,v, R),

podemos escrever para as transformagoes elementares quan

ticas: |
i

U{a, 0, 0, IT) = N, €Xp [;“ P.a] {3.17a)
h
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i
Uo, t, 0, 1) = n_ exp [ HT] (3.17b)
h
U, 0, v, I) = n_ exp |— (X - P} V] (3.17c)
h i
i
U(o, 0, 0, R} = n, exp [— J.nw] (3.174d)
b h

8! 7 7., N, saoc fatores de fase.
d d K

Determinacao do Fator de Fase wlg,qg')

Das eguacoes {(3.14), segue que:
a
H = ~ih-— (3.18)
dt

Tomandoe o operadeor de Casimir (3.9) e levando em conta

gue
d 3

H = —ih - @ P, = =-ih —

de 4 9%

g

encontramos a equacac de autovalores:

i 3 1 )
— e 4 Ay =5 {3.19)
h &t Zm

ou equagao de Schrbdinger. Consideremos o caso de uma

particula livre e sem spin, portanto® & uma constante.
0 que desejamos € estudar as propriedades de invarian

cia da equacac de Schrédinger com respeito ao grupo de

transformagao de Galileu.
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Na transformagac mais geral:

x' = Rx + vt + a
{3.20)

No novo sistema de referéncia, o estado precisa ser des
crito por algum vetor ou fungao §' . As predigoes fisi
- . -~ Iy :
cas, que extraimos das suas descrigoes, serao identicas
se, e somente se, a fungac de onda transformada, emgual
guer ponto, diferir da fungao de onda original, no pon

to transformando, por apenas um fator de fase

-if{x,s")

Yprix, ¢} = e (xS Et) (3.21)

A nova funcdo de onda precisa satisfazer a equagao de

Schrédinger:
! 1 B
I— + — AP =y (3.22)
Jt Zm

As transformagcoes gue ocorrem nos operadores sao:

g 3
—_— = e g v Y
3t e
(3.23)
V o= RV

A equagao de Schr¥ndiger para a nova fungao de onda po
de ser escrita como uma equagao em f e em P
L3 i

o }_ — | T |
e e F m—v.v'—bﬁ+dﬂAlea%(X’t}AMxhiw=O 32)
h 3t h 2m
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Expandindo:
i 3f v 1 . v
— e Vi - — . vple Ny s
(3.25)
1 . . i P 1
_ V'f.e lf.vlw + e lf_____‘_____@_'_ 7! ‘on
m h at! 2m

-

Como Y (x, ¢) satisfaz a equagao de Schrddinger (3.19) &

necessario que:

mv
Vif =~ w—— =0
h
(3.26)
i ar 1 mv?
__—-——-——_-...V'f+._.___:0
h ! 2m h
Integrando essas equééées encontramos: A ;
n _ Il m o
filx', ') = — v, x' = — — v¢' + C (3.27)
h 2 h ‘

onde C & uma constante. E em mecanica guantica, o fator
de fase nao pode ser eliminado. As propriedades de trans

formagdo da equacgao de Schrddinger se tornam:

im 1
§r(x', £') = exp {— — [v-x"' -~ — vt - c'} }\v(x,t) (3.28
h 2

onde x' = Rx + vt + a

t'' =t + T
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Para determinarmos o fator de fase que surge na composigao

de duas transformagoes, usemos o seguinte procedimento:

Denotaremos por g, a transformagac gue opera sobre as gua

tro variaveis x e t, que indicamos resumidamente por X.

X' = gX ou X = g"i.x' {3.29)

Para as variaveis transformadas X', a solugao correspon
dente da equagac de Schr8dinger & como vimos:
-3 ' - -1
prxn) = e O XD g™k (3.30)
Denotandc por Tg um operador linear que atua sobre as fun
¢oes de onda, transformando-as como em (3.28), temos:
P =Tgu ;v (x) =e T Xy gy (3.31)

Comparando as duas fungaes Y, e wg, onde

¥, =Tg Tg'y b, = Tag'y (3.32)

e fazendo ws = Tg'y teremos:

b ) =e NNy gy
(3.33)
; s ' -1 _
- e'"lf(gl X) 1f(g'rg X) .lIJ((gg') ]X)

b, (X) =e T @I XD y((gg) Tx) (3.34)

Como as duas expressdes (3.33 e 3.34) devem igualar-se a

menos de um fator:
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. ' -1 '
’4’1 (X) = e"'l [f(gr X} + f(g r 9 X)) - flgg', X)]IPQ (X) (3.35)

Finalmente a expressao de w(g,g') &

]_ .
w@,¢)=-;m(ﬂ&'-v?ab+ﬂvmm {3.36)

com as transformagoes:

g = {a, 1, v, R) e ‘ gle={a', 1", v', R")

I .6 .Estrutura do GrupO'de Galileu Quantico

Bargman em 1954 demonstrou que as representagoes fisicas
do grupo de Galileu sao obtidas das representagdes unitd
rias projetivas (radiaig) de seu grupo de cobertura uni

versal.

0 grupo de cobertura universaltkag;é:obtido ‘trocaﬁdo
as rotagoes peftencentes a S0(3}) pelos elementos do gru
po S (2) constituido pelas matrizes 2 x 2 unitdrias unimo
dulares (de determinante + 1). SU(2) tem as propriedades
de ser um grupo de Lie de grau l, compacto, conexo, sim
ples e simplesmente conexo. Os geradores do grupo Sao:

I v .t s._.td
>, LR MY, — Y Ea ~% 6.9

onde , P (., sio as matrizes de Pauli. As relagBes

de comutacdo s3o:

2. 2] - T
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com o operador de Casimir:

3.
N _
c = E > (3.39)
i=1 1

Como a algebra tem graun 1, as representagdes unitarias,
irredutiveis, de dimensao finita e ineguivalentes, podem
ser unicamente caracterizadas, especificando c valor cons

tante C no espago da representagao.

Para compreendermos melhor essa extensao voltemos ao ope
rador de rotagao
i

u¢o, o, 0, R) = n(R) exp — J.nw (3.40)
h

sendo J = L + 8, que & a soma do momento angular orbital
com o momento angular de spin do sistema. O operador
(3.40) forma uma representacao do grupoc de rotagdes: Se

o angulo de rotagao & 2II, os dois observadores coincidem

e neste caso U precisa ser um nimero de mdédulo unitario..

Chamando de Y? os autovetores simultineos de J.n e J2 te

mos;
i
Uy = exp {— J.n 2n]1p = E exp [im21m] f_f}‘ (YI:?, ¥) (3.41)
h
3.m
para o caso de spin total inteiro. Uma © vez due
m € inteiro exp{im?2ll) = 1, U(2M) =1 e & a identidade

-

A . -
neste caso. BSe o spin total é gemi-inteiro, 2m e um nu
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-

mero inteiro Impar de modo que U{2@) & -1

F
u(zn) = (-)°1 i (3.42)
Se F € o numero total\de particulas;com spin semi -~ intei

. ‘; g -
Yo, o operador F cujos autovalores sao (—)F € chamado de

operador univaléncia.

Devido a equagao (3.42) arepresentagao == formada por
u(o, 0, 0, R) & bivalente no caso do nimero total de fér

mions ser impar.

O grupo de cobertura universal Su(i)comoé simplesménte
gonexo, tem somente repreéentagaes{continuas univalen
tes. Como qualguer representacgio de S$0(3) € uma represen
tacao  univalente de SU(2) para eqcontrar todaszn;reérg
sentagoes (uni e bi-—ﬁalentes) de55(3) podemos procurér )
por todasen;representagﬁes univaleqtes de sSu(zy.

Finalmente podemos escrever a estruiura do grupo de Gali

leu mecdnico gquintico ndo relativistico, que denominare
I €

'
mnos por‘gg. )

§4: [‘rf"x (T;‘xrf)} ® [Tg’ ® sum] (3.43)
0 aparecimento de mna relacdo [Pk' G£]=-idk£m € o ‘respon

savel pelo grupo de fase Abeliano unidimensional ﬂa.

L)

As representagles projetivasunit&riasde‘ggsao nomeadas
por:
a) um nlimero arbitr2rio m - gue € a massa

b) um niimero real @ - energia interna
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c) um nimero inteiro ou semi-inteiro S-spinda narticuls

O Oltimo niimero € o indice da representagdo unitdriade di
mensdo finita D° de SU(2). A representacio & rotulada pe

lo simbolo (m|£P,5)

s

A realizacdo da algebra de §(4 no espago de Hilbert sobre

E? x E% € dada por:

3 R
Jk = "h(lekin xtT - 1—2 k) _ (3.44a)
X
n
2
P, = =~ ih — ' (3.44b)
3Xk .
d
Gy = = ih ~— + mx, ‘ (3.44c)
BXF
4
}
H = - ih — (3.444)
3t § '

Aqui Zk denota  as matrizes da representag;éo de dimen
sdo finita dos geradores SU(2). As relagoes (3.44), sao

as relagoes (3.7), onde substitulmos os operadores P, eH

pox = ih —%{ e - ih “a%;_- r Trespectivamente, e acrescen
k :

tamos o momento angular de spin ao momento angular orbi

tal, para obtermos o momento total.

Na realizagéo (3.44) o operador momento angular B (3.10a)

" se torna simplesmente F, = - i , 1isto &, o spin

k '
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" 'IIr.7. Equacao de Schrddinger

Tomando o oPerador‘ge Casimir (3.9), e selecionando a re

presentacgao de \}4 caracterizada por@ = 0
p2
2m : ‘

encontramos a equacao de Schrddinger para uma particula
livre. Esta & uma relagao enttre a energia e omomento da
particula elementar;'vélida mesmo para uma representacio
con@ # 0, pois representagdes com diferentes autovalg
res de & sdo equivalentes. Jd que ¥ pertence & 4alge
bra de§;4 podemos redefinir H de tal forma gue resulte na

relacao (3.45).

Convém ressaltar que no caso de representégées projeté
vas o0 conceito de egquivaléncia &€ um pouco diferente  do
gque no caso de representagOes verdadeiras. Se Tg e Tg!
sdo duas representagoes projetivas do grupO>E;, dizemos

que sdo equivalentes, se a relagdo entre operadores radi

ais;:
rg! = VrgV ! o (3.46)
& conservada. Para os operadores simplesmente temos:
Tg' = &(g) VTgV ' (3.47)

onde ¥(g) é alguma fungdo complexa de médulo unitdrio so

bre o grupo. Além disso, Tg' & uma representacido proje
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tiva do grupo com o sistema fator w'(g.g'} = [d)(g).tiw(g' )/cbigtj)] .

sw(g, g') equivalente ao sistema fator w (g.g') de Tq.

~

Correspondendo aé%’deﬁ};, temos o operador de. Casimir
1 2 - - -~ ¥

o) = P de I80(3) - eq (2.15). No estagio pré-dinamico,
para a representacao com ct = 0, que & equivalente ds com

1 : - ~
C # 0, obtemos a eguacgao P? = 0 no sistema de referen

cia préprio.

Quando passamos para as equagoes de autovalores, os oOpe

radores de Casimir possuem as eguagOes correspondentes:

5% = 0 (3.48a)
2

P .

2m ' ‘ :

A equacdo (a) caracteriza um unico estado possivel, e &
agquele de uma particula em repouso, enguanto a (b) carac
teriza uma familia de estados com uma energia arbitraria
e um estado de movimento dado por P? e que é determinado

pelo valor de E.

Voltande a eqguagao de Schrédinger:

4 1 i 9
(___,___,_ R S— m)q)(x' t} =0 (3.49)
2m h 3¢

podemos resolvé-la por separagao de varidveis:

Cbix, £} =P G0 X(#) ~ (3.50)
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Sendo E a constante de sepaxagao:

i
x{t) = exp [— e Et:, . {3.51)
h

1
[—-—-— A+ E]lP(x) = 0 (3.52)

2m

Olhando para as duas equagoes separadas, poderiamos - pen
sar que perdemos informagao fisica ao fazermos essa divi
sao, pois a Gltima equagdo nao & invariante sob %4 e sim
sob IS0(3). Isso, porém, nao ocorre, porque apesar des
sa equagao significar a realizagao do operador de IS50(3)
c? = p® = 2mE, a varidvel de separagao E surge como uma
varidvel dindmica que é a energia e nio como um ﬁome_ de

uma representagdo, como ocorreria caso tivéssemos parti

do simplesmente da equagdo C' = 2mE ‘em IS0(3).

II.8.Regra de Superselecao

Unma decorréncia importante do. fato que as representagoes
do grupo de Galileu quintico s3o dadas a menos de uma fa
se, & a ocorréncia de uma regra de superselegac associa
da com a massa do sistema considerado. Eqguivalentemente
podemos dizer que uma consequéncia do operador de massa
comutar com todos os operadores, & uma regra de superse
lecdo. Isso significa que em mecanica quéntida ndo rela

tivistica, € impossivel superpor estados descrevendo par
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ticulas com diferentes massas.

Consideremos, por exemplo, um vetor estado que resultada
superposicao de dois vetores estado, com diferentes mas

sSas.
Po= Y, kU (3.53)

Vejamos como esse sistema se comporta sob a transformagao
que € a composigao de outras quatro: uma translagao espa
cial a; uma transfofmagao de velocidade v; a translagao
inversa ~a e a transformagao de velocidade inversa -v.

Dentro do grupo sabemos quea elas comutam, assim a Compo

sigao:
(0, 0, =v, I)(-a, 0, 0, I){0,0,v, I} {a, 0,0, 1) =(0, 0,0, T) G54

& a transformagdo identidade

0 operador U(g) correspondente aessa transformagao, preci
sa ser um miltiplo da identidade e por (3.36)

i : '
U(g) = exp [w—xnv.a] (3.55)
h

onde m &€ a massa total do sistema fisico. Aplicando eg

se operador ao sistema (3.53), obtemos:

i i
Ulg)y = exp [_--mlv.a] Y ot exp [;-—mzv.a] W, (3.56)
h
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O principio de superposigao nao pbde ter qualquer signi
ficado para ¥, e ¥, se m #m,, uma vVvez gque isso signi
ficaria que uma transformaggo identidade poderia afetar
a norma de gualguer um de seus estados compostos. Mas, co
mo nenhuma experiéncia pode ser reaiizada com resultados
dependentes da fase relativa de dois vetores -pertencen
tes a diferentes subespagos coerentes, concluimos que
ha uma regra de supersele¢ao com respeito 3 massa para
particulas guanticas nao relativistic%s. Isso impede a
existéncia de estados com um espectro de massa, € portég
to Qe particulas inst@veis em mecanica quantica nao rela
tivistica. Essa regra de superselegio & conhecida como

regra de superselecgao de Bargmann.

N

Referéncilas: [01],{091,{11],[15],[16],[24],[25]:[26]-
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CAPITULO IV

\

Grupo de Poincaré

v.l.

Relatividade

Como vimos nas segdes anteriores, as leis da mecinica
nao relativistica nao sao alteradas quando vamos de un
sistema de referéncia a um outro gque tenha um movimento
translacional retilineo uniforme relativo ao primeiro.
Além disso, em mecdnica ndo relativistica, é suposto que
0o tempo ¢t deve ser tomado igual para todos os sistemas

de coordenadas.

Um sistema de coordenadas diz-se inercial, se o moviﬁeg
to de corpos, em relacdo a ele, & retilineo e unifdrme
na auséncia de forgas externas. Uma outra maneira de
formular a invaridncia das leis da mecdnica sob as trang
formagoes de Galileu, &€ dizermos que em mecdnica cléssi
ca, todos os slistemas inerciais sao eguivalentes. Essa

afirmacao & conhecida como o Principio de Galileu.

Estudamos as leis de transformagﬁés de sistemas de coor
denadas em mecdnica cldssica e quantica, e conseguimos
encaixa~las dentro de uma estrutura de grupo - Grupo Ga
lileano., Vimos sua algebra de Lie e as alteragdes gue
se processam guando se passa do caso classico para o]

quantico.
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A pergunta natural que surge agora, refere-se a eletro
dindmica. Serao as eqguagoes de Maxwell também invarian

tes sob as transformagoes Galileanas? Verifiquemos.

Consideremos um observador 0 em um sistema fixo de coor
denadas, isto &, um sistema em repouso em relagﬁo a um
sistema privilegiado, o &ter luminifero. Sua descrigao
do campo eletromagnético & feita por meio do campo ve
torial elétrico E(x) e do campo vetorial magnético H(x),

satisfazendo as eguactes de Maxwell

div E(x) = p(x)
div H(x) = 0
L 1 3E (») 1 .
rot H(x) - = o (x) U (x)
. o 3¢ : o (4.1}
. 1 9H(x)
rot E(X) + - —— = 0
- c 9t
onde x = (X,t) & a posicdo e o tempo atribuido por ¢ ao

evento, p(x) é a densidade de carga e U(x) sua velocida

de com respeito a 0, no ponto x.

Se tivermos um outro observador 0 se movendo com veloci
dade univorme ¥V com respeilto a 0, entao de acordo com a
mecanica classica,as leis de transformagao ligando  os
dois sistemas de coordenadas sao dadas pelas transforma

coes de Galileu
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(4.2}
tt = ¢
com s operadores:
d a _
—— e L =1, 2, 3
3X. axt.
AL A
(4.3)
g d .
—_— = — - v,V
3t at!

Verifica-se experimentalmente que para baixas velocida

des V as leis de transformacido dos campos se tornam:

— 1 .
E{X) + — .V xH(x)
c

' (x')

— l —
H(x) - ——.vxE(x)
C

Bi(x")

(4.4)

H]
o
¥

p'(x")
Ur(x') =U(x) -9
Os campos E'(x'} e ﬁf(x') obtidos por 0' sao:

1 . -
0 (%') = ——— v.rot H'(x')
¢

i

giv E'(x")

l — —
——v.rot E'(x')

¢ o (4.5)

il

daiv H' (x')

. 1 8E'(x') 1 - 1 3H' (x)
rot H'(X') = — e = e p ' (xY) U (x") - — T x
c a2t c o® ot!
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. 1 9H' (x') 1 3E ' (x1)
rot E'(x') + = - — ¥ X
c ot o] ot!

As expressOes acima foram obtidas das equagdes (4.1) ex
primindo as quantidades gque al aparecem em termos das guan
tidades linha de acordo com as equagdes (4.3) e (4.4). Os

termos de ordem v®/c® foram desprezados.

Verificamos entaoc que as equagdes obtidas por (0' nidc sdo
as mesmas que aé obtidas por (0. Elas diferem por termos
proporcionais a ¥V, ou seja, efeitos eletromagnéticos nao
seriam oOs mesmds se observados de diferentes sistemas mo
vendo~se com uma velocidade congtante um em relagac ao ou
tro. Segue~se.que em mecanica clissica seria possivel re
velar o estado de movimento relativo ao &éter poxr meio de
experiéncias eletrodinfmicas.

Experiéncias fundamentais concentraram-se em trés pontos:

a) tentaram localizar um sistema inercial preferencial para
as leis da eletrodinamica, como era o objetivo das ex
periéncias de Michelson-Morley;

b} tentaram okservar desvios da mecanica classica;

¢) tentaram obter desvios das leis da eletrodinimica clés

sica.

0s resultados mostraram que as equagdes de Maxwell sdo va
lidas para todos os sistemas de coordenadas em movimento

uniforme um relativo ao outro, mas as leis da mecadnica na
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forma Newtoniana precisavam ser modificadas.,

Em 1905, com base nos fatos experimentais que se conheciam
até entao, Einstein propds os postuladeos da Relatividade

Restrita.

1l - As leis da eletrodinamica e as leis da mec@nica s3o as

mesmags em todos os sistemas inerciais.

2 - E impossivel imaginar uma experiéncia gque defina umeg
tado de movimento abscluto, ou determinar para qual
guer fenomeno f£isico um sistema inercial preferencial,

tendo propriedades especiais.

Se procurarmos as transformacgoes de coordenadas entre do
is sistemas S e $', com eixos paralelos, tal que S' se mo
ve com velocidade v, em relagdo & S, que deixam as equa

¢oes de Maxwell inalteradas em sua forma, veremos que elas

sao:
X - vV
X’ == PO P
% l--v?'/c2
y' =y
(4.6)
z' = z
t-—x.v/c2
L' o=
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Fscas transformacoes sao conhecidas como transformagdes de

Lorentz. FE facil mostrar algebricamente que se a transfor
. P v
magao de Lorentz & valida entao,

2 2 - 2.2 2 2 2 o
b +y2+z?-—ct=x' + yr 4+ z! - P (4.7)

As equagOes de transformagac Galileana nao satisfazem as

equacces (4.7). " para dois eventos (x] P Y e % tl) e
(xe, yz ' Zy t:z} temnos: .
! et (- ' (2! - ')2'—( )2+(‘ r(z, - z,)°
By Hg Y, N (z1 Zo) = xR, ~ %, y}; - 1 Z,

{

i

|
('51 - tz) = (Z'Zl - -{;2) ‘13

¥

rostrando que na fisica pré-relativistica o intervalo es

pacial e o intervale temporal entre dois eventos sio inde
!
Em vralatividade especial & o intervalo espago-tempo combi

1

H

pendaentemente invariantes.

nado,
.

2 8

2 i
{2, = x50 + (y, = y,) + (zy - 2,) = c (¢t = f:z)
qus @ invariante. Em termos do intervalo diferencial ‘en

tre dols eventes, a guantidade:
ds? = %de? - dx® - ay® - dz® = (4.8)

2 invariante sob uma transformagao de Lorentz.
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IV.2. Transformacdes de Lorentz

A teoria da relatividade rejeita a suposicdo classicade
que o tempo & o mesmo em todos os sistemas de coordeng'
das e dal a cada sistema inercial associamos as coordena
das x, y, 2z € 0 tempo proprio ¢ . Usaremos a notagdo

M (u=0,1,2,3) sendo x%=ct, xl=x; x®=y; ¥® =

2,
as coordenadas de um evento no espago de guatro  dimen
soes de Minkowski. Usaremos para simplificar ¢ =h = 1

e também a convencgao da soma. A distdncia entre  dois

eventos no espaco-tempo & dada por:
2 2
-y = ey My = O = Y0 = D (xy -y, ) @
H L J.
=1 .

As transformagoes enunciadas acima, ou seja, as transfor
magoes que deixam invariante a distdncia entre dois even

05
(x - y) (%~ it = (x S UNCE y) P (4.10)

com x¥ ¢ X" sendo s conjuntos de coordenadas dadas ao
mesmo ponto ne espago de Minkowski por dois cobservadores
0 e gque podem ser transladados no espago-tempo, gira
dos no espago ou se movendo com velocidade uniforme, um
em relagéo ao outro, com alguns dog eixos possivelmente
opostamente orientados, sao as chamadas transformacgoes
de Lorentz. Esta definigéo generaliza aguela dada no

Item 4.1.
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Indicaremos por {a, A} a transformagao de Lorentz:
x> gH o= A Y+ ok O (4.11)

Os parametros a” e Apv 830 reais e devido a eguagao

(4.10}) eles satisfazem:
U, _ aH P _ H
Ap A N A o A\) g v . (4.12}

Demonstraremos gue as transformagdes de Lorentz consti
tuem um grupo. Para tanto elas devem satisfazer as gua

tro propriedades:

a) lei de composigao - O produto de duas transformacgoes
de Lorentz & novamente uma transformag¢ao de Lorentz,

com a lei de composigao

la,, hyHa, ., A1} = lag + Aja Azﬂl} {4.13)

b} elemento unitario ou identidade

{o, 1}
c) associatividade - segue da lei de composigdo

d) elemento inverso, de (4.12)

(A"HY =V ‘ (4.14)
H u

e a inversa da transformagac de Lorentz &:

-A " a, A7ty (4.15)



Ty e

Como as guatro propriedades gue definem um grupe estan
g :

satisfeitas pelas transformacoes de Lorentz inhomogénsas,

estas constituem um grupe , gue & chamado de Grupo de

£
Lorentz inhomogeneo ou grupo de Folincare i

0 grupaﬁg possul deois subgrupces interessantes: ¢ grupo
Abeliano ¢Edas translagOes puras no espago-temnn (4,71
2 0 grupo de Lorentz homogénec migkziﬁ, A

Qualguer transformagac de Lorentz {a,A} pode ser escri
ta de uma Gnica maneira come o produto de uma transfor
magao homogénea {0,A} seguida por uma translacao CUTa

fa,Ilts
fa, A o= {a, THO, A} (4.16)

© f P . .
de maneira que il = W L%‘pwis as translagoes puras nao

’é_".'
comutam com as transformagdes de 13,
43

" 1. - f -
O grupae 2 @ homomorfico com %, 2 egse homomorfismo e

veallzado pelo mapeamento:

sendo o Kerngl do homomorfigme, o subgrupe invarianto o,

Por outro lado,idy nao & um subgrupe invarianto cedo.
Batudemos com alguma minlicia o grupo de Lorentz homoyé
neo.

Este & um grupo de Lie de seis par@metros, A  equacac

(4.12} pode ser escrita como:
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0
-
|
{0
.
i
o

de onde tirameos:
‘ 2
(det A} = 1 (4,19}
Da equagao (4.19) teremocs:
det A = #1 {4, 20)

As Lransformagoes gue possuem det A = -1 sao por exnceplo

as inversoes do espago I_, ¢ a inversao do tempo U, .

Para po= v o= 0 {4.12) nog diz que:

3
2 2
%0 = Y tey 22 PUEE
1=

de maneira que A% 2 1 oau % < -1. A trangiormagac

I, & um exemplo das que possuen A%) < ~1.

i
-y
Concluimos entac que ojﬂ_ nag e conexo. O grupo £ cons
. ‘ =

titufido das quatro partes:

L det A = +1 2% =1
0 .
o det A = -1 2% =1
. 4,22
I det A = -1 20y -1
. 0O
IV det A = +1 1% =-1

Nao podemos ir de um pedago para outro mudando simplas

mente os parametros da transformacao. O primeirc peda

¢o & um grupo chamado de grupo de Lorentz homogéneo reg
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trito ﬂ%ﬂ, Existe um homomorfismo'ﬁﬁ—fﬂhv, onde V tem co
mo elementos I, Is’It e Ist' 0. Kernel do homomorfismo é
o grupo de Lorentz homogéneo restrito que & portanto um
subgrupo invariante def;h. V por outro lado nao & inva
riante em.zm. Portanto i%lnéo € o produto direto de T5hr
e /., Contudo todas as representagoes irredutiveis de

I%qséo conhecidas, uma vez gque tenhamos construldo to

das as representagoes irredutiveis de V e f%i.
r

V & um grupc Abeliano, isso significa gue todas suas re

presentagdes sao unidimensionais:

Elementos do Grupo
I I 1y Ise
Representacoes
Irredutiveis

To 1 1 1 1
T, 1 1 1 ~1
T, 1 ~1 1 -1
T, 1 -1 -1 1

Crupo de Lorentz Restrito: Possui como um subgrupo o
grupo de rotagoes no espago Euclidiano £ . O grﬁpo

- contém também as chamadas transformagoes de Lorentz eg



peciais - transigdo a um observador movendo-secom veloci
dade uniforme. Tomemos como um exemplo a transformagao

de Lorentz ao longe do eixo z. A A correspondente &:

4 0 0 b |

o 1 06 o
A= (4.24)
o o0 1 0

b 0] 0 a

com a%= 1 + b a>hb >0

Se colocanmos a = coshu ., b = senhu , a velocidade
v &€ dada por Vv = tanhu = b/a (vide eq (4.6) com v, =
=v, = 0 e v, =V}l. Isso significa que a e bpodenas

sumir valores arbitrariamente grandes e que o grupoj;

nr

nao & compacto, pois os elementos do grupo nao sdo limi

tados. Contudo ﬁﬁw & localmente compacto.

0O grupo f% & duplamente conexo. Que ﬁ% nao & mais do
1%ad al

gue duplamente conexo pode ser verificado comprovando

-que gualguer curva fechada no dominio do grupo £1P pode

ser continuamente deformada numa curva fechada do grupo

de rotagao tri-dimensional SO0(3}.

O grupo de cobertura universal de j; & o grupo SL(2,C)
r

h

de matrizes (2x2) complexas unimodulares. Duas matrizes
de SL{2, C) sao mapeadas em cada elemento de I%L e elas

-

diferem apenas em sinal.

O grupo SL(2, C) & simplesmente conexo.



i

Estudemos a algebra de Lie de Ll , ou de SLIZ, O quea

S
O mMEesSmo.
‘ . S i fied , . s
Uma transformagao infinitesimal de Li pode sexy escrl
X5 o

ta como:

U \ 5 1 y e %
% o= (gfv o+ efvy x” = AMu(e)x” (4.25)
Y W . o . ~ ,
onde €"" = ~¢"", 08 geradores infinitesimais sdo de
terminados egcrevendo:
u 1 POy
Auey = gMy e o (P Fy (4.26)
2
00 ) ~p .
com M"Y = M7 e de (4.25) e (4.26)
i
0o, A,
TS MO e = ety ta.eth
2 v

que san osoritas como:

o -1 0 o R s

o

10 -1 0o o 0 20 o © ¢ 0
M = M’ W i
0 0o 0 0 -1 0 G !

0 0 o 0] o 0 0 ol

0 0 0 -1 5 0 0 Q%

E

0 ¢ 0 0 00 10

30 1 |
M = hit > i
o & 0 0 ¢ =i 00 G

-1 0 ] y] ) 0 0 0 g
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0 o 0 0] o o
0 0 0 0 o 0
M23 _ M13 -
o 0 0 -1 6 0
0o o -1 0 0 1
L. - L.

0s geradores infinitesimais satisfazem:

[M“V, MpT] _ guT ¥Ts) P T _ 0 VT _ gUT wHP

+ g g i

~
w

s definindo 08 operadores:

. 23 @ 12
M= (M |, ;, M)
01 02 08
N (M ' v )
as  relagoes de comutagdo sao:
M., M.] =

1 i)

it

[M

L

<,
i f ?\,

Iy
¥y Ealu\ P
1-2

~

0Os operadores de Casimir sao:

2 ] !
M° - N = e m m*Y
uv
2
o 1
“M.N =—— "VPT M o
A UV ot

e fazendo uma mudanga de base:

&

S
5
LR

{4.327



1 1
Jﬂ = —?— i ‘M,g - .'LN‘C) ; ;“.E = —;— i (M:?. - 11\1‘{,_) (4,33

{4.31) se torna:

. . : . . K .
i [ 1k (4,34,

oo

. ] 2 2 , 2
com os operadores de casimir: J7 = E J, e K= E K

i i

i i
As propriedades principais delﬁL podem ser aintetiza
. a

das como:

] - E um grupo de Lie de ordem & semi-simples, conexc

o nao compacto, mas localmente compacto

2 - b duplamente conexo, e seu grupo de cobertura  nni

versal @ 8L{2, C).

Para oS grupos ndo compactos nac existe uma mancira ge
ral de se construlr hodas as suas representagocs. Mas

para o C4aso de'ﬁk podemos determina-ias conformn vore

bir
mog adiante.

Retorrando ao nosso grupo de Poincaré, ¢ levando om cor
ta o que vimos para o grupo de Lorentz homcaénec, pode
mos dizer que ele & nao conexo, mas consiste do uatb yo

pedacos.



O grupo de Lorentez homogeneo restrito € composto por

transformagoes gue quando operamsobre vetores btipo tem
1 H

po no passado (xuxL>>O e xO < 0) eno futuro {xpx”>ﬂ e

xO > Q) os deixam invariantes,

Tremos enumerar agora as propriedades do grupo de Poin

caré restrito p = j@ fﬁm

1 - Possul um subgrupo abeliano invariante gue & o gru
po das translagdes puras - uf~ o que significa Jue

ja &€ nao semi-simples,

2 - f)é duplamente conexo.

p
3 - O grupo de cobertura universal de‘ﬁaw ﬁjm e o grid
po cujo elemento geral é {a,o} onde a € um guadri
vetor correspondendo a uma translagac pura € o €
uma matriz 2x2, do grupe SL{2Z, C) das matrizes

complexas unimodulares.

4
A lei de nultiplicagac para o grupoe . &

|

o

. a . N — .
fa,, nly{ug, a, o= {al + o0 ay A A

onde A, & a matriz de L5 que & a imagemda matriz
LN o

ay, € 8Lz, ).

40
s - F

e localmente compacto, mas nao compacto,

Da ultima propriedade decorre que suas representagoes
unitarias podem ser definidas somente sobre espacos de

Hilbert de dimensoes infinitas. Contudo gle tem repre
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sentacoes de dimensao finita mas nao unitéarias.

IV.3., Representacdes de Dimensao Finita de fghh

Como ﬁ%r & nao compacto todas as suas  representagdes
unitarias sao de dimensao infinita. Contudo, ele tem
representagoes nao unitdrias de dimensao finita. Vere
mos este Ultimo tipo de representacoes inicialmente.Na
proxima secao estudaremos as representagoes unitarias

de dimensdo infinita do grupo de Poincaré e portanto

deig

b
Como o grupo & semi simples entao todas as representa

coes redutivels podem ser completamente reduzidas.

O grupo de cobertura universal de ﬁ1' & S8SL(2, ¢y, as

- 5
sim, podemos construir todas as representacgoes de dimen
sdo finita deste grupo e verificar quais das represen

tagdes sao verdadeiras e quais s&do representacgoes - bi

valentes dejghp.

O grupo SL(2, C) tem duas representac¢oes fundamentais

inequivalentes.

a b
ad -~ be = 1 (4.35)
s} d
=]
* *
a’ b (4.36)

a, b, ¢, d sao nimeros complexos
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O RKernel do homomorfismo de SL(2,C} em f)h é dado pelos do

y- . —
is elementos I e ~I e portanto, as duas representacoes dao
duas representagdes bidimensionais, bhivalentes e inequi

valentes de f)hr'

Os vetores dos espagos vetoriais lineares que transportam
essas duas representagoes sdo chamadas de espinores ele
mentares com ponto e sem ponto.

Um espinor sem ponto X é um objeto que sob uma transfor

macao de f)h , se transforma como:
v
pi' a b Uy [ a b
w= | ] = . - . X (4.37)
u2' c d Uy R e a
‘ / .

C d

a b :
. com’ ( ) € SL(2,C) correspondente & transformacio

de Lorentz considerada

-

Os espinores X (com ponto) se transformam como:

. Pyt a* b* ’;:11 [ a¥ b#* .
X' = = . = « X {4.38)

”2' o* d* Vs c* 4%

Quanto as transformagées ‘infinitesimais, a ambiguidade na

escolha do elemento de SL(2,C} correspondendo a um elemen

to de.f)

hor

SL(2,C) obtidos na correspondéncia, somente umestd pro

desaparece, uma vez gue dos dois elementos de

ximo da identidade. A representacao (4.37) corresponde as

seguintes representacgoes bidimensionais da &lgebra de

Lie de ﬁ) H
h

[l
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1 ‘ 1
w20 o oy, w200 0 T (4.39)
i 2 1 ;) 2
1 1
M(.O' 1/2):_____1-1-.; N('O’]‘/z)z--—u—'[’, (4.40)

e a (4.38), onde as TJ,- g30 as matrizes de Pauli.

Como nao ha nenhuma matriz gue transforma (4.39)em(4.40)

vemos que as duas representagoes nado sdo equivalentes.

| Comegando das representacoes bidimensionais (4.35) e (4.36)

transportada pelos spinores (111) (“i‘) elementares pode
2 2

nos gerar todas as representagoes de dinensao finita.

Para tanto consideramos dois nlmeros arbitrarios e in

teiros ou -semi—inte.iros 2{ e 2§' e definimos o . espa

¢o linear dos mondnios de grau 2(jf+ ')

o -k 2f/' ~-k" k .k’
Pkkr"—:ulj UIZJ My Y, {4.41)

onde k e k' sao inteires e 0 < k < 24, 0<k' <24

Ha {27+ 1)(25' + 1) mondmios deste tipo para2fe 25’ £i
x08 @ 0 espago vetorial considarado tem {24+ 1) (257 + 1)
dimensaes. Os mononmios Py r Obtidos de (4.41) comu'e ne

dados por (4.37) e (4,38) podem ser escritos como:

Pirs =2 D, ne Por (4.42)
7

Ag matrizes :Dkk’ pgt ou (D(_{,j") dio uma representacao
. 4
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de {25+ 1).{(24'+1) dimensoes de SL(2, C). 0s elemen
tos do espago de representacac correspondentes sao cha
mados spinores de ordem 2(f+ §') pertencendo ao espago
de Minkowski.

Pode~se mostrar gue as representacoes i)(jtf) saoc irre
dutiveis e gue todas as representacoes irredutiveis de

D(jrj

Para i ='%; , {*=0 ou f=0, 4'= %% temos a re

presentacao complexo conjugada e a auto representagio

dimensio finita de SL(2, C) ocorrem nas séries

(4.37) e (4.38).

Todas as representacgoes para as quais j+4 /' & um intei
ro sao representagces verdadeiras dei% , enquanto aque
v -

las para as gquais §+ {' & semi-inteiro sdao representa

goes bivalentes,

DG

- L 2 2 .
e tomarmos ©s operadores de Casimir J° e K", mais as re

outro procedimento para determinar as matrizes

lag5es de comutagﬁo (4.34) e consﬁfuirmos uma represen
tacao irredutivel de dimensao finita determinada pelos
(o +1).(24" +1) vetores base !j,m ; ', m>onde j e '
sdo inteiros ou semi inteiros e ~fj<m< 4 ; ~f'<m' <j’

Em termos desses vetores os operadores Te X tém a se

guinte representacaoc

T+ |j, m; 7, > = (3, + 13,004, m 7, mD =

1
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= [Gem Gern+) 12 j, mel; 1, med
Iy i mi 40, m" > =m| j, m; §' m'> (4.43)
K"lji m; J'r m' =(K1iiK2)lJ’r'm; j'!r m'>'

=f G em) (et ) Y2 s e £ 1)
Kg li,m; 7' m'> =m'{f, m; §', m'>
Dessas egquagoes, podemos obter a representacao g)(iﬂ(ﬂ)

correspondente d qualguer transformagao de Lorentz.

IV.4.Representacoes Unitdrias Irredutiveis do Grupc de Poin

caré Restrito

‘Estamos interessados em todas as representagoes uni£§
rias do grupo de transformagoes scob as quais a teoria
é invariante. Dessas representagaesl encontramos  to
das as formas dos operadores unitarios U(g) éaracm;po§
siveis sistemas fisicoé. Pode ocorrer gue mesmoe gue
um operador satlsfaga as leis de composicao corre
ta com o outros .Operadéres representando os ele
mentos do grupo, seu efeito sobre os estados do
sistema possa ser tal que nao podemos SUPOX que
ele represente a transformacao do grupo ao gual ele

esta associado. Assim, depois de obtermos as xepresen

tagoes, deveremos examinar para quais delas existem sis
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temas fisicos correspondentes,

A afirmacdo de que os resultados de uma medida sao da
das em termos de probabilidades, e que essas quantida
des sao invariantes quando passamos de um sistema de
coordenadas a outro, -se aplica tanto a mecanica
quantica nao relativistica como também & teoria guanti

ca relativistica.

Usando o Teorema de Wigner discutido no capitulo 3 pag

41, segue que :a condicao:
<T(g)p, Tlah=|= [<f, h>] | (4.44)

onde T & uma transformag¢ao de*?ie f e h sao vetores do
espago de Hilbert e gg;E;, implica que o grupo de inva
riancia pode ser representado sobre H por um conjunto
de operadores unitirios ou anti-unitarios U(g) = forman

do uma representagao radial do grupo.

Uig). U(g") = e¥(9r9") (g, g (4.45)

Se o grupo & continuo, conforme g=1 na topolegia do

grupo, a continuidade fisica exige que:

T(g). 7+ et

e (4.46)
Uigy £ V{9 ¢

isto &, a continuidade fisica exige que U(g} seja ra
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dial continua.
Para grupos de Lie conesxos, pode-se mostrar gue uma re-
- o . .

presentagac radial contlnua, e eguivalenlte a uma repre-
sentagac unitaria continua verdadeira do grupo de cober
tura do proprio grupo ou de alguma extensao central con
tinua do mesmo.

Qualguer representagac unitaria, continua, decompoe - se
unicamente numa soma direta e/og numa integral “direta
de representacgdes unitariasg con%inuas (RIUC) .

0 ;

Assim, embora o grupo J nao seja nem semi-simples, nem
:

compacto, todas as suasz represertactes unitdrias podem
t .
ser decompcestas na soma direta das componentes irredutl

f
vels, de mansira que devemos considerar no gue segue $o
DA To £t R
mentc as RIUC de M. A interpreti ¢cao fisica das RIUC e
gue elas podem ser relacionadas com sistemas elementares

e particular elementarecs.

i
v

Especifigusemes os dois termos: : lstema elementar e par-

i

ticular elementar.

vistica) se o conjunto de todos os seus vetores de esta

do forma um espa¢o de Hilbert invariante que carrega
7 - , ) .

RIUC do grupo J¥ . Como veremc . mais avante cada RIUC e

caracterizada por dois invariantes, a massa e O spin,

sendo portanto estas as caracteristicas basicas de um

sistema elementar. Assim, wn elétron, un proton, deuteron



ou gualguer niicleo estavel no estado fundamental sao
exemplos de sistemas elementares. Por outre lade, dols
nucleons em um estado arbitvaric nao definem um sistema
elementar, pois o0s valores de sua massa total e mﬂn.nap

permanaecem fixos.

Qualouer sistema elementar serd denominado vtlcula.
i & 2 .

Obhserve gue o concelito de um sistema elementar cu parti
cula nao & idéntico ao conceito mais intuitivo de parti-
b ]

cule OJPmPH_dI. Aantes de nmals nada @ necessario delxar

claro cgue tru.uq elementares qgue sao objetos de

estudo da celativistica diferem em al-
guns aspectos fundnmentals das particules Newtonianas de
finides no Capitule IT come ficard claro cem a  discus-—

S3aU QU sequa.

ligorcsamante falando, uma particula elementar deve ser

v SLs

4 . = - -
elementar., Alnda mals deve ser posgivel de

alguma munelra desprezaymes sua estruturae interna, isto

£, o feto yue ela pode ser a uniao de outras particulas.
A primcira condigan & clara, mas a segunda e ambigua.,

De foto, a possibilidads de se atvibulr uma estrutura a

i

uma dada pordiculo depende explicitamente da exniste ancia

ou nas de uma tcoris dinamice desta estrutura. Na prati

ca, supte~se que & segunda condigao € mais  fundamental

=

: . . Vo . N S -
gque a primeira, pois admitimos a existencia de particu-
las elementaraes inztavels gue nao possuen massa bem de-

finida, e portanto nao definimos um sistema elementar como
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acima definido. Contude, se Am/m para uma particula ele
mentar instivel & pequenco, o que fisicamente significa
que sua vida media € longa em re;ag&o ao tempo caracte-
ristico das interacoes fortes (10—24seg), podemos inter
pretar uma particula elementar instavel como sendo apro
ximadamente um sistema elementar.

0 grupo de Poincaré restrito, & um grupo de Lie nao com
pacto, mas localmente compacto. Portanto, suas represen
tagoes unitarias podem ser definidas somente sobre espa
cos de Hilbert de dimensoes infinitas, o que correspon-
de aos infinitos estados linearmente independentes de
um sistema elementar distinguidos pelo momento e enexr-
gia ou posigoes no espago-tempo.

Do gue dissemos acima, pedenos determinsr  somente as
representacgoes radiais unitirias irredutiveis de ﬁj -0
grupo de cobertura universal deP. pado que a cada ele-
mento {a, i) de'@ corresponde dois elementos de seu gru-
po de cobertura universal, iste €, {a,*a}, sendo fa as
matrizes de SL{2,C) que sac mapeadas em A, o elemento
{a,0} se & representado pelo operador unitério U(a,o) ,
o elemento {a,a~-} & representado ou por Ula,u} ou por
~U(a, o). Portanto, gualquer representacgao gue conside-

remos € uma reprosentagao a menos de um sinal

U(al,ﬂl). U(az,ﬁ ) =1:U(al + Alazr Alﬂz) {(4.47)

2

Operadores Infinitesimals e Invariantes

Uma transformagdo infinitesimal {a,2} de  pode ser con

. . . - 1
venientemente parametrizada por meio dos parametros at

e ¢y da transformagao de Lorentz correspondente a ela

')_EU — (gu\; 3 EU\J) }{\) + au (4.4¢8)

eMY = VY da eq. (4.12) (4.49)

e o operador unitario (a,I+c) representado esta trans-
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aevm

formagdo de f) & entdo expressa como:

M
\

U{a, IT+e) =TI + iapD HY

i
- — € Jd
H 2

e f {4.50)

i

com PV e gHV auto-adjuntos e gVH = —gVH,

Esses operadcores infinitesinais correspondem & guantida
des fisicamente observiveis. A interpretacao fisica que
podemos dar a eles & a seguinte:

o - . N .
P : & interpretado como O operador energia total (Hamil

|
, P como as componertes ao longo dos
|4
L
eixos %, vy e z do momento linear total ido sistema fisico..
[

. 1 2
toniana) e P, P

i2 . i ‘ ,
J - componente z do momento angular tetal do sistema;
i

i
o 31 I
J* - componente x e J°'. componente N

O} 0= J03

JO o, I, - representam transformacgles de-Lorentz eg

eciaig infinitesimais aoc longo dos eixns x Z res
P 3 ’ r B

.
pectivamente e formam o trivetor K chamado o memento cen

troidal. ;

As relagbes de comutagao entre essasg quantidades sdo:
[p¥, PY] = 0 (4.51)

[, PA] - i(g“kPU - guAPv)
(4.52)

- . ) ‘ Y - VT
[PV, 0PT] = (g Pal T~ MOV 4 gHTgVP - gVTRP)

onde gOO =—~g’u” = T g- = 0 u#vAL=1,2,3
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B atil introduzir o operador:

1 1 i
W e £ g0 pT = g pY g PT (4.53)
1 2 MY oT 5 uvoT

ks

wo = J.B ; w=-Tp° - Ex?P (4.54)

Substituindo em (4.51), obtemos as propriedade de W

[JU\;y wfj — i(g\)'[- V.Tli _ gul w\))

v RRTRY T
[w“, W] =-ig’ WP

Os operadores de Casimir do grupo sac os doi invarian

HH

tes:

p? = p pH (4.56)
Y
1 uv
2
wh =y W =g g 2 - g pPVeMp (4.57)

5 IRY [IRY o

0
TV.6. Construcado das Representacoes Unitarias de)a

o Gtil introduzirmos um conjunto complileto de vetores no

espaco de representacadco. Como 05 operadores hermitia

" comutam entre eles podemos portantd escolher ¢o

nos P
mo um conjunto completo ¢ conjunto de autovetores simual

tinecs de todog oz PH:

¥
]
—
(o}
-
[l
—
N
ul
"l
-



onde I denota os demais rotulos gue si0 necessirios pa

ra remover completamente a degenerescencia dos autoveto

- 1l
res de todos os P

0 cperador deslocamento U(a, I) pode ser obtido por ex

ponenciacac:

Ula, I} = exnp {ia Ph) . {4.58)
que atuam sobre as fungoes Yip,r) da maneira:

N ‘ 1 e

Uia, IT)inp,) = exp f{ia p‘)@(g,g) (4.59)

Assim os vetmreslp(p,r), para p fixo, transportamuma re

o

presentacdco unitaria do grupo de translagao. Se © espa

co de xepresentagﬁo para © grupo J contam o VetorlﬁﬁmC)

v - v .
ele contém também todos os vetores Y(Ap,r), com p fixo.

i

Lomo:

M

e
.
oy
—
o
—t
=
o]
-
\J"‘f
~—r
.
il
o

p. {0, u)¢%p,g} (4.60)

vovetor {0, u)w(p,g) que deve pertencer ac espacgo da re

pre

Ul

. . . L
entacao € um autovetor do operador P, pertencendo
ac autovalor (Ap)Y. Podemos escrevi-lo como:

N
3 — s . A
Lo, aiPp, ) _'> i%/(f"x}:),!"g) O o, o) {4.61)
p— - ;}é ok
m
Para construirmos uma representacaoc irredutivel devemos
nos prender agueles p's gue sao obtidos um do outro por

transformacces de Lorentz proprias.
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2

P® & um operador de Casimir do grupo, entdo todos os ve

tores do tipin(Aﬁ,g)sao autovetores de P° pertencendo

_ao autovalor P2. Os valores possiveis de p° dio assim

ua primeira classificagao das representagtes irreduti

veis, e para o f% , 0 sinal de pO também & um outro in
r

variante.

Podemos entao distingllir quatro classes diferentes de re

presentacoes irredutiveis:

(m+) pg’ =m? >0 pO >0
1 -
(m=) : p2=mw’<0 pO <0
(0+) : p2=0 p’ >0
2 -
(0-) p% =0 pd <o (4.62)
3 - A1) pe = ~17<0
4 - (0) p? =0 p" = 0

As representagoes co.respondendo & classe 1 descrevemas
propriedades de transformagao de sistemas elementares
com massa de repouso finlta, SendO(ﬁﬁi&m+} descrevem parti
culas com ¢nergia positiva e (m-) com energia negativa.
As da classe 2 descrevem o comportamento de particulas
com massa de repouso nula, e energia positiva (0+) - ou
ecnergia negativa (0-). As representagoes da classe (71)

nio possuem signigicadeo fisico pois descrevenm particu
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Vet

cContracao do Grupo de Lorentsz

las com massa de repouso puramente imaginarias. As re-
presentagoes (0 ) caracterizam sistemas elementares cu
jas fungdes de onda saco dei;adas invariantes para todas
as translag¢oes do espago-tempo. A ﬁnica‘ representagao

irredutivel desta classe que posste significado filsico

& dada pela identidade num espago de Hilbert unidimen-

sional. Bla da a lei de transformagao no vacuo.

o a e

-
ot

B omacénica olissica & um caso limite da mecanica relati

vistica., Rssim O grupo éa primeira precisa ser em algun

o
1

contido um caso limite do grupo mpccnico relotivistico,

G

1
e as vepreseniagdes do primeiroe precigaxm ger casos limi

agoes de Gltimo.

Chovimes @ opsraszao de obtencdo de um nove grupo por W
trapsiormacas singulalr dos elemontos infinitesimais  do
grune antigo, wma contracio do Altimo. A'matriz trans-

Sli{]_"é um caso limite de umma matriz ndo

singular. A Gltima dependerd lincarmente de um  parame-
tro & que tendera a zero.

A i i

L =g oW : (4.63)
Para 0 < ¢ < ¢ o determinante de (4.63) 2 diferente
de zero, e se anula pora e = 0. Trangformamos primeira
mente (4.63) em uma forma normal por uma transformacgao

inde rpendente de 8 e tal gue
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u = w = (4»64)

onde o numero de linhas e colunas na matriz identidade
em u, eem v € p.
0s operadores infinitesimais se transforman como:

I?

= = = v e g
Jiv I1U + ¢ ~ Vuvlwpl (v 1, 2, ;r)
1=
JZ\) = EIZ\) (Vv =1, 2,...,n~1) (4.65)
e ag transformagoes correspondentes dos parametros  do

grupo sSao:

a]v = bTv +oe ”§1‘ﬁnibiv (v = 1, 2, ..,7)

- - - 4.
a,., EbZ\) (v 1, 2, «o., pt=n) {4.66)

txansformagéo dos elementos infinitesimaie, também mu

da as constantes de estrutura de:

J= % ¢ koS, 2k
k=1 oV, B

Pt av, By “1k

av’ Bu

cnde o e B podem tomar os valores 1 e 2, para:

¢, B = 1, emn:

o Tk 1 < 2k .
. = £ b 2{ - * v . -
[I1v’ JTU} i Civ,lu Jik * £ q p?v,1u JZR'F (4.68)
Se o comutador de Iy © J devem converglr quando €0,

u
a uma combinagac linear de J, as constantes de estrutura

pracisam satisfazer:
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ak

oo m 70 - (4.69)

e Iiv precisa varrer um subgrupo. Se isso acontece, as

constantes de estrutura convergirdo a valores .definidos

Yk
Cuv,Bu para e=0
1k
o = 1k - 2k _ c 2k _
1V, 1 1V, iU 1V, 1u 1V, 1l
1%k 2k 2k
o = (0 : =
1V, 2 c1v,zu C1v,zu (4.70)
) ,
o ko_ 0 - 2k = 0
2V, eu 2V, 2U

I operagao acima & uma contragdo do grupo com relacio

aos elementos infinitesimais 7 v°
1

Cada grupo de Lie pode ser contraido com respeito aqual

guer de seus subgrupos continucs e somente com respeito

a eles.

O subgrupo com respeito an qual a contragao & feita se
ra chamado de S. Os elementos infinitesimais formam ﬁm
subgrupo abeliano do grupo contraido. O subgrupe $ com
respeito ao gqual a contracao foi realizada & isomdrfico
ao grupo fator deste subgrupo invariante. Inversamente,
a existéncia de um subgrupo invariante abelianc e a pos
sibilidade de escolher de cada um de seus subgrupos um

elemento de maneira que forme um subgrupo § & uma condi
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¢aoc necessaria para a possibilidade de obter o grupo de

um cutro grupo por contragao.
0 subgrupo § permanece inaterado.

Para fazermos a contracdo dos grupos de Lorentz, segui

mos o procedimento acima.

Considerando, primeiro o grupo de Leorentz inhomogénco
com uma dimensio tipo espago, e uma tipo tempo. Ele &

descrito pelas transformagoes:

{

%' = 3x cogsh X +¢ senh A +a-
x- (4.71)

X senh A + ¢ cosh A +-a£

t I

Desejamos contrai-las cemrespeito ao subgrupo de desloca

mentos no tempo t’==t4ﬂaf. Cs elementos infinitesimais

Qe

sac: deslocamentos no tempo I, , deslocamentoxujeSpmx>Iqx

e rotag&oxu:espagatempoléA,Gzasrelagéeéde comutacgac:

[r,, .. 1=0; f[1,, L LS S [sz, 12;\] =~71,(4.72)

Por (4.70) as relagoes do grupo contralido sao:
[0 Ty d =0 0 [ s Tl =d 5 I, 7,,]5004.73)

As rotagdes no espago-tempo, juntamente com os deslocamen

tos no espaco formam um subgrupo comutativo invariante.

As matrizes:

cosh A senh A o

oM

senh A cosh ) a (4.74)

0 0

-



formam uma representacao nac unitaria do grupo de trans
formagoes (4.71). Para fazer a contragao colocamos
atzbt, A=¢v, ax:be ou rA=v/e, e a,=b,/c efa
zemos e€+0 ou ¢+, Multiplicamos a primeira linha

por ¢, a primeira coluna com 1/¢. Se ¢+« na matriz ob

tida, obtemos as transformagoes do grupo contraldo:

1] _’_
X X vt%—bx

(4.75)

t! t ok bt

gue & o grupo de Gzlileu com uma dimensao espacial. As
transformagoes x‘==x-kvﬁﬂkbx‘,t'=¥t formam o subgrupo co

mutativo invariante.

A mesma contraczo pode ser realizada para um grupo de
Lorentz inhomogéneo com wn ndmero arbitraric de dimen
sGes espaciais. A {nica diferenca & gque o subgrupo S,
con respeito ao gual é contracao & realizada, contém os
deslocamentos no tenpo e também todas as rotagdes pura
mente espaciais, isto &, todas as transformagoes gue del
xam ¢ invariante, O subgrupo invariante do grupo contral
do congciste de todos os deslocamentos espaciais e trang
formagoes de Galilecu xi = xi4-uit+~bi, ' =1,

Com respeito ds contracdes das representagoes do grupo de
Poincaré, dizewons que & possivel contral-las somente &s

represcntagtes projetivas do grupo de Galileu.

Referéncias: [01],[04],[05],[e6], [07],[09],[ro], [12],

1191, (4], [17], [28], [21], [27]
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CARPTTULO V

O GRUPC DE AGHASST-ROMAN-SANTIL I E AS PARTICULAS ELEMENTARES

v.1l. Introducao

Até recentemente, a teoria dos grupos desempenhou um papn
de segundo plano em teorias fisicas. Contudo, na manipu
lagao de certos problemas, especialmente em figsica de par
ticulas de alta energia, a teoria dosgrupos tem se  doeslo
cado para uma posigao central, e seu uso torna-go oads

N . - o
vez mais indispensavel.

Ainda nao hd uma estrutura 1dgica gue unifigue a  Fisica
das particulas elementares, Devemos concordar no  entan
to, que, caso se consiga construlr tal estrutura, as ideo
ias de simetria prevalecerao, e os estudos das mesmas ag
sociado com experiéncias, provavelmente nos conduyirin

uma keoria correta.

Neste capitulo, veremos algumas das id@ias envolvendao teo
ria dos grupos que buscam essa coesac da fisina «das par
ticulas elementares,

Até 1950, cerca de 30 particulas sub-atdmicas eram conhe

cidas. Elas foram divididas em quatro cateqorias: o fao

ton, os léptons {elétrons, muons, neutrinos) e antilép
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tons, os mésons (pions, kaons), os barions (nuclenn N, o
os hiperons A, %, ®) e antibdrions. 0Os mésons ! e og hi
veronsg foram chamados de particulas estranhas, devido a seus
comportamentos diferentes na nroducao e no decaimento,
IHlas sao produzidas em grande nomero, e exibem uma  oatali
lidade marcante, vivendo um tempo muito longo (lﬂs'u il
seg), comparadc com © tempo de produgdo (10 3seg), Essa
diferenca de tempo constitul um paradoxo, poisg teoricamern
te, se considerarmos gue existe um Gnice mecanismo res

-

ponsavel pela produgaoc e decaimento, deveriamos esperar

tempos da mesma ordem de agrandeza.

Bxiste uma propriedade comum de todas as produgoes o fo
caimentos de particulas, estranhas ou nac: o nlimero bario
nico (7)), definido como a diferenga entre o nlimers de ha
rions e o de antib@rions presentes a um certo instanto de
tempo € uma quantidade conservada. Uma vez que os dnicos
estados fisicamente realizaveis na natureza, sac autows
tados do nlmero barionico, além de ser um nfimerc auinti
co conservado e aditivo, # define também uma regra de su
perselecao.

O nucleon se arranja em multipletos de mesme spin, parids
deo, ¢ aproximadamente a mesma massa. Dizemos que a inhbe
ragao entre nlcieons satisfaz o principio de independén
cia de carga, ou que as forgas sac invariantes sob as

transformag¢des do grupo de rotagao ne espago de spin iso
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topico e os multipletos correspondem d representagies (7
redutiveis de SU(2). Acreditamos que as ligeiras Jdife
rengas em massa entre membros do mesmo multiplets isospin
sdo quase exclusivamente devidas ds interagoes eoletromag
néticas,

A associagao de particulas com as representagoes do  gru

po de Poincaré, d3 um significado precisamente definido a-

momento, energia, massa e spin. Vemos assim, que muitas
idéias cinemiticas associadas com a fisica podem ser rola
cionadas com propriedades algebricas do grupo de Pojiicard.
Por outro lade nlmeros quanticos interncs tais como I
i,, #, 7, de isospin e hipercarga, sao conservados paro
interagoes fortes, = as leis de conservagao nau  dise rof o

sao relacionadas com grupos de simetria continuos Pogum

de SU(2})).

. - P . .
Para barions, a seqguéncia o {(spin-paridade), [, I, ,
- ]

de niimeros quanticos define pelo menos um barion. Tass
quer dizer que precisa haver uma ligacao estreita cntore

cstatisticas internas (dadas por 1, ﬂ,, ¥) e estatist icas
P :
externas (7 }: o barion que & um fermlon com respeito o

estatisticas externas & provavelmente também um “"Térmio: "

com respeito a seu formallsmo interno.

Varios autores tem recentemente investigado uma possivel

conexao, tentando localizar relagtes entre sSpln  externo

)

; ; : b
-J - e amassa quadr3tica da partIcula -~ F° = por um Jado,
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¢ numeros quanticos internos por outre lado. Matematica
mente, essa busca se rasume na procura de uUm Grupo gue con
tenha o grupos  de  Poincaré e unm possivel grunoe de
simetria interna, e gue os ccnecte de uma maneira nNac tri
vial.

Para resolver o problema do paradoxo das particulas estra
nhas & introduzido um novo nimero guantico para interagoes

fortes, pols somente egtas tém a propriesdade de dar origem

a producao de particulas estranhas, Dos esguemas propos

tos para introduzir esse nove nimero gquantico aguele  ue
foi melhor sucedido na aproximacgao de fatos experimentais
¢ na previsao da existencia de novas particulas foi umpro
posto independentemente por Gell-Mann & Nishijima (19551,
O csquema de classificagao © baseado na extensio da nogao
de independéncia de carga ou simetria SU(2), as particulas

estranhas e suas interagoes fortes.

Fatos experimentais conhecidos, indicaram gue de nesg
ma forma nue nuclecns e pions, as novas particulas desco
bertas fossem arranjadas em multipletos de isospin de da
de spin isotopico. A um conjunto de 21+ L particulas com
aproximadamente a mesma massa © 0 mesmo spin, paridade e
nimere bariodnico, o valor I para ¢ spin isotdpico & deter
minado. A degenercéscencia em massa para um dado multiple
to & suposto ser destruida por interagoes — eletromagnéti

cas que quebram a simetria. Multipletos de carga com O



mesmo niimero barionico podem ser convenientemente rotu
lados por um nove niimero quantico ¥, chamado hipercarga

ou pela estranheza § = Y~ 5.

Diferentes multipletos com o mesme 5 e JP possuem ligel
ras diferengas em massas. IS8so nos leva a guestionar se
da mesma forma gue a separacao da massa em um dado multi
pleto de carga & acompanhada por interagoes eletremagnét}
cas gue violam independéncia de carga, se a diferen¢a om
massa entre diferentes multipletos & provocada por uma in
teragao que viola alguma simetria. Essas interagces sio
chamadas de meio-forte. Uma nova simetria deve entac ser
buscada, sendc a sua quebra produzida pela interagac elc
tromagneética e pela meio~ forte. Como num supermulti
pleto Y e I, sao niimeros guanticos compativeis escolhe
mos para ¢ grupe de sinmetria geral um dentre os grupos de
Lie compactos de ordem 2. Em 1961 Gell-Mann e Ne'oeman
acharam conveniente adotar como gruno de gsimetria o «qgruapne
Su(3) das matrizes 3x3 unitdrias unimodulares. Entre su
as representagoes irredutiveis encontramos uma de cito di
mensoes na qual o octeto baridnico pode ser associado. Os
quatro multipletos de carga mais <¢onheclidos da Fami
lia do barion com oito particulas ao todo s&o separadas
por diferengas de massa que sao da ordem de 10% de saas
massas e 10 vezes malor que aguelas separando membros en

cada multipleto. O sucesso do esquema foi comprovado pe
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la descoberta doz méson n com estranheza zero e pelas

particulas i com estranheza -3,

A suposic¢ao da invariancia das interagoes fortes sob SU(3)
implica em degenerescéncia em massa das particulas
pertencendo a um dado supermultipleto., Para ter a decom
posigac em massa observada experimentalmente, somos forx
gados a adicionar uma pertubagdo forte -SU(3) & Lagrangea
na do sistema,Gell-Mann com inspiragaoc na teoria de per
tubag¢oes postulou que o overador de massa seria um  tensor
que se transformaria como a ocitava componente da represen
tagao de oito dimensoes de SU(3) sob a agao de SU(3} &0
bre esses tensores. Certas constantes livries sao obtidas
na formula para o operador. Essas constantes podem sor
combinadas com parte dos dados, e a £O6rmula € entao usa

da para predizeyry o resto dos dados.

Seguindo a idéia de Gell-Mann na formula de massa, um 43

pecto em comunm de todos os esquemas montados para  expli
car a decomposicao da massa, € tentar ligar objetos fisi

cos tais como momentos magnéticos e massas a operadores

gue e Lransforman de uma maneira apropriada sob unm G TERe

i
O
=1

mais extenso. As criticas gque poderiamos fazer a rm
la de massa de Geli-Mann ou outrxas obtidas am grupos con
pactos, € gque seu formalismo nao explica a conexao entre

Vo 2 ; e N
o operador de Casimir F” do grupo de Poincare caon

decomwosigao  de massa. Outra falha gque poderiamos
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apontar & qgue o método usado para obté-las contém um pro
cesso misterioso de quebra de simetria que & justificado

apenas pelo seu sucesso a posteriori.

Uma das alternativas que parece ser mais natural seria
postular que massa estd sempre associada com o operador
de Casimir relevante e nao como na teoria de Gell-Mann e
para fazer isso poderiamos.tentar colocar o grupode Poin
caréz e o grupo de simetria interno juntos de alguma for
ma mais interessante do gque meramente nelo produto direto:Os
trabalhos mais expressivos nesse sentido foram primeira
mente o de McGlinn (1964) e foi colocado em sua forma de
finitiva por Michel (1964), e depois o trabalho de-0'Rai
feartaigh discutindo as possibilidades de se obter | mas
sas discretas situandé o grupo de Poincare nUﬂlgrupoxnaié"
amplo. O'Raifeartaigh pesguisou se o grupo de Poincaré
fosse colocado come um subgrupo de outro grupo de Lie se
seria possivel‘encontrarw:araeﬁse:grupo uma revresenta
¢do unitdria irredutivel na gual o operador de massa ti
vesse unm autovalor discreto. Ele mostrou gue se isso fog
se feito encontrariamcs somente um autovalor, isto €, ne
nhuma decomposicgao com massas discretas & possivel com

um grupo de dimensao finita que possuali)com01nnsubgrupu

Por outro lado, Flato e Sternheimer encontraram gue gqual
quer extensdo da algebra de Lie do grupo de Poincaré por

uma algebra de Lie semisimples & eguivalente & uma dlge
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bra trivial, dada pela soma direta das duas algebras, o gue-
implica em comutatividade do operador de massa com todos
os geradores do grupo de simetria interna e portanto o es

pectro de massa nac & discreto.

A falta de um operador de massa gue proporcione
um espectro discreto, e que portanto concorde com a reali
dade da existéncia de particulas com massas bem definidas,
e um aspecto insatisfatorio da atual dindmica guantica re

lativistica.

Outro aspecto que necs desagrada € a auséncia de um opera
dor posigac relativistico X,r que tenha um papel analo
go & Xp,da relacao mecidnico guintica nao relativisticaque
satisfaz a relagao de Heigenberg [Pi’ Xk] = = id,, na al

gebra de Lie dinamica.

Matematicamente situariamos nossa insatisfacdo no fatoque
o grupo de Poincaré naoc contém o grupo S; como um  subgru
: » u

po como experariamos cazo ele fosse uma ampliagao da ba
P . 7T - ) .

se dinamica. Em vez disso ¢ contém como subgrupo © grupd
cinemdtico nao relativistico 1S0(3} que & um subgrupo do

grupo de Poincaré restrito (grupo dindmico) .

)
Apesar de quelﬁ)e (14estarem relacicnadas por contragao,
{

isto pode ser interpretado dizendo-se gue a dindmica nao re

-

lativistica & um caso limite da dinamica relativiastica.

Contudo, a nogao inversa de contracao, istoé, a expansaoc fa
~

~ 7~ e e
lha, pois a expansao dek&4 nao ¢ unica.
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Baseados nesses Itens Aghassi-Roman-Santilli tentaram e

construiram, um novo grupo dindmico ampliado, para a me

canica quantica relativistica. Os resultados mais impor

tantes dessa construgao sdo:

a) & introduzido um operador posigao espago-tempo relati
vistico.

b) € introduzido um comprimento universal que comuta com
todos os geradores e portanto & obtida uma regra de
superselecao: sistemas com diferentes COmMpr imentos

fundamentalis sao incoerentes.

c) & encontrado um operador evolugac com respeito ao tem

po proprio.

d) ocorre uma emergéncia de torres de estados com spin

crascentes.

Examinemos com mals detalhes esse novo grupo.

V.2.0 Grupo de Aghassi-Roman-Santilli

Os passos sequidos para a construgac desse grupo @ ani Lo

it

o)
ga 4 transicdo de 1S0(3) a (i como discutimos nos capitu
: 4 ,

log e IO,

Agqui o grupo equivalente a IS0(3) & o grupc de Poincarc
3 -

definido nc espago & A Ele & o grupc de lisometrias,

com as transformagoes de Lorentz
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H L., W AV 8] 4 .

X = ) ¥

1Y A X ({\ ]-1 :\\) gu i (. !
¢ as translagoes:

1} : 1 .

" e x¥ o4 M (5.2)

Nao consideraremes ceontudo, a parte conexa dc grupo de Ga
lileu como o grupo de invariancia dindmico. Da mesme ma
neira que introduzimos a variavel adicional cinemdtica [
em mecanica nao relativistica (2.2), introduzimos aqul,

uma nova variavel cinem@tica U, o que implica emmudsrmos

- 3.1 . 3,1 !
Q nosso espago de £ 7 para o espago ampliado & AN A
Pste scra o espaco suporte de um npOvo grupo.
As transformagées deste grupo consistem:
U IR AY] s o] - .
a ® ES 3 - ot - F ront e
) Av X (A uhv g, } transf. Lorent:
u ] i -
b) X7 » xM+a translagoes
! 1 Y, . T,
c) X7 - X7+ bTU R.G. boost {5.3)
dy U - U+ v translagoes de U (5.4}

Tomamos U com as dimensoes de comprimento, € 05 parame
B ~ s , - - \
tros b sac adimensionais, 7 e um parametro real com A

dimensac de comprimento.

As transformacoes (5.1) — (5.4) formam um grupo de guin

- 3,1 1
ze parametros sobre o espago E ' xE.

Um elemento arbitrario serd simbolizado por gz (1,a,b,A)
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a) lei de composigao:

(T, g, bz’ AQ)(Tl, @ bi, Al} = o
:(TZ + T (l2+/\2a1+”f1b2, 52+A261 , AgAi) T
b) elemento unitidrio: (0, ¢, 0, 1)}
¢} elemento inverso:
g = (-1, ~A"a-tb), ~2Tb , ATh) (5.6)

A estrutura do grupo stwm que € a componente conexa da

quele definido por (5.1) — (5.4} é:

5T {Tf x Tf} T {Tf 3 300(3,1)} (5.7)

a - ~ T -
onde T, €& o grupo de translagao espago-tempo; [ &o qru

po de translacao U; EP & o grupo de Galileu relativioej
co (R.G.) e S0, (3,1) € o grupo de Lorentz restrito.

Chamando os geradores de 300(3,1), EF, Q? e Tf por J
e

P, ) e I respectivamente, encontramos a dlgebra de I.ic

EANTEINEE SR A AT AVC N U0 S S A (5.52)
[]}t' Jl‘i] ) (g1u))1 i gul‘jﬁ (5-eh)
[z>“, r,l o= [agu, 1,1 = [Jw,n] = [p 8] =0 (t) i3
e, W= 0 (5.4
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{0 = 1 (g Jo—- s h.58e)
[JU\)’ ‘(,D] 1 (.f\)p Li,u gup Lz\)) ()-86}
oo = i {
[L" QL{] lP“ \5-8‘?}
Os operadores de Casimir sao:
1 = »p P {5.9a)
— H
I = WUW {5.9b}
onde usamos a notacdo:
= JDT p\) {5.10)

W;e EUDT\)
Nosso grupo gﬁ}contém o grupo de Poincaré como um subgru

po. Lembremos gue ISOO(B) também & um subgrupo de g@,f;4
por sua vez € um subgrupo de &35

- . . a T b .
A algebra de Lie (5.8 a - f) informa que T, xT, x 7T, & um

subgrupe invariante. Da eq{5.7) vemos gque ocorre o iso

mortismo:
. ~ ‘”ﬂ a T L o1
S0, 3, 1) m-}@/g X1 xT 5.0

O Grupo 7!56 uma extensao do grupo de Lorentz restritea,

{

da mesma forma que §?4é uma extensao de S0(3). Contudo
Iﬁﬁnéo € uma extensao do grupo de Poincaré ISQ)(3,1). Co

vl

mo o grupo de Poincaré & uma extensao do grupo de Lorentz

: - - ~ . ,
restrito, %5 tambem & uma extensaoc de SQ)(B,l). A551m?}5

e 1800(3,1) sao extenséeschasq)(3,l).
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Postulado dinamico:- Ag leis da dinamica sao invariantes

o)
sob'%a.

Para uso em mecanica quantica, devemos fazer uma extensac
a mais. Como as representagoes no espago de Hilbert de
vem ser a menos de uma fase (vide segaoIH.2), os gerado
res sao determinados a menos de constantes aditivas Atra
vés de redefinic¢oes e pelo uso da ldentidade de Jacobi
(2.8), todas essas constantes podem ser eliminadas com
excegao de uma delas, gue aparece no comutadorcka[P“,Q“L

A algebra do grupo quantico relativistico é:

[JW Jm] =1, T~ TpTur T IpTou t Fuedpy) (5.12a)
[.ﬂu, Jm_] = i(f_;“ppr - gmpp) (5.12h)
[J’Hr ]"\J] = [I"l"“r ‘?U] = [Juuf ] = [P”r 5} =0 (5. 420)
7 0 )= - gm){i"'t (5.120)
JJ“v, Qp] = i(gVﬂQH - g“va) (.12
(8, ¢ | = ip (5.12f)

TR 1

Mais uma vez a analogia se faz presente gquando comparamos

s
a algebra (5.12) deste grupo com o de';4~ L& aparecia o
0
Fator §,, ~ no comutador de [Pu, G, que ndo estava ,re
sente na algebra de %4, agqui &€ o fator ~iglvﬁh que nLro
. 1 -

S

£ +
Locom a de Y.

voca a diferenga da dlgebra de s s
. f}
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ondae usamos:

As

a)

<)

= J - Ly (5,20}
Hnw uv uwv

L

P -F g {b.21)
uQv uQu J
consequéncias fisicas do grupoekainvaziénciaz%ﬂ sa0:
.

Da equagdo (5.12¢), podemos tirar a sugestao de definiy

o operador de posigac espago-tempo relativistico,

- . (5,22
XH EQU (5,22}

Outros reforgos para a associagao (5.22) vemda relagao
de Heisemberg como também por (5.12c¢) onde teremos en
tao [XU, xv] =0 e por (5.12e) que diz que XU §€ COmpor

ta como um guadrivetor sob transformagaoc de Lorentz.

0 aparecimento de { nos leva a introduzir um comprimen

to fundamental, e como £ comuta com todos os operadores,

deveremos ter uma regra de superselecdo: sistemas com

diferentes comprimentos fundamentais sao incoerentes e
-

nao se comunicam. Em C;4temos wea regra de supersele
4

cao com respeito 3 massa.

Queremos agora encontrar o significado de 5. Isto &
consequido observando gue da representacac do operador

de Casimir (5.17) com i) = { temos:
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A constante { tem a dimensao de comprimento.

A &lgebra (5.12) é a de um grupo que & uma extensao cen
tral do grupo de cobertura de fibpor um grupo fator. Cha

mando esse grupc por %B'

oL n .
Tl é o grupo de fase Abeliano unidimensional ligado como

-1 I
aparecimento de £ |, Chamando um elemento g ¢ %}5 FOr
g = {exp(i8); 1, a«, b, A) e para o sistema fator usamos

a Torma:

. -1
Wig .g,) = exp i flr e ,b A Ty a0, A

17 g 1 hy)

a lei de composigao pode ser escrita.

a

aj (exp(iez), T o

f%,,@(eprﬁl);H, aj,fn, ) o=

2!
T 0 L o . . 2
=(exp 1 (02 +6 +£ 1) Ty ¥ T Gyt A2a1 +T, b2 + bz PERE N

bh) elemento unitario: (1; 0, 0, 0, 1)

c) elemento inverso:

07 = lexp(-0 -7y 1, AT Na-hy, -AT B, AT ey
Os operadores de Casimir de "4, sao:
V]

0= pr’“ +2¢7's (5.17)
PR S (5.18)

2 uv
Lo=1 e THY Pt (5.19)

4 “yvot e
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2 - - I3 . -
Chamamos de '\ o operador de massa quadratica relativis

tico. Para os casos emgue P #0, a relagao (5.24) con

tinua sendo valida, uma vez que § ocorre somente dentro

foag

dos comutadores e portanto podemos redefini-lo como § - 4.
Por outro lado, das eq.{5.12f) e (5.22) ocbtemos:

ils, Xu] = e,pu {5.25)

que nos sugere definir o operador guadrivelocidads Ku DOY :

. i )
M (e, xp] (5.26)

onde m é oautovalor de massa. Sabemos gue a quadrivelo

cidade & a derivada da posicao com respeito ac tempo pYo

ol

. -1 =1 _ S
prio, conseglientemente { m & npode ser definido como o

operador evolucao com respeito ao tempo propric?,

Generalizando:

;% =i, 0] (5.27)

para qualquer operader ( gue & uma funcao de Xu e P‘J. A

forma integrada de (5.27):
Q) =exp(ist} Q(0) exp(-isu) (5.28)
da o desenvolvimento intrinseco de Q e seu valor ini

*Tal implica na identificagao de U com o tempo proprio na linha
de universo de cada particula. Entretanto tal identificagao nao
sepgue do formalismo e fol ao nosso ver usado por Roman-Aghassi-
-Santilli por simples preconceito. Parece mais intuitivo identi
ficar U com o tempo cosmoldgico dos astronomos, mas nas insisti
remos nesse argumento, nesse trabalho que esta mais preocupado
com o formalismo matematico.



d}

e)

cial §(0) a um instante arbitrarica U,

Come vimos, © operador & desempenha um duplo papeil,

. . - 5 2 . =
pois define o operador de massa quadratica *: e também
age como um operador de evolugao com respeito ao temno

proprio. Lembremos o papel analoge que a Hamiltoniana

exlibe em 94.

L.

De (5.20) e (5.21), conclulmos que:

k = -fM =P X -PX (5.29)
uv pv usv v

pode ser encarado como O parceiro interno de qu' Os
1

comutadores de k& com P ,@ ,5e J S30 OS MEeSmos <o
e IMEASY pRY R
mo aqueles correspondentes a JuU e também [k“v,k“v]tem

a mesma estrutura que [J J . També&m:

uv’ pTl

X i,k =1,2,3 (5.30)

pode ser interpretado como o spin interno.

Uma realizagdo explicita da algebra de Lie (5.12) de

oL

.31 1
no espaco de Hilbert H (E% x E')  construfda sobre o
3,1 | S
espago t "x B &:
= -3 + 5. 3l
Tov = LD, 00! le:uv (5. 2la)
foo= ia {5, 01k
\% \Y
N == I“ R - [:MIX (5. 37 }
\ it \Y
- i3 (5. 1d)
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£}

A matriz iZ{juv é chamada de parte de spin intrinseca
de Juu' Para (5.31) representar uma realizagao Hermi
tiana, & necesgsario interpretar}ijuv como as matrizes
de dimensao infinita associadas com as representagoes

unitarias irredutiveis de SL{2,C).

De (5.31lc) vemos que a realizacido do operador posigaoc

X“ pode ser escrita como:

Quando U =10, isto &, no inicio do movimento o operador
posigao coincide com a variavel X O desenvolvimento
dinamico produz um espalhamento da posigac por uma ve
giao caracterizada por um comprimento fundamental !, ou

seja, a posicao nao & mais local.

(s cperadores kE e K (5.18) e (5.19) 5d0 os operadores
de Casimir de uma algebra 57(2,C). Portanto, asrepre

sentacoes unitarias irredutiveis desses operadores sam

22 2 2 ,
| = - a4 - bV = 3 .37
ol a, +a 1 k 21a0al (%.33)
1 . 3 . P I
onde a o a, 5 1, TE e a = Amaginario puro arbi trario

nas representagoes pertencendo as séries principals o
a,=0 a, =real arbitrario 0<aq <1 (5.34h)

0 1 1

nas séries suplementares.



Os operadoreg de Casimir sugerem gue as representacgoes

unitarias irredutiveis projetivas sejam denominadas por
a) um nUmerc real arbitrario £,

- - f)
) um nimero real arbitririo J/,

c) dois nlmeros quanticos a, e a,.

e a representagéo sera simbolizada por (Klg),ao, al).

Para explorar o significado fisico dos nlmeros quanti

cos € necessario construir explicitamente as represen

o~

~ - ' . s ' ' .
tagoes unitarias irredutiveis projetivas defjr. Estas
A
1§

530G
U(QXF)(iU); Uy @, bl A) ippf ‘QJ f.v T!>:

B o ALy ag . -
= expl i +;}“u +RE) 1 X “]ao l(f.r-)]a.muenli-’;: SRt

onde o @ sao os autovalores de P” e 7 regpectivamern
te, 4 ¢ nomelam as componentes do espago de reprosen
tacao de 51(2,C). Nas representagoes unitdrias irrcdu

tiveis de 7/, (2,C), os rOtulos £ e n  tomam os valores dis

cretos:

g o' %o 0
(%, 6]
e Pu' o ' sao:
plE A (p =8 b)Y 53'$S2+pb-—%— £70 b (5. 47
. i

1) & uma matriz de dimensaoc infinita pertencon
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do alguma representacao irredutivel de SL(2,C), repre

sentando o elemento do grupo &.

Na representagao (ﬂ\ﬁ), a5, @) os significados dos ni

Ol

meros sao:
al ¢ : comprimento universal

i g * L3 . I}
b) 4 : nido possui significado e pode ser tomado como nu
lo, pois representagces com diferentes D' sac ecui

valentes,

c) a,: € interpretado como spin eq.{5.29) e (5.31la). A
equacao (5.36) mostra que as representagoes descre
vem nao um Unico valor de spin, mas para cada repre

sentacgao (ng), a al),temos uma torre de estados do

0!‘
spin infinity, comecandoak)minimos=:ao até infinito.

A<wuhavalor:?xra0+ n, temos uma degenerescenciade (25 + 1).

d) a, : nao leva em si, uma interpretagao simples, mas

selecionam uma tor

devemos dizer gue ambos a, e a, r

re infinita.

g) A vealizagao de (5.17) em termos dos operadores infini
tesimais é:

1

(01— 207 45, wix; U) =0 (5. 38)

{

-t

- . . o , -
Esta equacao ¢ invariante sob %ﬁ. Por separagac da va
riaveis:

Pix: U) =10 (x). X (W) (5.19)



obtemos
X{U) = exp (i-%f€m2U) e (%40}
U+ m®) P =0 (5.41)

A equagao (5.41) é a equagao de Klein-Gordon, com a dife
renca gue aqui m aparece como uma constante de separacacn,
A invariancia sob i;bé perdida, e agora temos invariancin
I
somente sob Poincaré. Porém a interpretacao de (5.41) o
dou, pois se na dinamica quantica relativistica essa cou
cao significa um Gnico estado, aqui, temos uma eqguagaco de
autovalores que descreve uma familia de estados com todng
os o valores permitidos para m‘g, isto &, com todas asmanias
possiveis. E novamente temos uma situagao andloga O oo

cao de Schrddinger estudada na secao (3.6).

As solucgoes de (5.41) sao as ondus planasg

Para um sistema invariante sob f}Ecom um potencial Vi{x '},
(‘;'.
isto &, dependente somente de xz;
[T+ vixr®) + "] Wix) = 0 AR EY
- T i

nos da um espectro de massa nao trivial. Uma aproximsao

mais realistica ao problema do espectro de massa seria o

mr
W

. . . 7 _
binar ¢ grupo de simetria externa 'y com algum grupo i
: b g EERS
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simetria interna como SU(3) (da forma comc esbogamos T
infcio deste capitulo) e investigar a estrutura resultan

te em relagao ao operador de massa. Como dissemos,

1l
£

i

nao ¢ uma extensao do grupo de Poincaré, de modo gue o teo
rema de Flato-Sternheimer, nem o de O'Raifeartaigh,

aplicam, quando E}%é estendido por simetrias internas.

&
.Grupo_de_Sitter e 75

11

. - . 31 .
0 espaco de definicao de T explicitamente [ £ nano

s’
¢ ligado com nenhuma métrica. Podemos questionar se oxis
te algum espago métrico com um grupo de movimentos aque,
por um procedimento limite bem definido de como resultan
te {; . Mostramos na seg¢do {4.11) que o grupo de Galileu
IR
quantico emerge como a contrac¢ao do grupo de cobertura dn
componente conexa do de Poincaré. Devemos assim, procu

rar por um grupo tal, que fazendo sua contracac obteremo:s

O grupo “i.. A busca tem seu fim no grupo de Sitter inho
( - ,

mogéneo 180(3,2). O grupo mecanico guantico relativistl

a

co 156 o limite contrafdo do grupo de cobertura da compo
(e

nent o conexa do grupo de Sitter inhomogéneo.

As vantagens de se estudar o grupo 180(3,2) ¢ cue estamos
mais familiarizados com grupos de isometrias do que com
cstrutura mais complicada de f}Be também a representagao
de quantidades pertencendo a(fb em termos dos limites das

girant idades que vertencem a 150(3,2) ilumina a natureza de
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importantes entidades fisicas, tais como a operador de mas

sa § e operadores Qu.

-

. 1 1
O grupo 180(3,2) & definido no espacgo e xE com uma
B, , - 39
métrica, ou seja no espago £’ . Chamando um ponto de
3,2 : |
Eg' por xa, de maneira que para a =0, 1, 2, 3, temos

nossas coordenadas anteriores e:

x* =y (5.44)

2 a . b
dpAt" 9ab dx = dx (5.45)
onde:
Fap = 0 . a#A b
900 ~ T1
(5.46)
gy = oz = gz3 = <1
_ 2
Iug = +k
ab & definido por:
ac a - 1 ,
9" gup ZOp T Gag T ey (5.47)

8,2 . , -
0 grupo de isometrias de [ € o grupo de Sitter inhomo

géneo 1S0(3,2),

As transformagoes deste grupo sao definidas por:

% s x'? = gg <2+ B® (5.48)
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onde Ba

A algebra possui 15 geradores

[Jab’(Ed]:i(gchac)—gachc “FadTeb T9hd T o)

[, a3

a’ bc]= i(gabpc - Pb)

Fac

P N L YC Tutov T Ivrdoy
[Pu', J.pT] = i(‘gupPT - gmpp)

[Pp', Pv] =0

[Jw, p] =0

[Pu’ Pé] = 0

[340r T40) = ikBJuv

(Pur 400 = 19,7

[y Tp] =207 Lm0 )

Os operadores de Casimir de 180(3,2) sao:

& um vetor de 5 dimensdes constante.

Jap = “Jha

T

)

-

a

(5.49)
{5.50)

{5.52a)
(5.52b)
(5.52c)
(5.52d)
(5.52e)
(5.52£)
" (5.529)
(5.52h)

{5.521)

(5.53a)
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I, :-inwahw&bx~£¢ﬂW‘W“+w£wHivH“v (5.%3b)
2 2k * 2 !

L sl 2 . AU
SR SRR LU LW 3 b kB w1 0 ) 5930
LV Tk

T

il

3 b WoT
4 a 4 W pT 4
com ed. e
o . [ AT
W= e, TP (5.754)
ab abode
, VO LT .
¥oo= £ N (5.55)
u poot
1:)

pHYV = WVOT g Ay (5.56)

para fazermos a contragdo da algebra de 7180(3,2) com res
peito & &lgebra de Poincaré 1S80(3,1) devemos fazer J e

P, irem para zero relativamente a J4u e £, (ver segao

(TV.7) sobre contragdo). Antes disso redefinimos os 01t

moes aperadores:

1R :
I4 = 4 g ( Iy
.l
2
L2 .
Jn-] y = K "*‘]’i i l'.)

2 . i
fazemos agora K -+ v, e as equagoes {5.52) demongt o g

a  contracao da algebra 15003,2) da como resultanic o 01
gebra L,
[

Quanto aos operadores de Casimir, das equagces (5,07,

(5.58) temos:
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4 "-“" (; L(_
it =g, - KL AL __2 (5.59)
34 A k
2 | K
1,' =1, ~ = =p p% - £ (5.60)
2 2 P : M
14 @ 2

e sob contracgao:
' > D (5.61)

MR f“‘e“““rm_ (5.62)

Assim redefinindo 14 como :
1,'" =0 1 {5.63)

obtemos depois da contracao:

I,' ~ Lf (5.64)
E para fazermos a contracao de ] , redefinimos primeira
mente:

L' = (1, /K> (5.65)

3 3,’\ -

e sob contragao

| T S (5, 66D

o

Comprovamos assim, que o grupo %} pode ser obtido por con

5 L
traogao da cobertura da componente conexa do grupo de Sit
ter inhomogeneo 1S30(3,2), da mesma forma comoLgﬁ,é obtido

por contracao do grupo de cobertura da componente conexa
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do grupo de Poincaré.

De nossos cilculos, como visto na equagde (5.59), nosso
operador S & essencialmente a parte finita do operador de
translacao % do universo de de Sitter, e vemos entao que ha

fundamento em se considerar 5 como umoverador evolugao.

- 0 - 32
Se definirmos o tempo prépric 7 em £’ colocando:

dp = kdt ' (5.67)
temos:

: ; 2
dt® = (k%) dxudxu + (gx*) : . (5.68)

de tal maneira gue depois da contragao k® » » obtemos:
4
dt =+ dx” = dy (5.69)

Bsta £oi a razao de Aghassi-~Roman-Santilli terem identifica
do U com o tempo proprio da teoria da relatividade.

- ‘
Os autores do grupo'gﬁjdiscutem também as aplicagoes fisi

cas interessantes que poderac advir do uso desse novo gru

Po.
o

Os aspectos atrativos do grupo égﬁsﬁo a presenga de um ope

rador espago—tempo relativistico, de um operador evolugdo

covariante e de um operador de massa quadratica em sua &l

gebra de Lie,
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Cutro aspecto interessante & a ocorréncia de estados de
spin de torres infinitas, gue surgem devido & substituicao

o~ - - s . ~ . f
das representag¢oes unitarias irredutiveis de f) pelas de

~

'%5. Cada uma dessas representagoes projetivas descreve

uma particula com dado spin minimo § e suas recorreéncias
com spins S$+1, S+ 2,,.. Um possivel uso dessas repre
sentagoes seria utilizd-las na descrigao de familias de ha
'drons, levando em conta os resultados eXperiméntais que
evidencia asg recorréncias de hadrons com spin crescente.
O uso dessas representagoes para descrever familias de ha
drons seria semelhante ds investigagbes baseadas sobre
equagCes de onda,deinfinitascomponentesinvafiantes por

Lorentz.

A associagao do espectro de massa com os niveis de uma tor
re infinita parece promissor. Das equagoes de onda asso
ciladas com uma dada torre; isto éf assoclada com funcoes
de oﬁda perﬁencendo d uma dade representagao unitaria ir
redutivel projetiva de'gb,.poderiamos extrair um espectro

de massa, Isso poderia ter sido feito de maneira andloga

3 extracao do espectro de massa das equagoes de Ma-dorana.
¢ P quag J

Quanto ac parametro Eﬁi, vimos que ele da origem a uma re
gra de superseleg¢do, Assim, somos tentados a associar to
das as torres de um Gnico barion (com spinminimo §=1/2)
com um valor fixo de 391’ e um sistema consistindo de n

- . 4 -1
torres de barion seria caracterizado por nd . Ac valor
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51 ' . —1
£ = (0, somos levados a associar particulas. Para £ ~ =0

o~
7
as representacoes de %5 degeneram has representacgoes de
Poincaré, como pode ser visto ao se comparar as duas Alge
~1 ~ '
bras, portanto particulas com £ = 0 nao pertencem a

torres,

Vimos de (5.2e) que o aparecimento de I pode estar liga

o~

do a algum carater nao local da teoria de Cﬂz .
5

Referéncias: [01],[02], [08], 18], [20],[21], [22], [23].
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