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INfRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é o estudo de algumas das principais propriedades de alguns grupos de inva· 

riância de certas teorias físicas, que de alguma forma se relacionam com o conceito físico de massa de partículas. 

Nosso estudo se inicia no Cap. 11 com. o grupo de Galileu, que é o grupo de invariância da mcc.1.ni.ca 

clássica Newtoniana. Nessa teoria a massa aparece como um parâmetro-mvariante que rOtula as partfculas e 

entra nas equações de movimento. A represeniação da álgebra de Lic do grupo de Galilcu, não contém a massa. 

Entretanto no formalismo canônico da mecânica clássica, o grupo de Galil_cu é uma das possíveis transformações 

de contacto, e a representação da álgebra de Lie do grupo de Gaiilcu por intennédio dos parênteses de Poisson, 

contém a massa do sistema. Tal. fato, que não é de grande importância na mecânica clássica 6 todavia fundmncntal 

na mecânica quântica não relativística (onde os .parênteses de Poisson são substituidos por comutadores). 

Para entendermos· a importância da afirmação acima estudamos no Cap. I I I, a extensão do grupo de 

. Galileu à m_ecânica quântica não relativística. Tal envolve o conceito de representações unHarias radiais de grupos 

de Lie não compactos em espaços de Hilbert, que é o espaço dos possíveis estados áe um dado sistema físico em 

mecânica quântica, e esses conceitos que são básicos para todo o trabalho são apresentados no Cap. III. Apren

demos que devido a estrutura matemá~ica da mecânica quântica, o grupo de Galileu mecânico quântico é uma 

expansão do grupo de Galileu clássico definido no Cap. li no sentido que contém um novo gerador. Tal gerador, 

está ass~ciado ao operador de ma$sa, e define uma regra de superseleç~o. que implica na conservação da massa. 

O espectro desse operador resulta variar no intervalo (0, 00). Estes resultados esclarecem o porque a massa 

aparece como um parâmetro nos problemas de m~cânica. quântica elementar, embora seja obviamente um 

observável. 

No Cap. IV, estuda-se o grupo de Poincaré, que é por hipótese o grupo de invariâncüi da mecânica 

quântica relativística (e também o grupo de isometrias de E3•1, o espaço de Minkowski). O grupo de Poincké 

permite a· associação de. partículas com suas representações únitarias irredutíveis, dando Um significado bem 

definido a momento, energia, massa: e spin. Nessa teoria, a mas.sa das partículas .aparece associada com 

M2 = P Jl P ll{onde .P Jl é um dos geradores da álg~bra de Lie do grupo de Poincaré) que é u.qJ dos operadores 

de Casimir da álgebra _de Lie do gropó de: Poincaré. O espectro de :.\12 resul_ta variar no intervalo(- cx5, + oo)! 

Nesse capítulo m~·stramos. também em que ser..t.ido Podemos cbter o grupo de G~lilcú como un~ certo 

.limite do grupo de Poincaré por intennédio do co~ceito de contração gmpal (que é também !!Sado no Cap. V). 

N~ éa_P: V d~scutimos as limitações do gruPo de:. P~incàré ~-onio o grupo de inVariância d~ dinâmica dos 

siste_mas elementares~ De· fatc, apesar deste SfUpo pe_nnitir dar ~~ sis~ificado bem. preciso a certas proprieda

des das "'partículas elementares· c.omo menciOnado acima. e_xis~em· certos aSpectos que. são altameflte insatisfa.., 

tórios. Em particular mencionamos aqui que os hadrons (supostos 'patticulas elementares') se agrupam em 

representações fmitas_ de grupos especiais· unitários (notadameil_te · SU(3)) e que as partículas e~ uma mesma 

representação têm massas diferentes. O'Raifeartaigh mostrou que não existe maneira diferente da trivial (isto é, 

pelo produto direto) .de urúr o grupo de Poincoré com o grupo de simetrias internas (SU(3)), mas tal in1plica 

num espectro de massa que não concorda com a experiência. 
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Para suplantar tais dificuladades que desc:evemos com algum detalhe, estudamos o grupo de Galileu 

relativístico, proposto por Aghassi-Roman-Santil!i. Mostrar·os que este grupo que é uma extensão tisicamente 

natural do grupo de Galileu quàntico, possui um operador de massa quadrático em S\la álgebra de Ue com 

espectro discreto. De fato as partículas aparecem em torres de spin (trajetórias de Regge) o que é veriJ1cado 

experimentalmente. 

Mostramos também que o grupo de Galileu relativístico pode ser interpretad-o como. um certo limite - no 

sentido da contração -do grupo de Sitter. 

Embora os resultados desse trabalho não sejam novos, ele é útil, pois esta é a primeira apresentação 

sistemática de que" temos noticia da evolução do conceito de massa das par~ículas· e sua relação com os diversos 

grupos de invariância das teorias físicas contemporâneas. Esta observação não implic_a contudo que o leitor deva 

esperar que o trabalho seja -compieto. 

Queremos deLxar explíCito, que nossa preocupação foi meranientc aplicar matemática a um problema 

de ~ísica dos mais complexos, tendo deixado de lado em muitas oportunid:ldes as interPretações físicas possíveis 

do fonnalismo. 

Dado que esse é um trabalho de física-matemática c que deve ser acessível a físicos, o rigor matemático 

ó m~mtido em um nível apen~s razoável em certos pontos. O Cap. I é um apêndice, reservado para definir certos 

conceito$ matemáticos utilizados na apresentação dos demais capítulos, de maneira que o leitor com a devida 

sofisticação matemática pode começar a·leitura no Cap. 11. 

As rcfc1<~ncias de cada c.apftulo aparqcem numeradas no -final do mesmo e uma listagem completa 

encontra-se JlJ p:.1g. 123. 

Fin:1lmc-ntc, os simbolos c c h que aparecem ta1Ítas vezes no que segue se referem respectivamente 

à vclocidJJc da luz C a cünstantc de Planch dividida por 2n. Em geral h é denotado por h nos livros textos. . . 
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CAPÍTULO I 

PRELIMINARES 

Na apresentação deste trabalho defrontamo-nos com o seguinte 

problema, Os conceitos matemáticos usados não são em geral fa 

miliares a um leitor típico com formação básica em FÍsica, e 

qualquer estudo rigoroso desses conceitos implica na necessid~ 

de de recorrer-se a uma vasta bibliografia, A apresentação de 

muitos desses conceitos nos lugares em que eles aparecem pela 

primeira vez nao nos pareceu apropriado, pois 

viaria a atenção do problema principal que se 

certamente des 

estuda, Assim de· 

cidimos neste capítulo (que é um apêndice ao texto principal) 

apresentar uma seleção (mais ou menos arbitrária), de alguns 

dos ingredientes básicos da teoria de grupos de Lie, álgebra de 

Lie, e suas representações,. Todo o material que segue é padr.;io 

e pode ser encontrado na literatura citada. 

I.l.Grupo Abstrato 

I.l.l.Definição de Grupo 

Diz-se que uma operação * sobre o conjunto G, define uma 

estrutura de grupo sobre G se os axiomas estiverem veri 

ficados: 

Gl) existe um elemento e em 

tal que x * e = e * x = x 

G, chamado elemento 

para todo 

G2) para cada x E G existe um 

X E G ; 
-1 x em G, 
-1 

elemento inverso, tal que 

elemento 
-1 

X* X =x *x=e i 

neutro, 

chamado 

G3) a identidade x * (y * z) = (x_ * y) * z é satisfeita para 

todo x, y, z e G. 

Notação 
Com a notação (G,*) queremos dizer que o conjunto G munido da operação* tem 
estrutura de Grupo. Quando a operação* estiver implícita no contexto, ao in 
vós de usarmos a riotação acima di.renlos apenas que G é um grupo. 
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.I.l.2.pefinição de Grupo Abeliano 

Se a operação * de um grupo G satisfaz o axioma: 

G4) a identidade x*y=y*x é satisfeitaparatodox,yeG; 

diremos que G é um grupo abeliano ou comutativo. 

I.l.3.pefinição de Subgrupo 

Diz-se que (H,o) é um subgrupo de (G,*) se H ç_ G e o é a 

restrição de * ao conjunto H. 

I.l.4.Teorema ([19], pág.451) 

Seja (G,*) um grupo e seja H ç_ G. H é subgrupo de G se, 

e somente se, as seguintes condições estiverem verifica 

das: 

i ) H f cj> 

ii) Se a,bEH -1 
então a * b E H 

I.l.S.Definição de Subgrupo Invariante 

Diz-se que um subgrupo N, de um grupo G, é um subgrupo 

invariante (ou subgrupo normal) de G se, 

dição estiver verificada: para todo xE G 

I.l.6.Proposição ([19], pág.459) 

a seguinte con 

xN = Nx. 

Seja N um subgrupo invari?nte de um grupo G e considere 

mos o conjunto G/N = {xN : x E G}; a operação de * sobre 

G/N, definida por (xN, yN) (xy)N define urna estru 

tura de grupo sobre o conjunto G/N 

I.l.7.Definicão de Grupo Fator 

O Grupo (G/N, *) é chamado grupo fator ou grupo quocie~ 

te de (G,•) pelo subgrupo normal N. 

Notemos que o elemento neutro de (G/N, *) é o conjunto 

N e que o inverso de cada elemento xN é a classe late 

ral x- 1 N. 
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I.1.8.Definição de Homomorfismo de Grupos 

Consideremos os grupos (G,*) e (G' ,•) e uma aplicação f 
do conjunto G no conjunto G'; diz-se que f é um homomoE 

fismo do grupo G no grupo G' se, f(x*y) =f(x).f(y)quai~ 

quer sejam x e y em G. 

I.1.9.Definição de Isomorfismo de Grupos 

Diz-se que f é um isomorfismo do grupo G no grupo G' se 

f for um homomorfismo bijetor de G em G'. Se existir um 

isomorfismo de G em G' , diremos que G e G' são isomorfos. 

I.l.lO.Definição de Automorfismo de Grupo 

Diz~se que f é um automorfismo do grupo G se f for um 

isomorfismo de G em G. 

I.l.ll.Proposição C[19], pág.463) 

O- conjunto dos automorfismos de um grupo G munido da op~ 

ração de composição tem a estrutura de grupo. A esse gr!::!_ 

po chamamos grupo dos automorfismos de G. 

I.l.l2.Proposição C[19], pág.S21) 

Seja (Gil l<>i.;n uma família nao vazia de grupos multipl.!_ 

cativos e seja G = G
1 

,, G
2 

x ••• x Gn o produto cartesiano 

dos conjuntos G
1

,G
2

,:··•Gn; se (a1 , a
2

, ••• ,-·an) e 

(~, b
2

, ••• , bn) são dois elementos quaisquer de G colo 

caremos, por definição, (a 1 , a2 , ••• , an). (b1 ,b2 , ••• ,bn) 

= (a
1 

b
1

, a
2 

b2 , ••• , anbn). O conjunto 'G munido dessa op~ 

ração tem estrutura de grupo. 

I.l.l3.Definição de Grupo Produto 

O grupo (G, •) mensionado na proposição anterior chama-se 

grupo produto da família (Gi)l/'~ 
.:::::1-..-:n 
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I.l.l4.Definição de Produto Direto 

Diz-se que um grupo multiplicativo G é o produto direto 

de uma família (Hi)l . de subgrupos de G se as segui~ 
~l.~n 

tes condições estiverem verificadas: 

i) G=H
1

.H
2

.H
3 
•••• • Hn 

ii) cada H. é invariante em G 
1 

ili) H in (Hl .H2. . . . .Hi-1 .Hi+l, 
para i= 1 1 2 1 ., .n 

.H ) ,; {e} 
n 

1.1.15 .Teorema ( (19], pág.523) 

Um grupo multiplicativo G é o produto direto de uma fa 

mília (H.)l?'? de subgrupos de G se, e somente se, es 
l. ~l.~n 

tiverem verificadas as seguintes condições: 

i) cada elemento de Hi é permutável com qualquer elemen 

to de H j se i t- j 
jj) cada elemento x de G pode. ser representado de modo 

único sob a forma x = a 1 • a 2 . . . . . an, onde ai E H i p~ 

r a i = 1 1 2 1 ••• , n • 

I.l,l6.Teorema ([19), pág.524) 

Se uma família (H.)
1 

. de subgrupos invariantes de G 
J. ~l.~n 

é tal que (H1 .H2 ..... H;) n Hi+l ={e}, para i=l,2, ... ,n-l 

então G é o produto direto da família (H.l
1 

. 
l. ~l.~n 

I.l.l7.Teorema ([19) 1 pág .. 525) 

Se um grupo G é o produto direto de uma família (H. l 1 ?.? 
. . J. ~l...:::::n 

de subgrupos de G, então G é isomorfo ao grupo produto 

H=H xH x ... xH da família (H.l
1

. 
1 2 n l. ~.1.~n 

Notação 

Para expressarmos o fato de que G ê o produto direto de seus subgrupos H1 
e H2, usaremos a notação G=H1 x H2 
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I.l.lB.Definição de Produto Semi-Direto 

Sejam K e H dois grupos, e seja Aut K o grupo de auto 

morfismos de K. Seja Y, :H Aut K um homomorfismo, 

tal que para cada h E H temos Y, (h) E Aut K que leva k E K 

em Y,(h)kEK. O produto semi-direto de K por H é o con 

junto dos pares (k ,h) E K x H munido da lei de multiplic~ 

çao 

(kl ,hl) . (k2 ,h2) = (k1 Y,(h1) k2 ,hl h2) 

Pode-se verificar imediatamente que o produto semi-dir~ 

to de K por H, é um grupo e que a identidade do grupo é 

(e1 ,e2 ) onde e 1 é a identidade de K e e
2 

aidentidade de 
. ~ -1 f -1 -1 -1 

H. O elemento inverso de (k 1 h) e (k,h) =i.>/l(h) k ,h ) 

No que segue o produto semi-direto de K por H será deno 

tado K ~ H. 

I.l.l9.Definição de Grupo Simples e Semi~Simples 

Diz-se que um grupo G· é simples se G não possue qualquer __ _ 

subgrupo invariante nao trivial. 

G é semi-simples se nao possue qualquer subgrupo 

riante abeliano não trivial. 

I.l.20.Definição de Extensão de Grupo 

inva 

Se H é um subgrupo normal de um grupo G, e se K é um gr_~:~. 

po isomorfo ao grupo fator G/H, diz-se que o grupo G é 

uma extensão de K por H. 

I.l.2l.Grupos Finitos e Infinitos 

Um grupo que consiste de um número finito N de elementos 

é chamado finito de ordem N .• Se o número de elementos 

for infinito o grupo é dito infinito enumerável ou nao 

enumerável, dependendo do caso. Entre os grupos nao enu 

meráveis se encontram os grupos com parâmetroscontínuos 

e em particular os grupos de Lie, que juntamente com as 
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álgebras de Lie sao os instrumentos fundamentais do pr~ 

sente trabalho. A definição destes conceitos requer pr! 

meiramente a definição de variedades diferenciáveis e 

campos de vetores definidos em variedades diferenciáveis. 

Na próxima seção se definem estes conceitos. 

I.2.Variedade Diferenciável Abstrata 

I.2.l.Definição de Homeomorfismo de Espaços Topolóqicos 

Sejam X e Y espaço topológicos e f uma aplicação de X em 

Y. A aplicação f diz-se um homeomorfismo do. espaço topol§. 

gico X no espaço topológico Y se f for bijetora e contínua 

e f- 1 
for contínua. Caso exista um homeomorfismo do esp9_ 

ço topológico X no espaço topológico Y diremos que X e Y 

são topologicamente equivalentes ou ainda homeomorfos. 

I.2.2.pefinição de Espaço de Hausdorff 

Um espaço topológico M diz-se um espaço de Hausdorff se, 

para cada a.,b EM existem G e H abertos disjuntos, 

que a. E G e b E H • 

I.2.3.Definição de Variedade Diferenciável Abstrata 

tais 

Seja M um espaço topológico de Hausdorff com base enume 

rável. M diz-se uma variedade diferenciável abstrata se 

existir uma coleção indexada de pares {W ,n } I onde 
Cl. Cl. Cl. E 

cada W é um subconjunto aberto de En e cada n : W M a. Cl. Cl. 

é um homeomorfismo de W em um subconjunto aberto U de 
a. a. 

M, que satisfaz as seguintes condições: 

i ) Se m é um ponto de M, existe um indice a em I tal 

que m pertence a U • 
a. 

i i) Para cada par de índeces a, B de I tais que U = U a n U B 

é. não vazio, a restrição de n~\ na a n~
1 

( U) é uma 

aplicação diferenciável de n- 1 (U) em En. 
Cl. 
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ili) se n:w-u é um homeomorfismodeum subconjunto 

to W de En em um subconjunto aberto U de M tal 

aber 

que 

para cada índice a para o qual unu é não vazio, a 
- -1 -1 ct 

restriçao de n o n a 11 (U nU ) e a restrição de 
-1 -1 ct ct ct 

na o n a n (U nU a) são aplicações diferenciáveis, 

existe um índice B tal que (W, n> = <w
8

,n
8

>. 
O número inteiro n é chamado dimensão da variedade dife 

renciável M. 

Os conjuntos U sao chamados vizinhanças coordenadas de M. 
ct 

-1 
As aplicações rp = n : U -rv são chamadas aplicações 

ct ct Ci. Ci. 

coordenadas. 

-1 B 
As aplicações n

8 
o n = 'J1 sao chamadas 

Ci. Ci. 
transformações 

coordenadas sobre U a. n U B. 

I.2.4.~efinição de Função Real-Analítica 

i ) Seja f (x 
1

,x
2 1 •• • ,x) urna função a valores reais de 

finida sobre um subconjunto aberto U de En. Diremos 

que f é uma função real-analítica num ponto z se 

existir uma vizinhança de z na qual f possa ser re 

presentada pela sua expansão de Taylor nas variáveis 

xl,x2, ... ~,xn. 
ii) Diremos que f é real-analítica em U se for real-ana 

ili) 

lítica em cada ponto de U. 

Seja W um aberto de En e f:W-En uma funcão defini 
> -

da por f(x1 ,x2 , ••• ,xn)=(f1 (x
1 

,x 2 , ••• ,xn), ... ,fn (x
1
,x

2
, ••• ,x)). 

A função f diz-se real-analítica se cada uma das f. 
]_ 

for uma função real-analítica. 

I.2.5.Defini~ão de vari~JL_Qit~renciável Re~l-Analít~ 

Uma variedade diferenciável diz-se real-analítica se ela 

puder ser coberta por uma família de vizinhanças coorde 

nadas na quais cada transformação coordenada seja uma 
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função real analítica 

Seja f uma função definida em um subconjunto aberto U de 

uma variedade real analítica M. Se meU, então f diz

-se real analítica em m se existir uma vizinhança coor 

denada V, do ponto m, e uma aplicação coordenada <P tal 
-1 

que fo<P é real-analítica em cp(m). 

Diremos que f é real-analítica em U se for real-analíti 

caem cada ponto de U. 

Se o:N----~M é uma aplicação de uma variedade real-ana 

lítica em outra, o diz-se real-analítica se para cada 

função real-analítica f sobre um aberto U de M a fun 

ção foo é real-analítica em o- 1 (U) 

I.2.6.Diferenciabilidade de Funções Definidas em Variedades 

i ) Seja M uma variedade diferenciável e f uma função a 

valores reais definida em um aberto V, de M. Consi 

deremos ainda um ponto m de V, um vizinhança coorde 

nada de m, u , e n :W U a aplicação cor 
a a a a 

respondente. Diremos que a função f é diferenci~ 

vel no ponto m se fon for diferenciável em n-
1

(m}. 
a a 

Deve-se provar, naturalmente, que esta noção de di 

ferenciabilidade não Clepende da escolha da vizinhan 

ça 

em 

coordenada U • a 
( [03], pág.35). 

F. prova é simples e está feita 

ii) Se f é diferenciável em todos os pontos de V, nós d~ 

remos que f é diferenciável em V. 
ili) Sejam Me M' variedades diferenciáveis e f:V M' 

uma aplicação definida em um aberto de M Diremos 

que f é diferenciável em um ponto m de V se para ca 

da função g a valores reais que é diferenciável em 

uma vizinhança de f(m) a função gof é diferenciá 

vel em m. 
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I. 2. 7 .Definição de uma Curva Parametrizada Diferenciável em En 

Chama-se curva parametrizada diferenciável em En a toda 

aplicação y: [-1,1] 1 
En que e contínua em [-1,1] e é 

diferenciável em ]-1,1[. 

Se y(O) =v, diremos que a curva y passa por v. 

I.2.8.Definição de Vetores Tangentes a En 

Denotemos por~o conjunto de todas as curvas parametr~ 

zadas que passam por v ,v E En, e _denotemos porál'o conju!! 

to de todas as funções a 

alguma vizinhança de v. 
valores re(üs diferenciáveis em 

Se y E .91 e l f E@ então f o y é uma 

função a valores reais diferenciávcü ern alguma vizinha!! 

ça do ponto t = O. Podemos então definir o "produto" 

<y,f>= d~ Cfoy)lt=O j 
Em~ consideremos a relação de equ:Lvalência 3i2 definida 

pôr: 

(y ,y )E3ií!=<y ,f>=<y ,f> Pera todo fE@ 
1 2 1 2 ... ' 

Cada elemento de sjl§i2 é chamado vetor tangente a En em v. 

Se y é uma curva pertencente a uma.classe de equivalê!! 

c ia a diremos também que a e o vete, c tangente a y em v. 

Prova-se em ([03], pág.l2) que ao conjunto •~;(~ pode 

ser dada uma estrutura de espaço vetorial, aoqual cha 

maremos de espaço tangente e o denotaremos por T(v) 

Sejam: M uma 

e {U , tf'} a 
a a 

variedade diferencj -.vel, m 

família indexada de todas as 

coordenadas de M que contém o ponto m e as 

tes aplicações coordenadas. 

de M 

vizinhanças 

cor responde!! 
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Para cada par de índices a. e f3 podemos introduzir a trans 
- f3 -1 -

formaçao coordenada 'I' = 'P
0 

o 'P definida em 'P (U n U 0 ) • 
C/. .., C/. C/. C/. p 

\ f3 ·. 
Se x 0 = ""a. (m) e y

0 
= "'s (m) então y

0 
='I' a. (x

0
) e nestas cond_!. 

ções a aplicação diferenciável '!' 13 indúz uma aplicacão li 
B a. • 

near '~'a.*:T(x 0 ) T(y
0

). 

Seja Q(m) o conjunto de todos os pares (x,a.), onde x = 'l'(m) 

para alguma aplicação coordenada 'I' e a. é um vetor tangeg 
n te a E em x. 

Em Q(m) consider~nos a relação de 

da por: 

equiyalência §f! defini 

! 
( (x,a.), (x' ,a')) E§(- x' = 'l'(x) 

transformação coordenada 'I' em m. 

e a.' =:'!'*(a.) para alguma 
' ' ~ 
' ' 

Cada elemento de Q(m)4 e chamado vet<;\r 
.i 

tangente à vari~ 

~ dade M no ponto m. 
) 
I 

Denotaremos a classe de equivalência que contém o par 
(x, a.) por {a.}. 

Em Q(m)4 definimos: a{ a.}+ b{S} = {aa. +'bs}. 

Com esta definição o conjunto Q (ml/§f! p~ssa a ter estru 

tura de espaço vetorial, ao qual chamaremos de espaço tan 

gente a variedade M em m, e o denotaremos por T(m). 

I.3.Grupo de Lie 

I.3.l.Definição de Grupo de Lie 

Seja X um conjunto de pontos. Assumiremos que X é uma v~ 

riedade real-analítica e também que ;' é um grupo. Quando 

falarmos de X como uma variedade nós· o denotaremos por~ 

e quando falarmos de X como grupo nós o denotaremos por G. 

Denotaremos o produto de dois elementos g e g de G por 
1 2 
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Consideremos a aplicação ]11:M x M M definida por 

1l 1 (g
1 

,g ) =g .g e a aplicação 1l
2

:M M definida por 
2 -1 1 2 • -

JJ
2 

(g) = g Se cada ~a das aplicaçoes JJ 1 e JJ 2 for uma 

função real-analítica, então X munido das estruturas de 

grupo e de variedade diferenciável 'é chamado grupo de 

Lie. 

I.3.2.Definição de Homomorfismo de Grupos de Lie 

Sejam G
1 

e G2 dois grupos de Lie. Uma aplicação o:G
1
--a

2 
diz-se um homomorfismo de ~ em G2 se as seguintes con 

dições estiverem verificadas: 

i ) a é um homomorfismo de grupos 

ii) o É uma aplicação regular reab·analítica 
> 
1 
' I.3,3.Definição de Subgrupo a um Parâmetro 

Seja G um grupo de Lie. A imagemdiumaaplicaçãot,5!.....g{t) 
I 

dos números reais em G, diz-se um :,'lubgrupo a um parâm~ 

tio de G se o f o r · um homomorfismo ~o grupo a di ti v o dos ···

números reais no grupo G. 

I.3.4.Definição de Curva Parametrizada Diferenciável 

Uma aplicação diferenciável y de um:intervalo aberto de 

R em um grupo de Lie G, diz-se uma •curva parametrizada 

diferenciável em G. 

I.3.5.Teorema {[03], pag.l26) 

Seja t~~~y{t) um homomorfismo do grupo aditivo dos 

números reais num grupo de Li e G. Para cada g E G, a apli 

cação t g. y ( t) é real-anal]. ,ica e portanto define 

uma curva parametrizada em G, a· qual denotaremos por gy. 

Se h é um ponto de G e h =g y(t
1

) =g, y(t
2

) onde g ,g E G, 
1 2 1 2 

então as curvas g
1 

y e g
2 

y tem o mesmo vetor tangente 

em h. 
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I.3.6.Definição de Campo Vetorial Invariante à Esquerda 

Denotemos por X(t) o vetor tangente à curva gy em h. De 

acordo com o teorema anterior o campo vetorial X está 

bem definido em G. Para cada g E G denotemos por ag a apl.:!:_ 

cação ag:G~G dada por ag(h)=gh, e denotemos por o~ a 

transformação linear do espaço tangente induzida por afl. 

Então o campo vetorial X satisfaz a relação a~ o X= X o rrg. 

Qualquer campo vetorial em G que satisfaça essa relação 

para todo g E G diz-se um campo vetorial invariante à es 
querda-: 

I.3.7.Teorema C[03], pág.l28) 

Um homomorfismo tt----< ... y(t) do grupo aditivo dos números 

reais em um gru~o de Lie G determina, através da multi 

plicação à esquerda por elementos de G, um campo veto 

rial invariante à esquerda em G. Reciprocamente, cada 

campo vetorial invariante à esquerda em G é determinado 

por um homomorfismo do grupo aditivo dos números reais 

em G. 

I.3.8.Proposição ([03], pág.l43) 

Sejam r e X campos vetoriais diferenciáveis em um aber 

to U de uma variedade diferenciável M,m um ponto de U e 

m • ~ uma vizinhanca coordenada de 
n • n 

Se r = L a. (-3-) e x = L 
i=1 ~ 3xi i=l 

b. são funções ,então: 
~ n n ~ ab· aa· 

[ r , X] = """ """ a i .,.--!.. - b i -
1 

L..J L..J ax. ax. 
j_=l j=I J. J. 

)· a!J 

I.3.S.Proposição ([03), pág.l52) 

onde os a·. e os 
J. 

é um campo vetorial 

em V. 

Seja G um grupo de Lie. Se r e x são dois campos vetoriais 

invariante à esquerda em G, então [r,x) é também um cam 

po vetorial invariante à esquerda em G. 
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I.3.10.Definição de Grupo de Lie de Transformações 

Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável. 

Um conjunto {crg} é um\grupo de Lie de transformações se 

a aplicação a:G x M-M que· (g,x),_:..___cr(g,x) é difereg 

ciável e se o conjunto de transformações {ag:M+M;ag(x)= 

=cr(g,x)} juntamente com a lei de composição de aplic~ 

çoes, satisfaz a propriedade grupal, isto é: 

agh = agoah 

cre é a transformação identidade. 

I.3.ll.pefinição de Ação Efetiva e Açãó Transitiva 
' I 

Dizemos que G opera efetivamente em M se ag (x) = x para 

todo o x EM implica g =e. Dizemos que G opera transi ti 

vamente em M se para cada x EM e 

que ag (x) = y 

I.4.~lgebra de Lie 

I. 4 .l.Definição de ~lgebra de Li e Abstra,:a 

existe g E G tal 

Seja A um espaço vetorial de dimensão finita sobre o cor 

po dos reais. A diz-se uma álgebra.de Lie se existe uma 

operação em A que associa a cada p"r de elementos a, S 
de A em elemento [a,8] de A de tal i'orma que os seguintes 

axiomas estejam satisfeitos: 

i ) [a
1 

a
1 

+ a
2

a
2

, 13] =a
1
[a

1
, 8] + a 2 [a

2
, 8] 

[a, al 131 + a2132] aJa, 131] + a2 [a, s2] 

a
1 
,a2 ER ; a,a

1 
,a

2
, 8, 81 ,82 E A 

ii) [a a]= O va,aE A 

ili.) [[a,13],y]+[[B,y] ,a]+[[y,a] ,B] =O 

a,B,y E A 
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I.4.2.Definicão de Âlgebra de Lie de um Grupo de Lie 

Seja U o espaço vetorial de todos os campos vetoriaisin 

variantes à esquerda, de um grupo de Lie G. A propos~ 

ção 1.3.9. nos diz que a aplicação que a cada par (T,X) 

de elementos de u associa o elemento [r,x) é uma opera 

ção em U. O espaço vetorial U munido dessa operação tem 

estrutura de uma álgebra de Lie ([03], pág.l53), a qual 

chamaremos álgebra de Lie do grupo de Lie G. 

I. 4. 3 .Definição de Contração de Grupo de Li e e de Âlgebra de Li e 
(lnonu e W'igner, 1953) 

Seja G um grupo de Lie arbitrário com n parâmetros 

(i=l, ..• ,n). 

Seja Ii(i=l, ... ,n) uma base de g, ·a álgebra de Lie 

G. Então 

de 

I.=lim~ 
1 h-+0 h 

(I) 

onde a carta local escolhida rotula com O a identidade 

e os elementos e i diferem de zero por um incremento uni 

tário dos ai. Os números ciJ tais que 

[I.,I.J="C .. kik l<i,j,k,;;n (II) 
1 j L.-J l.j 

k 

sao chamados constantes de estrutura de álgebra de Lie 

com relação a base dada. Da identidade de Jacobi(eq (lli) 
k em 1. 4 .1) segue que as constantes C. . devem satisfazer 

1j 

a condição: 

" ( k m k m k m) w c. . c . k - c. " c .k - c . . ck o = o k 1j 1 1-t. j 1j .r.. 

k Reciprocamente, se o sistema (c . . ) de constantes 
1j 

faz (DI) o colchete definido por <m dá ao espaço 

(III) 

satis 

veto 

rial a estrutura de álgebra de Lie. Como as constantes 

de estrutura se transformam como um tensor do tipo (1,2) 

sob transformações não singulares da base da álgebra de 
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Lie, segue imediatamente que mudanças de bases não sin 

gulares não levam a novas álgebras. Vamos denotar as 

transformações em questão por: 

J. =L ui .r. 
J . J l 

l 

(IV) 

Os parâmetros grupais se transformam então como: 

i i k 
a =_Lu é cvJ 

k 
e os J. podem ser obtidos de uma equaçao semelhantea(I) 

l 
para os I. , mas obviamente com os e. ·substi tu idos nor 

1 1" ~ 

quantidades similares, definidas com relação aos bk. 

Uma transformação como a (IV) pode levar a .uma nova ál 

gebra (e portanto a um novo grupo) somente se a matriz 

U em (IV) é singular. 

A operação de se obter uma nova álgebra (novo grupo) por 

uma transformação singular dos geradores da álgebra g aE_ 

tiga (dos parâmetros grupais de G) é chamada a contração 

da álgebra g Bo grupo G) • Mais precisamente. suponhamos 

que temos uma transformação. 

(VI) 

(VI) 

isto é, para E= E0 U (1) é a 

para E= O, U (O) é singular. 

transformação identi:dade, rras 

Então as constantes de es 

trutura com relação a nova base são dadas por: 

k [J. ,J .) =c . . (E)Jk 
l J lj 

[ u (E) /'I 1' I u (r:) /I 8] = c i j k (E) u (E:) k tI t (VIT) 

ci/<EJ =u<Elil'u(E) /cr/<lJU- 1 
(E)/ 

k Quando E-+o 1 o limite C .• (E) podeounãoexistir. Quando o 
lj 
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limite 

{VDI) 

k existe e é bem definido, as novas constantes C~ . carac 
~j -

terizam uma álgebra de Lie que pode ou não ser isomórfi 

ca a álgebra original. 

Se a nova álgebra não for isomórfica a álgebra original 

ela é dita uma contração da primeira. 

I.4.4.Teorema (In5nü-Wigner, [14], pág.513) 

Um dado grupo de Lie pode ser contraído com respeito a 

qualquer um dos seus subgrupos contínuos,· e somente com 

respeito a eles. Chame S o subgrupo com relação ao 

qual a contração é executada. Os geradores contraídos 

formam um subgrupo invariante abeliano do grupo contraf 

do. O subgrupo S com relação ao qual a contração é fei 

ta isomórfico ao grupo fator deste subgrupo invariante. 

Inversamente 1 a existência de um subgrupo invariante ab~ 

liano e a possibilidade de escolher de cada um de seus 

colchetes um elemento. de maneira que estes formem um 

subgrupo S, é a condição necessária para se obter um gr~ 

po de outro por contração. 

I. 4. 5. Defini_ção de Operadores de Casimir de uma Álgebra de Li e 

Os operadores de Casimir de uma álgebra de Lie g 'de um 

grupo de Lie G são os elementos D deU{g) tais que XD = DX 

para todo X E g. U0J e' o.. ~I:Je.b~ en11oluenfe. [1"5] 

I.S.Definição de Grupo de Cobertura Universal de um Grupo de Lie 
( [10) I pág.lOS) 

Pode-se provar que a correspondência entre os grupos de 

Lie e as álgebras de Lie não é biunívoca. Muitos grupos 

de Lie possuem a mesma álgebra. Pode-se provar que en 

tre os grupos de Lie que possuem a mesma álgebra existe 



-17-

somente um que é simplesmente conexo ( *) • Este grupo é cha 

mado o grupo de cobertura universal. 

I.6.0peradores em Espaços de Hilbert 

I.6 .!.Definição de Espaço de Hilbert 

Um espaço vetorial sobre o corpo dos números complexos, 

munido de um produto interno, e completo em relação à 

norma definida por esse produto interno, diz-se um esp~ 

ço de Hilbert, e o denotaremos por H. 

I.6.2.Definição de Operador Linea~ 

Um operador T, sobre H, diz-se linear se: 

I.6.3.Definição de Operador Anti-Linear 

Um operador T, sobre H, diz-se anti-linear se: 

T ( c
1 

U + c
2 

V) = c1 T ( u) + c
2 

T (V) _; c
1 

, c
2 

E C ; u, V E H 

onde '\ e õ2 denotam os conjugados de ç1 e c2 1 respect! 

vamente. 

I.6.4.Definição de Operador Unitário 

Um operador T, sobre .'I, diz-se unitário se for um oper~ 

dor sobrejetor e preservar o produto interno, isto é, se: 

i ) TH =H 

i i) <Tu~Tv> = <u.,v> ; 
·' . 

, I.6.5.Definição de Operador Regular 

Um operador T, sobre H, diz-se regular se for linear ou 

anti-linear, e bijetor. 

(*) ver ref. (zs},por exemplo, para as definições topológicas 
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I.6.6.Definição de Operador Auto-Adjunto 

Um operador T, sobre H, diz-se auto-adjunto se: 

<Tu, v> "'.<u,Tv> ; v u, v E H 

I.7.Representa~ão de Grupos 

I.7.l.Definição de Representação 

Um grupo de operadores lineares T(g) que age em um esp~ 

ço vetorial V e é homomorfo a um grupo G é dito uma repr::_ 

sentação de G em v. 

No presente trabalho analisamos represent.ações agindo em 

espaços de Hilbert de dimensão fj.ni ta ou infinita. 

I.7.2.Representações.Verdadeiras e Não-Verdadeiras 

·Nota: 

Se T(g) é um isomorfismo a representação é dita verdadei 

ra 1 caso contrário ela é dita não-verdadeira. 

i ) Um grupo simples pode ter apenas representaçoes verdadeiras ; 

ii) RepresentaçÕes de G que 
dadeiras ou isomÔrfi.cas 
momorfismo G+T (g). 

não são isomórficas a G são representaçÕes ver 
do grupo quociente G/K onde K é o Kernel do ho 

I.7.3.Representações Mecânico-Quânticas (bu Radiais) 

Nota: 

Além das representações ordinárias acima definidas, para 

as quais v g,fE G 

T(g)T(f) =T(gf) 

temos que trabalhar na Mecânica Quântica (ver cap .IDl com 

representações "a menos de um fator de fase" e tal que 

T(g)T(f) =w(g,f)T(g,f) onde !w<g,fll=l 

uma tal representação é dita radial 

Entretanto em todos os casos de interesse fÍsico, pOdemos encontrar um gru 
po de cobertura G' que contêm G como um subgrupo invariante e que possue ã 
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propriedade que o grupo de operadores T é uma representação ordinária de G' 
( [29]' pág.32) 

I.7.4.Representações Equivalentes e Não-Equivalentes 

Qualquer grupo de ordem arbitrária pode ter represent~ 

ções tanto de dimensão finita, como infinita, isto é, o 

espaço vetorial V definido em I. 7 .1. pode ter dimensão fi 

ni ta ou infinita (em particular, V pode ser espaço de Hilbert) 

Dada uma transformação de similaridade 
-1 

T'(g) =A T(g)A (I) 

podemos obter de T(g) uma outra reprepentação T'(g). En 

tretanto, uma tal transformação pode ser interpretada CQ 

mo o resulta do de uma mudança de base no espaço V. Como uma 

transformação de similaridade não muda qualquer relação a~. 

gébrica entre operadores, dizemos que T'(g) é equivale~ 

te a T (g) • 

Dadas duas representações 2'
1 

(g) 

não estão relacionadas por (I), 

valentes. 

e T
2 

(g) de G em V se elas 

elas são di tas não - eoui 
" -

I.7.5.Representações Redutíveis e Irredutíveis 

Dadas duas representações T
1 

(g) e T 2 (g) agindo respectiv~ 

mente. em V
1 

e V
2 

podemos formar uma nova representação 

T (g) agindo em V1 Ell V2 , por 

T(g) =T 1 (g) Ell T2 (g) ; ou em forma matricial 

T(g) =(Tol(g) O ) 
Tz(g) 

A ação de T(g) em qualquer vetor(*) 

de I x) E V e I y) E V e dada por 

T(g) lw) = T 1 (g) lx) + T 2 (g) IY) 

lw) = lx) + IY) on 

Consideremos agora uma representação arbitrária T(g) em V 

Dizemos que T(g) é redutível se o espaço V contém um sue 

(*) Aproveitamos a oportunidade para introduzir a notação de Dirac para vetores 



-20-

espaço ~ que é invariante sob T(g), isto é, 

T(gJix) =ly)EV
1
,VIx)e !-;_, VgEG 

Se nenhum subespaço de V com a propriedade acima existe 1 a 

representação é dita irredutível e o espaço V é dito espaço 

irredutível. 

Uma representação redutível T (g) induz no subespaço in 

variante v;_ uma representação "mais simples" T
1 

(g) do gr~ 

po G definida por 

T(g) lx) = T1 (g) lx), lx) E V 

Em uma base ortogonal conveniente em V, pode·-se mostrar 

que as matrizes 

( 
Tl(g) 

T(g) = O 

T(g) tem 

R( g) ) 

Q ( g) 

a forma 

L 7. 6 .Representações Completamente Redutíveis 

Uma representação T (g) é chamada completamente redutível 

se o complemento ortogonal do subespaço invariante V
1 

é tam 

bém invariante. Se T (g) é completamente redutível então --

R (g) =O e Q (g) = T2 (g) forma uma outra representação de G 

que age no complemento ortogonal V
2 

de v;_ em V. 

I. 7. 7 .Dois Teoremas sobre Repres_entações Redutíveis ( [29) ,pg.34) 

T.l)Todas as representações de um grupo semi-simples são 

completamente redutÍJeis; 

T. 2) Representações Unil:árias de qualquer grupo são compl!':_ 

tamente redutíveis. 

I.7.8.Representações Unitárias 

Se V é um espaço de Hilbert e T (g) é um operador unitário a 

representação é dita unitária. 

No presente trabalho usamos representações de vários gru 

pos nos espaços de Hilbert dos vetores de estado dos sistemas 

quânticos (ver cap.ID). Os postulados gerais da Mecânica 

Quântica implicam que somente representações unitárias sao 
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admissíveis no espaço dos vetores de estado (cap.III, pg. ) 

Teorema: Cada representação de um grupo finito ou de um gr~ 

pode Lie compacto é. equivalente a uma represe!:_ 
\ 

tação unitária. : 

Segue diretamente de T .2) em I. 7. 7. que os operadores de uma representação uni 
tãria T(g) em V são ou irredutíveis ou podem ser reduzidos a uma soma direta 

de operadores T(g) = tl (g) Ell t2 (g) (j) ••• 

de representaçÕes irredutíveis t~(g) agindo nos correspondentes subespaços 
invariantes vac v. o espaço v e então a soma direta 

v= v; EllV2 E!l i 

desses subespaços invariantes e irredutíveis. O p:roblema de se encontrar to 
das as representaçÕes unitárias não equivalentes ide G fica então reduzidõ" 
ao problema de encontrar todas as representaçõe.s ~unitárias irredutíveis. 

I.7.9.Conjunto Vetorial Irredutível 
' :: 
' ' 
I 

Seja ta (g) uma representação de G em,'v a. Um conjunto de 
a , 

tores I w a) (a. :1, ... , n ) mutuamente :ortogonais tal que 
·a aa~a 'a 

T(gllw~)= t (gllwa.)= ~ ta.a.'(gllwa.,) 
a'=1 , 

v e 

é dito um conjunto vetorial irredutlvel. Se a norma dos ve 

tores I ,a) são iguais a 1 eles formam uma base ortonormal 
a. 

no espaço irredutível V 
a 

I.7.10.Representações de Grupos de Lie não'Compactos 

Nos parágrafos anteriores supusemos tacitamente que o nú 

mero de representações irredutíveis não equivalentes de 

um grupo era finito ou numerável. ConseqÜentemente ·rotula 

mos as representações unitárias não-equivalentes com in di 

ces discrétos e decompuzemos representações unitárias arbi 

trárias em somas de representações ,,rredutíveis. Tal proc!'!. 

dimento é absolutamente correto para grupos finitos e grE_ 

pos de Li e compactos. De fato, valem os teoremas: ( [ 3 O J ) 
T .1) Qualquer grupo finito tem um número finito de represe~ 

tações irredutíveis, unitárias não-equivalentes; 



Nota: 

T. 2) Qualquer grupo de Lie compacto possue um número infini 

to enumerável de representações irredutíveis, uni tári 

as nao equivalentes, e todas elas sao de dimensão fi 

nita. I 
" 
' 

No presente trabalho teremos que analisar as represent~ 

ções unitárias de grupos nao compactos como é o caso dos 

grupos de Galileu (cap.m), de Poincaré (cap.IV) e do gr~ 

po de Galileu relativístico (cap.V). 

Para tais grupos valem os teoremas: 

T.3)Grupos de Lie 

-equivalentes 

T.4)Grupos de Lie 

não numerável 

lentes, e todas 

não compactos possue!!! representações não 
j 

a representações unitá~ias; 
~ j 

nao compactos possuem ,urna quantidade 

de representações unit~rias nao eguiv~ 

elas de dimensão infini t'a ( [ 30 J) • 
I , 
:~ 

Nestes casos somos forçados a introduzir representaçÕe~ contínuas e Índi 
ces vetoriais contínuos e trocar as sornas por integrai~=;. Tal ê necessáriO 
por exemplo no caso do grupo de Poincaré (cap.IV) .. 
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CAP !TULO II 

GRUPO DE GALILEU 

II .1. Mecânica clássica 

Objetos físicos Newtonianos ocupam volume no espaço eu 

3 - -clidiano E , e a variaçao da posiçao, de qualquer um de 

les, com o tempo, é feita da maneira contínua e depende 

das interações com os outros corpos. Como um caso limite, 

uma part.ícula Newtoniana é um objeto físico que ocupa um 

volume praticamente desprezível e pode ser considerada 

3 como um ponto em E . A cada partícula é atribuido, dig~ 

mos, um nome. J_ntrínseco_, que é a sua massa. 

Na formulação Lagrangeana, um dado observador descreve um 

sistema físicoS, constituido por N particulas, através 

de 3N coordenadas que definem o espaço de configurações. 

-Se as qj sao, por exemplo, coordenadas cartesianas, ele 

compara, as projeções dos vetores posição das partículas 

sobre os eixos X , Y e Z 1 com uma dada unidade de comprJ:_ 

mento, para estabelecer os valores das coordenadas q .. 
j 

Para definir o tempo t, em que um evento ocorre, o obser 

vador O, estabelece uma correspondência entre esse even 

to e um sistema constituido por uma família de relógios 

sincronizados, supos·tos idealmente distribuidos no esp~ 

ço. O observador define a velocidade general.izada 
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<'!.= dq./dt. 
j j 

Para cada sistema, que nao está sujeito a campos exter 

nos, podemos atribuir uma função L que pode ser depende!!: 

te das coordenadas q., das velocidades q. e também expl;i_ 
j j 

citamente do tempo, de tal maneira que a. evolução desse 

sistema é conhecida pelo observador O, e é dada pelas cha 

madas equaçoes de Euler-Lagrange 

3L(qk, éik, t) 

3q. 
j 

(2 .1) 

O observador O, também define como componentes do momen 

to generalizado as quantidades. 

:JL(qk' qk, t) 
p. = 

j Clq . 
.f 

(2. 2) 

Um outro observador Õ, que realiza a mesma espécie de me 

d.idas sobre o sistema físicoS, usa como coordenadas La 

grangeanas as coordenadas das partículas em relação a seu 

sistema de referência e usa como t, o mesmo t usado por 

O. O observador Õ estabelece a relação entre suas coor 

denadas Lagrangeanas q. e aquelas usadas por 0: 
j 

q.=q.(q.,,t) 
j j ,( 

(2.3) 
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As equaçoes de movimento que Õ obtém são dadas pelas equ~ 

ções de Euler-Lagrange (2.1), onde em lugar de q., q. e 
j j 

L(qk, 
.:. 

qk, t) , teremos qjl q· e 
j 

L(qj, 
.:. 

L(qk (qj, qk (qj' 
:. 

t) I t) qjl t) = t) I q • I (2.4) 
j 

respectivamente. Para encontrar seus momentos generali 

zados, Õ usa L e q em (2.2). 

Se L(qj, qj, t) = L(qj' qj, t), ou seja, a Lagrangeana 

é invariante sob a transformação considerada, as equações 

de movimento obtidas por Õ, são as mesmas que as obtidas 

por O. Dizemos então, que a natureza é simétrica para a 

transformação considerada ligando O e Õ. 

Na formulação de Hamilton, os momentos, bem como as coor 

denadas espaciais, são encarados como variáveis indepe!!: 

dentes, e neste caso deveremos utilizar nao mais o esp~ 

ço de configurações, mas sim o chamado espaço de fase, de 

6N coordenadas. 

Com a Hamiltoniana H, definida por: 

(2 .5) 

Obtemos as equaçoes de movimento na forma canônica de 

Hamilton: 
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a H a H ôl a H 
q. = . ; p.=-- = - -- (2.6) 

j ôp. j ílq . ílt ()t 
j j 

o grupo de simetrias mais geral da mecânica clássica é 

constituído pelas transformações canônicas do espaço de 

fase, ou seja por aquelas que deixam invariante a 2-forma: 

w = L: dq;_ 1\ dp ;_ ; (2. 7) 

onde 1\ é o produto exterior ([28]) 

ou dizendo de outra forma, são aquelas que fornecem dois 

novos conjuntos de variáveis q. e p. relacionadas por: 
j j 

~ oH 
~ a H 

Pj -- - -- ; q. = (2.8) - j ()q. Clp. 
•j j 

com H, definido por: 

Antes de estudarmos o grupo de Galileu da mecânica 

clássica, que constitui um de nossos objetivos, analis~ 

remos dois grupos mais simples, e usaremos pela primeira 

vez o conceito de extensão de um grupo, que nos será Útil 

ainda por diversas vezes. 
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TI. 2. Grup~§e Galileu 

Chamamos grupo de rotações em três dimensões, e denotar~ 

mos por 0(3), ao grupo das transformações ortogonais so 

bre E3
. Essas t:ransformações sobre E a caracterizam-se 

por deixar x 2 + y 2 + z2 .invariante. 

A matriz A de uma transformação ortogonal sobre 3 E deve 

satisfazer 

+ t -A.A" = r 3 , onde A e a transporta da matriz A (2.9) 

Desde que o determinante da matriz transporta e .igual ao 

determinante da matriz, nós obtemos de (2.9) 

2 
( det A) = 1 ou ainda det A + ·- - 1. 

As rota.ções que satisfazem det A = +1 sao chamadas ro 

tações próprias. O con:junt.o das rotações próprias muni 

do da operação de composiçao é um subgrupo de 0(3) e o 

denotaremos por S0(3). 

Para a fisica, as extensões mais interessantes desse gr~ 

po são: o grupo Euclidiano conexo e o grupo Galileano. 

Gr~'? Euclidiano Conexo - é definido como o produto se 

mídireto d -rct os grupos 3 

e SO (3), ou seja: 

ISO (3) = ~a. 
'a ® so (3) 

(grupo das translações espaciai.s) 

(2.10) 
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T
3
a é um subgrupo abeliano invariante de ISO ( 3) . 

Geradores da ãlgebra de Lie do grupo de Lie S0(3) 

d 

Jl = i(z- -
3y 

o 
J2 = i(x--

dZ 
-

d 
,}3 =i(y--

dX 

d 
y ---) 

oY 

él 
z-) 

dX 

d 
X--) 

ély 

Geradores da álgebra de Lie do grupo de Lie T: 
a 

i-
oy 

(2 .11) 

( 2 .12) 

Esses geradores, com suas propriedades de comutac;;ão esp!"_ 

cificam a álgebra de Lie do grupo de Lie IS0(3). 

[ pk, P('] = o ; 

[ J k, P_('] = is P 
k-i'VL VL 

(2.13) 

[ J k, J _(' J = isl-1' J v k, f, nE 11,2,3! < VL VL 

l se U<,L,n) e uma permutação par 

onde Ek.fn = -1 se (k ,f ,n) e uma permutação impa1: 

O nos demais casos 
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Com os operadores de Casimir invariantes da álgebra: 

C
l ~2 = p 

(2 .14) 
~ ~ 

P.J 

O grupo Euclidiano conexo, constitui a componente identi 

dade do grupo de simetrias da física não relativística. 

Para podermos formular a dinâmica dos sistemas, há neces 

sidade de introduzirmos uma variável cinemática adicio 

nal que é o tempo t. Com essa nova entidade, nosso esp~ 

3 3 l 
ço E deve se alargar para o produto E x E , ou seja, 

se quizermos uma formulação dinâmica, deveremos utilizar 

não IS0(3) mas sim o grupo de Galileu, que é um grupo de 

E
3 l automorfismos em x E . 

Grupo de Galileu - em mecânica clássica nao relativisti 

ca, a teoria de um sistema, que não está sujeito a campos 

externos, é considerada invariante sob as transformações 

do grupo de Galileu, que contém as translações no espaço 

e tempo, as rotações ~róprias no espaço, e as transições 

a um sistema de coordenadas movendo-se uniformemente em re 

lação a um referencial inercial. Denotaremos,. daqui por 

diante, esse grupo por ~ 4 • 

Os 4 subgrupos que o compoem sao: 

a) a. translações x -· ~ 

T3; no espaço = X + a. 

b) S0(3); rotações próprias x = Rx 
T 

(2 .15) 
c) Tl ; translações no tempo t = t + T 

d) 
v 

acelerações ~ 
~ vt T3; = X + 
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A invariância sob (a), (b) e (e), significa que nao há 

uma origem preferida no espaço ou no tempo, e nem existem 

direções privilegiadas. A invariância sob (d) signif~ 

ca que sistemas com diferentes velocidades constantes são 

equivalentes. 

~ 4 é um grupo de Lie de dez parâmetros. Indicando por 
~ .... 

(a, T, v, R) o elemento geral do grupo, temos que: 

(âl ' o' o' . I) (â2 I o I o I I) 

(o' \ I o I I) (0 I T2 I o I I) 

.... .... 
(O, O, v

1
, I)(O, O, v

2
, I) 

(O, O, 0 1 R
1

) (O, O, O, R
2

) 

(â, O, O, I)(O, T, 0, I) 
-4 .... 

(a, O, O, I) (O, O, v, I) 

(O, O, O, R) (â, O, O, I) 

(0, 0 1 v, I) (0, T, O, I) 

(0, T 1 0 1 I) (0, 0 1 O, R) 

(O, O, 0 1 R) (O, O, v, I) 

= 
= 

= 

= 

(â2 I o I o I I) (âl I o I 
(â1 + ã

2
, O, O, I) 

{0, T
2

, O, I) (O, T
1

, 

(O, T
1 

+ T21 0 1 I) 

O, I) = 
(2.16a) 

O, I) :::: 
(2.16b) 

= (O I o I v 2 I I) (O I o I I)= 
.... .... 

:::: ·(O., O, v
1 

+ v
2

, I) 

= 

= (O, T, O, I) (ct, 0 1 0 1 I) 

= (O I o I v I I) (â, o' o I I) 

= (R~, O, O, I) (0, O, O,R) 

( 2.16c) 

(2.16d) 

(2.16e) 

(2.16f) 

(2.16g) 

= (-Tv, O, O, I) (O, T, O, I) (O,O,v;D=, 

= (-TV, T, v, I) (2.16h) 

= (O, O, O, R) (O, T, O, I) 

= (O, O, RV, I) (0, O, O, R) 

(2.16i) 

(2.16j) 

Usando as relações· (2 .l6a) a (2.16j) 1 podemos calcular o 

produto de duas transformações 

.... .... 
(a, T, v, R) (2 .17) 



_, 
onde: a 

_, -> = a1 + T v 
2 t 

elemento inverso: 

_, --+ -1 -1 -> -L, -1 
(a, T, v, R) =(R (Tv-â), -T, -Rv,R) 

o elemento unitário: 

(0, O, O, I) 

O grupo Ç4 possui, então a estrutura: 
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(2.18) 

(2.19) 

que é bastante complexa em relação ao grupo de Lorentz ou 
' 

o de Poincaré. O subgrupo invariante abeliano máximo do 

grupo de Galileu, é um grupo de seis parâmetros v (trans 

lações no espaço + acelerações) . O grupo fator ~~ po~ 
si próprio admite um subgrupo de um parâmetro invariante 

\T que é o das transl :ções no tempo, e é somente o gr_1:1: 

po fator <Ç 4 ~u~: que é um grupo simples S0(3) das rota 

ções próprias. 

Sua álgebra de Lie tem a base: 

H - translações no tempo; 

Pk- translações no espaço; 

Gk- acelerações, 
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com as transformações: 

[Jk, J.{'] = iE:k.t'nJn (2.20a) 

[Jk, P.t'] = iEk.t'npn (2.20b) 

[Jk, G .eJ = iEk.t'nGn (2.20c) 

[ Glc' H) = iPk (2. 20d) 

[Gk' P.t'] = o (2.20e) 

[Pk' P.{'] = [Gk' G .eJ = [ p k' H] = rJ~cr H] = o (2 .20f) 

f 
Essa álgebra é então, a soma semi-direfa da álgebra de r9_ 

' 
tação J e uma álgebra solúvel de 7 dim)"nsões composta dos 

dois vetores comutantes P e G e um escalar H, que proj.<:'_ 

ta G em P e comuta com P. 

I 

Os operadores de Casimir são idênticos aos do grupo ISO (3), 

equação (2 .14). 

As transformações canônicas que deixam a: forma lJ (eq. (2. 7)) 

invariante tarrJJém deixam o parêntese de !>oisson {X 1 Y} = 

= 2: ( ~~1: ~~~ - ~~~ ~~~ ) 
' C{_ -<- '''L O(_ 

l 

' 
invariante. Uma das propried~ 

des mais importantes das transformações Galileanas é a 

de ser justamente, um caso especial das transformações ca 
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Para os grupos desse tipo de trcmsformuçõcs, se f ~ f(o,q) 

é urna CQrtu função regular c.18 variáveis p e q e se a é um 

parâmetro de um .r:Jubgrupo dt~ L1c s.im~)lc.smt:;ntc conexo de~ um 

parfimetro, ent~o a voriaç~o dessa funç5o, em relação a 

esse par5metro e: 

âj' 
--=- {g, n (2.21) 
do 

onde g(p,q) e chamada de funçéío geratriz do subgx·upo de 

um parâmetro. As relações de transformação podcw ser de 

duzidas atravês do conhecimento de g(p,g). 

Quando tivermos um subgrupo de .Lie de transformaçôes do 

contacto de n parâmetros a, B, .... pode-se provar que_as 

funçõ~s gc~ratrizes para os subgrupos d(~ um parâmet.ro 

gCL, g B, .... cumprem as reluçÕc.;s: 

y onde C 
1
, a) sao constarites de estrutura do c;ruoo c À B 

- .1.- 1)_ 

( 2. 22) 

sao 

constantes, cujo número pode ser diminuido e em certos ca 

sos completumente eliminadasr através de transformaçõeG: 

g _, g + À~ a a u 

Concluimos que sob a operaçao de parênteses de Poisson, 

as funções geratrizes g de um grupo de Lie de transfor 
a 

mações de contacto formam umZJ representação (a menos dil.s 

constantes ;\s) da álgebra de Li e desse grupo. 
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Podemos agora encontrar as funções geratrizes da álgebra 

Galileana que tim as seguintes expressões: 

p = 2: P. ]_ 

H L2~. 
2 

= pi 
-'-

J = 2:: x. X pi ]_ 
(2.23) 

G = _Lm.x. - Pt 
]_ l 

dx. 
onde pi m.--l 

1 dt 

Quando calculamos os parênteses de Poisson, para as fun 

ções geratrizes acima, obtemos a álgebra de Lie_, a menos 

de constantes. Devido a estrutura do grupo Galileano, 

apenas uma constante não pode ser eliminada, especific~ 

mente, a massa total, que aparece nos parênteses: 

Como verificamos, o gerador para a translação no espaço 

é o momento linear, para a translação no tempo é a Hamil 

toniana, e para as rotações é o momento angula:r·. As· fun 

ções geratrizes desempenham um duplo papel, poi.s sao ao 

mesmo tempo observáveis e gera·trizes de transformações de 

grupo no sentido dos parênteses de Poisson. 
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Embora o grupo de Galileu seja um grupo de invariância 

das equações de Newton 1 ele não é um grupo de invariância 

da Hamiltoniana 1 ou das equações de movimento de Hamil 

ton. Isso é compreensfvel uma vez que a escolha da Hamil 

toniana força a escolha da direção para o eixo t em 

3 1 
E x E e assim destrói a invariância Galileana. 

Referências: [01] 1 [02] 1 [09] 1 [16] f [22] f [28]. 
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CAP!TULO ill 

GRUPO DE GALILEU QUÂNTICO 

ill.l. Mecânica Quântica 

Por volta de 1865, ainda se acreditava que as Leis de 

Newton, bem como o formalismo Hamiltoniano, bastavam p~ 

ra explicar todos os fenômenos físicos. Estava também 

solidificado o Princípio de Semelhança de Fourier, o 

qual afirmava que o comportamento de dois sistemas físi 

cos semelhantes, sendo um deles menor que o outro, era 

o mesmo. 

Com a descoberta da estrutura atômica da matéria, veri 

ficou-se que o Princípio de Semelhança de Fourier nao 

era mais válido, o mesmo acontecendo com a Teoria Newto 

niana, que se tornou insuficiente para explicar os no 

vos fenômenos que emergiam dessa descobex·t.a. No inÍcio 

deste século surgiram a Teoria Quântica e a Teoria Rel_<:t_ 

tivistica, que se mostraram Teorias mais amplas que a 

Teoria Newtoniana. Neste capítulo faremos considera 

çoes, apenas, sobre a Teoria Quântica e deixaremos o pr§_ 

ximo capítulo para enfocar a união das duas teorias. 

O fato de que, a emissão de radiaç.ão 1 por elétrons em 

.revolução ao redor de núcleos, exibia um caráter discre 
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to, e nao contínuo como era. predito classicamente, le 

vou alguns fÍsicos à conclusão de que alguma mudança de 

veria ser feita com respeito à Hamiltoniana, para o eJé 

tron num átomo. 

l zcl 
H 

2 -p - -- (3 .1) 
2m r 

Teorias incompletas se construíram, como a veJ.ha Teoria 

Quàntica, que impunha condiç5es extras, mas mantinha a 

llamiltoniana clássica inalterada.. SchrC\dinger e lleise:r! 

berg foram mais radicais e através de dois processos di 

ferentes, optaram por interpretar H como um operador e 

conseqüentemente as funções x e p se convertera."TI em OPE'!. 

radores X e P. 

A suposição arrojada de de Broglie de que pa.rtlculas li 

vres exibiam um comportamento ondulatório, ou seja, di 

fratavam como a luz ao passarem por grades suficiente 

mente finas, levou Schrl:'>dinger, ao comparar a equação da 

onda relativista com a. relação clássica moment.o energia 

para uma partícula livre de massa m, a concluir que P se 

ria o operador 

h d 
p = 

i 8x (3. 2) 

e postulou que essa identificação persistiria no limite 
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nao relativistico, mesmo na presença de um potencial. 

A suposição nova feita pela teoria quântica foi subst~ 

tuir as funções x e p que descrevia as particulas clãs 

sicas, por operadores lineares X e P atuantes num esp! 

ço de Hilbert, que satisfazem a relação: 

[X, P j ~ ih (3 o 3) 

As equaçoes de movimento (2 .6) continuaram a ser aceitas, 

porem com x e p substituidos pelos operadores X e P e a 

Hamiltoniana H(x, p), sendo recolocada por H(X, P). 

Outro conceito introduzido pela mecânica quântica e que 

nao possue análogo clássico e o conceito de spin de uma 

partícula. As experiincias feitas por Stern e Gerlach 

em 1924, e que consistiam em fazer uma partícula atra 

vessar uma região de campo magnético não uniforme, leva 

ram Paul i a postular que era necessário atribuir mais um 

grau de liberdade para cada partícula: aquele ligado ao 

seu momento angular intrínseco ou spin. 

A transformação de funções em operadores e a nova rel.a 

ção de comutação, nos levam a questionar como um obser 

vador descreve completamente um sistema mecânico quântico. 

]]] .2. DescriçÕes e Transformações de Sistemas 

A Teoria Quântica, exprime os possíveis resultados de um 
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determinada experiência, em termos de relações entre el~ 

mentes de um espaço de Hilbert, H. Para cada vetor uni 

tário 'ro ' 'ro <= /{, o conjunto { 'r: T ··- Yo' onde TE C e 

I TI = 1 } e chamado r a i. o un.i tário em 11. A cada estado 

quántico associamos um Gnico raio unitário, e qualquer 

afirmação significa-tiva em Teoria Quântica é uma afirma 

ção sobre raios unitários. 

A probabilidade de transição de um estado '!" a um estado 
2 

<I> é definida por p (q·, <1>) = I <o/, <P> I , a qual, é fácil ve 

rificar, independe da escolha dos representantes dos 

raios unitãrios, ~ e ~-

O espaço de Hilbert de um sistema quântico é comple·tamente 

caracterizado, dando todas as relações alg~bricas, entre 

os membros de um conjunto irredutível de operadores iinea 

res autoadjuntos, que representam observáveis físicos. 

Por irredutível queremos dizer uma família de operadores 

lineares, que comutam entre sí, e tal que não exi:3ta nenhum 

outro operador linear comutando com todos os membros do con 

junto além dos mGltiplos do operador identidade. 

Os Gnicos resultados possíveis de uma medida, de um ob 

servável, são dados pelos autovalores do operador auto 

adjunto associado a esse observ~vel. 

E: suposto que entre todos os observáveis de um sistema, 

seja posslvel extrair um subconjunto r, de tal forma que o 
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conjunto dos operadores correspondentes sejairredutiveL 

Esse conjunto r é chamado de Abeliano máximo. Dado um 

conj un·to, arbitrariamente escolhido, de autovalores dos 

operadores de r, existe em correspondência um Único raio 

unitário no espaço de Hilbert, que é o auto raio de to 

dos os operadores de r. 

Em mecânica quântica além de se considerar a correspo_!2 

dência biunivoca entre estados do sistema e raios do es 

paço de Hilbert, supoem-se que todos os operadores aut2 

adjuntos sio observáveis. Esses dois Itens implicam no 

principio de superposição. A natureza, no entanto, su 

gere que nem todos os raios-unitários do espaço de Hil 

bert, de certos sistemas físicos, são fisicamente reali 

záveis. Por exemplo, n,J:o é possível produz i r wn estado 

que seja a superposição de estados com diferentes valo 

res da carga total Q, ou do número bariôn.ico B. 

A afirmação mais coerente com os fatos experimentai~ se 

ria dizermos que na natureza os únicos vetores fisica 

mente realizáveis são autovetores simultâneos de um con 

junto de observáveis 8. Os operadores pertencentes a 8 

def1nem uma regra de superseleção. O espaço de Hilbert 

é decomposto em subespaços ortogonais, chamados subes 

paços coerentes, nos quais cada um dos operadores, def~ 

nindo uma regra de superseleção, tem um valor definido. 

Os observáveis cons1derados são operadores auto-adjuntos 
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que comutam com todos os operadores de 8. Conseql\.ent~ 

mente o conjunto de todos os observ~veis n~o ~ irreduti 

vel. 

Nosso interesse principal est~ em estudar a teoria das 

transformações da mecânica quântica, ou seja, examinar 

as relaçSes existentes entre as descriç3es dadas por di 

ferentes observadores para o mesmo sistema físico. 

Segundo l'iigner-Haag, o princípio de invariância pode ser 

colocado na fo~Tia de três postulados: 

i) deve ser possível transladar uma descriçâo completa 

de um sistema físico, de um sistema de coordenadas J2i:i 

ra outro sistema de coordenadas equivalente. 

li) a translação de uma descrição dinamicamente possível 

deve ser ainda uma descriçâo dinamicamente possível_ 

iii) o crit~rio da possibilidade dinâmica de descrições 

completas deve ser idêntico para observadores distin 

tos. 

Suporemos que em mecânica quântica esses três postul~ 

dos sâo satisfeitos. 

Dizemos que duas descrições de um sistema mecânico qua~ 

tico são isomórficas se existir uma correspond<~ncia bi~ 

nívoca T entre raios unitârios que preserve a probab! 

lidade de transição. Isto é, se existir um operador ra 
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dial 'I' tal que 

Se 1'- (t) = Tcp (t) e 'i'_ (t) -- T'.l' (t) 
o o o o 

(3 .4) 

então l<cjl_(t), 'L.(tJ>I I <rp CtJ ' '1'0 c t l > I 
o o o 

Podemos justificar essa afirmação dizendo que a probab.:i:. 

lidade do sistema fazer qualquer transição particular 

não pode mudar para diferentes observadores, porque o 

-sistema nao toma conhecimento de quem o observa. 

Dizemos que um mapeamento vetorial T é compatí.vel com o ma 

peamento radial 7.' se para cada 1j1 E '1' , T1j! E T~'. 

Dentre os infinitos mapeamentos vetoriais compatíveis 

com um dado mapeamento radial 1 que satisfaz a equaçao 

(3.4), existe um mapeamento vetorial que é representado 

por um operador linear unitário, ou por um operador an 

tilinear unitãrio. A linearidade ou antilinearidade 

do mapeamento vet.orial é característica do mapeamento ra 

dial T. Contudo, o mapeamento vetorial é úni.co, a me 

nos de um fator de fase independente de <I'. (Wigner) 

Consideremos agora um grupo de transformações T(g). Pa 

ra cada g fixo, T(g) pode ser substituída por uma trans 

formação unitária, linear ou anti linear. T(g) é única a 

menos de um fator de fase exp i8 (g). Usando a relação 

de gr·upo 
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T(g). T(g') = T(g.g') (3. 5) 

segue que 

T ( g) . T ( g ' ) = T ( g. g' ) . exp i w ( g, g' ) (3.6) 

onde w ( g, g') e um numero real. Portant.o qualquer grupo 

de transformações preservando a probabilidade (3.4) e 

equivalente a um conjunto de transformações unitárias, 

lineares ou antilineares, formando o que se chama de 

urna representação radial do grupo. O nome radial é ju~ 
iw 

tificado porque o fator e é irrelevante para raios. 

O conjunto de fatores de fase w(g,g') é denominado de 

sistema fator. 

TII.3. Grupo de Galileu Quãntico 

Vejamos agora o que acontece com o nosso grupo de Gali 

leu clássico quando o transformamos em quântico. 

As funções geratrizes clássicas devem ser substituidas 

pelos operadores quãnticos correspondentes, da mesma fo_:r: 

ma que as funções x, p e H se transformam em operadores. 

Escrevendo-as novamente; temos: 

H = I: 
i 

l 

2m. 
l 

2 
P. 

l 
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J = L X. X P. 
l l 

i 
( 3. 7) 

p = L P. 
l 

i 

~ =I: rn.X. -- Pt "' l. l 

i 

Incluindo a relação de Heisernberg [x r P J = ih r temos que: 

[ J k' J.tl - iE: 7<.(' 11 J H (3. 8a) 

[ J k' p J = iE k.tn 
p (3 .8b) 

.(' n 

[ J k r G[J = iE: G (3.8c) ldn 11 

[ Gl< I P.('j = iôum (3.8d) 

[ G, ' K 
H) iPk ( 3. Se) 

[ p k f P.t] - [Gk r G .f J = [ J k r H) [ pk r H j =o (3.8f) 

A finica diferença entre essas relaç5es e suas anãlogas 

clá.ssicas é a (3 .8d) r que ocorre nas relações de pare::. 

teses de Poisson, mas nao na álgebra de Lie de ~ 4 . Como 

a operação de comutação é muito mais simples e direta 

que a operação parêntese de Poisson, a teoria dos grupos 

desempenha umpa~'l central em mecâ.nica quântica, enquanto 

que para a mecâ.nica clássica desempenha apenas um JXlrx:l se 

cundário. 

Os operadores de Casimir da álgebra são: 
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l 
p2 ,rq; ~ - H (3. 9) 

2m 

')\o 2 
(3 .lO) ~ F 

1 

Fk J/( + eH.P(G. 
m 

. j . j 

lli.4. Representações do Grupo Quântico 

Com exceção do termo ok.f.m em ( 3. Bd) , teríamos a álgebra 

de Lie de~ 4 , porém como ele comuta com todos os ga,não 

pode haver grandes diferenças entre a representação do 

grupo quãntico sobre o espaço de Hilbert H, com a de 

~ 4 sobre H, que é uma representação unitária formada 

por subgrupos a um parâmetro de ~ 4 gerados por ga. Com 

o surgimento de 8klm' a representação das operações de 

grupo no espaço de Hilbert de um sistema quani:izado, não 

é uma representação unitária verdadeira, e sim wna re 

presentação unitária radial (ou projetiva). Os números ex 

perimentais que podem ser extraídos da teoria quântica 

são as probabilidades, e estes não fazem distinção en 

tre vetores de um mesmo raio unitário. Cons<'>qlienteme~ 

te, os numeras experimentais não fazem distin<;:ao entre 

representações radiais unitárias e representaçÕes unitá 

rias verdadeiras. Isso implica no aparecimen·to das re 

presentações radiais e do termo o7dm' que est.'i ligaéb ao 

fator exponencial. 
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Consideremos a Hamiltoniana 

1 
H = (3 .11) 

2m 

para uma única partícula num potencial externo. 

Se H é um operador auto-adjunto, num domínio D, sobre o 

qual: 

a) X e P sao simétricos. 

b) x 2 + P
2 

é auto-adjunto 

c) [x, P] = ih 

d) o único operador limitado que comuta com X e P e 

um múltiplo do operador unidade. 

então pelo teorema de Stones, existe um único grupo con 

tínuo a um parâmetro, de transformações unitárias, U(t), 

sobre H, tal que: 

dU(t) = 
dt 

HU (t) .;obre D 

As equaçoes de movimento Newtonianas 

cânica clássica e quântica. Assim; 

dX 1 dP a 'P(x) 
= p 

I = 
dt m dt ax 

e ainda [x, P] = ih 

(3.12) 

sao as mesmas em me 

(3.13) 
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Levando em conta essas equaçoes, vemos que, no caso da 

mecânica quântica temos: 

dX i 
= ·(H,X) 

dP i 
= • [H,P) sobreD (3.14) 

dt h dt h 

Se supomos que o domínio D é invariante com respeito 

a U(t) segue que: 

-1 . -1 
X ( t) = U ( t) • X (O) • U ( t) ; P ( t) = U ( t) . P (O) • U ( t) (3.1:). 

Assim U(t) é o grupo de translações do tempo. Em meca 

nica quântica da mesma maneira que. em mecânica clássica, 

H, P, J e G desempenham um papel duplo. são observá 

veis físicos e geradores do grupo de translações no tem 

po, translações no espaço, rotações e acelerações. 

Se a é um parâmetro: . 

dF i 
--- [Ga- I F] 
du h 

U= a L' ••• ,ulO (3 .16) 

onde F é um observável e Gu um dos dez operadores (3.8) 

Voltando a nossa notaçã.o para os operadores unitários 

representando as transformações de Galileu, U (a, T, v, R) , 

podemos escrever para as transformações elementares quâE_ 

ticas: 

U (a, o, o, I) = na. exp 
i 

[- P .a] 
h 

(3.17a) 



i 
LI (o I TI Ü I I) Ti exp [- HT j 

T 
h 

i 
LI (o I o I v, I) ~ llv exp [-(mX ·· Pt) . v] 

h 

i 
LI (o I Ü I o, P.) ~ T' exp [- J.nw] I.R 

h 

-0 1 n~f n f nn SaO fatoreS de fase. 
Cl \ v '" 

ill.S. Determinação do Fator _de Fase w(g_,_g_'J. 

Das equaçoes ( 3 .14) 1 segue que: 

d 
H -· -ih

dt 

-4 7-· 

(3.17b) 

(3.17c) 

(3 .l7d) 

(3.18) 

Tomando o operador de Casimir (3.9) e levando em conta 

que 

d 
H ·· -ih e 

dt 
P· 

' ) 

... -i.h 
3:)1:. 

j 

encontramos a equaçao de autovalores: 

i 2!1• l 
+ tôlj! = t:J(J,I; .• 1 

h at 2m 
(3 .19) 

-ou equaçao de Schr6dinger. Consideremos o caso de uma 

part.icula livre e sem spin, portant.o /!:l? é uma constante. 

O que desejamos e estudar as propriedades de invariâ_n 

c.ia da equação de Schrôdi.nger com respe.ito ao grupo de 

transformaç~o de Galileu. 
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Na transformação mais geral: 

x' = Rx + vt + a 

( 3. 20) 
t':::::"f;+T 

No novo sistema de referência, o estado precisa ser des 

cri to por algum vetor ou função ~~ . As prediç6es fis! 

cas, que extraimos das suas descrições, serão idênticas 

se, e somente se, a função de onda transformada, em qua_! 

quer ponto, diferir da função de onda original, no po~ 

to transfonuando, por apenas um fator de fase 

1jJ I (X! t) = e- j_ f (X', t I ) • 1jJ (X 11 t I ) ( 3 • 21) 

-A nova função de onda precisa satisfazer a equaçao de 

Schr3dinger: 

31)!' 1 
i-- + l\ljJ I =,c:&1jJ i (3 o 22) 

at 2m 

As transformações que ocorrem nos operadores são: 

a a 
= + v.'V' 

at ôt' 
(3.23) 

'7 = RV' 

A equação de Schr!:lndiger para a nova função de onda P2. 

de ser escr.i ta como uma equaçao em f e em 1)!: 

i - l l • ~( 1 tI) . 1 ú ' -lJ X 1 . 1 f- 1 v . IJ - .§l' + -- f, e • ~~ (x , ;. ) = O 
2m 

+ 
d t' h 
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Expandindo: 

[: 
a f v 1 v·}-if' -i[:, + -· v' f - -· 
d t' h 2m 

V'fl e-if.v,, '] 
(3. 25) 

1 -itt' a 1 
+ e - -·93'+ 1/J=O 

m h a t' 2m 

Como 1/J(x, t) satisfaz a equaçao de Schr5dinger (3.19) é 

necessário que: 

mv 
V'f- = O 

i 

h 

o f 

h 

1 
--V'f+ 

ôt' 2m 
= o 

Integrando essas equaçoes encontramos: 

m l m 
f(x'' t') = v.x' -

h 2 h 

(3. 26) 

(3. 27) 

onde c é uma constante. E em mecânica quântica, o fator 

de fase não pode ser eliminado. As propriedades de tran~ 

formação da equação de Schr5dinger se tornam: 

1/J' (x', t') = exp {- ~ [v.x" 

onde x' = Rx + vt + a 

t' = t + T 

1 
- -~t· 

2 
(3.2t! 
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Para determinarmos o fator de fase que surge na composição 

de duas transformações, usemos o seguinte procedimento: 

Denotaremos por g, a transformação que opera sobre as qu!! 

tro variáveis x e t, que indicamos resumidamente por X. 

X' = gX ou 
-i 

X = g .X I (3.29) 

Para as variáveis transformadas X', a solução correspog 

dente da equação de Schr8dinger é como vimos: 

1/J, (X,) = e-if (g, X') .1/J (g -1 .X,) (3. 30) 

Denotando por Tg um operador linear que atua sobre as fun 

ções de onda, transformando-as como em (3.28), temos: 

(3 .31) 

Comparando as duas funções ~\ e 1/!2 , onde 

1jJ
1 

= Tg Tg'lj! (3. 32) 

e fazendo 1jJ
3 

= Tg'lj! teremos: 

(3.33) 

(3.34) 

Como as duas expressões (3.33 e 3.34) devem igualar-se a 

menos de um fator: 



Finalmente a expressão de w(g,g') é 

1 
w(g, g') = -m (aRv' -v R'a' + 1:'vRv~ 

2 

com as transformações: 
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(3.35) 

(3. 36) 

g = (a, 1:, v, R) e g'=(a','C', v', R') 

m.6.Estrutura do Grupo de Galileu Quântico 

Bargrnan em 1954 demonstrou que as representações físicas 

do grupo de Galileu são obtidas das representações unit~ 

rias projetivas (radiais) de seu grupo de cobertura uni 

versa!. 

o grupo de cobertura universal deÇ4 é obtido trocando 

as rotações pertencentes a SO (3) pelos elementos do gr:::_ 

po SU ( 2) constituído pelas matrizes 2 x 2 unitárias unimo 

dulares (de determinante + 1). SU (2) tem as propriedades 

de ser um grupo de Lie de grau 1, compacto, conexo, sim 

ples e simplesmente conexo. Os geradores do grupo sao: 

1: =-
1 

i _(Ç 
2 

; 1:= -
3 

i 

-~ 
2 

(?.37) 

onde IÇ, 1ft, I.Ç, sao as matrizes de Pauli. As relações 

de comutação sao: 

[í:i' L:) = I: E:ijk L:k (3 .38) 

k 
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com o operador de Casimir: 

C= t L2 
i=l i 

(3.39) 

Como a álgebra tem grau 1, as representações unitárias, 

irredutíveis, de dimensão finita e inequivalentes, podem 

ser unicamente caracterizadas, especificando o valor cons 

tante C no espaço da representação. 

Para compreendermos melhor essa extensão voltemos ao op~ 

radar de rotação 

U(O, O, O, R) = ""' oxp [: J.nw] (3 .40) 

sendo J = L + S, que é a soma do momento angular orbital 

com o momento angular de spin do sistema. O operador 

(3.40) forma uma representação do grupo de rotações: Se 

o ângulo de rotação é 2TI, os dois observadores coincide~ 

e neste caso LI precisa ser um número de módulo unitário. 

Chmnando de Ym os autovetores simultâneos de J.n e J 2 te 
J 

mos: 

Ulj! = exp t: J.n 2rr} =L exp [i m 211] .;r: ct? 1 1/J) 
J J 

(3 .41) 

j ,m 

para o caso de spin total inteiro. Uma·. vez que 

m é inteiro exp(im2J1) = 1, U(2TI) = 1 e é a identidade 
\ 

nú neste caso. Se o spin total é'. semi-inteiro, 2m e um 
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mero inteiro ímpar de modo que U(2ll) é -1 

U (2Jl) = (-)FI (3.42) 

Se F é o número total \de partículas:, com spin semi - inte! 

\-·.... F ... 
ro, o operador F cujos autovalores sao (-) e chamado de 

operador univalência. 

Devido a equação ( 3. 4 2) a representação formada por 

U(O, O, O, R) é bivalente no caso do nwnero total de fér 

rnions ser ímpar. 

O grupo de cobertura universal SU ( J) corno é simplesmente 

- t ~ conexo, tem somente representaçoesicontlnuas univalen 
I 

tes. Corno qualquer representação de SO (3) é uma represe!]_ 
1 

tação univalente de SU(2) para ericontrar todas as repr~ 
I, 

sentações (uni e bi -valentes) de .c'J ( 3) podemos procurar 

por todas as representações univale,1tes de SU(2). 

i 
Finalmente podemos escrever a estrutura do grupo de Gal! 

leu mecânico quântico não rclativís'+:ico, que denominare 
~ 

mos~por ~ 4 • 

~ 4 = [r1a'x (T3axT1T)lz, [r; z, SU(2)] (3.43) 

O aparecimento de m na relação [Pk, G,e]= -i"\,em é o respo_!! 
a sável pelo grupo de fase Abeliano unidimensional T1 • 

~ 

As representações projetivas unit.,trias de ~são nomeadas 

por: 

a) um número arbitrário m - que é a massa 

b) um número real .'§! - energia interna 
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/ 

c) um número inteiro ou semi-inteiroS- spin da :oartícula 

O Último número é o indice da representação unitária de di 

mensão finita Ds de SU(2). A representação é rotulada p~ 

lo símbolo (mjQi>,S) -
A realização da álgebra de ~ 4 no espaço de Hilbert sobre 

E 3 1 ~ d . x E e da a por: 

d 

<~=k) Jk = -h (iE;k-tn x-t--,-- -
ax 

(3.44a) 

n 

a 
pk - - ih (S:.44b) 

axk 

a 
Gk = - ih + mxk 

dX/( 
(3 .44c) 

a 
H = - ih (3.44d) 

()t 

Aqui Í:.: k denot.a as matrizes da representação de dime!2 

são finita dos geradores SU(2). As relações (3.44), são 

as relações (3. 7) , onde substituímos os operadores P/( e H 

por - ih :x e - ih :t , respectivamente, e acresce!2 
k 

tamos o momento angular de spin ao momento angular orbi 

tal, para obtermos o momento total. 

Na realização (3 .44) o operador momento angular Fk (3,10a) 

se torna simplesmente Fk = - i Í::: k , isto é, o spin 
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IIT.7. Equação de SchrBdinger 

Tomando o opera~or fe Casimir ( 3. 9) 1 e selecionando a re 

presentação de ~ 4 caracterizada por.'âl' = O 

- H = O (3 .45) 
2m 

encontramos a equaçao de Schr5dinge~ para uma particula 

livre. Esta é uma relação entre a energia e o momento da 

particula elementar, válida mesmo para uma representação 

coros& ~ O, pois representações com diferentes autovalo 

res de .'3il são equivalentes. Já que &f' pertence à álg~ 

bra de ~ 4 podemos redefinir H de tal forma que resulte na 

relação (3 .45). 

Convém ressaltar que no caso de representações projet:!:_ 

vas o conceito de equivalência é um pouco diferente do 

que no caso de representações verdadeiras. Se Tg e Tg' 

sao duas representações projetivas do grupo ·~ , dizemos 

que sao equivalentes, se a relação entre operadores radi 

ais: 

-1 
Tg' = VTgV (3,46) 

é conservada. Para os operadores simplesmente temos: 

Tg' = <l>(g) VTgV-
1 

(3 .4 7) 

onde <J>(g) é alguma função complexa de módulo unitário s~ 

bre o grupo. Além disso, Tg' é uma representação proj~ 
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ti v a do grupo com o sistema fator w' (g .g') = [<l>(g).<t>(g' i<P(gg)] • 

• w(g, g') equivalente ao sistema fator w (g.g') de Tg. 
~ 

Correspondendo a :31 de ~ 4 , temos o operador de Casimir 
1 2 

C = P de ISO ( 3) - eq ( 2 . 15) • No estágio pré-dinâmico, 

para a representação com c 1 = O 1 que é e qui valente às com 

C
1 f O, obtemos â equação P 2 = O no sistema de referên 

cia próprio. 

Quando passamos para as equaçoes de autovalores, os op~ 

radores de Casimir possuem as equaçoes correspondentes: 

p2 o (3 .48a) 

2 p 
- E = o (3 .48b) 

2m 

A equaçao (a) caracteriza um único estado possível, e e 

aquele de uma partícula em repouso, enquanto a (b) carac 

teriza uma família de estados com uma energia a:r:bitra':ria 

e um estado de movimento dado por P2 e que é de·terminado 

pelo valor de E. 

Voltando a equaçao de Schr5dinger: 

i Çl ) 
-- lj!(x, -t) "' O 
h ót 

(3 .49) 

podemos resolvê-la por separaçao de variáveis: 

1/J (x, t) = \jl (x) X(t) (3.50) 
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Sendo E a constante de separaçao: 

X ( t J = exp [ - ~ E t J . (3. 51) 

(3 .52) 

Olhando para as duas equaçoes separadas, poderíamos . peE. 

sar que perdemos informação física ao fazermos ezsa divi 

são, pois a última equação não é invariante sob ~ 4 e sim 

sob IS0(3). Isso, porém, nao ocorre, porque apesar des 

sa equação significar a realização do operador de ISO ( 3) 

1 2 2mE . ~ 1 d -C = P = , a var~ave e separaçao E surge como uma 

variável dinâmica que é a energia e não como um nome de 

uma :r.epresentação, como ocorreria caso tivéssemos part:!_ 

- 1 do simplesmente da equaçao C = 2mE em IS0(3). 

TII.8.Regra de Superselegão 

Uma decorrência importante do.fato que as representações 

do grupo de Galileu quântico são dadas a menos de uma fa 

se, é a ocorrência de uma regra de superseleção associa 

da com a massa do sistema considerado. Equivalen·temente 

podemos dizer que uma consequência do operador de massa 

comutar com todos os operadores, é uma regra de supers~ 

leção. Isso significa que em mecânica quântica ncio rela 

tivística, é impossível superpor estados descrevendo paE 
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tículas com diferentes massas. 

Consideremos, por exemplo, um vetor estado que resultada 

superposição de dois vetores estado, com diferentes mas 

sas. 

(3. 53) 

Vejamos como esse sistema se comporta sob a transformação 

que é a composição de outras quatro: uma translaç,ão esp~ 

cial a.~ uma transformação de velocidade v; a translação 

inversa -a e a transformação de velocidade inveJ:sa -v. 

Dentro do grupo sabemos que elas comutam, assim a comp.Q_ 

sição: 

(0, O, -v, I) (-a, O, O, I) (0, O, v, I) (a, O, O, I)= (O, O, O, I) (3.54,1 

é a transformação identidade 

O operador U (g) correspondente a essa transforrr.ação, prec:!:_ 

sa ser um múltiplo da identidade e por (3.36) 

i 
U(g) = exp [-mv.a] 

h 
(3. 55) 

onde m é a massa tot:al do ·sistema físico. Aplicando es 

se operador ao sistema (3.53), obtemos: 

i 
U(g)l)! -· exp [-m v.a.] ljJ 

h 1 J 
(3. 56) 
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O princípio de superposição nao pode ter qualquer sign! 

ficado para 1/!1 e 1/!2 se m1 1 m2 , uma vez que isso sign! 

ficaria que uma transformação identidade poderia afetar 

a norma de qualquer um de seus estados compostos. Mas, c~ 

mo nenhuma experiência pode ser realizada com resultados 

dependentes da fase relativa de dois vetores ·pertence!! 

tes a diferentes subespaços coerentes, concluimos que 

há uma regra de superseleção com respeito à massa para 

partículas quânticas não relativísti.cas. Isso impede a 

existência de estados com um espectro de massa, e porta_!! 

to de particulas instáveis em mecâ.nica quântica nao rela 

tivística. Essa regra de superseleção é conhecida como 

regra de superseleção de Bargmann. 

Referências: [01], [09] 1 [ll] 1 [15], [16] 1 [24], [25], [26]. 
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CAP!TULO IV 

Grupo de Poincaré 

IV.l. Relatividade 

Como vimos nas seçoes anteriores, as leis da mecânica 

não relativística não são alteradas quando vamos de um 

sistema de referência a um ou·tro que tenha um movimento 

translacional retilíneo uniforme relativo ao primeiro. 

Além disso, em mecânica não relati v!s·tica, é suposto que 

o tempo t deve ser tomado igual para todos os sistemas 

de coordenadas. 

Um sistema de coordenadas diz-se inercial, se o movimen 

to de corpos, em relação a ele, é retilíneo e uniforme 

na ausência de forças externas. Uma outra maneira de 

formular a invariância das leis da mecânica sob as trans 

formações de Galileu, é dizermos que em mecânica cláss~ 

ca, todos os sistemas inerciais são equivalentes. Essa 

afirmação é conhecida como o Princípio de Galileu. 

Estudamos as leis de transformaçÕ.es de sistemas de coar 

denadas em mecânica clássica e quântica, e conseguimos 

encaixá-las dentro de uma estrutura de grupo - Grupo G~ 

lileano. Vimos sua álgebra de Lie e as alterações que 

se processam quando se passa do caso clássico para o 

quântico. 
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A pergunt.a na·tural que surge agora, refere-se a eletro 

dinâmica. Serão as equações de Maxwell também invarian 

tes sob as transformações Galileanas? Verifiquemos. 

Consideremos um observador O em um sistema fixo de coor 

denadas, isto é, um sistema em repouso em relação a um 

sistema privilegiado, o éter lumi.nífero. Sua descrição 

do campo eletromagnético é feita por meio do campo ve 

torial elétrico E (x) e do campo vetorial magnético H (x), 

satisfazendo as equações de Maxwell 

-di v E (X) = p (X) 

-di v H (x) = o -- 1 3E(x) l -rot H (x) --- = p(x)U(x) (4 .1) 
c ót c 

_, 
1 ôH(x) 

rot Ê (x) + --- = o 
c 'dt 

onde x = (x,t) e a posição e o tempo atribuído por O ao 

-evento, p(x) é a densidade de carga e U(x) sua velocida 

de com respeito a O, no ponto x. 

Se tivermos um outro observador O' se movendo com veloci 

clade univorme v com reBpeito a O, então de acordo com a 

mecânica clássica,as leis de transformação ligando os 

dois sistemas de coordenadas são dadas pelas transforma 

çoes de Galileu 
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- -x - vt 
(4. 2) 

t' = t 

com os operadores: 

a a 
= i.. = 1, 2, 3 

élx . ax '. 
.{_ .{_ 

(4 .3) 

a a -= -- - v.v 
élt ()t' 

Verifica-se experimentalmente que para baixas velocida 

des v as leis de transformação dos campos se tornam: 

-E' (x') 
1 - - -= :E(x) + --.vxH(x) 

-H (x) 

c 

1 
--.v >â (x) 

c 

p'(x')=p(x) 

-- v 

- -os campos E' (x') e H' (x') obtidos por 0' sao: 

div E' (x') = p' (x') -
1 

v.rotli•cx'J 
c 

1 - -di v H' (x') - v.rot E' (x') 
c 

--· 1 aE 1 \X 1 
) 1 ~. 1 

rot H' (x') =-p'(x') u• (x' >--v x 
c ilt' c c2 

(4 .4) 

(4 .5) 

dl-i• (x') 

at' 
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- -- l aH' (x') l a E 1 (X 1 
) -rot E' (x') + = --- vx 

c at• c2 at• 

As expressoes acima foram obtidas das equaçoes ( 4 .l) ex 

primindo as quantidades que al aparecem em termos das quag 

tidades linha de acordo com as equações (4.3) e (4.4). Os 

termos de ordem v 2jc2 foram desprezados. 

Verificamos então que as equações obtidas por 0' nao sao 

• 
as mesmas que as obtidas por O. Elas diferem por termos 

proporcionais a v, ou seja, efeitos eletromagnéticos nao 

seriam os mesmos se observados de diferentes sistemas mo 

vendo-se com uma velocidade constante um em relação ao ou 

tro. Segue-se.que em mecânica clássica seria possível re 

velar o estado de moviment.o relativo ao éter por meio de 

expe:r-iências eletrodinâmicas. 

Experiênc.ias fundamentais concentraram-se em três pontos: 

a) tentaram localizar um sistema inercj_al preferencial para 

as leis da eletrodinâmica, como era o objetivo das ex 

periências de Michelson-Morley; 

b) tentaram observar desvios da mecânica clássica,; 

c) tentaram obter desvios das leis da eletrodinâmica clãs 

sica. 

~ 

Os resultados mostraram que as equaçoes de Maxwell sao va 

lidas para todos os sistema-s de coordenadas em movimento 

uniforme um relativo ao outro, mas as leis da mecânica na 
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forma Newtoniana precisavam ser modificadas. 

Em 1905, com base nos fatos experimentais que se conheciam 

até então, Einstein propôs os postulados da Relatividade 

Restrita. 

1 - As leis da eletrodinâmica e as leis da mecânica são as 

mesmas em todos os sistemas inerciais. 

2 - f': impossível imaginar uma experiência que defina um es 

tado de movimento absoluto, ou determinar para qua.!. 

quer fenômeno físico um sistema inercial preferencial, 

tendo propriedades especiais .. 

Se procurarmos as transformações de coordenadas entre do 

is sistemas Se S', com eixos paralelos, tal que S' se mo 

ve com velocidade v, em relação ã S, que deixam as equ.~ 

çoes de Maxwell inalteradas em sua forma, veremos que elas 

sao: 

X - Vt 
x' 

y' = y 

( 4 .6) 

z' = z 

t-x.v/c 2 

t' = 
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Essas transformações sao conhecidas como transformações de· 

Lorentz. E: fácil mostrar algebricamente que se a transfor 

maçao de Lorentz 
~ ~ \ -e valida entao, 

2 
+ y' ,2 + z (4. 7) 

As cquaçoes de transformação Galileana nao satisfazem as 

equaçoes (4. 7). Para dois eventos (x
1

, y
1 

, z
1 

; t
1

) e 

'f 
n0strando que na física prê-relativístick o intervalo es 

pacietl e o intervalo temporal entre dois eventos sao inde 

t 
Em r8latividade especial é o intervalo espaço-tempo combi 

2 
- X ) 2 

2 
- y ) 

2 

2 
- z ) 

2 

2 
- t' ) 2 

qu2 ó invõlriant.e. Em termos do intervalo diferencial en 

l:rc dois eventos, a quantidade: 

(4 .8) 

c i nvarian·te sob uma transformação de Lorentz. 
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IV.2. Transformações de Lorentz 

A teoria da relatividade rejeita a suposição clássica de 

que o tempo é o mesmo em todos os sistemas de coordena 

das e daí a cada sistema inercial associamos as coordena 

das x, y, z e o tempo próprio t . Usaremos a notação 

x 11 (IJ=O, 1,2 ,3) sendo x 0 =ct, xl=x; x 2 =y; x3 = z, 

as coordenadas de um evento no espaço de quatro dimen 

sÕes de Minkowski. Usaremos para simplificar c = n = ~ 

e também a convençao da soma. A distância entre dois 

eventos no espaço-tempo e dada por: 

3 
2 

(x-yJ 11 Cx-yJ
11 

(xo o2 
I:cxi 

2 
(x- y) = -- - y ) y i) (4. 9) 

i=I 

As transformações enunciadas acima, ou seja, as transfor 

maçoes que deixam invariante a distância en·tre dois even 

tos: 

ex - y) c:x- yJ 11 = 
\1 

ex - y) (x- y) \1 
\1 

(4.10) 

com x 11 e x11 sendo c,s conjuntos de coordenadas dadas ao 

mesmo ponto no espaço de l'linkowski por dois observadores 

O e Õ que podem ser transladados no espaço-tempo, gir~ 

dos no espaço ou se movendo com velocidade uniforme, um 

em relação ao outro, com alguns dos eixos possivelmente 

opostamente orientados, são as chamadas transformações 

de Lorentz. Esta definição generaliza aquela dada no 

ítem 4 .1. 
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Indicaremos por {~, A} a transformação de Lorentz: 

xll ... xll = All X\! + all ( 4 .11) 
\) 

Os parâmetros all e All 
\) 

sao reais e devido a equaçao 

(4.10) eles satisfazem: 

A11 A P = gll 
p \) \) 

( 4 .12) 

Demonstraremos que as transformações de Lorentz consti 

tuem um grupo. Para tanto elas devem satisfazer as qu~ 

tro propriedades: 

a) lei de composição - O produto de duas transformações 

de Lorentz é novamente uma transformação de Lorentz, 

com a lei de composição 

b) elemento unitã.rio ou identidade 

{O I I} 

c) associatividade - segue da lei de composição 

d) elemento inverso, de (4.12) 

= A v 
]l 

e a inversa da transformação de Lorentz é: 

( 4 .13) 

(4.14) 

( 4 .15) 



Como as quatro propriedades que ckfi.nem um grupo <"~:'~:de> 

estas constj_tumn um grupo que fi: cb.a.mr;-tdo de~ Gr upu dF.' 
,, 

Lorentz inhomogêneo ot:~ grupo de Poinca..ré -- b 
,p ' . 

O grupo LJ pos.!:n.u. do1.s subgrupos i.nteressantes: o qrupo 

f 
l\.beli.ano ''-j das translações puras no espaço·--t.e.rnr)r-_, ; ,r-:. T' 

e o grupo de Lorentz homogêneo - :f)f.c: [O, i\ j 

Qualquer transformação de Lorent;z, {a ,A) pode ser: e ser] 

ta de uma única maneJ..ra corno o prodtJto de uma trans for 

maçao homogênea {O,A} seguida por uma translação purd 

(a,I): 

la, A} - {a, I){O, A} (4.16) 

.f' f p 
de m.anf.~i.ra que)~! -·· \- ® L:~~ pois a.s Lra.n.slaçêíes pu-r a,'-:; nacJ 

p 
comutam com as transformações de }:)h.. 

p f o g1:·upo 1.? é homornórfJco com ·l· e 

r·ealizado pelo mapeamento; 

: d ·' i\ ,: {o • ,\) 

sendo o Kernel do homomorfismo, o r3ubgrupo i.riv.-J:cj dnL•_' 

I'1or outro 

Es -t ud~amos com çüguma minúcta o grupo de Loren•~z 

neo. 

Este e um grupo de Lie de seis parâraet.ros. A 

(4.12) pode ser escr.Ita oomo: 

f' 
'k.: .J 
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de onde tiramos: 

2 
(det A) =' 1 

Da equaçao (4.19) teremos: 

det A +1 

( 4- .l8) 

/\::_:; transformações gue possu0m det /\ =;;; ·-1 sao po1:- e:-:.(~n-r-.1.() 

as inversões do espaço Is, e a inversão do tmnpu : , 

l1
ilr;1 li \! o (4.12) nos diz que: 

a 
2 o 2 I: i ( .~ () ) l t ( ,\ o) ,. 1 (' 4. /'1 i 

l-1 

dt~ maneira que A 
0 o ? j ou A0o < -·l. A t_rnn~;; fr>rm:·Jl, :1("• 

é um exemplo das que possuem t?o .;; ··l. 

Concluimos então que o bh não e conexo. O grupo e con" 

tituldo das quatro partes: 

o 
l det 11 = +1 11 o ;, 1 

TI det [\ -· -1 I\ o o ;?o 1 

o i,4~~~l) 

rn det ,\ - -1 A o <-1 

IV det 11 -· +1 I\ o o ..;-1 

Não podemos ir de um pedaço para outro mudando simple§_ 

mente os parâmetros da transformação. O primeiro ped;,~ 

ço é um grupo chamado de grupo de Lorent.z homogÊmeo refl 
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trito bhr" Existe um homomorfismo ~...!.-v, onde V tem c9. 

mo elementos I, Is' It e Ist" O Kernel do homomorfismo é 

o grupo de Lorentz homogêneo restrito que é portanto um 

subgrupo invariante def~h" V por outro lado não é inv~ 

ri ante em bh. Portanto bi-t não é o produto direto de Ghr 
e V. Contudo todas as representações irredutíveis de 

Lhsão conhecidas, uma vez que tenhamos construído to 

das as representações irredutíveis de V e f\,.· 

V é um grupo Abeliano, isso significa que todas suas re 

presentações são unidimensionais: 

----
Elementos do Grupo 

I Is It I st 

Representações 

Irredutíveis 

To 1 1 1 1 

Tl 1 1 -1 -1 

T2 1 -1 1 -1 

T3 1 -1 -1 1 

Grupo de Lorentz Restrito: Possui como um subgrupo o 

grupo de rotações no espaço Euclidiano E O grupo 

contém também as chamadas transformações de Lorentz es 



-n-

peciais - transição a um observador movendo·-se cem veloci 

da de uni forme. Tomemos como um exemplo a t:ransformação 

de Lorentz ao longo do eixo z. A A correspondente é: 

a o o b 

o 1 o o 
A = (4.24) 

o o 1 o 

b o o a 

com a > b > O 

Se colocamos a cosh u b = senh u , a velocidade 

v e dada por v= tanh 1,.1 = b/a (vide eq (4.6) com vx = 

Isso significa que Cl e b podem a~ 

sumir valores arbitrariamente grandes e que o grupo [:;, nr 

nao e compacto, pois os elementos do grupo nao sao limi 

tados. Contudo b, é localmente compacto. 
m· 

O grupo 4,. é duplamente conexo. Que b não é mais do 
h r 

que duplamente conexo pode ser verificado comprovando 

que qualquer curva fechada no domínio do grupo f,fu- pode 

ser continuamente deformada numa curva fechada do grupo 

de rotação tri-dimensional S0(3). 

O grupo de cobertura universal de bhr é o grupo SL(2,C) 

de matrizes (2x2) complexas unimodulares. Duas matrizes 

de SL (2, C) são mapeadas em cada elemento dEl 

diferem apenas em sinal. 

O grupo SL(2, C) é simplesmente conexo. 

f:, e elas 
lw 
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Estudemos a álgebra de Lie de ou de SL(.2~ (:) q\lf: C:. 

o mesmo~ 

I' 
Uma txans formação infinitesi.mal de D pode ~se-r· esc r i 

h,· 

ta como: 

onde Os geradores :tnfinitesimais sao 

terminados escrevendo: 

1 po IJ 
+- Epo· (M ) V 

2 

Mpo = -MO,J com e de (4.25) e (4.26) 

l 
'Mpo;, 11,, ,;: I ,_. -

po 
2 

q uc: ::5 .. '1() cs c r 1 tas como: 

,.-
(' l 

I () -1 o 
j I 

I ··l o A o I \0 v 
::~o 

~1 I .M 

o o o o I 
' ' 

I o o o oJ 

r o o o -1 
o o o o 

ao 21 
M ·-·· 

I 
M .. 

o o o o 
I 
/-1 o o o 

r 
I 

(J {• 
) 

I o () o 

1-1 o (j 

l o o o 

í' o o o I 
I 

I o o ] 

I o ·- J. (\ 

I ' 
' I o o o L 

( 4. 25) 

(4.26) 

'\I; 

'.} 

:'') 

() 

o 

o 

u 

o 
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o o o o o o 

o o o o o o 
23 M13 M = = 

o o o -1 o o 

o o -1 o o l 

Os geradores infin.i.tesi.ma.i.s satisfazem: 

lJT MVp Vf) M!JT ).iP MV't VT M\)p g + g - g - g .• 

e definindo os operadores: 

M 
23 :11 

(H , M 

N 
01 o2 oa 

(M , ~1 M ) 

as relaç6es de comutaçio sao: 

I Mi ' M 1 '\"' . M 
f = ~Lj J;.. I· 

'\' 

IN. ' N . ) L =- r . M 
~ J I . i .f J.; , 7< ,, 

[_ Mi_ ' N ] 
J 

=I> . N ·i r I{ k I· . 

Os operadores de Cas.i.mir sao: 

2 
M 

2 
N 

l 

4 

1 

2 

r)JVPT JVI M 
!IV PT 

e fazendo uma mudança de base: 

I) o 

G -.l 

o () 

o o 

( 4 ~ JO) 

:. 4. J L.l 
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2 
Kf = 

2 

(4.31) se torna: 

i J. ' ,J l 
l l f J 

[K. r K . ] 
·- l. J _j L: i E. ·. K 

J.j/( k 
k 

rJ, r K .l = O 
~ J ~ 

') 

com os operadores de casimir: J-

(4 .33) 

( 4 . :34) 

2 
.K 

J 

As propriedades principais de f> podem ser :>intet:i.zd 
ftr 

das corno: 

1 - E: um grupo de Li e de ordem 6 semt -sünples, c:onuxo 

o não compacto, mas localmente compacte.~ 

2 - E duplamente conexo, e seu grupo de cobr:r L ur ., 1m i 

versa} & SL(2, C). 

Para os grupos nao compactos nao ex.iste uma mar1c i. r a 'Jº 

raJ de se construir todas as suas rt:'presQnt.:::Jc;o~·:_:;, ;vl.-H

para o caso de ·bLt' podemos determiná-Ias c•)nforrn '._r,,r·~, 

rno:---; ad.iant.e~ 

Reton:ando ao nosso qrupo de I)o:i nca:cé ~ c J.evaL~l'' c·rr · ·rJr' 

ta o que vimos para o grupo de Lorent z homo•·!ênc-!c', [) .~d!é· 

mos dizer que ele é não conexo, mas con.':-:;isL.e de ·-_{'•~':jt UJ 

pedaços. 
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U 9rupo (]e Lorent:ez :homogêneo rt~st.r·it.o é composto por 

transformações que quando operam sobre vetores tipo \:em 

po 

o 
X 

jJ o no passado (x x >O e x < 0) e no futuro 
jJ 

> O) os deixam invariantes. 

p 
{x x >0 e 

lJ 

Iremos enumerar agora 

c a ré restrito j) = ,J ® 

as propriedades 

r~ 
1-tt· 

do grupo de Poin 

l - Possui um SlJ.bqrupo abeliano invaria.nte que e o gr.'::' 

po das translações puras - J- o que signi.fica que 

JV e nã.o semi-simples. 

2 - P é duplamente conexo. 

3 - O grupo de cobert:ura universal de :f}- P- e 

4 --

po cujo elementoo gera.l é {ct, a} onde a é um q uadr~ 

vetor correspondendo a uma translação pura e c:.. e 

do grupo SL(2, C) das matrizes 

complexas urümodulares. 
t1 

A lei de multiplicação para o grupo~ e: 

f. 
l ({ 1 , ' f . ''" 'l -· rtl J .d,), '-',") -- -
onde I\ 1 é a matriz 

!a
1 

+ A,a 2 ,~A 1 A 2 J 

f' 
de ,e,_ que é a imagem da rna tr.i. z 

hl· 

--~' e localmente compact.o, mas nao compacto. 

Da iü ti ma propriedade decorx·e que suas representações 

unitárias podem ser definidas somente sobre espaços de 

Hilbert de dimensões infinitas. Contudo ele tem repr.:: 
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sentações de dimensão finita mas nao unitárias. 

IV.3. Representações de Dimensão Finita de i;h" 

Como f?hr ê não compacto todas as suas representações 

unitárias são de dimensão infinita. contudo, ele tem 

representações não unitárias de dimensão finita. Vere 

mos este Último tipo de representações inicialmente.Na 

próxima seção estudaremos as representações unitárias 

de dimensão infinita do grupo de Poincaré e portanto 

de bhr. 
Como o grupo é semi simples então toda,s as represent._<:l: 

çoes redutiveis podem ser completamente reduzidas. 

·. O grupo de cobertura universal de bh. ... é SL ( 2, C) , as 

sim, podemos construir todas as representações de dimeg 

são finita deste grupo e verificar quais das represeg 

tações são verdadei.ras e quais são representações bi 

valentes de f,hr. 

O grupo SL(2, C) tem duas representações fundamentais 

inequivalentes. 

(: :) 
e 

(
a* b*) 
c* d* 

ad - bc = 1 ( 4. 35) 

(4. 36) 
a, b, c, d sao números complexos 
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O Kernel do homomorfismo de SL (2 ,C) em L é dado pelos 
""" .. 

do 

is elementos I e -I e portanto 1 as duas representações dão 

duas representações bidimensionais, bivalentes e inequ! 

valentes de thr. 

Os vetores dos espaços vetoriais lineares que transportam 

essas duas representações são chamadas de espinores ele 

mentares com ponto e sem ponto. 

Um espinor sem ponto X é um objeto que sob uma transfor 

mação debh~' se transforma como: 

( ~ 1 :)=(a b)·(~ 1 )=(a 
~2 c d ~2 c 

X'= bd\). X (4 .37) 

I 

com . (a b) E . c d SL(2,C) correspondente à transformação 

de Lorentz considerada 

Os espinores X (com ponto) se transformam como: 

b'') . • X 
d* 

( 4. 38) 

Quanto às transformações infinitesimais, a arnbiguidade na 

escolha do elemento de SL ( 2 ,C) correspondendo a um elemen 

to de bh.r desaparece, uma vez que dos dois elementos de 

SL(2 ,C) obtidos na correspondência, somente um está prª 

ximo da identidade. A representação (4 .37) corresponde as 

seguintes representações bi.dimensionais da álgebra de 

Lie de L 
h. r 
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M\1/2, O) 
1 

N (.1/2, O) 
1 

= --iT, = -T. (4.39) 
j 2 j j 2 j 

M ~o' 1/2) 1 
N~o, 1/2) 

1 
= --iT. ; = --T. ( 4. 40) 

j 2 j j 2 j 

e a (4.38), onde as T· 
j 

são as matrizes de Pauli. 

Como não há nenhuma matriz que transforma ( 4. 39) em ( 4. 40) 

vemos que as duas representações não são equivalentes. 

Começando das representações bidimensionais (4.35) e (4.36) 

transportada pelos spinores ( ~~) ( t~) elementares pod~. 
mos gerar todas as representações de dimensão finita. 

Para tanto consideramos dois números arbitrários e in 

teiros ou serrd.-inteiros 2j e 2j' e definimos o esp~ 

ço linear dos rnonômios de grau 2 ( j + j') 

( 4. 41) 

onde k e k' sao inteiros e O < k < 2j, O< I<'< 2j' 

Há (2j + 1) (2j 1 + 1) monômios deste tipo para 2j e 2j' fi 

xos e o espaço vetorial considerado tem (2j + 1) (2j' + 1) 

dimensões. Os monômios pkl< 1 obtidos de (4 .41) com 11' e lj' 

dados por (4.37) e (4,38) podemser esc.rj_tos corno: 

Pkk' =L :DI<k', a' Pu• 
.e..c• 

(4 .42) 

As matrizes :JJkk', .U.' ou J)(j,j') dão uma representação 
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de (2j + l). (2j' + l) dimensões de SL(2 1 C). Os elemen 

tos do espaço de representação corresponden-tes são ch~ 

mados spinores de ordem 2 (j + j ') pertencendo ao espaço 

de Minkowski. 

:D (j lj') Pode-se mostrar que as representações sao irre 

dutíveis e que todas as representações irredutíveis de 

dimensão finita de SL(2 1 C) ocorrem nas sé:r:iesJJ<J~J~ 

Para j = 1 
2 

I j' = o ou j = o 1 

"l j• = 
.2 

temos a :r:e 

presentação complexo conjugada e a auto representação 

(4.37) e (4.38). 

Todas as representações para as quais j + j' é um intec!:_ 

ro são repre·sentações verdadeiras de 4w 1 enquanto aqu~ 

1as para as quais j + _j' é semi- inteiro são represent~ 

çoes biva1entes. 

Outro procedimento para determinar as matrizes D u,/l 
- d d C . . J 2 !'2 · e tomarmos os opera ores e aslmlr e , 1 maJ.s as r§_ 

lações de comutação (4.34) e construirmos uma represe::: 

tação irredutível de dimensão finita determinada pelos 

(2.j+1).(2j' +l) vetores base IJ,m; j',m')onde j e j' 

são inteiros ou semi inteiros e - j < m < j -j'<m'<j'. 
-~ ---<- ... 

Em termos desses vetores os operadores J e K tem a se 

guinte representação: 

J ± I j , m; j ' 1 m ') = ( J
1 

+ iJ2 ) IJ 1 m; j ' , m ') = 
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[ ] 1/2. (j±m){j±m+l) jj, m±l; j 1
, rn 1

) 

J
3 

jj, m; j 1
, rn 1

) =mj J, m jl' ml) (4.43) 

I • "I I> K ± J, m; J , m = ( K 1 ± iK2 ) jj, m; j 1 
, m 1 ) 

=I (j 1 ±m 1
) (j 1 ±m 1 +1) 1112 jj,m; j 1 ,m 1 ± 1) 

K
3 

jj, m; j 1
, rn 1

) =m 1 1J, m; j 1
, rn 1

) 

Dessas equaçoes, podemos obter a representação 'J_) (j j) (!\) 

correspondente à qualquer transformação de Lorentz. 

IV.4.Representas9es Unitárias Irredutíveis d~ Gruoo de_Poin 

caré Restrito 

Estamos interessados em todas as representações unitã 

rias do grupo de transformações sob as quais a teoria 

é invariante. Dessas representações encontramos to 

das as formas dos operadores unitários U (g) para os po.'!_ 

siveis sistemas físicos~ Pode ocorrer que mesmo que 

um operador sat_:_sfaça as leis de composição corre 

ta com os outros operadores representando os ele 

mentos do grupo, seu efeito sobre os estados do 

sistema possa ser tal que nao podemos supor que 

ele represente a transformação do grupo ao qual ele 

está associado. Assim, depois de obtermos as represe~ 

tações, deveremos examinar para quais delas exis·tem sis 
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temas fÍsicos correspondentes. 

A afirmação de que os resultados de uma medida sao da 

das em termos de probabilidades, e que essas quantid.<:_ 

des são invariantes quando passamos de um sistema de 

coordenadas a outro, 'se aplica tanto à mecânica 

quântica não relativística como também à teoria quântl 

ca relativística. 

Usando o Teorema de Wigner discutido no capítulo 3 pag. 

41, segue que a condição: 

I<T(g)f I T(g)h>l= l<fl h>l (4 .41) 

ondE' T e uma transformação de Ç e f e 11 são vetores do 

espaço de Hilbert e g (. Ç, implica que o grupo de inv.<:_ 

riância pode ser representado sobre H por um conjunto 

de operadores unitários ou anti-unitários U(g) formc:m 

do uma representação radial do grupo. 

U(g).l/(g') = eiw(g,g') U(g
1 

g') (4.45) 

Se o grupo é contínuo, conforme g-> l na topologia do 

grupo, a continuidade física exige que: 

T(g).f+ eiaf 

U ( g). f + e i y ( g I f) f 
(4 .46) 

isto é, a continuidade física exige que U(g) seja ra 



dial continua. 

Para grupos de Lie conexos, pode~se mostrar que uma re-

\ ~ 
presentação radial cont.llma, é e qui valente a uma repre-

sentação unitária continua verda~eira do grupo de cobe~ 

tura do próprio grupo ou de alguma extensão central con 

tinua do mesmo. 

Qualquer representação uni târ.ia, continua, decompÕe - se 

unicamente nurra soma direta e/ou numa i.nt.egral ·direta 
' 

de representações unit&rias con(inuas (RIUC) . 

Assün, embora o grupo 1J nao seja nem semi-simples, nem . 
compacto, todas as suar~ reprc~ser;:_tações unitárias podem 

' 

ser decompostas na soma dil-e·La das componentes irreduLÍ 
i 

vcis, de man:.::~ira que d.evc~mos cor)sidera_r no que segue so 

ffi(.-:ntc as "fJ' ·-RIUC de . A interprol:i çao fisica das RIUC e 

que E~las podem ser relacj.onétdas com sistemcts elcmentoxes 

e particular elementares. 

Especifiquen1os os dois termos: r·~stema elementar e par-

ticular elementar. 

Um éiistema É' dito elemcnl:ar (em Teoria Quântica Hcclati---·-------
vistica) se o conjunto de todos os seus vetores de esta 

do forma um espaço dcc Hilbert invariante que carn?<Ja uma 

!7.r') • RIUC do grupo Como veremc , mais avante cada RitTC e 

caracterizada por dois invariantes, a massa e o spin, 

sendo portanto estas as caracteristicas b5sicas d2 um 

sistema elel1lentar. A.ssi_m, um elétron, um próton, deuteron 
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ou qualquer núcleo cst.ável no estado fundame-ntal sao 

exemplos de sistemas elementares. Por outro lado, dois 

nuclç"ons em um est2do arbitrário não definem um s:Lst.ema 

elemen·tar 1 pois o:::l valores de sua ma:=;sa t.otal e spin nao 

perma11ecem fixos. 

Observe gu~ o concej_to de um sif3tema elementar ou parti_ 

cula n::o .2 idêntico (:lO concr=ito mais int.uiti\ro de part ... :t" 

cula clcrnen~ar. Antes de mais nada & necess~ri6 deixar 

claro que..; são ob~jet.os de 

estud0 da teoria qu~ntica relutiv1st:i.ca diferem em al-

~11·-··c ::,,. ... ,_,::;,,-.{-,..,c: ·fll·~c·-~--~,,...-_,ri+-ct-·l· -· c'J~Ic IJa'"·tJ•, .. ,,l-~--:· 1'-.J•:"\·7 t·orr·L·:::.- 1 ;qS d·e ':J-•l •. > ~-•i_-•<.:.._,,_j,_). JJ<I.l.,.•.,l_L ;:., ·_,,) _), •. p ••• (~•J .1.'•'-'-'~- _. \.11,,,,, _ 

finidc.:::; no Capi1:tllo II come• ficará. c1.:-:tro cem a á.iscus-

1-Zigo:co::~;:n:-~Qnt.s fa.1éiJ;~.J.o, umo ua:ct.í.cu1~~ ele;:lentar deve ser 
~-~---- --~----

algu11~ rn~ncj_ra c}csr)rczarmos stla est.cutura interna, isto 

8, o fc:.-t.o '-:tnc e~l_a pode ser E~ união de:· outras p.::lri.::.ículas~ 

0.mbigua. 

De f~l:.o, a possi.bilidad2 de se atrit•11ir uma es·trut11ra a 

uma do112 paJ~ticuJJ depende cxpJ.icj_tilrrl8IJte da C);ist~ncia 

ou n~o de uma tec>ria dir1Rm:Lca Gesta estrutura. Na prãti 

que 2 primeira, pois ndmiti.mos a exist6ncia de partlcu-

Jas cJcn:cnt:.c~.rcs :i.n::-.;tZ)vcis que nÕ.o po~;sur.:-"~m rnas~-:oa bem de~-
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acima def:Lnido. Contudo, se Llm/m para uma partícula el."'_ 

mentar inst~vel ~ pequeno, o que fisicamente significa 

que sua vida m§dia § longa em relação ao tempo caracte-
. -24 

1:-r.stico das interações fortes ( 10 seg) , podemos in te_:= 

pre·tar uma partícula elementar instável como sendo apr9_ 

ximadamente um sist.ema elementar. 

O grupo de Poincaré restrito, é um grupo de Lie nao com 

pacto, rnas localment.e compacto. Portanto, suas represe~ 

tações unitárias podem ser definidas somente sobre esp~ 

ços de H:Llbert de dimensões infinitas, o que correspon

de aos infinitos estados linearmente independentes de 

um sistema elementar distinguidos pelo momento e ener

gia ou posições no espaço-tempo. 

Do que d.issemos acima, podcm1os determinar somente as 

representações r a di ais uni tãrias irredutíveis de 10 -o 
f7J grupo de cobertura universal de J • Dado que a cada ele--

mento {a,A} de~ corresponde dois elementos de seu gru

po de cober:tura universal, Ú;to é, {a.,±cd, sendo~ a as 

matrizes de SL{2,C) que s~o mapeadas em A, o elemento 

{a.,a} se e representado pelo operador unitário U(a.,a) 

o elemento {a.,a-} 6 representado ou por U(a,a) ou por 

-U (a, a ) . Porta.n to, qualquer representação que cons:Lde

rcmos é uma representação a menos de um sinal 

(4.47) 

- ~ ' F' ' ' 1 Uma transJ.ormaç,~-10 :Ln,:lnlteE'.l.ma {a.,a} de pode ser con 
- li venientemente parametrizada por meio dos par~metros a 

e C)J\1 da transformação de Lorentz correspondente a ela 

(4. 48) 

]-'\! \!jl 
c = -c da eq. (4 .12) (4.49) 

e o operador unit&rio (a,I+E) representado esta trans-
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formação de 

l/(a, I+€) 

e então expressa como: 

I + i a PJJ -
lJ 

\ 

i 

2 

com pll e J]J\> auto-adjunt_os e J\!JJ = -Jv]i. 

( 4 .50) 

Esses operadores infinitesimais correspondem ã quantid~ 

des fisicamente observáveis. A interpretação física que 

podemos dar a eles é a seguinte: 

o - . t " i P : e 1nterpr:e .aao como o operador ener;gia total (Hamil, 
( 

toniana) e P
1 

, P
2

, P 3 como as componerctcs ao longo dos 
[ 

eixos x, y e z do moment_o linear total \do sistema fisim. 

! 
12 ' ,J - component_e z do momento ancJ1Jlar tcital do sistema; 

' 
''3 81 

l.T""' ·- componente x e J ·- componente y"' 

J OJ 
1 

J02 , J03 _ t t ~ - d L t represcn _c;m rans1:ormac,; )es e- oren z cs 

peci.ais infinitesimais ao longo dos eix~s x, y, z res 

pecti vamcnt.e e fo.~-mam o trivct.or i? cham,":ldo o momento cen 
' 

trojdal. 

As relações de comut:aç,ão entre essas. quantidades sao: 

(4 .51) 

( 4. 52) 

[J]l\! 
1 

JPTj = i (gvpJ]JT _ g]JpJVT + g)JTJ\Jp _ g\!TJ]lp) 

qP v -- o w I v, i = 1, 2, 3 



C C1til j_ntroduzir o operador: 

vi 
IJ 

1 

o --·+ 
w = J.P 

>J p 
E J 

p\1 pT 
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(4. 53) 

----j -- ~ 

KxP ( 4 . 54) 

Substituindo em (4,51), obtemos as propriedade de H . 
p 

w Pp = O 
p 

[P )J 
1 

W T] - Ü 

-Os operadores de Cas.imir do grupo sao os 

tes: 

p2 p pP 
p 

1 p\J 
2 2 WIJ J pP\JpPp w ·- w = J J p 

p 
2 1JV IJ \) p 

:CV.6. Constru~o das Representações Unitárias 

i 
dois 

;;() 
de) 

( 4. 55) 

( 4. 56) 

( 4 . 57) 

~ útil introduzirmos um conjunto complet.o de vetores no 

espaço de representação. Como os operadores hermitia 

nos P)J comutam entre eles podemos portan·t6 escolher co 

mo um conjunto completo o conjunto de autovetores simul 

tâneos de todos os pY, 

( 4 . 57) 
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onde C de11ota os demais r6tulos que sao necessfirios o a 
\. ·-· 

ra remover completarnent:e a degenerescência do:s autoveto 

res de todos os Pl1 

o operador deslocamento U(a, I) pode ser obtido por ex 

ponenciac;ão: 

ll(a, I) exp (Ll.SB) 

que atuam sobre as funt~Ões \.r(p,L;) da maneira:. 

(4 .59) 

i\ssim os vetores (j.)(p, c;) r para p f:Lxo, transpo.rtan1 um-::1 r§'_ 
' 

presentaç~o unitãria do grupo de t:Fanslação. Se c esp~ 

ço de J~eprcseJ1taç5o para o grupo v -
1 contE:m o vetor ljHp,.r,) 

ele cont~;m ta.rnbém t:oc1os os veto.rc~s lj}(;\p /J, com p fixo. 

como: 

'1 " 
~· v 

l \)p (4 .60) 

'.'Ed:.or U (0, a)lp(p,Ç) que de.vc~ pert:encer ao espaçO d<:: r~ 

- ~ u presentaçao e um autovetor do operador p· , pertencenc1o 

CLO aut.ovalor ( ·\ p\ ).' 
'. I o Podemos escrev~-lo como: 

ll (O, a) lp(p, ç) = 2.=: 
n 

(4. 61) 

p~·n:a const.rui:rmos uma .represc~ntaç~io .irredu·tível dt::!vew.o::; 

~os prender aqueles pts que s~o obtidos um do outro por 

·'- .. ,.....,.,ncformaço-E'c ·i ri To· ~entz L • ..!.C1. .• ~"l l ~•::.:> (_,<;:, ~.: ,;..- P ro- r"--:::'\ c . ,_.JJ.. ..\.. ( .• .;.) • 
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P2 é um operador de casimir do grupo, então todos os ve 

tores do tipo \0(/ip,ç) são autovetores de P
2 pertencendo 

' -

.ao autovalor p2 . os valores possíveis de p 2 dão assim 

mim primeira classificação das representações irredutí 

veis, e para 

variante. 

o G , o stnal de 
h. r 

p0 também é um outro in 

Podemos ccÕntão distingUir quatro classes diferentes de re 

pre~entaç5es irredutíveis: 

{ (m+) 
2 2 > o p-~om-

1 -
(m-) 2 2 < o p = ll1 

o 
> o p 

o <o p 

- { ( 0 I·) p2 ==o 
2 

(O-·) p2 ==o 

Po > o 

Po <o ( 4 • 62) 

2 •> 
3 - (T) p =-T'""<O 

4 (0 ) p2 ==O p)J o 

As rc~pre:.:;ontaç,::;2s co.-- .ce::;pondendo à classe 1 descrevem as 

proprie~..·1ô.d(!S de transformação de sistemas element:ares 

com massa de repouso finita, sendo c~lJe (m+) descrev(~m péirtf 

culas com energia positiva e (m-) com energia negativa. 

As da classe 2 descrevem o compoLtamento de partículas 

com massa de repouso nula, e energia positiva (O+) ou 

energia negativa (0-). As reprcsentaç5es da classe (T) 

ni1o possuem signigicado físico pois descrevem partícu 
. -
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las com massa de repouso puramente imaginári.as. As re-

prcsentações (0 ) caracterizam sistemas elementares 
o 

\ 

cu 

jas funções de onda s;o deixadas invariantes para todas 

as tram;laçõcs do espaço-tempo . A única repre.sentação 

.i:crc:dutíve.l desta classe que possue significado fÍsico 

é da.da pela idcnt:j_dacle num espaço de Hilbert urüdimen-

si.onal ~ Ela d.?"t a lei de transformaçã.o no v acuo. 

-- ' J - • -I~ IlV~c~a:nJ.ca c .. ::~ss:~..cv.. e um ca::-:.o limite da ~ecãnica relati 

c~ntj.0o um c~lSO limj_te Jo grupo mccfinicd relHtivistico, 

de li 1 ti~1o ~ 

t:r:;-1_J'!:::.··'-r_·~,·:nktC'.:~.::J::J ::;.j_ngui .::·.r do.s e1em,_:.:n.tos inf.i .. ni +..::esirnais do 

í i i 
w· - u \J + FW \J 

\) 

Ú < C < E 
o o determinante de (4.63) e 

par ame-

(4.63) 

diferente 

do zr,ro, e se anula pa!~a E = O. Tr·ancforrrtamos prirneir~ 

mc:ntu ( 4. G3 ) (~m uma forma normal fHJr uma tr.ansformaçao 

indc:pc~ndcntc (1c s c tal que 
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l o v o 
u ::::: w = (4.64) 

o o o l 

onde o nGmero de linhas e colunas na matriz identidade 

-em u, e em v e r. 

Os operadores j_nfinit.esimais se transforman como: 

1' 

~I +E :r,v I 
1v ]J\) 1p 

n=1 
(\J = l, 2, ..• ,r) 

(V- l, 2, ... ,n-r) (4.65) 

e as transformações correspondentes dos parâmetros do 

grupo sao: 

a 2\J 

= b + E: 1 v (v -- 1, 2, 

(v -- l, 2, ... ,n-r) (<1. 66) 

A transforrnar;ão dos element.os infini tc~simais, ta.ntbém n1u 

da as constantes de estrutura de: 

c 1 ki + 
o:v,BJJ 1k 

n---r 
" ~ 

k::::1 
(4 .67) 

onde c:. e B podem tomar os valores 1 e 2, para: 

a ' 13 "' l r em: 

+ .l. 
c (4.68) 

Se o comutador de J 1\J e J 1 i-1 devem convergir quando E+O, 

a uma combinação linear de J r as constantee> de estrutura 

precisam saLisfazer; 
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c 2k = o 
1\!, Hl 

e I 1 v p1:ecisa varrer um subgrupo. 

(4 .69) 

Se isso acontece, as 

constantes de estrutura convergirão a valores .definidos 

lk lk 2k Zk 
C' = c c c o 1\J,l\1 .tV,ilJ 1\!,1)1 1\J f 1\1 

17< = o 2/( 2k 
() c - c l\!,2jl l\J 1 2l-1 1\!,2\1 ( 4. 70) 

lk o 2k c = c = o 
2\J, 2)1 2\!, 2)1 

A operaçao acima é uma cont:ração do grupo com relação 

aos elementos infinitesimais I 
1\J 

Cada grupo de Li e pode sel7 contraí. do com respGi t.o a qua~~-

quer de seus subgrupos contínuos e somente com respeito 

a eles~ 

O subgrupo com respeito a'' qtwl a con·tração É; feit.a se 

rã chamado de S. Os elemento.s infinitesimaiG formam um 

subgrupo abeliano do grupo contraído. O subc1rupo S com 

respeito ao qual a contração foi realizada é isomórfico 

ao grupo fu.tor dest.e subgrupo invariante .. Inversamente, 

a existência de um subgrupo invariante abeliano e a po~ 

sibilidade de escolher de cada um de seus subgrupos um 

elemento de maneira que forme um subgrupo 5' é uma condi 



-92-

çao necessária para a possibilidade de obter o grupo de 

um outro grupo por contração. 

O subgrupo S permanece inaterado. 

Para fazermos a contração dos grupos de Lorentz, segu.:!:_ 

mos o proced.imento acima. 

Considorando, primeiro o grupo de Lorentz inhomogêneo 

com uma dimen.são tipo espaço 1 e uma tipo tempo. Ele é 

descrito pelas transformações: 

x 1 
-- x cosh X + t senh X + a · 

X. 

t 1 = x senh X + t cosh À -!· a.t 
(4. 71) 

Desejamos contraÍ-las com respeito ao subgl:upo de desloca 

mento.s no tempo t' == "t + a . Os elerueni:os . . t infinitesimais 

são: deslocamentos no tempo I 1 deslocament.o no esrü<OO I 
1 L"' !; 2X 

e rotação no espaço tempo I 
2

/\, e as relações do comutação: 

[I 
2

x , I 
2

À] = - I 1 (4. 72) 

Por (4.70) as relações do grupo contraído sao: 

[J!,,J ]=O 
2X 

[J ,J ,]=0(4.73) 
2X 2A 

As rotações no espaço-tempo, juntamente com os deslocamen 

tos no espaço formam um subgrupo comutativo invariante. 

As matrizes: 

[

cosh À 

senh À 

o 

senh À 

cosh À 

o 
(4.74\ 
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formnm uma rGpresentação nao unitária do grupo de tranO!. 

formações (4.71) Para fazer a contração colocamos 

À=E:v, a = s b ou À = v/c, 
X X 

zemos s-rO ou c--rco. Hultiplicamos a primeira linha 

por c, a primeira coluna com 1/c. Se c-+. oo na matriz ob 

tida, obtemos a c; transformações do grupo coni:raído: 

x' = x+vt+b 
X 

(4.75) 
t' = t + bt 

que S o grupo de Gnlileu com uma dimensão espacial. As 

transfoncnções x' = x + vt + bx ., t' ~ t formam o subgrupo co 

mutativo invariante. 

A mcs1n.:1 contração pode ser reêllizada para um grupo de 

Lorent2 inhomogêneo com wn número arbi trãrio de dimen 

sões espaciais. A Única difucença é que o subgrupo C' 
u , 

com respc=~i to ao qual a conJcração é r· e a lizada, contém os 

desloca.Gtentos no ·teropo e ·também toc1as as rotações pur~ 

rnGnte espaci.ais, isto é, todas as transformaçC,es que de2: 

xam t invariante. O subgrupo .inva.rJante do grupo contrai 

do consiste de todos os deslocamentos espaciuis e trans 

formações de Gali leu xl~ = x. +v . t + b., 
J. l l 

t' = t. 

com respc':i.to às contrações das roprescent.ações do grupo de 

· - a· - ' 1 t ~ 1 t Po1ncarc, lZemos que e poss1ve con-ral- as somen e 

representaçÕes projetivas do c:rrupo de Galileu. 

Rceferênc:ias: [01], [04], [os], [06], [07], [09], [10], [12], 

[13]' [14] '[17]' [18]' [21}' [27] 

às 



CIIP!'rtJLO V 

O GRUPO DE AGHASSI-ROMAN-Sl,NTII.I E AS PARTÍCULAS ELEi'lENTARE'3 

Atô recQntemente, a teoria dos grupos desempenhou Uf"l í)ê-j!_)c;-J 

de segundo plano em teorias fisicas. Contudo, n<; tnilni r1_t1 

laçâo de certos problemas, especialmen-te em f-ísicd r:h.• pa!' 

ticulas de alta energia, a teoria dos grupos tc:n s" rii·:-;J,, 

cado para uma posição central, e seu uso torna··S<? cvL; 

vez mais ind!spens5vel. 

Ainda náo há uma estrutura lógica aue untfique ?. r--Jsj_ril 

das partlculas elementares, Devemos con~ordai' no ent,Jri 

to. que, caso se consiga construir tal estrutura, ;1s jrli 

ias de simetria prevalecerão, e os estudos das fl'lf_; rnr,;.-; l ' ... 
soei a do com experiências, nrovavelmentP no;.; cnndu/ i~~ , 1 , 

un1~ teoria correta. 

Neste Cd.pÍtulo, veremos algumas das j_d@ias en~IolvE Ji(JrJ L(~n 

ria dos grupos que buscam essa coesão da f:{sir;a d.:·1r; nar 

ticulas elementares. 

At~ 1950, cerca de 30 particulas sub-atSmicas eram conhc 

cidas. Elas foram divididas em quatro categortas: o Ui 

ton, os léptons (elétrons, muons, neutrinos) e anti léE 
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tons, o~.:; mésons (pions 1 k.aons), os bárions {nuc1er)n N, c· 

os hiperons A, E, E) e antibirions. Os mésons ?· e os h.í 

nL~rons for.::un chaméldos d;::-~ nartículas estranhas, de\15. de, a :;;eu:;; 

1'omnortarnentos d.i ferentes na nroduçào e no 

LJ a~~ ~-~/io nrc:du::::idc:1s em sjran~..L:~ númo:::::ro, e exibem uma c_· .t ,~;)_;i 

1 _,.--i-3 --to 
J.jdade marcante, vivendo 1.1m tempo muito lonqo ,,c, ·-lO 

~23 
seg), comparado com o tempo de produção (lO seg). 

diferença de tempo consti t.ui um paradoxo, pois teor 1camer. 

to, se considerarmos que existe um Único mecanismo t'(~s 

ponsável pela produção e decaimento, deveríamos c·'-;:,.,. !l 

LcPlpcJ.s da mcsm.:=.1 ordem de ~rranclcza. 

caim0ntos de partículas~ estranhas ou nilo: o nú.merr) ba_( i<:) 

l-íons r:- o de antibâ.rions presentes a urn certo Jt'\st;lntP rh· 

tempo e uma quantidade conservada. 

estados fisicamente realiz&veis na natureza, s~o (lutn0f. 

tados do número bar iônico, além de ser um numero qu6nu 

co conservado e aditivo, 6 define também uma regra de su 

perc;eleçào. 

o nuc l eon S(" arranja em mul tipletos de mesmo spin, par ida 

,Jc 1 c aprox i.m.J.damente a mesma massa~ Dtzemos que a "1 n 1 :;~:· 

raqao entrE! núcleons sat.isfaz o pr.incipi.o de independên 

cia de carga, ou que as forças são invariantes sob as 

transformações do grupo de rotação no espaço de spin iso 



tõpico e os multipletos correspondem â representclÇ0es 

rcdutlvcis de SU(2). Acreditamos que as 

renças em massa entre membros do mesmo multip1t::_~tn _i süspj .fl 

sao quase exclusivamente devidas às :interaçó.ss clct-rorn.--J'j 

néticas. 

A associação de particulas com as representaç6es do qru 

po de Poincaré, dá um significado precisamente definido'"' 

momento, energia, massa e sp.in ~ Vemos a.s::·d.m, que mtJ \ .. t r..t ;c; 

idéias cinemá.ticas associadas com a f.Ísíca podem ~:a-:_r cr·L1 

c.ionaclas com propriedades a.lgi~bricas do grupo de Poi "'"'r:. 

Por outro lado números quãnticos internos t.a.is comn 

l ,, 
:l , '< I de isosp.in l~ hipercarga, são conf:i(.:::r•..r.-J(los 

interaçàes fortes, e as le.is de conserva~;2:id n.?:l'.u cl.i::· ~.! 

são relacionadas com grupos àe simetria co.ntínuo~:> 

deSl1(2)). 

Para barions, a sequência ,JP (spin-paridade) ,. 1, I,. 

de números quânticos define peJo menos um bâcion. 

quer dizer que precisa haver uma ligaçio estreitH 

estatísticas internas (dadas por 1, 1a, Y) c~ (~st.ati::~-( i<<~:~ 

c'xterna~.:; 
I' 

(ri } : o bário li que é urn ff~rmiun com n:spc 11 r, .'j ! 

C'stat_íst·icas externas é provavelmente também um i"fénrli(d <C 

<~om resr)eito ~ selJ formalj.smo interno. 

v,írios .Tut·.ores tem recentemente investigado umd po~;~;Ivf· 

conex~o, tentando localizar relaçfies entre spin extPrnn 

2 - ,: -e a massa quadrática da particula - P - por um J adr;, 
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a 11umcros quanticos internos por outro lado. 

mente, essa busca se resume nu. procura de um grupo que c,_-:rn 

f'oincaré E' um 

sin1etria interna~ e que os conecte de uma maneira nao tri 

vial. 

Para resolver o problema do paradoxo das partículas ":stri;'_ 

nha~:; é introduzido um novo número quântico para :Lntera~;ões 

fortes, poi.s somente estas t.êm a propriedade de dar or:iqew 

~ produçâo de partlculas estranhas. 

tos pura intX()!]uzi.r e::3SC novo númerc-' quân:tico aquele qt.H.~ 

f <'i melhor s uccdido na aproxi.mação de f a. tos exper ímento ii; 

c~ lh-l prt.:::~v.iséio da exist.ência <'1e .novas particulas foJ urn p_Lu 

jJCI~:;t·n indPpcn(l(~ntemenle por GelJ-M.Jnn e Ni.shi.jimu ( J9r)rj). 

O l~squcn1n de (:lassJ.ficaç~o ~ baseado na "" .. 
extensa o da n(;(~·~.-~<} 

de independência dE~ c:arga ou si.metrta SU(2), às particulzJ~; 

estranhas e suas interaç6es fortes. 

Fi11:.os experimentais conhecidos, 

ma forma sue nuclt;cns e pions, as novas particulas def.:~cs~ 

bertas fossem arr·anjadas em multlpletos de isospin de ij~ 

do .sp.in isotópico. A um conjunto de 21 + J. part:.lculos co:n 

aproximadament.e a mesma massa e o mesmo spin, paridade C'. 

nfimero bari6nico, o valor I para o spin isot5pico i det:e! 

mi n.:1do. A degenerêscencia em massa para um dado multipl~ 

to E suposto ser destruida por interaç6es eletromagnét:!:c 

cas que quebram a sí.metria. Multipletos de carga com o 
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mesmo numero bariÔnico podem ser convenientemente rolu 

lados por um novo número quântico Y, chamado hipercarga. 

ou pela estranheza S = Y- B. 

Diferentes multipletos com o mesmo B e ,TP possuem ligeL 

ras diferenças em massas. Isso nos leva a questionar se 

da mesma forma que a separação da massa em um dado multi 

plet.o de carga é acompanhada por interações eletromagnétj, 

cas que violam independência de carga, se a diferença ''!TI 

massa entre diferentes multipletos é provocada por uma in 

teração que viola alguma simetria. Essas interaçÕe!; sao 

chamadas de meio-forte. Urna nova simetria deve então ser 

buscada, sendo a sua quebra produzida pela interação el0 

tromagnética e pela meio,.. forte. Como num superrnul ti_ 

pleto Y e r 3 
- ... "" • I" • sao numeros quant.~cos compat~ve~s ~"!Scolhc: 

mos para o grupo de simetria geral um dentre os grupo'-' cJ,. 

Lie compactos de ordem 2. Em 1961 Gell-Mann e Ne'eman 

SU(3) das matrizes 3x3 unitárias unimodulares. Entre su 

as representações irredut!veis encontramos uma de oi to d:l 

mr~nsões na qual o octeto bar iÔnico pode ser assoc.i.aão. 0:: 

quatro multipletos de carga rnats conhE:.:cJdos d.:1 fam} 

li.a do bárion com oito part!culas ao todo são separc1das 

por diferenças de massa que sio da ordem de 10% de suas 

massas e 10 vezes maior que aquelas separando membros em 

cada multipleto. O sucesso do esquema foi comprovado p~ 
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la descoberta dos méson n com estranheza zero e pelas 

partículas ~ com estranheza -3. 

A suposição da invariância das interações fortes sob SU (3.: 

implica em degenerescência em massa das partículas 

pertencendo a um dado supermultipleto. Para ter a decom 

posição em massa observada experimentalmente,, somos for 

çados a adicionar uma pertubação forte -S lJ ( 3) à Lagrange:'l: 

na do sistema.Gell-Mann com inspiração na teorta de peõ: 

Lubd<:(:)es nns tulou que o oneradnr. de massa seri.a um t€~n~;;o; 

que se transformaria como a oi ta v a componen,t•e da x:epresE:~< 

tação d<~ oito dimensões de SU(3) sob a ação dE: SU(3) êt> 

bre esses tensores. Cert:as constant:es ltvres si'io obtidaco: 

t\a fÕrmula para o operador~ Essds constantes podem sE~r 

combinadas com part.e dos dados, e a fórmula é entiJ<> \OS 

da para predizer o resto dos dados. 

Seguindo a .idéia de Gell-Mann na fórmula da massa, um :ü; 

pecto em comtun de todos os esquema~~ montados para e:xpl. j 

car a decomposição da massa, i tentar ligar objetos fisj 

cos tais como momentos magnét.icos e .massas a operadores 

r:kl.l s extenso. 1\s críticas que poderfamo'' fazer ã tó.r:-rnu 

la de massa de Gell-Mann ou outras obtJ.das em grupos cou 

pactos, é que seu formalismo não explica a cone.xã,o entn 

o operador de Casimir r 2 do grupo de PoLncarÊ; ccr: 

deconP:Josiçao de massa. Out.ra .falha que p0deriarnos 
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apontar é que o método usado para obtê-las contém um prS?_ 

cesso misterioso de quebra de simetria que é justificado 

apenas pelo seu sucesso a posteriori. 

Uma das alternativas que parece ser mais natural seria 

postular que massa estâ sempre associada com o operador 

de Casimir relevante e não como na teoria de Gell-Mann e 

para fazer isso poderíamos tentar colocar o grupo de Poi!:_ 

caré e o grupo de simetria interno juntos de alguma for 

ma mais interessante do que meramente pelo produto direto:Os 

trabalhos mais expressivos nesse sentido foram primeira 

mente o de McGlinn (1964) e foi colocado em sua forma de 

finitiva por Michel (1964), e depois o trabalho de O'Rai 

feart.aigh discutindo as possibilidades de se obter mas 

sas discretas situando o grupo de Poincaré num grupo mais 

amplo. O'Raifeartaigh pesquisou se o grupo de Poincaré 

fosse colocado como um subgrupo de outro grupo de Lie se 

seria possível encontrar oara esse gruno uma reoresenta 

ção rn1itária irredutível na qual o operador de massa ti 

vesse um autovalor discreto. Ele mostrou que se isso fos 

se feito encontraríamos somente um autovalor, isto é, n~ 

nhuma decomposição com massas discretas é possível com 

um grupo de dimensão finita que possua 'j) como um subgrupQ 

Por outro lado, Flato e Sternheimer encontraram que qual 

quer extensão da álgebra de Lie do grupo de Poincaré por 

uma álgebra de Lie semisimples é equivalente à uma âlg~ 
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bra trivial, dada pela soma direta das duas álgebras, o que·· 

implica em comutatividade do operador de massa com todos 

os geradores do grupo de simetria interna e portanto o es 

pectro de massa não é discreto. 

A falta de um operador de massa que proporcione 

um espectro discreto, e que portanto concordEl com a reali 

dade da existência de partículas com massas bem definidas, 

e um aspecto insatisfatório da atual dinâmica quântica re 

la.tivística. 

Outro aspPcto que nos desagrada é a ausência de um oper9: 

dor posição relativístico X \.1' que tenha urn papel aná1o 

go à X ).l. da relação mecânico quântica não relativística que 

satisfaz a relação de lleisenl>Grg [Pi, xk] = ··i<Sik na ál 

gebra de Lie dinâmica. 

Matematicamente si tuariamos nossa insatisfaç~io no fato que 

o grupo de Poincaré não contém o grupo ~ 4 · como um subgr~ 

pq como experaríamos caso ele fosse uma ampliação da ba 

- f() -se dinamica. Em vez disso Ju contem como subgrupo o grupo 

cinemãtico não relativístico IS0(3) que é um subgrupo do 

grupo de Poincaré restrito (grupo dinâmico). 
~ 

Apesar de quePe G estarem relacionadas por contração, 
r[4 

isto pode ser interpretado dizendo-se cue a dinâmica não r~ 

lativística é um caso limite da dinâmica relativística. 

Contudo, a noção inversa de contração, isto é, a expansao f a 
~· 

lha' ·pois a expansão de s4 não é única. 
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llaseados nesses itens Aghassi-Roman-Santilli tentaram e 

construíram, um novo grupo dinâmico ampliado, para a me 

cânica quântica relativística. Os resultados mais Jmpo~ 

tantes dessa construção são: 

a) é introduzido um operador posição espaço-tempo relati 

vístico. 

b) é introduzido um comprimento universal que comuta com 

todos os geradores e portanto é obtida uma regra do 

superseleção: sistemas com diferentes comprimentos 

fundamentais são incoerentes. 

c) é encontrado um operador evolução com respeito ao tem 

po prÓprio. 

d) ocorre uma emergÊmcia dée torres de estados com 

crescentces. 

Examinemos com mai.s detalhes esse novo grupo. 

V. 2. O. Grupo de_ Aghassi -Roman-Sal)till_!_ 

Os passos seguidos para a construção desse grupo é an;> lu 
~ 

ga ii transição de 7S0(3) a C~ 4 como discutimos nos capítu 

los n e ill . 

Aqui o grupo equivalente a IS0(3) e o grupo de Poincarê· 

d . ·ct Eal ef.J.nl o no espaço · ' . Ele i o grupo de isometrias, 

com as transformações de Lorentz 
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1] \1 \1 
XI -'> A '"'X v 

\) 

a as translaç6es: 

l\. p ::;::-. p \ 
\) glJ ' ('d) 

Não consideraremos contudo, a parte conexa do grupo de~~ 

li leu corno o grupo de invariância dinâmico. Da mEesw.a ma 

ncira que intr·oduzirnos a variável adicional cincmá.t.i.ca I 

Qm mecânica náo relativística ( 2. 2), introduzimos tJqU1, 

urnil nova variável cinernãtica U, o que implica em mud.:tnnos 

o nosso espaço de para o espaço ampliado 1: 
3

• 
1 

" f 
1
, 

r:~stc ser,] o espaço suporte de um novo grupo. 

As transforrnaç3es deste grupo consistem: 

a) x~' 4 flv\lx') V r) r-
( i\ 11 ' = ,, '') t.ransf. Lorentz 

)J v "p 

b) X 
]J 

+ 
p iJ 

X +a translações 

c) 'J xP + biJU X' + R.G. boost (5. 3) 

d) (/ -+ li + 1 translações de U 

·romamos U com as dtmensões de comprimento, e os param~-;: 

tros b !J são adimens1onai.s, 1. é um parâmetro --cüa.l co~n a 

dimensão de comprimento. 

1\s tronsfo:nnaçôc~s (5, 1.) ~~- (5.4) formam um grupo de quin 

3fl l 
ze parâmetros sobre o espaço [ x E. 

Um elemento arbitrãr.io será simbolizado por g?:i (T,a,b,f,) 



ai lei de composiçao: 

= ( T + T 
2 1 I 

bl elemento unitário: (O, O, O, 1) 

c) elemento inverso: 

-1 
g 

f" 

-104-

('l.'J) 

(5.6) 

A estrutura do grupo \.J 5 - que é a componente conexa da 

quele definido por (5.1) - (5.4l é: 

.o= {r4a x rtt} ® {~b ® SOo(3,1)} ( ') . 7) 

onde 
a - 1 - 1 T4 e o grupo de trans açao espaço-tempo; T

1 
0 o '1 n! 

po de "' b - ' translaçao U; T4 e o grupo de Galileu rclat:ivJ: !:i 

cn (R.G.) e S0
0 

(3,1) é o grupo de Lorentz restr1t:n. 

Chamando os geradores de S0
0

(3,1), T
4
a, ~b T 

e T1 por J 

!' , :,1 e D respectivamente, encontramos a álqebra de Lic. 
l-1 p 

[J ,J ]=i 
]-1\) ÇT 

(g ,J - g J - g ,J + 
Vf) pT pp VT \J\ (JV gv·/pp) 

I I' T j =i (g p -· gtlT 
p ) 

)I I L f l I )I p 1 f) 

In 1 [ (J I ' [J .:~] r p .c: J o I I li 1 
/' \) J :;JVJ - = ·-

IJ IJ V . 1 j f 
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iP 
\1 

Os operadores 

I 1' pll 
p 

I = w w \1 
\1 

onde usamos a 

w = E J 
)! ppTV 

(S.f3e) 

(5 .f3f) 

de Casimir sao: 

( 5. 9a) 

( 5. 9b) 

notação: 

PT Pv (5.10) 

Nosso grupo ~ 5 contém o grupo de Poincaré como wn subgr~ 
~ p 

po. Lembremos que I S 0
0 

( 3) também e um subgrupo de '6
4

, /
4 

por sua vez é um subgrupo de Sr; 
A álgebra de Li.e (5.8 a- f) 

subqrupo invariante. Da eq(5.7) vemos que ocorn·· n iso 

morrismo: 

O (1rupo , é uma 
!Õ 

extensao do grupo de Lorentz restr.iLn, 

da mesma forma que \J
4 

é uma extensão de SO ( 3) . Contudo 

C; õ na o é uma extensão do grupo de Poincaré I soo ( 3 '1) . C() 
., 

mo o grupo de Poincaré é uma ext.ensão do grupo de Lorentz 

restrito, Sõ também é uma extensão de 

e IS0
0 

(3,1) são extensões deS0
0 

(3,1). 

"' S00 (3,1). Assim '* 5 
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Postulado dinâmico:- As leis da dinâmica sao .invariant:es 

Para uso em mecânica quântica, devemos fazer urna extensão 

a mais. Como as representações no espaço de Hilbert ele 

vem ser a menos de uma fase (vide seção m. 2) , os gerad<:;> 

res sao determinados a menos de constantes aditivas. Atra 

V(>S de redefinições e pelo uso da identidade de Jacobi 

(2.8), todas essas constantes pedem ser eliminadas com 

exceção de uma delas 1 que aparece no comutador de [P •1 ! p ' •·. )1 J. 

A álgebra do grupo quântico relativ!stico i: 

r/' 1 J j" • i(,, p -C{ p ) 
jl pT • pp T • )JT p 

[,J I ,'; l 
pV 

[J oJ=H1 Q -o O) 
)1\J' p ·· Vp p " pp V 

fr,s]-o 
iJ 

('i.12a) 

(' •• 12h) 

('•.llr:) 

(5. ! 2f) 

~lais uma vez a analogia se faz presente quando comnaramo:; 
p 

a álgebra (5.12) deste grupo com o de • 
4

• 
d 

Lá apar(~C in. o 

fator 6ktm no comutador de [P )J, G) que não estava ;•rc 

• - 1 
sente na álgebra de l1

4
, aqui é o fato:r -ig f que r•nJ a pv 

f" ;--

voca a diferença da álgebra de '-' com a de 1.1 • 
.J !I •1 5 
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onde usamos: 

T = J - (M ( 5. 20) 
]IV ]JV ]JV 

M 
1 1 \) 

(5.21) 

As consequências físicas do grupo de invariância ~ 5 sao: 

a) Da equação (5.12c), podemos tirar a sugest"ão de definir 

o operador de posição espaço-tempo relativístico. 

X = - fQ 
p p 

(5. 22) 

outros reforços para a associação ( 5. 22) vem da relação 

de Heisemberg como tambªm por (5.12c) onde teremos en 

tão [xiJ, x) =O e por (5.12e) que diz que Xll s:e compor: 

ta como um quadrivetor sob transformação de Lorentz. 

b) O aparecimento de f nos leva a introduzir um comprime!! 

to fundamental, e como t comuta com todos os operador<='B, 

deveremos ter uma regra de superseleção: sistE!mas com 

diferentes comprimentos fundamentais são incoerentes e 
~ 

nao se comunicam. Em q4 temos uma regra de supersel§_ 

~·ao com respeito ,;; massa. 

c) oueremos agora encontrar o significado de f:. Isto 0 

consequido observando que da representação elo operdd(!r 

temos: 

( s. 23) 

ou (5.24) 
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A constante t tem a dimensão de comprimento. 

A álgebra (5 .12) é a de um grupc que é urna extensão cen -· 

tral do grupo de cobertura de ~r; por um grupo fator. Cha •.. 
-·· 

mando esse grupo por éJ5· 
. ' ·- {re X (Ta X TT)} ~ { Tb x SL(2 1C)} (S.ll) 
• f I) 

7
11 é o grupo de fase AbelL:mo unidimensional ligado r(Hn ,, 

-I 
aparecimento de l . Chamando 

(' 
um elemento r.,7 c · i r .o r ,n> · 

u = (exp(itl); T, a, b, 11) e para o sistema fator usamos 

a forma: 

a lei de composição pode ser escrita. 

a) (exp(i0
2

J, \~· a
2

, b
2

, AJ (exp(i0 1 ) ,1
1

, a
1

, b1 , 11
1

) = 

=(expi U\+0
1 
+r1

f); 1
2

+1
1

, a 2 +11
2

a
1 

+1
1

b2 +b2 +!.2 b
1

; 

b) elemento unitário: (l; O, O, O, l) 

c) elemento inverso: 

-1 -1 -1 -1 ··1 
{J = (exp(-0- f f); -T, -11 (a- Tb), -~ b, f, ) 

p .
Os operadores de Casimir de 'it> sao: 

v 

. ''I T• \J 2 
-1 

~L- = [' + f 
,. 

' o 
\1 

j 1 
T T\.IV = 

2 ~j\l 

k 1 
7

11v
7

p1 
= 4 ( 

)IVpT 

f. r ,~ 

2 \ 

( 5 .1'!) 
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Chamamos de 11\
2 

o operador de massa quadrática rE~lat1vís 

t1co. Para os casos em que 'J) ' i O, a relação (5.24) con 

tinua sendo válida, uma vez que S ocorre soment.e dentro 

dos comutadores e portanto podemos redefiní-lo como s - IJ: 

Por outro lado, das eq. (5.12f) e (5.22) obtemo:s: 

i[s,x]=fF 
1.1 1.1 

(5. 25) 

que nos sugere definir o operador quadri velocidad'" X no r: - u 

v = -f.-- [s x ] 
p zm ' 1.1 

(5.26) 

onde m é o autovalor de massa. Sabemos que a quadri vel() 

cidade é a derivada da. posição com respeito ao temoo oro 

-1 -1 
prio, conseqllentemente f. m o nade ser definido como " 

onerado r evol uçiio com respeito ao tempo orónrio*. 

' i 11 
[: ' \. J ('i .F/I 

!_)ara qualquer on .. era dor ri que é uma função de X e [· . t\ . tJ ;J 

forma integrada de (5.27): 

\l(U) = exp(iSll) \l(O) exp(-iSll) (5.28) 

dá o desenvolvimento intrínseco de n e seu valor ini 

*Tal implica na identificação de li com o tempo prÓprio na linha 
de universo de cada particula. Entretanto tal i.dentificaç~o n~o 

~egue do formalismo e foi ao nosso ver usado por Roman-Aghassi
~santi lli por simples preconceito. Parece mais intuitivo :identi 
ficar U com o tempo cosmológico dos astronomos, mas nas i.nsistl. 
remos nesse argumento, nesse trabalho que estã mais preocup_,rf() 
com o forma 1. ismo matemât i co. 
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cial >1 (O) a um instante arbitrário U. 

Como vimos, o operador S desempenha um duplo pap.:'l, 

pois de f in e o operador de massa quadrát_ica i' ,
2 

e também 

age corno um operador de evolução com respeito ao tempo 

próprio. Lembremos o papel análogo que a Harniltoniana 

exibe em ~~ 4 • 

d) De (5.20) e (5.21), concluirnos que: 

k - -lM = P X 
~v ~v ~ v 

p X 
v jJ 

( 5. 29) 

pode ser encarado como o parceiro interno de J Os 
jJ 'V 

sao os mesmos co 

mo aqueles correspondentes a J e também [k ,k ]tem 
~V ]IV ]IV 

a m<>sma estrutura que [,J , ,J ] • Também: 
pV PT 

i, k =1,2,3 (S.30) 

pode ser interpretado corno o spin int-erno. 

e) Urna realizaçio explicita da álgebra 

l 

de Lie (5.12) de (J 
(15 

d · 1 b li (E a,l no espaço e HJ... ert 

[
3,1 El _ 

espaço x e: 

J i (X 3 -X 8 ) +i'""' 
JIV )I \! V )J L_,; )JV 

i. :"1 
\) \i 

-- UI 1 
\I \! 

.. I 
I X 

\) 

X E ) construÍda sobre o 

(5. Jla) 

( "'· 'Ld) 
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l\ matriz i"\"" é chamada de parte de spi.n .intrínseca . L...Jp v 

de J 
~1 v 

Para {5.31) representar urna realização Hermi 

ti.ana, é necessârio interpretar"\"' como as :matrizes L.Jwv 
de dimensão infinita associadas com as representações 

unitârias irredutiveis de SL{2,C). 

De ( 5. 3lc) vemos que a realizaçào do operador pos.i çâo 

X pode ser escrita corno: 
]l 

X -- X fUP 
Jl Jl )J 

(5.32) 

Ouando U =O, isto é, no inicio do rnov.imento o operador 

posição coincide com a variável x • O desenvolvimento 
\1 

dinâmico produz um espalhamento da posição por uma 

crião caracterizada por um comprimento fundament:aL I, ou 

seja, a posição não é mais local. 

f' I. 
f) Os operadores ,.J e .r( ( :j. 18) e ( 5. 19) siio o.s operadore'i 

de Casimir de uma álgebra SL ( 2 ,C). Portan\:o, as repr~: 

scntações uni tártas irredutíveJ s desses operadorc~s sace 

2 
+ a 

I 
- l 1:' = 2ia

0
a 

. I 
( '•. 3l) 

a 
1 

- ünaginârio purn arhi tr<'í r i r> 

(~,). -~4<!) 

nas rcpresenL::i.çÓt?.s pertencendo as série~s p1:-inci.pai:-;; c: 

(( = o o a
1 

=real arbit.rári.o 

nas séries suplementáres. 

O < a
1 

< l (S. 34bl 
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Os operadores de Casirnir sugerem que as representaçc""'" 

unitárias irredutíveis projetivas sejam denominadas por. 

a) um número real arbitrário f, 

I•) um número real arb.i trário 'D , 

c) dois números quânticos 11
0 

e 11
1

• 

e a representação será simbolizada por <ti~), a
0

, a
1

) • 

Para explorar o significado fí.sico dos números quânt~ 

cos é necessário construir explicitamente as represe~ 

I' 
tações unitárias irredutíveis p:r:ojetivas de '-h· Esta:•; 

l 

sao: 

u (exp(il!) L ' ) I . 1) r· '. -r , a, u, " 1 p lJ, ,, , , , rt; --

~ e-'-1'[t(Or+;• a 11 +[ib)] x [rfo
11

t (r;)j,., 'E lp'_, r,:',::' ,n··-
IJ · t, 'I ,TI lJ 

nndc• l C' ~~ sao os autovalores de P e ,'.: respc:ct j VdmPr: 
i! 11 

te, f, c 11 nomeiam as componentes do espaço de rcprc:~e~~ 

tação de SL(2,C). Nas representações unitárias irrcdu 

tiveis de ,·;, (2 ,C), os rótulos E; e n tomam os valores dil3 

eretos: 

t ::;,; a 
0 

, a
0 

+ 1, a
0 

+ 2 , . - . i n=-~,, -t;+ l, .•. ,í:,--1, r 

c r' ' e 0- ' sao : 
p 

-1 -1 
t•'=A (p-1'. b) n'=l<+pb--~ 

-1 
1'. b 

Dn '' e o l( n) e uma matriz de dimensão infinita pe.rtenc"n 



-113-

do alguma representação irredutível de SL(2,C), repr~ 

sentando o elemento do grupo G. 

Na representação (.e\ íl, a
0

, a
1 

) os significados dos nú 

meros sao: 

a) e comprimento universal 

b) Tl nao possui significado e pode ser tomado como n~ 

lo, pois representações com diferent.es 1l ' sã.o eqtL~

valentes. 

c) <10 : é interpretado como spin eq. (5.29) e (5.3la). A 

cquaçao (5.36) mostra que as representaç6es descrc 

vem nao um único valor de spin, mas para cada repn: 

scntação (f\ .'U, a
0

, a 1 ), temos uma torre de nstad()s d•.· 

~~pi.n .tnftni.LLl, comecando do mínimo t.J =· a0 até infinito. 

1\ c·;"L' Vc11 or :· = a
0 

+r}, temos uma degc2nerescênciade (2:; + 1). 

d) '\: nao leva em sl, uma interpretação simp1es., md:o 

devemos dizer que ambos a
0 

e a
1 

selecionam uma tor 

re infinita. 

q) A realização de (5.17) em te.rmos dos operadores infini 

tesimais é: 

~~-5-Esta equaçao e invariante sob l
0 

Por separaçao de va 

riéiveis: 

~~(x: li) =ip(x).XIU) ( '). 39) 
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obtemos 

X (U) = exp (i+ Cm2 ll) e 

o ( 5. 41) 

A equação ( 5. 41) é a equaçao de Klein-Gordon, com a di fc2 

rença que aqui m2 aparece como uma constante de separaçac\ 
... 

A invariância sob c· é perdida, e agora temos invariânc·i,; +o (J 

srm>cntc sob Poincaré. Porém a interpretação de (5.411 m• 

dnu, poi..s se na dinâmica quântica relativÍ:.:?t.ica e:.;~;a <"'ijtld 

c-."z1n s iqni f i c a um único estado, aqui~ ternos uma equaçcin d1 · 

autovalores que descreve uma família de estados r::ot11 L(_)( v).'; 

2 -permitidos paro. m , isto e, com 

possí.vcis. E novamente temos urna situação an;11oqa a r";u-: 

ção de SchrOdinger estudada na seção (3.6) 

.. 
As soluç~cs de (5.41) sao as ond0s planas 

Para wn sistema invariante sob C com um potenctaJ V(x'j 
(:5 

i~-~ I o c•, dt:>pC'ndente somente de x 2 ; 

i[]+V(xQ) i 

nos d~ um espectro de massa nao trivial. 

m.1is real Istica ao problema do espectro de massa sc·ri·t "' 

binar o grupo de simetria externa 
(' 

-1 com al9um qrt.~po 
65 
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si nwt r ii1 i ntc r na como ;; li ( 3) (da forma como esboçamos no 

inicio deste capitulo) e investigar a estrutura LOSUJ.tz:!li 

te em relação ao operador de massa. Como dissemosi 

nao t..., um.:1 extensão do grupo de Poincaré, de modo que u te·~:: 

.rema de Flato-Sternheimer, nem o de O'Raifeartaiqb 1 

apl icarn, quando (j 
5 

é estend.i.do por simetrii1s :Lnternac;. 

~ 1 f . . .. ' • 1 . . F 3,1 r 1 () ct;paro ut? c e 1n1r.ao c .. e 1 ~ , exp J.C'l.tament.e . ,. r n<·lq 
' \ l) 5 

c 1 i qado com nt:-nhurna métrica~ Podemos quest.ionar se 1.~x i.:.; 

te <~ lLJlllll espaço métrico com um grupo de movimento~; f.}U(~ , 

por um proceôimento limite bem definido de como re.•;u! ta11 

t (' ( I . 
, ~ r-, ~1ostramos na seçao (4 .11) que o grupo de Gali lc"; 

quântico emerqe como a contração do grupo de cob<'rtur.\ d.1 

com1~nente conexa do de Poincaré. Devemos assim, 

rar por um grupo tal, que fazendo sua contração obtermno:; 

' J o grupo (!5' A busca tem seu fim no grupo de Sitt:cr i nllu 

mog0neo /S0(3,2). O grupo mecânico quântico relativlstJ 

co j.é o limite contraído do grupo de cobertura ela corní"' 
(' O) 

nC>nlc:• rnn0xa do qrupo Oe Sit.tür ínhomoqêneo. 

l\s vanto.qcns de se estudar o CJr·upo ISO( 5,2) é nuc e:3t.uno:; 

mais fami liarizéldos com grupos de isometrias do que cnm ,, 

<'strutuc-cl mCJis complicada de Í(j 5 e também a r·ep.resen tf1çi1o 

de qu;mtidades pertencendo a (j-
5 

em termos dos limites das 

'l'""'l id.1dc:" <:uc Pertencem a 1S0(3,2) ilumina a natureza de 
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importantes entidades físicas, tais como a operador de ma~ 

sa S e operadores Q . 
]..1 

31 1 
O grupo ISO ( 3, 2) é definido no espaço E ' x E com uma 

32 
métrica, ou seja no espaço E ' Chamando um ponto de 

a d . por x , e mane~ra que para a=O,l,2,3, temos 

nossas coordenadas anteriores e: 

(5.44) 

A métrica e definida pelo elemento de linha: 

2 a b 
dp. = gabdx dx (5.45) 

onde: 

gab = o a F b 

goo = +1 
(5 .46) 

gll = g22 = g33 = ~1 

g44 = +7? 

gab e definido por: 

(5. 4 7) 

de E
3,2 

O grupo de isometrias é o grupo de Sitter inhomo 

gêneo r s o (3 , 2) • 

As transformações deste grupo sao definidas por: 

(5.48) 



-117-

onde Ba é um vetor de 5 dimensões constante. 

A álgebra possui 15 geradores 

Escrevendo de uma outra forma: 

[J . J l = i (g J - g J - g J + g J ) pV' pT VP PT pp VT pT PV VT pp 

[P , P ] = O 
p v 

(5.49) 

(5. 50) 

(5.51) 

(5.52a) 

(5.52b) 

(5.52c) 

(5~ 52d) 

(5.52e) 

(5.52f) 

2 
[P4 , J ) = ik P ( 5. 52i) 

4P P 

os operadores de Casimir de IS0(3,2) sao: 

(5. 53a) 



I 
4 

com 

1 _fj\JClT(J J D 
~--E , , ~ 

4 
ll J PT ·~ 

·vo r 
{/ = c .. ~...T P 

)J ll \) (J1 

l l\J lJ\,IOT 11 = c (J 
OT 

p 
_4_+ M \ 

2 OT' 
k 

--Ilfl--

(S.';Jb) 

2 2 
+kJM+kMJ) 

1J v cn IJ\J c:n 

( '). >1) 

(',. SGI 

Para fazermos a contração da álgebra de 7S0(3,2) com rC!s 

peito à álgebra de Poincaré IS0(3,l) devemos fa.zer J 
u \) 

e 

P irem para zero relativamente a J 
\) 4\l 

(ver seç;:1o 

(IV.?) sobre contração). Antes disso redefinimos os filt, 

mos operadores: 

,n 
1:2 

= + " ,) 

4 e 

Fazemos aqora 

<.JCbrd 't . 
(' 5 

t· 2 
·-+ '):' e . ' 

Quanto 3os operadores de Casimir, das equaç6cs (s.s·,· 

(:;.58) temos: 

( '• ,"/) 

-' 
, 'I 
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4 
I' i' - 'I i' I 
4 'q4 4 4 

I -2 

e sob contração: 

1'-+'J) 
2 

k 
2 

+ 
e2 

2 ,, ,, 
--

R 

k 

-f. 

Assim redefinindo 1
4 

como: 

I ' 4 

+ 

obtemos depois da contração: 

I ' -+ j 
4 

r•2 
,j 

k2 

E para fazermos a contração de I , redefinimos 

mente: 

c ~;;ob contração 

I !1 ' - ~ ,, 

( s. s~n 

(5.60) 

(5. 61) 

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 

orimeira 

(5.65) 

( Li • ( 1fl) 

l'tlmpn.JV<lmns <lssi.m, que o grupo C pode ser obtido por con 
0'5 

lcH,."io da cobertura da componente conexa do grupo ele Sit 

ter inhomogêneo IS0(3,2), da mesma forma como-~ 4 é obtido 

por contração do grupo de cobertura da componente conexa 
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do grupo de Poincaré. 

De nossos cálculos, como visto na equaçao (5.59), nosso 

operador S é essencialmente a parte finita do operador de 

translação ~ do universo de de Sitter, e vemos então que há 

fundamento em se considerar S como um ooerador evolução. 

..... - 3 2 
Se definirmos o tempo proprio T em E ' colocando: 

dp = kdT (5 .6 7) 

temos: 

(5.68) 

2 -de tal maneira que depois da contração k -* ro obtemos: 

4 dT + dx = dU ( 5. 69) 

Esta foi a razão de Aghassi-Roman-Santilli terem identific~ 

do U com o tempo próprio da teoria da rela·tividade. 
~ 

Os autores do grupo ~. 5 discutem também as aplicações fisi 

cas interessantes que poderão advir do uso desse novo gr.!:l; 

po. 

Os aspectos atrativos do grupo ~ 5 são a presença de um op~ 

r a dor espaço-tempo rela·ti vistico, de um operador evolução 

covariante e de um operador de massa quadrática em sua ál 

gebra de Lie, 



-121-

Outro aspecto interessante é a ocorrênci.a de estados de 

spin de torres infinitas, que surgem devido à substituição 

das representações unitárias irredutíveis de íJ) pelas de 
~ 

~ 5 • Cada uma dessas representações projetivas descreve 

uma partícula com dado spin mínimo S e suas recorrências 

com spins S + 1, S + 2, , . . Um possivel uso dessas repr~ 

sentações seria utilizá-las na descrição de famílias de há 

drons, levando em conta os resultados experimentais que 

evidencia as recorrências de hádrons com spin crescente. 

O uso dessas representações para descrever famÍlias de há 

drons seria semelhante às investigações baseadas sohre 

equaçoes de onda, de infinitas componentes invariantes por 

Lorentz. 

A associação do espectro de massa com os níveis de uma tor 

re infinita parece promi.ssor. Das equações de onda asso 

ciadas com uma dada torre, isto é 1 associada com funções 

de onda pertencendo à uma dada representação unitária ir 
~ 

redutível projeti.va de ~-_,• poderíamos extrair um espectro 

de massa. Isso poderia ter sido feito de manedra análoga 

ã ex·traçao do espectro de massa das equações de Majorana. 

- o-1 -Quanto ao parametro .c , vimos que ele da origem a uma re 

gra de superseleçào. Assim, somos tentados a associar to 

das as torres de um único bârion (com spin mínimo S = 1/ 2) 

com um valor ;E;lxo de .t~
1

, e um sistema consistindo de n 

torres de bárion seria caracterizado por n.t-
1

, Ao valor 
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-1 
.t -1 = O, somos levados a associar parti cu las. Para .f. = O 

~ 

as representações de tj-
5 

degeneram nas representações de 

Poincarer como pode ser visto ao se comparar as duas álg§_ 

bras, portanto particulas com .i'.-
1 = O não pertencem a 

torres. 

Vimos de ( 5. 2e) que o aparecimento de [
1 

pode estar lig~ 
~ 

do a algum caráter não local da teoria de Í. J5. 

Referências: [01] r [02], [08} r [18], [20], [21], [22), [23]. 
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