Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica

Sobre o Numero de Solucoes de
Equacoes Polinomiais em Corpos
Finitos

Marcelo Oliveira Veloso |

Mestrado em Matematica - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti

"Este trabalho contou com apoio financeiro do CNPq.



noape B¢ 1

N® CHAMADA VN YO
VS $én

v EX

TOMBO BC/ (A ¥£%

PROC {{, P OOORE-DS

C D

PRECC LA.0D

pATA 2R [03/05

Ne CPD

\1( \L“j 13443 \Hv 1> FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
Aol ™ BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Veloso, Marcelo Oliveira
V546s Sobre o numero de solugdes de equagdes polinomiais em corpos
finitos / Marcelo Oliveira Veloso -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2005.

Orientador : Paulo Roberto Brumatti
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacio Cientifica.

1. Algebra comutativa. 2. Geometria algébrica. 3. Formas
quadraticas. I. Brumatti, Paulo Roberto. II. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computagio
Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: On the number of solutions of polynomial equations on finite fields.

Palavras-chave em inglés (keywords): 1. Commutative algebra. 2. Algebraic geometry. 3.
Quadratic forms.

Area de concentragio: Algebra

Titulagdo: Mestre em matematica

Banca examinadora: Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti (UNICAMP)
Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho (UFU)
Prof. Dr. Anténio José Engler (UNICAMP)

Data da defesa: 16/02/2005



Sobre o Niimero de Pontos de uma Curva Algébrica
em Corpos finitos

Este exemplar corresponde a redagao fi-
nal da dissertacao devidamente corrigida
e defendida por Marcelo Oliveira
Veloso e aprovada pela comissao jul-

gadora.

Campinas, 16 de Fevereiro de 2005.

Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti
Banca examinadora:
Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti.

Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho.

Prof. Dr. Antonio José Engler.

Dissertacao apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica, UNICAMP como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mes-

tre em Matematica.



O Homem do Sao Francisco

(Letra & Misica: Jorge Silva)

Quem langar seu olhar sobre as dguas do meu Sao Francisco
Bem verd sobre ondas tranqiiilas um barco a vagar
Levar um homem que tem sua pele bastante curtida

Pelo sol e também pelo vento daquele lugar

Navegante, o vagar pelas dguas te deu bragos fortes
Uma crenca, mil lendas

E voz para sempre cantar

Todas cores brilhantes do rio com o sol ao nascente

Ou a triste lembranca que as vezes te nubla o olhar

Quantas vezes, em noites bem claras, do alto as estrelas
Contemplaram o homem fazendo da praia seu leito?
Quantas vezes os pingos da chuva cobriram seu rosto

Ocultando o pranto nascido de coisas do peito

Certa vez, o cansago envolveu sua mente e seu corpo
Resolveu esquecer sua vida de navegador
Mas o sangue que corre nas veias do bom pescador

Nao achou ambiente igual e o homem voltou

Navegante...

A memdria da minha avo
Nicinha, do meu tio
Zé de laia, e do meu

primo-sobrinho Lucas.



AGRADECIMENTOS

A Jeova, Deus;

A minha esposa Gilcélia;

A minha mae Lindaura;
e Ao Prof. Brumatti e aos professores da Graduacao Helder Candido e Cristina Marques;

e Aos amigos que tanto contribuiram nesta caminhada Dadam, Rinaldo, Marcelo, Evan-
dro, Fabio, Julio César; a todos membros do Departamento de Futebol do IMECC e

demais companheiros de curso;

e Aos amigos da graduagao Fabio, Jean, Cris, Alexandre, Aninha, Gil, Leandro e

Ivanildo;

e Aos tios Esdras, Lika, Nicinha, Carminha, Osvaldo, Hélio, Waltércio, Chica, Vilmar,

Cremilda, Manoelina e Ronildo.
e Aos irmaos Rodrigo, Ricardo, Fabiana, Jose e Dinha;

e Aos primos Douglas, Dilson, Cris, Viviane, Reinaldinho, Lu, Leninha, Juninho e so-

brinhos Magno, Alisson, Layla e Rodriguinho;

e e nao podia faltar minha querida avé Teodolina.



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é o estudo do niimero de solugoes de equagoes polinomiais
definidas sobre corpos finitos. Para isto utilizamos resultados bésicos sobre a soma de
Caracteres e resultados sobre o nimero de solucoes de uma Forma Quadratica. Na nossa
abordagem procuramos utilizar técnicas bem elementares, apesar disto implicar num ntimero
maior de calculos. Contudo este metodo permitiu estudar e determinar férmulas para o
nuamero de solugoes de determinadas equacgoes polinomiais muito estudadas, sem a necessi-
dade de ferramentas mais elaboradas.

Dentre as aplicagoes das formulas obtidas, temos alguns exemplos de curvas algébricas
planas cujo nimero de pontos racionais atingem a cota de Weil, ou seja, curvas maximais que
sao de grande interesse em teoria dos codigos. Também conseguimos exemplos de variedades

projetivas sobre corpos finitos cujo ntimero de pontos atingem a cota de Weil-Deligne.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to study the number of solutions of polynomial equations
over finite fields. For that we used basic results on Character sums and on the number of
solutions of a Quadratic Form. This approach uses elementary techniques even considering
the increasing on computations. Therefore this method allowed us to study and determine
formulae for the number of solutions of certain polynomial equations well known, without
the need of more sophisticated tools.

Among the applications of the obtained formulae, we have some examples of plane al-
gebraic curves which number of rational points achieve the Weil bound, that is, maximal
curves which are of great interest in code theory. In addition, other examples were obtained
of projective manifolds over finite fields which number of points achieve the Weil-Deligne

bound.
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Introducao

Estudar as solucoes de equagdes polinomiais (também conhecidas como algébricas) é, sem
duvida, um questao de grande relevancia na matematica. Problemas famosos consistem em

analisar as solugoes de uma equacao algébrica. Como

e Verificar que o corpo dos ntimeros complexos é algebricamente fechado. Este resultado

foi provado por F. Gauss.
e O chamado ”Ultimo Teorema de Fermat” que afirma que a equagao
X'+Yr=27",

com n > 3, nao possui solugao (z,y,z) € Z3, tal que zyz # 0. Resultado provado

recentemente por A. Wiles.

e A caracterizacao dos polinomios f(z) em Q[x] que sao soliveis por radicais. Resultado

devido a E. Galois.

e Uma aplicacao bem mais recente de tal teoria é o fato de que o conjunto solucao de
uma equagao polinomial em duas varidveis (curva algébrica plana) pode gerar bons

c6digos corretores de erros, os chamados c6digos geométricos de Goppa. Veja [9)].

Neste texto estamos interessados no nimero de solugoes, em Fx, das equagoes polinomiais
f(x1, ... 2,) =0, com f(x1,...,2,) € Fpla1,...,2,), onde F i é o corpo finito com ¢* ele-

mentos. Uma solugao desta equagao algébrica é uma n-upla (aq,...,a,) em IFZk que satisfaz

1



SUMARIO 2

f(ai,...,a,) = 0. Em certas condigoes é possivel determinar o nimero de solugdes de certas

equagoes algébricas. Por exemplo: a equagao polinémial (veja Exemplo 2.2)
Yy —y=x

possui 3.486.430.107 solugoes sobre [F320.

Nosso principal objetivo neste texto é apresentar resultados que determinem o ntmero
de solucoes de uma equacao polinomial e suas conseqiiéncias. Uma destas conseqiiéncias é
o exemplo acima que decorrre diretamente do Corolario 2.5. Sao resultados ja conhecidos,
e para determinda-los procuramos utilizar técnicas mais elementares, apesar de serem mais
intricadas.

No primeiro capitulo é feito uma pequena introducao a teoria dos caracteres e a teoria das
formas quadraticas. Obtemos alguns resultados classicos sobre a soma de caracteres sobre
um corpo finito, equivaléncia de formas quadraticas sobre um corpo finito e encerramos o
capitulo com um resultado bem conhecido, Teorema 1.18, sobre o niimero de solugoes de
uma forma quadréatica. A referéncia principal é [3].

Ao longo do segundo capitulo temos exemplos de algumas curvas maximais, isto é, curvas
que atingem a cota de Weil que é o ntmero maximo de solugoes possiveis. Um destes
exemplos é a bastante conhecida curva de Hermite (Exemplo 2.1), os outros sao obtidos a
partir do resultado que determina o ntimero de solucoes da equacao y? —y = ax® + b sobre
um corpo finito. Sendo este o principal resultado exposto neste texto, Teorema 2.3, devido
a J. Wolfmann [5].

Comecamos o terceiro capitulo com alguns resultados, bem conhecidos, sobre o nimero
de solucgoes de equagoes diagonais com expoente constante sobre corpos finitos, ou seja,
equagoes da forma a;x¢ + -+ + a,2? = b onde b e os a; estdo em Fur, e d ¢ um inteiro
positivo. Depois determinamos o nimero destas solucoes em determinados casos, Teorema
3.4, resultado devido a J. Wolfmann [6], donde é possivel obter exemplos de variedades
projetivas que atingem a cota de Weil-Deligne.

Finalizamos o texto com dois apéndices. O primeiro sobre os corpos finitos onde listamos
suas principais propriedades e resultados usados ao longo deste texto. O segundo fala sobre
curvas algébricas sobre corpos finitos onde fornecemos defini¢oes e resultados basicos sobre

curvas e variedades utilizados ao longo deste texto.



CAPITULO 1

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo inicial faremos uma breve introducao de alguns conceitos e resultados sobre
Caracteres e Formas Quadraticas. Para um estudo inicial desses tépicos recomendamos as
referéncias [10] e [4], respectivamente. Contudo nossa principal referéncia, para essas notas,
¢ o livro-texto [3].

Durante todo o texto, Fx denota o corpo finito com ¢* elementos, onde ¢ é uma poténcia
de um primo p e k um inteiro positivo.

Encerramos o capitulo com a apresentacao de alguns resultados fundamentais a respeito
do numero de solugoes, em Fyn, da equagdo f(zi,...,2,) =bondeb e F, e f é uma forma

quadratica em F [z, ..., z,)].

1.1 Caracteres

Nesta secao vamos estudar alguns resultados sobre caracteres, em particular estamos
interessados em resultados referentes a somas de alguns caracteres sobre F,.
Sejam G um grupo abeliano multiplicativo com ordem, |G|, finita e C corpo dos nimeros

complexos.

Definigao 1.1 (Caractere de G)

Todo homomorfismo multiplicativo x : G — C* é chamado de caractere de G. O
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Observe que x(1g) = x(1ela) = x(16)x(1g), logo x(1g) = 1, onde 1 é a unidade de C.
Portanto pelo Teorema de Lagrange para grupos finitos x(¢)/“! = x(¢!¢!) = x(1¢) = 1, para
todo g € G. Assim x(g) é uma |G|-ésima raiz da unidade, para todo g € G. Logo a imagem,
X(G), de um carectere, y, de G é um subgrupo do subgrupo multiplicativo dos nimeros
complexos com norma um, o qual denotaremos por U. Na verdade x(G) é subgrupo do
subgrupo ciclico das |G|-ésimas raizes da unidade e portanto ciclico.

' = x(g9), para todo g € G, onde

Veja também que x(g)x(g97") =1, logo x(97") = x(9)~
a barra denota o complexo conjugado. Observe ainda que o conjunto dos caracteres de G,
que vamos denotar por @, ¢ um grupo multiplicativo com a operacao multiplicacao ponto

a ponto. Pela observagao acima tem-se que a ordem de G é finita.

EXEMPLO 1.1 Seja G um grupo ciclico de ordem n. Tome g um gerador deste grupo, fize um

inteiro j € [0,n — 1] e defina

Nao ¢ dificil ver que x; € um caractere de G.

Agora suponha que x é um caractere de G. Entdo x(g) deve ser uma raiz n-ésima da unidade
Tyt ki
e portanto x(g) = e para algun inteiro j € [0,n — 1]. Portanto temos que Xj(gk) — 7 , 1sto

é7 GZ{XO7X17”’7XTL*1}' <>

EXEMPLO 1.2 Defina x(g9) = 1 para todo g € G. Este é chamado de caractere trivial de G.

¢
Defini¢ao 1.2 (Caracteres Multiplicativos)
Seja G =F;. Os caracteres de G sao chamados de caracteres multiplicativos de Fy.
O
EXEMPLO 1.3 Definan: F; — U como n(a) =1 se a é um quadrado em F}, e n(a) = —1 caso
contrdario. Claramente 1 é um caractere multiplicativo sobre .
¢

Defini¢ao 1.3 (Caractere Quadratico)
O caractere multiplicativo do Exemplo 1.3 é chamado de caractere quadrdtico de IF,.

D
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Veja que todo caractere multiplicativo ¢ estd definido somente para os elementos de ;.
Iremos convencionar que a extensao de # para F, serd dada por #(0) = 1 se # for trivial e
6(0) = 0 caso contrario. Com esta convengao quando referirmos ao caractere multiplicativo
estaremos fazendo referéncia a sua extensao. Apresentamos, a seguir, dois resultados sobre

caracteres multiplicativos:

Lema 1.1 Seja 60 um caracter multiplicativo. Entao

> _0c)=

{q se o ¢ trivial
c€ly

0 se o € nao trivial.

Demonstragao:
Se 0 é trivial o resultado ¢ imediato. Caso ¢ seja nao trivial existe b € F; tal que 6(b) # 1.

Logo

0(b) Y 0(c) =Y 0(be) = 6(c),

cEFg cEF; cEF;

visto que be percorre todo F; quando ¢ percorre . Donde temos

Teorema 1.2 Seja f(X) = a:X? + a1 X + a9 € F,[X] com ¢ impar e ay # 0. Tome

d = a? — 4agay € sejan o caracter quadrdtico de F,. Entdo

{n(az) S€ d#0

> n(f(e) =

ceF, (¢-1)n(az) S€ d=0

Demonstragao:

Temos que 7(4a3) = 1. Logo
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Y ou(f(e) = na3) Yy n(as® + are + ao)

cely cely

= n(az) Z n(4az)n(asc® + arc + ag)
celFy

= n(as) Z n(4asc® + dajaze + dagas)
cely

= n(az) Z n(4asc® + 4ayaze + a? — a® + 4apas)
celFy

= n(a2) > n((2a2¢ +a)* — d)
celFy

= n(a2) Z n(b* — d)
beF,

Caso d = 0 temos n(b?) = 1 para todo b € [, e temos a segunda igualdade. Agora
suponha d # 0 e considere a seguinte igualdade
S o —d)y=—q+ > _(1+nb* —d)).
beF, beF,
Veja que se b* — d nao é um quadrado, em F,, entao 1 +n(b> —d) =1 —1 = 0. Logo
Z(l +n(b* — d)) é o ntmero dos ¢ € F, tais que ¢? = b* — d, donde temos
beF,
> n? —d) = —q+ #(S(d)),
beF,
sendo S(d) = {(b,c) € F, x F, : b* — ¢ = d}. Considere o seguinte conjunto D = {(u,v) €
F, x F, : uv = d}. Como consideramos d # 0, é facil ver que #(D) = ¢ — 1. Observe agora
que p(u,v) = (“E2, %=2) ¢ uma bijecio entre D e S(d). Segue entao que #(D) = #(5(d))

e temos o resultado. O

1.2 Formas Quadraticas

Nesta secao vamos estudar um pouco sobre formas quadraticas e as formas bilineares asso-
ciadas.

Seja f uma forma quadratica em F,. Nosso objetivo consiste em obtermos uma repre-
sentacdo equivalente para f mais simples (com menos varidveis), quando for possivel, por

meio de uma mudanca de variaveis.
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Lembramos que Fy» é um F -espago vetorial de dimensao n. Tendo isto em mente a

seguir apresentamos trés definigoes que estao intrinsicamente ligadas.

Defini¢ao 1.4 (Forma Bilinear)

Uma forma bilinear em Fyn é uma funcgao

B . ]Fqn X Fqn — Fq
(z,y) +— Blz,y)
tal que B é uma aplicagao Fy-linear deFyn em F, quando fixamos x, isto é, linear na sequnda

varidvel, e linear na primeira varidvel quando fitamosy. Caso B(z,y) = B(y, z), para todos

z,y € Fgn, dizemos que B € bilinear simétrica. 0

EXEMPLO 1.4 Seja A uma matriz n x n com entradas em Fy, e 5= {f1,...,0n} uma F,-base de
n

Fon e para € Fgn considere [z] = (x1,...,2,) tal que z = Z x;B3;, com z; € Fy. Agora defina
i=1
B(x,y) = [z]A[y]". E claro que B € bilinear. Caso tenhamos A = Al temos que B ¢é bilinear

simétrica. &

Defini¢ao 1.5 (Forma Quadrética)
Um polinémio f € Fylxy,...,x,] € dito uma forma quadrdtica sobre F, se f € nulo ou

homogéneo de grau 2. Portanto toda forma quadrdtica tem a sequinte representacdo

n
flzy,. . x,) = Z a;jx;x; com a;; € Fy. (1.1)
ij=1
Muitas vezes nos referimos a f como n-ésima forma quadrdtica sobre . 0
n
Seja f € F,[z1,...,2,) uma forma quadratica, entdao f(z1,...,x,) = Z a;;T;T; com

i,j=1
a;j € F,. Considere a matriz B, n x n, cujas entradas sao precisamente os a,;. B facil ver

que

Zq
flzr, o xn) = (g, ...,z)B |+ | (1.2)
Tn

Portanto toda forma quadritica possui uma representagdo matricial dada por (1.2).
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EXEMPLO 1.5 Seja f(x,y) = 322 + 2zy + 4y* em F7[X,Y]. Como f é um polinémio homogéneo

de grau 2 temos que f € uma forma quadrdtica sobre F7 cuja matriz da representacdo matricial €

3 2
0 4

Agora considere a segquinte matriz com entradas em Fr:

31
1 4

Utilizando esta matriz obtemos outra representacdo matricial para f:

31
flz.y) = (2,9) (z,y)".
1 4

Onde a matriz desta representacdo € simétrica. &

n
Dado uma forma quadréatica f(z,...,z,) = E a;jz;x; sobre IFy, supondo ¢ impar, é
i,5=1
sempre possivel obter uma representacao matricial com uma matriz simétrica, como vimos no

n
. ijtaji :
exemplo anterior. Faga b;; = ((”27‘1]) e temos f(xy,...,1,) = E bijrix;. Considerando

ij=1

a matriz cujos entradas sao (b;;), observe que por definicdo b;; = bj;, temos uma matriz
que é igual a sua transposta, ou seja, a matriz com coeficientes (b;;) é simétrica. Esta
matriz simétrica, unicamente determinada pela forma quadratica f, quando ¢ é impar,

vamos denotar por My e iremos referir a ela como matriz dos coeficientes de f.

Neste caso, sendo x um vetor coluna em n indeterminadas z1,...,x,, é facil ver que

f(z) = 2'M;z. (1.3)
Observe que a equagao (1.1) sempre pode ser reescrita como
n
f(.?j'l, e ,.len) = Z &“33'? + Z(&Z’j + &ji)ilfil'j.
i i<j
Logo podemos assumir que a matriz dos coeficientes de f é triangular superior quando

q ¢ par. Em linguagem matricial temos
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f(z) = 2'Ax, (1.4)

sendo A uma matriz, n X n, triangular superior com coeficientes em F,. Iremos denotar por
A a matriz triangular superior dos coeficientes de f.
Dado f uma n-ésima forma quadratica sobre [F;, sempre podemos pensar na fungao
Qf : ]Fqn — ]Fq
z — f(z)

onde z ¢ um vetor coluna no F,-espaco vetorial Fy». Observe que

Qy(az) = a*Qs ()
para todo o € F,; e qualquer € Fyn. Se que ¢ for impar temos
def
By(z,y) = Qp(z +y) — Qp(x) — Qp(y) = (z+y)My(z+y) — "Mz — y'Myy

= 2'Myy + y'Myx

= a'Myy + (y'Myz)’

= My + 2'Myy

= a'(2My)y,

pois My é simétrica. Se que ¢ for par temos

By(z,y) = Qp(x +y) + Qs(z) + Qrly) = (z+y)Ap(z+y)+2'Apz+y'Apy
= 2'Apy+y'Asx
= 2'Apy+ (y'Asx)’
= a'Asy+2'Aly
= 2'(A;+ A;)y
e obtemos By bilinear simétrica em ambos os casos. Logo a fungao )y possui as seguintes

propriedades:
1. Dado @ € Fyn, Q(ax) = a*Qy(x) para todo a € F, e

2. a funcao
Bf . Fqn X Fqn — ]Fq

(z,y)  +— Qslr+y)—Qsr) - Qrly)

¢ [F -bilinear simétrica.
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Devido a importancia das propriedades (1) e (2) satisfeitas por @) dizemos que uma
funcao que satifaz estas propriedades é uma funcdao quadrdtica. Também devido a im-

portancia da funcao By definimos:

Defini¢ao 1.6 (Forma Bilinear Associada)

Seja f € Fylzy, ..., x,] uma forma quadrdtica. Entdo a funcdo definida por

B(v,w) Z Qv+ w) — Qr(v) — Qp(w)

¢ dita forma bilinear simétrica associada a f, onde Qs € a funcdo quadrdtica induzida por
f. Como vimos By é sempre simétrica, dessa forma iremos nos referir a By simplesmente

como forma bilinear associada a f. O

E importante observar que quando ¢ ¢ fmpar a forma matricial de By ¢ dada por 2My.
E quando ¢ é par a forma matricial de By é Ay + A’}.

Até aqui vimos que dado uma forma quadrédtica f é possivel associar uma funcao
quadratica. Agora vamos ver que este processo é reversivel, ou seja, dado uma funcao
quadratica é possivel associar uma forma quadratica. De fato, considere h : Fjn — F, uma
funcao quadratica sobre F,. Novamente vamos separar em dois casos um quando ¢ for impar

e o outro quando ¢ for par. Seja {ej,...,e,} a base canonica de F;n sobre F,.

e No caso impar defina
b — By(e;, €j)
e e—
2

e temos a seguinte forma quadratica

f(.?j'l, Ce ,Z’n) = Z bijl'i.flfj.

1,7=1

Claramente 5 ¢ igual a funcao quadratica h.

e No caso par defina
h(ei)a se 1=
;5 = Bh(ei, ej), se <]

0, se 1>7
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temos entao a seguinte forma quadratica

n
flzy, ..., zn) = Z a;;T;%;.
ij=1

Por definicao temos Qs(e;) = h(e;). Vamos verificar, por inducdo no nimero de varidveis
n, que Qr(are; + - -+ ane,) = h(ajer + -+ -+ ayne,) onde o; € Fy com ¢ € {1,...,n}. Disto
teremos (s igual a funcao quadratica h. De fato:
Quando n =1 o resultado é imediato. Suponha que para n = k > 1 tenhamos
Qflarer + -+ -+ ager) = h(oqer + -+ + ager). Vamos verificar que esta igualdade também

¢ vélida para n = k + 1 e o resultado seguird por inducéo finita. Observe que Bf(z,y) =

Qr(r +y) + Qr(z) + Qf(y) logo

k+1

k k
Qr(>_aies) = B(D ey, appienia) + QY aier) + Qp(arsrensa). (1.5)
=1 i=1 i=1

Por hipétese de inducao Qf(Zle ae;) = h(Zle a;e;) e Qrloutiert1) = h(r1€r41)

como

By(oner + - -+ agey, apyierr1) = Brloner, appiepsr) + -+ Br(ager, Gpyi1€p41)
= oo Brler, epyr) + - + agagi1 Br(er, epq1)

= 0Ok4101(k+1) T * T O QU1 Ak (k+1)

= oqag1Bh(er, eps1) + - - - + agagi1 Br(e, ex41)

= Bh(ozlel + -+ €L, Oék+1€k+1),
substituindo estas igualdades em (1.5), obtemos

k+1 k+1

k k
Qf(z Oéiei) = Bh(z @iei) + h(z aiei) + h(OékJrlekJrl) = h(z aiei)
=1 =1 =1 =1

e obtemos, por indugao matematica a igualdade desejada.

Portanto dado uma funcao quadratica existe uma forma quadratica associada a esta e
reciprocamente dado uma forma quadratica temos uma funcao quadratica. Desse modo nao
iremos fazer distincao entre formas e funcoes quadraticas.

Na verdade o que acabamos de relatar e provar se resume no seguinte teorema:
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Teorema 1.3 Uma funcao h : Fpn — F, é uma forma quadrdtica se, e somente se, h €

uma fungao quadrdtica.
Um exemplo da utilizacao do Teorema 1.3 é o proimo resultado.

Corolario 1.4 Sejam k e r inteiros positivos tais que k =2r e A € F(’;k. Entdo a funcao:

¢ Fpr — F

q
r — tr(Aa? )

q

¢ uma forma quadrdtica, onde tr : Fy — F, é a aplicagio F,-linear definida por

tr(a) = a+4al+---+a? ", chamada de trago.

Demonstragao:
Pelo Teorema 1.3 basta verificarmos que ¢ é uma fungao quadratica, ou seja, ¢(ax) = a*@(x)

para todo a € F, e
Bd) : Fqk X ]Fqk — Fq
(z,y)  — Qulr+y) — Qulz) — Qs(y)
¢ IF,-bilinear simétrica.
De fato:

Primeiro observe que sendo a? = a, tem-se que a? *! = a? e portanto
p(ax) = tr(A(az)? ™) = tr(ha? T'z? ) = tr(Aa®2? ) = a®tr(a? ) = a?¢(x).
Agora veja que

Qo(z+y) = tr(AMa+y)T™)
= tr(A(z +y)" (z +y))
= tr(A(z” +y7)(z +y))
= tr(x? ) + tr(y? ) + tr M (zy? + ya?)]
= Qu(2) + Quly) + trMay” + yz7)]

Claramente tr[A(xy? + yz? )] é F,-bilinear simétrica e temos o resultado.

Duas formas quadraticas sao identificadas a partir da seguinte definicao:
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Definigao 1.7 (Equivaléncia de Formas Quadraticas)

Sejam f,g € Fylz1,...,x,) duas formas quadrdticas. Dizemos que f é equivalente a
g se existe P matriz n x n com coeficientes em F,, invertivel, tal que f(X) = g(PX).
Notacao: f ~ g. O

E facil ver que esta definicao fornece uma relacao de equivaléncia no conjunto das formas
quadraticas sobre [F,.

A Definicao 1.7 diz que existe uma substituicao linear de variaveis que leva a forma g
na forma f.

Dada duas formas quadraticas f e g € Fy[xy,...,z,] equivalentes temos que para todo
b €T, as equagoes f(X)=be g(X)=bpossuem o mesmo niimero de solugoes em F, visto
que P estabelece uma bijecao entre seus vetores solucao. Portanto equivaléncia de formas
quadraticas preserva o nimero de solugoes.

Suponha ¢ fmpar e que f ~ g. Entao por (1.3) temos g(PX) = (PX)'M,(PX) =
X'"P'M,(PX) e pela condigdo de equivaléncia g(PX) = f(X) = X'M;X. Portando dado

f ~ g existe uma matriz P, n x n, invertivel com coeficentes em F, tal que

M, = P'M,P. (1.6)
Agora supondo ¢ par e f ~ g obtemos de modo andlogo ao caso impar, utilizando a

equagao (1.4), que

Ay =P'AP. (1.7)
Desde que ja indentificamos formas quadraticas é possivel destacar, na nossa préxima

definicao, as que chamamos de nao degeneradas e por conseqiiéncia as formas bilineares

associadas que sao nao degeneradas.

Definigao 1.8 (Forma Quadratica nao degenerada)

Dada uma forma quadrdtica f em Fylxq,. .., x,] tal que f & Fylxy, ..., &, ..., 2] para
todo i € {1,...,n}, dizemos que f € nao degenerada quando ndao eriste nenhuma forma
quadrdtica g equivalente a f com numero de varidveis menor que n, ou seja, g ~ f implica
que g possui n varidveis.

4
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EXEMPLO 1.6 Considere a sequinte forma quadrdtica f(x1,r2,23) = x3 + 235 + 23, sobre F.

Aplique a sequinte mudanga de varidveis dada pela matriz

1 00
P=1110 |,
011

entao definindo g(x) = f(Px) obtemos

9 92, 2, 9, 9 9
g(x1, 29, 23) = f(@1, 21 + 22, 02 + 3) = 7 + o7 + 25 + 25 + x3 = 23.

Assim f € equivalente a g, pela Definicio 1.7, que sé possui uma varidvel, e portanto f €

degenerada. &

Definicao 1.9 (Forma Bilinear nao degenerada e Nicleo)

Seja f uma forma quadrdtica em n varidveis sobre F, e By sua forma bilinear associada.
Considere o conjunto Ker(By) = {x € Fypn : Bf(x,y) = 0 para todoy € Fpn}, By é dita
nao degenerada quando o conjunto Ker(By) é o conjunto {0}. Caso contrdrio By é dita
degenerada.

O conjunto Ker(By) € dito nicleo de By. Claramente Ker(By) é um subespago vetorial
de Fyn. O nimero dado por dim(Ker(By)) é dito dimensao do nicleo de By.

O

EXEMPLO 1.7 Defina
B . Fqn XFqn — Fq
(z,y) > Blz,y) = tr(zy)
onde tr € o traco de Fyn sobre IFy.

Claramente, pela defini¢cdo do trago, B € uma forma bilinear simétrica. Vamos calcular seu nicleo.

Por definicao Ker(By) = {x € Fgn : By(z,y) = 0 para todo y € Fgn}. No apéndice A vimos que

existem {aq,...,an}, {B1,..., 00} bases de Fyn sobre Fy tais que
1 para i=j.
tr(oziﬂj) = {
0 para i#j
Seja v € Fon entdo x =" | a;a;. Fize j € {1,...,n} e temos que

0= tr(xf;) = tr((Y_ aie)B;) = (D> aseifBy) = > astr(cify) = a;.
=1 =1

=1
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Logo aj = 0 como j € arbitrdrio temos que x = 0 e portanto Ker(By) = 0 e B(z,y) = tr(zy) €

nao degenerada. &
O teorema seguinte caracteriza as formas bilineares associadas que sao nao degeneradas.

Teorema 1.5 Seja f uma forma quadrdtica em n varidveis sobre Fy e By sua forma bilinear

associada. Seja B a representacao matricial de By. Entao sao equivalentes:

1. By € nao degenerada.

2. detB # 0.

Demonstragao:

Lembre que B corresponde a 2M; ou Ay + Aﬁc dependendo se ¢ é impar ou par. Veja que
por definiao Ker(By) é o conjunto dos x € F, tal que 2'By = 0 para todo y € F,. Logo
Ker(By) é o conjunto dos = € F, tal que 2'B = 0. Portanto Ker(By) = 0, se e somente se,
det B # 0. Donde temos o resultado. 0

E importante observar que quando g é par toda forma quadrdtica diagonal, 3+ - -+ 2,
tem forma bilinear associada, By, degenerada. De fato, se f(r) = 2'Az temos que Ay + Al

¢ a matriz nula. Portanto By ¢ degenerada.

Teorema 1.6 Seja f uma forma quadrdtica em n varidveis sobre F,. Seja g forma quadrdtica
nao degenerada em r varidveis sobre Fy tal que f ~ g. Se By é nao degenerada temos que

dim(Ker(By)) =n—r.

Demonstracao:

Suponha ¢ impar. Neste caso Bf(z,y) = x'(2M;)y e trivialmente temos que dim(Ker(By)) =
n—Posto(My). Pelaigualdade (1.6) temos que My = P'M P, onde P ¢ invertivel. Disto segue
que Posto(My) = Posto(M,). Como B, é nao degenerada, pelo Teorema 1.5, Posto(M,) = r
e temos

dim(Ker(Byf)) = n — Posto(My) =n — Posto(My) =n —r.

Agora suponha ¢ par. Neste caso By(z,y) = z'(A; + A%)y e entao dim(Ker(By)) =
n — Posto(Ay + A%). Pela equagdo (1.7) temos Ay + A% = P'(A, + Al )P com P invertivel.
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Donde Posto(Ay + A%) = Posto(Ag + Af). Pelo Teorema 1.5 temos Posto(A, + A}) =7 e

entao

dim(Ker(By)) = n — Posto(Ay + A}) = n — Posto(Ay + Ay) =n — .

OJ
Para identificar formas é importante o seguinte conceito.
Defini¢ao 1.10 (Representagao)
Seja f € Fylz1,..., 2, ebeF,. Dizemos que f representa b quando existe solu¢do para
f(X)=0b. O

No sentido de identificar formas apresentamos dois lemas técnicos:

Lema 1.7 Seja cx? + 2bywywo + - - - + 2b,21, + M(Ta, ..., 1) € Fylae, ..., 2], onden > 2,
uma forma quadrdtica com q impar, ¢ # 0 e h(za, ..., x,) € Fylza, ..., x,] forma quadrdtica.

Entao

x4 200w 29+ - -+ 20,112, +R(20, . .., ) = c(wy Fboc g A - by ) g, L, 1)

onde g € F,lxs,...,z,] € forma quadrdtica.

Demonstragao:

A demonstragao segue por inducao sobre n e completamento de quadrados. 0
Lema 1.8 Sejam f € Fylxy, ..., x,] uma forma quadrdtica, q impar, n > 2 ec € F;. Se f

representa ¢, entao f € equivalente a
2
cxy+ g(za, ... xy,)
onde g € Fylxa,...,x,] € uma forma quadrdtica com n — 1 varidveis.

Demonstragao:

Por hipétese existe v = (vy, ..., v,) € Fy tal que f(v) = c¢. Como ¢ # 0 algum v; é diferente
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de zero. Seja P uma matriz nao singular n x n, com entradas em F,, onde a primeira coluna

¢ o vetor v. Temos entao seguinte mudanca de variaveis

Y1 T1

Yn Tn

Faca ¢g(Y) = f(PX) e temos pela equagao (1.6) que M, = P'M/P, logo escrevendo g =

Z a;;Y;y; temos

i<ji=1
1 1
ain = (1,0,...,0)M, 0 = (1,0,...,0)P'M/P
0 0
01
= (v1,v2,...,0,)My
Un
= fw)=c
e temos uma forma quadritica g cujo coeficiente do termo y? ¢ f(v) = ¢, ou seja f é

equivalente a uma forma quadratica dada por:

ey 4 2b011ya + -+ 2001 Y + h(Ya, - Yn) = (Y1 Fboc Yo+ b )2 92, Yn).

A igualdade segue do Lema 1.7 com apropriados b; € [, e formas quadraticas h, g sobre [F,.

Agora fazendo a seguinte mudanca de variaveis:
T =y b Yo b Yy T2 = Y2r e Ty = Y

obtemos a forma quadrética desejada.

Utilizando o lema anterior e inducao finita obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.9 Toda forma quadrdtica f sobre F,, q impar, é equivalente a uma forma

quadrdtica diagonal, a qual denotaremos por ().
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Demonstragao:
Faremos a demostragao usando inducao finita sobre n. Se n = 1 temos f(z1) = ay2?
que ja é diagonal. Suponha agora n > 2 e que o resultado é valido para todo k < n — 1.
Seja f € F,lxy,...,x,] uma forma quadrédtica em n variavéis. Se f = 0 é ébvio. Vamos
supor f nao nula. Se para algum 7 temos a;; # 0 entao f representa a;;, ou caso contrario
existem 1, j, ¢ # j tal que a;; # 0 e f representa 2a;;, visto que f(ci,...,¢,) = 2a;; quando
¢i = ¢; =1 ec¢ = 0. Destas consideragoes temos que [ representa algum a; € F} e pelo
lema anterior f(xy,...,2,) = a;z3+g(xa, ..., z,). Portanto aplicando a hipétese de indugao
sobre a forma quadratica g temos o resultado.
O

Seja f € Fy[z1,...,2,], ¢ impar, uma forma quadrética equivalente a a;2? + - - - + a,z2
onde os a; podem ser zero. Sabemos que o posto de uma matriz é invariante pela multi-
plicacao por uma matriz nao singular. Portanto é imediato que para formas quadraticas
equivalentes as suas matrizes de coeficientes possuam o mesmo posto.

Se My tem posto n é claro que f é nao degenerada. E se o posto de My é igual a n

segue que det My # 0, logo

det M, = det M f(det P)? (1.8)

quando f ~ g, pela igualdade (1.6).
Sendo f forma quadratica nao degenerada em n variaveis sobre F,, com ¢ par, vamos
procurar uma forma quadratica g equivalente a f que tenha uma representacao mais simples.

Para isto precisamos do seguinte resultado:

Lema 1.10 Seja f € F,[z1,...,2,] uma forma quadrdtica ndo degenerada com q par. Se
n > 3 entao f € equivalente a

122 + g(.ﬁlfg, s 73:71)7
onde g € Fylzs,...,z,] € uma forma quadrdtica nao degenerada.
Demonstracao:

Primeiro vamos mostrar que f é equivalente a uma forma quadratica cujo coeficiente do

termo x?, é zero. Sabemos que
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flz,. ... x,) = Z a;;x;x; com a;; € Fy. (1.9)

1<i<j<n
Se para algum ¢, a; = 0, basta uma mudanca de varidveis e temos a;; = 0. Logo podemos
assumir que para todo ¢ temos a;; # 0. Se tivermos a;; = 0 para todos 1 <1 < j < n,

terfamos
q

g g
f(xla s 7xn) - alll'% + annx?—b = (afll‘l + - a%nl‘n)2

e f seria equivalente a uma forma quadratica com uma variavel, contradizendo o fato de
ser nao degenerada. Logo podemos, por uma reordenagao das varidveis, supor que asg 7 0.

Entao
f(zy, ... 2n) = x5 + vo(a1pr) + a3xs + - - - + agny) + g1(T1, T3, . ., Tn).
Fazendo a seguinte substitui¢ao linear (lembre que ag3 # 0):
T3 = o3 (a12Y1 + Y3 + Aoa¥a + - -+ + A2a¥n), T; = Y; para i £ 3.
Vamos obter uma forma g, equivalente a f, tal que
91, -3 Yn) = a2nys + Y2z + G2 (Y1, Y3, -+, Yn)-
Sendo by, o coeficiente de yf em g, e com uma nova mudanca de variaveis
Y = (%_21511)%21 + 29, Y; = 2; para i #* 2

o coeficiente de 27 é zero, como desejavamos.
Portanto podemos supor, a menos de mudanca de varidveis, que f dada por (1.9) tem

coeficiente a;; = 0, ou seja

f(xla s 7xn) - E Qi3 X325 com Q5 c Fq eay = 0.
1<i<j<n

Visto que f ¢ nao degenerada, algum a;; # 0, vamos assumir que a;2 7# 0 e com a seguinte

mudanca de variaveis

1 .
Ty = ayy (Wo + ajzws + - - - + aj,wy,), T; = w; para i # 2
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transformamos f numa forma quadratica do tipo

wiW2 + E Cij W W

2<i<j<n

e com uma ultima mudanca de variaveis
Wy = Uy + Coouz + -+ + CopUly,, w; = u; para i # 1
obtemos a forma quadratica equivalente
UrUsg + g(u37 s 7un)7

onde g € F,[us, ..., u,] é¢ uma forma quadratica claramente nao degenerada pela construgao.

O
O préximo teorema dé uma caracterizacao de forma quadratica nao degenerada quando
q ¢ par.
Teorema 1.11 Seja f € F[x1,...,,], com q par, forma quadrdtica ndo degenerada. Se n

€ par entao f € equivalente a
T1To + T34 + -+ + Tp—12y,

ou a

2 2
T1Xo + T34 + -+ - + Tp1Ty + X, + ax;,

onde a € F, e satisfaz tr(a) = 1 sendo tr definida de F, sobre o seu subcorpo primo F.

Demonstragao:
Usando induc¢ao em n junto com o Lema 1.10 é facil mostrar que f é equivalente a uma
forma do tipo

x ba? da?

1X2 +T3%4 + -+ + Tp_3Tp—2 + 0X,,_1 + CTp_1X, + AT,

onde b,c,d € IF,.
Visto que f é nao degenerada devemos ter ¢ # 0. Pois caso contrario a identidade

9 q . s ,
ba? | + dx? = (b2x,_1 + d2x,)* vai nos fornecer uma forma quadrdtica com o nimero

de variaveis menor que n.
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Se b = 0 temos cz,_1%, + d:l:i = (cxp_1 + dxy)x, é equivalente a x, iz, e temos o
resultado.

Se b # 0 substitua z,_1 por b= 2xz,_; e x, por b?¥%cz,. Com esta mudanca de varidveis
temos

2 2 2 2
br, |+ cxp_1x, +dx, ~x, | + Tp_1T, + az,,

para algum a € F,. Suponha que o polinémio z°+z+a é redutivel em F,[z]. Logo z*+z+a =
(x4 c1)(x + ¢2),c1,¢0 € Fy e portanto 22 _; + @12, + ax2 = (-1 + 10,) (Xp_1 + C2x,,) é
equivalente a ,z,_1. Caso 22 + x + a seja irredutivel em F,[z] temos pelo Coroldrio A.16

que tr(a) =1 e o resultado fica estabelecido para todos os casos. 0

1.3 Ntumero de Solucoes de Formas Quadraticas

Iniciamos nesta se¢ao o estudo sobre o nimero de solugoes em Fy de equagoes do tipo

f(z1,...,2n) = b, b € F, e f uma forma quadratica. Vamos denotar por
N(f(z1,...,z,) = b) o nimero de solugoes da equacao f(zi,...,x,) = bsobre F,, onde con-
sideramos somente as indeterminadas que realmente ocorrem na equagao f(z1,...,z,) =b.

Por exemplo N(ai27 4 asx3 = b) refere-se ao niimero de solugoes de a;27 + agzy = b em .
Vamos concentrar nossos esfor¢os no caso em que n é par. Contudo observamos que uti-
lizando a mesma técnica é possivel determinar o niimero de solucoes de uma forma quadratica
quando n é impar. Contudo para nossos objetivos restringimos nossa atengao ao caso n par.
Para atingirmos nosso objetivo introduzimos o conceito de valor inteiro e um lema sobre

Sua soma.

Definicao 1.11 (Valor Inteiro)
A funcao v definida em IFy por

—1 S€ beF;
b— {
g—1 §€ b=0

¢ dita valor inteiro de . O
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Lema 1.12 Para todo corpo finito, F,, tem-se:

> v(e) =0, (1.10)

e mais ainda para todo b € T,

0 S€ 1<k<m

> vler) o vler) = { (1.11)

c1++cm=b ll(b)qm_l Se k=m

sendo cy,...,c, € Fy.

Demonstracao:
A equagao dada por (1.10) é obviamente verdadeira. Para obtermos a igualdade (1.11)

considere primeiro quando 1 < k£ < m e temos

Z vicy) - v(cg) = Z vicy)...vic) - Z 1

c1++em=b c1,...,c€Fq Cht1+Fem=b—c1——cy
= g1 Z vicr) - v(cr)
c1,...,cp€Fq
= gkt Z vicy) | - Z viey) | =0
01€]Fq CkEFq

onde a ultima igualdade segue de (1.10).
Se k = m, vamos proceder por inducao em m. O caso m = 1 é trivial. Suponha a hipdtese

valida para m > 2. Pela primeira parte temos

S se) - venlenn) = S0 vler) - vlen)Wemn) + 1]

c1++em+1=b c1t+emy1=b

= Z viey) - v(em)vb—cr — - —cm) + 1]

Clv"'vcmqu

— 0 Y vle)-vien)

1t tem=b

E esta tultima igualdade segue do fato da expressao entre colchetes ser zero, exceto quando
1+ -+ ¢y =0b, eneste caso v(b— ¢y — -+ — ¢) = ¢ — 1. Aplicando agora a hipdtese de

indugao obtemos o resultado. 0



CAP. 1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS 23

Lema 1.13 Sejam q impar, b € ¥y, ay,az € F, e n o caractere quadrdtico de F,. Entao
N(a 23 + agas = b) = q + v(b)n(—aias). (1.12)

Demonstracao:

Sejam ¢y, ¢ € I, aplicando o Lema 1.1 temos

N(ay3 + agry =b) = Z N(a17] = ¢1)N (a3 = c3)
c1+co=b

= Y [ nleay L+ (e )

= q+n(a) X nle) +nlaz) Y nlea) +nlaaz) > nlcie)

c1€Fy c2€lFy c14c2€lFy

= q+n(aas) Z n(be — c?).

cely

O tltimo somatdério é igual a v(b)n(—1) pelo Teorema 1.2. Donde temos o resultado.

O
Seja ¢ fmpar. Desejamos calcular o nimero de solugoes de f(z1,...,z,) = b, onde
beF,e fé uma forma quadratica sobre F,. Sabemos pelo Teorema 1.9 que f ~ @, @
forma quadratica diagonal. Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que () pode
ser reescrita como @195% 4+ 4 akx%, onde 1 <k <n e todo a; # 0. Como para todo b € IF,
o ntimero de solugoes de a;z? + -+ -+ apxr? = b em [y ¢ ¢" " vezes o niimero de solucoes da
mesma equacao em IF’; , basta considerarmos o caso onde k = n, ou seja, quando f é nao

degenerada.

Teorema 1.14 Seja f uma forma quadrdtica nao degenerada sobre Fy, g impar, n o nimero
de wvaridveis. Se m € par entao para b € TF, o numero de solugcoes da equagdo

flxy,..., ) =bemFy €

onde 1 éo caractere quadrdtico de Fy, e A = det(My).

Demonstracao:
Seja a;x?+- - -+a,r? a forma quadratica diagonal equivalente a f. Visto que esta equivaléncia

preserva o ntimero de solugdes e n(det (My)) = n(det (M, ,2,...44,,2)) Pela equagdo (1.8),
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basta mostrarmos o resultado para a;z? + - - - + a,22, onde a; # 0 para i € {1,...,n}. Seja

m = 5 temos pelos Lemas 1.12 e 1.13

N(a122 + -+ ap,22 =b) = Z N(a 23 + agas = c1) - - N(ap122_| + a,22 = c»)
c1tFem=b
= > la+vlen(-aa)] g+ vien)n(—a,-1a,)]
c1ttem=b
= (D) S ler) e vlen)
c1+-+em=b

= "' Hvd)g = n((=1)"ar - an).

O
Para obtermos o analogo para o caso em que ¢ é par e n também precisamos do seguinte

resultado:

Lema 1.15 Sejam q par, a e b € F, com tr(a) = 1, onde o traco tr estd definido de F, sobre
Fy. Entdo
N (23 + 2129 + az3 = b) = q — v(b). (1.13)

Demonstracao:
Visto que 22+x+a é irredutivel em F,, pelo Corolério A.16, temos 2?+z+a = (z+a)(z+a?)

com o € Fp2 e o € Fy e também
fz1,29) = (23 + 2109 + axl) = (21 + axo) (21 + almy).

Para cada (c1,c) € F2 obtemos que f(c1, o) = (cf 4+ c122 + ac3) = (c1 + acy)(c1 + alcy) =
(c1 4+ acg)?™t. Como {1,a} é uma base de F,2 sobre F, temos uma bije¢do entre os pares
ordenados (¢, c2) com os elementos v = ¢; + acy € Fp2. Portanto N(f(x1,22) = b) é iqual

ao numero de v € F,2 tais que ¥4 = b. Logo

N(f(zq1,29) =0)=1=¢q—r(0)

(Ci))
Seja b # 0, como Fe é ciclico e b = pi-1 = 1, temos ¢q + 1 elementos v € Fg com

74t = b. Portanto N(f(x1,22) =) =q+1=q— v(b).
OJ
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Ja tinhamos observado que N(f(xy,...,x,) = b), f forma quadratica sobre F,, é in-
variante por equivaléncia. Entao para determinarmos N(f(xy,...,2,) = b) quando n e ¢
sao pares basta restringirmos nossa atengao ao caso do Teorema 1.11 e considerar o caso
f(x . 2 2 . f 7 . 1 N f 2 d 7

1y, Tp) = a1y + - - + a,a. pois esta forma é equivalente a forma 7, quando ¢ é par,
e este caso nao é coberto pelo Teorema 1.11.

Primeiro vamos considerar o caso mais simples:
Teorema 1.16 Seja b € [F,. Se ¢ = 2" o nimero de solugoes da equagdo

2 2
&1$1+"'+@n$n:b:

em Fyn, chamada de equacao diagonal, é dado por ¢"~'.

Demonstragao:

Primeiro veja que a — a® é um automorfismo em F,. Logo a,z* = b, b € F,, possui somente
uma solugao em [F,. Como

2 2 2
a1r] + -+ apx, ~ T,

temos que

N(ara + -+ anzy = b) = ¢" 7 Nz = b) = "

O

Teorema 1.17 Seja b € F, com q e n pares. Entao o nimero de solugcoes da equagao

T1To + X324 + -+ Xp_12, = b em IF;‘ é

"+ v(b)g (1.14)

e o da equacao x1Ty + T34+ + Ty 1T, + x%,l + (m:% =bem IF;‘ é

"t —v(b)g (1.15)

onde a € F, com tr(a) =1, sendo tr definido em F, sobre F,.

Demonstragao:

Consideremos inicialmente n = 2. Observe que N(xjze9 = b) = g—1se b # 0 e
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N(z1xz9 = b) = 29 — 1 se b = 0, logo N(xy129 = b) = ¢+ v(b) para todo b € F,. Seja

agora n > 2 e seja m = g, tome ¢y, ..., ¢, € F, tais que
Nzt +apnza=b) = Y N(zws=cr) - N(@g1n = cn)
c1+-+cm=b
= > latv(e)]-lg+vien)]
c1+-+em=b
— qulqm + Z V(Cl) e I/(Cm)
c1+-+cm=b

(n—2)

= ¢ +w(b)g e

A 1ltima igualdade segue do Lema 1.12.
No caso restante se n = 2 basta usar o Lema 1.15. Seja n > 4 vamos usar o Lema 1.15 e

o resultado j& provado. Considere c;,co € [F, tais que

N (2129 + T34 + -+ - + Tno1Zy + 7oy + azl = b)

= Z N(xywo + 232y + - -+ Tp 3Ty 2 =¢1) - N(zp_12, + xifl + axi = (3)

c1+ca=b ( :
n—4
= > P ule)d T g - vle)]
c1+co=b ( :
_ (n—2) n— n—4
= ¢"'+q 2 Z v(c)) —q"? Z v(cy) —q 2 Z v(cy)v(ca)
c1€F, c2€Ry c1t+ca€fg
_ (n—2)
— qn 1 _ l/(b)q 5
A 1ltima igualdade é verdadeira pelo Lema 1.12. OJ
Portanto dado f € F,[z1,...,,] uma forma quadrética e b € F,, a partir dos Teoremas

1.14 e 1.17, podemos determinar N(f(z1,...,2,) = b) para f nao degenerada e n par.
Também, a partir do Teorema 1.16 conseguimos determinar N(f(z1,...,x,) = b) quando f
¢ diagonal e ¢ é par.

No caso geral, quando n é par e f é degenerada, basta considerarmos g forma quadratica
nao degenerada equivalente a f e ultilizando os Teoremas 1.14 e 1.17 determinar

N(g(z1,...,2x) =b) em F,, onde k e é o niimero varidveis de g. Donde teremos que

N(f(z1,...,2,) =b) = ¢ "N(g(x1,...,21) = b)

k
em Fq.
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Como estamos interessados no numero de solugoes em Fy, temos que multiplicar

N(g(x1,...,2x) = b), numero de solugdes em IF’;, por ¢" % onde v = n — k é justa-

mente a dimensao do ntcleo da forma bilinear associada a f, pelo Teorema 1.6. Em resumo

obtemos
Teorema 1.18 Seja f € Fy[z1,..., x| uma forma quadrdtica, By sua forma bilinear asso-
ciada, v a dimensao do nicleo de By e Ny, o nimero de solugoes em IF’; de f(x1,...,2x) = b,

combelF,. Sek=2tev=2s entio existe D € {—1,0,1} tal que

Ny = q2t—1 + Dqt+s—1(q . 1)7 e N, = q2t—1 _ Dqt+s—1 quando b 75 0.



CAPITULO 2

Numero de Solucoes de uma Curva Algébrica

Neste capitulo iremos apresentar uma férmula para o niimero de solucoes da curva algébrica
plana, sobre Fx, definida pela equacao y? —y = ax®+ b onde a € F;k, belFu, s,keNek
é nimero par.

Como consequéncia, deste resultado, obtemos exemplos de curvas maximais, ou seja,
curvas planas cujo o numero de pontos atingem a famosa cota de Weil.

As curvas maximais desempenham importante papel em Teoria dos Cddigos. Também
sao amplamente estudadas em Teoria dos Nimeros e Geometria Finita.

Vamos denotar por tr a funcao traco de F x sobre F,.

2.1 Teorema Principal

Nesta secao vamos determinar o nimero de solucoes da equacao y? — y = ax® + b, sobre
IFx, para determinados inteiros s. A prova do resultado, sobre tal ntimeros de solugoes, que
apresentamos aqui é devido a J. Wolfmann e pode ser visto em [5].

Iniciamos com dois lemas que irao auxiliar na obtencao do resultado principal, e vamos
concluir com outro resultado sobre nimero de solugoes de uma equacao. Na verdade é a
etapa principal na demonstragao do Teorema 2.3, que é o principal resultado deste capitulo,

e devido a sua importacia destacamos como um corolario.

28
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s . . . ~ k_q .
Lema 2.1 Se g € impar e k = 2rh com r, h numeros naturais, entao m = ;1%_1 POSSUL @

mesma paridade de h.

Demonstragao:

Observe que

2
m:qk_lquTh_lz yh—l
q2r_1 q27’_1_2 y—l
sendo y = q". Visto que % =y 1+ y" 2+ ... +y+1 temos

m=y" '+ Pty L

E como y* = ¢"* =, 1 para todo ¢ natural, pois ¢ ¢ fmpar, obtemos

m=y1l+4+---+1+1.
h—1

Portanto m =5 h como queriamos.

O

Lembramos, segundo as notagdes do Teorema 1.18, que v = dim(Ker(By)

e D e {-1,0,1}, onde By é a forma bilinear associada a uma forma quadrética f.

Lema 2.2 Sejam k,r, h nimeros naturais tais que k = 2rh e a € Fgx nao nulo.

(a) A fungdo
¢a : Fpp — F,
r +— tr(az? )

¢ uma forma quadrdtica.

(b) Seja n natural tal que n(q" +1) = ¢* — 1. Sejam v e D os inteiros associados a ¢, pelo
Teorema 1.18, entao:
Se a” = (—1)" entdo v =2r e D = (—1)"*L.
Se a™ # (=1)" entdov =0 e D = (—1)".
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Demonstragao:

(a) Pelo Coroldrio 1.4 temos que ¢, é uma forma quadrética e

$a(® 4+ y) = ¢a(®) + ¢aly) + tr(a(zy? + 27y)).

sendo p(z,y) := tr(a(ry? + 27 y)) uma forma bilinear simétrica.

(b) Vamos caracterizar o nicleo de ¢. Como tr(az?y) = tr(a? "zy? ")) obtemos
o(z,y) = tr(z(ay” +a?"y?""). Pelo Exemplo 1.7 a forma bilinear simétrica (z,y) — tr(zy)
¢ nao degenerada, disto segue que ¢ é nao degenerada. Portanto ¢ é uma forma bilinear
simétrica e nao degenerada, dsonde temos que o ntcleo de ¢ é o conjunto das solucoes de:

s k—r k—r
ay? +a® y?

= 0. Elevando esta equacao a ¢"-ésima poténcia obtemos a seguinte equagao
equivalente:

(1) a?y7" + ay = 0.
Logo o nicleo de ¢ é igual ao ntcleo da funcao linear y — aqrngr + ay e os elementos nao
nulos do ker ¢ sao solugoes da equacgao :

(@) () = a7
Considere os seguintes inteiros m = qqgkr__ll en = gf;

N ~ . ~ ~ r_
mos a poténcia m, a equagao (2), teremos uma solu¢ado em IF’; se, e somente se (—a? ~1)™ = 1.

( n foi definido no enunciado). Se elevar-

Como

k k
r —1 —1 (Zk_l

1= (—a? )™ = (=1)"a? )™ = (=1)"a? "1 = (=1)"a? " )T D@D = (—1)"qT

teremos solugao se, e somente se a™ = (—1)™.

Se q é impar, pelo Lema 2.1, a paridade de m é a mesma de h. Portanto, para cada g:
(i) Se a™ = (—1)" entao dim(kery) = 2r
(ii)Se a™ # (—1)" entao dim(keryp) =0

Falta determinarmos D. Para isto considere o subgrupo M de ordem ¢" + 1 do grupo
multiplicativo F;. O conjunto das solugées de tr(az? *') = X em Fy com A # 0, é a unido
das classes oM distintas tais que o € Fyr ¢ solugao de tr(az? ') = A. De fato: se v € F

¢ solucao e w € M temos

tr(a(wa)? ™) = tr(aw? Ta? ) = tr(ala? ) = A
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e temos que ma também é solugdo para todo m € M. E visto que |M| = ¢" + 1 temos que
o nimero de solucoes de tr(az? ') = X em F i ¢ um multiplo de ¢" + 1. Entéo de acordo

com o Teorema 1.18

= D¢t =0mod (¢" + 1)

ou, de forma equivalente,

¢*" — Dg""* = 0mod (¢" + 1).

No caso (i), s = r, usando que ¢ = (—1)" mod (¢" + 1) (isto se verifica facilmente por
)

inducdo em n) nés temos D(—1)""! —1 = 0 mod (¢" + 1) e a tnica solucao é D = (—1)"1,
No caso (it), s = 0 e usando novamente que ¢ = (—1)'mod (¢"+1) temos
D(—1)" —=1=0mod (¢" + 1) e a tnica solugao ¢ D = (—1)". O

Agora estamos aptos a determinar o nimero de solugoes da equagao y? —y =az®*+be
com isto determinar o niimero de pontos racionais da curva algébrica plana projetiva definida

por ela, sobre [Fx.

Teorema 2.3 Seja N o numero de pontos racionais da curva algébrica plana projetiva
definida, sobre F, pela equacao y?! —y = ax’® + b, a € IF;,H b € Fpr e s um nimero
inteiro positivo. Assuma k = 2t e s um divisor de ¢" — 1. Seja n tal que ns = ¢* — 1.
Se existir um divisor v de t, r > 1, tal que ¢" = —1 mod s entao N ¢ dado por uma das

sequintes igualdades:
(1) Se a™ =&y e tr(b) =0 entio : N=¢* +1—¢e(q—1)(s — 1)¢*
(2) Se a™ =¢; e tr(b) #0 entio : N = ¢* +1+¢e(s—1)¢*
(3) Se a™ # ey e tr(b) =0 entdo : N =¢* +1+¢e(q—1)¢*
(4) Se a™ # &1 e tr(b) # 0 entdo : N =¢* +1—¢eq¢
onde tr: Fpo — Fy, e = (—1)r, e =" eu € tal que us = ¢’ + 1.
Demonstracao:

Seja C' a curva algébrica plana projetiva, sobre I, definida por

yq—y:axs+bcoma,bEFZkes€N (2.1)
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e N o ntimero de pontos racionais de C' sobre F . E ficil ver que C' possui um 1inico ponto no
infinito e este ponto é racional. Agora para determinarmos N vamos considerar a seguinte

equagao sobre [Fx:

tr(ax® +b) = 0, (2.2)

sendo tr: Fr — .

Seja N o ntmero de solucdes de 2.2 em F’;. Defina a funcao

92Fk—> ]Fqk

q
y — Y-y

Claramente 6 é uma transformacao F,-linear, com Ker(f) =F,. Donde dim(Imf) =k — 1

e como tr(f(y)) = 0 para cada y € F (Teorema A.12) temos que Im(f) é exatamente o

hiperplano dos elementos cujo trago é zero em F . Logo (z,y) é solugao de 2.1 se, e somente

se, x é solucao de 2.2. Agora para cada z, solucao de 2.2 existem exatamente ¢ elementos

y tal que (z,y) é solugdo de 2.1. Somando o ponto no infinito de C, obtemos:
N =¢N +1

Portanto para determinarmos NV, visto que o trago é linear e por 2.2, precisamos conhecer,

para cada A € [Fy, o nimero de solugoes em [ da equagao :

tr(az®) = A (2.3)

Lembramos que k = 2t, ns = ¢* — 1 e que existe r divisor de ¢ tal que ¢t = rh, r > 1, com

"= —1 mod s. Vamos dividir o cdlculo de N em trés casos em funcao de s.

q

O caso s = 1 é conseqiiéncia imediata de 2.3.

O caso s = ¢" + 1 é conseqiiéncia imediata do Lema 2.2 e do Teorema 1.18.

O caso restante, s # 1, s # ¢" + 1, é o mais trabalhoso. Para determinarmos N, nesta
situacdo, primeiro observe que ¢" + 1 divide ¢* — 1. Agora vamos considerar os seguintes
subgrupos ciclicos de F;k:

qc—1

G o subgrupo de ordem n de sz e G’ o subgrupo de ordem n’ = pr de IF;k. Visto que
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F' =< a >, onde la| = ¢* — 1, temos G =< a® > e G' =< a? 1 >. Como s divide ¢" + 1,
segue que G’ é subgrupo de G. E como G é abeliano tome {a;G'};cr o conjunto das classes
modulo G' em G, onde I = {1,2,...,m} com m = % = %, sendo os a; representantes
distintos de cada classe.
Seja

H(\) ={z € Fp : tr(xz) = A}

Hi(\) = {z € Fp : tr(aaqa? ') = A}

com N; = #H;()\).
Observe que se z € H(\) N (aa;G’) temos que = = aa;g’, com ¢ € G’ e tr(aa;g’) = A
Como ¢’ = a7 *Y segue que € H;(\). Agora para cada elemento em H(\) N (aa;G’) temos

q" + 1 elementos em H;(\). Donde temos a seguinte relagao:

Donde temos:
m

(@ +1) | HA)N(@G) |= YN,

i
e de forma analoga

N=s|HM) N (aG) |

onde N é nimero de solucdes da equacio 2.3.

Logo

~ S m
N:qr+1ZNi.

i=1
Portanto para determinarmos N precisamos determinar os N;. Pelo Lema 2.2 cada N; pode

assumir dois valores dependendo se (aa;)"” = (—1)" ou (aa;)"” # (—1)". Suponha:

(aa))"” = (=1)",a € Fox. (2.4)

Primeiro caso: ¢ par ou h par.

A condicao 2.4 é equivalente a (a&i)”/ = 1, ou seja aa; € G'. Mas isto se verifica se, e

1

somente se, a; = a~+ mod G'. Mas existe exatamente uma solugdo se a € G o que significa
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que a" = 1 e nao tem solucao caso contrario.
Segundo caso: g e h impares.

Seja « a raiz primitiva de Fx e seja u tal que us = ¢" + 1. Temos agora que a equagao

" +1

2.4 é equivalente a (a@i)"' = —1. Visto que ¢ é fmpar a equacio 2" = —1 admite a2
como solucdo e portanto o conjunto completo das solucoes é (aqTH)G’ = (a2)G". Por-
tanto 2.4 é equivalente a (a2 )a; € G’ que é verdade se, e somente se, (™ )a € G e

—us

a; = (a2 )a"! mod G'. Existe exatamente uma solucio se, e somente se, (a2 )a € G o
que significa (a2 )"a™ = (a2 )"a™ = 1 ou, de forma equivalente a” = (—1)*. Néo existe
solucao caso contrario.
Donde podemos resumir os dois casos do seguinte modo: se a € sz e us = q¢" + 1 entao
existe 7 € I tal que aa? = (—1)" se, e somente se, a” = (—1)*" e desta forma a; é tnico.
Agora estamos em condigoes de calcular N, ou seja, o nimero de solucdes de 2.2.
a) Se a™ # (—1)ut:
Para cada i : (aa;)” # (—1)" e N; = S(\) com v =0 e D = (—1)" (notagdes do Lema 2.2).
Portanto

N =

b) Se a = (—1)ur:
Existe somente um i € I tal que (aa;)™ = (—1)". Portanto
s qg +1

[(

qg-+1 ]

N = — 1SN + S%(N)]

onde S'(A\) é o nimero obtido no Lema 2.2 com v = 0, D = (—1)" e S?(\) é obtido com
v =2r, D = (=1)""1. Nos encontramos o resultado do teorema considerando dois casos

A=0e\#0,isto é considerando tr(b) = 0 e tr(b) # 0, e usando N = gN + 1.

Nas mesmas hipéteses do Teorema 2.3 obtemos o seguinte corolario:
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Corolario 2.4 O nimero N(a,b) de solugcoes em Fx da equagdo

tr(az® 4+0) =0
¢ dado por:
(1) Se a™ =& e tr(b) = 0 entdo : N(a,b) = ¢* ' —e(qg—1)(s—1)¢"!
(2) Se a™ = e, e tr(b) # 0 entdo : N(a,b) = ¢* 1 +¢e(s —1)¢"!
(3) Se a™ # 1 e tr(b) =0 entdo : N(a,b) = ¢* ' +e(q—1)¢"!

(4) Se a™ # &1 e tr(b) # 0 entdo : N(a,b) = ¢* 1 —eq'™*

e

ondee = (—1)7, e =¢c" eu é tal que us =q" + 1.

Demonstragao: Decorre diretamente da demostracao do Teorema 2.3. 0

2.2 Exemplos de Curvas Maximais

Nesta secao utilizamos o nimero de solugoes da curva algébrica plana definida pela equacao
y? —y = ax® + b sobre F, dado pelo Teorema 2.3, para obtermos exemplos de curvas que
atingem a cota de Weil.

Seja C' uma curva algébrica plana (estamos supondo C' absolutamente irredutivel) sobre
[F,», vamos denotar por g o seu género. O geénero é um invariante associado a curva C, sua
definicao e propriedades podem ser vistas em [9], nestas notas basta sabermos que g é um
numero natural.

Seja N(C') o niimero de pontos racionais da curva C. E um resultado bem conhecido

devido a A. Weil que

E
2

[STES

¢"+1—2gq2 < N(C) < ¢"+1+2gq

Estas cotas para N(C') sdo conhecidas como cotas de Weil. A demonstragao deste resultado

pode ser vista em [9].
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Definicao 2.1 (Curva Maximal)
Seja C' uma curva algébrica plana sobre F, g seu género e N(C) o nimero de seus
pontos racionais. Se

E
2

N(C) =q¢" +1+2¢q

entao C € dita ser maximal. O

Observe que para termos uma curva maximal sobre F » necessariamente devemos ter k
par. Vejamos agora um exemplo classico de uma curva maximal. A curva em questao é

conhecida como Curva de Hermite.

EXEMPLO 2.1 Considere a curva algébrica plana projetiva C associada ao polinémio

flay) =y?+y—a't9 €Fpelz,y.

Veja que f*(z,y,z) = 2y9 + 2%y — 119 ¢ entdo d = gr(f*) = q+ 1. O género g de C é dado por

g= (d—1)2(d—2)

—1 .
%. Para determinarmos a

, onde d € o grau de f*(x,y,z), neste caso temos g =

cardinalidade de C(F2) primeiro vamos contar o conjunto dos pontos no plano afim

Ca(Fq2) = {(Qj‘,y) € FqQ X ]Fq2 : f(x’y) = 0}
= {(z,y) € Fpo X Fge : tr(y) = N(z)}
onde tr e N, fungdo trago e fungdo norma respctivamente, estao definidas em Fy2 sobre Fy.

Como o traco é sobrejetivo temos #tr~1(y) = q. Logo

#CoFp) = > #{ycFpe:tr(y) =21}

xE]FqQ

_ Z 1 (219
xE]Fq2

= Y q=q=¢"
xE]Fq2

Como C' possui um tnico ponto no infinito temos que #C(F2) = ¢ +1. A cota de Weil neste caso
€@ +1+ 2((1(q—2_1))q = +1+¢—q¢*> =¢®+ 1. Portanto a Curva de Hermite atinge a cota de
Weil. ¢

Observacao 2.1 Veja que quando q é par o Exemplo acima decorre diretamente do Teorema

2.3. De fato: considere a curva algébrica projetiva definida, sobre F2, pela equagao

Yl —y =zt
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Onde fizemosa=1,b=0,k=2,t=1=7r es=q+1 na equacio 2.1 do Teorema 2.3.
Como ¢*—1 = (q+1)(q—1) temos que s divide > — 1 e claramente s divide g+ 1. Portanto
pelo item (1) do Teorema 2.3

N=¢+1+(qg—1(9)g=¢" +1=#Cu(Fp).

Agora, como nesta observacao, vamos aplicar o Teorema 2.3 para obter outros exemplos
de curvas maximais. Para isto vamos utilizar que o género g da curva algébrica plana

)

projetiva dada pela equagao y?—y = ax®+b sobre Fx ¢ g = %. Este resultado pode

ser visto em [9].

Corolario 2.5 Sejam t,r,s,g numeros naturais, diferentes de zero, tais que: r divide t,

' —1=ns, ¢ +1l=useg= W, ou seja, como no Teorema 2.3.

(i) Se L € par entdo existem curvas tais que
N(C) = ¢"+1-2gq5;

(i1) Se os nimeros q, %, u sao todos impares entao existem curvas tais que
k
3

N(C)=q¢"+1+29q>;
onde N(C) é o nimero de pontos racionais da curva sobre Fx de género g, sendo k = 2t .

Demonstragao:
(i) Sendo £ par é imediato que & = (=1)* =1elogoe; =e* =1 Tomea =1 e temos

n

a’” =é&q.

Agora considere a seguinte curva, sobre F,
yl—y=a"+b
onde tr(b) = 0. Temos pela primeira igualdade do Teorema 2.3 que
N(C)=N=¢"+1-(¢—1)(s—1)¢" = ¢* +1—2g¢".

(#7) Sendo g, f, u todos impares temos ¢ = —1 e e1 = —1. Como ¢" + 1 = us temos s

. s s , . R T S
par pois v é fmpar e ¢" + 1 é par. Seja a um gerador do grupo ciclico sz, tome a = «az.
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k k_y k

. ns 9 -1 9" -1 _ 94— 9" -1
Vejaque a® = a2 =a 2 . Como (a2 )?=a?'=1lea s #1temosa z = —1.
Logo a" = —1 = ¢;.

Agora considere a seguinte curva, sobre F o,
y!—y=ax’+0b
onde tr(b) = 0. Temos pela primeira igualdade do Teorema 2.3 que

NC)=N=¢"+1+(qg—1)(s—1)¢" = ¢* + 1+ 2¢q".

0

EXEMPLO 2.2 Seja C a curva algébrica plana dada por
y -y =a
sobre Fa0.
Sendoq=3,s=4,2t=20er =5 temos ¢* —1 = 3201 = 4(871.696.100), ¢"—1 = 3°+1 = 4(61)
eg= (q_l)Q(S_l) = (3_1)2(4_1) =3. Como % = % = 2 seque pelo Corolario 2.5 que
N(C)=q¢* +1—2g9¢" = 3% +1—6(3') = 3.486.430.108

¢
Corolario 2.6 Sejam g e r inteiros, g > 0, r > 1, tais que 2" = —1 mod (29 + 1) entao
para todo inteiro par v, v > 1, e cada g = 2°™ existem curvas que satisfazem:
N(C)=q+1+29/qeN(C)=q+1-2g9\/q.
Demonstracao:
Sejat=rv, k=2tes=2g+ 1. Como 2" = —1 mod s temos 22"V = 1 mod s. Tome n e u

tais que ns = 22 — 1 e us = 2" + 1. Como v é par temos ¢ = (—1)r = (—1)” = 1 e logo

g1 =¢e%=1. Tome a =1 e temos a™ = ¢;.

Agora considere a seguinte curva, sobre Fo2,

Yy —y=a"+0
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onde tr(b) = 0. Temos pela primeira igualdade do Teorema 2.3 que
NC)=N=2"+1-(2-1)29+1-1)2"=2* +1-2¢2" = ¢+ 1 — 29,/

Considere a mesma curva com b € Foz: tal que tr(b) # 0 e temos pela segunda igualdade do

Teorema 2.3 que

NO)=N=2"+1+2-1)(s—1)2"' =2 +1+2¢92" = ¢+ 1+ 29/q.

EXEMPLO 2.3 Seja C a curva algébrica plana dada por

sobre Fgso.
Sendo q=2,s=11,2t=60,r=5,g=5 ev =6.
Como 2° +1=3(11) e 11 = 2g + 1 temos que 2" = —1 mod (2g + 1). Portanto pelo Coroldrio 2.6

N(C) =2% +1—2¢25 =250 41— 10(2%) = 221 (2% —5) + 1

¢

Corolario 2.7 Se q ¢ impar e g = %, k = 2t, t = rv, u e n inteiros satisfazendo as
hipoteses do Teorema 2.3. Entdao para cada inteiro t > 1 existem curvas satisfazendo

N(C)=q¢"+1+2gq% e N(C) = ¢* +1—2gq5.

Demonstragao:
Vamos considerar dois casos:
(1) t par.

Neste caso faga r = 2 e temos ¢t = 2v. Se v for par temos que € = (—1)

t
T

=(—1)" =1 e logo
g1 =¢c* =1. Tome a =1 e temos a" = £;. Agora considere a seguinte curva, sobre F g,
Y —y=a2"+0b

onde tr(b) = 0. Segue pela primeira igualdade do Teorema 2.3 que

L
2

N(C)=N=¢"+1—-(¢—1)(2-1)¢" = ¢* +1—2g¢" = ¢" +1—2gq>.
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Se v for impar temos € = (—1)" = —1 e g; = &% = (—1)*. Supondo u impar temos £, = —1.

Tome a = 1 e temos a" # €. Agora considere a seguinte curva, sobre F 2,
yl—y = 224D
onde tr(b) = 0. Pela terceira igualdade do Teorema 2.3
NO)=N=¢"+1—(q—1)2-1)¢" = ¢* +1—2g¢' = ¢" + 1 — 29¢>.

Supondo u par temos que ¢ = —1 e ¢y = 1. Tome a = 1 e temos a" = ¢;. Agora considere a
seguinte curva, sobre g,

y! —y=a"+b
onde tr(b) = 0. Pela primeira igualdade do Teorema 2.3

k
2

N(C):N:q2t+1—|—(q—1)(2—1)qt:q2t+1+2gqt:qk+1+ggq '

(77) t é impar.
Faca r = 1 e temos t = v, logo v é fmpar. Portanto ¢ = —1 e g; = (—1)". Se u for par

temos €; = 1. Tome a = 1 e temos a” = €. Agora considere a seguinte curva, sobre F,
q =224}
y -y=at+

onde tr(b) = 0. Pela primeira igualdade do Teorema 2.3

k
2

N(C)=N=¢"+1+(¢-1)2-1)¢ =¢* +1+29¢" = ¢" + 1+ 294>,

Se u for impar temos £; = —1. Tome a = 1 e temos a" # ;. Agora considere a seguinte
curva, sobre Fga,

Y —y=a>+b

onde tr(b) = 0. Pela terceira igualdade do Teorema 2.3

(NI

N(C)=N=¢"+1-(¢—-1)2-1)¢" = ¢* +1—29¢" = ¢" + 1 — 2947.
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EXEMPLO 2.4 Seja C a curva algébrica plana dada por

Yy -y==z

sobre Fse.

Ondeq=5k=2t=6¢e¢s=2. LogotzS,rzl,eng:E’;—l:Z Veja que
¢ —1="55—-1=15.624 = 2(7.812) = sn,

¢ —1=5+1=2(3) = su.

Como v e u sdo impares temos pelo Coroldario 2.7 que

N(C)=¢* +1—-2g¢" =5°+1—4(5%) = 15.126



CAPITULO 3

Numero de Solucoes de Certas Equacoes

Diagonais

Neste capitulo vamos considerar, sobre F,, equacoes da forma

d d d
a ]t + axy® + -+ asxyt =
onde ay, ay,...,as estao em Fy, b em Fy, e os dy,dy, ..., ds sao inteiros positivos. Quando
temos d; = dy = --- = dgy podemos determinar o nimero de solugoes, desta equacao, em

certos casos. Como conseqiiéncia vamos obter exemplos de variedades projetivas cujo nimero

de solugoes atinge a cota de Weil-Deligne.

3.1 Equacoes Diagonais com expoente constante

Estamos interessados no ntmero de solugoes de uma equagao especial. Nesta se¢ao vamos
tratar deste caso especial. Para isto vamos precisar de um resultado bastante conhecido para
o caractere aditivo de F, e o outro sobre a soma de determinados caracteres.

Mas primeiro vamos definir precisamente uma equagao diagonal:

42
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Definigao 3.1 (Equagoes Diagonais)

Uma equacao diagonal sobre F, é uma equacao da forma
d2 ds —
alxl +agry® + -+ axy =0

sendo dy, dy, ..., ds inteiros positivos, ay, as, ...,as em Fy, e b em Fy.
Quando dy = dy = - - - = d, dizemos equagao diagonal com expoente constante sobre F,.
O

Lema 3.1 Seja s um inteiro maior ou igual que 1 e ¢ uma poténcia do primo p. Considere

(%)tl‘(ax)

Y, o caractere aditivo em F, definido por ¢,(z) =e . Entao temos

H Z Yo(az?) = Z H Vo(az?)

i=1 zcFy, (@1,nyzs)EFY i=1

Demonstragao:
Por inducao em s. Para s = 1 é imediato. Suponha verdadeiro para todo n < s verdadeira

a hipdtese. Entao

H Z ¢a(ai$d) = Z ¢a a1$ Z ¢a asX

1=1 z€lF, z€F, z€F,

= Z ¢a(asxd) 1:[ Z 77Z)a(aix;‘j)

z€F, i=1 xz€lFy

2 Y dulaaty Y Hwa a;

z€F, (€1,eyzs—1)€Fy ™ =1

= > Y t(aa” Hwaaz

z€Fq (:vl,...,:v571)€]F‘;_1

- Z Z 1:[ Vala;x$) i (asz?)

LL’EF(Z (xl,...,xs_1)€]F§71 =1

= > [ velaadia(asad)

(xl,...,xs)GFg i=1
s

= Z H ¢a(aix?)

(@1, EFG =1



SECAO 3.1 EQUACOES DIAGONAIS COM EXPOENTE CONSTANTE 44

onde a igualdade (1) é dada pela hipétese de indugao e as outras igualdades sao triviais.

O

Proposicao 3.2 Seja s um inteiro, s > 2, ¢ uma poténcia do primo p, e F, o corpo finito

de ordem q. Considere 1, o caractere aditivo de F, definido por ,(x) = e(%)tmm), onde
tr denota o tragco de F, sobre F,. Se N é o nimero de solugoes (x1,%a,...,xs) em [y da
equacao
a7+ agrh 4+ - +apt = b
entao
N=q" ) ta(=b) ][ S(aas)
a€F, i=1
onde S(a) = Z Ya(z?).
z€F,
Demonstracao:
Defina
F FS — F,
(1,79, ...,15) — a2+ agxd + -+ + agz? —b.
Observe que F(x1,Z9,...,75) = 0 se, e somente se, ;2% + agxd + - -+ + asa? = b tem
solucao.

Primeiro vamos verificar que

q S€ F(z1,72,.,xs)=0
S GuFlan o, 1)) = {

acF, 0 S€ F(z1,x2,...,xs)F#0.
Quando F(z1,xs,...,2s) = 0 o resultado é imediato.

Suponha agora F'(z1,xs,...,2s) # 0. Chame u = F(x,2a,...,xs) # 0 e observe que

waJrc (u) = % (u)wc (u) )

para todo a, c € IFy, pois o traco ¢ linear. Tome c € F, e veja que

Z Ya(u) = Z Vare(u) = Ve(u) Z Ya(u).

aclFy aclF, acly
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Agora se Z Yo (u) # 0 vamos ter ¢.(u) = 1 para todo ¢ € F, e entao Cp ) — para
a€lfy
todo ¢ € F,. Portanto tr(uc) = 0 para todo ¢ € F, com u # 0, ou seja, o trago é zero

para todo elemento de F,. Com isto temos um absurdo pois pelo Teorema A.10 o traco é

sobrejetivo. Portanto E Yo(u) =0 se F(xy,xg,...,25) # 0 como desejavamos.
a€ly
Para concluirmos o resultado considere

S = Z Zwa(F(xl,xQ,...,xS)).
(x1,22,...,x5)EFy  a€lyq
Pela observacao anterior temos S = ¢/N. Portanto

> Y Wa(Fr,a,. . xy) = Y > tu(Flrn,m,. .., 2))

(:thxg,...,xs)E]FZ a€lfy a€lfy (:thxg,...,xs)E]FZ

= > > ulmaf++aal —b)

a€Fq (z1,22,...,x5)€EF;

= Z wa(_b> Z H wa(aixg)

a€lFq (11,902,...,905)6]173 i=1
s
= > =0 ] D thalaix?).
aGIFq i=1 xqu

A dltima igualdade docorre do Lema 3.1, e como 9,4, (%) = 1,(a;x?) obtemos o resultado

fazendo S(aa;) = Z Vo(az?). O

zel,
O resultado que acabamos de verificar diz que para calcular o nimero de solugoes de

uma equacao diagonal com expoente constante é necessario determinarmos g @Da(aixf).

z€el,
Nosso proximo resultado fornece o valor deste somatério pra determinados inteiros k e s.

Lema 3.3 Assuma k = 2t e que s divide p* — 1, p primo. Sejan tal que ns = p* —1 e, o
caractere aditivo de F . definido por 1,(x) = e(%ﬁ)m‘m), onde tr denota o trago de Fx sobre

F,. Defina
S@) = 3 vale?)

IGFPk
onde a € F;k.

Caso exista um divisor positivo v de t tal que p" = —1 (mod s) obtemos:
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S(a) = —e(s — 1)p" para a™ = €1, e S(a) = ep* para a™ # €,

onde e = (=1)7 eey = &% com us = p" + 1.

Demonstragao:
Seja N, o nimero de solugoes de tr(az®) = A, A € F,. Como o trago é sobrejetivo segue

pelo Corolério 2.4 que para cada A # 0 temos N, = N;. Logo

S@= Y duz)+ Y ala”).

tr(azs)=0 tr(azs)#£0
Como
2. Y@= 3 1=No
tr(azs)=0 tr(azs)=0
€
p—1
2im
IRTEERS W TS
tr(azs)#0 Jj=1

obtemos S(a) = Ny — N;. E de acordo com o Corolario 2.4 temos dois casos a considerar:

Se a™ = £; temos
S(a) = Ny — Ny = pA=t — e(p—1)(s— 1)pt’1 —pty e(s — 1)pt’1 = —¢e(s —1)p".

Se a™ # €1 temos

Sla)=No— N1 =p*  +elp—1p'™ =p" " +ep ™ =ep (1 +p—-1) =ep".

O
Agora estamos em condigoes de determinar o numero de solucoes de certa equacao

diagonal.

Teorema 3.4 Seja p um nimero primo, q = p*, k = 2t e F, o corpo finito de ordem q.
Sejam ay, ag, . ..,as em Fy, com s > 2,b € F, ed um divisor de g—1 e n tal que nd = qg—1.

Denote por N o nimero de solugoes (x1,2a,...,xs) em Iy da equagao
d d d
a ] + aswy + - -+ aszy = b.

Se existe um diwvisor v det tal que p" = —1 (mod d) temos:
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d—1
(1) parab=0, N = ¢ ' + e3¢z (¢ — 1)d~ 12
0

d-1
(2) para b #0, N = ¢*=* — g3 (1 - d)*Vgd — (gF —)d ™Y (1 —d)V)]

0
onde ¢ = (=1)v, 0(b) é o mimero dos i's, 1 < i < s, que satisfazem a igualdade

(a;))™ = (=b)", 7(j) o mimero dos i's, 1 < i < s que satisfazem (a;)" = (a?)" (sendo «

um gerador do grupo ciclico F}) e v(j) o nimero dos i's, tal que (/)" (a;)" = €.

Demonstracao:
Vamos utilizar a Proposi¢ao 3.2 junto com as notagoes do Lema 3.3. Para a € F} defina

d(a) como o nimero dos #’s, tal que (aa;)" = ;. Lembre que S(a Z Yo (2°) e Py(z) =

z€lFy
eFFten) o trago deﬁnido de I, sobre F,. Seja S(1) = —e(d — 1)p*, S(2) = ep’. Entao
pelo Lema 3.3 o produto H S(aa;) torna-se S(1)°@S(2)5=%@) quando a # 0. Segue entdo

=1
pela Proposicao 3.2 que

gN = Y tu(-D) H (aa;)

= f[S )+ D wa(=0)S(1)75(2)°0
= ¢ +(5(2)) 2(5(1)5(2)’1)5(“)%(—5)-

A segunda igualdade segue de HS (aa;) = S(1)°@8(2)*7%@ quando a # 0. A terceira
i=1

igualdade vem do fato de 1y(—b) =1 e S(0) = q. Como S(2)* =e*p* e S(1)S(2)"'=1—4d

temos

gN =" +ep" > (1= d)’ iy (—b). (3.1)

a€cky

Seja E,, o subgrupo multiplicativo de ordem n de F} e C; as classes modulo E;, definidas por
C;=alE, para j € {0,1,...,d — 1} sendo o uma raiz primitiva de F,. Observe que C; é o

conjunto dos y € F, tal que y" = o/™. Portanto o somatério em 3.1 pode ser reescrito como
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d—1
> (1= d) g (— )5 (—b) (32)
aEIF; 7=0 aECJ
Seja v(j) o o ntmero dos i's, tal que (a?)"(a;)" = €. Para todo a € C; temos
a™ = (a’)" logo (aa;)™ = €, se, e somente se, (a/)"(a;)™ = €;. Isto significa que 6(a) = v(j)

para todo a € Cj. Logo por 3.1 e 3.2 temos:

gN = ¢° + £5p* Z (1= )" (D). (3.3)

aECj

Basta agora determinarmos Z ¥4(—D). Para isto vamos considerar quando b # 0 e quando
aGCj

b=0.
(1) b#0.
Para A € [F,, defina
R;(b,\) = #{a € C; : tr(—ba) = \}

Ti(b,\) = #{x € F, : tr(=ba’z?) = \}.
Se a € C; entao existe exatamente d elementos de F tal que a = /2% e assim dR;(b,\) =
T;(b, A). Logo
-1
d Y a(—b) = Ty(b,0) + pz T; (b, N)el s
aeC; A=1
Pela Coroldrio 2.4 temos que T;(b, A) depende somente de (—bafz?) e assim

p—1

A3 e, Yal=b) = Ti(b,0) +T;(6,1) Y 5

A=
p—1 _
= T;(b,0) + T;(b, 1)( 14 eﬂ*))

= T;(b,0) — Tj(b, 1),

p—1 )
a tultima igualdade segue do fato de 26(217)\) = 0 (aplicagdo direta do Lema 1.1).
A=0
Substituindo d Z Y (—b) = T;(b,0) — T;(b,1) em 3.3 vamos obter
aECj
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d—1
gN =" +d~'e*p™ Y Ay(b)(1 — )", (3.4)
j=0

onde A;(b) = T;(b,0) — T;(b,1).

Pelo Corolario 2.4 e pela definicao de 7}(b, \), o ntiimero A,;(b) depende somente de b e
j, e do ntimero (ba’)" ser igual a £; ou nao. O tnico caso onde ¢, = —1, no Coroldrio 2.4, é
quando p e u sao impares. E neste caso a igualdade ud = p” 4+ 1 implica d par. Isto significa
que (1) = (=1)¢ = 1 e portanto, pois nd = q — 1, existe exatamente n solugoes de a™ = ¢;.
Isto é obviamente verdade se €1 = 1. Em todos os outros casos existe exatamente um tnico
j satisfazendo (ba? )" = €1, com 0 < j < d—1, dito jo. Tome 9 = by7°, v, = by? com j # jo,
e seja vy € F, tal que tr(vy) = 1, com as notagoes do Corolario 2.4, vamos obter:

para j = jo
A](b) = Al = N(’}/(],O) —-1- N(")/O”Ul) =—-1- 81(d — 1)pt

para j # jo
A](b) = AQ = N(”}/l,O) -1 - N(%,vl) =—1- €1pt

Substituindo em 3.4 temos

qN — qs + dflespst[Al(l _ d)U(jO) + A2 Z(l _ d)U(J)]

J#jo i
= ¢ +d e pt](A — Ay)(1 — d)Plo) 4 A, Z(l —d)*V)]
j=0

d—1
= ¢ e edp! (1 — )P0 — ept 3 (1 - d)0)
j=0

Veja que por definicao v(j) = {i : (a/)"(a;)" = &1}, mas como vimos antes £; = £“, ou seja,
g1 é uma poténcia de €. Assim, se 0 < j < d — 1, v(j) é igual ao nimero dos a;'s que
pertencem somente a uma classe médulo E,,. Dessa forma podemos substituir v(j) por 7(5)
na ultima igualdade. Além disso se j = jo e como g; = (ba’®)", o inteiro v(jy) é igual ao
nimero dos 7’s tal que (a;)" = b". Vamos denotar este ultimo ntmero por 6(b) e o teorema

segue para b # 0.
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(77) Quando b = 0.

Substituindo em 3.3, obtemos

d—1
¢ +ept Yy (1=d)" Y 4 (0).
=0

aECj

Como Zwa(O) :#Z l=#C;=n= % temos

aECj aGCj

U
—

d—1
~g—1 .
gN = qs + €sp8t2(1 _ d)v(J)qT _ qs + ssqs(q i 1)d71 (1 B d)v(]).
J=0 j

<
Il
=)

3.2 Variedades Maximais

Dad uma equagao diagonal com expoente constante em s variaveis, sobre I, vimos que em
certos casos ¢ possivel determinar seu ntimero de solugoes em Fy.

Agora aumentando as restrigoes, vamos supor todos coeficientes iguais a um, é possivel
obtermos variedades projetivas sobre F, que atigem a cota de Weil-Deligne para o nimero

de pontos destas variedades.

Corolério 3.5 Seja p um nimero primo, q = p*, k = 2t, e F, o corpo finito de ordem q.

Seja N o nimero de solugoes (x1, T2, ...,Ts) em [y da equagao
af +ag4-+al=b

onde s >2,becF, ed um divisor de ¢ — 1 tal que nd = q — 1.

Se existe um diwvisor r de t tal que p" = —1(mod d) entdo N é dado por:
(1) seb=0, N = ¢ ' +n°q2 (¢ — 1)B(d, s),
(2) se b # 0, temos dois casos:

(i) seb" =1, N = ¢+ g2 1(d — 1)*q2 — (¢2 — n) B(d, s)],

(ii) se b" # 1, N = "L+ 131 [(—1)°¢2 — (¢7 — n)B(d, s)].
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onde n = (=1)r" e B(d,s) = d~'[(d — 1)* + (—1)*(d — 1)].

Demonstracao:

Pelo Teorema 3.4 obtemos:
d—1

(1) para b =0, N = ¢°~ ! 4+ 3¢z ~1 q—ldlz ),
0

d—1

(2) para b #£ 0, N = g5 + 6sq%—l(q — (1 - d)9(b)q% — (q% —e)d! Z(l _
0

Portanto devemos calcular v(7), 6(b) e 7(j).

Para calcular v(j) temos que determinar o niimero dos i’s que satisfazem (a?)"(a;)"

= £&1.
Como a; = 1 para todo 7 basta verificarmos se (a/)" = ¢; tem solu¢do. Em caso afirmativo
v(j) = s pois temos s coeficientes e em caso negativo v(j) = 0.

Mas é fécil ver que (/)" = (—1)?“ 0 <j <d-1, tem solucao somente quando j = 0.

Portanto v(0) = s e v(j) =0 se j # 0. E quando b = 0, obtemos

N = Vyesgil(g—1)d™! i(l
= ¢ et (g - DdTM(1 = d)* + (d—1)]
= ¢ 4efqr (g — 1)d N (=1)°[(d — 1) + (=1)*(d — 1)]
= ¢ (=1)fefqr (g — 1)d M (d — 1) + (=1)(d — 1)]
q

Hrer g - 1)B(d, 5),
onde n* = (—1)%* e B(d,s) =d [(d —1)* + (=1)*(d — 1)].
Agora com uma andalise semelhante a de v(j) vemos que 7(0) = s e 7(j) = 0 se j # 0.

Supondo " =1 temos 0(b) = s e neste caso

1

N = ¢ 4egiT (g - 1)d (1= d)®gz — (g —e)d Y (1 —d)"V)]
= ¢ e g 1)d (1= d)*qz — (g2 +n)d H(=1)°[(d — 1)° + (—1)*(d — 1)]
= ¢y [(d - 1) — (2 —n)B(d, 9),
visto que ¥t = (=1)%¢*, n = —c e B(d,s) =d'[(d —1)* + (—1)*(d — 1)].

Agora supondo 0" # 1 temos 0(b) = 0 e calculando N, como no caso anterior obtemos

d—1
N=¢""+e¢2"(¢—1)d'[(1—d) gz — (g2 — e)d™!
0
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O
Seja f um polindmio homogéneo de grau d em F,[zy,...,25] e V = Z(f), a variedade
projetiva definida por f sobre IF,. Considere N o ntmero de pontos de V sobre F,. Temos um
resultado bastante conhecido que estabelece uma cota para N quando V é absolutamente
irredutivel e nao singular. Esta cota é conhecida como cota de Weil-Deligne e estabelece que

qsfl
g—1

< ¢ VB(d, )

-

onde B(d,s) =d™'[(d—1)*+ (=1)*(d — 1)].
O préximo resultado vai nos fornecer uma familia de variedades projetivas onde o nimero

de pontos sobre [, destas variedades, atigem a cota de Weil-Deligne.

Corolério 3.6 Seja V' a variedade projetiva definida por x% + x4 + - -+ + x4 sobre F, onde
s>2, q=p" comp primo, k =2t, ed é um divisor de p* — 1. Seja N o nimero de pontos
V sobre IF,.

Se existe um divisor r de t tal que p" = —1 (mod d), entdo N ¢ dado por:

t ’
Se - for par e s impar temos

. S_l - 1 S
N = M — q(Tl)B(d, s).

(g—1)

Se f for impar temos

Al ) T
N=— -+ q-2 B d, S).
(¢—1) (@)

Demonstragao:
Seja V a variedade projetiva definida por f(zy,...,zs) = ¢ + -+ + z¢ sobre F,

(se d e q sdo coprimos V é absolutamente irredutivel, para s > 3). Temos que V é o

conjunto de pontos (xy : ... : xg) em P! tal que f(xy,...,z5) = 0. Agora observe que
f(0,...,0) =0 mas (0:...:0) #P*! e que para toda solugdo (x1,...,x,) # 0 em F}
temos que a(xy,...,z4), a € [} também é solugao. Visto que estamos interessados em

solucoes em P! temos
N-—-1

g—1

N =
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onde N é o nimero de solugoes em Fys de 29 + 2 + -+ - + 22 = 0 dado pelo Coroldrio 3.5.

Portanto )
(¢ -1 (3-1)
=n°q'2" " B(d, s)
(¢—1)
com n = (—1)%“. Neste caso se % é par temos n° = —1 ou 1 de acordo s for impar ou par.

Se f ¢ fmpar n® = 1 e o resultado segue. 0



APENDICE A

Corpos Finitos

Nosso objetivo, neste apéndice, é destacar alguns resultados sobre a teoria dos corpos com
énfase aos corpos finitos. Estes resultados foram utilizados ao longo do texto. Vamos nos
limitar a fornecer as definicoes e os resultados sem demonstracoes. Para maiores detalhes
veja 3], [15].

Em [3] o leitor terd uma idéia de como ¢é fecundo o universo dos corpos finitos.

A.1 Caracterizagcao dos Corpos finitos

Nesta secao vamos caracterizar os corpos finitos e ver algumas de suas propriedades.

O primeiro exemplo de corpo finito que um estudante tem contato, na sua vida académica,
’ . VA , . .
¢é o corpo dado pelo grupo quociente o7 onde p é um primo. Nos iremos denotar este corpo

finito por [F,,.

Definigao A.1 (Caracteristica)

Seja K um corpo se existe n, inteiro positivo, tal que na = 0 para todo a € K, entao o
menor inteiro n com esta propriedade é dito ser a caracteristica de K, nota¢ao n = car(K).
Caso nao exista nenhum inteiro positivo com esta propriedade a caracteristica de K ¢é dita

ser zero. O

o4
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Teorema A.1 Todo corpo finito possui caracteristica prima.

Teorema A.2 Seja K corpo finito tal que car(K) = p, p primo. Entao

n

(a4 b =a” + 0" e (a—DbP =a’" — P
para todo a,b € K en € N,

Definicao A.2 (Extensao ) Seja K um subcorpo do corpo L, K C L. Dizemos que L é

uma extensao de K. O

A dimensao do K-espaco vetorial L é dita indice da extensao L de K e denotada por

L: K].

Definigao A.3 (Corpo Primo) Um corpo que nao possui subcorpos proprio é chamado

de corpo primo. O

Teorema A.3 O subcorpo primo de um corpo I € isomorfo a F, ou a Q, de acordo

car(F) =p ou 0.

Teorema A.4 Todo corpo finito F' tem p™ elementos, onde p € a caracteristica de F e

n=[F:F,.

Lema A.5 Se F' é um corpo finito com q elementos, ¢ = p", entao todo a € F satisfaz
a? = a. Seja K um subcorpo de F', entao o polinomio 7 —x de K|[z| se fatora em F[z]| como
2l —x = H(x —a)

acF

e F' é o corpo de fatoragao de x? — x sobre K.

Teorema A.6 Para cada primo p e cada nimero natural n existe um corpo finito com p™
elementos. Todo corpo finito com q = p™ elementos € isomorfo ao corpo de fatoracdo de

x?—x em IF.

Teorema A.7 Seja F, o corpo finito com q = p" elementos. Entao todo subcorpo de I,
tem p™ elementos, onde m € divisor de n. Reciprocamente se m é um divisor de n existe

exatamente um subcorpo de ¥, com p™ elementos.
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Teorema A.8 Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo F;, dos elementos nao nulos

de F, € ciclico.

Definigao A.4 ( Elemento Primitivo) Um gerador do grupo ciclico Fy € chamado de

elemento primitivo de F,. O

Teorema A.9 Seja IF, o corpo finito com extensao F,. Entao [F, é uma extensao algébrica

simples de F, e para todo s elemento primitivo de F, temos F,(s) =F,.

A.2 Funcoes e Bases

Nesta secao vamos definir duas importantes fungoes sobre um corpo finito, base dual e ver

um resultado para um determinado polinémio.

Definigao A.5 (Tracgo)
Paraa € F =Fm e K =F,, o trago de a sobre K é definido por

m—1

trp|c(a) =a+al+---+al

O

Quando F' e K estiverem claros iremos denotar trg|, (a) por tr(a) e diremos apenas traco

de a.

Teorema A.10 Seja K = F, ¢ F' = Fym. Entdo a fungao tr = trp, possui as sequintes

propriedades:

1. tr(a) € K para todo o € F;
2. tr é K-linear e sobrejetiva;
3. tr(a) = ma para todo o € K;

4. tr(a?) = tr(«) para todo a € F.
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Teorema A.11 Seja F' uma extensdao finita do corpo finito K. Considerando ambos como
K-espacos vetoriais sobre K obtemos que toda transformacao linear de F' em K € da forma
Lg, com B € F, onde Lg(a) = tr(fa) para todo a € F. Além disso se 3 # o temos que Lg

e L, sao distintas.

Teorema A.12 Seja ' = Fym uma extensao de F, e tr : F' — [, o traco de F' sobre F,,.

Entao para todo a € F temos que tr(a) =0 se, e somente se, a = b7 — b para algum b € F'.

Definigao A.6 (Norma)
Paraa € F =Fm e K =F,, a norma Np|,, de a de F' sobre K ¢ definida por

m—1 (¢™-1)
NF‘K(a):aoaqo---oaq —qa @D |

O

Quando F e K estiverem claros iremos denotar Np|,(a) por N(a) e diremos apenas

norma de a.

Teorema A.13 Seja N : Fym — F, a funcao norma. Entao
1. N(ab) = N(a)N(b) para todo a,b € Fym;
2. N € sobrejetiva e N(a) =0 se, e somente se, a = 0;
3. N(a) = a™ para todo a € F;

4. N(a?) = N(a) para todo a € Fym.

Definigao A.7 (Base Dual)
Seja K corpo finito e F uma extensao de K. Entao duas bases {aq,...,an} e{B1,...,0m}

de I sobre K sao ditas bases dual ou complementares se para 1 < 1,5 < m nos temos

0 Para i#j

trp) () = {

1 para i=j.
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Teorema A.14 Dado o = {a, ..., } base de F sobre K existe f = {[,...,Bn} base de

F sobre K tal que o e 3 sao complementares.

Teorema A.15 Seja a € Fy e p a caracteristica de Fy. Entao 2P — x — a € irredutivel em

F,[z] se, e somente se, nao tem raiz em F,.

Corolario A.16 Com a notacao do Teorema A.15 o trinomio xP — x — a € irredutivel em

F,[z] se, e somente se, tr(a) # 0, onde tr: F, — F,.

Demonstracao:

Veja na pégina 127 da referéncia [3]. O



APENDICE B

Curvas Algébricas

Este apéndice contém defini¢oes e alguns resultados basicos sobre Curvas Algébricas Planas
em especial sobre corpos finitos. Para mais detalhes e provas o leitor pode consultar [7], [8].

Neste texto a principal referéncia é [1].

B.1 Variedades Afim

Ao longo desta secao vamos assumir que K é um corpo algebricamente fechado.

O n-dimensional espago afim A" = A"(K') é o conjunto de todas n-uplas de elementos de

K. Um elemento P = (ay,...,a,) € A" é dito ponto de A" e a4, ..., a, sdo as coordenadas
do ponto P.
Seja K[z1,...,x,] o anel dos polinémios em n varidveis sobre K. Se f € K[z, ..., x,],

um ponto P = (ay,...,a,) € A" é dito zero de f se f(P)= f(ay,...,a,) =0.

Se f nao é constante, o conjunto dos zeros de f é chamado de hipersuperficie definida
por f.
Defini¢ao B.1 (Conjunto Algébrico Afim)

Seja V- um subconjunto de A™. Se existe S C Klxy,...,x,], subconjunto de polinémios,

tal que

V ={PeA": f(P)=0 para todo f € S},

29
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entdo V € chamado de conjunto algébrico afim de A™, ou simplesmente conjunto algébrico.

Notagao V = Z(S), "zeros”de S. O

Um conjunto algébrico afim V' C A™ é chamado de irredutivel se nao pode ser decomposto
como V = Vi UV, onde Vi e V5 sao subconjuntos algébricos proprios de V. De forma

equivalente V' é irredutivel se, e somente se, o ideal
I(V)={f € Kl[zxy,...,x,] : f(P) =0 para todo P € V'},

chamado de ideal de V', é primo.

B.2 Variedades Projetivas

Ao longo desta secao vamos assumir que K é um corpo algebricamente fechado.

Considere A"\ {(0,...,0)} com a sequinte relagdo de equivaléncia
(a1, ap,app1) ~ (b, .. by, bpr1) < F0ANE K talque by =Aa; V1 <i<n+1.

Denotamos a classe de equivaléncia de (ay,...,an,an1) por (aq @ ...t ay @ app1). O n-

dimensional espago projetivo P* = P"(K') é o conjunto de todas as classes de equivaléncia
P*={(ay:...:a,: apy1): a; € K e nem todos nulos }

Um elemento P = (a; : ...: a, : ayy1) € P" é chamado de ponto, e ay, ..., a,, a,41 sao suas

coordenadas homogéneas de P.

Seja F' € K[xq,...,Tn, Tpy1] um polindmio homogénio de grau d, também dito forma
de grau d. Um ponto P = (a; : ... : ap : Gpyq1) € P é dito zero de F se, e somente
se, F(P) = F(a1,...,an,an41) = 0. Veja que estd definiao independe das coordenadas

homogéneas de P, pois
F(Aa1, ..., Xn, Napi1) = N F(ay, . .., G, Gpgr),
donde, desde que A\ # 0,

F(ay,...,an,an11) =0 F(Xay, ..., Aap, Aaye1) = 0.
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Definigao B.2 (Conjunto Algébrico Projetivo)
Seja V' um subconjunto de P*. Se existe um subconjunto S C Klxy,...,x,11] de formas
tal que
V ={PeP": F(P)=0 para todo F € S}

dizemos que V' € um do conjunto algébrico projetivo. 0

O ideal I(V) C Klz1,...,2411] gerado pelas formas F € Klxy,...,z,41] tal que
F(P) =0 para todo P € V, é chamado de ideal de V.

Definicao B.3 (Variedade Projetiva)
Um conjunto algébrico projetivo V- C P™ € dito irredutivel se nao pode ser decomposto

como V=V, UV,, onde Vy e Vy sao subconjuntos algébricos projetivos de V. O

Como no caso afim V' C P" é irredutivel se, e somente se, I(V) é ideal primo de

K[xl, ce ,.CIZ'nJrl].

B.3 Curvas e Pontos Racionais

Seja K um corpo finito. Vamos denotar por K o seu fecho algébrico.
Se f(x,y) é um polinémio em KJz,y|, entdo a curva algébrica plana afim associada é
definida por
C.=Cu(K)={(a,b) € K x K : f(a,b) =0}.

Os pontos racionais da curva plana afim associada sao dados por
Cu(K) ={(a,b) € K x K : f(a,b) = 0}.

Seja agora F'(x,y,z) um polindmio homogéneo de grau d em Klz,y, z], entdo a curva

algébrica plana projetiva associada é definida por
C=C(K)={(a:b:c) e P*(K): f(a,b,c) =0}
Os pontos racionais da curva plana projetiva associada sao dados por

C=C(K)={(a:b:c) e P*(K): f(a,b,c) = 0}.
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Seja f(x,y) um polinémio em K|x,y] associamos ao polinémio f a seguinte forma em
Kz, y,z]
% ry
f (l‘,y,Z) = de <_7 _) .

z' 2
O polinomio homogéneo f*(z,y,z) é chamado de polindomio homogeéneo associado a f,
este processo é chamado de homogenizacao de f. Portanto quando nos referimos a curva
algébrica plana projetiva associada ao polinémio f(x,y) estamos nos referindo a curva asso-
ciada ao polinémio homogéneo f*(x,y, 2).

Dado um polinémio homogéneo f(z,y, z) € K|z,y, z] podemos fazer processo inverso da
homgenizagao , ou seja, associamos ao polinomio homogéneo f(z,y, z) o seguinte polinémio
em Klz,y]

fi(z,y) = f(z,y,1).

Este processo é chamado de desomogenizagao de f(x,y, z).

Seja C, a curva plana afim associada ao polinomio f € Klz,y]. Tome C a curva plana
projetiva associada a forma f* € Klz,y,z] é facil ver que (z,y) — (z : y : 1) é uma
imersao de C, em C. Logo para determinarmos as solucoes de uma curva plana projetiva
basta encontramos as solugoes da curva plana afim f(x,y) e depois considerar as solugoes
da forma (z :y:0)

Os pontos da forma (z : y : 0) sdo ditos pontos no infinito com relagdo a curva plana

afim C,.

B.4 Variedades Absolutamente Irredutiveis

Nosso principal interesse em variedades sobre corpos finitos é determinar seu nimero de
pontos racionais. Ha uma classe de variedades especiais onde este trabalho é ”simplificado”.
E sao estas variedades que vamos especificar nesta secao e fornecer alguns resultados.
Como todo polinomio f(z,y) em K[z,y], ndo constante, pode ser decomposto como
produto de fatores irredutiveis, em K|x,y], podemos considerar somente os polinémios
irredutiveis em K|x,y]. Contudo f(z,y) pode ser decomposto em alguma extensao de K
e dessa forma, para evitar este tipo de problema, vamos considerar somente polinéomios

absolutamente irredutiveis em Kz, y.
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Definicao B.4 (Polinémio Absolutamente Irredutivel)

Seja f(xq,...,x,) um polinémio em Klzy,...,x,]. Se f(x1,...,2,) € irredutivel em
Klxy,...,z,], K fecho algébrico de K, dizemos que f(x1,...,x,) é absolutamente irredutivel
em Klzy,...,x,]. O

Portanto quando falarmos variedade absolutamente irredutivel estamos dizendo que o
seu polinomio associado é absolutamente irredutivel em Kz, y].
Temos os seguintes resultados para determinar se um polindmio é absolutamente irre-

dutivel em K|z, y].
Teorema B.1 Seja f(z,y) € K[x,y] da sequinte forma

f(z,y) = agy” + a1 (x)y" " + - + an_1y + an ()

com a; € K[x] e ag € K*. Suponha que gr(a,(z)) = m € coprimo com n e que ™ > M

parai=1,2 ..., n— 1. Entao o polindmio f(x,y) é absolutamente irredutivel em K|z, y].
Demonstracao: Veja o primeiro Teorema do livro [1]. O

Teorema B.2 Seja K um corpo arbitrdrio, f € K[z] com grau maior que zero, e m € N.

Suponha que
fl@)=a(x —a1)" - (z — ag)™

¢ a fatorizacao de f em seu corpo de fatoragcao sobre K, onde ay,...,aq $Go as raizes
distintas de f. Entao y™ — f(x) é absolutamente irredutivel se, e somente se, o mdzimo

divisor comum dos e; e m € um.

Demonstragao: Veja o Lema 6.54 do livro [3]. O
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