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Mas podemos escolher o jeito de dançar.
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grupo de estudos do primeiro semestre de 2009, pelos nossos sábados, domingos e feriados juntos.
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Resumo

A álgebra de Lie sl2 das matrizes 2 × 2 de traço zero sobre um corpo K pode ser munida, a
menos de isomorfismo, de somente três G-graduações não triviais distintas, induzidas pelos grupos
Z2, Z2 × Z2 e Z.

Nesta tese, prova-se que quando char(K) = 0, a álgebra sl2, munida com cada uma das três
graduações acima, tem o ideal das identidades graduadas IdG(sl2) satisfazendo a propriedade de
Specht, i.e, todo ideal de identidades graduadas que contém IdG(sl2) é finitamente gerado.

Além disso, prova-se que o expoente graduado da variedade das álgebras graduadas geradas
por sl2, em cada caso, é igual a 3. Para Z2 × Z2 e Z, toda subvariedade própria tem crescimento
polinomial e para Z2, o expoente graduado superior é no máximo 2.

Palavras-chave: PI-álgebras, álgebra de Lie, identidade polinomial graduada.
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Abstract

The Lie algebra sl2 of 2×2 traceless matrices over a field K can be endowed up to isomorphism,
with only three distinct non-trivial G-gradings induced by the groups Z2, Z2 × Z2 and Z.

In this PhD thesis we prove that when char(K) = 0, the algebra sl2 endowed with each of the
above three gradings has an ideal of graded identities IdG(sl2) satisfying the Specht property i.e,
every ideal of graded identities containing IdG(sl2) is finitely based.

Moreover we prove that the graded exponent of the variety of graded algebras generated by sl2
in each case is equal to 3. For Z2 × Z2 and Z any proper subvariety has polynomial growth and
for Z2 has upper graded exponent at most 2.

Keywords: PI-algebras, Lie algebra, graded polynomial identity.
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1.2 Álgebras livres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Identidades graduadas, TG-ideais e variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introdução

A teoria de álgebras com identidades polinomiais, também conhecida como PI teoria, é uma
parte importante e bem desenvolvida da teoria de anéis. Sob o ponto de vista clássico (associativo),
uma identidade polinomial em uma álgebra é um polinômio em variáveis não comutativas que
se anula quando avaliado nos elementos da álgebra. As álgebras que possuem no mı́nimo uma
identidade polinomial não trivial são chamadas PI-álgebras. Nesse contexto, álgebras comutativas
e de dimensão finita são exemplos dessa classe.

Os primeiros trabalhos que envolvem identidades polinomiais, ainda de forma impĺıcita, apare-
ceram com Sylvester no século XIX e posteriormente com Dehn [5] e Wagner [31] entre as décadas
de 20 e 30. Um interesse mais geral em PI teoria deu-se a partir de 1948, depois do trabalho de
Kaplansky ([19]). Neste trabalho foi provado que toda PI-álgebra primitiva é uma álgebra simples
de dimensão finita, o que sugeriu que a existência de uma identidade polinomial para uma álgebra
pode ser usada para entender a estrutura da mesma. Dois anos depois, Amitsur e Levitsky prova-
ram usando metódos combinatórios que o polinômio standard de grau 2k é a identidade de grau
mı́nimo da álgebra de matrizes de ordem k ([1]). Esse teorema iniciou uma nova abordagem na
área: descrever as identidades satisfeitas por álgebras interessantes.

Se denotamos por K 〈X〉 a álgebra associativa livre em um conjunto enumerável de variáveis
X, as identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra é um ideal invariante por endomorfismos
de K 〈X〉, chamado T -ideal. Mais ainda, todo T -ideal de K 〈X〉 é dessa forma. Uma vez que
duas álgebras podem ter o mesmo ideal de identidades, a teoria de T -ideais está intimamente
ligada a teoria de variedades de álgebras. Uma variedade de álgebras é uma classe de álgebras
que satisfazem um conjunto de identidades. Birkhoff provou que variedades coincidem com classes
abstratas de álgebras, fechadas quando se toma subálgebras, imagens homomórficas e produtos
diretos de seus elementos ([4]). Estudar o T -ideal de uma álgebra A equivale a estudar a variedade
das álgebras que satisfazem as mesmas identidades de A.

A descrição de T -ideais, dada em função de um conjunto gerador (também chamado de base), é
em geral um problema muito dif́ıcil. Uma base de identidades concretas para a álgebra de matrizes
de ordem k sobre um corpo é conhecida somente para k ≤ 2. Specht, em 1950, conjecturou que
sobre um corpo de caracteŕıstica zero, todo T -ideal da álgebra associativa livre é finitamente
gerado, como T -ideal. Muitos exemplos dessa conjectura foram provados nos anos seguintes mas,
uma prova completa foi dada somente em 1987 por Kemer (veja [20] ou a monografia [21]). Os
teoremas e técnicas desenvolvidas tornaram-se, nos últimos anos, algumas das ferramentas básicas
no estudo das identidades de uma álgebra. O estudo das identidades graduadas iniciou-se a partir
dáı.
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Introdução 2

O método de investigação das identidades de uma PI-álgebra depende da caracteŕıstica do corpo
base. Se o corpo tem caracteŕıstica 0, então todas as identidades seguem daquelas multilineares.
Neste caso, a teoria de representações do grupo simétrico Sn é uma poderosa ferramenta. É
posśıvel obter informações sobre a base do T -ideal de uma PI-álgebra usando a descrição das
representações irredut́ıveis de Sn. Muitas vezes, elas são usadas para calcular efetivamente a base
das identidades. Em outras, associa-se ao T -ideal da álgebra uma sequência de caracteres de
Sn, n = 0, 1, . . ., chamada de sequência de codimensões, e essa sequência é usada para medir o
crescimento do T -ideal em função de n variáveis fixadas.

O ponto de partida na investigação do crescimento de T -ideais é um teorema de Regev que
estabelece que a sequência de codimensões de uma PI-álgebra associativa é limitada exponencial-
mente. Giambruno e Zaicev, em 1999, resolveram em afirmativo a conjectura de Amitsur que o
expoente da taxa de crescimento de um T -ideal próprio é um inteiro, chamado de expoente da PI-
álgebra ([11, 12, 13]). Tendo em mãos essa escala de inteiros derivados do expoente, a teoria tem
sido desenvolvida nos últimos anos na direção de obter uma classificação dos T -ideais de acordo
com o comportamento assintótico da sua sequência de codimensões.

O estudo de identidades polinomiais não se restringe apenas ao ambiente das álgebras associati-
vas. Muitas classes de álgebras não associativas, como as álgebras de Lie e de Jordan são definidas
por meio de polinômios não associativos. As álgebras citadas são importantes também devido a
suas conexões com outras áreas da Matemática e F́ısica. Muitas propriedades importantes da PI
teoria clássica (associativa) falham para álgebras não associativas. Por exemplo, a sequência de
codimensões de uma PI-álgebra não associativa não é em geral exponencialmente limitada.

A álgebra de Lie sl2 = sl2(K) tem um papel singular na teoria de álgebras de Lie. As classes
das representações irredut́ıveis de dimensão finita de sl2 ficam completamente definidas, a menos
de isomorfismo, por inteiros não negativos e isso se generaliza a álgebras semissimples sobre corpos
algebricamente fechados. Na teoria de identidades polinomiais, sua relevância é também bem
conhecida. Em 1973, Razmyslov descreveu uma base das identidades satisfeitas por sl2 quando o
corpo K é de caracteŕıstica 0. Como consequência, obteve uma base das identidades da álgebra
M2(K) (veja a monografia [25]). Razmyslov provou ainda que a variedade das álgebras de Lie
gerada por sl2 tem a propriedade de Specht, i.e., as identidades de toda subvariedade tem base
finita. Sobre um corpo de caracteŕıstica 2, existem exemplos de variedades de álgebras de Lie que
não satisfazem a propriedade de Specht. O primeiro contraexemplo foi dado por Vaughan-Lee
([30]) em 1970. Em 1974, Drensky ([7]) e Kleiman (não publicado) deram contraexemplos quando
o corpo tem qualquer caracteŕıtica positiva.

Seja G um grupo e suponha L = sl2 graduada por G. Denotando por

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)

a base usual de sl2, a menos de isomorfismo, existem 4 graduações para sl2 (veja [2]):

1. G = {0}: a graduação trivial;

2. G = Z2:

L0 = Kh, L1 = Ke⊕Kf ;



Introdução 3

3. G = Z2 × Z2:

L(0,0) = 0, L(1,0) = Kh, L(0,1) = K(e+ f), L(1,1) = K(e− f);

4. G = Z:

L−1 = Ke, L0 = Kh, L1 = Kf, Li = 0, i /∈ {−1, 0, 1}.

As identidades graduadas em cada um dos casos também são conhecidas. No primeiro caso (a
graduação trivial), elas foram descritas por Razmyslov [25] em caracteŕıstica 0, e por Vasilovskii [29]
quando K é infinito e de caracteŕıstica p 6= 2. Essas são as identidades ordinárias de sl2. Nos demais
três casos, as identidades graduadas foram descritas por Koshlukov em [22]. Tem-se informação
sobre a estrutura das respectivas álgebras graduadas relativamente livres em caracteŕıstica 0 ([26]).

A presente tese estuda, sob o ponto de vista graduado, a finitude da base das identidades
das subvariedades de sl2 (propriedade de Specht) e o crescimento assintótico dessas subvariedades,
quando o corpo base tem caracteŕıstica 0. Ela está dividida em 3 caṕıtulos, organizados da seguinte
forma.

O primeiro caṕıtulo contém boa parte dos pré-requisitos necessários para a leitura dos próximos.
É recheado de exemplos elucidativos (na medida do posśıvel, mantemos esse esṕırito nos demais
caṕıtulos). Iniciamos com o conceito de álgebra dando ênfase a duas grandes classes: associativas
e de Lie. A primeira, por questões históricas e a segunda, por ser tratar da classe de nosso
interesse. Relembramos os principais conceitos da teoria de álgebras com identidades polinomiais
graduadas. Dentre eles: álgebras livres graduadas, TG-ideais, variedades, codimensões graduadas,
etc. As principais ferramentas na abordagem dos problemas desta tese, a teoria de representações
do grupo simétrico e do grupo geral linear e a propriedade da base finita para conjuntos, são
abordadas nas seções 1.5 e 1.6 e merecem uma atenção especial, principalmente daqueles que
se deparam com essas ferramentas pela primeira vez. Ressaltamos que neste caṕıtulo, nenhum
resultado é demonstrado, mas as referências são dadas.

O segundo caṕıtulo mostra a propriedade de Specht para a variedade gerada por sl2, graduada
pelos grupos Z2, Z2×Z2 e Z, quando o corpo base tem caracteŕıstica 0. Em outras palavras, todo
TG-ideal que contém o ideal das identidades G-graduadas de sl2 tem base finita, para todo grupo
G (o caso G trivial foi provado por Razmyslov).

No terceiro e último caṕıtulo provamos que a variedade gerada por sl2 tem a minimalidade
em relação ao expoente graduado (se ele existe), para os mesmos grupos do caṕıtulo anterior e
também em caracteŕıstica 0. Mais precisamente, enquanto o expoente graduado de sl2, em cada
caso, é igual a 3, para Z2 × Z2 e Z, toda subvariedade própria tem crescimento polinomial e para
Z2, o expoente graduado superior é no máximo 2.

Os resultados do caṕıtulo 2 já foram submetidos para publicação em um trabalho intitulado
“Graded polynomial identities and Specht property of the Lie algebra sl2”([10]).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, fazemos uma breve discussão dos principais conceitos e resultados que serão
utilizados nesta tese. O leitor com algum conhecimento em teoria de álgebras com identidades
polinomiais e teoria de representações poderá usuá-lo apenas para eventuais consultas. Para evitar
repetições, K denotará sempre um corpo.

1.1 Álgebras associativas, de Lie e graduadas

Nesta seção, apresentamos a noção de álgebra e alguns conceitos relacionados: subálgebra,
ideal, homomorfismo e graduação. Nossa atenção está voltada àlgumas classes de álgebras onde é
interessante desenvolver teoria de identidades polinomiais, a saber, álgebras associativas e de Lie,
munidas (ou não) de uma graduação. As álgebras associativas serão abordadas apenas para fins de
exemplos. Já as álgebras de Lie graduadas é a classe onde os interesses desta tese se concentram.

Definição 1.1.1. Um K-espaço vetorial A munido de uma operação binária ∗ : A × A → A,
denominada produto, é uma K-álgebra, se ∗ é uma operação bilinear, ou seja, se para quaisquer
a, b, c ∈ A e α ∈ K, valem as seguintes propriedades:

i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

iii) (αa) ∗ b = a ∗ (αb) = α(a ∗ b).

Para simplificar a notação, omitiremos o śımbolo ∗ e denotaremos a ∗ b por ab. Também por
simplicidade, diremos apenas que A é uma álgebra.

Uma álgebra A é dita:

• associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

• comutativa, se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

• com unidade, se existe 1 ∈ A tal que 1a = a1 = a, para todo a ∈ A.

4



1.1 Álgebras associativas, de Lie e graduadas 5

Antes de apresentar alguns exemplos, vejamos a noção óbvia de subálgebra. Uma subálgebra
de A nada mais é do que um subconjunto com a estrutura de álgebra herdada de A.

Definição 1.1.2. Seja A uma álgebra. Um subespaço vetorial B de A é uma subálgebra, se é
fechado com respeito ao produto de A, ou seja, BB ⊆ B. Se A tem unidade 1, exigimos também
que 1 ∈ B. Um subespaço vetorial I de A é um ideal, se AI ⊆ I e IA ⊆ I.

Exemplo 1.1.3. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes de ordem n com entradas em K com o
produto dado pelo produto usual de matrizes é uma álgebra associativa com unidade.

Exemplo 1.1.4. O conjunto Un(K) das matrizes triangulares superiores de ordem n é uma
subálgebra de Mn(K).

Exemplo 1.1.5. O espaço vetorial dos polinômios nas n variáveis x1, . . ., xn, K [x1, . . . , xn], é
uma álgebra associativa e comutativa.

Exemplo 1.1.6. O espaço vetorial dos polinômios não comutativos em n variáveis
K 〈x1, . . . , xn〉 é uma álgebra associativa.

Exemplo 1.1.7. Seja V um espaço vetorial de dimensão infinita com base
{e1, e2, e3, . . .}. Definimos a álgebra de Grassmann ou álgebra exterior de V, denotada por E =
E(V ), como sendo a álgebra associativa com base

{1, ei1ei2 . . . eik : i1 < i2 < · · · < ik, k ≥ 1},

cujo produto satisfaz, para quaisquer i, j > 0,

e2i = 0 e eiej = −ejei.

Se char(K) = 2, então a álgebra de Grassmann é comutativa.

Ao longo deste texto, estamos interessados em um tipo especial de álgebra ainda não tratada
anteriormente.

Definição 1.1.8. Seja L uma álgebra. Dizemos que L é uma álgebra de Lie , se satisfaz, para
todo a, b, c ∈ L:

aa = 0; (1.1.1)

(ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0. (1.1.2)

As relações (1.1.1) e (1.1.2) são chamadas de anticomutatividade e identidade de Jacobi, res-
pectivamente. Note que se char(K) 6= 2, (1.1.1) é equivalente a

ab = −ba. (1.1.3)

Se L é uma álgebra de Lie, L não é necessariamente associativa, já que (aa)b = 0 e no entanto
a(ab) nem sempre se anula. Pela identidade de Jacobi,

L é associativa se, e somente se, o produto de três elementos de L é igual a zero.

Ademais, segue imediatamente da anticomutatividade que se L 6= 0, L não possui unidade.
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Exemplo 1.1.9. O espaço vetorial R3 com o produto vetorial usual × é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.10. Seja A uma álgebra associativa. Denote por A(−) o espaço vetorial A munido
com o produto [a, b] = ab− ba. É posśıvel verificar facilmente que A(−) é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.11. A álgebra sln(K) das matrizes de ordem n com traço 0 munida do produto
[a, b] = ab− ba é uma subálgebra de Lie de Mn(K)(−).

Note que sln(K) com o produto usual de matrizes não é uma subálgebra de Mn(K), já que o
produto (usual) de matrizes de traço zero pode não ser uma matriz de traço zero.

A noção de homomorfismo de álgebras é natural: uma transformação linear que preserva o
produto.

Definição 1.1.12. Sejam A e B álgebras. Uma transformação linear ϕ : A −→ B é um homo-
morfismo de álgebras, se para todo a, b ∈ A

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

(e ϕ(1A) = 1B, se as álgebras são unitárias).

Se ϕ : A −→ B é um homomorfismo injetivo, dizemos que ϕ é um monomorfismo e se é
sobrejetivo, dizemos que é um epimorfismo. Ainda, se ϕ é um homomorfismo biuńıvoco, ϕ é um
isomorfismo. Neste último caso, dizemos que A e B são álgebras isomorfas e denotamos A ∼= B.
Um homomorfismo ϕ : A −→ A é dito um endomorfismo. Se além disso é bijetor, é denominado
um automorfismo.

Definição 1.1.13. Uma álgebra associativa U é uma álgebra universal envolvente de uma álgebra
de Lie L, se L é uma subálgebra de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal: para
qualquer álgebra associativa B e qualquer homomorfismo de álgebras de Lie ϕ : L −→ B(−), existe
um único homomorfismo de álgebras associativas ψ : U −→ B que estende ϕ, isto é, ψ|L = ϕ. Em
geral, exige-se 1 ∈ B e 1 ∈ U(L).

O resultado a seguir, de natureza combinatória, fornece uma base para a álgebra universal
envolvente em função da base da álgebra de Lie.

Teorema 1.1.14 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Toda álgebra de Lie L sobre um corpo K possui, a
menos de isomorfismo, uma única álgebra universal envolvente U(L). Se {ei : i ∈ I} é uma base
de L ordenada por uma ordem no conjunto de ı́ndices I, então os elementos do tipo

ei1 . . . eik com i1 ≤ · · · ≤ ik

e 1 formam uma base de U(L).

Se ϕ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras, o conjunto

Nuc(ϕ) = {a ∈ A : ϕ(a) = 0},

chamado núcleo de ϕ, é um ideal de A, e o conjunto

Im(ϕ) = {ϕ(a) : a ∈ A},

chamado imagem de A, é uma subálgebra de B.
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Definição 1.1.15. Seja A uma álgebra e I um ideal de A. O espaço vetorial quociente
A

I
munido

do produto
(a+ I)(b+ I) = ab+ I, para todo a, b ∈ A,

faz de
A

I
uma álgebra, chamada de álgebra quociente de A por I.

Um fato bem conhecido é o Teorema do isomorfismo: se ϕ : A −→ B é um homomorfismo de
álgebras, então

A

Nuc(ϕ)
∼= Im(ϕ).

Graduar uma álgebra consiste em quebrá-la em subespaços dotados de um peso. A ideia é que
os pesos se somem quando multiplicamos os elementos.

Definição 1.1.16. Seja G um grupo abeliano aditivo. Uma álgebra A é G-graduada, se existe
uma famı́lia de subespaços {Ag : g ∈ G} de A tal que

A =
⊕

g∈G

Ag,

com AgAh ⊆ Ag+h, para todo g, h ∈ G.
Um elemento a ∈

⋃
g∈GAg é chamado elemento homogêneo. Se a ∈ Ag, dizemos que a é

homogêneo de grau g.

A condição do grupo ser abeliano é apenas uma questão de conveniência. Ressaltamos que no
caso das álgebras de Lie torna-se necessário considerar graduações com grupos abelianos devido
a anticomutatividade do produto. Em outras palavras, se G é um grupo multiplicativo, L uma
álgebra de Lie e se a ∈ Lg, b ∈ Lh, então ab = −ba ∈ Lgh ∩ Lhg. Logo, Lgh = Lhg e disso, gh = hg
(ou o produto de a por b é trivial). Portanto, no caso das álgebras de Lie graduadas por um grupo
G, consideramos exclusivamente G abeliano.

Definição 1.1.17. Um subespaço B de uma álgebra G-graduada A é G-graduado, se é soma direta
das interseções B ∩ Ag.

As próximas proposições podem ser verificadas facilmente.

Proposição 1.1.18. Sejam A uma álgebra G-graduada e B uma subálgebra de A. São equivalentes:

(i) B é subálgebra G-graduada de A;

(ii) B é uma álgebra G-graduada tal que, para todo g ∈ G, Bg ⊆ Ag;

(iii) As componentes homogêneas de cada elemento de B pertencem a B;

(iv) B é gerado por elementos homogêneos.
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Proposição 1.1.19. Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra A, então
A

I
é uma álgebra

G-graduada considerando

(
A

I

)

g

= {a+ I : a ∈ Ag}.

O conceito de homomorfismo se estende para álgebras graduadas.

Definição 1.1.20. Sejam A e B duas álgebras G-graduadas. Um homomorfismo ϕ : A −→ B é
G-graduado se, para todo g ∈ G, ϕ(Ag) ⊆ Bg.

De forma análoga, define-se monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo, automorfismo e endo-
morfismo G-graduado.

Exemplo 1.1.21. Toda álgebra A admite a seguinte graduação sobre um grupo G qualquer: A0 = A
e Ag = 0, para todo g ∈ G − {0}. Por este motivo, essa graduação é chamada graduação trivial
de A.

Exemplo 1.1.22. A álgebra de polinômios K [x1, . . . , xk] é Z-graduada, assumindo que os po-
linômios homogêneos de grau k geram as componentes homogêneas de grau k, se k ≥ 0, e as
demais componentes são nulas. Analogamente, K [x1, . . . , xk] é Zk-graduada, contando o grau de
cada variável x1, . . . , xk nos monômios. Neste caso, a componente homogênea da graduação é
chamada de componente multihomogênea e o o grau (n1, . . . , nk) é chamado multigrau. De forma
similar, define-se Z-graduação e Zk-graduação para K 〈x1, . . . , xk〉 .

Exemplo 1.1.23. A álgebra de Grassmann E definida no Exemplo 1.1.7 possui uma Z2-graduação
natural

E = E0 ⊕ E1,

em que
E0 = span{1, ei1ei2 . . . ei2k : i1 < i2 < · · · < i2k, k ≥ 1},

E1 = span{ei1ei2 . . . ei2k+1
: i1 < i2 < · · · < i2k+1, k ≥ 1}.

A matriz elementar eij ∈Mn(K) é a matriz cuja entrada (i, j) é igual a 1 e as demais são iguais
a 0.

Exemplo 1.1.24. A álgebra de matrizes Mn(K) possui uma Zn-graduação

Mn(K) =
⊕

t∈Zn

Mn(K)t,

em que Mn(K)t = span{eij : j − i ≡ t (mod n) }.

Uma mesma álgebra pode ser munida de várias graduações, todas distintas da graduação trivial.
A seguir, um exemplo que será útil nos caṕıtulos seguintes.

Exemplo 1.1.25. Seja
h = e11 − e22, e = e12, f = e21

a base usual da álgebra de Lie L = sl2(K).
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• G = Z2 : L = L0 ⊕ L1,

L0 = span{h}, L1 = span{e, f};

• G = Z2 × Z2 : L = L(0,0) ⊕ L(1,0) ⊕ L(0,1) ⊕ L(1,1),

L(0,0) = 0, L(1,0) = span{h}, L(0,1) = span{e+ f}, L(1,1) = span{e− f});

• G = Z; L =
⊕

i∈Z Li,

L−1 = span{e}, L0 = span{h}, L1 = span{f}, Li = 0, i /∈ {−1, 0, 1}.

No exemplo anterior, a álgebra de Lie sl2(K) quando munida da Z-graduação efetivamente
possui apenas três componentes: sl2(K)−1, sl2(K)0 e sl2(K)1. Isso nos leva a próxima definição.

Definição 1.1.26. Seja A uma álgebra G-graduada. O suporte da G-graduação de A é o conjunto

Supp(A) = {g ∈ G : Ag 6= 0}.

1.2 Álgebras livres

Seja V uma classe de álgebras. Uma álgebra F de V gerada por um conjunto X é uma
álgebra livre nesta classe, se todo homomorfismo de F em uma álgebra A de V fica completamente
determinado pelas imagens dos elementos deX. Essa propriedade é chamada propriedade universal
das álgebras livres e garante, a menos de isomorfismo, a unicidade da álgebra livre, fixada a
cardinalidade do conjunto X. Por exemplo, K[X] é a álgebra livre gerada por X na classe das
álgebras associativas e comutativas.

Partiremos da classe mais ampla posśıvel: a classe de todas as álgebras. Para evitar ambiguida-
des, o adjetivo “não associativo”será sempre ressaltado. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [33].

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável o qual chamamos conjunto de variáveis. Muitas
vezes iremos usar outros śımbolos, como por exemplo z, y, yi, zj para os elementos de X. A esse
conjunto, adicionamos dois śımbolos “(”e “)”, obtendo assim o conjuntoX∗ = X∪{(, )}. Definimos
indutivamente um conjunto V [X] de sequências finitas de X∗ que chamaremos de palavras não
associativas (ou monômios não associativos) de elementos de X. Um monômio não associativo de
grau 1 é um elemento de X. Dado um número natural n > 1, um monômio não associativo de
grau n é uma expressão da forma (u)(v), em que u é um monômio não associativo de grau i e v um
monômio não associativo de grau n− i. Para simplificar a notação, não vamos escrever parênteses
na expressão (u)(v), em torno de u (de v), se u (se v) é um monômio de grau 1. O grau de um
monômio v será denotado por deg(v). Disso, é natural definir

deg((u)(v)) = deg(u) + deg(v).

Proposição 1.2.1. Seja v uma palavra não associativa de elementos de X. Então:

1. O número de śımbolos “(”que aparece em v é igual ao número de śımbolos “)”;
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2. Em qualquer subsequência inicial de v o número de śımbolos “(”que aparece não é menor que
o número de śımbolos “)”.

Demonstração. Veja [33], pg. 2, Proposição 1.

No conjunto V [X] definimos uma operação binária, denotada por ·, satisfazendo, para todo
x1, x2 ∈ X e u, v ∈ V [X]−X:

• x1 · x2 = x1x2;

• x1 · u = x1(u);

• v · x2 = (v)x2;

• u · v = (u)(v).

Proposição 1.2.2. Toda palavra não associativa v com deg(v) ≥ 2 tem uma única representação
como produto de duas palavras não associativas de grau menor.

Demonstração. Veja [33], pg. 2, Proposição 2.

Denotamos por K {X} o espaço vetorial com base no conjunto V [X]. Considere o produto em
K {X} dado pela extensão natural do produto · em V [X]. Munido deste produto, não é dif́ıcil ver
que K {X} é a álgebra não associativa livre gerada por X.

Os elementos de K {X} são chamamos polinômios não associativos . Um polinômio não associ-
ativo da forma αv com α ∈ K e v ∈ V [X] é dito um monômio não associativo.

Seja G um grupo abeliano enumerável. Se escrevemos o conjunto de variáveis X como sendo
uma união disjunta de conjuntos infinitos X(g) = {x

(g)
i : i ≥ 1} com g ∈ G, mais precisamente,

X =
⋃

g∈G

X(g),

a álgebra não associativa livre K {X} possui uma G-graduação natural. Se x ∈ X(g), definimos
o grau de x (com respeito a graduação) como sendo g. O grau do monômio α(u)(v) com α ∈ K
e u, v ∈ V [X], é a soma dos graus de u com v. Pela Proposição 1.2.2, isso define o grau de um
monômio qualquer. Assim, se denotamos por K {X}g o subespaço de K {X} gerado pelo monômios
de grau g, tem-se que

K {X} =
⊕

g∈G

K {X}g

é uma G-graduação para K {X}. Dotada dessa graduação, a álgebra K {X} é chamada álgebra
não associativa livre G-graduada.
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1.3 Identidades graduadas, TG-ideais e variedades

Nesta seção, introduzimos a noção de identidades polinomiais, TG-ideais, PI-álgebrasG-graduadas
e variedades graduadas dentro do ambiente dos polinômios não associativos, visto na seção anterior.

Definição 1.3.1. Seja A uma álgebra G-graduada. Um polinômio não associativo
f = f(x

(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ K {X} é uma identidade polinomial graduada de A se, para todo ele-

mento homogêneo ai ∈ Agi, com i ∈ {1, . . . , n}, tem-se que

f(a1, . . . , an) = 0.

Em outras palavras, f é uma identidade graduada de A, se f se anula em toda avaliação de
elementos de A que respeita a graduação.

Usualmente, dizemos que f ≡ 0 é uma identidade polinomial de A, ou ainda, que A satisfaz
f ≡ 0. Se φ denota o conjunto de todos os homomorfismos G-graduados ϕ : K {X} −→ A, é fácil
ver que f é uma identidade polinomial G-graduada se, e somente se, f ∈

⋂
ϕ∈φ Nuc(ϕ).

Em particular, se a graduação é trivial, temos a noção de identidade polinomial ordinária que
se reduz a seguinte:

Definição 1.3.2. Seja A uma álgebra. Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ K {X} é uma identi-
dade polinomial de A se, para quaisquer a1, . . ., an ∈ A,

f(a1, . . . , an) = 0.

Uma vez que toda álgebra G-graduada satisfaz o polinômio nulo f = 0, temos a seguinte
definição:

Definição 1.3.3. Uma álgebra G-graduada A é uma PI-álgebra G-graduada (“PI”= “Polynomial
Identity”), se satisfaz uma identidade polinomial não trivial (i.e., uma f não nula em K {X}). Se
a graduação é trivial, dizemos simplesmente que A é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.3.4. No ambiente das álgebras não associativas, toda álgebra associativa é uma PI-
álgebra (satisfaz a identidade (x1x2)x3 − x1(x2x3) ≡ 0), assim como toda álgebra de Lie (satisfaz
x1x1 ≡ 0 e (x1x2)x3 + (x2x3)x1 + (x3x1)x2 ≡ 0).

Dada uma álgebra G-graduada A, definimos

IdG(A) = {f ∈ K {X} : f ≡ 0 em A}

como sendo o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de A. É fácil ver que
IdG(A) é um TG-ideal de K {X}, ou seja, é um ideal invariante por endomorfismos G-graduados
de K {X}. Dizemos que IdG(A) é o TG-ideal de A. Se a graduação é trivial, denotamos IdG(A)
simplesmente por Id(A) e, neste caso, dizemos que Id(A) é o T -ideal de A.

Dado um conjunto S ⊆ K {X}, o TG-ideal gerado por S, denotado por 〈S〉TG , é a interseção
de todos os TG-ideais de K {X} que contêm S. Se S ⊆ IdG(A) é tal que IdG(A) = 〈S〉TG , dizemos
que S é uma base das identidades polinomiais G-graduadas de A .

Toda álgebra G-graduada A determina um TG-ideal. Por outro lado, duas álgebras distintas
(não isomorfas) podem possuir o mesmo TG-ideal de K {X}. A fim de estabelecer uma corres-
pondência biuńıvoca, necessitamos do conceito de variedade de álgebras.
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Definição 1.3.5. Seja S = {fi : i ∈ I} um subconjunto de K {X}. A classe V das álgebras que
satisfazem todas as identidades G-graduadas de S é chamada de variedade das álgebras definidas
pelas identidades de S. Uma variedade W é dita uma subvariedade de V, se W ⊆ V.

A variedade que consiste somente da álgebra nula é chamada variedade trivial.

Exemplo 1.3.6. Temos que:

• O conjunto S1 = {f(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 − x1(x2x3)} define a variedade das álgebras asso-
ciativas.

• O conjunto S2 = S1 ∪ {g(x1, x2) = x1x2 − x2x1} define a variedade das álgebras associativas
e comutativas.

• O conjunto S = {f(x1) = x1x1, g(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 + (x2x3)x1 + (x3x1)x2} define a
variedade das álgebras de Lie.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as álgebras de uma variedade V é também um
TG-ideal de K {X} e é denotado por IdG(V). Se S ⊆ K {X} define a variedade V, dizemos que S
é uma base das identidades polinomiais graduadas de V. Os elementos de IdG(V) são chamados
consequências das identidades polinomiais graduadas da base S.

Definição 1.3.7. Uma álgebra FY (V) na variedade V é chamada álgebra relativamente livre de
V gerada pelo conjunto Y , se V é uma álgebra livre na classe V.

Seja A uma álgebra G-graduada. Se I ⊆ K {X} denotamos por IG(A) o ideal G-graduado da
álgebra A gerado por todos os elementos da forma

f(a1, . . . , an) com f(x
(g1)
1 , . . . , x(gn)n ) ∈ I e ai ∈ Agi , para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 1.3.8. Seja V uma variedade não trivial de álgebras cuja base é o conjunto
I ⊆ K {X}. Então, para todo conjunto Y , a restrição a Y do homomorfismo canônico

σ : K {Y } −→
K {Y }

IG(K {Y })
é injetiva e

Fσ(Y )(V) ∼=
K {Y }

IG(K {Y })
.

Além disso, quaisquer duas álgebras relativamente livres em V geradas por conjuntos de mesma
cardinalidade são isomorfas.

Demonstração. É análoga à feita em [33], pg. 4, Teorema 2.

Corolário 1.3.9. Se a variedade V é determinada pelo conjunto I, então IdG(V) = IG(K {X}).
Em particular, se I é um TG-ideal, Id

G(V) = I.

Demonstração. É análoga à feita em [33], pg. 6, Corolário 1.
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Segue do corolário anterior que existe uma correspondência biuńıvoca entre os TG-ideais de
K {X} e as variedades de álgebras não associativas G-graduadas. Com efeito, dado um TG-ideal
I a ele associamos a variedade definida por I. Reciprocamente, cada variedade V tem um corres-
pondente TG-ideal Id

G(V).
Se V é uma variedade e A é uma álgebra G-graduada tal que IdG(A) = IdG(V), dizemos que

V é a variedade gerada por A.
Denotamos por K 〈X〉 a álgebra relativamente livre gerada por

X = {x
(g)
i : i ≥ 0, g ∈ G}

da variedade das álgebras associativas G-graduadas e por L(X) a álgebra relativamente livre da

variedade das álgebras de Lie G-graduadas. Segue dos resultados anteriores que se Y = {y
(g)
j :

j ≥ 0, g ∈ G}, então

K 〈X〉 ∼=
K {Y }

〈(y1y2)y3 − y1(y2y3) : yj ∈ Y (g), ∀g ∈ G〉
TG

e

L(X) ∼=
K {Y }

〈y21, (y1y2)y3 + (y2y3)y1 + (y3y1)y2 : yj ∈ Y (g), ∀g ∈ G〉
TG
.

Se W ⊆ V, então IdG(W) ⊇ IdG(V). Assim, podemos considerar as identidades polinomiais
graduadas de W módulo IdG(V). Portanto, se conhecemos as identidades polinomiais graduadas
de V e queremos estudar as identidades polinomiais graduadas de W, podemos trabalhar na
álgebra relativamente livre F (V). Disso, se estamos interessados em subvariedades G-graduadas
de álgebras associativas ou álgebras de Lie trabalhamos em K 〈X〉 ou L(X), respectivamente, ao
invés de K {X}.

1.3.1 Identidades multihomogêneas e multilineares

A álgebra dos polinômios não associativos K {x1, . . . , xn} é Z-graduada, assumindo que os
polinômios homogêneos de grau n geram as componentes homogêneas de grau n, se n ≥ 0, e as
demais componentes são nulas. Analogamente, K {x1, . . . , xn} é Zn-graduada, contando o grau de
cada variável x1, . . ., xn nos monômios. Dado um polinômio não associativo f = f(x1, . . . , xn)
denotamos por degxi

f o grau de xi em f . A componente homogênea da graduação é chamada de
componente multihomogênea e o o grau (k1, . . . , kn) é chamado multigrau.

Definição 1.3.10. Um polinômio não associativo f = f(x1, . . . , xn) ∈ K {X} é multihomogêneo
se o é em K {x1, . . . , xn}. Se o multigrau de f é (1, . . . , 1), dizemos que f é multilinear.

Proposição 1.3.11. Seja

f(x1, . . . , xn) =
m∑

i=0

fi ∈ K {X} ,

em que fi é a componente homogênea de f de grau i em x1.
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(i) Se o corpo K contém mais que m elementos, então fi(x1, . . . , xn) ∈ 〈f〉
TG;

(ii) Se o corpo K tem caracteŕıstica 0, então 〈f〉TG admite uma base composta por polinômios
multilineares.

Demonstração. Veja [6], pg. 39, Proposição 4.2.3.

Corolário 1.3.12. Seja A uma álgebra G-graduada sobre um corpo infinito.

(i) Se f é uma identidade polinomial graduada de A, então toda componente multihomogênea
de f é uma identidade polinomial graduada de A.

(ii) Se o corpo K tem caracteŕıstica 0, então todo TG-ideal é gerado por suas identidades multi-
lineares graduadas.

1.4 Codimensões e expoente graduado

Seja K um corpo de caracteŕıstica 0, L(X) a álgebra de Lie livre G-graduada gerada pelo

conjunto X = {x
(g)
i : i ≥ 1, g ∈ G} e L uma PI-álgebra de Lie G-graduada sobre K. Pelo

Corolário 1.3.12, o TG-ideal Id
G(L) é gerado pelas suas identidades graduadas multilineares. Uma

vez que PG
n denota o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas variáveis x

(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n

com g1, . . ., gn ∈ G, segue que IdG(L) é gerado pelo subespaço

(PG
1 ∩ IdG(L))⊕ (PG

2 ∩ IdG(L))⊕ · · · ⊕ (PG
n ∩ IdG(L))⊕ · · ·

na álgebra L(X). É imediato que se L satisfaz todas as identidades polinomiais graduadas de uma
PI-álgebra G-graduada A, então

PG
n ∩ IdG(L) ⊇ PG

n ∩ IdG(A)

e disso
dim(PG

n ∩ IdG(L)) ≥ dim(PG
n ∩ IdG(A)),

para todo n = 1, 2, . . .. Portanto, a dimensão dos espaços PG
n ∩ Id

G(L) nos dá, em certo sentido, o
crescimento das identidades G-graduadas da álgebra L. Como a interseção PG

n ∩ IdG(L) costuma
ser grande e dif́ıcil de estudar, trabalhamos com o quociente

PG
n (L) =

PG
n

PG
n ∩ IdG(L)

.

Definição 1.4.1. O inteiro não negativo

cGn (L) = dimPG
n (L) = dim

PG
n

PG
n ∩ IdG(L)

é chamado n-ésima codimensão G-graduada da álgebra de Lie L.
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Se G é um grupo finito, não é dif́ıcil ver que

dimPG
n ∩ IdG(L) = |G|n (n− 1)!− cGn (L),

em que |G| é o número de elementos de G.
Se V é uma variedade gerada por L, definimos cGn (V) = cGn (L).
Vamos comparar a sequência de codimensões G-graduadas com a sequência de codimensões

ordinárias (considerando a graduação trivial). Quando a graduação é trivial, denotamos PG
n sim-

plesmente por Pn e cGn por cn.

Identificando f(x1, . . . , xn) ∈ Pn com o polinômio f(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) ∈ PG

n temos que Pn ⊆ PG
n e

Pn ∩ IdG(L) = Pn ∩ Id(L).

Lema 1.4.2. Para todo n ≥ 1, cn(L) ≤ cGn (L).

Demonstração. Veja [13], pg. 256, Lema 10.1.2.

Se cGn (L) é limitado exponencialmente, a sequência n
√
cGn (L) é limitada. Neste caso, definimos

o limite superior e inferior

expG(L) = limn→∞
n
√
cGn (L) e expG(L) = limn→∞

n
√
cGn (L), (1.4.1)

chamados de expoente G-graduado superior e expoente G-graduado inferior . Se eles coincidem,
temos o limite usual

expG(L) = expG(L) = expG(L) (1.4.2)

chamado simplesmente de expoente G-graduado. Se V é uma variedade gerada por L, definimos
expG(V) = expG(L), expG(V) = expG(L) e expG(V) = expG(L). Como de costume, quando a
graduação é trivial, omitimos o “G”da notação e o adjetivo G-graduado(a) das denominações.

Se G = {0 = g1, g2, . . . , gs} é um grupo finito, o estudo de PG
n (L) pode ser reduzido ao estudo

de subespaços menores. Para todo n ≥ 1, escreva n = n1 + . . . + ns, uma soma de inteiros não
negativos. Defina

Pn1,...,ns
⊆ PG

n

como sendo o subespaço dos polinômios graduados multilineares em que as n1-primeiras variáveis
são homogêneas de grau g1, as n2-próximas variáveis são homogêneas de grau g2 e assim por diante,
ou seja, se f ∈ Pn1,...,ns

, é da forma

f = f(x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, . . . , x
(gs)
1 , . . . , x(gs)ns

).

Note que dados n1, . . ., ns existem
(

n

n1,...,ns

)
subespaços de PG

n isomorfos a Pn1,...,ns
, em que

(
n

n1, . . . , ns

)
=

n!

n1! · · ·ns!

denota o coeficiente multimonomial. É claro que PG
n é a soma direta de tais subespaços com

n = n1 + · · ·+ ns. Além disso, tal decomposição é herdada por Pn1,...,ns
∩ IdG(L).
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Se definimos

Pn1,...,ns
(L) =

Pn1,...,ns

Pn1,...,ns
∩ IdG(L)

e cn1,...,ns
(L) = dimPn1,...,ns

(L),

obtemos

cGn (L) =
∑

n1+...+ns=n

(
n

n1, . . . , ns

)
cn1,...,ns

(L). (1.4.3)

1.5 Representações do grupo simétrico e do grupo geral

linear

Nesta seção, fazemos um breve apanhado da teoria de representações do grupo simétrico e do
grupo geral linear na teoria de PI-álgebras. Para uma abordagem mais detalhada da teoria de
representações dos grupos citados sugerimos [18]. Um resumo um pouco completo daquele que
damos aqui pode ser encontrado no caṕıtulo 2 de [13] e no caṕıtulo 12 de [6]. Estamos assumindo
K um corpo de caracteŕıstica 0.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre K e seja GL(V ) o grupo dos endomorfismos
invert́ıveis de V .

Definição 1.5.1. Uma representação de um grupo G (não abeliano em geral) em V é um ho-
momorfismo de grupos ρ : G −→ GL(V ). A dimensão de ρ é a dimensão do espaço vetorial
V .

Denotamos por End(V ) a álgebra dos K-endomorfismos de V . Se KG é a álgebra de grupo de
G sobre K e ρ é uma representação de G em V , segue que ρ induz um homomorfismo de K-álgebras
ρ′ : KG −→ End(V ) tal que ρ′(1G) = 1. Uma representação de um grupo G determina unicamente
um KG-módulo (ou G-módulo) de dimensão finita da seguinte forma. Se ρ : G −→ GL(V ) é
uma representação de G, V torna-se um G-módulo (à esquerda) definindo gv = ρ(g)v, para todo
g ∈ G, v ∈ V . Reciprocamente, se M é um G-módulo que é ao mesmo tempo um espaço vetorial
de dimensão finita sobre K, então ρ : G −→ GL(V ) tal que ρ(g)(m) = gm, para g ∈ G, m ∈ M ,
define uma representação de G em M .

Definição 1.5.2. Uma representação ρ : G −→ GL(V ) é irredut́ıvel se V é um G-módulo irre-
dut́ıvel. Diz-se que ρ é completamente redut́ıvel se V é soma direta de submódulos irredut́ıveis.

O conhecido Teorema de Maschke afirma que toda representação de dimensão finita de um
grupo finito sobre um corpo K de caracteŕıstica 0 (ou p > 0 mas tal que p não divide |G|) é
completamente redut́ıvel. Além disso, se K é algebricamente fechado, KG é semissimples. Como
consequência do Teorema de Wedderburn e Artin,

KG ∼= Mn1(D
(1))⊕ · · · ⊕Mnk

(D(k)) (1.5.1)

em que D(1), . . ., D(k) são álgebras com divisão sobre K de dimensão finita.
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Um elemento e ∈ KG é idempotente se e2 = e. Como KG é semissimples, todo ideal à esquerda
(resp. à direita) de KG é gerado por um idempotente. Dizemos que um idempotente é minimal se
gera um ideal à esquerda (resp. à direita) minimal.

Proposição 1.5.3. Se M é uma representação irredut́ıvel (de dimensão finita) de G, então
M ∼= Ji, em que Ji é um ideal à esquerda minimal de Mni

(D(i)), para algum i ∈ {1, . . . , k}.
Consequentemente, existe um idempotente minimal e ∈ KG tal que M ∼= KGe.

Demonstração. Veja [15], pg. 98, Lema 4.3.2 e pg. 29, Teorema 1.4.2.

Uma ferramenta importante na teoria de representações é fornecida pela teoria de caracteres.

Definição 1.5.4. Seja ρ : G −→ GL(V ) uma representação e tr : End(V ) −→ K a função traço.
Então, a função

χρ : G −→ K em que χρ(g) = tr(ρ(g))

é chamado de caracter da representação ρ e dimV = degχρ é chamado o grau de χρ. Dizemos
que o caracter χρ é irredut́ıvel, se ρ é irredut́ıvel.

1.5.1 Representações do grupo simétrico

Definição 1.5.5. Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma partição λ de n (em não mais que r partes) é uma
r-upla de inteiros não negativos λ = (λ1, . . . , λr) tal que λ1 ≥ · · · ≥ λr ≥ 0 e

∑r

i=1 λi = n. Neste
caso, escrevemos λ ⊢ n.

Identificamos duas partições, λ = (λ1, . . . , λr) e µ = (µ1, . . . , µs), r ≤ s, se λi = µi, para todo
1 ≤ i ≤ r e µi = 0, caso contrário. Por exemplo, λ = (4, 2, 1) = (4, 2, 1, 0) = (4, 2, 1, 0, 0) ⊢ 7.

Definição 1.5.6. Se λ = (λ1, . . . , λr) ⊢ n, o diagrama de Young associado a λ é o subconjunto
finito de Z× Z definido como

[λ] = {(i, j) ∈ Z× Z : i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , λi}.

Usualmente para denotar um diagrama de Young desenhamos diagramas substituindo pontos
por quadrados. Adotamos a seguinte convenção: a primeira coordenada i (́ındice das linhas)
aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada (́ındice das colunas) aumenta da esquerda
para a direita. A i-ésima linha contém λi-quadrados. Por exemplo, o diagrama [λ] associado a
λ = (4, 3, 2, 1) ⊢ 10 é representado por

[λ] = .
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Teorema 1.5.7. Seja K um corpo de caracteŕıstica 0 e n ≥ 1. Existe uma correspondência
biuńıvoca entre os Sn-caracteres irredut́ıveis e as partições de n. Além disso, se {χλ : λ ⊢ n} é o
conjunto de todos os caracteres irredut́ıveis de Sn e dλ = χλ(1) é o grau de χλ, λ ⊢ n, então

KSn =
⊕

λ⊢n

Iλ ∼=
⊕

λ⊢n

Mdλ(K),

em que Iλ ∼= Mdλ(K) é o ideal bilateral de KSn associado a λ.

Demonstração. Veja [18], pg. 109, Teorema 3.1.24.

Observamos aqui que as representações de Sn sobre os racionais são absolutamente irredut́ıveis.
Em outras palavras, elas permanecem irredut́ıveis sob extensões de corpos.

Para uma partição λ ⊢ n, denotamos por λ′ a partição conjugada de λ; λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) é

uma partição tal que λ′1, . . . , λ
′
s são as alturas das colunas de [λ]. O diagrama [λ′] é obtido de [λ]

através de uma reflexão de [λ] em torno da diagonal principal.

Definição 1.5.8. Para cada (i, j) ∈ [λ], definimos o número de hook de (i, j) como

hij = λi + λ′j − i− j + 1,

em que λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) é a partição conjugada de λ.

Note que hij conta o número de quadrados do “gancho”com aresta em (i, j), ou seja, os qua-
drados a direita e abaixo de (i, j). No exemplo a seguir, escrevemos dentro de cada quadrado o
número de hook (gancho) correspondente:

6 4 3 1

4 2 1

1

Definição 1.5.9. Seja λ ⊢ n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama [λ] consiste em preencher os
quadrados do diagrama com os números 1, . . ., n. Dizemos que Tλ é uma tabela de forma λ.

Definição 1.5.10. Uma tabela Tλ de forma λ é standard, se os inteiros em cada linha e em cada
coluna de Tλ crescem da direita para a esquerda e de cima para baixo, respectivamente.

O grau dos Sn-caracteres irredut́ıveis pode ser obtido de duas formas.

Teorema 1.5.11. Seja λ uma partição de n.

(i) O grau dλ do Sn-caracter irredut́ıvel correspondente a λ é igual ao número de tabelas standard
de forma λ.

(ii) (Hook fórmula ou fórmula dos ganchos)

dλ =
n!∏

i,j

hij
,

em que o produto percorre todos os quadrados do diagrama [λ].
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Demonstração. Veja [18], pg. 107, Corolário 3.1.13 (item (i)) e pg. 56, Teorema 2.3.21 (item
(ii)).

Definição 1.5.12. O estabilizador de linhas RTλ
de Tλ é o subgrupo de Sn que consiste de todas as

permutações que fixam, como conjunto, as entradas das linhas de Tλ. Similarmente, o estabilizador
de colunas CTλ

é o subgrupo de Sn que fixa as colunas.

Por exemplo, se

T(2,2) =
1 2

3 4
,

então RT(3,2)
= 〈(12)〉 × 〈(34)〉 e CT(3,2)

= 〈(13)〉 × 〈(24)〉.

Definição 1.5.13. Para uma dada tabela Tλ, defina

eTλ
=

∑

σ∈RTλ

∑

τ∈CTλ

(sign τ)στ,

em que sign τ é o sinal da permutação τ .

O teorema a seguir descreve, a menos de isomorfismo, as representações irredut́ıveis de Sn

Teorema 1.5.14. Para toda tabela Tλ de forma λ ⊢ n, o elemento eTλ
é múltiplo escalar de um

idempotente minimal de KSn e KSneTλ
é o ideal minimal à esquerda com caracter χλ. Além disso,

se µ ⊢ n, então
KSneTλ

∼= KSneTµ
se, e somente se, λ = µ.

Dizemos que eTλ
é um idempotente essencial de KSn (vale resaltar que eTλ

não é um idempotente,
é múltiplo escalar de um idempotente).

Demonstração. Veja [18], pg. 106, Teorema 3.1.10.

Definição 1.5.15. Para cada λ ⊢ n, denotamos por Mλ o Sn-módulo irredut́ıvel associado a λ.

Proposição 1.5.16. Se T1, . . ., Tdλ são todas as tabelas standards de forma λ, então Iλ, o ideal
minimal bilateral de KSn associado a λ, possui a seguinte decomposição:

Iλ =

dλ⊕

i=1

KSneTi
.

Demonstração. Veja [18], pg. 109, Teorema 3.1.24.
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1.5.2 Sn-ações nos polinômios multilineares Pn

Nesta seção, introduzimos uma ação do grupo simétrico Sn no espaço dos polinômios multili-
neares, em n variáveis fixadas, na álgebra de Lie L(X). Aqui, estamos considerando L(X) com a
graduação trivial.

Seja Pn o espaço dos polinômios multilineares em x1, . . ., xn na álgebra de Lie livre L(X).
Dado f(x1, . . . , xn) ∈ Pn e σ ∈ Sn, definindo

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n))

temos que o espaço vetorial Pn tem uma estrutura de Sn-módulo. Uma vez que os T -ideais de
L(X) são invariantes pela permutação de variáveis, Pn ∩ Id(L) é um Sn-submódulo de Pn, para
toda álgebra de Lie L. Portanto,

Pn(L) =
Pn

Pn ∩ Id(L)

tem uma estrutura induzida de Sn-módulo à esquerda.

Definição 1.5.17. Para n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(L) é chamado de n-ésimo cocaracter de L
(ou do T -ideal Id(L)) e é denotado por χn(L).

Se decompomos o n-ésimo caracter em irredut́ıveis, obtemos

χn(L) =
∑

λ⊢n

mλχλ, (1.5.2)

em que χλ é o Sn-caracter associado a partição λ ⊢ n e mλ ≥ 0 é a correspondente multiplicidade.
O próximo teorema auxilia o cálculo do n-ésimo cocaracter.

Teorema 1.5.18. Seja L uma PI-álgebra com o n-ésimo cocaracter χn(L) dado por 1.5.2. Para
uma partição µ ⊢ n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e somente se, para toda tabela Tµ de
forma µ e para todo polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, a álgebra de Lie L satisfaz a identidade
eTµ

f ≡ 0.

Demonstração. Veja [13], pg. 55, Teorema 2.4.5.

Segue imediatamente do teorema anterior que se existem f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, uma tabela
Tλ de forma λ e a1, . . . , an ∈ L tais que eTµ

f(a1, . . . , an) 6= 0, então mλ 6= 0.

1.5.3 Sn1
× · · · × Sns

ações nos polinômios multilineares Pn1,...,ns

Como visto na seção 1.4, para cada n ≥ 0, n1, . . ., ns ≥ 0 tal que n = n1 + · · ·+ ns, Pn1,...,ns
é

o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas variáveis

x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, . . . , x
(gs)
1 , . . . , x(gs)ns

,

g1, . . ., gs ∈ G.
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Como antes, o espaço Pn1,...,ns
é naturalmente equipado com uma estrutura de Sn1 × · · · × Sns

-
módulo quando munido da ação

(σ1, . . . , σs)f(x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, . . . , x
(gs)
1 , . . . , x(gs)ns

) =

f(x
(g1)
σ1(1)

, . . . , x
(g1)
σ1(n1)

, . . . , x
(gs)
σs(1)

, . . . , x
(gs)
σs(ns)

)

para todo (σ1, . . . , σs) ∈ Sn1 × · · · × Sns
e f(x

(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , . . . , x

(gs)
1 , . . . , x

(gs)
ns ) em Pn1,...,ns

. Uma
vez que os TG-ideais são invariantes pela permutação de variáveis de uma mesma componente
homogênea, Pn1,...,ns

∩ IdG(L) é um Sn1 × · · ·×Sns
-submódulo de Pn1,...,ns

para toda álgebra de Lie
G-graduada L. Disso,

Pn1,...,ns
(L) =

Pn1,...,ns

Pn1,...,ns
∩ IdG(L)

também tem uma estrutura induzida de Sn1 × · · · × Sns
-módulo à esquerda.

Definição 1.5.19. Para n ≥ 1, o Sn1×· · ·×Sns
-caracter de Pn1,...,ns

(L) é chamado de (n1, . . . , ns)-
cocaracter de L (ou do TG-ideal Id

G(L)) e é denotado por χn1,...,ns
(L).

Decompondo o (n1, . . . , ns)-cocaracter em soma de caracteres irredut́ıveis, obtemos

χn1,...,ns
(L) =

∑

〈λ〉⊢(n1,...,ns)

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(s), (1.5.3)

em que χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(s) é o Sn1 × · · · × Sns
-caracter associado a s-upla de partições 〈λ〉 =

(λ(1), . . . , λ(s)) em que λ(1) ⊢ n1, . . ., λ(s) ⊢ ns e m〈λ〉 ≥ 0 é a correspondente multiplicidade.
De forma análogo ao Teorema 1.5.18, o teorema a seguir auxilia no cálculo do (n1, . . . , ns)-

cocaracter.

Teorema 1.5.20. Seja L uma PI-álgebra G-graduada com o (n1, . . . , ns)-cocaracter χn1,...,ns
(L)

dado por 1.5.3. Para uma s-upla de partições λ(1) ⊢ n1, . . ., λ(s) ⊢ ns, a multiplicidade m〈λ〉

é igual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabelas Tλ(1), . . . , Tλ(s) de forma λ(1), . . .,

λ(s), respectivamente, e para todo polinômio f = f(x
(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , . . . , x

(gs)
1 , . . . , x

(gs)
ns ) ∈ Pn1,...,ns

,
a álgebra de Lie L satisfaz a identidade e〈λ〉f ≡ 0, em que e〈λ〉 = eλ(1) . . . eλ(s).

1.5.4 A ação do grupo geral linear GLm

Esta subseção tem como base a seção 4 do caṕıtulo 12 de [6]. As demonstrações não indicadas
explicitamente no texto poderão ser encontradas no caṕıtulo 8 de [18].

Dado um espaço vetorial W , o grupo geral linear , denotado por GL(W ), é o grupo das trans-
formações lineares invert́ıveis de W . Quando dimW = m <∞, escrevemos

GLm = GLm(K) = GL(W )

e identificamos GLm com o grupo das matrizes invert́ıveis de ordem m com entradas em K, fixada
uma base.
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Definição 1.5.21. Seja φ uma representação do grupo geral linear GLm, digamos

φ : GLm −→ GLs,

para algum s. A representação φ é dita polinomial se as entradas (ϕ(g))pq da matriz ϕ(g) de
ordem s são polinômios nas entradas akl de g para g ∈ GLm, k, l = 1, . . ., m e p, q = 1, . . ., s.
Uma representação polinomial ϕ é homogênea de grau d se os polinômios (ϕ(g))pq são homogêneos
de grau d. Um GLm-módulo W é polinomial, se a representação correspondente é polinomial. De
forma análoga, definimos módulos polinomiais homogêneos.

Fixemos o espaço vetorial Vm com base {x1, . . . , xm} e com a ação canônica deGLm. Assumimos
que

L (Vm) = L (x1, . . . , xm)

é a álgebra de Lie livre gerada por {x1, . . . , xm}. O espaço vetorial L (Vm) é um GLm-módulo à
esquerda quando munido da ação

gf(x1, . . . , xn) = f(g(x1), . . . , g(xn)), g ∈ GLm, f(x1, . . . , xn) ∈ L (Vm) .

Proposição 1.5.22. (i) L (Vm) é a soma direta dos GLm-submódulos (L (Vm))
(n), n = 0, 1, 2,

. . . em que (L (Vm))
(n) é a componente homogênea de grau n de L (Vm);

(ii) Para todo T -ideal U de L (X), os espaços vetoriais U∩L (Vm) e U∩L (Vm)
(n) são submódulos

de L (Vm);

(iii) Todo submóduloW de L (Vm) é a soma direta de suas componentes homogêneasW∩L (Vm)
(n).

Demonstração. Um esquema de uma prova análoga pode ser encontrado em [6], pg. 218, Exerćıcio
12.4.2.

Teorema 1.5.23. (i) Toda representação polinomial de GLm é soma direta de subrepresentações
polinomiais homogêneas irredut́ıveis;

(ii) Todo GLm-módulo polinomial homogêneo irredut́ıvel de grau n ≥ 0 é isomorfo a um submódulo
de (L (Vm))

(n).

De forma similar às representações de Sn irredut́ıveis, as representações polinomiais homogêneas
irredut́ıveis de grau n de GLm são descritas pelas partições de n em não mais que m partes e pelos
diagramas de Young.

Teorema 1.5.24. (i) As GLm-representações irredut́ıveis de grau n ≥ 0, duas a duas não iso-
morfas, estão em correspondência biuńıvoca com as partições λ = (λ1, . . . , λm) de n. Deno-
tamos por Wm(λ) o GLm-módulo irredut́ıvel correspondente a λ;

(ii) Seja λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n. O GLm-móduloWm(λ) é isomorfo a um submódulo
de (L (Vm))

(n). Mais ainda, (L (Vm))
(n) pode ser escrito na forma

(L (Vm))
(n) ∼=

∑
dλWm(λ);

em que dλ é a dimensão do Sn-módulo irredut́ıvel Mλ e a soma percorre todas as partições
λ de n em não mais que m partes.
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Uma representação de GLm1 × · · · × GLms
é polinomial, se o é em cada GLmi

, para cada
i ∈ {1, . . . , s}.

Como consequência, obtemos a descrição completa das representações irredut́ıveis de
GLm1 × · · · ×GLms

.

Teorema 1.5.25. Fixados inteiros n1, . . . , ns > 0, as representações polinomiais irredut́ıveis de
GLm1 × · · · × GLms

, duas a duas não isomorfas, são da forma Wm(λ1) ⊗ · · · ⊗Wm(λs) com λi
partição de ni em não mais que mi partes, para todo i ∈ {1, . . . , s}.

Existe uma estreita relação entre as representações polinomiais irredut́ıveis de GLm1 × · · · ×
GLms

e as representações irredut́ıveis de Sn1 × · · · × Sns
. Para entender essa relação, podemos

supor, sem perda da generalidade, s = 1.
A fim de estabelecer um análogo do Teorema 1.5.14, definimos a ação à direita de Sn em L (Vm)

por
(xi1 · · · xin)σ

−1 = xiσ(1)
· · · xiσ(n)

∈ (L (Vm))
(n), σ ∈ Sn.

Por simplicidade, omitimos os parênteses do monômio, já que a ação não interfere na posição deles.
Note que a ação à esquerda de Sn em Pn é uma ação que permuta os ı́ndices das variáveis

enquanto a ação à direita troca as posições das mesmas.
A proposição seguinte pode ser verificada sem muito esforço.

Proposição 1.5.26. Munido da ação acima, (L (Vm))
(n) é um Sn-módulo à direita.

Sejam λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n em não mais que m partes e q1, . . ., qk as alturas
das colunas do diagrama [λ] (i.e., k = λ1 e qj = λ′j). Denotamos por sλ = sλ(x1, . . . , xq), q = q1, o
polinômio de L (Vm) definido por

sλ(x1, . . . , xq) =
k∏

j=1

sqj(x1, . . . , xqj), (1.5.4)

em que sp(x1, . . . , xp) =
∑

(sign σ)x1xσ(2) . . . xσ(p) com o somatório percorrendo todas as per-
mutações σ do conjunto {2, . . . , p}. Esse polinômio é chamado polinômio standard de Lie.

Teorema 1.5.27. Seja λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n em não mais que m partes e seja
(L (Vm))

(n) a componente homogênea de grau n em L (Vm).

(i) O elemento sλ(x1, . . . , xq), definido em 1.5.4, gera um GLm-submódulo de
(L (Vm))

(n) isomorfo a Wm(λ);

(ii) Todo Wm(λ) ⊆ (L (Vm))
(n) é gerado por um elemento não nulo

wλ(x1, . . . , xq) = sλ(x1, . . . , xq)
∑

σ∈Sn

ασσ, ασ ∈ K.

O elemento wλ(x1, . . . , xq) é chamado de vetor de peso máximo de Wm(λ), é único a menos
de multiplicação por constante e está contido no espaço vetorial unidimensional dos elementos
homogêneos de multigrau (λ1, . . . , λm) em Wm(λ);
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(iii) Se os GLm-submódulos W ′ e W ′′ de (L (Vm))
(n) são isomorfos a Wm(λ) e possuem vetores

de peso máximo w′ e w′′, respectivamente, então a função φα : w′ −→ αw′′, 0 6= α ∈ K, pode
ser estendido unicamente a um isomorfismo de GLm-módulos. Todo isomorfismo W ′ ∼= W ′′

é obtido dessa forma.

Proposição 1.5.28. Sejam m ≥ n, λ ⊢ n e Wm(λ) ⊆ L (Vm). O conjunto M = Wm(λ) ∩ Pn

de todos os elementos multilineares de Wm(λ) é um Sn-submódulo de Pn isomorfo a Mλ. Todo
submódulo Mλ de Pn pode ser obtido dessa forma.

Demonstração. Uma prova análoga pode ser encontrado em [6], pg. 227, Proposição 12.4.18.

Uma consequência da proposição anterior é que a linearização completa do vetor de peso
máximo wλ gera o Sn-módulo Wm(λ) ∩ Pn

∼= Mλ

1.6 Propriedade da base finita para conjuntos

Nesta seção, tratamos do conceito e de alguns resultados sobre a propriedade da base finita
para conjuntos quaseordenados. O leitor interessado pode encontrar mais detalhes no trabalho de
Higman [16].

Um conjunto quaseordenado é um conjunto não vazio munido de uma relação reflexiva e tran-
sitiva. Satisfazer a propriedade da base finita implica em todo subconjunto não vazio possuir uma
coleção finita de elementos minimais. Tal propriedade, de certa forma, generaliza o conceito de
boa ordem para conjuntos totalmente ordenados.

Definição 1.6.1. Uma relação ≤ em um conjunto não vazio A é uma quaseordem se:

(i) a ≤ a (reflexividade);

(ii) Se a ≤ b e b ≤ c então a ≤ c (transitividade);

para todo a, b, c ∈ A.

Neste caso, dizemos que A é um conjunto quaseordenado e denotamos (A,≤).
Se para todo a, b ∈ A, toda vez que a ≤ b e b ≤ a implicar em a = b (antissimetria), a relação é

chamada de ordem parcial e o conjunto A é dito parcialmente ordenado. Se além disso, quaisquer
dois elementos do conjunto são comparáveis, ou seja, a ≤ b ou b ≤ a, dizemos que a ordem é total
e o conjunto é totalmente ordenado.

Exemplo 1.6.2. O conjunto dos números inteiros não negativos N munido da ordem usual é
totalmente ordenado.

Seja B um subconjunto de um conjunto A munido de uma quaseordem ≤. O fecho de B é o
conjunto

B = {a ∈ A : existe b ∈ B tal que b ≤ a}.

Dizemos que B é fechado, se
B = B.
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Um conjunto quaseordenado (A,≤) tem a propriedade da base finita, se todo subconjunto fechado
de A é fecho de um conjunto finito.

A seguir, apresentamos algumas definições alternativas dessa propriedade.

Teorema 1.6.3. Seja (A,≤) um conjunto quaseordenado. São equivalentes:

i) Todo subconjunto fechado de A é fecho de um conjunto finito;

ii) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;

iii) Se B é um subconjunto de A, existe um conjunto finito B0 tal que

B0 ⊆ B ⊆ B0;

iv) Toda sequência {ai}i≥0 de elementos de A possui uma subsequência

ai1 ≤ ai2 ≤ · · · ≤ aik ≤ · · · ;

v) Se {ai}i≥0 é uma sequência de elementos de A, existem ı́ndices i, j com i < j tais que
ai ≤ aj;

vi) Não existe uma sequência infinita de elementos estritamente decrescente, nem um conjunto
infinito de elementos não comparáveis.

Demonstração. Veja [16], pg. 328, Teorema 2.1.

Todo subconjunto B de um conjunto quaseordenado A que satisfaz uma das condições equiva-
lentes acima, possui um número finito de elementos minimais, ou seja, existem b1, b2, . . ., bk ∈ B
tais que se para algum 1 ≤ i ≤ k, existe b ∈ B tal que b ≤ bi, então b = bi. De fato, basta reduzir
o conjunto finito B0 do item iii) a um conjunto de elementos minimais.

Se (A,≤) é totalmente ordenado, então satisfaz a propriedade da base finita se, e somente se,
é bem ordenado (ou seja, todo subconjunto não vazio possui um elemento minimal).

Se (A,≤) é parcialmente ordenado e satisfaz a propriedade da base finita, dizemos que (A,≤)
é parcialmente bem ordenado.

A propriedade da base finita é preservada pelo produto cartesiano finito. Mais precisamente

Proposição 1.6.4. Sejam (A1,≤A1) e (A2,≤A2) conjuntos quaseordenados. Se ≤ é a quaseordem
em A = A1 × A2 definida coordenada a coordenada (i.e., (a1, a2) ≤ (b1, b2) se, e somente se,
a1 ≤A1 b1 e a2 ≤A2 b2). Se (A1,≤A1) e (A2,≤A2) satisfazem a propriedade da base finita, então
(A,≤) também satisfaz.

Indutivamente, se (A1,≤A1), . . ., (Ak,≤Ak
) são conjuntos quaseordenados e ≤ é a quaseordem

em A = A1 × · · · × Ak definida coordenada a coordenada, (A,≤) satisfaz a propriedade da base
finita, se cada um dos conjuntos (A1,≤A1), . . ., (Ak,≤Ak

) satisfaz.

Exemplo 1.6.5. O conjunto (Nk,≤), em que (a1, . . . , ak) ≤ (b1, . . . , bk) se, e somente se, a1 ≤ b1,
. . ., ak ≤ bk, satisfaz a propriedade da base finita. Note que apesar de N ser um conjunto totalmente
ordenado, não podemos afirmar o mesmo para (Nk,≤).
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Exemplo 1.6.6. Seja m ∈ N. Defina a relação ≤m em N como segue:

a1 ≤m a2 se, e somente se, a1 ≤ a2 e a2 − a1 ≡ 0 (mod 2m).

(N,≤m) satisfaz a propriedade da base finita. De fato, seja {ai}i≥0 uma sequência de elementos
de N. Podemos supor, sem perda da generalidade, que essa sequẽncia é não decrescente, ou seja,
a1 ≤ a2 ≤ · · · . Se para cada ai associamos um ri, em que ri ∈ {0, 1, 2, . . . , 2m − 1} é o resto da
divisão de ai por 2m, existe uma subsequência {aij}j≥0 tal que ai1 ≡ ai2 ≡ · · · (mod 2m), e isso
conclui a afirmação.



Caṕıtulo 2

Propriedade de Specht das Identidades
Graduadas de sl2

Uma variedade V em uma classe de álgebras (associativas, de Lie) tem a propriedade de
Specht, se todas as subvariedades de V podem ser definidas por um sistema finito de identidades
polinomiais. Quando isso ocorre, dizemos também que o ideal das identidades de V satisfaz a
propriedade de Specht. Em 1987, Kemer provou que toda variedade de álgebras associativas
sobre um corpo de caracteŕıstica 0 tem essa propriedade: o famoso problema de Specht. Se o
corpo é infinito e de caracteŕıstica positiva, foram constrúıdos contraexemplos, por Belov ([3]),
Grishin ([14]) e Shchigolev ([28]). Para álgebras de Lie, pouco se sabe a respeito. Um resultado
de Iltyakov afirma que o T-ideal de toda álgebra de Lie de dimensão finita é finitamente gerado,
em caracteŕıstica zero ([17]). Se a caracteŕıstica do corpo é positiva, como já mencionamos, há
contraexemplos.

Neste caṕıtulo, provamos que a propriedade de Specht é satisfeita para o ideal das identidades
G-graduadas da álgebra de Lie sl2(K) para todo grupo G não trivial quando K é um corpo de
caracteŕıstica 0.

De agora em diante, para simplificar a notação, escrevemos simplesmente sl2 para denotar
sl2(K), i.e., o conjunto das matrizes 2 × 2 de traço zero com entradas em K, um corpo de carac-
teŕıstica 0. Para evitar ambiguidades, sempre que necessário, denotamos a álgebra sl2 por sl

G
2 para

evidenciar a graduação considerada.
Seja

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)

a base usual de sl2. Verifica-se facilmente que

he = 2e, hf = −2f e ef = h.

É importante observar que o produto entre os elementos de sl2 não é o produto usal e sim o produto
de Lie (neste caso, o colchete dos elementos).

A menos de isomorfismo, L = sl2 possui três graduações não triviais (veja [2]):

1. G = Z2:

27
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L0 = Kh, L1 = Ke⊕Kf ;

2. G = Z2 × Z2:

L(0,0) = 0, L(1,0) = Kh, L(0,1) = K(e+ f), L(1,1) = K(e− f);

3. G = Z:

L−1 = Ke, L0 = Kh, L1 = Kf, Li = 0, i /∈ {−1, 0, 1}.

Nosso interesse é investigar a propriedade de Specht para a variedade gerada por sl2. Nessa
direção, convém definir a propriedade somente em termos dos TG-ideais da álgebra de Lie livre
G-graduada.

Definição 2.0.7. Seja L uma algebra de Lie G-graduada. Dizemos que IdG(L) tem a propriedade
de Specht se todo TG-ideal I tal que I ⊇ IdG(L) tem uma base finita, ou seja, I é finitamente
gerado como TG-ideal.

De forma sucinta, nosso objetivo é provar o seguinte resultado:

Teorema 2.0.8. Se char(K) = 0 e G é um grupo qualquer, então IdG(sl2) tem a propriedade de
Specht.

Note que se G é trivial, o resultado vale devido a um trabalho de Razmyslov de 1973 ([24]). De
agora em diante, assumimos G não trivial. O ponto de partida para demonstrar o Teorema 2.0.8
consiste em estudar separadamente cada uma das três graduações de sl2 dadas por Z2, Z2 × Z2 e
Z.

Seja Z = {z
(g)
i : i ≥ 0, g ∈ G}. Se B é um conjunto de polinômios da álgebra de Lie livre

G-graduada L(Z), dizemos que f ∈ L(Z) é uma consequência dos polinômios de B, se f pertence
ao TG-ideal gerado por B, 〈B〉TG . Em particular, se g ∈ L(Z), g é consequência de f se g pertence
ao TG-ideal gerado por f . Dizemos que f é equivalente a g e denotamos f ≡ g, se g é consequência
de f e f é consequência de g.

A álgebra de Lie livre G-graduada L(Z) é um conjunto quaseordenado se definimos para f ,
g ∈ L(Z), f ≤ g se, e somente se, g é consequência de f . Se J é um TG-ideal de L(Z), a

quaseordem em L(Z) é herdada por
L(Z)

J
. Para os nossos fins, J = IdG(sl2), ou seja, consideramos

L(Z)

IdG(sl2)
como um conjunto quaseordenado. Disso, se f , g ∈ L(Z), definimos

f ≤ g se, e somente se, g é consequência de f (mod IdG(sl2)), (2.0.1)

e dizemos que f ≡ g, se f ≤ g e g ≤ f .
Note que se I é um TG-ideal de L(Z) tal que I ⊇ IdG(sl2), então I é um conjunto fechado com

respeito à quaseordem (2.0.1).
Daqui para frente, omitiremos os parênteses no caso da normalização à esquerda, ou seja,

abc = (ab)c.
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Para simplificar de forma significativa a escrita, os seguintes abusos de notação serão adotados:

ab2 = abb,

e por indução,
abn = (abn−1)b para todo n ≥ 2.

Observação 2.0.9. Segundo a nossa convenção, em geral

abn 6= a( b · · · b︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) = 0,

para todo n ≥ 2.

2.1 A Z2-graduação de sl2

Nesta seção, supomos que a álgebra L = sl2 é Z2-graduada, ou seja,

L = L0 ⊕ L1, com L0 = Kh e L1 = Ke⊕Kf.

Na álgebra de Lie livre Z2-graduada L(Z), escrevemos o conjunto de variáveis Z como sendo a
união disjunta de dois conjuntos enumeráveis, digamos Z = X ∪ Y em que as variáveis xi ∈ X
tem grau 0 e as variáveis yi ∈ Y tem grau 1. Denotamos por L = L0 ⊕ L1 a decomposição de
L em componentes homogêneas em que L0 é o subespaço gerado pelos monômios que possuem
um número par de elementos de Y e L1 é o subespaço gerado pelos monômios que possuem um
número ı́mpar de elementos de Y .

Para todo n ≥ 1 e k ≥ 0, Pk,n−k denota o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas
variáveis x1, . . ., xk, y1, . . ., yn−k. Uma vez que o módulo quociente

Pk,n−k(sl
Z2
2 ) =

Pk,n−k

Pk,n−k ∩ IdZ2(sl2)

é escrito como soma direta de Sk × Sn−k-módulos irredut́ıveis, seu caracter é da forma

χk,n−k(sl
Z2
2 ) = χk,n−k(Pk,n−k(sl

Z2
2 )) =

∑

σ⊢k, τ⊢n−k

mσ,τχσ ⊗ χτ

em que χσ ⊗ χτ é o Sk × Sn−k-caracter associado ao par de partições (σ, τ) e mσ,τ é a respectiva
multiplicidade.

A próxima proposição descreve a sequência de cocaracteres Z2-graduados de sl2.

Proposição 2.1.1 ([26]). Seja

χk,n−k(sl
Z2
2 ) =

∑

σ⊢k, τ⊢n−k

mσ,τχσ ⊗ χτ

o (k, n− k)-cocaracter de sl2. Então, para todo σ ⊢ k e τ ⊢ n− k, mσ,τ ≤ 1. Além disso, mσ,τ = 1
se, e somente se, σ = (k), τ = (q + r, q) e as seguintes condições são satisfeitas:
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1. k 6= n;

2. r 6= n;

3. r ≡ 1 ou k + q ≡ 1(mod 2).

Para simplificar a notação, denotaremos χσ ⊗ χτ simplesmente por σ ⊗ τ .

Exemplo 2.1.2. Para n = 3, temos:

χ0,3(sl
Z2
2 ) = ∅ ⊗ , χ1,2(sl

Z2
2 ) = ⊗ e χ2,1(sl

Z2
2 ) = ⊗ .

No que segue, usaremos a convenção que śımbolos iguais (barras ou tils) sobre variáveis signi-
ficam que uma alternância é feita com respeito as mesmas. Por exemplo,

y1y2y3 = y1y2y3 − y3y2y1.

Seja ad(z) : L → L a representação adjunta aplicada a um elemento z ∈ L, ou seja,
adz : w 7→ wz. Dados y1, y2 ∈ L1, defina Y1 = ady1 e Y2 = ady2.

Considere o operador

d(y1, y2) = Y 1Ỹ1Ỹ2Y 2 = Y1Y1Y2Y2 − Y1Y2Y1Y2 − Y2Y1Y2Y1 + Y2Y2Y1Y1 (2.1.1)

Defina a sequência de polinômios g0, g1, . . . da seguinte forma:

g0(y1, y2) = y1y2

e indutivamente, para todo l ≥ 1,

gl(y1, y2) = gl−1(y1, y2)d(y1, y2). (2.1.2)

Exemplo 2.1.3. Para l = 1,

g1(y1, y2) = y1y2d(y1, y2) = y1y2y1ỹ1ỹ2y2 =

y1y2y1y1y2y2 − y1y2y1y2y1y2 − y1y2y2y1y2y1 + y1y2y2y2y1y1.

Pelo teorema anterior, se σ ⊗ τ aparece com multiplicidade não nula (consequentemente igual
a 1) em χk,n−k(sl

Z2
2 ), então σ = (k) e τ = (q+ r, q) e além disso, os parâmetros k, q e r satisfazem

certas condições. Usando a dualidade existente entre Sk × Sn−k-representações e GL1 × GL2-
representações, já vimos que cada Sk × Sn−k-módulo irredut́ıvel associado a σ ⊗ τ é gerado pela
linearização completa do vetor de peso máximo associado ao mesmo módulo.

A seguir, uma lista de vetores de peso máximo que geram os GL1 ×GL2-módulos irredut́ıveis
cujos caracteres aparecem com multiplicidade não nula na decomposição de χk,n−k(sl

Z2
2 ).

(1a) f0,q,r(y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1, com q = 2l + 1, l ≥ 0, r ≥ 0;

(1b) f0,q,r(y1, y2) = gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2, com q = 2l, l > 0, r = 2s+ 1, s ≥ 0;
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(2a) fk,q,r(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1x

k, com k > 0, q = 2l + 1, l ≥ 0, r = 2s+ 1, s ≥ 0;

(2b) fk,q,r(x, y1, y2) = x[d(y1, y2)]
lyr1x

k−1, com k > 0, q = 2l, l ≥ 0, r = 2s+ 1, s ≥ 0;

(3a) fk,q,r(x, y1, y2) = x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y
r
1, com k par > 0, q = 2l + 1, l ≥ 0, r = 2s, s ≥ 0;

(3b) fk,q,r(x, y1, y2) = gl−1(y1, y2)y1x
ky2y

r
1, com k ı́mpar, q = 2l, l > 0, r = 2s, s ≥ 0;

(3c) fk,0,r(x, y1) = xy1x
k−1yr−1

1 , com k ı́mpar, r par > 0.

Note que cada vetor de peso máximo fk,q,r está associado a uma única tripla de inteiros não
negativos (k, q, r). Reciprocamente, uma tripla (k, q, r) de inteiros não negativos satisfazendo
k 6= n, r 6= n (n denota a soma k + q + r) e uma das condições r ≡ 1 ou k + q ≡ 1(mod 2) está
associada a um único vetor de peso máximo fk,q,r. Disso, temos a seguinte correspondência:

(k, q, r)←→ fk,q,r

Abaixo, ilustramos essa correspondência, no caso n = 3.

Exemplo 2.1.4.

∅ ⊗ ←→ (0, 1, 1)←→ f0,1,1(y1, y2) = y1y2y1

⊗ ←→ (1, 0, 2)←→ f1,0,2(x, y1) = xy1
2

⊗ ←→ (2, 0, 1)←→ f2,0,1(x, y1) = xy1x

Denote por
M1a, M1b, M2a, M2b, M3a, M3b, M3c

os conjuntos de vetores de peso máximo associados a (1a), (1b), (2a), (2b), (3a), (3b) e (3c),
respectivamente, e defina

M =M1a ∪M1b ∪M2a ∪M2b ∪M3a ∪M3b ∪M3c. (2.1.3)

Para cada i ∈ {(1a), (1b), (2a), (2b), (3a), (3b), (3c)}, denote por Ai o subconjunto de triplas de
N3 associado a Mi (aqui N denota o conjunto dos inteiros não negativos). Disso,

A1a = {(0, q, r) : q = 2l + 1, l ≥ 0, r ≥ 0};

A1b = {(0, q, r) : q = 2l, l > 0, r ı́mpar};

A2a = {(k, q, r) : k > 0, q = 2l + 1, l ≥ 0, r ı́mpar};

A2b = {(k, q, r) : k > 0, q = 2l, l ≥ 0, r ı́mpar};

A3a = {(k, q, r) : k par, q = 2l + 1, l ≥ 0, r par};

A3b = {(k, q, r) : k ı́mpar, q = 2l, l > 0, r par};

A3c = {(k, 0, r) : k ı́mpar, q = 0, r par > 0}.

Dado um TZ2-ideal I que contém o ideal das identidades Z2-graduadas de sl2, existem duas
possibilidades:
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• I = IdZ2(sl2);

• I % IdZ2(sl2).

Se o primeiro caso ocorre, I é finitamente gerado (veja [22]). Caso I % IdZ2(sl2), uma vez que M

gera L(Z) (mod IdZ2(sl2)), como TZ2-ideal, existe um subconjunto M ′ de M tal que I = 〈M ′〉Z2

(mod IdZ2(sl2)). Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é refinar o conjunto M ′ a um conjunto
finito de elementos que ainda gere I. Dados dois vetores de peso máximo fk,q,r e fk′,q′,r′ em M ′

tais que fk′,q′,r′ é consequência de fk,q,r (mod IdZ2(sl2)), a ideia consiste em eliminar fk′,q′,r′ de M
′,

já que M ′ − {fk′,q′,r′} continua gerando I. O procedimento adotado será o seguinte: mostraremos
que não existe um conjunto infinito de vetores de peso máximo não comparáveis (com respeito a
quaseordem (2.0.1)). Ou seja, é posśıvel reduzir M ′ a um conjunto finito de geradores. Uma vez
que M é uma união finita, bastará verificar isso em cada Mi.

Para os nossos fins, em cada um dos conjuntos Ai, definiremos uma quaseordem ≤Ai
de forma

que: (Ai,≤Ai
) satisfaça a propriedade da base finita e ≤Ai

induza a quaseordem (2.0.1) da álgebra
de Lie livre graduada L(Z). Aqui a palavra induzir significa que se duas triplas de um mesmo
conjunto estão relacionadas pela quaseordem do mesmo, então os polinômios associados estão
relacionados pela quase ordem de L(Z). Para isso, em seis dos sete conjuntos (A1a, A2a, A2b, A3a,
A3b, A3c) a quaseordem natural de N3 definida coordenada a coordenada será suficiente. Apenas
em A1b definiremos uma quaseordem mais sofisticada.

Precisamente, para cada conjunto Ai, com i ∈ {1a, 2a, 2b, 3a, 3b, 3c}, defina a seguinte quase-
ordem ≤Ai

:
(k, q, r) ≤Ai

(k′, q′, r′) se, e somente se, k ≤ k′, q ≤ q′ e r ≤ r′. (2.1.4)

Já que em cada conjunto Ai fixo a quaseordem ≤Ai
coincide com a quaseordem de N3 definida

coordenada a coordenada, para simplificar a notação e induzir o leitor ao uso da ordem usual,
denotaremos ≤Ai

simplesmente por ≤.
Uma consequência imediata de (2.1.4), observada no Exemplo 1.6.5, é a seguinte proposição.

Proposição 2.1.5. Para todo i ∈ {1a, 2a, 2b, 3a, 3b, 3c}, (Ai,≤) satisfaz a propriedade da base
finita.

Como fk,q,r é um vetor de peso máximo, existe uma substituição em sl2 que não anula fk,q,r
(caso contrário, fk,q,r seria uma identidade de sl2). Afirmamos que a substituição x = h, y1 = e+f
e y2 = f funciona para todo fk,q,r ∈M . Tal substituição é usada em [26] para mostrar que fk,q,r é
de fato um vetor de peso máximo.

Antes de iniciarmos cálculos efetivos envolvendo os elementos de sl2, chamamos atenção nova-
mente que o produto de elementos de sl2 se trata do produto dado pelo comutador, não do produto
usual de matrizes. O leitor deve estar atento que segundo a notação adotada no ińıcio do caṕıtulo
abn 6= a( b · · · b︸ ︷︷ ︸

n−vezes

) = 0, para todo n ≥ 2.

Para mostrar fk,q,r(h, e+ f, f) 6= 0, será necessário o seguite lema.

Lema 2.1.6. Sejam gl(y1, y2) e x[d(y1, y2)]
l os polinômios definidos segundo (2.1.1) e (2.1.2).

Então:
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1. gl(αy1, y2) = α2l+1gl(y1, y2), gl(y1, αy2) = α2l+1gl(y1, y2);

2. h[d(e+ f, f)]l = gl(e+ f, f) = (−8)lh;

3. gl(e+ f, f)(e+ f)2s = (−8)l4sh, gl(e+ f, f)(e+ f)2s+1 = (−8)l4s2(e− f).

Demonstração. O item 1 segue do fato que gl é multihomogêneo de grau 2l+ 1 em y1 e y2. Como

he ẽ f̃ f = −hfefe− hefef = (−8)h e h(e+ f)2 = (h(e+ f))(e+ f) = 4h,

a substituição y1 = e+ f e y2 = f resulta em

g0(e+ f, f) = (e+ f)f = h

e, consequentemente,

gl(e+ f, f) = h[d(e+ f, f)]l = h[d(e, f)]l = (−8)lh.

Portanto,
gl(e+ f, f)(e+ f)2s = (−8)lh(e+ f)2s = (−8)l4sh

e disso segue que gl(e+ f, f)(e+ f)2s+1 = (−8)l4sh(e+ f) = (−8)l4s2(e− f).

Proposição 2.1.7. Para todo fk,q,r ∈M , fk,q,r(h, e+ f, f) 6= 0.

Demonstração. (1a) Segue do item 3 do lema anterior.
(1b)

f0,q,r(h, e+ f, f) =

gl−1(e+ f, f)(e+ f)r(e+ f)f − gl−1(e+ f, f)(e+ f)rf(e+ f)

= (−8)l−14s2[(e− f)(e+ f)f − (e− f)f(e+ f)]

= (−8)l−14s(−4)(e+ f) 6= 0.

(2a) fk,q,r(h, e+ f, f) = gl(e+ f, f)(e+ f)rhk = (−8)l4s2(e− f)hk.

fk,q,r(h, e+ f, f) = (−8)l4s2(−2)k(e− f) 6= 0, se k é par;

fk,q,r(h, e+ f, f) = (−8)l4s2(−2)k(e+ f) 6= 0, se k é ı́mpar.

(2b) fk,q,r(h, e+ f, f) = h[d(e+ f, f)]l(e+ f)rhk−1 = (−8)l4s2(e− f)hk−1.

fk,q,r(h, e+ f, f) = (−8)l4s2(−2)k−1(e+ f) 6= 0, se k é par;

fk,q,r(h, e+ f, f) = (−8)l4s2(−2)k−1(e− f) 6= 0, se k é ı́mpar.

(3a)

fk,q,r(h, e+ f, f) = h[d(e+ f, f)]l(e+ f)hk−1f(e+ f)r

= (−8)lh(e+ f)hk−1f(e+ f)r

= (−8)l(−2)2kh(e+ f)r

= (−8)l(−2)2k4sh 6= 0.
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(3b)

fk,q,r(h, e+ f, f) = gl−1(e+ f, f)(e+ f)hkf(e+ f)r

= (−8)l−1h(e+ f)hkf(e+ f)r

= (−8)l−1(−2)2k+1h(e+ f)r

= (−8)l−1(−2)2k+14sh 6= 0.

(3c)

fk,0,r(h, e+ f) = h(e+ f)hk−1(e+ f)r−1

= 2(e− f)hk−1(e+ f)r−1

= 2(−2)k−12r−1h 6= 0.

Note que cada vetor de peso máximo fk,q,r é um polinômio multihomogêneo com degx fk,q,r = k,
degy1 fk,q,r = q + r, degy2 fk,q,r = q e mais uma particularidade: o parâmetro q indica o número
de pares distintos (y1, y2) que são alternados. Para exemplificar, vejamos as seguintes corres-
pondências:

∅ ⊗ ←→ (0, 3, 1)←→ f0,3,1(y1, y2) = g1(y1, y2)y1 = y1y2y1ỹ1ỹ2y2y1

⊗ ←→ (1, 2, 0)←→ f1,2,0(x, y1, y2) = xd(y1, y2) = xy1ỹ1ỹ2y2

Observe que o grau de x do polinômio fk,q,r corresponde ao número de quadrados do diagrama a
esquerda do produto tensorial. Já os graus em y1 e y2 correspondem ao número de quadrados da
primeira e segunda linha, respectivamente, do diagrama a direita. Note que como g1(y1, y2)y1 =
y1y2y1ỹ1ỹ2y2y1 = −y2y1y1ỹ1ỹ2y2y1, o primeiro par (y1, y2) que aparece neste polinômio é alternado.

A seguir, ficará evidente a escolha de fk,q,r para vetor de peso máximo.

Lema 2.1.8. Seja f = f(x, y1, y2) um polinômio multihomogêneo em que degx f = k, degy1 f =

q + r e degy2 f = q. Se f não é uma identidade de slZ2
2 e f é alternado em q pares distintos

(y1, y2), então f gera (mod IdZ2(sl2)) um GL1 × GL2-módulo irredut́ıvel cujo Sk × Sn−k-caracter
correspondente é χ(k) ⊗ χ(q+r,q).

Demonstração. Suponha que exista uma permutação σ e transposições disjuntas τ1 = (m1n1), . . .,
τq = (mqnq) do grupo simétrico Sn, com n = k + 2q + r, tais que

f(x, y1, y2) = (xkyq+r
1 yq2)σπ1 . . . πq = (x . . . xy1 . . . y1y2 . . . y2)σπ1 . . . πq

com πi = 1− τi. Recordamos que Sn age à direita em um monômio permutando a posição de suas
variáveis e a ação é estendida a KSn por linearidade. Note que cada transposição indica as posições
das variáveis y1, y2 em f , não necessariamente nessa ordem, que são alternadas. Suponha, sem
perda da generalidade, que mi é a posição de y1 e que ni é a posição de y2, para todo i ∈ {1, . . . , q}.
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Defina g = g(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn−k) ∈ Pk,n−k como segue. No monômio
(x . . . xy1 . . . y1y2 . . . y2)σ troque as variáveis x por x1, . . ., xk. Para cada i, troque y1 na posição
mi por y2i−1 e y2 na posição ni por y2i. Finalmente, troque os r-restantes y1 por y2q+1, . . ., yn−k.
Definindo

T(k) =
1 2 . . . k

e T(q+r,q) =
1 3 . . . 2q−1 2q+1 . . . n−k

2 4 . . . 2q

não é dif́ıcil ver que eT(k)
eT(q+r,q)

g, renomeando as variáveis se necessário, é a linearização de f ,
em que eT(k)

, eT(q+r,q)
são os idempotentes essenciais de KSk, KSn−k que correspondem às tabelas

T(k), T(q+r,q), respectivamente. Portanto, f gera um GL1×GL2-módulo irredut́ıvel cujo Sk×Sn−k-
caracter correspondente é χ(k) ⊗ χ(q+r,q). Para generalizar esse argumento para um f arbitrário,
escreva f = α1f1+ · · ·+αrfr com αi em K e fi como antes, e repita o argumento para cada fi.

Para tornar claro o procedimento anterior, vejamos o próximo exemplo.

Exemplo 2.1.9. O polinômio xd(y1, y2) = xy1ỹ1ỹ2y2 é alternado em 2 pares distintos (y1, y2).
Definindo g(x1, y1, y2, y3, y4) = x1y1y3y4y2,

T(1) =
1

e T(2,2) =
1 3

2 4

obtemos que eT(1)
eT(2,2)

g, a menos de uma renomeação das variáveis, é a linearização de xd(y1, y2).

Agora, estamos aptos a relacionar, para cada i fixo, a quaseordem de Ai com a quaseordem de
Mi. Em outras palavras, vamos mostrar que

fk,q,r tem como consequência fk′,q′,r′(mod IdZ2(sl2)), desde que (k, q, r) ≤Ai
(k′, q′, r′)

Devido a transitividade da quaseordem será suficiente mostrar:

(k, q, r) ≤Ai
(k′, q, r) implica em fk,q,r ≤ fk′,q,r;

(k, q, r) ≤Ai
(k, q′, r) implica em fk,q,r ≤ fk,q′,r;

(k, q, r) ≤Ai
(k, q, r′) implica em fk,q,r ≤ fk,q,r′ .

Em geral, não é um trabalho fácil decidir, dados dois polinômios, quando um deles é con-
sequência do outro. Nessa direção, o lema 2.1.8 é uma poderosa ferramenta. Ele será aplicado da
seguinte forma: dados fk,q,r e fk′,q′,r′ , para mostrar que fk,q,r ≤ fk′,q′,r′ será suficiente encontrar
uma consequência de fk,q,r, digamos g, satisfazendo:

• g é um polinômio multihomogêneo;

• degx g = k′, degy1 g = q′ + r′ e degy2 g = q′;

• g é alternado em q′ pares distintos (y1, y2);
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• g não é uma identidade de sl2.

Pelo Lema 2.1.8, g e fk′,q′,r′ geram módulos irredut́ıveis isomorfos. Como a multiplicidade de cada
módulo irredut́ıvel que aparece na decomposição de caracteres de sl2 é 1, isso garante que g é
equivalente a fk′,q′,r′ .

Com o intuito de familiarizar o leitor com algumas técnicas, começaremos com A2a e M2a.

Lema 2.1.10. Sejam (k, q, r), (k′, q′, r′) ∈ A2a. Se (k, q, r) ≤ (k′, q′, r′) então fk,q,r ≤ fk′,q′,r′.

Demonstração. O vetor de peso máximo associado a (k, q, r) é

fk,q,r(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1x

k,

com q = 2l + 1 para algum l ≥ 0. É fácil ver que (k, q, r) ≤ (k′, q, r) implica em fk,q,r ≤ fk′,q,r, já
que gl(y1, y2)y

r
1x

k′ pode ser obtido multiplicando a direita gl(y1, y2)y
r
1x

k por x (k′ − k)-vezes.
Agora, consideremos os demais casos, isto é, (k, q, r) ≤ (k, q′, r) e (k, q, r) ≤ (k, q, r′), ou

equivalentemente, q ≤ q′ e r ≤ r′ (com os demais paramêtros fixos).
Suponha r ≤ r′. Sejam gl(y1, y2)y

r
1x

k e gl(y1, y2)y
r′

1 x
k os vetores de peso máximo associados a

(k, q, r) e (k, q, r′), respectivamente. Como r′ − r ≡ 0 (mod 2) e a quaseordem é transitiva, basta
mostrar o caso r′ = r + 2. Substituindo x por x + x1 em gl(y1, y2)y

r
1x

k e usando a identidade
wx1x ≡ wxx1 de slZ2

2 , válida para todo w ∈ L(Z), na componente homogênea de grau 1 em x1,
obtemos como consequência o polinômio gl(y1, y2)y

r′

1 x1x
k−1. Trocando no polinômio anterior x1

por xy21, tem-se
g(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y

r
1(xy

2
1)x

k−1.

Considerando a substituição x = h, y1 = e+ f e y2 = f , pelo Lema 2.1.6 temos

g(h, e+ f, f) = gl(e+ f, f)(e+ f)r(h(e+ f)2)hk−1

= (−8)l4s2(e− f)(4h)hk−1

= 8(−8)l4s(e− f)hk 6= 0.

Assim, g não é uma identidade de sl2. Uma vez que g satisfaz as hipóteses do Lema 2.1.8, g ≡ fk,q,r′ .
Portanto, fk,q,r ≤ fk,q,r′ , já que fk,q,r ≤ g.

Por último, suponha q ≤ q′, i.e., l ≤ l′. Sejam gl(y1, y2)y
r
1x

k e gl′(y1, y2)y
r
1x

k os polinômios
associados a (k, q, r) e (k, q, r′), respectivamente. Como no caso anterior, podemos assumir l′ = l+1
e temos que gl(y1, y2)y

r
1x1x

k−1 é uma consequência de gl(y1, y2)y
r
1x

k. Substituindo x1 por xd(y1, y2),
obtemos

gl(y1, y2)y
r
1(xd(y1, y2))x

k−1.

Com um cálculo semelhante ao feito anteriormente, é posśıvel verificar facilmente que esse po-
linômio não se anula quando avaliado em x = h, y1 = e + f e y2 = f . Como no caso anterior, o
resultado desejado é obtido. Isso completa a prova.

A prova do próximo lema segue exatamente o mesmo racioćınio do anterior. Optamos em
demonstrá-lo, para fixar os argumentos.

Lema 2.1.11. Seja (k, q, r), (k′, q′, r′) ∈ A2b. Se (k, q, r) ≤ (k′, q′, r′) então fk,q,r ≤ fk′,q′,r′.
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Demonstração. O vetor de peso máximo associado a (k, q, r) ∈ A2b é

fkqr(x, y1, y2) = x[d(y1, y2)]
ly1

rxk−1,

com q = 2l. É fácil ver que (k, q, r) ≤ (k′, q, r) implica em fk,q,r ≤ fk′,q,r, quando k ≤ k′.
Suponha r ≤ r′. Sejam x[d(y1, y2)]

lyr1x
k−1 e x[d(y1, y2)]

lyr
′

1 x
k−1 os vetores de peso máximo

associados a (k, q, r) e (k, q, r′), respectivamente. Basta mostrar o caso r′ = r + 2. Substituindo x
por x+ x1 em gl(y1, y2)y

r
1x

k e usando a identidade de slZ2
2 , wx1x ≡ wxx1, para todo w ∈ L(Z) na

componente homogênea de grau 1 em x1, obtemos como consequência x1[d(y1, y2)]
lyr1x

k−1 + (k −
1)x[d(y1, y2)]

lyr1x1x
k−2. Substituindo no último polinômio x1 por xy21, temos:

g(x, y1, y2) = (xy1
2)[d(y1, y2)]

lyr1x
k−1 + (k − 1)x[d(y1, y2)]

lyr1(xy
2
1)x

k−2.

A substituição x = h, y1 = e+ f , y2 = f e r = 2s+ 1 resulta em

g(h, e+ f, f) = (h(e+ f)2)[d(e+ f, f)]l(e+ f)rhk−1+

(k − 1)h[d(e+ f, f)]l(e+ f)r(h(e+ f)2)hk−2

= 4(−8)l4s2(e− f)hk−1 + (k − 1)4(−8)l4s2(e− f)hk−1

= 4k(−8)l4s2(e− f)hk−1 6= 0.

Assim, g não é uma identidade de sl2. Pelo Lemma 2.1.8, g ≡ fk,q,r′ . Portanto, fk,q,r ≤ fk,q,r′ .
Suponha q ≤ q′, i.e., l ≤ l′. Sejam x[d(y1, y2)]

lyr1x
k−1 e x[d(y1, y2)]

l′yr1x
k−1 os polinômios

associados a (k, q, r) e (k, q′, r), respectivamente. Como no caso anterior, podemos assumir l′ =
l + 1. Substituindo x1 por xd(y1, y2) em x1[d(y1, y2)]

lyr1x
k−1 + (k − 1)x[d(y1, y2)]

lyr1x1x
k−2, temos

x[d(y1, y2)]
l+1yr1x

k−1 + (k − 1)x[d(y1, y2)]
lyr1(xd(y1, y2))x

k−2.

Como esse polinômio não se anula em x = h, y1 = e+ f e y2 = f , obtemos o desejado.

Até agora, sem muito esforço, foi posśıvel enxergar a propriedade de alternância entre as
variáveis y1 e y2 em certos polinômios multihomogêneos. Isso se deve ao fato que, até então,
trabalhamos apenas com polinômios que sofreram uma pequena variação de um vetor de peso
máximo fk,q,r. O exemplo seguinte, trata de um polinômio multihomogêneo no qual verificar a
propriedade de alternância não é imediato.

Exemplo 2.1.12. Seja xd(y1, y2) = xy1ỹ1ỹ2y2. Considere d′ = d′(x, y1, y2, y) a componente ho-
mogênea de grau 1 em y de x[d(y1 + y, y2)] e d

′′ = d′′(x, y1, y2, y) a componente homogênea de grau
1 em y de x[d(y1, y2 + y)]. Um cálculo simples resulta em

d′(x, y1, y2, y) = xyỹ1ỹ2y2 + xy1ỹỹ2y2,

d′′(x, y1, y2, y) = xy1ỹ1ỹy2 + xy1ỹ1ỹ2y.

Somando d′(x, y1, y2, y1x
2) e d′′(x, y1, y2, y2x

2) obtemos o polinômio multihomogêneo

g(x, y1, y2) = d′(x, y1, y2, y1x
2) + d′′(x, y1, y2, y2x

2)

= x(y1x2)ỹ1ỹ2y2 + xy1(̃y1x
2)ỹ2y2 + xy1ỹ1(̃y2x

2)y2 + xy1ỹ1ỹ2(y2x
2)

= x(y1x
2)ỹ1ỹ2y2 + xy1(ỹ1x

2)ỹ2y2 + xy1ỹ1(ỹ2x
2)y2 + xy1ỹ1ỹ2(y2x

2),

que é alternado em 2 pares distintos (y1, y2), assim como xd(y1, y2).
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Lema 2.1.13. Sejam (k, q, r), (k′, q′, r′) ∈ A3a. Se (k, q, r) ≤ (k′, q′, r′) então fk,q,r ≤ fk′,q′,r′.

Demonstração. O polinômio associado a (k, q, r) é

fk,q,r(x, y1, y2) = x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y
r
1.

É imediato que fk,q,r ≤ fk,q,r′ , se r ≤ r′. A prova que fk,q,r ≤ fk,q′,r, quando q ≤ q′, é análoga à
feita no Lema 2.1.11.

Agora, suponha k ≤ k′. Sejam x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y
r
1 e x[d(y1, y2)]

ly1x
k+1y2y

r
1 os vetores de

peso máximo associados a (k, q, r) e (k + 2, q, r), respectivamente. Sejam f ′ = f ′(x, y1, y2, y) e
f ′′ = f ′′(x, y1, y2, y) as componentes homogêneas de grau 1 em y dos polinômios fk,q,r(x, y1+ y, y2)
e fk,q,r(x, y1, y2 + y), respectivamente. Substituindo y por y1x

2 em f ′ e y por y2x
2 em f ′′, temos

as seguintes consequências de fk,q,r:

f ′(x, y1, y2, y1x
2) = d′(x, y1, y2, y1x

2)y1x
k−1y2y

r
1 + x[d(y1, y2)]

ly1x2x
k−1y2y

r
1+

x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2(y1x
2)y1

r−1 + · · ·+ x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y1
r−1(y1x

2)

e

f ′′(x, y1, y2, y2x
2) = d′′(x, y1, y2, y2x

2)y1x
k−1y2y1

r + x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2x2y1
r,

em que d′ = d′(x, y1, y2, y) é a componente homogênea de grau 1 em y de x[d(y1 + y, y2)]
l e

d′′ = d′′(x, y1, y2, y) é a componente homogênea de grau 1 em y de x[d(y1, y2 + y)]l. A soma dos
polinômios anteriores juntamente com a igualdade

x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2x2y1
r + x[d(y1, y2)]

ly1x2x
k−1y2y

r
1 =

x[d(y1, y2)]
l(y1x

2)xk−1y2y
r
1 + x[d(y1, y2)]

ly1x
k−1(y2x

2)y1
r

resulta em

g(x, y1, y2) = f ′(x, y1, y2, y1x
2) + f ′′(x, y1, y2, y2x

2) =

[d′(x, y1, y2, y1x
2) + d′′(x, y1, y2, y2x

2)]y1x
k−1y2y

r
1 +

x[d(y1, y2)]
l(y1x

2)xk−1y2y
r
1 + x[d(y1, y2)]

ly1x
k−1(y2x

2)y1
r +

x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2(y1x
2)y1

r−1 + · · ·+ x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y1
r−1(y1x

2).

Note que d′(x, y1, y2, y1x
2) + d′′(x, y1, y2, y2x

2) é um polinômio multihomogêneo de grau 3 em x
e de grau q − 1 em y1 e y2. Além disso, é alternado em q − 1 pares distintos (y1, y2). Uma
vez que f ′(x, y1, y2, y) e f ′′(x, y1, y2, y) são componentes de grau 1 em y de fk,q,r(x, y1 + y, y2) e
fk,q,r(x, y1, y2 + y), respectivamente, temos

g(h, e+ f, f) = f ′(h, e+ f, f, 4(e+ f)) + f ′′(h, e+ f, f, 4f)

= 4(q + r)fk,q,r(h, e+ f, f) + 4qfk,q,r(h, e+ f, f)

= 4(2q + r)fk,q,r(h, e+ f, f) 6= 0,

em que o fato do resultado ser não nulo é obtido usando a Proposição 2.1.7. Assim, g =
f ′(x, y1, y2, y1x

2) + f ′′(x, y1, y2, y2x
2) não é uma identidade de sl2. Como g é multihomogêneo

de grau k+2 em x, q+ r em y1 e q em y2, pelo Lema 2.1.8, conclúımos que g ≡ fk+2,q,r. Portanto,
fk,q,r ≤ fk+2,q,r.
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Lema 2.1.14. Sejam (k, q, r), (k′, q′, r′) ∈ A3b. Se (k, q, r) ≤ (k′, q′, r′) então fk,q,r ≤ fk′,q′,r′.

Demonstração. Já que o vetor de peso máximo associado a um elemento de A3b é

gl−1(y1, y2)y1x
ky2y

r
1 = y1y2[d(y1, y2)]

l−1y1x
ky2y

r
1,

a prova é análoga à do lema anterior.

O lema a seguir relaciona a quaseordem de A3c com a quaseordem de M3c e tem uma prova
simples, se comparado aos anteriores.

Lema 2.1.15. Sejam (k, 0, r), (k′, 0, r′) ∈ A3c. Se (k, 0, r) ≤ (k′, 0, r′) então fk,0,r ≤ fk′,0,r′.

Demonstração. Como o polinômio associado a (k, 0, r) ∈ A3c é

fk,0,r(x, y1) = xy1x
k−1yr−1

1 ,

é imediato que fk,0,r ≤ fk,0,r′ , se r ≤ r′. Para provar que fk,0,r ≤ fk′,0,r basta proceder da seguinte
forma: troque y1 por y1 + y em xy1x

k−1yr−1
1 , no novo polinômio troque y por y1x

2 na componente
homogênea de grau 1 em y. Finalmente, conclua que o polinômio resultante não se anula quando
avaliado em x = h, y1 = e+ f e y2 = f .

Uma consequência imediata dos lemas anteriores é o seguinte corolário:

Corolário 2.1.16. Para todo k > 0 e a, b, c ≥ 0, se fk,q,r, fk+2a,q+2b,r+2c ∈ Mi com
i ∈ {2a, 2b, 3a, 3b, 3c}, então fk,q,r ≤ fk+2a,q+2b,r+2c.

Lema 2.1.17. Sejam (0, q, r), (0, q′, r′) ∈ A1a. Se (0, q, r) ≤ (0, q′, r′) então f0,q,r ≤ f0,q′,r′.

Demonstração. Como o vetor de peso máximo associado a (0, q, r) é

f0,q,r(y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1

é suficiente mostar que f0,q+2,r é uma consequência de f0,q,r. Se r é par, multiplique a direita
gl(y1, y2)y

r
1 por d(y1, y2) e se r é ı́mpar, multiplique duas vezes por (y1y2). Isso resultará em

gl(y1, y2)y
r
1d(y1, y2) e gl(y1, y2)y

r
1(y1y2)

2,

respectivamente. Pela Proposição 2.1.7, é fácil ver que ambos não se anulam em x = h, y1 = e+ f
e y2 = f .

Considere a quaseordem ≤A1b
em A1b definida por:

(0, q, r) ≤A1b
(0, q′, r′) se, e somente se,

q < q′ e r = r′ ou q < q′ e r < r′ ou

q = q′ e r′ − r ≡ 0 (mod 2q).

Proposição 2.1.18. (A1b,≤1b) satisfaz a propriedade da base finita.
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Demonstração. Seja {(0, qi, ri)}i∈N uma sequência em A1b tal que qi ≤ qj e ri ≤ rj, para todo
i < j (toda sequência {(0, qi, ri)}i∈N possui uma subsequência dessa forma). Então, existe uma
subsequência que satisfaz: qi < qj e ri = rj ou qi < qj e ri < rj ou qi = qj e rj − ri ≡ 0 (mod 2qi),
para todo i < j (veja o Exemplo 1.6.6). Em qualquer um dos casos

(0, q1, r1) ≤1b (0, q2, r2) ≤1b (0, q3, r3) ≤1b · · · .

A quaseordem anterior também induz a quaseordem de L(Z).

Lema 2.1.19. Sejam (0, q, r), (0, q′, r′) ∈ A1b. Se (0, q, r) ≤A1b
(0, q′, r′) então f0,q,r ≤ f0,q′,r′.

Demonstração. Existem três possibilidades:

1) q < q′ e r = r′;

2) q < q′ e r < r′;

3) q = q′ e r′ − r ≡ 0 (mod 2q).

1) Suponha q′ = q + 2 e r = r′. Seja

gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2

o vetor de peso máximo associado a (0, q, r) ∈ A1b. Multiplicando à direita o elemento gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2

duas vezes por (y1y2) obtemos
gl−1(y1, y2)y

r
1y1y2(y1y2)

2,

que não é uma identidade de sl2.
2) Suponha q′ = q + 2 com q + 2l e r < r′. Para mostrar que f0,q,r ≤ f0,q′,r′ , já que q + 1 é

ı́mpar, pelo lema anterior e pela transitividade da quaseordem, basta mostrar que f0,q,r ≤ f0,q+1,r

e f0,q+1,r′ ≤ f0,q+2,r′ . Com efeito, sejam

gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2 e gl(y1, y2)y

r′

1

os vetores de peso máximo associados a (0, q, r) e (0, q + 1, r′), respectivamente. Multiplicando à
direita por (y1y2), obtemos como resultado

gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2(y1y2) e gl(y1, y2)y

r′

1 (y1y2).

Ambos não se anulam quando avaliados em x = h, y1 = e+ f e y2 = f .
3) Finalmente, considere o caso q = q′ e r′ − r = 2q. Substituindo y2 por y1y2y1 em

gl−1(y1, y2)y
r
1y1y2 (o vetor de peso máximo associado a (0, q, r)), obtemos o polinômio

g(y1, y2) = gl−1(y1, y1y2y1)y
r
1y1y1y2y2,

de grau r′ em y1 e de grau q = 2l em y2. Substitúımos y1 = e+ f e y2 = f :

g(e+ f, f) = gl−1(e+ f, 2(e− f))(e+ f)re+ f 2(e− f)

= 2qgl−1(e+ f, e− f)(e+ f)re+ f e− f 6= 0,

usando que gl−1(e + f, e − f)(e + f)r é múltiplo de e − f , já que r é ı́mpar, e também que
gl−1(e+ f, e− f) é múltiplo de h (não nulo).
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Recordamos que cada conjunto Ai de N3 está em correspondência biuńıvoca com o conjunto
dos vetores de peso máximo Mi. Se denotamos por A a união disjunta

A = A1a ∪ A1b ∪ A2a ∪ A2b ∪ A3a ∪ A3b ∪ A3c,

então A também está em correspondência biuńıvoca com M .
Como A é a união dos Ai’s e cada Ai é quaseordenado, existe uma quaseordem natural em A

que é induzida pelas quaseordens dos Ai’s. Em outras palavras, definimos a quaseordem ≤A em
A como segue:

u ≤A v se, e somente se, ∃ i tal que u, v ∈ Ai e u ≤Ai
v (2.1.5)

em que ≤Ai
é a quaseordem de Ai e i ∈ {1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b, 3c}.

As proposições subsequentes funcionam como conexões entre a existência de uma base finita
para os TZ2-ideais que contém o ideal das identidades Z2-graduadas de sl2 e a propriedade da base
finita sob o ponto de vista de teoria de conjuntos.

Proposição 2.1.20. (A,≤A) satisfaz a propriedade da base finita.

Demonstração. Uma vez que A = A1a ∪ A1b ∪ A2a ∪ A2b ∪ A3a ∪ A3b ∪ A3c, o resultado segue de
(2.1.5) e das proposições 2.1.5 e 2.1.18.

Proposição 2.1.21. Se (k, q, r) ≤A (k′, q′, r′) então fk,q,r ≤ fk′,q′,r′.

Demonstração. Segue imediatamento de (2.1.5) e dos lemas 2.1.10, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.14, 2.1.15,
2.1.17 e 2.1.19.

A seguir, daremos a prova do Teorema 2.0.8, no caso G = Z2.

Teorema 2.1.22. Se char(K) = 0, então o ideal IdZ2(sl2) das identidades graduadas de slZ2
2

satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstração. Por [22],
IdZ2(sl2) = 〈x1x2〉

TZ2 ,

isto é, o ideal da identidades Z2-graduadas de sl2 é gerado como TZ2-ideal pelo polinômio x1x2.
Seja I um TZ2-ideal de L(Z) tal que I % IdZ2(sl2). Recordamos que M é o conjunto dos

vetores de peso máximo correspondentes aos caracteres que aparecem com multiplicidade não nula
(consequentemente, igual a 1) em χk,n−k(sl2), n ≥ 1, 0 < k ≤ n; portanto L(Z) é gerado por M
(mod IdZ2(sl2)).

Uma vez que L(Z) ⊇ I % IdZ2(sl2), existe M
′ ⊆M tal que I é gerado por M ′ (mod IdZ2(sl2)).

Seja A′ o subconjunto de A ⊆ N3 correspondente a M ′. Como A satisfaz a propriedade da base
finita (Proposição 2.1.20), existe um conjunto finito B0 tal que

B0 ⊆ A′ ⊆ B0. (2.1.6)

Denote por N0 o subconjunto de M ′ correspondente a B0. Como consequência de (2.1.6)

N0 ⊆M ′ ⊆ N0,
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em que N0 é o conjunto dos polinômios que são consequências dos polinômios de N0. Com efeito,
se fk,q,r ∈ M

′, então (k, q, r) ∈ A′. Já que A′ ⊆ B0, existe (k0, q0, r0) ∈ B0 tal que (k0, q0, r0) ≤A

(k, q, r). Pela Proposição 2.1.21, fk0,q0,r0 ≤ fk,q,r e consequentemente fk,q,r ∈ N0. Segue que

I =
〈
N0, Id

Z2(sl2)
〉TZ2 = 〈N0, x1x2〉

TZ2 ,

o que completa a prova do teorema.

2.2 A Z2 × Z2-graduação de sl2

Nesta seção, consideramos a Z2 × Z2-graduação de L = sl2, ou seja,

L = L(0,0) ⊕ L(1,0) ⊕ L(0,1) ⊕ L(1,1),

com
L(0,0) = 0, L(1,0) = Kh, L(0,1) = K(e+ f) e L(1,1) = K(e− f).

Assim, na álgebra de Lie livre L(Z) decompomos Z na união de quatro conjuntos infinitos disjuntos
exigindo que seus elementos tenham grau homogêneo (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), respectivamente.
Como antes, isso induz uma Z2 ×Z2-graduação em L(Z) e a álgebra resultante é a álgebra de Lie
livre Z2 × Z2-graduada.

Como Supp(slZ2×Z2
2 ) = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}, vamos trabalhar apenas com as variáveis dessas

componentes homogêneas. Denote por xi, yi e zi as variáveis de grau homogêneo (1, 0), (0, 1) e
(1, 1), respectivamente.

Para todo p ≥ 0, q ≥ 0 e r ≥ 0, seja Pp,q,r o espaço dos polinômios multilineares de grau
n = p+ q + r nas variáveis x1, . . ., xp, y1, . . ., yq, z1, . . ., zr. Como o Sp × Sq × Sr-módulo

Pp,q,r(sl
Z2×Z2
2 ) =

Pp,q,r

Pp,q,r ∩ IdZ2×Z2(sl2)

pode ser escrito como soma direta de Sp × Sq × Sr-módulos irredut́ıveis, seu caracter tem a forma

χp,q,r(sl
Z2×Z2
2 ) = χp,q,r(Pp,q,r(sl

Z2×Z2
2 )) =

∑

σ⊢p, τ⊢q
π⊢r

mσ,τ,πχσ ⊗ χτ ⊗ χπ,

em que p+ q+ r = n, χσ⊗χτ ⊗χπ é o Sp×Sq×Sr-caracter associado a tripla de partições (σ, τ, π)
e mσ,τ,π é a correspondente multiplicidade.

A próxima proposição descreve a sequência de cocaracteres Z2 × Z2-graduados de sl2.

Proposição 2.2.1 ([26]). Seja

χp,q,r(sl
Z2×Z2
2 ) =

∑

σ⊢p, τ⊢q
π⊢r

mσ,τ,πχσ ⊗ χτ ⊗ χπ

o (p, q, r)-cocaracter de sl2 e n = p + q + r. Então, para todo σ ⊢ p, τ ⊢ q, π ⊢ r, mσ,τ,π ≤ 1.
Além disso, mσ,τ,π = 1 se, e somente se, σ = (p), τ = (q), π = (r) e as seguintes condições são
satisfeitas:
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1. p 6= n, q 6= n, r 6= n;

2. p+ q ≡ 1 ou q + r ≡ 1(mod 2).

Exemplo 2.2.2. Para n = 3, os módulos que aparecem na decomposição são aqueles associados
às seguintes triplas de partições:

∅ ⊗ ⊗ , ∅ ⊗ ⊗ , ⊗ ∅ ⊗ ,

⊗ ⊗ ∅, ⊗ ∅ ⊗ , ⊗ ⊗ ∅.

A seguir, escrevemos uma lista dos vetores de peso máximo que geram os GL1 × GL1 × GL1-
módulos irredut́ıveis cujos caracteres aparecem com multiplicidade não nula na decomposição de
χp,q,r(sl

Z2×Z2
2 ).

(1) g0,q,r(x, y, z) = zyqzr−1, com q ı́mpar, r > 0;

(2) g0,q,r(x, y, z) = yzqyr−1, com q par > 0, r ı́mpar;

(3) gp,q,r(x, y, z) = xyqxp−1zr, com p par > 0, q ı́mpar, r ≥ 0;

(4) gp,q,r(x, y, z) = xzrxp−1yq, com p par > 0, q par, r ı́mpar;

(5) gp,0,r(x, y, z) = zxpzr−1, com p ı́mpar, r > 0;

(6) gp,q,r(x, y, z) = yxpyq−1zr, com p ı́mpar, q par > 0, r ≥ 0;

(7) gp,q,r(x, y, z) = xzryqxp−1, com p ı́mpar, q ı́mpar, r par.

Note que cada vetor de peso máximo gp,q,r está associado a uma única tripla (p, q, r) ∈ N3, que,
neste caso, coincide com o multigrau de gp,q,r. Disso, se (p, q, r) satisfaz as condições da Proposição
2.2.1, temos a seguinte correspondência:

(p, q, r)←→ gp,q,r

Abaixo, ilustramos tal correspondência, quando n = 3.

Exemplo 2.2.3.

∅ ⊗ ⊗ ←→ (0, 1, 2) ←→ g0,1,2(y, z) = zyz;

∅ ⊗ ⊗ ←→ (0, 2, 1) ←→ g0,2,1(y, z) = yzy;

⊗ ∅ ⊗ ←→ (1, 0, 2) ←→ g1,0,2(x, z) = zxz;

⊗ ⊗ ∅ ←→ (1, 2, 0) ←→ g1,2,0(x, y) = yxy;

⊗ ∅ ⊗ ←→ (2, 0, 1) ←→ g2,0,1(x, z) = xzx;

⊗ ⊗ ∅ ←→ (2, 1, 0) ←→ g0,2,1,0(x, y) = xyx.

O lema a seguir é análogo ao Lema 2.1.8.
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Lema 2.2.4. Seja g = g(x, y, z) um polinômio multihomogêneo em que degx g = p, degy g =

q e degz g = r. Se g não é uma identidade de slZ2×Z2
2 , então g gera (mod IdZ2×Z2(sl2)) um

GL1×GL1×GL1-módulo irredut́ıvel cujo Sp×Sq×Sr-caracter correspondente é χ(p)⊗χ(q)⊗χ(r).

Denote por
N1, N2, N3, N4, N5, N6 e N7

os conjuntos de vetores de peso máximo associados a (1), (2), (3), (4), (5), (6) e (7), respectivamente
e considere

N = N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4 ∪N5 ∪N6 ∪N7. (2.2.1)

Para cada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, denote por Bi o subconjunto de N3 associado a Ni. Mais
precisamente,

B1 = {(0, q, r) : q ı́mpar, r > 0};

B2 = {(0, q, r) : q par > 0, r ı́mpar};

B3 = {(p, q, r) : p par > 0, q ı́mpar,r ≥ 0};

B4 = {(p, q, r) : p par > 0, q par,r ı́mpar};

B5 = {(p, q, 0) : p ı́mpar, q > 0};

B6 = {(p, q, r) : p ı́mpar, , q par > 0, r ≥ 0};

B7 = {(p, q, r) : p ı́mpar, q ı́mpar, r par}.

Considere a quaseordem natural ≤ de N3 em cada um dos conjuntos, como segue:

(p, q, r) ≤ (p′, q′, r′) se, e somente se, p ≤ p′, q ≤ q′ e r ≤ r′. (2.2.2)

Proposição 2.2.5. (Bi,≤) satisfaz a propriedade da base finita.

Uma vez que gp,q,r é um vetor de peso máximo, gp,q,r não é uma identidade de sl2. Consequen-
temente, gp,q,r(h, e+ f, e− f) 6= 0. A demonstração do próximo resultado segue diretamente dessa
observação.

Proposição 2.2.6. Para todo gp,q,r ∈ N , gp,q,r(h, e+ f, e− f) 6= 0.

Para fins técnicos, provemos a seguinte proposição.

Proposição 2.2.7. Seja g = g(x, y, z) um polinômio não nulo multihomogêneo cujo multigrau é
(p, q, r), em que p = degx g, q = degy g e r = degz g. Suponha p > 0. Se g′ = g′(x, x1, y, z) é a
componente homogênea de g(x + x1, y, z) de grau 1 em x1, então g

′(a, αa, b, c) = pαg(a, b, c) para
todo elemento homogêneo a, b, c ∈ L na componente homogênea adequada e α ∈ K, α 6= 0.

Demonstração. A componente de grau 1 em x1 de g(x+ x1, y, z) é multihomogênea de multigrau
(p−1, 1, q, r), já que g é multihomogêneo de multigrau (p, q, r). A prova segue dessa observação.

Observação 2.2.8. Na prova da proposição anterior foi usado o fato que p > 0. No entanto,
fazendo modificações óbvias, ela também vale se q > 0, ou r > 0.
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Para fixar as ideias, vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2.9. Seja g3,2,0(x, y) = yx3y um polinômio multihomogêneo cujo multigrau é (3, 2, 0).
Um cálculo simples mostra que

g′3,2,0(x, x1, y) = yx1x
2y + yxx1xy + yx2x1y.

A substituição x = h, x1 = αh, y = e+ f , resulta em

g′3,2,0(h, αh, e+ f) = αg3,2,0(h, αh, e+ f) + αg3,2,0(h, αh, e+ f) + αg3,2,0(h, αh, e+ f)

= 3αg3,2,0(h, αh, e+ f).

Lema 2.2.10. Se (p, q, r), (p′, q′, r′) ∈ Bi, 1 ≤ i ≤ 7, então (p, q, r) ≤ (p′, q′, r′) implica em
gp,q,r ≤ gp′,q′,r′.

Demonstração. Como (p, q, r), (p′, q′, r′) ∈ Bi, existem a, b, c ≥ 0 tais que p′ = p+2a, q′ = q+2b e
r′ = r+ c. Suponha a = c = 0, b = 1. Seja gp,q,r = gp,q,r(x, y, z) o vetor de peso máximo associado
a (p, q, r). Uma vez que p+ q + r = n e q 6= n, temos que p > 0 ou r > 0.

Suponha p > 0. Se g′ = g(x, x1, y, z) é o polinômio descrito na Proposição 2.2.7, então

gp,q,r ≤ g′(x, xy2, y, z),

em que g′(x, xy2, y, z) é um polinômio multihomogêneo de multigrau (p, q + 2, r) (p = degx g
′,

q + 2 = degy g
′ e r = degz g

′ ). Considerando x = h, y = e + f, z = e− f , pelas proposições 2.2.7
e 2.2.6 temos:

g′(h, 4h, e+ f, e− f) = 4pgp,q,r(h, e+ f, e− f) 6= 0.

Assim, g′(x, xy2, y, z) ≡ gp,q+2,r (Lema 2.2.4). Portanto, gp,q,r ≤ gp,q+2,r. As provas nos casos,
a = b = 0, c = 2 e a = 1, b = c = 0, são análogas. Se a = b = 0 e c = 1, gp,q,r, gp,q,r+1 ∈ Bi,
i ∈ {1, 3, 6}. Disso, é imediato que gp,q,r ≤ gp,q,r+1.

O lema anterior tem uma consequência imediata.

Corolário 2.2.11. Para todo a, b, c ≥ 0, se gp,q,r, gp+2a,q+2b,r+2c ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ 7, então
gp,q,r ≤ gp+2a,q+2b,r+2c.

Como cada conjunto Bi está em correspondência biuńıvoca com o conjunto de vetores de peso
máximo Ni, denotando por B o conjunto

B1a ∪B1b ∪B2a ∪ B2b ∪ B3a ∪ B3b ∪ B3c,

então B está em correspondência biuńıvoca com N .
Defina a quaseordem ≤B em B como segue:

u ≤ v se, e somente se, existe i tal que u, v ∈ Bi e u ≤ v.

As proposições seguintes são uma consequência imediata da definição da quaseordem de B e
do Lema 2.2.10.
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Proposição 2.2.12. (B,≤B) satisfaz a propriedade da base finita.

Proposição 2.2.13. Se (p, q, r) ≤B (p′, q′, r′), então fp,q,r ≤ fp′,q′,r′.

A seguir, o Teorema 2.0.8 para a graduação induzida por G = Z2 × Z2.

Teorema 2.2.14. Se char(K) = 0, então o ideal IdZ2×Z2(sl2) das identidades graduadas de sl
Z2×Z2
2

satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstração. É conhecido (veja [22]) que IdZ2×Z2(sl2) = 〈t〉
TZ2×Z2 em que t é a variável de L(Z)

de grau homogêneo (0, 0). Usando este fato, a prova é análoga à feita no Teorema 2.1.22.

2.3 A Z-graduação de sl2

Na última seção deste caṕıtulo, estudamos a Z-graduação de L = sl2, ou seja,

L =
⊕

i∈Z

Li

com
L−1 = Kh, L0 = Kh, Kf e Li = 0, para todo i /∈ {−1, 0, 1}.

Considere a álgebra de Lie livre Z-graduada L(Z). Aqui, decompomos Z na união disjunta
de conjuntos infinitos de variáveis Z(i) de grau homogêneo i ∈ Z. Como Supp(slZ2 ) = {−1, 0, 1},
vamos trabalhar apenas com as variáveis dessas componentes homogêneas. Denotamos por xi, yi
e zi, i ≥ 1, as variáveis de grau homogêneo −1, 0 e 1, respectivamente. Para todo p ≥ 0, q ≥ 0 e
r ≥ 0, seja Pp,q,r o espaço dos polinômios multilineares de grau n = p+ q+ r, nas variáveis x1, . . .,
xp, y1, . . ., yq, z1, . . ., zr. O módulo quociente

Pp,q,r(sl
Z
2 ) =

Pp,q,r

Pp,q,r ∩ IdZ(sl2)

pode ser escrito como soma direta de Sp × Sq × Sr-módulos irredut́ıveis. Disso, seu caracter
χp,q,r(sl

Z
2 ) é decomposto em uma soma de irredut́ıveis

χp,q,r(sl
Z
2 ) = χp,q,r(Pp,q,r(sl

Z
2 )) =

∑

σ⊢p, τ⊢q
π⊢r

mσ,τ,πχσ ⊗ χτ ⊗ χπ,

em que p+ q+ r = n, χσ⊗χτ ⊗χπ é o Sp×Sq×Sr-caracter associado a tripla de partições (σ, τ, π)
e mσ,τ,π é a multiplicidade correspondente.

A proposição seguinte descreve a sequência de caracteres Z-graduados de sl2.

Proposição 2.3.1 ([26]). Seja

χp,q,r(sl
Z
2 ) =

∑

σ⊢p, τ⊢q
π⊢r

mσ,τ,πχσ ⊗ χτ ⊗ χπ

a (p, q, r)-cocaracter de sl2 e n = p + q + r. Então, para todo σ ⊢ p, τ ⊢ q, π ⊢ r, mσ,τ,π ≤ 1.
Além disso, mσ,τ,π = 1 se, e somente se, σ = (p), τ = (q), π = (r) e as seguintes condições são
satisfeitas:
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1. p 6= n, q 6= n, r 6= n;

2. |p− r| ≤ 1.

Exemplo 2.3.2. Para n = 3, os módulos que aparecem na decomposição são aqueles associados
às seguintes partições:

⊗ ∅ ⊗ , ⊗ ∅ ⊗ , ⊗ ⊗ ,

∅ ⊗ ⊗ , ⊗ ⊗ ∅.

A seguir, descrevemos uma lista completa de vetores de peso máximo que geram os GL1×GL1×
GL1-módulos irredut́ıveis cujos caracteres aparecem com multiplicidade não nula na decomposição
de χp,q,r(sl

Z
2 ).

(1) hr+1,q,r(x, y, z) = x(xz)ryq, em que q2 + r2 6= 0;

(2) hp,q,p(x, y, z) = x(xz)p−1yqz, em que p ≥ 0;

(3) hp,q,p+1(x, y, z) = z(xz)pyq, em que p2 + q2 6= 0.

Observe que cada vetor de peso máximo hp,q,r está associado a uma tripla (p, q, r) de N3, que,
como no caso G = Z2 × Z2, coincide com o multigrau de gp,q,r. Assim, se (p, q, r) satisfaz as
condições da Proposição 2.3.1, temos a seguinte correspondência:

(p, q, r)←→ hp,q,r.

Abaixo, um exemplo, quando n = 3.

Exemplo 2.3.3.

⊗ ∅ ⊗ ←→ (2, 0, 1) ←→ h2,0,1(x, y, z) = x(xz);

⊗ ∅ ⊗ ←→ (1, 0, 2) ←→ h1,0,2(x, y, z) = z(xz);

⊗ ⊗ ←→ (1, 1, 1) ←→ h1,1,1(x, y, z) = xyz;

∅ ⊗ ⊗ ←→ (0, 2, 1) ←→ h0,2,1(x, y, z) = zy2;

⊗ ⊗ ∅ ←→ (1, 2, 0) ←→ h1,2,0(x, y, z) = xy2.

O lema a seguir é análogo ao Lema 2.1.8.

Lema 2.3.4. Seja h = h(x, y, z) um polinômio multihomogêneo em que degx h = p, degy h = q e

degz h = r. Se h não é uma identidade de slZ2 , então h gera (mod IdZ(sl2)) um GL1×GL1×GL1-
módulo irredut́ıvel cujo Sp × Sq × Sr-caracter correspondente é χ(p) ⊗ χ(q) ⊗ χ(r).
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Denote por
P1, P2 e P3

o conjunto de vetores de peso máximo associados a (1), (2) e (3), respectivamente, e escreva

P = P1 ∪ P2 ∪ P3. (2.3.1)

Para cada i ∈ {1, 2, 3}, seja Ci o subconjunto de N3 correspondente a Pi. Disso,

C1 = {(r + 1, q, r) : q2 + r2 6= 0};

C2 = {(p, q, p) : p > 0};

C3 = {(p, q, p+ 1) : p2 + q2 6= 0}.

Em cada um dos conjuntos acima, considere a quaseordem natural ≤. Mais precisamente,

(p, q, r) ≤ (p′, q′, r′) se, e somente se, p ≤ p′, q ≤ q′ e r ≤ r′. (2.3.2)

Segue da definição acima

Proposição 2.3.5. (Ci,≤C) satisfaz a propriedade da base finita.

Lema 2.3.6. Seja (r + 1, q, r), (r′ + 1, q′, r′) ∈ C1. Então, (r + 1, q, r) ≤ (r′ + 1, q′, r′) implica em
hr+1,q,r ≤ hr′+1,q′,r′.

Demonstração. Seja hr+1,q,r = hr+1,q,r(x, y, z) o vetor de peso máximo associado a (r + 1, q, r).
Como o grau de h em x é r + 1 > 0, é fácil ver que considerando

h1 = h′(x, x(xz), y, z) e h2 = h′(x, xy, y, z),

em que h′ = h′(x, x1, y, z) é o polinômio definido na Proposição 2.2.7 temos

hr+1,q,r ≤ hr+2,q,r+1 e hr+1,q,r ≤ hr+1,q+1,r.

Isso completa a prova do lema.

Usando uma argumentação semelhante a anterior, temos:

Lema 2.3.7. Seja (p, q, p), (p′, q′, p′) ∈ C2. Então, (p, q, p) ≤ (p′, q′, p′) implica em hp,q,p ≤ hp′,q′,p′.

Lema 2.3.8. Seja (p, q, p + 1), (p′, q′, p′ + 1) ∈ C3. Então, (p, q, p) ≤ (p′, q′, p′ + 1) implica em
fp,q,p ≤ fp′,q′,p′+1.

Os lemas anteriores têm como consequência imediata

Corolário 2.3.9. Se p ≤ p′, q ≤ q′, r ≤ r′ e hp,q,r, hp′,q′,r′ ∈ Pi, 1 ≤ i ≤ 3, então hp,q,r ≤ hp′,q′,r′.
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Se C é o conjunto
C = C1 ∪ C2 ∪ C3,

já que Ci está em correspondência biuńıvoca com Pi, então P está em correspondência biuńıvoca
com C.

Defina a quaseordem ≤C em C da seguinte forma:

u ≤C v se, e somente se, ∃ i tal que u, v ∈ Ci e u ≤Ci
v,

As proposições a seguir são uma consequência imediata do que foi visto antes.

Proposição 2.3.10. (C,≤C) satisfaz a propriedade da base finita.

Proposição 2.3.11. Se (p, q, r) ≤C (p′, q′, r′), então fp,q,r ≤ fp′,q′,r′.

Por fim, provamos o Teorema 2.0.8, quando G = Z. Denotamos por z(i) as variáveis de L(Z)
de grau homogêneo i /∈ {−1, 0, 1}.

Teorema 2.3.12. Se char(K) = 0, então o ideal IdZ(sl2) das identidades graduadas de sl
Z
2 satisfaz

a propriedade de Specht módulo o TZ-ideal gerado por {z(i) : i /∈ {−1, 0, 1}}.

Demonstração. Usando o fato que IdZ(sl2) =
〈
x1x2, z

(i) : i /∈ {−1, 0, 1}
〉TZ (veja [22]), a prova

segue como no Teorema 2.1.22.



Caṕıtulo 3

Crescimento das Identidades Graduadas
de sl2

A sequência de codimensões cGn (L) de uma álgebra de Lie G-graduada L sobre um corpo de
caracteŕıstica 0 mede, em certo sentido, o crescimento das identidades G-graduadas de L. Se cGn (L)
é polinomial, isso significa, grosso modo, que o TG-ideal das identidades G-graduadas de L é bem
grande, já que em caracteŕıstica 0 todas as identidades graduadas seguem daquelas multilineares.
Em geral, não é um trabalho fácil calcular a sequência cGn (L). Para contornar essa dificuldade, se
cGn (L) é limitada exponencialmente, calculamos o limite superior da sequência n

√
cGn (L), denotado

por expG(L) e chamado de expoente G-graduado superior, obtendo assim uma estimativa superior
para o crescimento de L.

Em [8], Drensky descreve a sequência de codimensões de sl2 (sem graduação) e o comportamento
das subvariedades da variedade gerada por essa álgebra na linguagem de codimensões. Neste
caṕıtulo, provamos que o expoente graduado da variedade gerada por sl2 é sempre igual a 3 (para
a graduacão trivial, veja [32]). Além disso, para Z2 × Z2 e Z toda subvariedade própria tem
crescimento polinomial e para Z2, o expoente G-graduado superior é no máximo 2.

Recomendamos ao leitor consultar, sempre que necessário, as listas de vetores de peso máximo
definidas em (2.1.3), (2.2.1) e (2.3.1), para as graduações em Z2, Z2 × Z2 e Z, respectivamente.

De forma concisa, nosso principal objetivo é provar:

Teorema 3.0.13. Seja V uma subvariedade própria de slG2 . Então:

1. expG(sl2) = 3;

2. expZ2(V) ≤ 2;

3. expG(V) = 0 ou 1, para G = Z2 × Z2 e G = Z.

A fim de provar o Teorema 3.0.13, estudamos separadamente cada uma das três graduações
não triviais de sl2 dadas por Z2, Z2 × Z2 e Z.

50
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3.1 A Z2-graduação de sl2

Começamos mostrando que o expoente Z2-graduado de sl2 é igual a 3.

Proposição 3.1.1. expZ2(sl2) = 3.

Demonstração. Como visto em (1.4.3),

cZ2
n (sl2) =

n∑

k=0

(
n

k

)
ck,n−k(sl2), em que ck,n−k(sl2) = dimPk,n−k(sl2).

SeMσ eMτ são os módulos irredut́ıveis associados às partições σ ⊢ k e τ ⊢ n−k, respectivamente,
então

Pk,n−k(sl2) =
⊕

σ=(k)
τ=(q+r,q)

Mσ ⊗Mτ ,

com os parâmetros k, q e r satisfazendo k 6= n, r 6= n e uma das condições r ≡ 1 ou k + q ≡
1(mod 2). Pela fórmula dos ganchos (Teorema 1.5.11),

dimMσ = 1 e dimMτ =

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
,

e disso,

ck,n−k(sl2) =





n−k−1
2∑

q=0

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
, se n+ k ≡ 1 (mod 2);

n−k
2∑

q=0

q ı́mpar

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
, se n ≡ 0 e k ≡ 0 (mod 2);

n−k
2∑

q=0
q par

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
, se n ≡ 1 e k ≡ 1 (mod 2).

Assim,

ck,n−k(sl2) ≤
n−k∑

q=0

(
n− k

q

)
≤ 2n−k

e isso implica em
cZ2
n (sl2) ≤ 3n.

Por outro lado, pelo Lema 1.4.2,
cn(sl2) ≤ cZ2

n (sl2).
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Com isso,
cn(sl2) ≤ cZ2

n (sl2) ≤ 3n.

Usando o Teorema 1 de [32] (pg. 486) que diz que

exp(sl2) = dim(sl2) = 3,

obtemos expZ2(sl2) = lim
n→∞

n

√
cZ2
n (sl2) = 3.

Dada uma subvariedade própria V de sl2, existe um vetor de peso máximo fk,q,r tal que
fk,q,r ∈ IdZ2(V), já que L(Z) ⊇ IdZ2(V) % IdZ2(sl2) e os vetores de peso máximo geram, como
TZ2-ideal, L(Z) (mod IdZ2(sl2)). Queremos determinar um número significativo de vetores de peso
máximo fk′,q′,r′ que são consequências de fk,q,r e, por sua vez, não contribuem com o expoente de
V.

No caṕıtulo 2, para provar a propriedade de Specht para o ideal das identidades graduadas de
sl2, foi suficiente comparar (com respeito a quaseordem (2.0.1)) vetores de peso máximo, digamos
fk,q,r e fk′,q′,r′ , de um mesmo conjunto Mi. A condição de pertencer ao mesmo conjunto, restringe
a escolha dos parâmetros k, k′, q, q′, r, r′ e, muitas vezes, limita a paridade daqueles de mesmo
nome (por exemplo, q e q′ simultaneamente pares ou ı́mpares). Aqui, estamos interessados em
encontrar condições, um pouco mais gerais, com respeito aos parâmetros k, q, r, a, b e c tais que

fk,q,r ≤ fk+a,q+b,r+c.

Consequentemente, iremos tratar de vetores de peso máximo que não necessariamente pertencem
ao mesmo conjunto Mi e que, por sua vez, são definidos de forma diferente. Para contornar essa
dificuldade, novamente o Lema 2.1.8 será de grande valia.

Os próximos lemas são consequências imediatas da definição do polinômio fk,q,r, em cada caso.

Lema 3.1.2. Para todo q ı́mpar, r ı́mpar e k ≥ 0, temos f0,q,r ≤ fk,q,r.

Demonstração. Segue do fato que f0,q,r(y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1 e fk,q,r(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y

r
1x

k.

Lema 3.1.3. Para todo q ı́mpar e b par, f0,q,0 ≤ f0,q+b,0.

Demonstração. Segue do fato que f0,q,0(y1, y2) = gl(y1, y2), em que q = 2l + 1.

Lema 3.1.4. Para todo q ı́mpar, r ≥ 0 e c ≥ 0, f0,q,r ≤ f0,q,r+c.

Demonstração. Segue do fato que f0,q,r(y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1, para todo r ≥ 0.

A seguir, apresentamos alguns lemas cuja prova não é imediata.

Lema 3.1.5. Para todo r ı́mpar, b ≥ 0, f0,q,r ≤ f0,q+b,r.

Demonstração. Suponha q ı́mpar. Multiplicando à direita f0,q,r(y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1 b-vezes por

(y1y2) obtemos
g = gl(y1, y2)y

r
1(y1y2)

b,

que não se anula considerando x = h, y1 = e+f e y2 = f . Como g é um polinômio multihomogêneo
de grau q+ b+ r em y1 e q+ b em y2 e além disso é alternado em q+ b pares distintos (y1, y2), pelo
Lema 2.1.8, g ≡ f0,q+b,r. Portanto f0,q,r ≤ f0,q+b,r, já que f0,q,r ≤ g. O caso q par é análogo.
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Apenas para relembrar, se fk,q,r é um vetor de peso máximo, então a tripla (k, q, r) de inteiros
não negativos satisfaz k 6= n, r 6= n (n denota a soma k + q + r) e uma das condições r ≡ 1 ou
k + q ≡ 1(mod 2). O lema a seguir mostra que se o parâmetro r em fk,q,r é fixo e satisfaz r ≡ 1
(mod 2), os demais podem ser acrescidos de qualquer quantidade que o resultado ainda será uma
consequência de fk,q,r.

Lema 3.1.6. Para todo k > 0, r ı́mpar e a, b ≥ 0, fk,q,r ≤ fk+a,q+b,r.

Demonstração. Como para todo k > 0, fk,q,r(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y
r
1x

k, se q é ı́mpar, e fk,q,r(x, y1, y2) =
x[d(y1, y2)]

lyr1x
k−1, se q é par, é imediato que fk,q,r ≤ fk+a,q,r. De forma análoga ao lema anterior,

conclúımos que fk,q,r ≤ fk,q+b,r. Portanto, temos que fk,q,r ≤ fk+a,q+b,r, como desejado.

O mesmo vale quando os parâmetros fixos são k e q em fk,q,r satisfazendo k + q ≡ 1(mod 2).

Lema 3.1.7. Para todo k > 0, k + q ≡ 1(mod 2) e c ≥ 0, fk,q,r ≤ fk,q,r+c.

Demonstração. Temos duas possibilidades: q = 2l + 1 e k par ou q = 2l e k ı́mpar. Suponha que
a primeira ocorre. Neste caso,

fk,q,r ≡ f ′
k,q,r com f ′

k,q,r(x, y1, y2) = x[d(y1, y2)]
ly1x

k−1y2y
r
1.

De fato, se r é par, fk,q,r = f ′
k,q,r. Caso r seja ı́mpar, como f ′

k,q,r não é uma identidade de slZ2
2 ,

então fk,q,r ≡ f ′
k,q,r. O resultado é obtido observando que f ′

k,q,r ≤ f ′
k,q,r+c.

Lema 3.1.8. Para todo k ı́mpar, q par > 0, fk,q−1,1 ≤ fk,q,0.

Demonstração. Uma vez que q − 1 é ı́mpar, fk,q−1,1(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y1x
k, com q − 1 = 2l + 1.

Escrevendo

fk,q,0(x, y1, y2) = gl(y1, y2)y1x
ky2

= gl(y1, y2)y1x
ky2 − gl(y1, y2)y2x

ky1

e observando que gl(y1, y2)y2x
ky1 é obtido de fk,q−1,1(x, y1, y2)y2 trocando y1 por y2 e usando que

gl(y1, y2) = −gl(y2, y1), conclúımos a prova.

O lema a seguir tem uma prova análoga ao Lema 2.1.13. Por esse motivo, faremos uma
demonstração mais simplificada.

Lema 3.1.9. Para todo k par, q ı́mpar, f0,q,0 ≤ fk,q,0.

Demonstração. Sendo f0,q,0(y1, y2) = gl(y1, y2), seja f
′ = f ′(y1, y2, y), f

′′ = f ′′(y1, y2, y) as compo-
nentes de grau 1 em y de f0,q,0(y1 + y, y2) e f0,q,0(y1, y2 + y), respectivamente. Substituindo y por
y1x

k em f ′ e por y2x
k em f ′′, obtemos que

g(x, y1, y2) = f ′(y1, y2, y1x
k) + f ′′(y1, y2, y2x

k)

é uma consequência de f0,q,0. Não é dif́ıcil ver que f ′(y1, y2, y1x
k)+ f ′′(y1, y2, y2x

k) é um polinômio
multihomogêneo de grau k em x, q em y1 e y2 e, além disso, é alternado em q pares distintos (y1, y2).
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Uma vez que f ′(y1, y2, y), f
′′(y1, y2, y) são as componentes de grau 1 em y de fk,q,0(y1 + y, y2) e

fk,q,0(y1, y2 + y), respectivamente, temos:

g(h, e+ f, f) = f ′(e+ f, f, 2k(e+ f)) + f ′′(e+ f, f, 2kf)

= 2kqf0,q,0(e+ f, f) + 2kqfk,q,0(e+ f, f)

= 2k2qf0,q,0(e+ f, f) 6= 0.

Assim, g não é uma identidade de sl2 e disso conclúımos que g ≡ fk,q,0. Portanto, f0,q,0 ≤ fk,q,0.

Como consequência dos lemas anteriores temos:

Proposição 3.1.10. Seja I um TZ2-ideal tal que I % IdZ2(sl2). Então, existe um inteiro positivo
ı́mpar a tal que f0,a,0 ∈ I. Mais ainda, fk,q,r ∈ I para todo k, r ≥ 0 e q ≥ a.

Demonstração. A primeira parte é um resultado de [23] (pg. 663, Proposição 3). Para a segunda
parte, temos seis possibilidades para fk,q,r:

1) Se q é ı́mpar e k = 0, então f0,a,0 ≤ f0,q,0 ≤ f0,q,r segue do lemas 3.1.3 e 3.1.4.
2) Se q é par, r é ı́mpar e k = 0, então f0,a,0 ≤ f0,a,r ≤ f0,q,r segue dos lemas 3.1.4 e 3.1.5.
3) Se k > 0 e r é ı́mpar, então f0,a,0 ≤ f0,a,1 ≤ fk,a,1 ≤ fk,q,1 ≤ fk,q,r segue dos Lemas 3.1.4,

3.1.2, 3.1.6 e do Corolário 2.1.16.
4) Se k > 0 e r é par > 0, então f0,a,0 ≤ f0,a,1 ≤ fk,a,1 ≤ fk,q,1 ≤ fk,q,r segue dos lemas 3.1.4,

3.1.2, 3.1.6 e 3.1.7.
5) Se k é ı́mpar, q é par e r = 0, então f0,a,0 ≤ f0,a,1 ≤ fk,a,1 ≤ fk,q−1,1 ≤ fk,q,0 segue dos lemas

3.1.4, 3.1.2, 3.1.6 e 3.1.8.
6) Se k é par, q é ı́mpar e r = 0, então f0,a,0 ≤ f0,q,0 ≤ fk,q,0 segue dos lemas 3.1.3 e 3.1.9.

Em suma, a proposição anterior diz que os vetores de peso máximo fk,q,r que possivelmente con-
tribuem com a sequência de codimensões graduadas de uma subvariedade própria de sl2 possuem
o parâmetro q limitado. Isso será suficiente para diminuir o expoente, como veremos a seguir.

Teorema 3.1.11. Seja V uma subvariedade própria de slZ2
2 . Então,

expZ2(V) ≤ 2.

Demonstração. Denote por I o ideal das identidades Z2-graduadas de V. Como V é uma subva-
riedade própria de slZ2

2 , então I % IdZ2(V). Se Mσ e Mτ são os módulos irredut́ıveis associados as
partições σ ⊢ k e τ ⊢ n− k, respectivamente, e mσ,τ ≤ 1 é a multiplicidade do Sk × Sn−k-módulo
Mσ ⊗Mτ , então

Pk,n−k(I) =
⊕

σ=(k)
τ=(q+r,q)

mσ,τMσ ⊗Mτ

com os parâmetros k, q e r satisfazendo k 6= n, r 6= n, uma das condições r ≡ 1 ou k+q ≡ 1(mod 2)
e q ≤ a, para algum inteiro positivo a. Disso,

ck,n−k(I) ≤
n−k∑

q=0
q≤a

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
,
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com r = n− k − 2q. Uma vez que
r + 1

q + r + 1
≤ 1 e

1

q!
≤ 1, para todo q ∈ {0, . . . , n− k}, temos

n−k∑

q=0
q≤a

(
n− k

q

)
r + 1

q + r + 1
≤

n−k∑

q=0
q≤a

(n− k)!

(n− k − q)!
≤

n−k∑

q=0
q≤a

(n− k)!

(n− k − a)!
≤

n−k∑

q=0
q≤a

(n− k)a ≤ (a+ 1)(n− k)a

e consequentemente,

cn(I) ≤
n∑

k=0

(
n

k

)
(a+ 1)(n− k)a ≤

n∑

k=0

(
n

k

)
(a+ 1)na = (a+ 1)na2n.

Portanto, expZ2(I) ≤ 2.

3.2 A Z2 × Z2-graduação de sl2

A próxima proposição calcula o expoente Z2 × Z2-graduado de sl2. Vale ressaltar que a prova
é muito semelhante ao caso Z2.

Proposição 3.2.1. expZ2×Z2(sl2) = 3.

Demonstração. Temos que

cZ2×Z2
n (sl2) =

∑

p+q+r=n

(
n

p, q, r

)
cp,q,r(sl2) =

∑

p+q+r=n

(
n

p, q, r

)
,

com p, q e r satisfazendo p 6= n, q 6= n, r 6= n e uma das condições p + q ≡ 1 ou q + r ≡ 1 (mod
2), já que, neste caso, cp,q,r(sl2) = dimPp,q,r(sl

Z2×Z2
2 ) = 1. Disso,

cZ2×Z2
n (sl2) ≤

∑

p+q+r=n

(
n

p, q, r

)
= 3n.

Por outro lado, uma vez que
cn(sl2) ≤ cZ2×Z2

n (sl2),

usando um resultado de [32] que diz que

exp(sl2) = dim(sl2) = 3,

conclúımos a demonstração.

Nosso objetivo nos lemas seguintes consiste, grosso modo, em identificar subconjuntos total-
mente ordenados “convenientes”no conjunto de vetores de peso máximo N .
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Lema 3.2.2. Para todo p, p′, q, q′, r, r′ ≥ 0 com p ≤ p′, q ≤ q′ e r ≤ r′ temos que:

1. (a) Se q é ı́mpar, então g0,q,r ≤ g0,q,r′,

(b) Se r é ı́mpar, então g0,q,r ≤ g0,q′,r;

2. (a) If p é ı́mpar, então gp,0,r ≤ gp,0,r′

(b) If r é ı́mpar, então gp,0,r ≤ gp′,0,r

3. (a) Se p é ı́mpar, então gp,q,0 ≤ gp,q′,0,

(b) Se q é ı́mpar, então gp,q,0 ≤ gp′,q,0.

Demonstração. 1a) É uma consequência imediata do fato que

g0,q,r(y, z) = zyqzr−1, para todo r > 0.

1b) Neste caso, temos que
g0,q,r ≡ yzryq−1, para todo q > 0.

De fato, já que a substituição y = e+ f e z = e− f não anula yzryq−1, o resultado segue do Lema
2.2.4.

Os outros itens são análogos.

Como consequência temos:

Lema 3.2.3. Para todo p, p′, q, q′, r, r′ ≥ 0 tais que p ≤ p′, q ≤ q′ e r ≤ r′ temos que:

1. Se q′ + r′ ≡ 1 (mod 2), então g0,q,r ≤ g0,q′,r′;

2. Se p′ + r′ ≡ 1 (mod 2), então gp,0,r ≤ gp′,0,r′;

3. Se p′ + q′ ≡ 1 (mod 2), então gp,q,0 ≤ gp′,q′,0.

Demonstração. 1) Suponha q′ ı́mpar e r′ par. Existem três possibilidades para o par (q, r): q
ı́mpar e r par ou q par e r ı́mpar ou ambos q e r ı́mpares. Se a primeira possibilidade acontece, o
resultado segue do Corolário 2.2.11. Se a segunda ou a terceira possibilidade ocorre, então

g0,q,r ≤ g0,q′,r ≤ g0,q′,r′ ,

fazendo uso do lema anterior.
As provas dos itens 2 e 3 são análogas.

Lema 3.2.4. Para todo p, q, r ≥ 0 temos que:

1. Se q + r ≡ 1 (mod 2), então g0,q,r ≤ gp,q,r;

2. Se p+ r ≡ 1 (mod 2), então gp,0,r ≤ gp,q,r;

3. Se p+ q ≡ 1 (mod 2), então gp,q,0 ≤ gp,q,r.
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Demonstração. 1) Suponha q ı́mpar e r par. Definindo

g′p,q,r(x, y, z) = zyqzr−1xp,

é suficiente provar que
gp,q,r ≡ g′p,q,r, para todo p > 0.

Com efeito, substituindo x = h, y = e + f e z = e − f em g′p,q,r, uma vez que zyqzr−1 ∈ L01,
g′p,q,r(h, e+ f, e− f) é um múltiplo de e+ f , quando p é par ou é um múltiplo de e− f , quando p
é ı́mpar.

Se q é par e r é ı́mpar, com cálculos semelhantes é fácil ver que

gp,q,r ≡ yzryq−1xp, para todo p > 0.

A prova do item 2 é semelhante e da do item 3 segue imediatamente da definição de gp,q,r.

A próxima proposição é a ferramenta principal para o cálculo da cota superior do expoente
Z2×Z2-graduado das subvariedades próprias de sl2. Relembramos que se gp,q,r é um vetor de peso
máximo, então em particular, p, q e r satisfazem p+ q ≡ 1 ou q + r ≡ 1 (mod 2).

Proposição 3.2.5. Seja I um TZ2×Z2-ideal tal que I % IdZ2×Z2(sl2). Existem inteiros a, b, c > 0
tais que gp,q,r ∈ I, se p, q e r satisfazem uma das seguintes condições:

1. q + r ≡ 1 (mod 2), q ≥ c e r ≥ a;

2. p+ r ≡ 1 (mod 2), p ≥ c e r ≥ b;

3. p+ q ≡ 1 (mod 2), p ≥ a e q ≥ b.

Demonstração. Seja I um TZ2×Z2-ideal. Como I % IdZ2×Z2(sl2), existe um vetor de peso máximo
gp0,q0,r0 em I, para alguma tripla (p0, q0, r0). A substituição x = yz em gp0,q0,r0(x, y, z), tem como
consequência

g0,q0+p0,r0+p0 ∈ I.

De forma análoga, gp0+q0,0,r0+q0 , gp0+r0,q0+r0,0 ∈ I.
Defina a = p0 + r0, b = q0 + r0 e c = p0 + q0. Se q + r ≡ 1 (mod 2), q ≥ c e r ≥ a, usando os

Lemas 3.2.3 e 3.2.4 obtemos

g0,q0+p0,r0+p0 = g0,c,a ≤ g0,q,r ≤ gp,q,r.

O outros casos são análogos.

Proposição 3.2.6. Seja I um TZ2×Z2-ideal tal que I % IdZ2×Z2(sl2), a, b, c os inteiros positivos
dados na proposição anterior e d = max{a, b, c}. Então, gp,q,r ∈ I, se p, q e r satisfazem uma das
seguintes condições:

1. q ≥ d+ 1 e r ≥ d+ 1;

2. p ≥ d+ 1 e r ≥ d+ 1;
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3. p ≥ d+ 1 e q ≥ d+ 1.

Demonstração. Suponha sem perda da generalidade q ≥ d+ 1 e r ≥ d+ 1. Se q + r ≡ 1 (mod 2),
o resultado segue da proposição anterior. Caso contrário, (q − 1) + r ≡ 1 (mod 2). Disso,

g0,c,a ≤ gp,q−1,r ≤ gp,q,r

em que a última desigualdade é obtida na demonstração do item 2 do Lema 3.2.4.

Teorema 3.2.7. Seja V uma subvariedade própria de slZ2×Z2
2 . Então,

expZ2×Z2(V) ≤ 1.

Demonstração. Se I = IdZ2×Z2(V), como V é uma subvariedade própria de slZ2×Z2
2 , então

I % IdZ2×Z2(sl2). Pela proposição anterior,

cn(I) ≤
∑

p+q+r=n
p,q≤d

(
n

p, q, r

)
+

∑

p+q+r=n
q,r≤d

(
n

p, q, r

)
+

∑

p+q+r=n
p,r≤d

(
n

p, q, r

)
.

Denotando por

c′n(I) =
∑

p+q+r=n
p,q≤d

(
n

p, q, r

)

tem-se

c′n(I) =
∑

p+q+r=n
p,q≤d

n!

p!q!(n− (p+ q))!
≤

∑

p+q+r=n
p,q≤d

n!

(n− (p+ q))!

≤
∑

p+q+r=n
p,q≤d

n!

(n− (2d))!
≤ (d+ 1)2

n!

(n− (2d))!
≤ (d+ 1)2n2d,

já que
1

p!
≤ 1,

1

q!
≤ 1 e p+ q ≤ 2d, para todo p ∈ {0, 1, . . . , d} e q ∈ {0, 1, . . . , d}. Assim,

cn(I) ≤ 3(d+ 1)2n2d

e portanto, expZ2×Z2(V) ≤ 1 (para a existência do limite, veja [9]).

3.3 A Z-graduação de sl2

Como antes, o expoente Z-graduado de sl2 é igual a 3. Vale também que toda subvariedade
própria tem expoente no máximo 1.

Proposição 3.3.1. expZ(sl2) = 3.
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Demonstração. Uma vez que

cZn(sl2) =
∑

p+q+r=n

(
n

p, q, r

)
cp,q,r(sl2),

com cp,q,r(sl2) = dimPp,q,r(sl
Z
2 ) ≤ 1, então

cZn(sl2) ≤
∑

p+q+r=n

(
n

p, q, r

)
= 3n.

Além disso, como cn(sl2) ≤ cZn(sl2), usando que exp(sl2) = dim(sl2) = 3 (ver [32]), conclúımos
expZ(sl2) = 3, como desejado.

Lema 3.3.2. Para todo p, p′, q, r, r′ ≥ 0 com p ≤ p′, q ≥ 0 e r ≤ r′ temos que:

1. hp,q,p ≤ hp+1,q,p e hp,q,p ≤ hp,q,p+1;

2. hr+1,q,r ≤ hr+1,q,r+1;

3. hp,q,p+1 ≤ hp+1,q,p+1.

Demonstração. Como
hp,q,p(x, y, z) = x(xz)p−1yqz,

a multiplicação à direita por x e z resulta em

x(xz)p−1yqzx e x(xz)p−1yqz2,

respectivamente. Um cálculo simples mostra que ambos não se anulam quando avaliados em x = e,
y = h e z = f . Portanto, pelo Lema 2.3.4, o resultado vale. Os outros itens são análogos.

Recordamos que se hp,q,r é um vetor de peso máximo, então p = r ou p = r + 1 ou r = p+ 1.

Proposição 3.3.3. Seja I um TZ-ideal tal que I % IdZ(sl2). Então, existem inteiros a, c > 0 tais
que, para todo p ≥ a, q ≥ 0 e r ≥ c, hp,q,r ∈ I.

Demonstração. Seja I um TZ-ideal. Como I % TZ(sl2(K)), existe um hp0,q0,r0 em I. Suponha
r0 = p0 + 1. Substituindo y = xz em hp0,q0,p0+1(x, y, z), resulta em

hp0+q0,0,p0+q0+1 ∈ I.

Defina a = p0 + q0 e c = r0 + q0. Note que c = a + 1. Temos três possibilidades para hp,q,r:
1) r = p+ 1 ou 2) p = r ou 3) p = r + 1:

1) Se r = p+ 1, então ha,0,a+1 ≤ hp,q,p+1 segue do Corolário 2.3.9.
2) Se p = r, então ha,0,a+1 ≤ ha+1,0,a+1 ≤ hp,q,p segue do Corolário 2.3.9 e do Lema 3.3.2.
3) Se r = p + 1, então ha,0,a+1 ≤ ha+1,0,a+1 ≤ ha+2,0,a+1 ≤ hr+1,q,r segue do Lema 3.3.2 e do

Corolário 2.3.9.
Os outros casos são análogos.
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Teorema 3.3.4. Seja V é uma subvariedade própria de slZ2 . Então,

expZ(V) ≤ 1.

Demonstração. Se I = IdZ(V), como V é uma subvariedade própria de slZ2 , então I % IdZ(V).
Seja d = max{a, c}, a e c dados na proposição anterior. Note que se hp,q,r é um vetor de peso
máximo, então p ≥ d + 1 ≥ a implica em q ≥ d ≥ c e analogamente, q ≥ d + 1 ≥ c implica em
p ≥ d ≥ a. Portanto, pela proposição anterior,

cn(I) ≤
∑

p+q+r=n
p,r≤d

(
n

p, q, r

)
.

Disso,

cn(I) ≤
∑

p+q+r=n
p,r≤d

n!

p!r!(n− (p+ r))!
≤

∑

p+q+r=n
p,r≤d

n!

(n− (p+ r))!

≤
∑

p+q+r=n
p,r≤d

n!

(n− (2d))!
≤ (d+ 1)2

n!

(n− (2d))!
≤ (d+ 1)2n2d,

já que
1

p!
≤ 1,

1

r!
≤ 1 e p + r ≤ 2d, para todo p ∈ {0, 1, . . . , d} e r ∈ {0, 1, . . . , d}. Consequente-

mente,
cn(I) ≤ (d+ 1)2n2d,

e portanto, expZ(V) ≤ 1 (para a existência do limite, veja [9]).
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Diagrama de Young, 17
Dimensão de uma representação, 16

Elemento homogêneo, 7
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