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Resumo

A dlgebra de Lie sly das matrizes 2 x 2 de traco zero sobre um corpo K pode ser munida, a
menos de isomorfismo, de somente trés G-graduagoes nao triviais distintas, induzidas pelos grupos
Lo, Ty X Ly € Z..

Nesta tese, prova-se que quando char(K) = 0, a algebra sly, munida com cada uma das trés
graduacoes acima, tem o ideal das identidades graduadas IdG(SZQ) satisfazendo a propriedade de
Specht, i.e, todo ideal de identidades graduadas que contém IdG(SZQ) é finitamente gerado.

Além disso, prova-se que o expoente graduado da variedade das algebras graduadas geradas
por slo, em cada caso, é igual a 3. Para Zy X Zsy e 7, toda subvariedade prépria tem crescimento
polinomial e para Zs,, o expoente graduado superior é no maximo 2.

Palavras-chave: Pl-algebras, algebra de Lie, identidade polinomial graduada.
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Abstract

The Lie algebra sls of 2 X 2 traceless matrices over a field K can be endowed up to isomorphism,
with only three distinct non-trivial G-gradings induced by the groups Zs, Zy X Zo and Z.

In this PhD thesis we prove that when char(K) = 0, the algebra sls endowed with each of the
above three gradings has an ideal of graded identities Id®(sl,) satisfying the Specht property i.e,
every ideal of graded identities containing IdG(Slg) is finitely based.

Moreover we prove that the graded exponent of the variety of graded algebras generated by sl
in each case is equal to 3. For Zy X Zs and Z any proper subvariety has polynomial growth and
for Z, has upper graded exponent at most 2.

Keywords: Pl-algebras, Lie algebra, graded polynomial identity.



Sumario

Resumo

Abstract

Introducao

1

Preliminares
1.1 Algebras associativas, de Lie e graduadas . . . . . . .. .. ... oo
1.2 Algebras livres . . . L
1.3 Identidades graduadas, Tz-ideais e variedades . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3.1 Identidades multihomogéneas e multilineares . . . . . . . . .. .. ... ...
1.4 Codimensoes e expoente graduado . . . . . . . . ...
1.5 Representagoes do grupo simétrico e do grupo geral linear . . . . . . . .. ... ..
1.5.1 Representagoes do grupo simétrico . . . . . . . ...
1.5.2  S,-agoOes nos polinomios multilineares P, . . . . . . . .. ... ... .. ...
1.5.3 S, X --- x5, acoes nos polinomios multilineares P,,, ,. . ... ... ...
1.5.4 A acao do grupo geral linear GL,, . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.6 Propriedade da base finita para conjuntos . . . . . . . ... ... ... .. ... ..

Propriedade de Specht das Identidades Graduadas de si,

2.1 A Zs-graduacao de sly . . . . ...
2.2 A7y xZo-graduacao de sly . . . . ...
2.3 A Z-graduacao de sly . . . . . ..

Crescimento das Identidades Graduadas de si»

3.1 A Zs-graduagdo de sly . . . . . .
3.2 A7y X Zg-graduacao de sly . . . . . ..
3.3 AZ-graduagao de sly . . . . . . L

Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

x1

ix

27
29
42
46

50
51
95
o8

61

64



Introducao

A teoria de algebras com identidades polinomiais, também conhecida como PI teoria, é uma
parte importante e bem desenvolvida da teoria de anéis. Sob o ponto de vista classico (associativo),
uma identidade polinomial em uma algebra é um polinomio em varidaveis nao comutativas que
se anula quando avaliado nos elementos da &algebra. As algebras que possuem no minimo uma
identidade polinomial nao trivial sao chamadas PI-algebras. Nesse contexto, algebras comutativas
e de dimensao finita sao exemplos dessa classe.

Os primeiros trabalhos que envolvem identidades polinomiais, ainda de forma implicita, apare-
ceram com Sylvester no século XIX e posteriormente com Dehn [5] e Wagner [31] entre as décadas
de 20 e 30. Um interesse mais geral em PI teoria deu-se a partir de 1948, depois do trabalho de
Kaplansky ([19]). Neste trabalho foi provado que toda PI-algebra primitiva é uma dlgebra simples
de dimensao finita, o que sugeriu que a existéncia de uma identidade polinomial para uma élgebra
pode ser usada para entender a estrutura da mesma. Dois anos depois, Amitsur e Levitsky prova-
ram usando metodos combinatorios que o polinomio standard de grau 2k é a identidade de grau
minimo da &lgebra de matrizes de ordem k ([1]). Esse teorema iniciou uma nova abordagem na
area: descrever as identidades satisfeitas por algebras interessantes.

Se denotamos por K (X) a algebra associativa livre em um conjunto enumerével de varidveis
X, as identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra é um ideal invariante por endomorfismos
de K(X), chamado T-ideal. Mais ainda, todo T-ideal de K (X) é dessa forma. Uma vez que
duas dlgebras podem ter o mesmo ideal de identidades, a teoria de T-ideais esta intimamente
ligada a teoria de variedades de algebras. Uma variedade de algebras é uma classe de algebras
que satisfazem um conjunto de identidades. Birkhoff provou que variedades coincidem com classes
abstratas de dlgebras, fechadas quando se toma subdlgebras, imagens homomérficas e produtos
diretos de seus elementos ([4]). Estudar o T-ideal de uma algebra A equivale a estudar a variedade
das dlgebras que satisfazem as mesmas identidades de A.

A descrigao de T-ideais, dada em func¢ao de um conjunto gerador (também chamado de base), é
em geral um problema muito dificil. Uma base de identidades concretas para a algebra de matrizes
de ordem k sobre um corpo é conhecida somente para k < 2. Specht, em 1950, conjecturou que
sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-ideal da algebra associativa livre é finitamente
gerado, como T-ideal. Muitos exemplos dessa conjectura foram provados nos anos seguintes mas,
uma prova completa foi dada somente em 1987 por Kemer (veja [20] ou a monografia [21]). Os
teoremas e técnicas desenvolvidas tornaram-se, nos 1ltimos anos, algumas das ferramentas basicas
no estudo das identidades de uma algebra. O estudo das identidades graduadas iniciou-se a partir
dai.



Introducao 2

O método de investigacao das identidades de uma PI-algebra depende da caracteristica do corpo
base. Se o corpo tem caracteristica 0, entao todas as identidades seguem daquelas multilineares.
Neste caso, a teoria de representacoes do grupo simétrico S, é uma poderosa ferramenta. E
possivel obter informacoes sobre a base do T-ideal de uma Pl-algebra usando a descricao das
representacoes irredutiveis de S,,. Muitas vezes, elas sao usadas para calcular efetivamente a base
das identidades. Em outras, associa-se ao T-ideal da algebra uma sequéncia de caracteres de
S, n = 0,1,..., chamada de sequéncia de codimensoes, e essa sequéncia é usada para medir o
crescimento do T-ideal em funcao de n variaveis fixadas.

O ponto de partida na investigacao do crescimento de T-ideais é um teorema de Regev que
estabelece que a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra associativa é limitada exponencial-
mente. Giambruno e Zaicev, em 1999, resolveram em afirmativo a conjectura de Amitsur que o
expoente da taxa de crescimento de um 7T-ideal préprio é um inteiro, chamado de expoente da PI-
algebra ([11, 12, 13]). Tendo em maos essa escala de inteiros derivados do expoente, a teoria tem
sido desenvolvida nos tultimos anos na direcao de obter uma classificacao dos T-ideais de acordo
com o comportamento assintotico da sua sequéncia de codimensoes.

O estudo de identidades polinomiais nao se restringe apenas ao ambiente das algebras associati-
vas. Muitas classes de algebras nao associativas, como as algebras de Lie e de Jordan sao definidas
por meio de polindomios nao associativos. As algebras citadas sao importantes também devido a
suas conexoes com outras areas da Matematica e Fisica. Muitas propriedades importantes da PI
teoria classica (associativa) falham para dlgebras nao associativas. Por exemplo, a sequéncia de
codimensoes de uma PI-dlgebra nao associativa nao é em geral exponencialmente limitada.

A dlgebra de Lie sly = sly(K) tem um papel singular na teoria de algebras de Lie. As classes
das representacoes irredutiveis de dimensao finita de sly ficam completamente definidas, a menos
de isomorfismo, por inteiros nao negativos e isso se generaliza a algebras semissimples sobre corpos
algebricamente fechados. Na teoria de identidades polinomiais, sua relevancia é também bem
conhecida. Em 1973, Razmyslov descreveu uma base das identidades satisfeitas por sl quando o
corpo K é de caracteristica 0. Como consequéncia, obteve uma base das identidades da algebra
M,(K) (veja a monografia [25]). Razmyslov provou ainda que a variedade das algebras de Lie
gerada por sly tem a propriedade de Specht, i.e., as identidades de toda subvariedade tem base
finita. Sobre um corpo de caracteristica 2, existem exemplos de variedades de algebras de Lie que
nao satisfazem a propriedade de Specht. O primeiro contraexemplo foi dado por Vaughan-Lee
([30]) em 1970. Em 1974, Drensky ([7]) e Kleiman (n&o publicado) deram contraexemplos quando
o corpo tem qualquer caracteritica positiva.

Seja G um grupo e suponha L = sl, graduada por GG. Denotando por

=) =G =00

a base usual de sly, a menos de isomorfismo, existem 4 graduacoes para sly (veja [2]):
1. G = {0}: a graduacao trivial;

2. G = ZQZ
L() = Kh, L1 :K€@Kf7
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3. G =7y X ZLs:
L(o,o) =0, L(l,O) = Kh, L(o,l) = K(e + f)a L(1,1) = K(e - f);

4. G =7z
L_1 = KG, LO = Kh, L1 = Kf, Lz = 0, 7 ¢ {—1,0, 1}

As identidades graduadas em cada um dos casos também sao conhecidas. No primeiro caso (a
graduacao trivial), elas foram descritas por Razmyslov [25] em caracteristica 0, e por Vasilovskii [29]
quando K ¢ infinito e de caracteristica p # 2. Essas sao as identidades ordinarias de sls. Nos demais
trés casos, as identidades graduadas foram descritas por Koshlukov em [22]. Tem-se informagao
sobre a estrutura das respectivas algebras graduadas relativamente livres em caracteristica 0 ([26]).

A presente tese estuda, sob o ponto de vista graduado, a finitude da base das identidades
das subvariedades de sly (propriedade de Specht) e o crescimento assintético dessas subvariedades,
quando o corpo base tem caracteristica 0. Ela estd dividida em 3 capitulos, organizados da seguinte
forma.

O primeiro capitulo contém boa parte dos pré-requisitos necessarios para a leitura dos proximos.
E recheado de exemplos elucidativos (na medida do possivel, mantemos esse espirito nos demais
capitulos). Iniciamos com o conceito de dlgebra dando énfase a duas grandes classes: associativas
e de Lie. A primeira, por questoes histéricas e a segunda, por ser tratar da classe de nosso
interesse. Relembramos os principais conceitos da teoria de dlgebras com identidades polinomiais
graduadas. Dentre eles: dlgebras livres graduadas, Tg-ideais, variedades, codimensoes graduadas,
etc. As principais ferramentas na abordagem dos problemas desta tese, a teoria de representacoes
do grupo simétrico e do grupo geral linear e a propriedade da base finita para conjuntos, sao
abordadas nas segoes 1.5 e 1.6 e merecem uma atencao especial, principalmente daqueles que
se deparam com essas ferramentas pela primeira vez. Ressaltamos que neste capitulo, nenhum
resultado é demonstrado, mas as referéncias sao dadas.

O segundo capitulo mostra a propriedade de Specht para a variedade gerada por sl,, graduada
pelos grupos Zs, Zo X Zs e Z, quando o corpo base tem caracteristica 0. Em outras palavras, todo
Tg-ideal que contém o ideal das identidades G-graduadas de sls tem base finita, para todo grupo
G (o caso G trivial foi provado por Razmyslov).

No terceiro e ultimo capitulo provamos que a variedade gerada por sly tem a minimalidade
em relagdo ao expoente graduado (se ele existe), para os mesmos grupos do capitulo anterior e
também em caracteristica 0. Mais precisamente, enquanto o expoente graduado de sly, em cada
caso, ¢ igual a 3, para Zy X Zs e Z, toda subvariedade prépria tem crescimento polinomial e para
Zs, o expoente graduado superior é no maximo 2.

Os resultados do capitulo 2 ja foram submetidos para publicacao em um trabalho intitulado
“Graded polynomial identities and Specht property of the Lie algebra sly” ([10]).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fazemos uma breve discussao dos principais conceitos e resultados que serao
utilizados nesta tese. O leitor com algum conhecimento em teoria de algebras com identidades
polinomiais e teoria de representacoes podera usua-lo apenas para eventuais consultas. Para evitar
repeticoes, K denotard sempre um corpo.

1.1 Algebras associativas, de Lie e graduadas

Nesta secao, apresentamos a nogao de algebra e alguns conceitos relacionados: subalgebra,
ideal, homomorfismo e graduacao. Nossa atencao esta voltada algumas classes de algebras onde é
interessante desenvolver teoria de identidades polinomiais, a saber, dlgebras associativas e de Lie,
munidas (ou nao) de uma graduagao. As dlgebras associativas serdo abordadas apenas para fins de
exemplos. Ja as dlgebras de Lie graduadas é a classe onde os interesses desta tese se concentram.

Definigao 1.1.1. Um K-espago vetorial A munido de uma operagdo bindria x : A x A — A,
denominada produto, ¢ uma K-algebra, se x € uma operacdo bilinear, ou seja, se para quaisquer
a,b,ceAeackK, valem as sequintes propriedades:

i) ax(b+c)=axb+axc;
ii) (a+b)xc=axc+bxc
iii) (cva) *b=ax* (ab) = a(a*Db).

Para simplificar a notacao, omitiremos o simbolo * e denotaremos a * b por ab. Também por
simplicidade, diremos apenas que A é uma algebra.
Uma algebra A ¢ dita:

e associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, ¢ € A;
e comutativa, se ab = ba, para quaisquer a, b € A;

e com unidade, se existe 1 € A tal que la = al = a, para todo a € A.
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Antes de apresentar alguns exemplos, vejamos a nogao 6bvia de subalgebra. Uma subalgebra
de A nada mais é do que um subconjunto com a estrutura de algebra herdada de A.

Definicao 1.1.2. Seja A uma dlgebra. Um subespago vetorial B de A € uma subalgebra, se €
fechado com respeito ao produto de A, ou seja, BB C B. Se A tem unidade 1, exigimos também
que 1 € B. Um subespaco vetorial I de A é um ideal, se ATl C T eACI.

Exemplo 1.1.3. O espaco vetorial M, (K) das matrizes de ordem n com entradas em K com o
produto dado pelo produto usual de matrizes é uma dlgebra associativa com unidade.

Exemplo 1.1.4. O conjunto U,(K) das matrizes triangulares superiores de ordem n € uma
subdlgebra de M, (K).

Exemplo 1.1.5. O espago vetorial dos polindmios nas n varidveis i, ..., x,, Klzy,...,x,], €
uma dlgebra associativa e comutativa.

Exemplo 1.1.6. O espaco wvetorial dos polinomios mnao comutativos em n  varidveis
K{xy,...,x,) € uma dlgebra associativa.

Exemplo 1.1.7. Seja V  um espaco wvetorial de dimensao infinita com  base
{e1,e9,€3,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann ou algebra exterior de V, denotada por E =
E(V), como sendo a dlgebra associativa com base

{Leieiy...ep o g <ig < -+ <ip,k>1},
cujo produto satisfaz, para quaisquer i,j > 0,

e? =0 e ee; = —eje;.
Se char(K) = 2, entdo a dlgebra de Grassmann € comutativa.

Ao longo deste texto, estamos interessados em um tipo especial de algebra ainda nao tratada
anteriormente.

Definicao 1.1.8. Seja L uma dlgebra. Dizemos que L é uma algebra de Lie , se satisfaz, para
todo a,b,c € L:

aa = 0; (1.1.1)
(ab)c + (be)a + (ca)b = 0. (1.1.2)

As relagoes (1.1.1) e (1.1.2) sdo chamadas de anticomutatividade e identidade de Jacobi, res-
pectivamente. Note que se char(K) # 2, (1.1.1) é equivalente a

ab = —ba. (1.1.3)

Se L é uma algebra de Lie, L nao é necessariamente associativa, ja que (aa)b = 0 e no entanto
a(ab) nem sempre se anula. Pela identidade de Jacobi,

L é associativa se, e somente se, o produto de trés elementos de L é igual a zero.

Ademais, segue imediatamente da anticomutatividade que se L # 0, L nao possui unidade.
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Exemplo 1.1.9. O espaco vetorial R® com o produto vetorial usual X € uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.10. Seja A uma dlgebra associativa. Denote por A) o espaco vetorial A munido
com o produto [a,b] = ab — ba. E possivel verificar facilmente que A é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.11. A dlgebra sl,,(K) das matrizes de ordem n com trago 0 munida do produto
[a,b] = ab — ba ¢ uma subdlgebra de Lie de M, (K)).

Note que sl,(K) com o produto usual de matrizes nao € uma subdlgebra de M, (K), jd que o
produto (usual) de matrizes de trago zero pode ndo ser uma matriz de trago zero.

A nocao de homomorfismo de algebras é natural: uma transformacao linear que preserva o
produto.

Definicao 1.1.12. Sejam A e B dlgebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B € um homo-
morfismo de dlgebras, se para todo a, b € A

p(ab) = p(a)p(b)
(e o(14) = 1p, se as dlgebras sao unitdrias).

Se ¢ : A — B é um homomorfismo injetivo, dizemos que ¢ é um monomorfismo e se é
sobrejetivo, dizemos que é um epimorfismo. Ainda, se ¢ é um homomorfismo biunivoco, ¢ é um
isomorfismo. Neste ultimo caso, dizemos que A e B sao algebras isomorfas e denotamos A = B.
Um homomorfismo ¢ : A — A é dito um endomorfismo. Se além disso é bijetor, é denominado
um automorfismo.

Definicao 1.1.13. Uma dlgebra associativa U é uma élgebra universal envolvente de uma dlgebra
de Lie L, se L é uma subdlgebra de U™) e U satisfaz a sequinte propriedade universal: para
qualquer dlgebra associativa B e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie o : L — B existe
um dnico homomorfismo de dlgebras associativas 1 : U — B que estende v, isto €, ¥|p = ¢. Em
geral, exige-se 1 € B el € U(L).

O resultado a seguir, de natureza combinatéria, fornece uma base para a algebra universal
envolvente em funcao da base da édlgebra de Lie.

Teorema 1.1.14 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Toda dlgebra de Lie L sobre um corpo K possui, a
menos de isomorfismo, uma unica dlgebra universal envolvente U(L). Se {e; : i € I} € uma base
de L ordenada por uma ordem no conjunto de indices I, entao os elementos do tipo

iy o€ com iy < e gy
e 1 formam uma base de U(L).
Se p: A — B é um homomorfismo de algebras, o conjunto
Nuc(p) = {a € A : p(a) =0},
chamado nicleo de ¢, é um ideal de A, e o conjunto

Im(p) = {p(a) : a € A},

chamado imagem de A, é uma subdlgebra de B.
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A
Definicao 1.1.15. Seja A uma dlgebra e I um ideal de A. O espaco vetorial quociente T munido

do produto
(a+I1)(b+1)=ab+ I, para todo a,b e A,

A
faz de 7 uma dlgebra, chamada de algebra quociente de A por I.

Um fato bem conhecido é o Teorema do isomorfismo: se ¢ : A — B é um homomorfismo de
algebras, entao

A

Nuc(y)

Graduar uma algebra consiste em quebra-la em subespacos dotados de um peso. A ideia é que
os pesos se somem quando multiplicamos os elementos.

Im(p).

Definigao 1.1.16. Seja G um grupo abeliano aditivo. Uma dlgebra A é G-graduada, se eziste
uma familia de subespagos {A, : g € G} de A tal que

A=A,
geG

com AgA, C Agqp, para todo g, h € G.
Um elemento a € UgeG A, € chamado elemento homogéneo. Se a € A,, dizemos que a €
homogéneo de grau g.

A condicao do grupo ser abeliano é apenas uma questao de conveniéncia. Ressaltamos que no
caso das algebras de Lie torna-se necessario considerar graduagoes com grupos abelianos devido
a anticomutatividade do produto. Em outras palavras, se G é um grupo multiplicativo, L uma
algebra de Lie e se a € Ly, b € Ly, entao ab = —ba € Ly, N Lyy. Logo, Ly, = Ly, e disso, gh = hg
(ou o produto de a por b é trivial). Portanto, no caso das algebras de Lie graduadas por um grupo
G, consideramos exclusivamente G abeliano.

Definicao 1.1.17. Um subespaco B de uma dlgebra G-graduada A é G-graduado, se é soma direta
das intersecoes BN Ag.

As proximas proposicoes podem ser verificadas facilmente.
Proposicao 1.1.18. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. Sao equivalentes:
(i) B € subdlgebra G-graduada de A;
(1) B € uma dlgebra G-graduada tal que, para todo g € G, B, C Ay;
(iii) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;

(iv) B ¢é gerado por elementos homogéneos.
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A
Proposicao 1.1.19. Se I ¢ um ideal G-graduado de uma dlgebra A, entdo T ° uma dlgebra

A
G-graduada considerando <7> ={a+1 :a€eA,}.

g

O conceito de homomorfismo se estende para dlgebras graduadas.

Definigao 1.1.20. Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B €
G-graduado se, para todo g € G, p(A,) C B,.

De forma andloga, define-se monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo, automorfismo e endo-
morfismo G-graduado.

Exemplo 1.1.21. Toda dlgebra A admite a sequinte graduac¢dao sobre um grupo G qualquer: Ay = A
e A, =0, para todo g € G — {0}. Por este motivo, essa graduagao é chamada graduagao trivial
de A.

Exemplo 1.1.22. A dlgebra de polinomios K[z, ..., x| € Z-graduada, assumindo que 0s po-
linomios homogéneos de grau k geram as componentes homogéneas de grau k, se k > 0, e as
demais componentes sio nulas. Analogamente, K[zy,..., 1] € ZF-graduada, contando o grau de
cada varidvel xq,...,x, nos monomios. Neste caso, a componente homogénea da graduacdao €
chamada de componente multihomogénea e o o grau (nq,...,ny) € chamado multigrau. De forma
similar, define-se Z-graduacao e Z*-graduagdo para K (xy,... x;).

Exemplo 1.1.23. A dlgebra de Grassmann E definida no Fxemplo 1.1.7 possui uma Zs-graduacao
natural
E = Ey® Ey,

em que
Eo = span{l, e; e, ... e, = i1 <ig < - - <ig, k > 1},

Ey = span{ej ey ... €y, 101 <fdg <o <lgpy1, k> 1}

A matriz elementar e;; € M, (K) é a matriz cuja entrada (7, j) é igual a 1 e as demais sdo iguais
a 0.

Exemplo 1.1.24. A dlgebra de matrizes M, (K) possui uma Z,-graduagdo
M, (K) = € M, (K),,
tELn,
em que M, (K); = spanf{e;; : j—i =t (mod n) }.

Uma mesma algebra pode ser munida de varias graduacoes, todas distintas da graduacao trivial.
A seguir, um exemplo que sera util nos capitulos seguintes.

Exemplo 1.1.25. Seja
h=e — e, e=el, f = €21

a base usual da dlgebra de Lie L = sly(K).
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e G=Zy: L=Ly® Ly,

Lo = span{h}, Li = span{e, f};
e G=ZyxZy: L=Luo®Luo® Loy ® Ly,

Loy =0, L) = span{h}, Loy = span{e + f}, La1y = span{e — f});
¢ G=7; L=@,,L

Ly = span{e}, Lo = span{h}, Li = span{f}, L; =0, i ¢ {—1,0,1}.

No exemplo anterior, a élgebra de Lie sl3(K) quando munida da Z-graduagao efetivamente
possui apenas trés componentes: sly(K)_1, sla(K)g e sla(K);. Isso nos leva a préxima definicao.

Definicao 1.1.26. Seja A uma dlgebra G-graduada. O suporte da G-graduagao de A é o conjunto

Supp(A) ={g e G : A, # 0}.

1.2 Algebras livres

Seja U uma classe de algebras. Uma algebra F' de *U gerada por um conjunto X é uma
dlgebra livre nesta classe, se todo homomorfismo de F' em uma algebra A de U fica completamente
determinado pelas imagens dos elementos de X. Essa propriedade é chamada propriedade universal
das algebras livres e garante, a menos de isomorfismo, a unicidade da &lgebra livre, fixada a
cardinalidade do conjunto X. Por exemplo, K[X] é a dlgebra livre gerada por X na classe das
algebras associativas e comutativas.

Partiremos da classe mais ampla possivel: a classe de todas as algebras. Para evitar ambiguida-
des, o adjetivo “nao associativo’sera sempre ressaltado. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [33].

Seja X = {x1, xq,...} um conjunto enumeravel o qual chamamos conjunto de varidveis. Muitas
vezes iremos usar outros simbolos, como por exemplo z, y, y;, z; para os elementos de X. A esse
conjunto, adicionamos dois simbolos “(”e “)”, obtendo assim o conjunto X* = XU{(,)}. Definimos
indutivamente um conjunto V[X| de sequéncias finitas de X* que chamaremos de palavras nao
associativas (ou monémios nao associativos) de elementos de X. Um monémio nao associativo de
grau 1 é um elemento de X. Dado um numero natural n > 1, um monomio nao associativo de
grau n é uma expressao da forma (u)(v), em que u é um monoémio nao associativo de grau i e v um
monomio nao associativo de grau n —¢. Para simplificar a notagao, nao vamos escrever parénteses
na expressao (u)(v), em torno de u (de v), se u (se v) é um monomio de grau 1. O grau de um
monomio v serd denotado por deg(v). Disso, é natural definir

deg((u)(v)) = deg(u) + deg(v).
Proposicao 1.2.1. Seja v uma palavra nao associativa de elementos de X. FEntao:

1. O nimero de simbolos “(”que aparece em v € igual ao nimero de simbolos ©)”;
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2. Em qualquer subsequéncia inicial de v o numero de simbolos “(”que aparece nao é menor que
o nimero de simbolos “)”.

Demonstracao. Veja [33], pg. 2, Proposigao 1. O]

No conjunto V[X] definimos uma operacao bindria, denotada por -, satisfazendo, para todo
T,y € X eu,v € VIX]| — X:

® Iy = T1T3;
o 1 -u=ux(u);
o V- Ty = (V)xo;
o u-v=(u)(v).

Proposicao 1.2.2. Toda palavra ndo associativa v com deg(v) > 2 tem uma unica representa¢ao
como produto de duas palavras nao associativas de grau menor.

Demonstracao. Veja [33], pg. 2, Proposigao 2. ]

Denotamos por K{X} o espago vetorial com base no conjunto V[X]. Considere o produto em
K{X} dado pela extensao natural do produto - em V[X]. Munido deste produto, nao ¢ dificil ver
que K{X} é a dlgebra nao associativa livre gerada por X.

Os elementos de K {X} s@o chamamos polinémios ndo associativos. Um polindmio nao associ-
ativo da forma av com a € K e v € V[X] é dito um mondmio ndo associativo.

Seja G um grupo abeliano enumerédvel. Se escrevemos o conjunto de varidveis X como sendo
uma unido disjunta de conjuntos infinitos X = {xz(.g) : 1> 1} com g € G, mais precisamente,

X = U X’(g)7

geG

a algebra ndo associativa livre K {X} possui uma G-graduacdo natural. Se z € X9, definimos
o grau de x (com respeito a graduagdo) como sendo g. O grau do monodmio a(u)(v) com o € K
e u,v € V[X], é a soma dos graus de u com v. Pela Proposi¢ao 1.2.2, isso define o grau de um
monodmio qualquer. Assim, se denotamos por K { X} , 0 subespago de K {X} gerado pelo monémios
de grau g, tem-se que
K{xX} =PK{X},
geG

¢ uma G-graduacao para K{X}. Dotada dessa graduagao, a édlgebra K{X} é chamada dlgebra
nao associativa livre G-graduada.
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1.3 Identidades graduadas, T-ideais e variedades

Nesta secao, introduzimos a nocao de identidades polinomiais, 7;-ideais, PI-4dlgebras G-graduadas
e variedades graduadas dentro do ambiente dos polinomios nao associativos, visto na se¢ao anterior.

Definicao 1.3.1. Seja A uma dlgebra G-graduada. Um polinomio nao associativo
f= f(x§gl), . ,x,(lg")) € K{X} ¢ uma identidade polinomial graduada de A se, para todo ele-
mento homogéneo a; € Ay, comi € {1,...,n}, tem-se que

flay,...,a,) =0.

Em outras palavras, f ¢ uma identidade graduada de A, se f se anula em toda avaliagdo de
elementos de A que respeita a graduacdo.

Usualmente, dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial de A, ou ainda, que A satisfaz
f =0. Se ¢ denota o conjunto de todos os homomorfismos G-graduados ¢ : K{X} — A, é ficil
ver que f é uma identidade polinomial G-graduada se, e somente se, f € ﬂwe 8 Nuc(p).

Em particular, se a graduacao ¢é trivial, temos a nocao de identidade polinomial ordinaria que
se reduz a seguinte:

Definigao 1.3.2. Seja A uma dlgebra. Um polinomio f = f(x1,...,x,) € K{X} € uma identi-
dade polinomial de A se, para quaisquer ay, ..., a, € A,

flay,...,a,) =0.

Uma vez que toda algebra G-graduada satisfaz o polinomio nulo f = 0, temos a seguinte
defini¢ao:

Definigao 1.3.3. Uma dlgebra G-graduada A é uma Pl-dlgebra G-graduada (“PI”= “Polynomial
Identity”), se satisfaz uma identidade polinomial nao trivial (i.e., uma f nao nula em K{X}). Se
a graduacao € trivial, dizemos simplesmente que A é uma Pl-algebra.

Exemplo 1.3.4. No ambiente das dalgebras nao associativas, toda dlgebra associativa é uma PI-
dlgebra (satisfaz a identidade (x1x9)xs — x1(x223) = 0), assim como toda dlgebra de Lie (satisfaz
r1r1 =0 e (x129) w3 + (wow3)21 + (T321)22 = 0).

Dada uma algebra G-graduada A, definimos
1d9(A) = {f e K{X} : f=0em A}

como sendo o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de A. E facil ver que
IdG(A) é um Ti-ideal de K{X}, ou seja, é um ideal invariante por endomorfismos G-graduados
de K{X}. Dizemos que Id9(A) é o Tg-ideal de A. Se a graduacio é trivial, denotamos Id(A)
simplesmente por Id(A) e, neste caso, dizemos que Id(A) é o T-ideal de A.

Dado um conjunto S C K{X}, o Tg-ideal gerado por S, denotado por (S)TG, é a intersecao
de todos os Tg-ideais de K{X} que contém S. Se S C Id%(A) é tal que Id°(A) = (S)"¢, dizemos
que S é uma base das identidades polinomiais G-graduadas de A .

Toda algebra G-graduada A determina um 7Tg-ideal. Por outro lado, duas algebras distintas
(nao isomorfas) podem possuir o mesmo Tg-ideal de K{X}. A fim de estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca, necessitamos do conceito de variedade de algebras.
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Defini¢ao 1.3.5. Seja S = {f; : i € I} um subconjunto de K{X}. A classe U das dlgebras que
satisfazem todas as identidades G-graduadas de S é chamada de variedade das dlgebras definidas
pelas identidades de S. Uma variedade 20 € dita uma subvariedade de 0, se 20 C 0.

A variedade que consiste somente da dlgebra nula é chamada variedade trivial.
Exemplo 1.3.6. Temos que:

e O conjunto Sy = {f(x1, 22, x3) = (v122)x3 — x1(x923)} define a variedade das dlgebras asso-
ciativas.

e O conjunto Sy = S1 U{g(x1,22) = z129 — 2921} define a variedade das dlgebras associativas
e comutativas.

e O conjunto S = {f(x1) = z171, g(21,22,73) = (T122)23 + (T223)71 + (T321)22} define a
variedade das dlgebras de Lie.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as algebras de uma variedade U é também um
Te-ideal de K{X} e é denotado por Id° (). Se S C K{X} define a variedade 90, dizemos que S
é uma base das identidades polinomiais graduadas de 0. Os elementos de 1d“ () sao chamados
consequéncias das identidades polinomiais graduadas da base S.

Defini¢ao 1.3.7. Uma dlgebra Fy(0) na variedade 0 é chamada algebra relativamente livre de
U gerada pelo conjunto Y, se U é uma dlgebra livre na classe °§.

Seja A uma &lgebra G-graduada. Se I C K{X} denotamos por I¢(A) o ideal G-graduado da
algebra A gerado por todos os elementos da forma

fla,...,a,) com f(xggl), aW)yeTea; €A, paratodoi € {1,...,n}.

Teorema 1.3.8. Seja U uma variedade nao trivial de dlgebras cuja base é o conjunto
I C K{X}. Entao, para todo conjunto Y, a restricao a Y do homomorfismo candnico

K{Y L
OiK{Y}H% ¢ injetiva e

~ K{Y}
FU(Y)(Q]) = m

Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres em 8 geradas por conjuntos de mesma
cardinalidade sao isomorfas.

Demonstragao. E andloga a feita em [33], pg. 4, Teorema 2. O]

Coroldrio 1.3.9. Se a variedade 0 ¢ determinada pelo conjunto I, entdo 1d°(0) = I¢(K{X}).
Em particular, se I é um Tg-ideal, I1d°(0) = I.

Demonstragio. E anéloga a feita em [33], pg. 6, Corolario 1. O
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Segue do corolario anterior que existe uma correspondéncia biunivoca entre os Tg-ideais de
K{X} e as variedades de élgebras nao associativas G-graduadas. Com efeito, dado um T-ideal
I a ele associamos a variedade definida por I. Reciprocamente, cada variedade U tem um corres-
pondente Tg-ideal 1d% ().

Se U é uma variedade e A é uma algebra G-graduada tal que 1d%(A) = Id° (), dizemos que
U é a variedade gerada por A.

Denotamos por K (X) a élgebra relativamente livre gerada por

X={zl" :i>0,gecqG}

da variedade das algebras associativas G-graduadas e por £(X) a algebra relativamente livre da

variedade das algebras de Lie G-graduadas. Segue dos resultados anteriores que se Y = {y](-g)
j >0, g € G}, entao

K{Y}
((1192)ys — 11 (1ays) = y; € YO, Vg e GY'©

K(X) =

K{Y'}
W3, (ny2)ys + (yoys)yn + (ysy1)ye - y; €YW), Vg € G>TG

Se 90 C U, entdo 1d%(2W) D 1d°(W). Assim, podemos considerar as identidades polinomiais
graduadas de 20 médulo 1d%(90). Portanto, se conhecemos as identidades polinomiais graduadas
de U e queremos estudar as identidades polinomiais graduadas de 20, podemos trabalhar na
algebra relativamente livre F'(). Disso, se estamos interessados em subvariedades G-graduadas

de dlgebras associativas ou dlgebras de Lie trabalhamos em K (X)) ou £(X), respectivamente, ao
invés de K{X}.

L(X) =

1.3.1 Identidades multihomogéneas e multilineares

A &lgebra dos polinomios nao associativos K{zy,...,z,} é Z-graduada, assumindo que os
polindbmios homogéneos de grau n geram as componentes homogeéneas de grau n, se n > 0, e as
demais componentes sao nulas. Analogamente, K{xy,...,z,} é Z"-graduada, contando o grau de
cada variavel xi, ..., x, nos monémios. Dado um polinomio nao associativo f = f(z1,...,x,)
denotamos por deg,. f o grau de z; em f. A componente homogénea da graduacao ¢ chamada de
componente multihomogénea e o o grau (ky, ..., k,) é chamado multigrau.

Definicao 1.3.10. Um polinémio nao associativo f = f(x1,...,x,) € K{X} € multihomogéneo
se 0 é em K{xy,...,x,}. Se o multigrau de f é (1,...,1), dizemos que f é multilinear.

Proposicao 1.3.11. Seja
flzy,. .. x,) = Zfl e K{X},
i=0

em que f; € a componente homogénea de f de grau i em x.
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(i) Se o corpo K contém mais que m elementos, entio fi(xy,...,z,) € (f>TG;
(ii) Se o corpo K tem caracteristica 0, entao <f>TG admite uma base composta por polinémios
multilineares.
Demonstragao. Veja [6], pg. 39, Proposicao 4.2.3. ]

Corolario 1.3.12. Seja A uma dlgebra G-graduada sobre um corpo infinito.

(i) Se f € uma identidade polinomial graduada de A, entao toda componente multihomogénea
de f € uma identidade polinomial graduada de A.

(ii) Se o corpo K tem caracteristica 0, entdo todo Tg-ideal € gerado por suas identidades multi-
lineares graduadas.

1.4 Codimensoes e expoente graduado

Seja K um corpo de caracteristica 0, £(X) a algebra de Lie livre G-graduada gerada pelo
conjunto X = {x(g) . 1 >1,9 € G} e L uma Pl-dlgebra de Lie G-graduada sobre K. Pelo

Corolario 1.3.12, o Tz-ideal IdG(L) ¢é gerado pelas suas identidades graduadas multilineares. Uma
vez que PY denota o espaco dos polinomios multilineares de grau n nas varidveis x%’l), e ,xﬁf")

com ¢, ..., g, € G, segue que IdG(L) é gerado pelo subespaco
(PEN1d%(L)) @ (PEN1d“(L)) @ --- & (P N1d“(L)) @ - - -

na algebra L£(X). E imediato que se L satisfaz todas as identidades polinomiais graduadas de uma
PI-algebra G-graduada A, entao

PYNI1d°(L) D PYN1d°(A)
e disso
dim(P¢ N1d%(L)) > dim(PY N1d°(A)),

para todo n = 1, 2, .. .. Portanto, a dimensio dos espagos P¢ ﬂIdG(L) nos da, em certo sentido, o
crescimento das identidades G-graduadas da dlgebra L. Como a intersecio PS NId%(L) costuma
ser grande e dificil de estudar, trabalhamos com o quociente

PG

G _ n
R I)

Definicao 1.4.1. O inteiro nao negativo

PG
“(L) =dim PY(L) = dim ——=——
¢, (L) im P (L) lmPnGﬂ]dG(L)

é chamado n-ésima codimensao G-graduada da dlgebra de Lie L.
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Se GG é um grupo finito, nao é dificil ver que
dim PY N 1d%(L) = |G|" (n — 1)! — &(L),

em que |G| é o nimero de elementos de G.

Se U é uma variedade gerada por L, definimos ¢ () = c%(L).

Vamos comparar a sequéncia de codimensoes G-graduadas com a sequéncia de codimensoes
ordinarias (considerando a graduacdo trivial). Quando a graduacdo é trivial, denotamos PY sim-

plesmente por P, e ¢ por c,.

Identificando f(z1,...,z,) € P, com o polinémio f(z\”,...,2)) € PE temos que P, C PC e

P,N1d%(L) = P, NId(L).
Lema 1.4.2. Para todon > 1, ¢,(L) < cS(L).
Demonstracao. Veja [13], pg. 256, Lema 10.1.2. O

Se ¢%(L) ¢ limitado exponencialmente, a sequéncia {/cC(L) é limitada. Neste caso, definimos
o limite superior e inferior

exp®(L) = e /(L) ¢ exp®(L) = lim, . {/<C(L), (14.1)

chamados de expoente G-graduado superior e expoente G-graduado inferior. Se eles coincidem,
temos o limite usual
exp(L) = axp(L) = exp®(L) (1.4.2)

chamado simplesmente de ezpoente G-graduado. Se U é uma variedade gerada por L, definimos
expY (W) = expY(L), exp® (V) = exp(L) e exp¥ (V) = exp®(L). Como de costume, quando a
graduacéo é trivial, omitimos o “G”da notacéo e o adjetivo G-graduado(a) das denominagoes.

Se G={0=g1,9,...,9s} ¢ um grupo finito, o estudo de P%(L) pode ser reduzido ao estudo
de subespacgos menores. Para todo n > 1, escreva n = n; + ... + n,, uma soma de inteiros nao
negativos. Defina

G
Pn1,...,ns C Pn

como sendo o subespaco dos polinomios graduados multilineares em que as ni-primeiras variaveis
sao homogéneas de grau g;, as no-préximas variaveis sao homogéneas de grau g e assim por diante,
ou seja, se f € P, . n., ¢ da forma

f:f(l’ggl),... xlov) ...,a;ggs),_“ 91:(95)).

yYng 9 ) g

Note que dados nq, ..., ng existem (n1 " ) subespagos de P¢ isomorfos a B, _,., em que
yeeeylls

( n ) n!
Niyenny Mg nyl--ong!

denota o coeficiente multimonomial. E claro que PY é a soma direta de tais subespacos com

ceey
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Se definimos

P, .a i
e o (1) = dim P (D)

Pn ey L) =
e = (D)

obtemos

amy= > (nl, n | n) Cnroma(L). (1.4.3)

ni+...+ns=n

1.5 Representacoes do grupo simétrico e do grupo geral
linear

Nesta secao, fazemos um breve apanhado da teoria de representacoes do grupo simétrico e do
grupo geral linear na teoria de Pl-adlgebras. Para uma abordagem mais detalhada da teoria de
representagoes dos grupos citados sugerimos [18]. Um resumo um pouco completo daquele que
damos aqui pode ser encontrado no capitulo 2 de [13] e no capitulo 12 de [6]. Estamos assumindo
K um corpo de caracteristica 0.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K e seja GL(V') o grupo dos endomorfismos
invertiveis de V.

Definigao 1.5.1. Uma representacao de um grupo G (ndo abeliano em geral) em V € um ho-
momorfismo de grupos p : G — GL(V). A dimensao de p é a dimensao do espago vetorial
V.

Denotamos por End(V') a dlgebra dos K-endomorfismos de V. Se KG é a algebra de grupo de
G sobre K e p é uma representagao de G em V', segue que p induz um homomorfismo de K-algebras
P KG — End(V) tal que p'(1¢) = 1. Uma representagiao de um grupo G determina unicamente
um KG-médulo (ou G-médulo) de dimensao finita da seguinte forma. Se p : G — GL(V) é
uma representacao de G, V torna-se um G-médulo (& esquerda) definindo gv = p(g)v, para todo
g € G, v € V. Reciprocamente, se M é um G-médulo que é ao mesmo tempo um espago vetorial
de dimensao finita sobre K, entdo p : G — GL(V) tal que p(g)(m) = gm, para g € G, m € M,
define uma representacao de G em M.

Defini¢ao 1.5.2. Uma representacio p : G — GL(V) € irredutivel se V' é um G-mddulo irre-
dutivel. Diz-se que p é completamente redutivel se V' € soma direta de submodulos irredutiveis.

O conhecido Teorema de Maschke afirma que toda representacao de dimensao finita de um
grupo finito sobre um corpo K de caracteristica 0 (ou p > 0 mas tal que p nao divide |G]) é
completamente redutivel. Além disso, se K é algebricamente fechado, KG é semissimples. Como
consequencia do Teorema de Wedderburn e Artin,

KG = M, (DY) @ --- @ M,, (D®) (1.5.1)

em que DU, ..., D® s3o dlgebras com divisdo sobre K de dimensio finita.
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Um elemento e € KG é idempotente se e? = e. Como KG é semissimples, todo ideal & esquerda
(resp. a direita) de KG é gerado por um idempotente. Dizemos que um idempotente é minimal se
gera um ideal & esquerda (resp. a direita) minimal.

Proposicao 1.5.3. Se M ¢é uma representacao irredutivel (de dimensdo finita) de G, entao
M = J;, em que J; é um ideal a esquerda minimal de M,,(DW), para algum i € {1,... k}.
Consequentemente, existe um idempotente minimal e € KG tal que M = KGe.

Demonstragao. Veja [15], pg. 98, Lema 4.3.2 e pg. 29, Teorema 1.4.2. ]

Uma ferramenta importante na teoria de representacoes é fornecida pela teoria de caracteres.

Definicao 1.5.4. Seja p : G — GL(V) uma representagao e tr: End(V) — K a fungdo trago.
Entao, a fungao
Xp: G — K em que Xp(g) = tr(p(g))

¢ chamado de caracter da representacao p e dimV = degx, € chamado o grau de x,. Dizemos
que o caracter x, € irredutivel, se p € irredutivel.

1.5.1 Representagoes do grupo simétrico

Definigao 1.5.5. Sejan > 1 um inteiro. Uma particdo A de n (em ndo mais que r partes) é uma
r-upla de inteiros nao negativos X = (A,..., \) tal que \y > -+~ >\, >0 e >, N\ =n. Neste
caso, escrevemos A F n.

Identificamos duas partigoes, A = (A1,..., A) € = (b1, .., 1s), 7 < 8, se \; = pu;, para todo
1 <i<repu; =0, caso contrario. Por exemplo, A = (4,2,1) = (4,2,1,0) = (4,2,1,0,0) - 7.

Definigao 1.5.6. Se A = (\y,..., ) F n, o diagrama de Young associado a A € o subconjunto
finito de 7 x Z definido como

AN =A)eZXZ :i=1,...;r,7=1,..., N}

Usualmente para denotar um diagrama de Young desenhamos diagramas substituindo pontos
por quadrados. Adotamos a seguinte convengao: a primeira coordenada i (indice das linhas)
aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada (indice das colunas) aumenta da esquerda
para a direita. A i-ésima linha contém \;-quadrados. Por exemplo, o diagrama [A] associado a
A=(4,3,2,1) F 10 é representado por
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Teorema 1.5.7. Seja K um corpo de caracteristica 0 e n > 1. Fxiste uma correspondéncia
biunivoca entre os S,-caracteres irredutiveis e as particoes de n. Além disso, se {xn : AFn} €o
conjunto de todos os caracteres irredutiveis de S, e dy = xx(1) € o grau de x, A+ n, entao

KS, = @ I = P My, (K),
AFn AFn

em que I\ = My, (K) € o ideal bilateral de KS,, associado a .
Demonstragao. Veja [18], pg. 109, Teorema 3.1.24. ]

Observamos aqui que as representacoes de .S, sobre os racionais sao absolutamente irredutiveis.
Em outras palavras, elas permanecem irredutiveis sob extensoes de corpos.

Para uma partigdo A = n, denotamos por X a particao conjugada de X\; X = (N},..., X)) é
uma parti¢ao tal que A7, ..., \. sdo as alturas das colunas de [A]. O diagrama [X'| é obtido de [A
através de uma reflexdo de [A\] em torno da diagonal principal.

Defini¢ao 1.5.8. Para cada (i, j) € [A], definimos o nimero de hook de (i,7) como
hij =X+ X; —i—j+1,
em que N = (N},...,\L) € a parti¢ao conjugada de \.

Note que h;; conta o nimero de quadrados do “gancho”com aresta em (i, 5), ou seja, os qua-
drados a direita e abaixo de (i,j). No exemplo a seguir, escrevemos dentro de cada quadrado o
nimero de hook (gancho) correspondente:

6
421
1]

Defini¢ao 1.5.9. Seja A - n. Uma tabela de Young T do diagrama [\| consiste em preencher os
quadrados do diagrama com os numeros 1, ..., n. Dizemos que T\ é uma tabela de forma \.

Definigao 1.5.10. Uma tabela T de forma A € standard, se os inteiros em cada linha e em cada
coluna de T\ crescem da direita para a esquerda e de cima para bairo, respectivamente.

O grau dos S,-caracteres irredutiveis pode ser obtido de duas formas.
Teorema 1.5.11. Seja A uma particao de n.

(i) O grau dy do S,-caracter irredutivel correspondente a A é igual ao nimero de tabelas standard

de forma \.

(i) (Hook formula ou formula dos ganchos)

n!
)
117
7/7‘7

em que o produto percorre todos os quadrados do diagrama [N].

dy =
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Demonstragao. Veja [18], pg. 107, Corolario 3.1.13 (item (7)) e pg. 56, Teorema 2.3.21 (item
(i4))- O

Definicao 1.5.12. O estabilizador de linhas Ry, de T € o subgrupo de S,, que consiste de todas as
permutacoes que fixam, como conjunto, as entradas das linhas de T. Similarmente, o estabilizador
de colunas Cp, € o subgrupo de S, que fixa as colunas.

Por exemplo, se

112
4

entio Ry, = ((12)) x ((39)) e Cr,, = ((13)) x ((24)).

Tio) =

Definicao 1.5.13. Para uma dada tabela Ty, defina

er, = Z Z (sign T)oT,

O'GRTA TECTA
em que sign T € o sinal da permutacao T.
O teorema a seguir descreve, a menos de isomorfismo, as representacoes irredutiveis de S,

Teorema 1.5.14. Para toda tabela Ty de forma A\ = n, o elemento er, é mailtiplo escalar de um
idempotente minimal de KS,, e KS,er, € o ideal minimal a esquerda com caracter x . Além disso,
se p = n, entao

KSper, = KSyer, se, e somente se, A = p.

Dizemos que er, é um idempotente essencial de KS,, (vale resaltar que er, naio é um idempotente,
¢ maltiplo escalar de um idempotente).

Demonstragao. Veja [18], pg. 106, Teorema 3.1.10. ]
Definicao 1.5.15. Para cada A F n, denotamos por My o S,-mddulo irredutivel associado a \.

Proposicao 1.5.16. Se T, ..., Ty, sao todas as tabelas standards de forma X\, entao I, o ideal
minimal bilateral de KS,, associado a X\, possui a sequinte decomposicao:

dx
I, = P KS,er,.
=1

Demonstracao. Veja [18], pg. 109, Teorema 3.1.24. ]
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1.5.2 S,-agoes nos polinémios multilineares P,

Nesta segao, introduzimos uma acao do grupo simétrico .S,, no espago dos polindmios multili-
neares, em n variaveis fixadas, na dlgebra de Lie £(X). Aqui, estamos considerando £(X) com a
graduagao trivial.

Seja P, o espago dos polinomios multilineares em xy, ..., x, na algebra de Lie livre £(X).
Dado f(z1,...,x,) € P, e 0 € S, definindo

Uf(xla cee 73771) = f(xa(l)a ce 7'7;0(11))

temos que o espago vetorial P, tem uma estrutura de S,-médulo. Uma vez que os T-ideais de
L(X) sao invariantes pela permutacao de variaveis, P, N Id(L) é um S,-submédulo de P,, para

toda algebra de Lie L. Portanto,
by

~ P, NId(L)

tem uma estrutura induzida de S,-mddulo a esquerda.

Bu(L)

Defini¢ao 1.5.17. Para n > 1, o S,-caracter de P,(L) é chamado de n-ésimo cocaracter de L
(ou do T-ideal Id(L)) e é denotado por x,(L).

Se decompomos o n-ésimo caracter em irredutiveis, obtemos

Xn(L) = ZmAXm (1.5.2)

AFn

em que y, ¢ o S,-caracter associado a particao A = n e my, > 0 é a correspondente multiplicidade.
O préximo teorema auxilia o calculo do n-ésimo cocaracter.

Teorema 1.5.18. Seja L uma PI-dlgebra com o n-ésimo cocaracter x,(L) dado por 1.5.2. Para
uma particao p = n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente se, para toda tabela T, de
forma p e para todo polinomio f = f(x1,...,2,) € P, a dlgebra de Lie L satisfaz a identidade
er, f=0.

Demonstracao. Veja [13], pg. 55, Teorema 2.4.5. ]

Segue imediatamente do teorema anterior que se existem f = f(z1,...,x,) € P,, uma tabela
T\ de forma A e ay, ..., a, € L tais que eg, f(ay,...,a,) # 0, entao my # 0.

1.5.3 5, x---x 5, agoes nos polinomios multilineares P, .

Como visto na segao 1.4, para cadan >0, ny, ..., ns >0talquen =ny +---+ng, By, 5. €
o espago dos polinomios multilineares de grau n nas variaveis

xggl) PAy ,x&gs), oo,z

g e ey ng o ne

gl,...,gSEG.
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Como antes, o espago P, . ,. ¢ naturalmente equipado com uma estrutura de S,, x --- xS, -
modulo quando munido da acao

(o1, .. ,as)f(:cggl), A ,x&gs), w9y =
(g91) (91) (9s) (9s)
f(a:gl(l), e By Bon1y - ,xos(ns))
para todo (0q,...,04) €S, X -+ X S, e f(x§gl), L ,xﬁgs), . ,xﬁi‘g)) em P, ,.. Una

vez que os Tg-ideais sao invariantes pela permutacao de varidveis de uma mesma componente
homogeénea, P,, . N IdG(L) é um Sy, X --- xS, -submédulo de P, ,. paratoda algebra de Lie

G-graduada L. Disso,
Pnl,...,ns

Py,..n.N1d%(L)

também tem uma estrutura induzida de S,,, x --- x S, ,-moédulo a esquerda.

Pm,---,ns (L) =

Definicao 1.5.19. Paran > 1, 0 S,, X+ --Xx S, -caracter de P,, . ,.(L) é chamado de (ni, ..., ns)-
cocaracter de L (ou do Tg-ideal I1d°(L)) e é denotado por Xp,...n.(L).

Decompondo o (ny,...,ns)-cocaracter em soma de caracteres irredutiveis, obtemos

Xna,..ns (L) = Z MAYXA1) @ - @ XAs)> (1.5.3)
AF(n1,...,ns)

em que Xxaa) ® - - @ Xa@s) € 0 Sy X -+ X 9y, -caracter associado a s-upla de partigoes (\) =
(A(1),...,A(s)) em que A(1) F ny, ..., A(s) Fns e mpy > 0 é a correspondente multiplicidade.

De forma andlogo ao Teorema 1.5.18, o teorema a seguir auxilia no célculo do (n4,...,n)-
cocaracter.

Teorema 1.5.20. Seja L uma PI-dlgebra G-graduada com o (ns,...,ns)-cocaracter X, . n,(L)
dado por 1.5.8. Para uma s-upla de particoes N(1) = ny, ..., X(s) F ns, a multiplicidade m y

¢ igual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabelas Ty, ..., Txe) de forma A(1), ...,

A(s), respectivamente, e para todo polindmio f = f(xggl), . ,x%qll), . ,xﬁgs), . ,xﬁﬁj)) S

a dlgebra de Lie L satisfaz a identidade e\ f =0, em que ey = exq) - .. €x(s)-

1.5.4 A acao do grupo geral linear GL,,

Esta subsecao tem como base a se¢ao 4 do capitulo 12 de [6]. As demonstragoes nao indicadas
explicitamente no texto poderao ser encontradas no capitulo 8 de [18].

Dado um espago vetorial W, o grupo geral linear, denotado por GL(W), é o grupo das trans-
formacoes lineares invertiveis de WW. Quando dim W = m < oo, escrevemos

GLy = GLy(K) = GL(W)

e identificamos G'L,, com o grupo das matrizes invertiveis de ordem m com entradas em K, fixada
uma base.
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Definicao 1.5.21. Seja ¢ uma representacao do grupo geral linear GL,,, digamos
¢:GL, — GLj,

para algum s. A representagdo ¢ € dita polinomial se as entradas (¢(g))p, da matriz p(g) de
ordem s sdo polinomios nas entradas ay de g para g € GLy,, k, l=1, ..., mep,q=1, ..., s.
Uma representa¢do polinomial ¢ € homogénea de grau d se os polinomios (¢(g))p, sGéo homogéneos
de grau d. Um GL,,-modulo W é polinomial, se a representagao correspondente é polinomial. De
forma andloga, definimos maodulos polinomiais homogéneos.

Fixemos o espago vetorial V,,, com base {z1, ...,z } e com a a¢do canonica de G L,,. Assumimos
que

LVy)=L(x1,.. %)

é a algebra de Lie livre gerada por {x1,...,2z,}. O espaco vetorial L (V,,) é um GL,,-médulo a
esquerda quando munido da agao

gf(xb tet 7xn) = f(g(:ﬁ), s 7g(xn))7 g€ GLm> f(xla cee 7$n) €L (Vm) .
Proposigao 1.5.22. (i) £ (V;,) € a soma direta dos G L,,-submddulos (L (V,,))™, n =0, 1, 2,
. em que (£ (V,,))™ ¢ a componente homogénea de grau n de L (V;,);

(ii) Para todo T-ideal U de £ (X), os espagos vetoriais UNL (V) e UNL (Vi)™ sio submddulos
de L (Vyn);

(iii) Todo submddulo W de L (Vy,) € a soma direta de suas componentes homogéneas WNL (Vi)™ .

Demonstra¢ao. Um esquema de uma prova andloga pode ser encontrado em [6], pg. 218, Exercicio
12.4.2. m

Teorema 1.5.23. (i) Toda representagdao polinomial de GL,, € soma direta de subrepresentagoes
polinomiais homogéneas irredutiveis;

(ii) Todo G Ly,-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de graun > 0 € isomorfo a um submddulo
de (L (Vi)™

De forma similar as representagoes de S, irredutiveis, as representagoes polinomiais homogéneas
irredutiveis de grau n de GL,, sao descritas pelas particoes de n em nao mais que m partes e pelos
diagramas de Young.

Teorema 1.5.24. (i) As GL,,-representagoes irredutiveis de grau n > 0, duas a duas nao iso-
morfas, estio em correspondéncia biunivoca com as particoes X = (Ai,..., \pn) de n. Deno-
tamos por Wy, (X) o G Ly,-mddulo irredutivel correspondente a X;

(11) Seja A = (M,..., \n) uma particio den. O GL,,-mddulo W,,(X) € isomorfo a um submddulo
de (L (Vin))™. Mais ainda, (L (V;,))™ pode ser escrito na forma

(L V)™ 2y da W ();

em que dy € a dimensdo do S,-mddulo irredutivel My e a soma percorre todas as parti¢oes
A de n em nao mais que m partes.
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Uma representagao de GL,,, X --+ X GL,,, é polinomial, se o é em cada GL,,,, para cada
ie{l,... s}

Como consequéncia, obtemos a descricaio completa das representacoes irredutiveis de
GLy, X -+ X GLyy,,.

Teorema 1.5.25. Fizados inteiros ny,...,ns > 0, as representagoes polinomiais irredutiveis de
GLyy X -+ X GLy,,, duas a duas ndo isomorfas, sio da forma Wy, (A1) ® -+ @ Wy, (As) com \;
parti¢ao de n; em nao mais que m; partes, para todo i € {1,...,s}.

Existe uma estreita relacao entre as representagoes polinomiais irredutiveis de GL,,, X -+ X
GL,,, e as representagoes irredutiveis de S,, x --- x S,,. Para entender essa relagao, podemos
supor, sem perda da generalidade, s = 1.

A fim de estabelecer um analogo do Teorema 1.5.14, definimos a agao a direita de S,, em £ (V},,)
por

(zi, a3, )o0 t = Tigy  Tiy € (L (Vm))(”), oces,.

Por simplicidade, omitimos os parénteses do monomio, ja que a a¢ao nao interfere na posigao deles.
Note que a agao a esquerda de S, em P, é uma agao que permuta os indices das variaveis
enquanto a acao a direita troca as posi¢oes das mesmas.
A proposicao seguinte pode ser verificada sem muito esforgo.

Proposigao 1.5.26. Munido da a¢do acima, (L (V,,))™ é um S,-mddulo a direita.

Sejam A = (Aq,...,\,) uma particdo de n em nao mais que m partes e qi, ..., g as alturas
das colunas do diagrama [)] (i.e., k = A\; e ¢; = A}). Denotamos por sy = sx(1,...,%,), ¢ = q1, 0
polinémio de £ (V},,) definido por

k
NCIREA R | E TR (1.5.4)
j=1
em que Sp(T1,...,Tp) = > (sigh 0)T1To(2) ... To@p) com o somatério percorrendo todas as per-
mutagoes o do conjunto {2,...,p}. Esse polinomio é chamado polinomio standard de Lie.
Teorema 1.5.27. Seja A = (Ay,...,\,) uma particio de n em nao mais que m partes e seja

(L (Vi)™ a componente homogénea de grau n em L (V,,).

(i) O elemento sy(x1,...,24), definido em 1.5.4, gera um GLy,-submddulo de
(L (Vi)™ isomorfo a Wy, (N);

(i3) Todo W,,(X) C (L (V,,))™ € gerado por um elemento ndo nulo

w(T1, ..., 2q) = Sx(T1, ..., Tg) Z a0, o, € K.
O'ESn

O elemento wy(xy,...,x,) € chamado de vetor de peso maximo de W,,,(\), € unico a menos
de multiplicacao por constante e estd contido no espaco vetorial unidimensional dos elementos
homogéneos de multigrau (A, ..., Am) em Wi(X);
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(i4i) Se 0s GLy,-submddulos W' e W" de (L (V;,))™ sdo isomorfos a W,,(A) e possuem vetores
de peso mdzimo w' e w”, respectivamente, entdo a funcdo ¢, : w' — aw”, 0 # a € K, pode
ser estendido unicamente a um isomorfismo de GL,,-mddulos. Todo isomorfismo W' = W"
¢ obtido dessa forma.

Proposicao 1.5.28. Sejam m > n, A - n e W,,(A\) C L (V). O conjunto M = W,,,(A) N P,
de todos os elementos multilineares de Wp,(\) € um S, -submddulo de P, isomorfo a M. Todo
submaodulo My de P, pode ser obtido dessa forma.

Demonstra¢ao. Uma prova andloga pode ser encontrado em [6], pg. 227, Proposigao 12.4.18. [

Uma consequéncia da proposi¢ao anterior é que a linearizagao completa do vetor de peso
méaximo w) gera o S,-médulo W,,,(A) N P, = M,

1.6 Propriedade da base finita para conjuntos

Nesta secao, tratamos do conceito e de alguns resultados sobre a propriedade da base finita
para conjuntos quaseordenados. O leitor interessado pode encontrar mais detalhes no trabalho de
Higman [16].

Um conjunto quaseordenado é um conjunto nao vazio munido de uma relacao reflexiva e tran-
sitiva. Satisfazer a propriedade da base finita implica em todo subconjunto nao vazio possuir uma
colecao finita de elementos minimais. Tal propriedade, de certa forma, generaliza o conceito de
boa ordem para conjuntos totalmente ordenados.

Definigao 1.6.1. Uma relagio < em um conjunto ndo vazio A € uma quaseordem se:
(i) a < a (reflexividade);
(i1)) Sea <beb<centioa<c (transitividade);

para todo a, b, c € A.

Neste caso, dizemos que A é um conjunto quaseordenado e denotamos (A, <).

Se para todo a,b € A, toda vez que a < b e b < a implicar em a = b (antissimetria), a relagao é
chamada de ordem parcial e o conjunto A é dito parcialmente ordenado. Se além disso, quaisquer
dois elementos do conjunto sao comparaveis, ou seja, a < b ou b < a, dizemos que a ordem ¢ total
e o conjunto ¢ totalmente ordenado.

Exemplo 1.6.2. O conjunto dos numeros inteiros nao negativos N munido da ordem wusual €
totalmente ordenado.

Seja B um subconjunto de um conjunto A munido de uma quaseordem <. O fecho de B é o
conjunto o
B={a€ A : existe be B tal que b <a}.

Dizemos que B ¢é fechado, se -
B = B.
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Um conjunto quaseordenado (A, <) tem a propriedade da base finita, se todo subconjunto fechado
de A ¢é fecho de um conjunto finito.
A seguir, apresentamos algumas defini¢oes alternativas dessa propriedade.

Teorema 1.6.3. Seja (A, <) um conjunto quaseordenado. Sao equivalentes:
i) Todo subconjunto fechado de A é fecho de um conjunto finito;
ii) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;
iii) Se B € um subconjunto de A, existe um conjunto finito By tal que

By C B C By;

w) Toda sequéncia {a;};>o de elementos de A possui uma subsequéncia

iy < @iy < -vs S, Sce g
v) Se {a;}i>0 € uma sequéncia de elementos de A, existem indices i, j com i < j tais que
Q; S g,

vi) Nao eziste uma sequéncia infinita de elementos estritamente decrescente, nem um conjunto
infinito de elementos nao compardveis.

Demonstragao. Veja [16], pg. 328, Teorema 2.1. ]

Todo subconjunto B de um conjunto quaseordenado A que satisfaz uma das condigoes equiva-
lentes acima, possui um numero finito de elementos minimais, ou seja, existem by, by, ..., by € B
tais que se para algum 1 < i < k, existe b € B tal que b < b;, entao b = b;. De fato, basta reduzir
o conjunto finito By do item 4ii) a um conjunto de elementos minimais.

Se (A, <) é totalmente ordenado, entao satisfaz a propriedade da base finita se, e somente se,
é bem ordenado (ou seja, todo subconjunto nao vazio possui um elemento minimal).

Se (A, <) é parcialmente ordenado e satisfaz a propriedade da base finita, dizemos que (A, <)
é parcialmente bem ordenado.

A propriedade da base finita é preservada pelo produto cartesiano finito. Mais precisamente

Proposigao 1.6.4. Sejam (A1, <a,) e (Aa, <a,) conjuntos quaseordenados. Se < € a quaseordem
em A = Ay x Ay definida coordenada a coordenada (i.e., (a,a3) < (by,by) se, e somente se,
a; <a, by eas <g, ba). Se (A1,<4,) € (Ag, <a,) satisfazem a propriedade da base finita, entao
(A, <) também satisfaz.

Indutivamente, se (A1, <4a,), ..., (A, <a,) s@o conjuntos quaseordenados e < é a quaseordem
em A = Ay X -+ X Ay definida coordenada a coordenada, (A, <) satisfaz a propriedade da base
finita, se cada um dos conjuntos (A1, <a,), ..., (A, <a,) satisfaz.

Exemplo 1.6.5. O conjunto (N*, <), em que (ay,...,ay) < (by,...,b) se, e somente se, a; < by,
o ap < by, satisfaz a propriedade da base finita. Note que apesar de N ser um conjunto totalmente
ordenado, nio podemos afirmar o mesmo para (N¥, <).
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Exemplo 1.6.6. Seja m € N. Defina a relagao <,, em N como seque:
a1 <, as se, e somente se, a; < as e ag —a; =0 (mod 2m).

(N, <,,,) satisfaz a propriedade da base finita. De fato, seja {a;};>o uma sequéncia de elementos
de N. Podemos supor, sem perda da generalidade, que essa sequéncia é nao decrescente, ou seja,
a; < ag < ---. Se para cada a; associamos um r;, em que r; € {0,1,2,...,2m — 1} € o resto da
divisio de a; por 2m, eviste uma subsequéncia {a;, };>o tal que a;; = a;, = --- (mod 2m), e isso
conclui a afirmacgao.



Capitulo 2

Propriedade de Specht das Identidades
Graduadas de sio

Uma variedade U em uma classe de &lgebras (associativas, de Lie) tem a propriedade de
Specht, se todas as subvariedades de U podem ser definidas por um sistema finito de identidades
polinomiais. Quando isso ocorre, dizemos também que o ideal das identidades de U satisfaz a
propriedade de Specht. Em 1987, Kemer provou que toda variedade de algebras associativas
sobre um corpo de caracteristica 0 tem essa propriedade: o famoso problema de Specht. Se o
corpo ¢ infinito e de caracteristica positiva, foram construidos contraexemplos, por Belov ([3]),
Grishin ([14]) e Shchigolev ([28]). Para élgebras de Lie, pouco se sabe a respeito. Um resultado
de Iltyakov afirma que o T-ideal de toda dlgebra de Lie de dimensao finita é finitamente gerado,
em caracteristica zero ([17]). Se a caracteristica do corpo é positiva, como ja mencionamos, ha
contraexemplos.

Neste capitulo, provamos que a propriedade de Specht é satisfeita para o ideal das identidades
G-graduadas da algebra de Lie sl3(K) para todo grupo G nao trivial quando K é um corpo de
caracteristica 0.

De agora em diante, para simplificar a notacao, escrevemos simplesmente sly para denotar
sly(K), i.e., o conjunto das matrizes 2 x 2 de trago zero com entradas em K, um corpo de carac-
terfstica 0. Para evitar ambiguidades, sempre que necessario, denotamos a algebra sly por slS para
evidenciar a graduacao considerada.

Seja
1 0 0 1 00
=) =) =00
a base usual de sl,. Verifica-se facilmente que

he =2e, hf=-=-2f e ef=nh.

E importante observar que o produto entre os elementos de sl; nao é o produto usal e sim o produto
de Lie (neste caso, o colchete dos elementos).
A menos de isomorfismo, L = sly possui trés graduagoes nao triviais (veja [2]):

1. G:ZQI
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Ly =Kh, L1 = Ke ® Kf;

2. G = Zg X Zgi
Loy =0, Laoy =Kh, L1y =K(e+ f), Lay = K(e — f);

3. G =1
L,1 = Ke, LO = Kh, L1 = Kf, Lz = 0, 7 ¢ {—1,0, 1}

Nosso interesse € investigar a propriedade de Specht para a variedade gerada por sly. Nessa
dire¢ao, convém definir a propriedade somente em termos dos T-ideais da algebra de Lie livre
G-graduada.

Definicao 2.0.7. Seja L uma algebra de Lie G-graduada. Dizemos que IdG(L) tem a propriedade
de Specht se todo Tg-ideal I tal que I O [dG(L) tem uma base finita, ou seja, I € finitamente
gerado como Tg-ideal.

De forma sucinta, nosso objetivo é provar o seguinte resultado:

Teorema 2.0.8. Se char(K) = 0 e G ¢ um grupo qualquer, entio 1d°(sly) tem a propriedade de
Specht.

Note que se G é trivial, o resultado vale devido a um trabalho de Razmyslov de 1973 ([24]). De
agora em diante, assumimos G nao trivial. O ponto de partida para demonstrar o Teorema 2.0.8
consiste em estudar separadamente cada uma das tres graduacoes de sly dadas por Zs, Zo X Zsy €
Z.

Seja Z = {zi(g) :1>0,g € G}. Se B é um conjunto de polinomios da algebra de Lie livre
G-graduada L£(Z), dizemos que f € L£(Z) é uma consequéncia dos polinomios de B, se f pertence
ao Tg-ideal gerado por B, (B)TG. Em particular, se g € L(Z), g é consequéncia de f se g pertence
ao Tg-ideal gerado por f. Dizemos que f é equivalente a g e denotamos f = g, se g é consequéncia
de f e f é consequéncia de g.

A &lgebra de Lie livre G-graduada £(Z) é um conjunto quaseordenado se definimos para f,
g € L(Z), f < g se, e somente se, g é consequéncia de f. Se J é um Tg-ideal de L(Z), a

L(Z
quaseordem em £(Z) é herdada por %} ) Para os nossos fins, J = Id%(sly), ou seja, consideramos
L(Z
% como um conjunto quaseordenado. Disso, se f, g € £(Z), definimos
St2

f < g se, e somente se, g é consequéncia de f (mod I1d%(sly)), (2.0.1)

e dizemos que f=g¢g,se f<geg<f.

Note que se I é um Tg-ideal de £(Z) tal que I D 1d“(sly), entdo I é um conjunto fechado com
respeito a quaseordem (2.0.1).

Daqui para frente, omitiremos os parénteses no caso da normalizacao a esquerda, ou seja,

abc = (ab)c.
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Para simplificar de forma significativa a escrita, os seguintes abusos de notacao serao adotados:
ab® = abb,
e por indugao,
ab™ = (ab" )b para todo n > 2.
Observacao 2.0.9. Sequndo a nossa convencao, em geral
ab™ # a( T%g:i ) =0,

para todo n > 2.

2.1 A Zs-graduacao de sl
Nesta secao, supomos que a algebra L = sly é Zo-graduada, ou seja,
L=1Ly® Ly, com Ly =Kh e L; = Ke & Kf.

Na dlgebra de Lie livre Zy-graduada L£(Z), escrevemos o conjunto de varidveis Z como sendo a
uniao disjunta de dois conjuntos enumeraveis, digamos Z = X UY em que as varidveis z; € X
tem grau 0 e as variaveis y; € Y tem grau 1. Denotamos por £ = Ly @ L, a decomposicao de
L em componentes homogéneas em que Ly é o subespaco gerado pelos mondémios que possuem
um numero par de elementos de Y e L1 é o subespago gerado pelos monomios que possuem um
nimero impar de elementos de Y.

Para todon > 1e k > 0, Py, denota o espaco dos polinomios multilineares de grau n nas
variaveis i, ..., Tg, Y1, - - -, Yn—k. Uma vez que o mddulo quociente

Pyon—k
Pyon_i(sl2?) = ’
. k( 2 ) Pk,nfk ﬂIdZ2(Sl2>

é escrito como soma direta de Sy X S,,_i-moddulos irredutiveis, seu caracter é da forma
(sl5?) = (Pen-(sl3?)) = ®
Xkn—k\Sla™ ) = Xkn—k\Lkn—k\Sly = Mo rXe © Xr
ok, TFn—k

em que X, ® X, € 0 S X S,_j-caracter associado ao par de parti¢des (o,7) e m,, é a respectiva
multiplicidade.
A préxima proposicao descreve a sequéncia de cocaracteres Zo-graduados de sls.

Proposicao 2.1.1 ([26]). Seja

Xk,n—k(3l§2) = Z Mo rXo ® X7
ok, TFn—k

o (k,n —k)-cocaracter de sly. Entdo, para todo o=k e THn—k, m,, <1. Além disso, my, =1
se, e somente se, 0 = (k), T = (q+1r,q) e as sequintes condigoes sao satisfeitas:
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1. k#n;

2. r#mn;

3.r=1ouk+q=1(mod 2).

Para simplificar a notagao, denotaremos y, ® x, simplesmente por o ® 7.

Exemplo 2.1.2. Para n = 3, temos:

Xo03(sl3?) =0 ® ‘, x12(s15?) = ]@[ T Jexan(sly?) = [ o[ ]

No que segue, usaremos a convencao que simbolos iguais (barras ou tils) sobre varidveis signi-
ficam que uma alternancia é feita com respeito as mesmas. Por exemplo,

Y1Y2Ys = Y1Y2Y3 — Y3Y2Y1-

Seja ad(z) : £L — L a representacao adjunta aplicada a um elemento z € L, ou seja,
adz : w — wz. Dados vy, y2 € L1, defina Y] = ady; e Yo = adys.
Considere o operador

d(y1,12) = YI1Y2V5 = ViY1YaYs = ViVaYiYs — VaYiYaYi + VaYaV1Ys (2.1.1)
Defina a sequéncia de polinémios gg, g1, . . . da seguinte forma:

9o(y1, y2) = Y12

e indutivamente, para todo [ > 1,

9(y1,y2) = gi—1(v1, ¥2)d(y1, y2). (2.1.2)
Exemplo 2.1.3. Paral =1,

G1 (Y1, Y2) = Y1Y2d(y1, Y2) = V14271192 =
Y1Y201Y1Y2Y2 — Y1Y2Y1Y2Y1Y2 — Y1YeY2Y1Y2Y1 + Y1Y2Y2YoY1Y1 -

Pelo teorema anterior, se o ® T aparece com multiplicidade nao nula (consequentemente igual
a 1) em ygn x(sl5?), entdo o = (k) e 7 = (¢ +r,q) e além disso, os parametros k, ¢ e r satisfazem
certas condigoes. Usando a dualidade existente entre S x S, _p-representacoes e GL; X GLo-
representacoes, ja vimos que cada S X S, _p-modulo irredutivel associado a o ® 7 é gerado pela
linearizacao completa do vetor de peso maximo associado ao mesmo maédulo.

A seguir, uma lista de vetores de peso méximo que geram os GGL; X G Lo-moédulos irredutiveis
cujos caracteres aparecem com multiplicidade nao nula na decomposicao de Y, (s2%).

(1a) fo.qr(1,92) = gi(y1, y2)y], com ¢ =21+1,1>0, r > 0;

(1b) fo.gr (V15 y2) = g1 (Y1, Y2) Y[ Jp, com ¢ =21, 1 >0, r =25+ 1, s > 0;
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2a fk,q,r T, Y1,Y2 (yl y2)3/137 COHI]C>O,q:2l—|—17l2077':28+1, 8207

( ) =

(2b) frqr (@ y1,y2) = z[d(y1, yo)|'yiz* ! com k >0, ¢q=21,1>0,r=25+1, s > 0;
) = x[d(y1, vo)|'Gy 2"y, com k par >0, ¢q=21+1,1>0,r =2s, s > 0;
) =

3b) frgr(®, Y1, 92 (Y1, ¥2) U1 2"Yoy7, com k fmpar, g =21, 1 > 0, r = 2s, s > 0;

(3¢) froqr(z,91) = :vylxk Lyr=! com k fmpar, r par > 0.

) (

) (
(3a) frgr(®, 1,92
(3b) (

) (

Note que cada vetor de peso maximo fj,, estd associado a uma tnica tripla de inteiros nao
negativos (k,q,r). Reciprocamente, uma tripla (k,q,r) de inteiros nao negativos satisfazendo
k # n, r # n (n denota a soma k + ¢+ r) ¢ uma das condigdes 7 = 1 ou k + ¢ = 1(mod 2) estd
associada a um tunico vetor de peso maximo f;,,. Disso, temos a seguinte correspondéncia:

(ka q, T) A fk,q,'r

Abaixo, ilustramos essa correspondéncia, no caso n = 3.

Exemplo 2.1.4.

0® | «— (0,1,1) «— fo1,1(v1,%2) = v1yen

D®D:| — (17072) — fl,0,2($7y1) = $y12
e ] = (2,0,1) = foou(z,p1) = zpprz

Denote por
Mlaa M167 MQG,; MZba M3aa M3ba M3c

os conjuntos de vetores de peso méximo associados a (la), (1b), (2a), (2b), (3a), (3b) e (3c),
respectivamente, e defina

M = MlaUMlbUMgaUMQbUMgaUMgbUMgc. (213)

Para cada i € {(1a), (1b), (2a), (2b), (3a), (3b), (3¢)}, denote por A; o subconjunto de triplas de
N3 associado a M; (aqui N denota o conjunto dos inteiros nao negativos). Disso,

A = {(0,¢,7) + ¢=20+1,1>0,r > 0};

Ay, = {(0,q,7) : ¢=2I,1>0,r impar};

Asy = {(k,q,7) : k>0,g=20+1,1 > 0,r impar};
Ay = {(k,q,7) : k>0,9=21,1>0,r impar};
Ase = {(k,q,7) : kpar,q=20+1,1>0,r par};
Asy, = {(k,q,r) : k impar, ¢ =2l,1 > 0,r par};
As. = {(k,0,7) : k fmpar, ¢ = 0,r par > 0}.

Dado um 7%,-ideal I que contém o ideal das identidades Zs-graduadas de sly, existem duas
possibilidades:
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o I =1d"(sly);
o 1 21d™(sly).

Se o primeiro caso ocorre, I é finitamente gerado (veja [22]). Caso I 2 1d%2 (sl,), uma vez que M
gera £(Z) (mod Id%2(sly)), como Ty,-ideal, existe um subconjunto M’ de M tal que I = (M')™
(mod Id%2(sl,)). Nosso principal objetivo neste capitulo é refinar o conjunto M’ a um conjunto
finito de elementos que ainda gere I. Dados dois vetores de peso maximo fy,, € fir g em M’
tais que fy 4 € consequéncia de f,, (mod IdZQ(slg)), a ideia consiste em eliminar fi . ,» de M,
ja que M' — {fir.4,»} continua gerando I. O procedimento adotado serd o seguinte: mostraremos
que nao existe um conjunto infinito de vetores de peso maximo ndo comparaveis (com respeito a
quaseordem (2.0.1)). Ou seja, é possivel reduzir M’ a um conjunto finito de geradores. Uma vez
que M é uma uniao finita, bastara verificar isso em cada M;.

Para os nossos fins, em cada um dos conjuntos A;, definiremos uma quaseordem <,, de forma
que: (A;, <4,) satisfaga a propriedade da base finita e <4, induza a quaseordem (2.0.1) da algebra
de Lie livre graduada £(Z). Aqui a palavra induzir significa que se duas triplas de um mesmo
conjunto estao relacionadas pela quaseordem do mesmo, entao os polinomios associados estao
relacionados pela quase ordem de £(Z). Para isso, em seis dos sete conjuntos (A, Aga, Aop, Asa,
Asy, As.) a quaseordem natural de N definida coordenada a coordenada serd suficiente. Apenas
em Aj;, definiremos uma quaseordem mais sofisticada.

Precisamente, para cada conjunto A;, com i € {la,2a,2b, 3a, 3b, 3c}, defina a seguinte quase-
ordem <y, :

(kyq,r) <a, (K',q',r") se, e somente se, k < k', ¢ <q¢ er <r. (2.1.4)

J& que em cada conjunto A; fixo a quaseordem <, coincide com a quaseordem de N* definida
coordenada a coordenada, para simplificar a notacao e induzir o leitor ao uso da ordem usual,
denotaremos <4, simplesmente por <.

Uma consequéncia imediata de (2.1.4), observada no Exemplo 1.6.5, é a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.5. Para todo i € {la,2a,?2b,3a,3b,3c}, (A;, <) satisfaz a propriedade da base
finita.

Como fi 4, ¢ um vetor de peso méximo, existe uma substituicao em sly que nao anula fj 4,
(caso contrério, f . seria uma identidade de sly). Afirmamos que a substituicdo z = h, y; = e+ f
e yo = f funciona para todo fy,, € M. Tal substituicao é usada em [26] para mostrar que fi ., ¢
de fato um vetor de peso maximo.

Antes de iniciarmos céalculos efetivos envolvendo os elementos de sly, chamamos atencao nova-
mente que o produto de elementos de sls se trata do produto dado pelo comutador, nao do produto
usual de matrizes. O leitor deve estar atento que segundo a notagao adotada no inicio do capitulo

n —
ab™ # a(u) = 0, para todo n > 2.
n—vezes

Para mostrar fi,,(h,e+ f, f) # 0, serd necessario o seguite lema.

Lema 2.1.6. Sejam gi(y1,92) e z[d(y1,y2)]' 0s polinémios definidos sequndo (2.1.1) e (2.1.2).
Entao:
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2041 204+1

1. gilayr, y2) = &gy, y2), gy, ayz) = o> gi(y1, 1)

2. hld(e+ f. ) = aqile + f, f) = (=8)h;
3. gile+ [, f)(e+ ) = (=8)'4°h, gie + f, f)(e+ f)**' = (=8)'4°2(e — f).
Demonstracao. O item 1 segue do fato que g; é multihomogéneo de grau 2l + 1 em y; e yo. Como
hee [ f=—hfefe—hefef = (=8)h e hle+[)* = (h(e+ f))(e+ f) = 4h,

a substituicao y; = e+ f e ys = f resulta em

gole + [, f)=(e+ )f =

e, consequentemente,

aie+ f,f) =nld(e+ f, )] = hld(e, f)]' = (=8)'h.
Portanto,

gile+ £, f)le+ f)* = (=8)'hle + [)* = (—8)'4"h
e disso segue que gi(e + f, f)(e + f)**! = (=8)4%h(e + f) = (—8)'4%2(e — f). O
Proposicao 2.1.7. Para todo frqr € M, frqr(hye+ f,f) #0.

Demonstracao. (la) Segue do item 3 do lema anterior.

(1b)

Jogr(hye+ [, f) =
gale+ f, e+ f) e+ )f —gale+f, flle+ f)fle+f)
= (=8)'2(e— f)le+ f)f —(e— f)f(e+ /)]
= (=8)" 4 (—4)(e+ f) £0.

(2a) frgr(hse+ [ f)=ale+ [, f)le+ f) Wt = (— 8) 2(e — )hk'

Frar(hoe+ £, f) = (=8)'4°2(=2)"(e -
Frar(he+ £, f) = (=8)'4°2(=2)" (e +

(2D) frgr(hoe+ £, f) = Dld(e + f, /)] (e + f) BF

= (=
Frar(hie + f, ) = (=8)'4°2(=2)" (e + f)
Frar(he+ £, f) = (=8)'4°2(=2)" (e — f

k ,
se k é par;

) #
) # se Kk é impar.
8)'4°2(e — f)hF1.

, se k épar;

£0
#0, se Kk éimpar.

frar(hoe+ £, ) = hldle+ f, ) (e+ HRFle+ f)

I
~~ I/~
|
oo
~— ~— ~—
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(3b)
frar(hoe+f.f) = gale+f, fle+ )R fle+ f)
= (=8)'h(e+ A fle+ f)
= (=8) (2028 h(e + f)"
_ ( 8)l 1( 2)2k+145h7é0
(3¢)

hanlled 1) = hles DI et 1y
= 2(e— )M e+ )t
2(=2)F12" " h # 0.

]

Note que cada vetor de peso maximo fj 4, ¢ um polinomio multihomogéneo com deg,, f o.» = k,
deg,, frogr =q+T, deg,, frqr = ¢ € mais uma particularidade: o parametro ¢ indica o nimero
de pares distintos (y1,y2) que s@o alternados. Para exemplificar, vejamos as seguintes corres-
pondencias:

0 - (0,3,1) <= fos1(y1,v2) = 91(y1, ¥2)y1 = Y1Y20, V1020201

[ ]® ¢ (1,2,0) < firo0(7,y1,92) = 2d(y1,y2) = 2Y,J1927>

Observe que o grau de x do polinémio f 4, corresponde ao nimero de quadrados do diagrama a

esquerda do produto tensorial. Ja os graus em y; e yo correspondem ao nuimero de quadrados da

primeira e segunda linha, respectivamente, do diagrama a direita. Note que como g1 (y1,y2)y1 =

V1Y U1 V1020201 = —Y2U1T1 Y1 Y2Y2Y1, O primeiro par (yp, y2) que aparece neste polinémio é alternado.
A seguir, ficard evidente a escolha de fj ,, para vetor de peso maximo.

Lema 2.1.8. Seja f = f(x,y1,y2) um polinomio multihomogéneo em que deg, f =k, deg,, f =

q+r edeg, [ =gq. Sef nao é uma identidade de slZ e f ¢ alternado em q pares distintos
(y1,92), entdo f gera (mod [dZQ<Sl2)) um GLi X GLy-mddulo irredutivel cujo Sy X S,_i-caracter

correspondente € X (k) @ X(q+r.q)-

Demonstra¢ao. Suponha que exista uma permutacdo o e transposicoes disjuntas 7, = (miny), ...,
7, = (myn,) do grupo simétrico S,,, com n = k + 2q + r, tais que

(kq—l—rq

fx,yn,y2) = (Y yd)om ...y = (T ... 2y1 ... Y1Y2 ... Y2)OT ... T,

com m; = 1 — 7;. Recordamos que .S, age a direita em um monomio permutando a posicao de suas
variaveis e a acao ¢ estendida a K.S,, por linearidade. Note que cada transposicao indica as posicoes
das variaveis y1,y> em f, nao necessariamente nessa ordem, que sao alternadas. Suponha, sem
perda da generalidade, que m; é a posicao de y; e que n; é a posigao de ys, para todoi € {1,...,q}.
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Defna ¢ = g(z1,....%6y1,- -, Yn-k) € Prn—r como segue. No monomio
(x...xY1...Y1Y2...Y2)0 troque as varidveis x por xy, ..., xx. Para cada i, troque y; na posigao
m; POT Y2i—1 € Y2 Na POSi¢ao n,; por ys;. Finalmente, troque os r-restantes y; por yogi1, - - - Yn—k-
Definindo

T = 112 ...1k e Tipirg = 1] 3 |...|2¢-1]2¢g+1] ... |[n—k
2 4 ... 2q

nao ¢é dificil ver que e, er,, g, renomeando as varidveis se necessario, ¢ a linearizagao de f,
em que er,, €r,,, , Sao0 os idempotentes essenciais de KSy, KS,,_r que correspondem as tabelas
Tk, T(q4r,q), Tespectivamente. Portanto, f gera um G'L; x G'Ly-mddulo irredutivel cujo Si X Sy~
caracter correspondente ¢ () @ X(q4rq)- Para generalizar esse argumento para um [ arbitrario,
escreva f = ayfi+---+a.f, com o; em K e f; como antes, e repita o argumento para cada f;. [

Para tornar claro o procedimento anterior, vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 2.1.9. O polinémio xd(y,,y2) = xY,91Y2Y, € alternado em 2 pares distintos (yi, ).
Definindo g(x1,y1, Y2, Y3, Ya) = T1Y1Y3Y4Y2,

Ty = e Tpa =

obtemos que er, et , g, a menos de uma renomeagao das varidveis, € a linearizagdao de xd(y1, ya).

Agora, estamos aptos a relacionar, para cada i fixo, a quaseordem de A; com a quaseordem de
M;. Em outras palavras, vamos mostrar que

fr.qr tem como consequéncia fi 4 (mod 1d?(sly)), desde que (k,q,7) <a, (¥, ¢, 7")
Devido a transitividade da quaseordem sera suficiente mostrar:
(k,q,r) (K',q,r) implica em  fi o, < frrgrs

<4,
(k,q,7) <a, (k,q',r) implica em  frgr < frg.r
(k,q,r) <a, (k,q,r") implicaem frgr < frgr-

Em geral, nao é um trabalho facil decidir, dados dois polinomios, quando um deles é con-
sequéncia do outro. Nessa direcao, o lema 2.1.8 é uma poderosa ferramenta. Ele serd aplicado da
seguinte forma: dados fiq, € fir 4, para mostrar que fr,, < fir g, serd suficiente encontrar
uma consequéncia de f 4, digamos g, satisfazendo:

e ¢ é um polinomio multihomogéneo;
e deg, g =1F, deg, g=q +1" edeg,g=7q}

e g ¢ alternado em ¢ pares distintos (y1, y2);
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e ¢ nao é uma identidade de sli5.

Pelo Lema 2.1.8, g e fi 4, geram modulos irredutiveis isomorfos. Como a multiplicidade de cada
modulo irredutivel que aparece na decomposicao de caracteres de sly é 1, isso garante que g é
equivalente a fi/ o/ .

Com o intuito de familiarizar o leitor com algumas técnicas, comecaremos com Ay, e My,.

Lema 2.1.10. Sejam (k,q,r), (K',¢',7") € Ag,. Se (k,q,7) < (K, ¢, 1") entao frqr < firqr-

Demonstragao. O vetor de peso maximo associado a (k,q,r) é

fk,q,r(xa Y1, y?) = gl(yh y2)y71“xk’

com ¢ = 21 + 1 para algum [ > 0. E facil ver que (k,q,7) < (K, g, r) implica em Jrgr < frr.qr, ja
que g;(y1, y2)yiz® pode ser obtido multiplicando a direita g;(y1, y2)yj2* por z (k' — k)-vezes.

Agora, consideremos os demais casos, isto é, (k,q,r) < (k,¢',r) e (k,q,7) < (k,q,7"), ou
equivalentemente, ¢ < ¢’ e 7 <1’ (com os demais paramétros fixos).

Suponha 7 < 1. Sejam g;(y1,v2)y;2* e gi(yr, y2)yl 2 os vetores de peso méximo associados a
(k,q,7) e (k,q,r"), respectivamente. Como 7" —r =0 (mod 2) e a quaseordem §é transitiva, basta
mostrar o caso r’ = r + 2. Substituindo z por x + x; em g(y1,vy2)y;z* e usando a identidade
wrir = wrr; de sl?Q, vélida para todo w € L£(Z), na componente homogénea de grau 1 em xy,
obtemos como consequéncia o polindmio g;(y1,y2)ys 1251, Trocando no polinémio anterior
por zy?, tem-se

9(z,y1,92) = a(yr, y2)y; (zy?) "1

Considerando a substituicao x = h, y1 = e+ f e yo = f, pelo Lema 2.1.6 temos

glhye+ f,1) = ale+ [, /)(e+ f) (h(e+ f)*)n*
= (=8)'42(e — f)(4h)h*!
= 8(—8)'4*(e — )" #0.

Assim, g nao é uma identidade de sly. Uma vez que g satisfaz as hipéteses do Lema 2.1.8, g = f .-
Portantov fk,q,r < fk,q,r’7 Jé que fk,q,r < g-

Por dltimo, suponha ¢ < ¢/, i.e., [ < I'. Sejam g;(y1,v2)yiz* e gr(y1,y2)y 2" os polinémios
associados a (k, q,r) e (k,q,r"), respectivamente. Como no caso anterior, podemos assumir I’ = [+1
e temos que g;(y1, y2)yi 212571 é uma consequéncia de g;(y1, y2 )y 2*. Substituindo z; por zd(y1, y2),
obtemos

ai(yr, y2)y1 (zd(ys, y2)>33k_1-

Com um célculo semelhante ao feito anteriormente, é possivel verificar facilmente que esse po-
lindbmio nao se anula quando avaliado em x = h, y; = e+ f e y = f. Como no caso anterior, o
resultado desejado é obtido. Isso completa a prova. O

A prova do proximo lema segue exatamente o mesmo raciocinio do anterior. Optamos em
demonstra-lo, para fixar os argumentos.

Lema 2.1.11. Seja (k,q,7), (K',q,r") € Ag,. Se (k,q,7) < (K, ¢,r") entao frqr < firqr-
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Demonstracao. O vetor de peso maximo associado a (k,q,7) € Ay, é

fqu(l”,ybyz) = z[d(y1,y2)] ylrifk 1>

com ¢ = 2I. E facil ver que (k,q,7) < (K, q,r) implica em fqu < fw qr, quando k < K.

Suponha r < 7. Sejam z[d(y1, yo)]'yi 2" e x[d(yy, y2)]'y} 2" os vetores de peso méximo
associados a (k,q,r) e (k,q,r"), respectivamente. Basta mostrar o caso ' = r 4+ 2. Substituindo x
por = + 1 em g;(y1, y2)y 2" e usando a identidade de sI52, wx x = wrx, para todo w € L£(Z) na
componente homogénea de grau 1 em z;, obtemos como consequeéncia x[d(y1, y2)]'y2* 1 + (k —
D)z[d(y1, y2)]) 'y 212572, Substituindo no tltimo polinémio z; por zy?, temos:

9(@,y1,92) = (2y®)[d(yr, v2)'yi2" " + (k — Dald(yr, y2)]'vi (ayi)z

A substituicaio x = h, y1 = e+ f, y2 = f e r = 2s + 1 resulta em

g(h,e+ [, f) = (h(e + f)*)d(e + f, ) (e + ) R+
(k= Dhld(e+ f, f)] (e + f) (h(e + f)*)h"~2

= 4(=8)!4%2(e — F)RF 1+ (b — 1)4(—8)'4%2(e — f)h!

— k(-8)42(e — [ A0,
Assim, g nao ¢ uma identidade de sly. Pelo Lemma 2.1.8, g = fi 4,». Portanto, fr 4, < frqgr-

Suponha ¢ < ¢, ie., I < I'. Sejam z[d(yi,y2)]'yjz* " e 2[d(y1,y2)]" yj2* ! os polindmios

associados a (k,q,r) e (k,q',r), respectivamente. Como no caso anterior, podemos assumir !’ =
[ + 1. Substituindo z; por xd(y1,y2) em x1[d(y1, yo)|'yix" =1 + (k — )x[d(y1, yo))'y x1252, temos

wld(yr, y2) yiat T+ (k= Dald(yr, yo))'yi (2d(yr, y2)) 2",

Como esse polinomio nao se anula em z = h, y; = e+ f e yo = f, obtemos o desejado. O

k—2

Até agora, sem muito esforco, foi possivel enxergar a propriedade de alternéncia entre as
variaveis y; e yo em certos polindmios multihomogeéneos. Isso se deve ao fato que, até entao,
trabalhamos apenas com polinomios que sofreram uma pequena variacao de um vetor de peso
maximo fi,,. O exemplo seguinte, trata de um polinomio multihomogéneo no qual verificar a
propriedade de alternancia nao é imediato.

Exemplo 2.1.12. Seja xd(y1,y2) = xY,9192Y,. Considere d = d'(x,y1,y2,y) a componente ho-
mogénea de grau 1 em y de x[d(yy +y,y2)] e d’ = d"(x,y1,y2,y) a componente homogénea de grau
1L emy de x[d(y1,y2 +y)]. Um cdlculo simples resulta em

d'(x,y1,92,y) = TYaYs + Y1 Y2V,
d"(,y1,92,Y) = Y919 + Y1157
Somando d'(x,yy1,ye, y122) € d"(z,y1, Y2, Yo%) obtemos o polindmio multihomogéneo

g(z,y1,92) = d' (2, y1, Y2, 12%) + d" (2, Y1, Yo, yox?)

—~—

= x(12?) 1 Y2Us + 21 (1122)Y2Ts + 271 Y1 (Y222)Ys + Y1 1172 (y22?)
= (21020, + 2%, (112°)%Ts + 27,01 (9227 s + 271 51 92(Ya2?),

que € alternado em 2 pares distintos (y1,y2), assim como xd(y1,yz).
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Lema 2.1.13. Sejam (k,q,r), (K',¢',7") € Ase. Se (k,q,7) < (K, ¢, 1) entao frqr < firqr-

Demonstrag¢ao. O polindomio associado a (k,q,r) é

fk,q,r(xa Y1, y2) = x[d(y1, ?JQ)]lylxk_l@Qy{-

E imediato que figr < frqr, se 7 < . A prova que fro, < frgs quando ¢ < ¢, é analoga
feita no Lema 2.1.11.

Agora, suponha k < k. Sejam z[d(y1, yo)| 2" Yoyl e z[d(y1,v2)] 7,251 Toy) os vetores de
peso maximo associados a (k,q,7) e (k + 2,q,7), respectivamente. Sejam f' = f'(x,y1,y2,y) e
"= f"(x,v1,v2,y) as componentes homogéneas de grau 1 em y dos polinoémios fy ;. (2, y1 + Y, y2)
e frqr(T,y1,y2 + y), respectivamente. Substituindo y por y;2? em f’ e y por yoz? em f”, temos
as seguintes consequeéncias de fi 4,

F@oyyo, 12®) = d' (2, y1, y2, 120 2" Yoyt + 2[d(yr, vo) 'y 2?2 gyt +
zld(yr, )l T2 Yy (g )y 4 -+ 2ld(yn, v2)] T2 T Y (nie?)

1

£ (@ gy, y2x®) = &' (2, y1, Yoo o), 2 Yoy + [d(yn, y2)) Yy 2 yaayn "

em que d = d'(x,y1,12,y) é a componente homogénea de grau 1 em y de x[d(y; + y,v2)]" e
d" = d"(x,y1,v9,y) é a componente homogénea de grau 1 em y de x[d(y1, 42 + y)]'. A soma dos
polinomios anteriores juntamente com a igualdade

zld(yr, y2)) 12" ey + zld(yn, yo)) iz g,y =
zd(y1, y2)]' Gy 2®) 2" Yoyt + 2[d(yr, v2)) Yy 2" Yo in”

resulta em

9(@,y1,92) = (2,91, 92, 012%) + (2,91, 9o, y22”) =

[d' (2, y1, 2, 112%) + d" (2, 91, Y2, 1222) 712" oyt +

wld(yr, yo)]' G2*) " Toyi + @ld(yr, o) Tra" T T2 +

ld(yr, y2)lGua " G (yr2®)ypn e 2y )] i Ty T ().
Note que d'(z,y1,y2, 12%) + d" (2,91, Yo, yox?) é um polinomio multihomogéneo de grau 3 em x
e de grau ¢ — 1 em y; e yo. Além disso, é alternado em ¢ — 1 pares distintos (y1,%2). Uma

vez que f'(x,y1,Y2,v) e f"(x,y1,y2,y) sdo componentes de grau 1 em y de fy (T, 91 + Y, y2) €
Jrqr (@, Y1, Y2 +y), respectivamente, temos

glhoe+ f.f) = [flhe+ [ fAle+ )+ f'(he+ f [,Af)
= 4q+r)fogr(hye+ [, f) +4qfegr(h e+ f, f)
= 4(2¢+ 1) fugr(hoe+ [, f) #0,
em que o fato do resultado ser nao nulo é obtido usando a Proposicao 2.1.7. Assim, g =

'z, y1,y2, 12?) + f" (2,91, y2, y22?) ndo é uma identidade de sly. Como g é multihomogéneo
de grau k+2em x, g+ 1 em y; e ¢ em ys, pelo Lema 2.1.8, concluimos que g = fy12,4,. Portanto,

fk,q,r S fk+2,q,r- D
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Lema 2.1.14. Sejam (k,q,7), (K',¢',7") € Asp. Se (k,q,r) < (K',¢',r") entdo frgr < frrqr-

Demonstracao. Ja que o vetor de peso maximo associado a um elemento de Agy, é

91 (Y1, Y212 Tot = vayald(yr, o) T2 Toy
a prova ¢ analoga a do lema anterior. O]

O lema a seguir relaciona a quaseordem de As. com a quaseordem de Mj. e tem uma prova
simples, se comparado aos anteriores.

Lema 2.1.15. Sejam (k,0,r), (K',0,7") € As.. Se (k,0,7) < (K',0,7") entdo fror < firo.-

Demonstra¢ao. Como o polindémio associado a (k,0,r) € As. é

fk,O,r<x7 yl) = mylxk_lyg_lv

é imediato que fio, < fro., se r < 1. Para provar que fio, < firo, basta proceder da seguinte

forma: troque y; por y; +y em zy 2y, no novo polindmio troque y por y;2? na componente

homogénea de grau 1 em y. Finalmente, conclua que o polinomio resultante nao se anula quando
avaliadoem z =h, y1 =e+ f ey = f. ]

Uma consequéncia imediata dos lemas anteriores é o seguinte corolario:

Corolario 2.1.16. Para todo k > 0 e a, b, ¢ > 0, se figr, fet20,g+20042c € M; com
i € {2a,2b,3a,3b,3c}, entao frgr < fit2a.g+2br+2c-

Lema 2.1.17. Sejam (0,q,7), (0,¢,7") € A1a. Se (0,q,7) < (0,¢,7") entao foqr < fo.q -
Demonstra¢ao. Como o vetor de peso méaximo associado a (0,¢q,7) é

Joar (W1, v2) = g1(y1, y2)y1

¢ suficiente mostar que fy 442, ¢ uma consequéncia de fy,,. Se r é par, multiplique a direita
91(y1, y2)y] por d(yy,y2) e se r é impar, multiplique duas vezes por (y1y2). Isso resultarda em

9 (y1, y2)yid(y1, v2) € gy, y2)yt (y1y2)?,

respectivamente. Pela Proposicao 2.1.7, é facil ver que ambos nao se anulam em z = h, y; = e+ f
eys=f. [l

Considere a quaseordem <,,, em Ay, definida por:

(0,q9,7) <a,, (0,¢',7") se, e somente se,
g<qder=r"oug<qer<r ou

g=4q er"—r =0(mod 2q).

Proposicao 2.1.18. (Ay, <1) satisfaz a propriedade da base finita.
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Demonstracao. Seja {(0,¢;, ;) }ien uma sequéncia em Ay, tal que ¢; < ¢g; e r; < rj, para todo
i < j (toda sequéncia {(0,q;,7;)}ien possui uma subsequéncia dessa forma). Entao, existe uma
subsequéncia que satisfaz: ¢; < gjer,=r;ougq <gjer; <rjoug =gq; er; —r; =0 (mod 2¢;),
para todo i < j (veja o Exemplo 1.6.6). Em qualquer um dos casos

(0,q1,71) <15 (0,q2,72) <1 (0,q3,73) <1p - .

A quaseordem anterior também induz a quaseordem de £L(Z).
Lema 2.1.19. Sejam (0,q,7), (0,¢',7") € Ay, Se (0,q,7) <a,, (0,¢,7") entao foqr < foqr-
Demonstracao. Existem trés possibilidades:

1) g<qd er=r1;

2) g<qd er<r’

3) ¢=¢ er’" —r =0(mod 2q).

1) Suponha ¢’ = q¢+2er =1r'. Seja

Gi—1 (Y1, Y2) Y1919

o vetor de peso maximo associado a (0, ¢q,7) € Aj,. Multiplicando a direita o elemento g;—1(y1, ¥2)Y 71V
duas vezes por (y1y2) obtemos

91-1 (Y1, y2) Y1172 (1192)°,
que nao é uma identidade de sl,.

2) Suponha ¢ = ¢+ 2 com ¢ + 2l e r < r’. Para mostrar que fo,, < foqm, jd que g+ 1 ¢
impar, pelo lema anterior e pela transitividade da quaseordem, basta mostrar que fo ., < fog+1.r
e foqtrir < foqr2,. Com efeito, sejam

Gi-1(y1, Y2) Y11 Vs € 9y, y2) v
os vetores de peso maximo associados a (0,¢q,7) e (0,q + 1,77), respectivamente. Multiplicando &
direita por (y;y2), obtemos como resultado
gi-1 (Y1 y2)y1 V1 Y2 (1y2) € iy, y2)y1 (y1yz).
Ambos nao se anulam quando avaliados em x = h, y; = e+ f ey, = f.

3) Finalmente, considere o caso ¢ = ¢ e ' —r = 2q. Substituindo y, por y1y2y; em

91-1(y1, Y2) Y17, Y, (0 vetor de peso méximo associado a (0,¢q,7)), obtemos o polindémio
9, y2) = g-1(y1, Y1y2y1) Y1y, 19250,

de grau r’ em y; e de grau ¢ = 2l em y,. Substituimos y; = e+ f ey = f:

gle+£.0) = galetf.2e=le+ f)re+ f2(e—f)
= 2giale+ fre—flle+ e+ fe—f#0,

usando que g;_1(e + f,e — f)(e + f)" é miltiplo de e — f, j4 que r é fmpar, e também que
gi—1(e + f,e — f) é multiplo de h (ndo nulo). O
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Recordamos que cada conjunto A; de N? estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto
dos vetores de peso maximo M;. Se denotamos por A a uniao disjunta

A=A1,UAp U Ay U Ay U A3, U Agy U As,

entao A também esta em correspondéncia biunivoca com M.

Como A é a uniao dos A;’s e cada A; é quaseordenado, existe uma quaseordem natural em A
que é induzida pelas quaseordens dos A;’s. Em outras palavras, definimos a quaseordem <, em
A como segue:

u <4 v se, e somente se, 37 tal que u,v € 4; e u <y, v (2.1.5)
em que <4, é a quaseordem de A; e i € {la, 1b,2a, 20, 3a, 3b, 3c}.

As proposicoes subsequentes funcionam como conexoes entre a existéncia de uma base finita

para os 17,-ideais que contém o ideal das identidades Zq-graduadas de sls e a propriedade da base
finita sob o ponto de vista de teoria de conjuntos.

Proposicao 2.1.20. (A, <,) satisfaz a propriedade da base finita.

Demonstracao. Uma vez que A = A, U Ay U Ag, U Agy U Az, U Aspy U Az, o resultado segue de
(2.1.5) e das proposigoes 2.1.5 e 2.1.18. O

Proposigao 2.1.21. Se (k,q,r) <a (K',¢',7") entao frqr < firq -

Demonstragao. Segue imediatamento de (2.1.5) e dos lemas 2.1.10, 2.1.11, 2.1.13, 2.1.14, 2.1.15,
2.1.17 e 2.1.19. O

A seguir, daremos a prova do Teorema 2.0.8, no caso G = Z.

Teorema 2.1.22. Se char(K) = 0, entdo o ideal 1d**(sly) das identidades graduadas de sI52
satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstracao. Por [22],
]:dZ2 (Slg) = <.T1I2>TZ2 y

isto é, o ideal da identidades Zs-graduadas de sly é gerado como T7,-ideal pelo polinomio z;xs.

Seja I um Ty,-ideal de L£(Z) tal que I 2 1d%2(sly). Recordamos que M é o conjunto dos
vetores de peso maximo correspondentes aos caracteres que aparecem com multiplicidade nao nula
(consequentemente, igual a 1) em xj,—k(sl2), n > 1, 0 < k < n; portanto £(Z) é gerado por M
(mod Id*2(sly)).

Uma vez que £(Z) D 1 2 1d% (sly), existe M’ C M tal que I é gerado por M’ (mod Id%(sly)).
Seja A’ o subconjunto de A C N3 correspondente a M’. Como A satisfaz a propriedade da base
finita (Proposi¢ao 2.1.20), existe um conjunto finito By tal que

By C A' C B,. (2.1.6)
Denote por Ny o subconjunto de M’ correspondente a By. Como consequéncia de (2.1.6)

No C M’ C Ny,
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em que Ny é o conjunto dos polinémios que sdo consequéncias dos polindomios de Ny. Com efeito,
se frqr € M', entao (k,q,r) € A'. Ja que A" C By, existe (ko,qo,70) € Bo tal que (ko, qo,70) <a
(k,q,r). Pela Proposicao 2.1.21, fr, s < frqr € consequentemente fi ., € Ny. Segue que

I= <N<J,IdZQ(512)>TZ2 = (No, m122) "% |

o que completa a prova do teorema. O

2.2 A 7 x Zs-graduacao de sl

Nesta secao, consideramos a Zy X Zso-graduacao de L = slo, ou seja,
L= Lo ® Lao® Loy ® Ly,

com
L(070) = 0, L(LO) = Kh, L(O,l) = K(e + f) (§ L(l,l) = K(e — f)

Assim, na élgebra de Lie livre £(Z) decompomos Z na uniao de quatro conjuntos infinitos disjuntos
exigindo que seus elementos tenham grau homogéneo (0,0), (1,0), (0,1), (1,1), respectivamente.
Como antes, isso induz uma Zy X Zy-graduacao em L£(Z) e a dlgebra resultante é a dlgebra de Lie
livre Zo X Zy-graduada.

Como Supp(sl2>*#) = {(1,0),(0,1),(1,1)}, vamos trabalhar apenas com as varidveis dessas
componentes homogéneas. Denote por z;, y; e z; as varidveis de grau homogéneo (1,0), (0,1) e
(1,1), respectivamente.

Para todo p > 0, ¢ > 0 e r > 0, seja P,,, o espaco dos polinomios multilineares de grau

n = p+ q + r nas variaveis x1, ..., Tp, Y1, - - -, Yg» 21, - - -, Zr. Como 0.5, x S, x S,-moédulo
ZoxZao\ __ PP?‘LT
Pp7q77’(8l2 ) - P IdZQXZZ I
pagr [ (sl2)

pode ser escrito como soma direta de S, x S, x S,-médulos irredutiveis, seu caracter tem a forma

Xpar (5152772) = Xpgr (Ppgr(s1327%)) = Z Mg, rxXo & Xr & X

obFp, THq
wr

em que p+q+7r=mn, Xo ®Xr Xx ¢ 05, xS, x S,-caracter associado a tripla de parti¢oes (o, 7, 7)
e My - ¢ a correspondente multiplicidade.
A préxima proposicao descreve a sequéncia de cocaracteres Zo X Zs-graduados de sls.

Proposigao 2.2.1 ([26]). Seja

Xpar (S5 = " MoraXo @ Xr @ Xn

obp, THq
Ter

o (p,q,r)-cocaracter de sly e n = p + q+ r. Entdo, para todo o &= p,7 F q, 7 =1, my,. < 1.
Além disso, my, .- = 1 se, e somente se, 0 = (p), 7 = (q),m = (1) e as sequintes condigdes sao
satisfeitas:
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Lp#n, q#n, r#n;
2.p+q=1ouqg+r=1(mod 2).

Exemplo 2.2.2. Para n = 3, os modulos que aparecem na decomposicao sao aqueles associados
as sequintes triplas de particoes:

Vol Jol [ 0o [ [o [ |obel [ |}
Lo [ o0, [ ] o0 [ ] | |®0.

A seguir, escrevemos uma lista dos vetores de peso maximo que geram os GLy X GLy x GL;-
modulos irredutiveis cujos caracteres aparecem com multiplicidade nao nula na decomposicao de

Xp.aq, T(5l22XZ2)

1) gogr(T,y,2) = 2y?2"" L com ¢ fmpar, r > 0;

(1) ( )

(2) gogr(x,y,2) =yz%" !, com q par > 0, r {mpar;

(3) gpgr(x,y,2) = zylaP~12", com p par > 0, ¢ impar, r > 0;
(4) gpgr(z,y,2) = x2"2P"1y?, com p par > 0, ¢ par, r {mpar;
(5) gpor(z,y,2) = zaPz""1 com p fmpar, r > 0;

(6) gpgr(T,y,2) =yaPy?2", com p fmpar, q par > 0, r > 0;
(7) gpgr(x,y,2) = 22"y%P~! com p impar, ¢ impar, r par.

Note que cada vetor de peso méximo g, ,, estd associado a uma tnica tripla (p, ¢,r) € N*, que,
neste caso, coincide com o multigrau de g, 4. Disso, se (p, ¢, ) satisfaz as condigdes da Proposicao
2.2.1, temos a seguinte correspondéncia:

(p7 q, T) — gp,q,r
Abaixo, ilustramos tal correspondéncia, quando n = 3.

Exemplo 2.2.3.

e[ Jof [ 1+—=1(0,1,2) = go1.2(y,2) = 2yz;
b [ o] [+—=1(0,2,1) <= go21(y,2) = yzy;
L @b | 1+—(1,0,2) +— gi02(z,2) = za2;
el [ @0+ (1,2,0) «— giao(z,y) = yzy;
L] @0 |+—1(2,0,1) «— go01(x,2) = zzw;
Lol [@0+—(2,1,0) <= go210(x,y) = zyx

O lema a seguir é analogo ao Lema 2.1.8.
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Lema 2.2.4. Seja g = g(z,y,z) um polinomio multihomogéneo em que deg, g = p, deg, g =
q edeg.g = r. Se g nio ¢ uma identidade de sI5****, entio g gera (mod Id”>*%2(sly)) um

G Ly x GLy x GLi-médulo irredutivel cujo S, x Sy x S,.-caracter correspondente € X () @ X(q) @ X(r)-

Denote por
N17N27N37N47N57N6 € N7

os conjuntos de vetores de peso maximo associados a (1), (2), (3), (4), (5), (6) e (7), respectivamente
e considere
N:N1UN2UN3UN4UN5UN6UN7. (221)

Para cada ¢ € {1,2,3,4,5,6,7}, denote por B; o subconjunto de N* associado a N;. Mais
precisamente,

By = {(0,q,r) : q fmpar, r > 0};

By = {(0,q,7) : q par > 0,7 impar};

Bs = {(p,q,7) : ppar>0,q impar,r > 0};

B, = {(p,q,r) : ppar > 0,q par,r impar};

Bs = {(p,q,0) : p impar, g > 0};

Bs = {(p,q,v) : pimpar, ,q par > 0,7 > 0};
(p,q,7)

: p fmpar, ¢ impar, r par}.
Considere a quaseordem natural < de N® em cada um dos conjuntos, como segue:
(p,q,7) < (p',¢',7") se, e somente se, p<p', g < ¢ er <r. (2.2.2)
Proposicao 2.2.5. (B;, <) satisfaz a propriedade da base finita.

Uma vez que gp 4, ¢ um vetor de peso maximo, g, ., nao ¢ uma identidade de sly. Consequen-
temente, g, 4, (h,e+ f,e— f) # 0. A demonstracao do préximo resultado segue diretamente dessa
observacao.

Proposigao 2.2.6. Para todo g4, € N, gpqr(he+ f,e— f) #0.
Para fins técnicos, provemos a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2.7. Seja g = g(z,y,z) um polindmio nao nulo multihomogéneo cujo multigrau é
(p,q,7), em que p = deg, g, ¢ = deg, g e r = deg, g. Suponha p > 0. Se g = g'(v,71,y,2) € a
componente homogénea de g(x + x1,y,2) de grau 1 em x1, entao ¢'(a,aa,b,c) = pag(a,b,c) para
todo elemento homogéneo a, b, ¢ € L na componente homogénea adequada e o € K, o # 0.

Demonstragao. A componente de grau 1 em z; de g(z + x1,y, z) é multihomogénea de multigrau
(p—1,1,q,r), jd que g é multihomogéneo de multigrau (p, q,r). A prova segue dessa observacao. [

Observagao 2.2.8. Na prova da proposicao anterior foi usado o fato que p > 0. No entanto,
fazendo modificacoes obvias, ela também vale se ¢ > 0, ou r > 0.
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Para fixar as ideias, vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2.9. Seja g320(x,y) = yx*y um polinémio multihomogéneo cujo multigrau é (3,2,0).
Um cdlculo simples mostra que

G500(®,21,y) = yr12®y + yroxy + yr'ay.
A substituicio x = h,x1 = ah,y = e+ f, resulta em

G3o0(h,ahye+ f) = agsao(h,ah e+ f)+ agsgo(h, ah,e+ f) + agsao(h, ah, e+ f)
= 3agsgo(h,ah, e+ f).

Lema 2.2.10. Se (p,q,r), (p/,¢,r") € B;, 1 < i < 7, entao (p,q,7) < (p/,q,r") implica em
gp,q,r S gplyq/ﬂ"'

/

Demonstra¢ao. Como (p,q,r), (p',¢,7") € B;, existem a, b, ¢ > 0 tais que p’ = p+2a, ¢ =q+2be
r"=r+c Suponhaa=c=0,b=1. Seja gy, = Gpqr(T, Yy, 2) 0 vetor de peso méximo associado
a (p,q,r). Uma vez que p+ q+r =ne q# n, temos que p > 0 ou r > 0.

Suponha p > 0. Se ¢’ = g(x,z1,y, z) é o polinémio descrito na Proposi¢ao 2.2.7, entao

gp7q7r S g/<$, ny, y? Z))

em que ¢'(z,2y? y,2) é um polinémio multihomogéneo de multigrau (p,q + 2,7) (p = deg, ¢,
q+2=deg,g er=deg, g ). Considerando z = h, y = e+ f,z = e — f, pelas proposices 2.2.7
e 2.2.6 temos:

g (h,dh,e + f,e — f) = 4pgper(h,e+ fre — f) #0.

Assim, ¢'(z,29%,y,2) = gpgror (Lema 2.2.4). Portanto, gp.r < gpgizr- As provas nos casos,
a=b=0,c=2ea=1,b=c=0,sao andlogas. Sea=0b0=0ec =1, gpgr,Ipgrt1 € Bi,
i € {1,3,6}. Disso, é imediato que gy 4, < Gpgrii- O

O lema anterior tem uma consequéncia imediata.

Coroléario 2.2.11. Para todo a, b, ¢ > 0, se Gpgr, Gptr2ag+2or+2c € Ni, 1 < 1 < 7, entao
gp,q,r S gp+2a,q+2b,r+2c'

Como cada conjunto B; estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto de vetores de peso
maximo /V;, denotando por B o conjunto

B, U By U By U By U B3, U Bsy U Bsg,

entao B esta em correspondéncia biunivoca com N.
Defina a quaseordem < em B como segue:

u < v se, e somente se, existe ¢ tal que u,v € B; e u < v.

As proposigoes seguintes sao uma consequéncia imediata da definicao da quaseordem de B e
do Lema 2.2.10.
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Proposicao 2.2.12. (B, <p) satisfaz a propriedade da base finita.
Proposigao 2.2.13. Se (p,q,7) <p (¢, ¢,r"), entdo fogr < frrqs-
A seguir, o Teorema 2.0.8 para a graduacao induzida por G = Zs X Zs.

Teorema 2.2.14. Se char(K) = 0, entdo o ideal Id”>***(sly) das identidades graduadas de sl5>*%>
satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstragio. E conhecido (veja [22]) que IdZ2*%2(sly) = (t)"%2*% em que t é a varidvel de £(Z)
de grau homogéneo (0,0). Usando este fato, a prova é andloga a feita no Teorema 2.1.22. O

2.3 A Z-graduacao de sl

Na ultima secao deste capitulo, estudamos a Z-graduacao de L = sls, ou seja,

L=@EPL

i€Z
com
Ly =Kh, Ly =Kh, Kf e L; =0, para todo i ¢ {—1,0,1}.

Considere a &lgebra de Lie livre Z-graduada £(Z). Aqui, decompomos Z na uniao disjunta
de conjuntos infinitos de varidveis Z(*) de grau homogéneo i € Z. Como Supp(sl%) = {—1,0,1},
vamos trabalhar apenas com as varidaveis dessas componentes homogéneas. Denotamos por xz;, v;
e z;, © > 1, as variaveis de grau homogéneo —1, 0 e 1, respectivamente. Para todop >0, ¢ >0 e
r > 0, seja P, ,, o espaco dos polinomios multilineares de grau n = p + ¢ +r, nas variaveis zy, ...,
Tp, Y1y -+ Ygr 215 - - - 2. O médulo quociente

P
Z D,q,T
P, (sly) =
p,q,r 2 7
P, qr N1d%(sly)
pode ser escrito como soma direta de S, x S, x S,-médulos irredutiveis. Disso, seu caracter
Xp.gr(815) é decomposto em uma soma de irredutiveis

Xpar (815) = Xpar (Bpar (s13)) = Z Mo raXo @ Xr & X,

obp, THq
7er

em que p+q+7r="n, Xo ®Xr QXx € 05, xS, x S,-caracter associado a tripla de particoes (o, 7, 7)
e My -~ ¢ a multiplicidade correspondente.
A proposicao seguinte descreve a sequéncia de caracteres Z-graduados de sls.

Proposicao 2.3.1 ([26]). Seja

XP:(LT(SZ2Z) - Z Mo, rwXo & Xt X X

obp, THq
wer

a (p,q,r)-cocaracter de sly e n = p+ q +r. Entdo, para todo o &= p, 7 F q, 7 =1, my,. < 1.
Além disso, my .- = 1 se, e somente se, 0 = (p), 7 = (q),m = (1) e as sequintes condigdes sao
satisfeitas:
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Lp#n génrén
2. p—r| <1

Exemplo 2.3.2. Para n = 3, os mddulos que aparecem na decomposi¢ao sao aqueles associados
as sequintes parti¢oes:

[ et [ Jebe[ [ ][ ] o[}
0] T o [ I ] |®0.

A seguir, descrevemos uma lista completa de vetores de peso maximo que geram os GL; X GL1 X
G Li-modulos irredutiveis cujos caracteres aparecem com multiplicidade nao nula na decomposicao

de Xp7q7r(sl2z).
(1) hrp1gr(2,y,2) = 2(22)7y?, em que ¢* + 1% # 0;
(2) hpgp(z,y,2) = x(x2)Ptylz, em que p > 0;
(3) hpgp1(z,y,2) = z(z2)Py?, em que p* + ¢* # 0.

Observe que cada vetor de peso méximo h,,, estd associado a uma tripla (p, q,r) de N3, que,
como no caso G = Zy X Zs, coincide com o multigrau de g, .. Assim, se (p,q,r) satisfaz as
condigoes da Proposicao 2.3.1, temos a seguinte correspondéncia:

(P 4,7) < hpgr-
Abaixo, um exemplo, quando n = 3.

Exemplo 2.3.3.

L] @0 |+—(2,0,1) +— hogi(z,y,2) = z(zz2);
@0 [ |+—(1,0,2) «— higa(z,y,2) = z(x2);
Lol o] J+—(1,1,1) «— hiia(z,y,2) = 2yz;
D[ [ [®[ J+—(0,2,1) +— hooi(z,y,2) = 2y%
Lol [ 100++—(1,2,0) «— higo(z,y, 2) = zy°.

O lema a seguir ¢ analogo ao Lema 2.1.8.

Lema 2.3.4. Seja h = h(x,y, z) um polindmio multihomogéneo em que deg, h = p, deg,h = q e
deg.h =r. Se h nio é uma identidade de sl5, entio h gera (mod Id”(sly)) um GLy x GLy x G L, -
mddulo irredutivel cujo S, X Sq X Sp-caracter correspondente € X () @ X(q) @ X(r)-
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Denote por
Pl,PQ e P3

o conjunto de vetores de peso maximo associados a (1), (2) e (3), respectivamente, e escreva
Para cada i € {1,2,3}, seja C; o subconjunto de N® correspondente a P;. Disso,

Ci = {(r+1,qr) : @&+r*#0}
Cy = {(p.q,p) : p>0};
C; = {(p.g.p+1) : pP"+¢° #0}.

Em cada um dos conjuntos acima, considere a quaseordem natural <. Mais precisamente,
(p,q,7) < (p',¢',7") se, e somente se, p<p, q<q er <r. (2.3.2)
Segue da defini¢ao acima
Proposicao 2.3.5. (C;, <¢) satisfaz a propriedade da base finita.

Lema 2.3.6. Seja (r+1,q,7), (' +1,¢,r") € Cy. Entao, (r+1,q,7) < (r' +1,¢,7") implica em
hrJrl,q,r < hr’Jrl,q’,r’-

Demonstracao. Seja hpi1 4, = hyi14.(2,y,2) 0 vetor de peso méaximo associado a (r + 1,¢,7).
Como o grau de h em x é r+ 1 > 0, é facil ver que considerando

hy = bW (x,x(x2),y,2) e ha = W (z,2y,y, 2),
em que h' = h/(z,x1,y, z) é o polinémio definido na Proposi¢ao 2.2.7 temos

Prsigr < hrgogrit © Nogigr < Prgigrip
Isso completa a prova do lema. O
Usando uma argumentacao semelhante a anterior, temos:
Lema 2.3.7. Seja (p,q,p), (P, d,p") € Cy. Entdo, (p,q,p) < (P, ¢, p") implica em hy, 4 < hp g 1

Lema 2.3.8. Seja (p,q,p+ 1), (¢',¢,p'+ 1) € Cs. Entao, (p,q,p) < (p',¢,p" + 1) implica em
fp,q,p < fp’,q’,p’+1-

Os lemas anteriores tém como consequéncia imediata

Corolario 2.3.9. Sep <p', ¢ <, r<7v" ehpgr, hy g € P, 1 <i<3, entao hygr < hy g1
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Se C' é o conjunto
C - Cl U CQ U 03,

ja que C; estda em correspondéncia biunivoca com F;, entao P estd em correspondéncia biunivoca
com C'.
efina a quaseordem <g em a seguinte forma:
Defi dem <o Cd te f

u <¢ v se, e somente se, 3¢ tal que u,v € C; e u <¢, v,
As proposicoes a seguir sao uma consequéncia imediata do que foi visto antes.
Proposicao 2.3.10. (C, <¢) satisfaz a propriedade da base finita.
Proposigao 2.3.11. Se (p,q,7) <¢ (', ¢, 7"), entdo fpqr < forqs-

Por fim, provamos o Teorema 2.0.8, quando G = Z. Denotamos por () as varidveis de £(Z)
de grau homogéneo i ¢ {—1,0,1}.

Teorema 2.3.12. Se char(K) = 0, entdo o ideal Id”(sly) das identidades graduadas de sl satisfaz
a propriedade de Specht mddulo o Ty-ideal gerado por {29 :i ¢ {—1,0,1}}.

Demonstragdo. Usando o fato que 1d”(sly) = (w129, 29 i ¢ {~1,0, 1}>TZ (veja [22]), a prova
segue como no Teorema 2.1.22. O



Capitulo 3

Crescimento das Identidades Graduadas
de SZQ

A sequéncia de codimensdes c¢(L) de uma &lgebra de Lie G-graduada L sobre um corpo de

caracteristica 0 mede, em certo sentido, o crescimento das identidades G-graduadas de L. Se ¢S (L)
é polinomial, isso significa, grosso modo, que o T-ideal das identidades (G-graduadas de L é bem
grande, j4 que em caracteristica 0 todas as identidades graduadas seguem daquelas multilineares.
Em geral, ndo é um trabalho fécil calcular a sequéncia ¢¢(L). Para contornar essa dificuldade, se
c%(L) é limitada exponencialmente, calculamos o limite superior da sequéncia {/cG (L), denotado
por exp®(L) e chamado de expoente G-graduado superior, obtendo assim uma estimativa superior
para o crescimento de L.

Em [8], Drensky descreve a sequéncia de codimensoes de sly (sem graduagao) e o comportamento
das subvariedades da variedade gerada por essa algebra na linguagem de codimensoes. Neste
capitulo, provamos que o expoente graduado da variedade gerada por sly é sempre igual a 3 (para
a graduacao trivial, veja [32]). Além disso, para Zy X Zs e Z toda subvariedade prépria tem
crescimento polinomial e para Zs, o expoente G-graduado superior é no maximo 2.

Recomendamos ao leitor consultar, sempre que necessario, as listas de vetores de peso maximo
definidas em (2.1.3), (2.2.1) e (2.3.1), para as graduagoes em Zsg, Zo X Zy € Z, respectivamente.

De forma concisa, nosso principal objetivo é provar:

Teorema 3.0.13. Seja U uma subvariedade prépria de slS. Entdo:
1. exp%(sly) = 3;
2. &xp™ (V) < 2;
3. exp®(U) =0 oul, para G =7y X Zy ¢ G = Z.

A fim de provar o Teorema 3.0.13, estudamos separadamente cada uma das trés graduagoes
nao triviais de sly dadas por Zs, Zo X Zo € 7.

20
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3.1 A Zs-graduacao de sl

Comecamos mostrando que o expoente Zo-graduado de sly € igual a 3.
Proposigao 3.1.1. exp??(sly) = 3.

Demonstra¢ao. Como visto em (1.4.3),

n

22 (sly) = Z (n) Chn—k(sla), em que cgp_k(sly) = dim Py, ,,_x(sl2).

k
k=0

Se M, e M, sao os modulos irredutiveis associados as particoes o - k e 7 = n— k, respectivamente,
entao
Pk,n—k(8l2> = @ Mo & M7'7
o=(k)
7=(g+7,q)
com os parametros k, q e r satisfazendo k # n, r # n e uma das condi¢ées r = 1 ou k + ¢ =
1(mod 2). Pela férmula dos ganchos (Teorema 1.5.11),

—k 1
dimM, =1¢e¢ dimMT:<n )L,
q Jqg+r+1
e disso,
(& ok 1
(n— )Ll’ sen+k=1(mod 2);
poar q )Jq+r+
n—k
22: noky_rel sen=0ek=0(mod 2);
Chn—k(8l2) = g q Jq+r+1’ o o ’
q Tmpar
ngk
—k 1
Z(n >L1, sen=1ek=1(mod 2).
=0 q q+r+
(¢ par
Assim,

e isso implica em

Por outro lado, pelo Lema 1.4.2,
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Com isso,
cn(sly) < %2 (sly) < 3™

Usando o Teorema 1 de [32] (pg. 486) que diz que
exp(sly) = dim(sly) = 3,

obtemos exp”?(sly) = lim {/c5*(sly) = 3. O
n—oo

Dada uma subvariedade prépria U de sly, existe um vetor de peso maximo fi,, tal que
frqr € 1d%(0), j& que L(Z) D 1d** (D) 2 Id%*(sly) e os vetores de peso méximo geram, como
Ty,-ideal, £(Z) (mod 1d%?(sl,)). Queremos determinar um niimero significativo de vetores de peso
maximo fi 4, que sao consequencias de fj ., €, por sua vez, nao contribuem com o expoente de
7.

No capitulo 2, para provar a propriedade de Specht para o ideal das identidades graduadas de
sly, foi suficiente comparar (com respeito a quaseordem (2.0.1)) vetores de peso maximo, digamos
frqr € fi g, de um mesmo conjunto M;. A condig¢ao de pertencer ao mesmo conjunto, restringe
a escolha dos parametros k, k', ¢, ¢/, r, ' e, muitas vezes, limita a paridade daqueles de mesmo
nome (por exemplo, ¢ e ¢’ simultaneamente pares ou fmpares). Aqui, estamos interessados em
encontrar condi¢oes, um pouco mais gerais, com respeito aos parametros k, ¢, r, a, b e ¢ tais que

fk,q,r S fk+a,q+b,r+c-

Consequentemente, iremos tratar de vetores de peso maximo que nao necessariamente pertencem
ao mesmo conjunto M; e que, por sua vez, sao definidos de forma diferente. Para contornar essa
dificuldade, novamente o Lema 2.1.8 serd de grande valia.

Os préximos lemas sao consequéncias imediatas da definicao do polinomio f 4., em cada caso.

Lema 3.1.2. Para todo q impar, r impar e k > 0, temos foqr < frqgr-

Demonstragio. Segue do fato que fo .- (y1,y2) = 91(y1, ¥2)¥5 € feqr(T,y1,92) = qi(yr, yo)yiz®. O

Lema 3.1.3. Para todo q impar e b par, foq0 < fo.q+b0-

Demonstragao. Segue do fato que fo,0(y1,y2) = gi(y1,y2), em que ¢ = 2 + 1. O

Lema 3.1.4. Para todo q impar, r >0 ec >0, foqr < fogrtc

Demonstragao. Segue do fato que fo 4, (y1,y2) = 91(v1,¥2)y;, para todo r > 0. O
A seguir, apresentamos alguns lemas cuja prova nao é imediata.

Lema 3.1.5. Para todo v impar, b >0, fo.r < foq+br-

Demonstragao. Suponha ¢ impar. Multiplicando a direita fo ., (y1,%2) = ¢i(y1, y2)y] b-vezes por
(y1y2) obtemos
— T b
9= q1(y1,v2)v1 (n192)”,
que nao se anula considerando z = h, y; = e+ f e yo = f. Como g é um polinémio multihomogéneo
de grau ¢+ b+7 em y; e ¢+ b em y, e além disso é alternado em ¢+ b pares distintos (yi, y2), pelo
Lema 2.1.8, g = fog4br- Portanto foor < foq+6.r, j& que foqr < g. O caso ¢ par é andlogo. [
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Apenas para relembrar, se fi ., ¢ um vetor de peso maximo, entao a tripla (k, ¢,r) de inteiros
nao negativos satisfaz k # n, r # n (n denota a soma k + ¢ + r) e uma das condigdes r = 1 ou
k+ ¢ = 1(mod 2). O lema a seguir mostra que se o parametro r em fi,, € fixo e satisfaz r =1
(mod 2), os demais podem ser acrescidos de qualquer quantidade que o resultado ainda serd uma
consequeéncia de fi g,

Lema 3.1.6. Para todo k > 0, r impar e a, b >0, frqr < frtaqibr-

Demonstragio. Como para todo k > 0, fi...(T,y1,y2) = gi(y1,y2)y; 2", se g é impar, e fi 4. (@,y1,y2) =
z[d(y, y2)]'y; ¥t se ¢ é par, é imediato que fi g, < fitaqr De forma andloga ao lema anterior,
concluimos que fi 4, < frgtpr. Portanto, temos que fior < fitaq+br, como desejado. O

O mesmo vale quando os parametros fixos sdo k e ¢ em f ,, satisfazendo k + ¢ = 1(mod 2).
Lema 3.1.7. Para todo k >0, k+q=1(mod 2) e ¢ > 0, frqr < frqrte-

Demonstrag¢ao. Temos duas possibilidades: ¢ = 2l + 1 e k par ou ¢ = 2l e k impar. Suponha que
a primeira ocorre. Neste caso,

fkﬂﬂ‘ = fl::,q,r com fllc,q,r(xa Y1, y2) = x[d(yla yQ)]lyl‘Ikilgﬂ/ln'

’ _ ’ . / / ~ , . . Zo

De fato, se r ¢ par, fiqr = f1.,,- Caso r seja impar, como f; . nao é uma identidade de sly?,
= — / 4 3 ! /

entao frgr = fi,,- O resultado é obtido observando que f; . < fi ;e O

Lema 3.1.8. Para todo k impar, g par >0, fre-1.1 < fiq0-

Demonstragio. Uma vez que ¢ — 1 é impar, fr, 11(z,y1,%2) = gi(y1, y2)y1a®, com ¢ — 1 = 21 + 1.
Escrevendo

frao(x,y1,y2) = ai(ys, Y2) 1777,
= gy, y2) i ys — g1, y2) v

e observando que g;(y1, y2)yaz*y; é obtido de fr4—1.1(x, y1,y2)ys trocando y; por ys e usando que
91(y1,92) = —aqi(y2, y1), concluimos a prova. O

O lema a seguir tem uma prova andloga ao Lema 2.1.13. Por esse motivo, faremos uma
demonstracao mais simplificada.

Lema 3.1.9. Para todo k par, q impar, foq0 < frqo-

Demonstragao. Sendo foq0(y1,y2) = i(y1,42), seja f* = f'(y1,y2,y), " = ["(41,42,y) as compo-
nentes de grau 1 em y de fo40(y1 +9,y2) € foq0(Y1,y2 + y), respectivamente. Substituindo y por

y12¥ em f' e por yox® em f”, obtemos que

9z, y1,92) = £ (1, yo, i@®) + £ (1, y2, yoz™)

é uma consequéncia de fo 0. Nao é dificil ver que f'(y1,y2, y12%) + f"(y1, y2, y22*) é um polindmio
multihomogéneo de grau k em x, g em y; e y, e, além disso, é alternado em ¢ pares distintos (y1, y2).
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Uma vez que f'(y1,%2,v), f"(y1,y2,y) sdo as componentes de grau 1 em y de fi,0(v1 + y,y2) €
fr.q0(y1, y2 + ), respectivamente, temos:

glhoe+ [, ) = flet+ [, 1,25e+ )+ e+ [, 1,2"f)
= QkaO,q,O(e—l—f?f)+2kak,q,0(€+f>f)
= 22 fog0(e+ f, f) #0.

Assim, g nao é uma identidade de sly e disso concluimos que g = fi 40. Portanto, fo,0 < fego. O
Como consequéncia dos lemas anteriores temos:

Proposicao 3.1.10. Seja I um Ty,-ideal tal que I 2 14> (sly). Entao, existe um inteiro positivo
impar a tal que foq.0 € I. Mais ainda, frq, € I para todo k, v >0 e g > a.

Demonstragao. A primeira parte é um resultado de [23] (pg. 663, Proposicao 3). Para a segunda
parte, temos seis possibilidades para f 4,

1) Se ¢ é impar e k =0, entdao foa0 < fo.q0 < foqr segue do lemas 3.1.3 e 3.1.4.

2) Se g é par, r é impar e k =0, entao fy.0 < foar < fo,qr segue dos lemas 3.1.4 e 3.1.5.

3) Se k > 0 e r é impar, entdao foao < foa1 < fra1 < frg1 < frqr segue dos Lemas 3.1.4,
3.1.2, 3.1.6 e do Corolario 2.1.16.

4) Se k> 0erépar > 0, entdo foa0 < fou1 < frar < frg1 < frqr segue dos lemas 3.1.4,
3.1.2, 3.1.6 e 3.1.7.

5) Se k ¢é impar, ¢ é par e r =0, entao fo4,0 < fo.a1 < fra1 < frg—11 < frgo segue dos lemas
3.1.4,3.1.2,3.1.6 ¢ 3.1.8.

6) Se k é par, ¢ é impar e r =0, entdo fo.0 < fo,40 < frqo segue dos lemas 3.1.3 ¢ 3.1.9. [

Em suma, a proposicao anterior diz que os vetores de peso maximo f, 4, que possivelmente con-
tribuem com a sequéncia de codimensoes graduadas de uma subvariedade propria de slo possuem
o parametro ¢ limitado. Isso sera suficiente para diminuir o expoente, como veremos a seguir.

Teorema 3.1.11. Seja U uma subvariedade propria de sl%z. Entao,
exp2 (V) < 2.

Demonstragcao. Denote por I o ideal das identidades Zo-graduadas de 0. Como U é uma subva-
riedade prépria de si3?, entdo [ 2 1d% (). Se M, e M, sdo os médulos irredutiveis associados as
particoes o - k e 7 = n — k, respectivamente, e m,, < 1 ¢ a multiplicidade do Sy x S, _x-médulo
M, ® M., entao
Penil)= € morM,® M,
o=(k)
T=(g+7,q)

com os parametros k, q e r satisfazendo k # n, r # n, uma das condigoes 7 = 1 ou k+¢q = 1(mod 2)
e ¢ < a, para algum inteiro positivo a. Disso,

n—=k
n—=k r+1
n-t(l) < SPE—
%’k()‘Ez( q )q+r+1
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r+1 1
com r =n —k —2q. Uma vez que ——— < 1 e — <1, para todo ¢ € {0,...,n — k}, temos
qg+r—+1 q!

n—=k . n—k . |
q Jq+r+1 (n—Fk—q)!

q=0 q=0
q<a q<a
n—k n—k
(TL _ k)' a a
Zm < (n—Fk)*<(a+1)(n—k)
q=0 ’ q=0
q<a g<a

e consequentemente,

ca(I) < (Z) (a+1)(n—k)° < (Z) (a+1)n® = (a+ 1)n°2".

Portanto, exp22(I) < 2. O

3.2 A 7y x Zs-graduacao de sl

A préxima proposicao calcula o expoente Zs X Zg-graduado de sly. Vale ressaltar que a prova
¢ muito semelhante ao caso Zs.

Proposigao 3.2.1. exp?2*%2(sly) = 3.
Demonstracao. Temos que
n n
)= X (1 Jawtn= X (1),
e\t e\t

com p, q e r satisfazendo p # n, ¢ # n, r # n e uma das condigdes p+¢=1ou ¢+ r =1 (mod
2), j4 que, neste caso, ¢, 4, (sly) = dim P, (s152*%*) = 1. Disso,

C%QXZZ(SZQ) S Z ( n ) = 3"
L\

Por outro lado, uma vez que
cn(sly) < c22X22(sly),

usando um resultado de [32] que diz que
exp(sly) = dim(sly) = 3,
concluimos a demonstragao. O]

Nosso objetivo nos lemas seguintes consiste, grosso modo, em identificar subconjuntos total-
mente ordenados “convenientes”no conjunto de vetores de peso maximo N.
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Lema 3.2.2. Para todo p,p',q,¢,r,7" >0 comp <p', q<¢ er <r' temos que:

1. (a) Se q € impar, entao goqr < G0,

(b) Ser é impar, entio gogr < Go.q'r;

2. (a) If p é impar, entdo gyo,r < Gp.o.
(b) If r € impar, entao gpor < Gy .or

3. (a) Sep é impar, entdo Gy 40 < Gp.g.05
(b) Se q é impar, entdo Gy 40 < Gy q.0-

Demonstragao. la) E uma consequencia imediata do fato que
gO,q,r(ya Z) = quZr_l, para todo r > 0.

16) Neste caso, temos que
Goqr = yz"y?1, para todo ¢ > 0.

De fato, j& que a substituicio y = e+ f e 2 = e — f nao anula yz"y? !, o resultado segue do Lema
2.2.4.
Os outros itens sao anédlogos. O]

Como consequeéncia temos:
Lema 3.2.3. Para todo p, p/, q, ¢, v, ' >0 tais que p < p', ¢ < ¢ er <r' temos que:
1. Se ¢ +1" =1(mod 2), entdo goqgr < Go.q 5
2. Sep' +1" =1(mod 2), entao gpor < Gp .05
3. Sep +¢ =1(mod 2), entao gy 40 < Gp.q0-

Demonstragao. 1) Suponha ¢’ impar e r’ par. Existem trés possibilidades para o par (¢q,7): ¢
impar e r par ou ¢ par e r impar ou ambos ¢ e r impares. Se a primeira possibilidade acontece, o
resultado segue do Corolario 2.2.11. Se a segunda ou a terceira possibilidade ocorre, entao

90,qr < 9og'r < Go,0

fazendo uso do lema anterior.
As provas dos itens 2 e 3 sao analogas. [

Lema 3.2.4. Para todo p, q, v > 0 temos que:
1. Seq+r=1(mod 2), entio goqgr < Ip.qr;
2. Sep+r=1(mod2), entdo gpor < Gpgr;

3. Sep+q=1(mod 2), entio gpq0 < Gp.qgr-
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Demonstragao. 1) Suponha ¢ impar e r par. Definindo

/ _ q.r—1_.p
gp,q,r(x7y7z) - ZZ/ z T )

é suficiente provar que
Ipar = Gpgrr Para todo p > 0.

Com efeito, substituindo x = h, y =e+ fez=e— fem g, ., uma vez que 202"t € Lo,
Ipar(hye+ f,e— f) é um miltiplo de e + f, quando p é par ou ¢ um miltiplo de e — f, quando p
é impar.

Se q é par e r é impar, com cédlculos semelhantes é facil ver que

Gpqr = Y2y 2P, para todo p > 0.
A prova do item 2 é semelhante e da do item 3 segue imediatamente da definicao de gy 4, |

A préxima proposicao é a ferramenta principal para o calculo da cota superior do expoente
Zy X Zy-graduado das subvariedades préprias de sly. Relembramos que se g, 4, ¢ um vetor de peso
méximo, entdo em particular, p, ¢ e r satisfazem p+¢=1ou ¢+ r =1 (mod 2).

Proposicao 3.2.5. Seja I um Ty, xz,-ideal tal que I 2 1d*7"%2(sly). Ewistem inteiros a,b,c > 0
tais que gpqar € I, se p, q er satisfazem uma das sequintes condigoes:

1.g+r=1(mod2),q>cer>a;
2.p+r=1(mod2),p>cer>b;
3. p+q=1(mod2),p>aeq>bh.

Demonstragao. Seja I um Ty, yz,-ideal. Como I 2 1d%*%2(sl,), existe um vetor de peso maximo
Gpo.qore €M 1, para alguma tripla (po, go,70). A substituigdo x = yz em ¢, 4.1, (%, Y, 2), tem como
consequencia

90,g0+po,ro+po € I

De forma analoga, gp,-+40.0,r0+q0 Ipo+ro.qo+ro,0 € 1-
Defina a = py +ro, b=¢qo+ro e c=py+ q. Se ¢+ r =1(mod 2), ¢ > cer > a, usando os
Lemas 3.2.3 e 3.2.4 obtemos

90,q0+po.ro+po = Yoca = Joqr = Gpg.r-
O outros casos sao analogos. O]

Proposicao 3.2.6. Seja I um Ty, xz,-ideal tal que I 2 IdZQXZQ(slg), a, b, ¢ os inteiros positivos
dados na proposicao anterior e d = max{a, b, c}. Entao, g,,, € I, se p, q e r satisfazem uma das
sequintes condigoes:

1.g>d+1ler>d+1;

2.p>d+1ler>d+1;
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3. p>d+1leq>d+1.

Demonstra¢ao. Suponha sem perda da generalidade ¢ >d+1er >d+1. Se g+ r =1 (mod 2),

o resultado segue da proposi¢ao anterior. Caso contrario, (¢ — 1) +r = 1 (mod 2). Disso,
gO,c,a S gp,qfl,r S gp,q,r
em que a ultima desigualdade é obtida na demonstracao do item 2 do Lema 3.2.4. O
Teorema 3.2.7. Seja U uma subvariedade propria de 3[2ZQXZQ. Entao,
exp?*%2(0) < 1.
Demonstracio. Se I = 1d*2*%2(2), como 2 é uma subvariedade prépria de si52*%2  entdo
I2 Id%2*%2(sl,). Pela proposicdo anterior,
n n n
cn(1)§2( )+Z( )+Z( )
e \war) A \par) A= \pgr
p,q<d qr<d p,r<d
Denotando por
n
wn=x (")
e b
p,q<d
tem-se
n! n!
US> > ot
n 19! — | — |
i P (n—= @+ — e (n—(p+q))
p,q<d p,q<d
n! n!
< < (d+1)? < (d+1)*n*,
R o] (n— 2d)!
p,q<d
., 1 1 _
jé que — <1, — < lep+q<2d, paratodop e {0,1,...,d} eqe{0,1,...,d}. Assim,
p: q:
cn(I) < 3(d+1)*n*
e portanto, exp?2*22() < 1 (para a existéncia do limite, veja [9]). O

3.3 A Z-graduacao de sl

Como antes, o expoente Z-graduado de sly é igual a 3. Vale também que toda subvariedade

prépria tem expoente no maximo 1.

Proposigao 3.3.1. exp?(sly) = 3.
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Demonstracao. Uma vez que

c(sly) = Z ( " >Cp,q,r(slg),

.
e\ g

com ¢, 4, (slz) = dim P, .(sl%) < 1, entao

Z(sly) < < " ):3”.
(sta) < Z P, q,T

pratr=n

Além disso, como ¢, (sly) < cZ(sly), usando que exp(sly) = dim(sly) = 3 (ver [32]), concluimos
exp”(sly) = 3, como desejado. O

Lema 3.3.2. Para todo p, p/, q, r, 7" >0 comp <p', ¢>0 er <r' temos que:
L hpgp < hptrgp € hpgp < hpgpris
2. hrirgr < Mrsrgesns

3. hp,q,erl < hp+1,q,p+1-

Demonstracao. Como
hpap(T,y, 2) = x(xz)pilyqza
a multiplicacao a direita por x e z resulta em

(2P lylzr e w(wz)P Yyl
respectivamente. Um calculo simples mostra que ambos nao se anulam quando avaliados em x = e,
y = h e z = f. Portanto, pelo Lema 2.3.4, o resultado vale. Os outros itens sao andlogos. O

Recordamos que se hy,, ¢ um vetor de peso maximo, entaop =roup=r+1lour=p+ 1.

Proposicao 3.3.3. Seja I um Ty-ideal tal que 2 Id%(sly). Entdo, existem inteiros a, ¢ > 0 tais
que, para todop > a, g >0er >c, hy,, € 1.

Demonstragao. Seja I um Tz-ideal. Como I 2 Ty(sly(K)), existe um hyp, g0, em I. Suponha
ro = po + 1. Substituindo y = xz em hy, 40 po+1(T, Y, 2), resulta em

hp0+q070,p0+qo+1 €l

Defina a = pp + qo € ¢ = ro + qo. Note que ¢ = a + 1. Temos trés possibilidades para hy, 4,
)r=p+lou2)p=roud)p=r+1:

1) Ser =p—+1, entao hepa+1 < hypgpr1 segue do Corolario 2.3.9.

2) Se p=r, entdo he a1 < hat1,0a+1 < Rpgp segue do Coroldrio 2.3.9 e do Lema 3.3.2.

3) Ser =p+1, entdo haoat1 < Pat10a+t1 < Pat20a+1 < Bri1q, segue do Lema 3.3.2 e do
Corolario 2.3.9.

Os outros casos sao analogos. O]
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Teorema 3.3.4. Seja U € uma subvariedade propria de sl%. Entao,
exp” () < 1.

Demonstragio. Se I = 1d%(0), como U é uma subvariedade prépria de si%, entdo [ 2 1d% (7).
Seja d = max{a,c}, a e ¢ dados na proposicao anterior. Note que se h,,, ¢ um vetor de peso
maximo, entao p > d + 1 > a implica em ¢ > d > ¢ e analogamente, ¢ > d + 1 > ¢ implica em
p > d > a. Portanto, pela proposicao anterior,

NOEEDY (p” )

pHg+r=n 4, T
p,r<d

Disso,

pt+g+r=n pt+q+r=n
p,r<d p,r<d
n! !
< < (d+1)? < (d+1)*n*,
Z (n — (2d))! (n — (2d))!
p,r<d

1 1
ja que <1 s<lep+tr< 2d, para todo p € {0,1,...,d} er € {0,1,...,d}. Consequente-
p! 7!

mente,
cn(1) < (d+1)*n,

e portanto, exp?(¥) < 1 (para a existéncia do limite, veja [9]). O
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