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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo da equação de Daugavet e da equação

alternativa de Daugavet para polinômios contínuos em espaços de Banach. Estas equações

foram inicialmente definidas para operadores lineares nos trabalhos de I. K. Daugavet [8]

e M. Martín e T. Oikhberg [20]. Recentemente Y. S. Choi et al. [5] generalizaram suas

definições para funções limitadas em espaços de Banach e estas têm sido estudadas em

particular para polinômios e polinômios homogêneos.

Na primeira parte deste trabalho, investigamos tais equações para polinômios

em C*-álgebras. Estudamos separadamente os casos em que as C*-álgebras são comuta-

tivas e não-comutativas. Nestes casos, obtemos condições necessárias e suficientes sobre

tais C*-álgebras para que determinadas classes de polinômios satisfaçam a equação de

Daugavet ou a equação alternativa de Daugavet.

Na segunda parte do trabalho, estudamos a estabilidade da propriedade polino-

mial alternativa de Daugavet sobre somas c0, ℓ∞ e ℓ1 de espaços de Banach. A partir deste

estudo obtemos novos exemplos de espaços com a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet, a saber L∞(µ,X) e C(K,X), onde X tem a propriedade polinomial alternativa

de Daugavet.
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Abstract

The main purpose of this work is to study the Daugavet equation and the

alternative Daugavet equation for continuous polynomials on Banach spaces. These equa-

tions were originally defined for linear operators in the works of I. K. Daugavet [8] and

M. Martín & T. Oikhberg [20]. Recently Y. S. Choi et al. [5] generalized their definitions

for bounded functions on Banach spaces and these have been studied in particular for

polynomials and homogeneous polynomials.

In the first part of this work, we investigate such equations for polynomials on

C*-algebras. We study separately the cases in which the C*-algebras are commutative

and non-commutative. In these cases, we obtain necessary and sufficient conditions on

such C*-algebras in order that certain polynomial classes satisfy the Daugavet equation

and the alternative Daugavet equation.

In the second part of the work, we study the stability of the polynomial alter-

native Daugavet property over c0-, ℓ∞- and ℓ1-sums of Banach spaces. From this study, we

obtain new examples of spaces with the polynomial alternative Daugavet property, namely

L∞(µ,X) and C(K,X), where X has the polynomial alternative Daugavet property.
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Notações

Neste trabalho, utilizaremos frequentemente as seguintes notações:

N conjunto dos números inteiros positivos

N0 conjunto N ∪ {0}

R corpo dos números reais

C corpo dos números complexos

K corpos R ou C

T esfera unitária em K

D disco unitário aberto em C

Rez parte real de um número complexo z

X, Y espaços de Banach

BX bola unitária fechada em X

SX esfera unitária em X

L(X, Y ) espaço das aplicações lineares contínuas de X em Y , 8

X∗ L(X,K)

X ′ espaço das aplicações lineares de X em K

Xm produto X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−vezes

P(mX, Y ) espaço dos polinômios m-homogêneos contínuos de X em Y , 9
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P(mX) P(mX,K)

P(X, Y ) espaço dos polinômios contínuos de X em Y , 9

P(X) P(X,K)

Pwk(X, Y ) espaço dos polinômios fracamente compactos de X em Y , 10

Pf (
mX, Y ) espaço dos polinômios m-homogêneos de tipo finito de X em Y , 10

Pf (X, Y ) espaço dos polinômios de tipo finito de X em Y , 10

PA(X, Y ) espaço dos polinômios aproximáveis de X em Y , 11

P̂ extensão de um polinômio de tipo finito P , 10

V subconjunto aberto não-vazio de X

H(V, Y ) espaço das aplicações holomorfas de V em Y , 11

ℓ∞(BX , Y ) espaço das funções limitadas de BX em Y , 13

ℓ∞(BX) ℓ∞(BX ,K)

ℓ∞(X) espaço das sequências limitadas em X

ℓ1(X) espaço das sequências em X cuja somatória das normas dos elementos

converge

c0(X) espaço das sequências em X que convergem a zero

Cu(BX , X) espaço das funções uniformemente contínuas de BX em X, 15

Au(BX , X) subespaço das funções em Cu(BX , X) que são holomorfas no interior de

BX , 15

Cb(Ω, X) espaço das funções contínuas e limitadas de um espaço de Hausdorff com-

pletamente regular Ω em X

Cb(Ω) Cb(Ω,K)

C(K,X) espaço das funções contínuas de um espaço de Hausdorff compacto K em

X

C(K) C(K,K)

C0(L,X) espaço das funções contínuas de um espaço de Hausdorff localmente com-

pacto L em X que se anulam no infinito

Cw(K,X) espaço das funções fracamente contínuas de um espaço de Hausdorff com-

pacto K em X

Cw∗(K,X∗) espaço das funções fracamente estrela contínuas de um espaço de Hausdorff

compacto K em X∗

L∞(µ,X) espaço das (classes de equivalência de) funções essencialmente limitadas

com valores em X

L∞(µ) L∞(µ,K)
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L2[a, b] espaço das (classes de equivalência de) funções do intervalo [a, b] em K

cujo quadrado do módulo é integrável

L1(µ,X) espaço das (classes de equivalência de) funções Bochner-integráveis com

valores em X

L1(µ) L1(µ,K)

Z subespaço de ℓ∞(BX)

ZX espaço das funções Φ : BX → X tais que x∗ ◦ Φ ∈ Z para todo x∗ ∈ X∗,

14

ϕ⊗ x0 elemento de ZX dado por [ϕ⊗ x0](x) = ϕ(x)x0 para todo x ∈ BX , onde

ϕ ∈ Z e x0 ∈ X, 14

Π(X) conjunto {(x, x∗) : x ∈ SX , x
∗ ∈ SX∗ , x∗(x) = 1}, 14

V (Φ) imagem numérica de Φ, 15

υ(Φ) raio numérico de Φ, 15

A álgebra de Banach, 20; C*-álgebra, 21

S(A) espectro de A, 22

σ(a) espectro de a em uma C*-álgebra, 22

â transformada de Gelfand de a, 23

a∗ involução de a, 21; elemento do dual topológico de X

U JB*-tripla, 30

Sp(a) espectro de a em uma JB*-tripla, 32

Λ(a) conjunto Sp(a) ∩ (0,∞)

e unidade de uma C*-álgebra; tripotente de uma JB*-tripla, 30

Pj(e) projeções de Peirce, 30

Uj(e) imagem de Pj(e), 30

Λ conjunto de índices

F(Λ) conjunto dirigido de todos os subconjuntos finitos de Λ
[⊕∞

j=1Xj

]
c0

soma c0 de uma sequência (Xj)
∞
j=1 de espaços de Banach, 44

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ∞

soma ℓ∞ de uma sequência (Xj)
∞
j=1 de espaços de Banach, 44

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ1

soma ℓ1 de uma sequência (Xj)
∞
j=1 de espaços de Banach, 45



Introdução

Em 1963, I. K. Daugavet [8] provou que cada operador compacto linear T em

C[0, 1] satisfaz a equação

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖, (DE)

que é hoje conhecida como equação de Daugavet. Ao longo dos anos, a validade desta

equação foi verificada por diferentes autores para várias classes de operadores em diversos

espaços de Banach. Entre outros, mencionamos G. Y. Lozanovskii [18], para o caso dos

operadores compactos em L1[0, 1]; H. Kamowitz [15], para o caso dos operadores compactos

em C(K), onde K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados; J. R. Holub

[12], para o caso dos operadores fracamente compactos em C[0, 1]; J. R. Holub [13], para

o caso dos operadores fracamente compactos em L1(µ), onde µ é uma medida σ-finita

não-atômica; D. Werner [29], para o caso dos operadores fracamente compactos em C(K),

onde K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados; e T. Oikhberg [25],

para o caso dos operadores fracamente compactos em uma C*-álgebra não-atômica. As

demonstrações dos casos de J. R. Holub [12], H. Kamowitz [15] e D. Werner [29] também

podem ser encontradas em detalhes na dissertação de mestrado de E. R. Santos [27].

Da equação de Daugavet surgiu a definição da propriedade de Daugavet, con-

forme apresentamos a seguir. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade

de Daugavet se todo operador de posto um em X satisfaz (DE). Segundo V. M. Kadets

4
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et al. [14], se um espaço de Banach X tem a propriedade de Daugavet, então todo ope-

rador fracamente compacto em X satisfaz (DE). Este resultado facilitou a descoberta de

novos espaços onde operadores fracamente compactos satisfazem (DE). Além disto, P.

Wojtaszczyk [30] provou com o auxílio deste resultado que a propriedade de Daugavet

possui uma certa estabilidade sobre somas ℓ1 e ℓ∞. Mais precisamente, se os espaços

(Xj)
∞
j=1 possuem a propriedade de Daugavet, então

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ1

e
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ∞

possuem

a propriedade de Daugavet.

Voltando um pouco no tempo, em 1970, J. Duncan et al. [10] provaram que

para todo espaço de Hausdorff compacto K, toda medida σ-finita µ e todo operador linear

T em C(K) ou em L1(µ), a equação

max
|w|=1

‖Id + wT‖ = 1 + ‖T‖ (ADE)

é satisfeita. A partir de então esta equação passou a ser conhecida como equação alterna-

tiva de Daugavet.

Fazendo uso da equação alternativa de Daugavet, M. Martín e T. Oikhberg [20]

definiram a propriedade alternativa de Daugavet, como definimos a seguir. Dizemos que um

espaço de Banach X tem a propriedade alternativa de Daugavet se todo operador de posto

um em X satisfaz (ADE). Neste mesmo artigo, eles provaram que se um espaço de Banach

X tem a propriedade alternativa de Daugavet, então todo operador fracamente compacto

em X satisfaz (ADE). Com o auxílio deste resultado, eles provaram que uma C*-álgebra

tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, suas projeções atômicas são

centrais. E também mostraram que para uma sequência de espaços de Banach (Xj)
∞
j=1

vale que
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0

, ou
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ1

) tem a propriedade alternativa

de Daugavet se, e somente se, todo Xj tem a propriedade alternativa de Daugavet.

A equação de Daugavet e a equação alternativa de Daugavet têm se mostrado

úteis no tratamento de problemas de teoria da aproximação, no estudo da geometria de

espaços de Banach de operadores lineares e na obtenção de resultados topológicos a respeito

de espaços de Banach.

Recentemente Y. S. Choi et al. [5] generalizaram a definição da equação de

Daugavet e da equação alternativa de Daugavet para funções limitadas em um espaço

de Banach X da seguinte forma: se ℓ∞(BX , X) é o espaço de Banach de todas funções

limitadas de BX para X, munido com a norma do supremo, dizemos que uma função
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Φ ∈ ℓ∞(BX , X) satisfaz a equação de Daugavet se

‖Id + Φ‖ = 1 + ‖Φ‖, (DE)

e dizemos que Φ satisfaz a equação alternativa de Daugavet se

max
|w|=1

‖I + wΦ‖ = 1 + ‖Φ‖. (ADE)

Estas equações têm sido particularmente estudadas para polinômios. No caso

em que todo polinômio de posto um em um espaço de Banach X satisfaz (DE) (resp.

(ADE)), dizemos que X tem a propriedade polinomial de Daugavet (resp. propriedade

polinomial alternativa de Daugavet). De acordo com Y. S. Choi et al. [5], se um espaço X

tem a propriedade polinomial de Daugavet (resp. propriedade polinomial alternativa de

Daugavet), então todo polinômio fracamente compacto em X satisfaz (DE) (resp. (ADE)).

Diversos exemplos de espaços com a propriedade polinomial de Daugavet já são

conhecidos. Y. S. Choi et al. [5] provaram que, se Ω é um espaço topológico completamente

regular sem pontos isolados, então Cb(Ω, X) possui a propriedade polinomial de Daugavet.

Y. S. Choi et al. [6] mostraram que, se K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos

isolados e µ é uma medida não-atômica, então C(K, (X,w)), C(K, (X∗, w∗)) e L∞(µ,X)

têm a propriedade polinomial de Daugavet. Ainda, M. Martín et al. [19] provaram que

L1(µ,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet, se µ é uma medida não-atômica.

Além disso, segundo Y. S. Choi et al. [6], a propriedade polinomial de Daugavet

é estável sobre somas ℓ∞ e c0. De fato, estes provaram que se (Xj)
∞
j=1 é uma sequência de

espaços de Banach, então
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0

) tem a propriedade polinomial

de Daugavet se, e somente se, todo Xj tem a propriedade polinomial de Daugavet.

A seguir descrevemos como este trabalho está organizado.

No Capítulo 1 apresentaremos algumas definições e resultados preliminares

sobre polinômios e aplicações holomorfas em espaços de Banach, e exibiremos uma intro-

dução detalhada à equação de Daugavet para operadores e para polinômios. O intuito

deste primeiro capítulo é facilitar e motivar a leitura do estudo realizado nos capítulos

subsequentes.

O Capítulo 2 e o Capítulo 3 serão destinados ao estudo de polinômios definidos

em C*-álgebras. No Capítulo 2 trabalharemos com C*-álgebras comutativas. Iniciaremos

com uma breve introdução a C*-álgebras e provaremos que uma C*-álgebra comutativa

tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, é não-atômica. Além disso,
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mostraremos que todo polinômio contínuo em uma C*-álgebra comutativa satisfaz (ADE).

No Capítulo 3 estudaremos C*-álgebras não necessariamente comutativas. Apresentare-

mos primeiramente algumas preliminares sobre JB*-triplas e provaremos que todo polinô-

mio de tipo finito em uma JB*-tripla U satisfaz (DE) (resp. (ADE)), se U não possui

tripotentes minimais (resp. se todos os tripotentes minimais de U são centrais). Destes

resultados deduziremos os resultados principais deste capítulo. Para uma C*-álgebra A,

provaremos que todo polinômio de tipo finito em A satisfaz (DE) se, e somente se, A é

não-atômica; e demonstraremos que todo polinômio de tipo finito em A satisfaz (ADE)

se, e somente se, todas as projeções atômicas de A são centrais.

Por fim, o Capítulo 4 será dedicado ao estudo da estabilidade da propriedade

polinomial alternativa de Daugavet sobre somas ℓ∞, c0 e ℓ1. Para uma sequência de espaços

de Banach (Xj)
∞
j=1, provaremos que

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0

) tem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, todo Xj tem a propriedade polinomial

alternativa de Daugavet. E mostraremos que se todo polinômio k-homogêneo de posto um

em
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ1

satisfaz (DE) (resp. (ADE)), então todo polinômio k-homogêneo de posto

um em Xj satisfaz (DE) (resp. (ADE)) para j = 1, . . . ,∞. Fazendo uso desses resulta-

dos obteremos exemplos de espaços de funções a valores vetoriais que têm a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet quando o espaço imagem tem tal propriedade. Para

uma medida σ-finita µ, um espaço de Hausdorff compacto K e um espaço de Banach X,

provaremos as seguintes afirmações: L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial alternativa

de Daugavet se, e somente se, µ é não-atômica ou X tem a propriedade polinomial alter-

nativa de Daugavet; C(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e

somente se, K não possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa

de Daugavet; se todo polinômio k-homogêneo de posto um em L1(µ,X) satisfaz (DE)

(resp. (ADE)), então µ é não-atômica ou todo polinômio k-homogêneo de posto um em

X satisfaz (DE) (resp. (ADE)).



CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste primeiro capítulo apresentaremos algumas definições e alguns resultados

que facilitarão a leitura do texto.

1.1 Polinômios e aplicações holomorfas

Nesta seção apresentaremos definições e resultados sobre polinômios e aplica-

ções holomorfas em espaços de Banach. Para um estudo mais aprofundado sugerimos a

referência [23].

Definição 1.1.1. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Para cada m ∈ N, denotare-

mos por La(
mX, Y ) o espaço das aplicações m-lineares A : Xm → Y , e denotaremos por

L(Xm, Y ) o subespaço das aplicações contínuas de La(
mX, Y ). Para cada A ∈ La(

mX, Y )

definimos

‖A‖ = sup
{
‖A(x1, . . . , xm)‖ : xj ∈ X, max

1≤j≤m
‖xj‖ ≤ 1

}
.

Por conveniência definimos La(
0X, Y ) = L(0X, Y ) = Y . Quando m = 1,

escreveremos La(
1X, Y ) = La(X, Y ) e L(1X, Y ) = L(X, Y ). Quando Y = K, escreveremos

8
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La(
mX,K) = La(

mX) e L(mX,K) = L(mX). Finalmente, quando m = 1 e Y = K,

escreveremos La(X) = X ′ e L(X) = X∗.

Proposição 1.1.2 ([23], Proposition 1.3). L(mX, Y ) é um espaço de Banach com a norma

definida anteriormente.

Exemplo 1.1.3. Podemos construir aplicações multilineares a partir de funcionais lineares

da seguinte forma. Dados ϕ1, . . . , ϕm ∈ X ′, definimos A ∈ La(
mX,K) por

A(x1, . . . , xm) = ϕ1(x1) . . . ϕm(xm)

para todos x1, . . . , xm ∈ X. Observe que ao tomarmos ϕ1, . . . , ϕm ∈ X∗, obtemos A ∈

L(Xm,K).

Definição 1.1.4. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Uma aplicação P : X → Y

é dita um polinômio m-homogêneo se existe A ∈ La(X
m, Y ) tal que P (x) = A(x, . . . , x)

para todo x ∈ X. Denotaremos por Pa(
mX, Y ) o espaço vetorial dos polinômios m-

homogêneos de X em Y , e denotaremos por P(mX, Y ) o subespaço dos polinômios contí-

nuos de Pa(
mX, Y ). Para cada P ∈ Pa(

mX, Y ) definimos

‖P‖ = sup{‖P (x)‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.

Quando Y = K, escreveremos Pa(
mX,K) = Pa(

mX) e P(mX,K) = P(mX).

Proposição 1.1.5 ([23], Corollary 2.3). P(mX, Y ) é um espaço de Banach com a norma

definida anteriormente.

Definição 1.1.6. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Uma aplicação P : X → Y é

dita um polinômio de grau menor ou igual a m se esta pode ser representada como uma

soma

P = P0 + P1 + · · · + Pm,

onde Pk ∈ Pa(
kX, Y ) para k = 0, 1, . . . ,m. Denotaremos por Pa(X, Y ) o espaço vetorial

dos polinômios de X em Y , e denotaremos por P(X, Y ) o subespaços dos polinômios

contínuos de Pa(X, Y ).

Quando Y = K, escreveremos Pa(X,K) = Pa(X) e P(X,K) = P(X). Clara-

mente P(X, Y ) é um espaço normado com a norma do supremo sobre BX .
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Proposição 1.1.7 ([23], Proposition 2.9). (a) Pa(X, Y ) é a soma direta algébrica dos su-

bespaços Pa(
mX, Y ) com m ∈ N0.

(b) P(X, Y ) é a soma direta algébrica dos subespaços P(mX, Y ) com m ∈ N0.

Proposição 1.1.8 ([23], Exercise 2.N). Para cada P ∈ Pa(X, Y ) as seguintes condições

são equivalentes:

(a) P é contínuo;

(b) P é limitado em toda bola com raio finito;

(c) P é limitado em alguma bola aberta.

Definição 1.1.9. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Um polinômio P ∈ P(X, Y ) é

dito um polinômio de posto um se o subespaço gerado pela imagem de P possui dimensão

um.

Definição 1.1.10. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Denotaremos por Pwk(X, Y )

o subespaço dos polinômios P ∈ P(X, Y ) tais que P (BX) é relativamente fracamente

compacto em Y . Os elementos de Pwk(X, Y ) são chamados de polinômios fracamente

compactos.

Definição 1.1.11. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K. Denotaremos por Pf (
mX, Y )

o subespaço dos polinômios P ∈ P(mX, Y ) que podem ser escritos na forma

P (x) =
k∑

i=1

yi[x
∗
i (x)]

m para todo x ∈ X,

onde yi ∈ Y e x∗i ∈ X∗. Denotaremos por Pf (X, Y ) a soma algébrica dos espaços

Pf (
mX, Y ) com m ∈ N0. Cada P ∈ Pf (X, Y ) é dito um polinômio de tipo finito.

Proposição 1.1.12. Todo P ∈ Pf (X, Y ) possui uma extensão P̂ ∈ Pf (X
∗∗, Y ∗∗) satisfa-

zendo ‖P̂‖X∗∗ = ‖P‖X .

Demonstração. Como P é um polinômio de tipo finito, temos

P (x) =
k∑

i=1

yi[x
∗
i (x)]

mi para todo x ∈ X,
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para algum yi ∈ Y , x∗i ∈ X∗ e mi ∈ N0. Defina P̂ : X∗∗ → Y ∗∗ por

P̂ (x∗∗) =
k∑

i=1

yi[x
∗∗(x∗i )]

mi ,

onde yi é visto como um elemento de Y ∗∗. Então P̂ pertence a Pf (X
∗∗, Y ∗∗) e é uma

extensão de P . Além disso, P̂ é fracamente estrela contínuo. Já que BX∗∗ é fracamente

estrela compacta pelo Teorema de Alaoglu, segue que existe x∗∗0 ∈ BX∗∗ tal que

‖P̂ (x∗∗0 )‖ = ‖P̂‖X∗∗ .

Agora, pelo Teorema de Goldstine, existe uma sequência (xn) ⊂ BX que converge para

x∗∗0 na topologia fraca estrela. Daí,

‖P̂‖X∗∗ = ‖P̂ (x∗∗0 )‖ = lim
n

‖P (xn)‖ ≤ ‖P‖X .

Logo, ‖P̂‖X∗∗ = ‖P‖X .

Observação 1.1.13. Dados P,Q ∈ Pf (X, Y ), observe que P̂ +Q = P̂ + Q̂.

Definição 1.1.14. SejamX e Y espaços de Banach sobre K. Denotaremos por PA(mX, Y )

o fecho de Pf (
mX, Y ) em P(mX, Y ) e denotaremos por PA(X, Y ) a soma algébrica dos

espaços PA(mX, Y ) com m ∈ N0. Os elementos de PA(X, Y ) são chamados de polinômios

aproximáveis.

Para um estudo de PA(mX, Y ) indicamos a referência ([9], Capítulo 2).

Definição 1.1.15. Sejam X e Y espaços de Banach sobre C e seja V um subconjunto

aberto de X. Uma aplicação F : V → Y é dita holomorfa ou analítica se, para cada a ∈ V ,

existem uma bola aberta B(a, r) ⊂ V e uma sequência de polinômios Pk ∈ P(kX, Y ) tais

que

F (x) =
∞∑

k=0

Pk(x− a)

uniformemente para x ∈ B(a, r). Denotaremos por H(V, Y ) o espaço vetorial das aplica-

ções holomorfas de V em Y . Quando Y = C, escreveremos H(V,C) = H(V ).

Proposição 1.1.16 ([23], Example 5.3). P(X, Y ) ⊂ H(X, Y ).
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1.2 A equação de Daugavet para operadores

Nesta seção apresentaremos diversos resultados importantes envolvendo a equa-

ção de Daugavet para operadores.

Definição 1.2.1. Seja X um espaço de Banach e seja T : X → X um operador linear

limitado. Dizemos que T satisfaz a equação de Daugavet se

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖. (DE)

Observemos que sempre vale ‖Id+T‖ ≤ 1+‖T‖, pela desigualdade triangular.

A seguir apresentaremos alguns resultados que nos mostram exemplos de espa-

ços de Banach clássicos cujos operadores fracamente compactos satisfazem a equação de

Daugavet.

Definição 1.2.2. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Um conjunto A ∈ Σ é chamado

um átomo se µ(A) > 0 e para todo B ⊂ A temos µ(B) = 0 ou µ(B) = µ(A). A medida µ

é dita não-atômica se não possui átomos.

Teorema 1.2.3 ([13], Theorem 1). Seja µ uma medida σ-finita não-atômica. Então todo

operador fracamente compacto em L1(µ) satisfaz (DE).

Teorema 1.2.4 ([29], Theorem 5). Seja K um espaço de Hausdorff compacto sem pontos

isolados. Então todo operador fracamente compacto em C(K) satisfaz (DE).

Exemplo 1.2.5. Os espaços R e C não possuem a propriedade de que todo operador

fracamente compacto satisfaz (DE). De fato, basta considerar o operador linear T = −Id.

Este operador é fracamente compacto (compacto) e ‖Id + T‖ = 0 < 2 = 1 + ‖T‖.

Definição 1.2.6. Um espaço de Banach X tem a propriedade de Daugavet (DP) se todo

operador de posto um em X satisfaz (DE).

Teorema 1.2.7 ([14], Theorem 2.3). Se um espaço de Banach X tem a propriedade de

Daugavet, então todo operador fracamente compacto em X satisfaz (DE).

Proposição 1.2.8. Sejam X um espaço de Banach, K um espaço de Hausdorff compacto

e (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita. Então:

(a) ([21], Remark 6) C(K,X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente se, K não

possui pontos isolados ou X tem a propriedade de Daugavet;



1.3 A equação de Daugavet para polinômios 13

(b) ([21], Remark 9) L1(µ,X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente se, µ é não-

atômica ou X tem a propriedade de Daugavet.

Proposição 1.2.9 ([22], Theorem 5). Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita e seja

X um espaço de Banach. Então L∞(µ,X) tem a propriedade de Daugavet se, e somente

se, µ é não-atômica ou X tem a propriedade de Daugavet.

A seguir apresentamos a definição de uma versão mais fraca da equação de

Daugavet, conhecida como equação alternativa de Daugavet.

Definição 1.2.10. Seja X um espaço de Banach e seja T : X → X um operador linear

limitado. Dizemos que T satisfaz a equação alternativa de Daugavet se

max
|w|=1

‖Id + wT‖ = 1 + ‖T‖. (ADE)

Teorema 1.2.11 ([10], página 483). Seja K um espaço de Hausdorff compacto e seja

µ uma medida σ-finita. Então todo operador linear limitado em C(K) ou L1(µ) satisfaz

(ADE).

Definição 1.2.12. Um espaço de Banach X tem a propriedade alternativa de Daugavet

(ADP) se todo operador de posto um em X satisfaz (ADE).

Teorema 1.2.13 ([20], Theorem 2.2). Se um espaço de Banach X tem a propriedade

alternativa de Daugavet, então todo operador fracamente compacto em X satisfaz (ADE).

Resultados análogos à Proposição 1.2.8 e à Proposição 1.2.9 também são válidos

para a propriedade alternativa de Daugavet. Estes serão apresentados em detalhes no

Capítulo 4.

1.3 A equação de Daugavet para polinômios

Nesta seção introduziremos a equação de Daugavet para polinômios, que é o

centro do estudo desta tese.

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por ℓ∞(BX , X) o espaço de Banach

de todas as funções limitadas de BX emX munido com a norma do supremo. Escreveremos

ℓ∞(BX) quando apenas funções a valores escalares forem consideradas.
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Definição 1.3.1. Seja X um espaço de Banach e seja Φ ∈ ℓ∞(BX , X). Dizemos que Φ

satisfaz a equação de Daugavet se

‖Id + Φ‖ = 1 + ‖Φ‖, (DE)

e dizemos que Φ satisfaz a equação alternativa de Daugavet se

max
|w|=1

‖Id + wΦ‖ = 1 + ‖Φ‖. (ADE)

Se X é um espaço de Banach e Z é um subespaço de ℓ∞(BX), denotaremos

por ZX o conjunto de todas as funções Φ : BX → X tais que x∗ ◦ Φ ∈ Z para todo

x∗ ∈ X∗. Para ϕ ∈ Z e x0 ∈ X, denotaremos por ϕ ⊗ x0 o elemento de ZX dado por

[ϕ ⊗ x0](x) = ϕ(x)x0 para todo x ∈ BX . Apresentamos a seguir uma caracterização de

(DE) e (ADE) para funções em ZX cujas imagens são relativamente fracamente compactas.

Teorema 1.3.2 ([5], Theorem 1.1.). Seja X um espaço de Banach e seja Z um subespaço

de ℓ∞(BX). São equivalentes:

(i) Para todo ϕ ∈ Z e todo x0 ∈ X, ϕ⊗ x0 satisfaz (DE);

(ii) Para todos ϕ ∈ SZ , x0 ∈ SX e ε > 0, existem w ∈ T e y ∈ BX tais que

Rewϕ(y) > 1 − ε e ‖x0 + wy‖ > 2 − ε;

(iii) Todo Φ ∈ ZX cuja imagem é relativamente fracamente compacta satisfaz (DE).

Teorema 1.3.3 ([5], Corollary 1.2). Seja X um espaço de Banach e seja Z um subespaço

de ℓ∞(BX). São equivalentes:

(i) Para todo ϕ ∈ Z e todo x0 ∈ X, ϕ⊗ x0 satisfaz (ADE);

(ii) Para todos ϕ ∈ SZ , x0 ∈ SX e ε > 0, existem w1, w2 ∈ T e y ∈ BX tais que

Rew1ϕ(y) > 1 − ε e ‖x0 + w2y‖ > 2 − ε;

(iii) Todo Φ ∈ ZX cuja imagem é relativamente fracamente compacta satisfaz (ADE).

Definição 1.3.4. Para um espaço de Banach X, denotaremos por Π(X) o subconjunto

de X ×X∗ dado por

Π(X) =
{
(x, x∗) : x ∈ SX , x

∗ ∈ SX∗ , x∗(x) = 1
}
.
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Dada uma função limitada Φ : SX → X, sua imagem numérica é o conjunto

V (Φ) =
{
x∗(Φ(x)) : (x, x∗) ∈ Π(X)

}
,

e seu raio numérico é o valor

υ(Φ) = sup
{
|λ| : λ ∈ V (Φ)

}
.

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por Cu(BX , X) o espaço de Banach

das funções uniformemente contínuas de BX em X munido com a norma do supremo, e

denotaremos por Au(BX , X) o subespaço das funções Φ ∈ Cu(BX , X) que são holomorfas

no interior de BX . É mencionado em ([5], página 65) que cada Φ ∈ Cu(BX , X) é de fato

limitada. Agradecemos ao Professor Domingo Garcia por comunicarnos uma demonstração

deste fato, que enunciamos a seguir.

Lema 1.3.5. Cada Φ ∈ Cu(BX , X) é limitada.

Demonstração. Como Φ é uniformemente contínua, existe δ > 0 tal que ‖Φ(x)−Φ(y)‖ < 1

para todos x, y ∈ BX com ‖x − y‖ < δ. Seja n ∈ N tal que 1
n
< δ. Então, para cada

x ∈ BX , tem-se que

‖Φ(x) − Φ(0)‖ ≤
n∑

k=1

∥∥∥∥Φ

(
k

n
x

)
− Φ

(
k − 1

n
x

)∥∥∥∥ < n,

e portanto ‖Φ(x)‖ < ‖Φ(0)‖ + n.

Para funções no espaço Cu(BX , X) podemos caracterizar (DE) e (ADE) da

seguinte forma.

Proposição 1.3.6 ([5], Proposition 1.3). Seja X um espaço de Banach e seja Φ um

elemento de Cu(BX , X). Então:

(a) Φ satisfaz (DE) se, e somente se, ‖Φ‖ = sup ReV (Φ);

(b) Φ satisfaz (ADE) se, e somente se, ‖Φ‖ = υ(Φ).

A equação de Daugavet e a equação alternativa de Daugavet têm sido estudadas

especialmente para polinômios e polinômios homogêneos. Apresentaremos a seguir alguns

dos principais resultados deste estudo obtidos até o momento. Alguns outros resultados

serão apresentados ao longo dos próximos capítulos.
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Exemplos 1.3.7.

(a) Os espaços R e C não têm a propriedade de que todo polinômio fracamente compacto

satisfaz (DE). Isso segue do Exemplo 1.2.5 e do fato de um operador linear ser um

polinômio.

(b) Todo polinômio em C satisfaz (ADE). De fato, fixe P ∈ P(C) com ‖P‖ = 1. Pelo

Teorema do Módulo Máximo, existe y ∈ T tal que |P (y)| = ‖P‖ = 1. Ainda, podemos

encontrar w1 ∈ T tal que

Rew1P (y) = |P (y)| = 1.

Por outro lado, podemos encontrar w2 ∈ T tal que

Rew2y = |y| = 1.

Então, tomando w = w1w2 ∈ T, obtemos

‖Id + wP‖ ≥ |y + wP (y)| = |w2y + w1P (y)| = 2.

(c) O resultado do item anterior não é válido para R, isto é, existe um polinômio (fraca-

mente compacto) P ∈ P(R) tal que ‖Id ± P‖ < 1 + ‖P‖. De fato, definindo

P (t) = 1 − t2 (t ∈ R),

obtemos ‖P‖ = 1 e

‖Id ± P‖ = max
t∈[−1,1]

|t± (1 − t2)| =
5

4
< 2.

O exemplos anteriores foram extraídos de [5].

Tomando Z = P(X) no Teorema 1.3.2 e no Teorema 1.3.3 obtemos facilmente

os seguintes corolários.

Corolário 1.3.8. Seja X um espaço de Banach. São equivalentes:

(i) Para todo p ∈ P(X) e todo x0 ∈ X, p⊗ x0 satisfaz (DE);

(ii) Para todos p ∈ P(X) com ‖p‖ = 1, x0 ∈ SX e ε > 0, existem w ∈ T e y ∈ BX tais

que

Rewp(y) > 1 − ε e ‖x0 + wy‖ > 2 − ε;

(iii) Todo P ∈ P(X,X) fracamente compacto satisfaz (DE).
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Corolário 1.3.9. Seja X um espaço de Banach. São equivalentes:

(i) Para todo p ∈ P(X) e todo x0 ∈ X, p⊗ x0 satisfaz (ADE);

(ii) Para todos p ∈ P(X) com ‖p‖ = 1, x0 ∈ SX e ε > 0, existem w1, w2 ∈ T e y ∈ BX

tais que

Rew1p(y) > 1 − ε e ‖x0 + w2y‖ > 2 − ε;

(iii) Todo P ∈ P(X,X) fracamente compacto satisfaz (ADE).

Definição 1.3.10. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que X tem a propriedade

polinomial de Daugavet se todo polinômio de posto um de X em X satisfaz (DE). E

dizemos que X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se todo polinômio

de posto um de X em X satisfaz (ADE).

Pelo Corolário 1.3.8 e pelo Corolário 1.3.9, segue que se X tem a propriedade

polinomial de Daugavet então todo polinômio fracamente compacto em X satisfaz (DE),

e se X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet então todo polinômio fraca-

mente compacto em X satisfaz (ADE). Além disso, fazendo uso desses corolários foram

provados os seguintes resultados.

Teorema 1.3.11 ([5], Theorem 2.4). Sejam Ω um espaço de Hausdorff completamente

regular sem pontos isolados, K um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados e

X um espaço de Banach. Então Cb(Ω, X) e C(K,X) têm a propriedade polinomial de

Daugavet.

Teorema 1.3.12 ([6], Theorem 6.5). Seja X um espaço de Banach. Então:

(a) Se µ é uma medida σ-finita não-atômica, então L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial

de Daugavet;

(b) Se K é um espaço de Hausdorff compacto, então Cw(K,X) e Cw∗(K,X∗) têm a pro-

priedade polinomial de Daugavet.

Teorema 1.3.13 ([19], Theorem 3.3). Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita não-

atômica e seja X um espaço de Banach. Então L1(µ,X) tem a propriedade polinomial de

Daugavet.

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre a equação de Daugavet para

polinômios homogêneos.
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Definição 1.3.14. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que X tem a propriedade de

Daugavet de ordem k (k-DP) se todo polinômio k-homogêneo de posto um satisfaz (DE).

E dizemos que X tem a propriedade alternativa de Daugavet de ordem k (k-ADP) se todo

polinômio k-homogêneo de posto um satisfaz (ADE).

Proposição 1.3.15 ([5], Corollary 3.3). Seja X um espaço de Banach sobre K e seja k

um inteiro, k ≥ 2.

(a) Se K = C, então a k-DP e a k-ADP são equivalentes.

(b) Se K = R e k é par, então a k-DP e a k-ADP são equivalentes.

Exemplos 1.3.16.

(a) Pelo Exemplo 1.3.7.b, o espaço C tem a k-ADP para todo k ∈ N. Então, pela

proposição anterior, C tem a k-DP para todo k ≥ 2, mas C não tem a 1-DP.

(b) Segundo o Exemplo 1.3.7.c, existem polinômios não-homogêneos em R que não satis-

fazem (ADE). Entretanto, é fácil verificar que R tem a k-ADP para todo k ∈ N.

(c) Assim, R tem a k-DP para todo k par, pela proposição anterior. Por outro lado, se k

é ímpar, R não tem a k-DP. Basta considerar o polinômio P ∈ P(kR) dado por

P (t) = −tk (t ∈ R).

Os exemplos anteriores foram extraídos de [5]. Observe que o item (c) mostra

que a k-DP e a k-ADP não são equivalentes para k ímpar, no caso em que X é um espaço

real.

Proposição 1.3.17 ([5], Proposition 3.7). Seja X um espaço de Banach e seja k um

inteiro positivo. Se X tem a (k + 1)-ADP, então X tem a k-ADP.

Exemplo 1.3.18. Segundo ([7], página 141), existe um polinômio 2-homogêneo fraca-

mente compacto P ∈ P(2ℓ1, ℓ1) (ℓ1 visto como espaço real ou complexo) tal que υ(P ) ≤
1
2
‖P‖. Segue da Proposição 1.3.6 que P não satisfaz (ADE), ou seja, ℓ1 não tem a 2-ADP.

Daí, pela proposição anterior, ℓ1 não tem a k-ADP para nenhum k ≥ 2.

O corolário a seguir segue diretamente da Proposição 1.3.15 e da Proposição

1.3.17.
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Corolário 1.3.19. Seja X um espaço de Banach complexo e seja k um inteiro, k ≥ 2.

Se X tem a (k + 1)-DP, então X tem a k-DP.

O resultado acima não vale no caso real. De fato, como vimos no Exemplo

1.3.16.c, R tem a k-DP para todo k par, mas não tem a k-DP para nenhum k ímpar.

Entretanto, um resultado similar pode ser provado no caso real.

Proposição 1.3.20 ([5], Proposition 3.10). Seja X um espaço de Banach real e seja k

um inteiro positivo. Se X tem a (k + 2)-DP, então X tem a k-DP.



CAPÍTULO 2

A equação polinomial de Daugavet em

C*-álgebras comutativas

O objetivo principal deste capítulo é provar que toda C*-álgebra comutativa

não-atômica tem a propriedade polinomial de Daugavet.

2.1 C*-álgebras

Apresentaremos nesta seção a definição de C*-álgebra e alguns exemplos clás-

sicos. Para mais detalhes sobre este conceito indicamos as referências [28] e [3].

Definição 2.1.1. Dizemos que A é uma álgebra se A é um espaço vetorial complexo e

um anel com elemento unidade e 6= 0 tal que (λx)y = x(λy) = λ(xy) para todos x, y ∈ A

e λ ∈ C.

Dizemos que A é uma álgebra de Banach se A é uma álgebra e um espaço de

Banach tal que

20
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(a) ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ para todos x, y ∈ A;

(b) ‖e‖ = 1.

A álgebra de Banach A é dita comutativa se xy = yx para todos x, y ∈ A. Um elemento

x ∈ A é dito central se xy = yx para todo y ∈ A.

Exemplos 2.1.2.

(a) Seja Ω um espaço de Hausdorff completamente regular e seja Cb(Ω) o espaço de Banach

de todas as funções contínuas e limitadas de Ω em C, munido com a norma do supremo.

Se a multiplicação é definida pontualmente, então o espaço complexo Cb(Ω) é uma

álgebra de Banach comutativa.

(b) Seja K um espaço de Hausdorff compacto e seja C(K) o espaço de Banach de todas as

funções contínuas de K em C, munido com a norma do supremo. Se a multiplicação

é definida pontualmente, então o espaço complexo C(K) é uma álgebra de Banach

comutativa.

(c) Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita e seja L∞(µ) o espaço de Banach de todas

as (classes de equivalência de) funções essencialmente limitadas de Ω em C, munido

com a norma do supremo essencial. Se a multiplicação é definida pontualmente, então

o espaço complexo L∞(µ) é uma álgebra de Banach comutativa.

(d) Seja X um espaço de Banach complexo com dimensão pelo menos dois. Se a multi-

plicação é definida como a composição de operadores, então L(X,X) é uma álgebra

de Banach não-comutativa.

Definição 2.1.3. Seja A uma álgebra de Banach. Uma aplicação x ∈ A → x∗ ∈ A é

chamada involução se satisfaz as seguintes condições, para todos x, y ∈ A e λ ∈ C:

(a) (λx+ y)∗ = λx∗ + y∗;

(b) (xy)∗ = y∗x∗;

(c) x∗∗ = x.

Uma álgebra de Banach A munida de uma involução é dita uma C*-álgebra se a involução

satisfaz a condição adicional:

(d) ‖x∗x‖ = ‖x‖2, para todo x ∈ A.
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Exemplos 2.1.4.

(a) Seja Ω um espaço de Hausdorff completamente regular. Se definimos f ∗(x) = f(x)

para todos f ∈ Cb(Ω) e x ∈ Ω, então a álgebra de Banach Cb(Ω) é uma C*-álgebra

comutativa.

(b) Seja K um espaço de Hausdorff compacto. Se definimos f ∗(x) = f(x) para todos

f ∈ C(K) e x ∈ K, então a álgebra de Banach C(K) é uma C*-álgebra comutativa.

(c) Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita. Se definimos f ∗(x) = f(x) para todos

f ∈ L∞(µ) e x ∈ Ω, então a álgebra de Banach L∞(µ) é uma C*-álgebra comutativa.

(d) Seja H um espaço de Hilbert complexo. Se definimos a involução de um operador

T ∈ L(H,H) como o adjunto usual T ∗ de T , então L(H,H) é uma C*-álgebra.

Definição 2.1.5. Um elemento p de uma C*-álgebra é dito uma projeção se p2 = p = p∗.

Definição 2.1.6. Seja A uma C*-álgebra. Dizemos que uma projeção não-nula p em A é

atômica se, para todo a ∈ A existe λ ∈ C tal que pap = λp. Dizemos que A é não-atômica

se A não possui projeções atômicas.

Alguns exemplos de C*-álgebras não-atômicas serão apresentados na próxima

seção.

2.2 C*-álgebras comutativas

Apresentaremos a seguir algumas definições e resultados válidos para C*-álgebras

comutativas.

Definição 2.2.1. Seja A uma álgebra de Banach e seja a ∈ A. O espectro de a, denotado

por σ(a), é o conjunto dos λ ∈ C tais que a− λe não é invertível.

Definição 2.2.2. Seja A uma álgebra de Banach comutativa. O espectro de A, denotado

por S(A), é o conjunto dos homomorfismos φ : A → C.

Proposição 2.2.3 ([23], Corollary 30.4). Seja A uma álgebra de Banach comutativa e

seja a ∈ A. Então σ(a) = {φ(a) : φ ∈ S(A)} e cada φ ∈ S(A) é contínuo.
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Definição 2.2.4. Seja A uma álgebra de Banach comutativa. Para cada a ∈ A conside-

remos a função

â : φ ∈ S(A) 7→ φ(a) ∈ C.

A função â é chamada de transformada de Gelfand de a. Denotaremos por Â a álgebra

das funções â, com a ∈ A. O espectro S(A) de A será sempre munido da topologia mais

fraca que torna contínua cada função â ∈ Â. Essa topologia é chamada de topologia de

Gelfand.

Teorema 2.2.5 ([23], Theorem 30.6). Seja A uma álgebra de Banach comutativa e seja

a ∈ A. Então:

(a) S(A) é um espaço de Hausdorff compacto;

(b) A transformada de Gelfand é um homomorfismo de álgebras contínuo.

Definição 2.2.6. Sejam A e B C*-álgebras. Dizemos que uma aplicação T : A → B é

um ∗-isomorfismo se T é um isomorfismo de álgebras tal que T (x∗) = (Tx)∗ para todo

x ∈ A. Neste caso, dizemos que A é ∗-isomorfa a B.

Teorema 2.2.7 (Teorema de Gelfand-Naimark, [3], Theorem VI.5.2). Seja A uma C*-

álgebra comutativa. Então A é isometricamente ∗-isomorfa a C(S(A)).

Teorema 2.2.8 ([3], Theorem VI.5.4). Seja A uma C*-álgebra comutativa gerada por um

único elemento a e seu adjunto a∗. Então â é um homeomorfismo de S(A) em σ(a).

O teorema a seguir será fundamental para a demonstração do resultado princi-

pal deste capítulo. Como não encontramos sua prova ao longo de nossos estudos, optamos

por apresentá-la em detalhes.

Teorema 2.2.9. Seja A uma C*-álgebra comutativa. Então A é não-atômica se, e so-

mente se, S(A) não possui pontos isolados.

Demonstração. (⇒) Suponha que S(A) possua um ponto isolado x0. Defina a função

f : S(A) → C por

f(x) =

{
0 , x 6= x0

1 , x = x0.

Como x0 é um ponto isolado de S(A), segue que f ∈ C(S(A)). Observe que f 2 = f = f ∗,
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ou seja, f é uma projeção em C(S(A)). Além disso, dada g ∈ C(S(A)) temos

f(x)g(x)f(x) =

{
0 , x 6= x0

g(x0) , x = x0

= g(x0)f(x),

para todo x ∈ S(A), ou seja, fgf = g(x0)f . Assim, dada g ∈ C(S(A)), existe λ ∈ C tal

que fgf = λf . Logo, f é uma projeção atômica em C(S(A)).

Agora, pelo Teorema de Gelfand-Naimark, A é isometricamente ∗-isomorfa a

C(S(A)). Portanto, A possui pelo menos uma projeção atômica.

(⇐) Suponha que A possua uma projeção atômica p. Então, dado a ∈ A existe λa ∈ C

tal que

pap = λap.

É fácil ver que λa é único, já que p é não-nulo. Defina

φ : A −→ C

a 7−→ λa.

Mostraremos que φ ∈ S(A). De fato, dados a, b ∈ A,

φ(ab)p = p(ab)p = (pap)(pbp) = [φ(a)p][φ(b)p] = [φ(a)φ(b)]p,

onde a segunda igualdade vale pois A é comutativa e p é uma projeção. Além disso,

φ(a+ αb)p = p(a+ αb)p = pap+ α(pbp) = φ(a)p+ αφ(b)p = [φ(a) + αφ(b)]p,

para todo α ∈ C. Assim,

φ(ab) = φ(a)φ(b) e φ(a+ αb) = φ(a) + αφ(b),

para todos a, b ∈ A e α ∈ C. Logo, φ ∈ S(A).

Provaremos que φ é um ponto isolado de S(A), mais precisamente, provaremos

que o aberto

U
(
φ; p; 1

2

)
=

{
ψ ∈ S(A) : |ψ(p) − φ(p)| < 1

2

}

é igual a {φ}. Primeiramente, observe que φ(p) = 1, já que ppp = φ(p)p. Agora tome

ψ ∈ S(A). Observe que

ψ(p) = ψ(p2) = ψ(p)2.
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Segue que ψ(p) é igual a 0 ou 1. Se ψ(p) = 0 então

|ψ(p) − φ(p)| = 1,

ou seja, ψ /∈ U(φ; p; 1
2
). E se ψ(p) = 1 então

ψ(a) = ψ(p)ψ(a)ψ(p) = ψ(pap) = ψ(φ(a)p) = φ(a)ψ(p) = φ(a)

para todo a ∈ A, isto é, ψ = φ. Logo, {φ} = U
(
φ; p; 1

2

)
.

Portanto, S(A) possui um ponto isolado.

2.3 Polinômios fracamente compactos em C*-álgebras

comutativas

Como motivação para os resultados principais dos Capítulos 2 e 3, consideremos

os seguintes resultados sobre a equação de Daugavet para operadores em C*-álgebras.

Teorema 2.3.1 ([25], Theorem 2.1). Seja A uma C*-álgebra. Então todo operador fraca-

mente compacto em A satisfaz (DE) se, e somente se, A é não-atômica.

Teorema 2.3.2 ([20], Theorem 4.1). Seja A uma C*-álgebra. Então todo operador fra-

camente compacto em A satisfaz (ADE) se, e somente se, todas projeções atômicas de A

são centrais.

Provaremos a seguir que esses resultados podem ser generalizados quando a

C*-álgebra é comutativa. Para tanto, consideremos em particular o seguinte resultado

sobre o espaço complexo C(K), onde K é um espaço de Hausdorff compacto.

Teorema 2.3.3 ([5], Corollary 2.6). Seja K um espaço de Hausdorff compacto sem pontos

isolados. Então toda Φ ∈ Au(BC(K), C(K)) fracamente compacta satisfaz (DE).

Fazendo uso do Teorema 2.2.9, do Teorema 2.3.3 e do Teorema de Gelfand-

Naimark provaremos o resultado principal deste capítulo.

Teorema 2.3.4. Seja A uma C*-álgebra comutativa. Então toda Φ ∈ Au(BA,A) fraca-

mente compacta satisfaz (DE), se e somente se, A é não-atômica.
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Demonstração. (⇒) Como A é não-atômica, segue do Teorema 2.2.9 que S(A) não possui

pontos isolados. Desta forma, toda Φ ∈ Au(BC(S(A)), C(S(A))) fracamente compacta

satisfaz (DE) pelo Teorema 2.3.3. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, A é isometricamente

∗-isomorfa a C(S(A)). Logo, toda Φ ∈ Au(BA,A) fracamente compacta satisfaz (DE).

(⇐) Se A possui pelo menos uma projeção atômica, então S(A) possui pelo menos um

ponto isolado pelo Teorema 2.2.9. Daí, é possível construir um operador de posto um de

C(S(A)) em C(S(A)) que não satisfaz (DE). Para tanto, considere um ponto isolado x0

de S(A). Defina a função f : S(A) → C por

f(x) =

{
0 , x 6= x0

1 , x = x0.

Claramente f ∈ C(S(A)). Agora defina

T : C(S(A)) −→ C(S(A))

g 7−→ −g(x0)f.

Então T é um operador de posto um. Além disto, se g ∈ C(S(A)) então (Id+T )g(x) = g(x)

para x 6= x0, e (Id + T )g(x0) = 0. Isto implica ‖Id + T‖ = 1 < 1 + ‖T‖. Assim, T é uma

função fracamente compacta de Au(BC(S(A)), C(S(A))) que não satisfaz (DE). Portanto a

conclusão segue do Teorema de Gelfand-Naimark.

Como consequência imediata do Teorema 2.3.4 e de sua demonstração, obtemos

o seguinte corolário.

Corolário 2.3.5. Seja A uma C*-álgebra comutativa. Então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) A é não-atômica;

(ii) Toda Φ ∈ Au(BA,A) fracamente compacta satisfaz (DE);

(iii) Todo polinômio fracamente compacto P : A → A satisfaz (DE);

(iv) Todo operador fracamente compacto T : A → A satisfaz (DE);

(v) Todo operador de posto um T : A → A satisfaz (DE).
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Exemplos 2.3.6. Apresentaremos a seguir alguns exemplos de C*-álgebras comutativas

não-atômicas.

(a) Cb(Ω), onde Ω é um espaço de Hausdorff completamente regular sem pontos isolados.

Sabemos que Cb(Ω) é uma C*-álgebra comutativa. Vamos provar que Cb(Ω) é não-

atômica. Suponha que Cb(Ω) tenha uma projeção atômica f . Então f 2 = f = f ∗ e

dada g ∈ Cb(Ω), existe λg ∈ C tal que fgf = λgf , o que implica fg = λgf . Já que

f 2 = f , temos que f assume apenas os valores 0 e 1. Além disso, f não é identicamente

nula, então f−1(1) 6= ∅. Suponha que f−1(1) possua pelo menos dois pontos a e b.

Já que Ω é um espaço de Hausdorff completamente regular, existe g ∈ Cb(Ω) tal que

g(a) = 0 e g(b) = 1. Assim

0 = f(a)g(a) = λgf(a) = λg,

e por outro lado,

1 = f(b)g(b) = λgf(b) = λg,

o que é uma contradição. Logo, f−1(1) possui apenas um ponto. Portanto f−1(1) é

um ponto isolado de Ω, pois f ∈ Cb(Ω) e assume somente os valores 0 e 1.

(b) C(K), onde K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados. Segue do

primeiro exemplo.

(c) L∞(µ), onde µ é uma medida não-atômica σ-finita. Sabemos que L∞(µ) é uma C*-

álgebra comutativa. Mostraremos que L∞(µ) é não-atômica. Suponha que L∞(µ)

tenha uma projeção atômica f . Então f 2 = f = f ∗ e dada g ∈ L∞(µ), existe λg ∈ C

tal que fgf = λgf , o que implica fg = λgf . Analogamente ao caso (i), temos que

f assume apenas os valores 0 e 1 q.t.p., pois f 2 = f . Defina A = f−1(1). Já que

f é não-nula q.t.p., A é um conjunto mensurável com medida positiva e f = χA.

Considere B ⊂ A mensurável. Assim

χB = χA · χB = λχA,

para algum λ ∈ C. Então B = ∅ ou χB = χA q.t.p. Segue que µ(B) = 0 ou

µ(B) = µ(A). Portanto A é um átomo de µ.

(d) A subálgebra fechada AT de L(L2[a, b], L2[a, b]) gerada por T , onde [a, b] é um intervalo

limitado e T é o operador linear limitado de L2[a, b] em L2[a, b] definido por Tx = y,
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com y(t) = tx(t) para todo t ∈ [a, b]. Já que T é auto-adjunto, AT é uma C*-álgebra

comutativa. Provaremos que AT é não-atômica. Sabemos pelo Teorema 2.2.9 que AT

é não-atômica se, e somente se, S(AT ) não possui pontos isolados. Além disso, pelo

Teorema 2.2.8, S(AT ) é homeomorfo a σ(T ). Daí, AT é não-atômica se, e somente se,

σ(T ) não possui pontos isolados. Agora, é fácil provar que σ(T ) é o intervalo [a, b].

Portanto, AT é não-atômica.

Os Exemplos (a), (b) e (c) já são conhecidos de [5] e [6] por possuírem a

propriedade polinomial de Daugavet, mas o Exemplo (d) ainda não havia aparecido na

literatura.

Finalmente consideremos um resultado sobre a equação alternativa de Daugavet.

Teorema 2.3.7 ([5], Proposition 1.3 e Theorem 2.8). Seja K um espaço de Hausdorff

compacto e seja X o espaço complexo C(K). Então toda Φ ∈ Au(BX , X) satisfaz (ADE).

Este resultado implica imediatamente o último resultado que apresentaremos

neste capítulo.

Corolário 2.3.8. Seja A uma C*-álgebra comutativa. Então toda Φ ∈ Au(BA,A) satisfaz

(ADE).

Demonstração. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, A é isometricamente ∗-isomorfa a

C(S(A)).



CAPÍTULO 3

A equação polinomial de Daugavet em

C*-álgebras não-comutativas

O objetivo deste capítulo é estender o Teorema 2.3.1 e o Teorema 2.3.2 para

polinômios de tipo finito.

3.1 JB*-triplas

Os resultados principais deste capítulo serão deduzidos de resultados corres-

pondentes para JB*-triplas. Para tanto, apresentaremos a seguir uma breve introdução a

JB*-triplas, onde apontaremos algumas de suas propriedades, as quais serão necessárias

para as demonstrações dos resultados desejados.

29
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Definição 3.1.1. Um espaço de Banach complexo U munido com uma aplicação contínua

U × U × U → U, (a, b, c) 7→ {abc}

(denominada produto triplo) é dito uma JB*-tripla se satisfaz as condições abaixo.

(1) O produto triplo (a, b, c) 7→ {abc} é linear em a e em c, e antilinear em b.

(2) O produto triplo é simétrico, isto é, {abc} = {cba}.

(3) Para todo x ∈ U , o operador Dx : U → U , definido por Dxu = {xxu}, é Hermitiano

(isto é, ‖ exp(itDx)‖ = 1 para todo t ∈ R) com espectro não-negativo.

(4) A “identidade principal”

{ab{xyz}} = {{abx}yz}−{x{bay}z}+{xy{abz}} (J)

é satisfeita para todos a, b, x, y, z ∈ U .

(5) Para todo x ∈ U , ‖{xxx}‖ = ‖x‖3.

Segundo ([11], Corollary 3), ‖{abc}‖ ≤ ‖a‖‖b‖‖c‖ para todos a, b, c ∈ U .

Toda C*-álgebra é uma JB*-tripla com o produto triplo

{abc} =
ab∗c+ cb∗a

2
·

Mais geralmente, subespaços fechados de C*-álgebras que são fechados sob o produto triplo

formam a classe das JB*-triplas conhecidas como JC*-triplas.

Por JBW*-tripla denominamos uma JB*-tripla que é o dual de um espaço de

Banach. Segundo ([2], Theorem 1.4), se U é uma JB*-tripla, então U∗∗ é uma JB*-tripla

cujo produto triplo é fracamente estrela contínuo em cada variável. Em particular, U∗∗ é

uma JBW*-tripla.

Seja x um elemento em uma JB*-tripla U . Definimos o operador antilinear

Qx : U → U por Qx(u) = {xux}. Um elemento e ∈ U é chamado tripotente se {eee} = e.

Para um tripotente e, definimos as projeções de Peirce:

P2(e) = Q2
e, P1(e) = 2(De −Q2

e), P0(e) = Id − 2De +Q2
e.

Denotaremos por Uj(e) a imagem de Pj(e) para j = 0, 1, 2. Observe que
∑

j Pj(e) = Id,

por definição. Então

U = span[U2(e), U1(e), U0(e)] (decomposição de Peirce).
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Essa decomposição possui importantes regras de multiplicação, conhecidas como cálculo

de Peirce:

(i) {Ui(e)Uj(e)Uk(e)} ⊂ Ui−j+k(e) se i− j + k ∈ {0, 1, 2};

(ii) {Ui(e)Uj(e)Uk(e)} = {0} se i− j + k /∈ {0, 1, 2};

(iii) {U2(e)U0(e)U} = {U0(e)U2(e)U} = {0}.

Essas regras podem ser encontradas em ([26], Proposition V.2.1). Segue de (i) que Uj(e)

é uma JB*-tripla para j = 0, 1, 2. Ainda por ([26], Proposition V.2.1) sabemos que

x ∈ Uj(e) ⇐⇒ Dex = (j/2)x.

Além disso, fazendo uso das identidades (J1*), (J2*) e (J3*) de [26], é possível mostrar

que

Pk(e) ◦ Pj(e) = 0 se k 6= j, Pj(e)
2 = Pj(e) para j = 0, 1, 2.

Definição 3.1.2. Seja U uma JB*-tripla e seja W um subespaço de U . Um tripotente

e é dito diagonalizante se U1(e) = {0}, é dito minimal em W se P2(e)[W ] = Ce e é dito

simplesmente minimal se U2(e) = Ce.

Definição 3.1.3. Seja U uma JB*-tripla. Elementos a, b ∈ U são ditos ortogonais se

{abU} = {0}.

Para tripotentes e e f , valem as equivalências:

{efU} = {0} ⇐⇒ {feU} = {0} ⇐⇒ {eef} = 0 ⇐⇒ {eff} = 0.

Observe que pela regra (iii) do cálculo de Peirce, os elementos de U0(e) e U2(e) são orto-

gonais.

Lema 3.1.4 ([24], página 299). Seja U uma JB*-tripla. Se a, b ∈ U são ortogonais, então

‖a+ b‖ = max{‖a‖, ‖b‖}.

Lema 3.1.5 ([20], Lemma 4.11). Seja U uma JB*-tripla e seja e um tripotente em U .

Então as projeções P0(e), P1(e) e P2(e) são contrações, ou seja, ‖Pj(e)‖ ≤ 1 para j =

0, 1, 2.
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Introduziremos a seguir a decomposição simultânea de Peirce de uma JB*-

tripla U . Suponha que e1, . . . , en sejam tripotentes mutuamente ortogonais em U . Para

1 ≤ i, j ≤ n, defina Uii = U2(ei), Uij = U1(ei) ∩ U1(ej) se i 6= j (observe que Uij = Uji),

Ui0 = U0i = U1(ei) ∩

( ⋂

i6=j

U0(ej)

)
e U00 =

⋂

j

U0(ej).

Então

U = span[Uij : 0 ≤ i ≤ j ≤ n].

Segundo [26], para e = e1 + · · · + en temos

U0(e) = U00 =
⋂

1≤j≤n

U0(ej), U1(e) =
⊕

1≤i≤n

U0i e U2(e) =
⊕

1≤i≤j≤n

Uij.

Essa decomposição também possui importantes regras de multiplicação:

(i) {UijUjkUkl} ⊂ Uil;

(ii) {UijUklUpq} = {0} se {i, j} ∩ {k, l} = ∅;

(iii) {UijUjkUpq} = {0} se k /∈ {p, q}.

Essas regras podem ser encontradas em ([26], Proposition V.4.1).

Lema 3.1.6. Sejam U uma JB*-tripla e e1, e2 tripotentes ortogonais em U . Se e = e1 +e2

e e1 é minimal em U2(e), então e1 é minimal em U .

Demonstração. Segundo a decomposição simultânea de Peirce, se e = e1 + e2, então

U0(e) = U0(e1) ∩ U0(e2),

U1(e) = [U0(e1) ∩ U1(e2)] ⊕ [U0(e2) ∩ U1(e1)],

U2(e) = U2(e1) ⊕ U2(e2) ⊕ [U1(e1) ∩ U1(e2)].

Como P2(e1)
[
U0(e1)

]
= {0} e P2(e1)

[
U1(e1)

]
= {0}, segue que P2(e1)

[
U0(e)

]
= {0} e

P2(e1)
[
U1(e)

]
= {0}. Agora, e1 minimal em U2(e) implica P2(e1)

[
U2(e)

]
= Ce1. Logo,

P2(e1)U = Ce1, ou seja, e1 é minimal em U .

Definição 3.1.7. Seja U uma JB*-tripla e seja a ∈ U . O conjunto

Sp(a) = {λ ∈ C : a /∈ (Qa − λ2)U}

é chamado espectro de a.
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Definição 3.1.8. Sejam Λ um conjunto de índices, F(Λ) a coleção de todos os subcon-

juntos finitos de Λ e (xλ)λ∈Λ uma família no dual topológico de um espaço de Banach.

Dizemos que a soma desta família converge na topologia fraca estrela, se as somas parciais

∑

λ∈F

xλ para F ∈ F(Λ)

convergem na topologia fraca estrela a um ponto
∑

λ∈Λ xλ.

Proposição 3.1.9 ([1], Lemma 3.2 e Proposition 3.6). Sejam U uma JB*-tripla, a ∈ U

e Λ(a) = Sp(a) ∩ (0,∞). Então existe uma família (eλ)λ∈Λ(a) de tripotentes mutuamente

ortogonais em U∗∗ tal que

a =
∑

λ∈Λ(a)

λeλ

onde a soma converge na topologia fraca estrela e ‖a‖ = supλ∈Λ(a) |λ|.

Segundo ([1], página 441), se λ é um ponto isolado de Λ(a), então eλ ∈ U .

Lema 3.1.10 ([20], Proof. of Theorem 4.5). Seja U uma JB*-tripla e seja e um tripotente

em U . Então:

(a) Se e não é minimal e U2(e) possui dimensão finita, então existem tripotentes ortogo-

nais e1, e2 ∈ U∗∗ tais que e = e1 + e2 e e1 é minimal em U2(e);

(b) Se U2(e) possui dimensão infinita e N ∈ N, então existem tripotentes mutuamente

ortogonais e1, . . . , eN ∈ U∗∗ tais que e =
∑N

n=1 en.

Lema 3.1.11 ([20], Lemma 4.16). Dado ε > 0, existe N(ε) ∈ N com a seguinte pro-

priedade: se N ≥ N(ε), e1, e2, . . . , eN são tripotentes mutuamente ortogonais em uma

JB*-tripla U e x∗ ∈ SU∗, então existe n ∈ {1, 2, . . . , N} tal que ‖x∗|Vn
‖ ≤ ε, onde

Vn = U2(en) + U1(en).

Lema 3.1.12. Dados ε > 0 e k ∈ N, existe M ∈ N com a seguinte propriedade: se

e1, e2, . . . , eM são tripotentes mutuamente ortogonais em uma JB*-tripla U e x∗1, . . . , x
∗
k ∈

SU∗, então existe n ∈ {1, 2, . . . ,M} tal que ‖x∗i |Vn
‖ ≤ ε para i = 1, . . . , k, onde Vn =

U2(en) + U1(en).

Demonstração. Dado ε > 0, seja N(ε) ∈ N como no lema anterior. Provaremos que, para

k ∈ N fixo, M = N(ε)k tem a propriedade desejada. Mostraremos isto por indução sobre
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k. De fato, pelo lema anterior, a afirmação é verdadeira para k = 1. Suponhamos que

a afirmação seja verdadeira para k − 1. Ou seja, se x∗1, . . . , x
∗
k−1 ∈ SU∗ , M ′ = N(ε)k−1 e

e1, . . . , eM ′ são tripotentes mutuamente ortogonais, então existe n ∈ {1, 2, . . . ,M ′} tal que

‖x∗i |Vn
‖ ≤ ε para i = 1, . . . , k − 1, onde Vn = U2(en) + U1(en).

Provemos a afirmação para k. Sejam x∗1, . . . , x
∗
k ∈ SU∗ , M = N(ε)k e e1, . . . , eM

tripotentes mutuamente ortogonais. Definindo

A1 = {e1, . . . , eM ′}, A2 = {eM ′+1, . . . , e2M ′}, . . . , AN(ε) = {eM−M ′+1, . . . , eM},

obtemos N(ε) conjuntos disjuntos, cada qual contendo M ′ tripotentes mutuamente orto-

gonais. Assim, por hipótese de indução, cada Aj, j = 1, . . . , N(ε), possui um tripotente
∼

ej tal que ‖x∗i |∼

Vj

‖ ≤ ε para i = 1, . . . , k − 1, onde
∼

Vj= U2(
∼

ej) + U1(
∼

ej). Agora, pelo

lema anterior, para
∼

e1, . . . ,
∼

eN(ε) tripotentes mutuamente ortogonais e x∗k ∈ SU∗ , existe

n ∈ {1, 2, . . . , N(ε)} tal que ‖x∗k| ∼

Vn

‖ ≤ ε, onde
∼

Vn= U2(
∼

en) + U1(
∼

en). Como ‖x∗i | ∼

Vn

‖ ≤ ε

para i = 1, . . . , k − 1, segue o resultado desejado.

3.2 Polinômios de tipo finito em JB*-triplas

Apresentamos a seguir dois resultados obtidos em [20].

Teorema 3.2.1 ([20], Theorem 4.7). Uma JB*-tripla tem a propriedade de Daugavet se,

e somente se, não possui tripotentes minimais.

Teorema 3.2.2 ([20], Theorem 4.5). Uma JB*-tripla tem a propriedade alternativa de

Daugavet se, e somente se, todos os seus tripotentes minimais são diagonalizantes.

Motivados por estes resultados sobre a equação de Daugavet para operadores,

vamos estabelecer os seguintes resultados sobre a equação de Daugavet para polinômios.

Teorema 3.2.3. Seja U uma JB*-tripla. São equivalentes:

(i) U não possui tripotentes minimais;

(ii) Todo polinômio de tipo finito Q : U → U satisfaz (DE);

(iii) Todo polinômio aproximável Q : U → U satisfaz (DE);



3.2 Polinômios de tipo finito em JB*-triplas 35

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Segundo o Teorema 1.3.2, é suficiente mostrar que todo polinô-

mio de tipo finito de posto um satisfaz (DE), se U não possui tripotentes minimais. Sendo

assim, considere Q(x) = q(x)a, onde q ∈ P(X) é de tipo finito, a ∈ U e ‖q‖ = ‖a‖ = 1.

Como q é um polinômio de tipo finito, temos

q(x) =
k∑

i=1

[x∗i (x)]
mi para todo x ∈ U,

para algum x∗i ∈ U∗ e mi ∈ N0. Além disso, como ‖q‖ = 1, dado 0 < ε < 1, existem

x ∈ BX e w ∈ T tais que Rewq(x) > 1 − ε.

Pela Proposição 3.1.9, existe uma família (eλ)λ∈Λ(a) de tripotentes mutuamente

ortogonais em U∗∗ tal que a =
∑

λ∈Λ(a) λeλ onde a soma converge na topologia fraca estrela

e ‖a‖ = sup{λ : λ ∈ Λ(a)}.

Seja M ∈ N dado pelo Lema 3.1.12. Se 1 é um ponto isolado de Λ(a), o tripo-

tente e correspondente ao ponto 1 ∈ Λ(a) pertence a U . Como U não possui tripotentes

minimais, segue que U2(e) possui dimensão infinita. De fato, se U2(e) possuísse dimensão

finita existiriam tripotentes ortogonais e1 e e2 tais que e = e1 + e2 e e1 minimal em U2(e)

pelo Lema 3.1.10. Então e1 seria minimal em U pelo Lema 3.1.6, o que não pode ocorrer.

Daí, existem tripotentes mutuamente ortogonais e1, . . . , eM ∈ U∗∗ tais que e =
∑M

n=1 en.

Agora, se 1 não é um ponto isolado de Λ(a), é possível encontrar {λ1, λ2, . . . , λn} ⊂ Λ(a) tal

que 1− ε < λ1 < λ2 < · · · < λM < 1. Neste caso, definindo en = eλn
, obtemos tripotentes

mutuamente ortogonais e1, . . . , eM ∈ U∗∗. Em ambos os casos, temos P2(en)a = αnen para

todo n ∈ {1, . . . ,M}, com αn ∈ (1−ε, 1]. Pelo Lema 3.1.12, existe n ∈ {1, . . . ,M} tal que

‖x∗i |Vn
‖ ≤ ε‖x∗i ‖ para i = 1, . . . , k, onde Vn = U2(en)+U1(en). Defina x∗∗ = P0(en)x+wen.

Então ‖x∗∗‖ = max {‖P0(en)x‖, ‖wen‖} = 1, pois en ∈ U2(en), ‖P0(en)x‖ ≤ ‖x‖ ≤ 1 e

‖wen‖ = 1. Além disso,

x− x∗∗ = P1(en)x+ P2(en)x− wen = [P1(en) + P2(en)](x− wen) ∈ Vn,

já que x = P0(en)x+ P1(en)x+ P2(en)x, P2(en)en = en e P1(en)en = 0. Assim,

|(x− x∗∗)x∗i | ≤ ε‖x− x∗∗‖‖x∗i ‖ ≤ 2ε‖x∗i ‖,

para i = 1, . . . , k. Seja q̂ ∈ Pf (X
∗∗) a extensão de q dada pela Proposição 1.1.12. Como

q̂(x∗∗) = q̂(x + (x∗∗ − x))

=
[(

x + (x∗∗ − x)
)
x∗

1

]m1 + · · · +
[(

x + (x∗∗ − x)
)
x∗

k

]mk

=

m1∑

j=0

(
m1

j

)[
x(x∗

1)
]m1−j

·
[
(x∗∗ − x)x∗

1

]j
+ · · · +

mk∑

j=0

(
mk

j

)[
x(x∗

k)
]mk−j

·
[
(x∗∗ − x)x∗

k

]j
,
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obtemos

q̂(x∗∗) − q̂(x)

=

m1∑

j=1

(
m1

j

)[
x(x∗

1)
]m1−j

·
[
(x∗∗ − x)x∗

1

]j
+ · · · +

mk∑

j=1

(
mk

j

)[
x(x∗

k)
]mk−j

·
[
(x∗∗ − x)x∗

k

]j
.

Segue que

|q̂(x∗∗) − q̂(x)|

≤

m1∑

j=1

(
m1

j

)∣∣x(x∗
1)

∣∣m1−j
·
∣∣(x∗∗ − x)x∗

1

∣∣j + · · · +

mk∑

j=1

(
mk

j

)∣∣x(x∗
k)

∣∣mk−j
·
∣∣(x∗∗ − x)x∗

k

∣∣j

≤

m1∑

j=1

(
m1

j

)
‖x∗

1‖
m1−j · (2ε‖x∗

1‖)
j + · · · +

mk∑

j=1

(
mk

j

)
‖x∗

k‖
mk−j · (2ε‖x∗

k‖)
j

=

m1∑

j=1

(
m1

j

)
2jεj‖x∗

1‖
m1 + · · · +

mk∑

j=1

(
mk

j

)
2jεj‖x∗

k‖
mk

< Mε,

para algum M ∈ N que não depende de ε. Logo Rewq̂(x) − Rewq̂(x∗∗) < Mε, e então

Rewq̂(x∗∗) > Rewq̂(x) −Mε > 1 − (M + 1)ε.

Observe que

P2(en)x∗∗ = P2(en) (P0(en)x) + wP2(en)en = wen,

pois P2(en) ◦ P0(en) = 0 e en é um tripotente. Daí, como P2(en) é uma contração,

‖x∗∗ + q̂(x∗∗)a‖ ≥ ‖P2(en)(x∗∗ + q̂(x∗∗)a)‖ = ‖wen + q̂(x∗∗)αnen‖ = ‖en + wq̂(x∗∗)αnen‖.

(3.1)

Agora, ‖en‖ = 1 implica

‖en +wq̂(x∗∗)αnen‖ = |1 +wq̂(x∗∗)αn| ≥ Re (1 +wq̂(x∗∗)αn) = 1 + αn ·Rewq̂(x∗∗). (3.2)

Sabemos que αn > 1 − ε e Rewq̂(x∗∗) > 1 − (M + 1)ε, então

1 + αn · Rewq̂(x∗∗) > 1 + (1 − ε) · (1 − (M + 1)ε) > 2 − (M + 2)ε. (3.3)

Segue de (3.1), (3.2) e (3.3) que

‖IdU∗∗ + Q̂‖ ≥ ‖x∗∗ + q̂(x∗∗)a‖ ≥ ‖en +wq̂(x∗∗)αnen‖ ≥ 1+αn ·Rewq̂(x∗∗) > 2− (M +2)ε.

Finalmente, como ‖IdU∗∗ + Q̂‖ = ‖Id +Q‖, a afirmação fica provada.
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(ii) ⇒ (i). Como todo operador de posto um é um polinômio de tipo finito, segue que

todo operador de posto um satisfaz (DE). Logo, U não possui tripotentes minimais pelo

Teorema 3.2.1.

(ii) ⇔ (iii) é claro.

Como consequência do Teorema 3.2.3, do Teorema 3.2.1 e do Teorema 1.2.7,

obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.2.4. Seja U uma JB*-tripla. São equivalentes:

(i) U não possui tripotentes minimais;

(ii) Todo polinômio de tipo finito Q : U → U satisfaz (DE);

(iii) Todo polinômio aproximável Q : U → U satisfaz (DE);

(iv) Todo operador fracamente compacto T : U → U satisfaz (DE);

(v) Todo operador de posto um T : U → U satisfaz (DE).

A demonstração do resultado a seguir utiliza basicamente as mesmas técnicas

da prova do teorema anterior.

Teorema 3.2.5. Seja U uma JB*-tripla. São equivalentes:

(i) Todos os tripotentes minimais de U são diagonalizantes;

(ii) Todo polinômio de tipo finito Q : U → U satisfaz (ADE);

(iii) Todo polinômio aproximável Q : U → U satisfaz (ADE);

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Segundo o Teorema 1.3.3, para provar (ii) é suficiente mostrar

que todo polinômio de tipo finito de posto um satisfaz (ADE). Sendo assim, considere

Q(x) = q(x)a, onde q ∈ P(X) é de tipo finito, a ∈ U e ‖q‖ = ‖a‖ = 1. Como q é um

polinômio de tipo finito, temos

q(x) =
k∑

i=1

[x∗i (x)]
mi para todo x ∈ U,

para algum x∗i ∈ U∗ e mi ∈ N0.
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Suponhamos primeiramente que 1 seja um ponto isolado de Λ(a) e que U2(e)

possua dimensão finita. Considere e o tripotente correspondente a 1 ∈ Λ(a). Como 1 é

um ponto isolado de Λ(a), temos e ∈ U . Se e não é minimal, então existem tripotentes

ortogonais e1, e2 ∈ U∗∗ tais que e = e1 + e2 e e1 é minimal em U2(e) pelo Lema 3.1.10.

Pelo Lema 3.1.6, e1 é minimal em U . Agora, por hipótese todo tripotente minimal é

diagonalizante, então e1 é diagonalizante. Segue que todo x ∈ U pode ser escrito na forma

x = λe1 + x0, com λ ∈ C e x0 ∈ U0(e1). De fato, temos

Id = P0(e1) + P1(e1)︸ ︷︷ ︸
0

+P2(e1) = P0(e1) + P2(e1).

Assim, dado x ∈ U , temos

x = P0(e1)x+ P2(e1)x = P0(e1)x+ λe1,

para algum λ ∈ C, já que e1 é minimal. Desta forma, como ‖q‖ = 1, dado ε > 0, existe

x = λe1 + x0 ∈ BU tal que |q(x)| > 1 − ε. Sendo ‖x‖ ≤ 1 e ‖x‖ = max{|λ|, ‖x0‖}, segue

que |λ| ≤ 1. Provaremos que existe λ0 ∈ T tal que |q̂(λ0e1+x0)| > 1−ε. Defina f : D → C

por f(α) = q̂(αe1 + x0). Então f é contínua em D e holomorfa em D. Daí, pelo Teorema

do Módulo Máximo,

max{|f(α)| : α ∈ D} = max{|f(α)| : α ∈ T}.

Assim, existe λ0 ∈ T tal que |q̂(λ0e1 + x0)| > 1 − ε. Definindo
∼

x= λ0e1 + x0, obtemos

‖
∼

x ‖ = max{‖λ0e1‖, ‖x0‖} = 1, já que ‖λ0e1‖ = 1 e ‖x0‖ ≤ 1. Além disso,

P2(e1)
∼

x= P2(e1)(λ0e1 + x0) = λ0P2(e1)e1 + P2(e1)x0 = λ0e1,

pois e1 é um tripotente e x0 ∈ U0(e1). Ainda a = e1 + e2 + (a− e) e (e2 + a− e) ∈ U0(e1),

pois De1
(e2 + a− e) = 0. Logo, P2(e1)a = e1. Daí, como P2(e1) é uma contração,

max
|w|=1

‖
∼

x +wq̂(
∼

x)a‖ ≥ max
|w|=1

‖P2(e1)(
∼

x +wq̂(
∼

x)a)‖ = max
|w|=1

‖λ0e1 + wq̂(
∼

x)e1‖. (3.4)

E como |λ0| = 1 e ‖e1‖ = 1,

max
|w|=1

‖λ0e1 + wq̂(
∼

x)e1‖ = max
|w|=1

‖e1 + wλ0q̂(
∼

x)e1‖ = max
|w|=1

|1 + wλ0q̂(
∼

x)| ≥ 1 + |q̂(
∼

x)| > 2 − ε.

(3.5)

Então de (3.4) e (3.5) segue que

max
|w|=1

‖IdU∗∗ + wQ̂‖ ≥ max
|w|=1

‖
∼

x +wq̂(
∼

x)a‖ ≥ max
|w|=1

‖λ0e1 + wq̂(
∼

x)e1‖ > 2 − ε,
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ou seja, Q̂ satisfaz (ADE).

Caso e seja minimal, basta reescrever esta parte da demonstração com e no

lugar de e1 para obter que Q satisfaz (ADE).

Agora suponhamos que a condição anterior seja falsa, isto é, 1 não é um ponto

isolado de Λ(a) ou U2(e) possui dimensão infinita. Dado 0 < ε < 1, seja M ∈ N dado

pelo Lema 3.1.12. Conforme a demonstração do teorema anterior, podemos encontrar

tripotentes mutuamente ortogonais e1, . . . , eM ∈ U∗∗ tais que P2(en)a = αnen para todo

n ∈ {1, . . . ,M}, com αn ∈ (1 − ε, 1]. Seja n ∈ {1, . . . ,M} tal que ‖x∗i |Vn
‖ ≤ ε‖x∗i ‖ para

i = 1, . . . , k. Como ‖q‖ = 1, existe x ∈ BX tal que |q(x)| > 1−ε. Defina x∗∗ = P0(en)x+en.

Daí, ‖x∗∗‖ = max {‖P0(en)x‖, ‖en‖} = 1, pois ‖P0(en)x‖ ≤ ‖x‖ ≤ 1 e ‖en‖ = 1. Além

disso,

x− x∗∗ = P1(en)x+ P2(en)x− en =
[
P1(en) + P2(en)

]
(x− en) ∈ Vn.

Assim, seguindo os passos da demonstração anterior, |q̂(x∗∗) − q̂(x)| < Mε para algum

M ∈ N que não depende de ε. Logo

|q̂(x∗∗)| > |q̂(x)| −Mε > 1 − (M + 1)ε.

Note também que

P2(en)x∗∗ = P2(en) (P0(en)x) + P2(en)en = en.

Como P2(en) é uma contração,

max
|w|=1

‖x∗∗ +wq̂(x∗∗)a‖ ≥ max
|w|=1

‖P2(en)(x∗∗ +wq̂(x∗∗)a)‖ = max
|w|=1

‖en +wq̂(x∗∗)αnen‖. (3.6)

Agora, ‖en‖ = 1 implica

max
|w|=1

‖en + wq̂(x∗∗)αnen‖ = max
|w|=1

|1 + wq̂(x∗∗)αn| = 1 + αn|q̂(x
∗∗)|. (3.7)

Sabemos que αn > 1 − ε e |q̂(x∗∗)| > 1 − (M + 1)ε, então

1 + αn|q̂(x
∗∗)| > 1 + (1 − ε) · (1 − (M + 1)ε) > 2 − (M + 2)ε. (3.8)

Segue de (3.6), (3.7) e (3.8) que

max
|w|=1

‖IdU∗∗ + wQ̂‖ ≥ max
|w|=1

‖x∗∗ + wq̂(x∗∗)a‖ > 2 − (M + 2)ε,

ou seja, Q̂ satisfaz (ADE).
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Por fim, como ‖IdU∗∗ + wQ̂‖ = ‖Id + wQ‖, a afirmação fica provada.

(ii) ⇒ (i). Como todo operador de posto um é um polinômio de tipo finito, segue que

todo operador de posto um satisfaz (ADE). Logo, todos os tripotentes minimais de U são

diagonalizantes pelo Teorema 3.2.2.

(ii) ⇔ (iii) é claro.

Como consequência do Teorema 3.2.5, do Teorema 3.2.2 e do Teorema 1.2.13,

obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.2.6. Seja U uma JB*-tripla. São equivalentes:

(i) Todos os tripotentes minimais de U são diagonalizantes;

(ii) Todo polinômio de tipo finito Q : U → U satisfaz (ADE);

(iii) Todo polinômio aproximável Q : U → U satisfaz (ADE);

(iv) Todo operador fracamente compacto T : U → U satisfaz (ADE);

(v) Todo operador de posto um T : U → U satisfaz (ADE).

3.3 Polinômios de tipo finito em C*-álgebras

A partir do Teorema 3.2.3 e do Teorema 3.2.5 provaremos os resultados prin-

cipais deste capítulo. Consideremos primeiramente uma proposição preparatória que nos

permitirá constatar tais resultados.

Proposição 3.3.1. Seja A uma C*-álgebra. Então:

(a) A é uma JB*-tripla;

(b) A possui projeções atômicas se, e somente se, possui tripotentes minimais;

(c) Todas as projeções atômicas de A são centrais se, e somente se, todos os tripotentes

minimais de A são diagonalizantes.
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Demonstração.

(a) Conforme comentamos anteriormente, toda C*-álgebra é uma JB*-tripla com o produto

triplo

{abc} =
ab∗c+ cb∗a

2
·

(b) Suponhamos primeiramente que A possua projeções atômicas. Seja p ∈ A uma proje-

ção atômica. Então p2 = p = p∗ e pAp = Cp. Daí,

{ppp} = pp∗p = p

e, dado a ∈ A,

P2(p)a = {p{pap}p} = p(p∗ap∗)p = λp

para algum λ ∈ C. Logo, p é um tripotente minimal.

Suponhamos agora que A possua tripotentes minimais. Seja e um tripotente

minimal. Segue que ee∗e = e e P2(e)A = Ce. Defina d = e∗e e r = ee∗. Então

d2 = e∗(ee∗e) = e∗e = d = d∗

e

r2 = (ee∗e)e∗ = ee∗ = r = r∗.

Além disso, dado a ∈ A,

dad = d2ad = e∗(ee∗(ea)e∗e) = e∗λde = λdd

e

rar = rar2 = (ee∗(ae)e∗e)e∗ = λree
∗ = λrr

para algum λd e λr ∈ C. Daí, d e r são projeções atômicas.

(c) Suponhamos que as projeções atômicas de A sejam centrais. Dado e um tripotente

minimal, sabemos pela demonstração do item anterior que d = e∗e e r = ee∗ são projeções

atômicas. Então d e r são centrais. Daí, dado a ∈ A, temos

P1(e)a = 2(De −Q2
e)a = 2({eea} − {e{eae}e}) = ee∗a+ ae∗e− 2ee∗ae∗e

= ra+ ad− ee∗ad− rae∗e = ra+ ad− (ed)e∗a− ae∗(re)

= ra+ ad− ee∗a− ae∗e = ra+ ad− ra− ad = 0.

Logo, e é diagonalizante.
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Agora, suponhamos que os tripotentes minimais de A sejam diagonalizantes.

Seja p uma projeção atômica de A. Então p é um tripotente minimal e, portanto, p é

diagonalizante. Assim, dado a ∈ A, obtemos

0 = P1(p)(pa− ap) = pp∗(pa− ap) + (pa− ap)p∗p− 2pp∗(pa− ap)p∗p

= pp∗pa− pp∗ap+ pap∗p− app∗p− 2pp∗pap∗p+ 2pp∗app∗p

= pa− pap+ pap− ap− 2pap+ 2pap

= pa− ap.

Ou seja, p é central.

O seguinte resultado segue claramente do Teorema 3.2.3 e da Proposição 3.3.1.

Teorema 3.3.2. Seja A uma C*-álgebra. São equivalentes:

(i) A é não-atômica;

(ii) Todo polinômio de tipo finito P : A → A satisfaz (DE);

(iii) Todo polinômio aproximável P : A → A satisfaz (DE);

Além disso, pelo Corolário 3.2.4, este teorema pode ser enunciado numa forma

estendida conforme apresentamos a seguir.

Corolário 3.3.3. Seja A uma C*-álgebra. São equivalentes:

(i) A é não-atômica;

(ii) A não possui tripotentes minimais;

(iii) Todo polinômio de tipo finito P : A → A satisfaz (DE);

(iv) Todo polinômio aproximável P : A → A satisfaz (DE);

(v) Todo operador fracamente compacto T : A → A satisfaz (DE);

(vi) Todo operador de posto um T : A → A satisfaz (DE).

O próximo teorema segue do Teorema 3.2.5 e da Proposição 3.3.1.
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Teorema 3.3.4. Seja A uma C*-álgebra. São equivalentes:

(i) Todas as projeções atômicas de A são centrais;

(ii) Todo polinômio de tipo finito P : A → A satisfaz (ADE);

(iii) Todo polinômio aproximável P : A → A satisfaz (ADE);

Também podemos enunciar uma versão estendida deste teorema segundo o

Corolário 3.2.6.

Corolário 3.3.5. Seja A uma C*-álgebra. São equivalentes:

(i) Todas as projeções atômicas de A são centrais;

(ii) Todos os tripotentes minimais de A são diagonalizantes;

(iii) Todo polinômio de tipo finito P : A → A satisfaz (ADE);

(iv) Todo polinômio aproximável P : A → A satisfaz (ADE);

(v) Todo operador fracamente compacto T : A → A satisfaz (ADE);

(vi) Todo operador de posto um T : A → A satisfaz (ADE).

Note que esses resultados estendem o Teorema 2.3.1 e o Teorema 2.3.2.



CAPÍTULO 4

A propriedade polinomial alternativa de

Daugavet

Este capítulo tem dois objetivos. O primeiro deles é estudar a estabilidade

da propriedade polinomial alternativa de Daugavet sobre somas c0, ℓ∞ e ℓ1. E o outro

é utilizar este estudo para apresentar exemplos de espaços que possuem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet.

4.1 Estabilidade da propriedade polinomial alternativa

de Daugavet

Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de Banach. Os espaços vetoriais

[⊕∞
j=1Xj

]
c0

=
{
(xj)

∞
j=1 : xj ∈ Xj, lim

j
‖xj‖ = 0

}

e
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ∞

=
{
(xj)

∞
j=1 : xj ∈ Xj, sup

j

‖xj‖ <∞
}
,

44
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munidos da norma

‖(xj)
∞
j=1‖ = sup

j

‖xj‖,

são espaços de Banach, chamados soma c0 e soma ℓ∞ da sequência (Xj)
∞
j=1, respectiva-

mente. O espaço vetorial

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ1

=
{
(xj)

∞
j=1 : xj ∈ Xj,

∑∞
j=1 ‖xj‖ <∞

}
,

munido da norma

‖(xj)
∞
j=1‖ =

∞∑

j=1

‖xj‖,

também é um espaço de Banach, chamado soma ℓ1 da sequência (Xj)
∞
j=1. Essas definições

podem ser encontradas na referência [16].

Segundo ([20], Proposition 3.1) e ([6], Proposition 6.7) a propriedade alternativa

de Daugavet e a propriedade polinomial de Daugavet são estáveis sobre somas c0 e ℓ∞.

Mais precisamente, valem os resultados enunciados a seguir.

Proposição 4.1.1. Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de Banach. Então

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0
) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, todo Xj

tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Proposição 4.1.2. Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de Banach. Então

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0
) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, todo Xj

tem a propriedade polinomial de Daugavet.

O primeiro objetivo desta seção é mostrar que a propriedade polinomial alter-

nativa de Daugavet também é estável sobre somas c0 e ℓ∞. A prova da proposição a seguir

foi baseada na demonstração de ([6], Proposition 6.7).

Proposição 4.1.3. Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de Banach. Então

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ∞

(ou
[⊕∞

j=1Xj

]
c0
) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se,

todo Xj tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Demonstração. Seja X =
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ∞

. Suponha que X tenha a propriedade polinomial

alternativa de Daugavet e fixe j0 ∈ N. Dado P : Xj0 → Xj0 um polinômio fracamente

compacto não-nulo, defina o polinômio Q : X → X por

Q((xj)
∞
j=1) = ij0(P (xj0)),
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onde ij0 é a inclusão natural de Xj0 em X. Claramente Q é fracamente compacto e

‖Q‖ = ‖P‖. Segue que Q satisfaz (ADE). Então

1 < 1 + ‖P‖ = 1 + ‖Q‖ = max
|w|=1

‖IdX + wQ‖

= max
|w|=1

{
max

{
sup

‖xj0
‖≤1

‖xj0 + wP (xj0)‖, sup
‖xj‖≤1

{‖xj‖ : j 6= j0}

}}

= max
|w|=1

{
sup

‖xj0
‖≤1

‖xj0 + wP (xj0)‖

}

= max
|w|=1

‖IdXj0
+ wP‖,

ou seja, P satisfaz (ADE). Assim, Xj0 tem a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet.

Reciprocamente, suponha que todo Xj tenha a propriedade polinomial alter-

nativa de Daugavet. Sejam p ∈ P(X) com ‖p‖ = 1, y = (yj)
∞
j=1 ∈ SX e 0 < ε < 1. Já que

‖y‖ = 1, existe j0 ∈ N tal que ‖yj0‖ > 1 − ε
2
. Tome z = (zj)

∞
j=1 ∈ BX tal que

|p(z)| >
1 − ε

1 − ε
2

,

e defina o polinômio q ∈ P(Xj0) por

q(xj0) = p(z + ij0(xj0 − zj0)).

Segue que

1 = ‖p‖ ≥ ‖q‖ ≥ |q(zj0)| = |p(z)| >
1 − ε

1 − ε
2

·

Já que Xj0 tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, podemos aplicar o

Corolário 1.3.9 com q

‖q‖
,

yj0

‖yj0
‖

e ε
2

para obter w1, w2 ∈ T e x0
j0
∈ BXj0

tais que

Rew1
q

‖q‖
(x0

j0
) > 1 −

ε

2
e

∥∥∥∥
yj0

‖yj0‖
+ w2x

0
j0

∥∥∥∥ > 2 −
ε

2
.

Então, definindo x0 = z + ij0(x
0
j0
− zj0) ∈ BX , temos

Rew1p(x0) = Rew1q(x
0
j0

) >

(
1 −

ε

2

)
‖q‖ > 1 − ε,



4.1 Estabilidade da propriedade polinomial alternativa de Daugavet 47

e

‖y + w2x0‖ ≥ ‖yj0 + w2x
0
j0
‖

≥

∥∥∥∥
yj0

‖yj0‖
+ w2x

0
j0

∥∥∥∥ −

∥∥∥∥
yj0

‖yj0‖
− yj0

∥∥∥∥

> 2 −
ε

2
− (1 − ‖yj0‖)

> 2 −
ε

2
−
ε

2
= 2 − ε.

Logo, X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, pelo Corolário 1.3.9.

Esta proposição implica que, para um espaço de Banach X, c0(X) e ℓ∞(X) têm

a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, X tem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet.

A propriedade alternativa de Daugavet também é estável sobre somas ℓ1, se-

gundo a proposição apresentada a seguir.

Proposição 4.1.4 ([20], Proposition 3.1). Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de

Banach. Então
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ1

tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se,

todo Xj tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Infelizmente esta proposição não pode ser estendida para a propriedade polino-

mial alternativa de Daugavet, conforme mostraremos mais adiante. Porém, uma de suas

direções é válida para a k-DP e para a k-ADP.

Proposição 4.1.5. Seja (Xj)
∞
j=1 uma sequência de espaços de Banach. Se

[⊕∞
j=1Xj

]
ℓ1

tem a k-DP (resp. a k-ADP), então todo Xj tem a k-DP (resp. a k-ADP).

Demonstração. Seja X =
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ1

. Suponha que X tenha a k-DP e fixe j0 ∈ N. Dado

P : Xj0 → Xj0 um polinômio k-homogêneo de posto um, defina Q : X → X por

Q((xj)
∞
j=1) = ij0(P (xj0)),

onde ij0 é a inclusão natural de Xj0 em X. Claramente Q é um polinômio k-homogêneo

de posto um e ‖Q‖ = ‖P‖. Segue que Q satisfaz (DE). Então, dado ε > 0, existem

(xj)
∞
j=1 ∈ SX e (x∗j)

∞
j=1 ∈ SX∗ tais que

∞∑

j=1

x∗j(xj) = 1 e

‖Q‖ − ε ≤ Re (x∗j)
[
Q((xj)

∞
j=1)

]
,
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pela Proposição 1.3.6. Como
∞∑

j=1

x∗j(xj) = 1, (xj)
∞
j=1 ∈ SX e (x∗j)

∞
j=1 ∈ SX∗ = S[

L

∞

j=1
X∗

j ]ℓ∞
,

segue que

1 =
∞∑

j=1

x∗j(xj) =
∞∑

j=1

Rex∗j(xj) ≤
∞∑

j=1

|x∗j(xj)| ≤
∞∑

j=1

‖x∗j‖‖xj‖ ≤

∞∑

j=1

‖xj‖ = 1.

Daí, Rex∗j0(xj0) = ‖x∗j0‖‖xj0‖. Caso contrário, teríamos Rex∗j0(xj0) < ‖x∗j0‖‖xj0‖, que nos

levaria a contradição
∞∑

j=1

Rex∗j(xj) <
∞∑

j=1

‖x∗j‖‖xj‖,

já que
∑

j 6=j0

Rex∗j(xj) ≤
∑

j 6=j0

‖x∗j‖‖xj‖. Como

‖x∗j0‖‖xj0‖ = Rex∗j0(xj0) ≤ |x∗j0(xj0)| ≤ ‖x∗j0‖‖xj0‖,

temos x∗j0(xj0) = Rex∗j0(xj0) = ‖x∗j0‖‖xj0‖. Assim,

‖P‖ − ε = ‖Q‖ − ε

≤ Re (x∗j)
[
Q((xj)

∞
j=1)

]

= Rex∗j0
(
P (xj0)

)

≤
1

‖x∗j0‖‖xj0‖
k
· Rex∗j0

(
P (xj0)

)

= Re
x∗j0

‖x∗j0‖

(
P

(
xj0

‖xj0‖

))

≤ sup ReV(P ),

já que ‖x∗j0‖ ≤ 1, ‖xj0‖ ≤ 1 e
x∗

j0

‖x∗

j0
‖

(
xj0

‖xj0
‖

)
= 1. Ou seja, P satisfaz (DE), pela Proposição

1.3.6. Logo, Xj0 tem a k-DP.

A demonstração para o caso da k-ADP é totalmente análogo.

A demonstração da proposição anterior fez uso das ideias de ([4], Proposition

2.8) e de ([21], Proposition 1).

Observação 4.1.6. Uma pergunta natural após esta proposição é se a sua recíproca é

verdadeira. A resposta para esta pergunta é negativa. Segundo os Exemplos 1.3.16, C

tem a k-DP para todo k ≥ 2 e R tem a k-DP para todo k par. Entretanto, de acordo

com o Exemplo 1.3.18, ℓ1(C) e ℓ1(R) não possuem a k-ADP para nenhum k ≥ 2. Logo, a

recíproca da proposição não é valida nem para espaços reais nem para espaços complexos.
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Observação 4.1.7. A seguinte questão ainda está em aberto. Se o espaço
[⊕∞

j=1Xj

]
ℓ1

tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, então todo Xj tem a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet? Porém sabemos que sua recíproca é falsa no caso

complexo. De fato, C tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, segundo o

Exemplo 1.3.7.b, enquanto que ℓ1(C) não possui a k-ADP para nenhum k ≥ 2, e portanto

não tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

4.2 Espaços com a propriedade polinomial alternativa

de Daugavet

São conhecidas caracterizações da propriedade alternativa de Daugavet e da

propriedade polinomial de Daugavet para alguns espaços de funções a valores vetoriais.

Proposição 4.2.1 ([20], Theorem 3.4). Sejam X um espaço de Banach, K um espaço de

Hausdorff compacto e (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita. Então:

(a) C(K,X) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, K não possui

pontos isolados ou X tem a propriedade alternativa de Daugavet;

(b) L∞(µ,X) tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, µ é não-atômica

ou X tem a propriedade alternativa de Daugavet.

Proposição 4.2.2 ([6], Corollary 6.9). Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita e seja

X um espaço de Banach. Então L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se,

e somente se, µ é não-atômica ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

Proposição 4.2.3 ([6], Proposition 6.10). Sejam X um espaço de Banach complexo, K

um espaço de Hausdorff compacto, L um espaço de Hausdorff localmente compacto e Ω

um espaço de Hausdorff completamente regular. As seguintes afirmações são verdadeiras.

(a) C(K,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, K não possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

(b) Cw(K,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, K não possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

(c) C0(L,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, L não possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.
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(d) Cb(Ω, X) tem a propriedade polinomial de Daugavet se, e somente se, Ω não possui

pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial de Daugavet.

A seguir apresentaremos dois resultados que estendem a Proposição 4.2.1 e

generalizam a Proposição 4.2.2 e a Proposição 4.2.3 para a propriedade polinomial al-

ternativa de Daugavet. As provas destes resultados foram baseadas nas provas de ([6],

Corollary 6.9 e Proposition 6.10) e ([21], Remark 6).

Utilizando a Proposição 4.1.3 conseguimos uma caracterização da propriedade

polinomial alternativa de Daugavet para espaços de funções essencialmente limitadas a

valores vetoriais. Para provar este resultado faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.2.4. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita. Então µ possui no máximo

uma quantidade enumerável de átomos.

Demonstração. Seja Γ o conjunto dos átomos de µ. Como µ é σ-finita, Ω =
⋃∞

i=1 Ωi com

µ(Ωi) <∞. Então

Γ =
∞⋃

i=1

{A ∈ Γ : A ⊂ Ωi}

=
∞⋃

i=1

∞⋃

n=1

{
A ∈ Γ : A ⊂ Ωi, µ(A) ∈

(
1

n
,

1

n− 1

]}
.

Agora, fixados i e n,

∞ > µ(Ωi)

≥ µ

(⋃ {
A ∈ Γ : A ⊂ Ωi, µ(A) ∈

(
1

n
,

1

n− 1

]})

=
∑

{A∈Γ:A⊂Ωi,µ(A)∈( 1

n
, 1

n−1
]}

µ(A)

>
∑

{A∈Γ:A⊂Ωi,µ(A)∈( 1

n
, 1

n−1
]}

1

n
.

Segue que o conjunto
{
A ∈ Γ : A ⊂ Ωi, µ(A) ∈

(
1
n
, 1

n−1

]}
é finito para todos i, n ∈ N.

Como Γ é a união enumerável destes conjuntos, temos Γ enumerável. Logo, µ possui no

máximo uma quantidade enumerável de átomos.

Proposição 4.2.5. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita e seja X um espaço de

Banach. Então L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e

somente se, µ é não-atômica ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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Demonstração. Pelo Teorema 1.3.12, sabemos que se µ é uma medida σ-finita não-atômica

então L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet e, em particular, a propriedade

polinomial alternativa de Daugavet. Agora, se µ é uma medida σ-finita com pelo menos

um átomo, então µ possui no máximo uma quantidade enumerável de átomos pelo lema

anterior. Daí, existem um conjunto enumerável não-vazio J e uma medida σ-finita não-

atômica ν tais que

L∞(µ,X) = L∞(ν,X) ⊕∞

[⊕

j∈J

X

]

ℓ∞

.

Neste caso, pela Proposição 4.1.3 temos que L∞(µ,X) tem a propriedade polinomial al-

ternativa de Daugavet se, e somente se, X tem a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet.

Também conseguimos uma caracterização da propriedade polinomial alterna-

tiva de Daugavet para espaços de funções contínuas a valores vetoriais. Para provar este

resultado faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.2.6 ([17], Lemma 1). Seja K um espaço de Hausdorff compacto e seja X um

espaço de Banach. Para todo f ∈ Cw(K,X), o conjunto

{t ∈ K : f é contínua em t para a topologia da norma em X }

é denso em K.

Proposição 4.2.7. Sejam X um espaço de Banach complexo, K um espaço de Hausdorff

compacto, L um espaço de Hausdorff localmente compacto e Ω um espaço de Hausdorff

completamente regular. As seguintes afirmações são verdadeiras.

(a) C(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, K

não possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(b) Cw(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, K

não possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(c) C0(L,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, L

não possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

(d) Cb(Ω, X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet se, e somente se, Ω

não possui pontos isolados ou X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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Demonstração. Provaremos apenas a afirmação (b), pois as demais seguem analogamente.

Suponhamos primeiramente que Cw(K,X) tenha a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet e que K possua pelo menos um ponto isolado. Então existe um espaço de

Banach Z tal que Cw(K,X) = X ⊕∞ Z. Daí, pela Proposição 4.1.3 segue que X tem a

propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Agora, suponhamos que K não possua pontos isolados. Neste caso, o Teorema

1.3.12 garante que Cw(K,X) tem a propriedade polinomial de Daugavet e, em particular,

a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Finalmente, suponhamos que X tenha a propriedade polinomial alternativa de

Daugavet. Dados P ∈ P(Cw(K,X), Cw(K,X)) fracamente compacto com ‖P‖ = 1 e

ε > 0, existem f0 ∈ SCw(K,X) e t0 ∈ K tais que f0 é contínua em t0 para a topologia da

norma em X e

‖P (f0)(t0)‖ > 1 −
ε

2
. (4.1)

Como P é contínuo em f0, existe δ > 0 tal que

‖P (f0) − P (g)‖ < ε se ‖f0 − g‖ < δ. (4.2)

Além disso, como f0 é contínua em norma em t0, temos que t0 não pertence ao conjunto

W = {t ∈ K : ‖f(t) − f(t0)‖ ≥ δ}. Assim, pelo Lema de Urysohn, existe uma função

contínua ϕ : K → [0, 1] tal que

ϕ(t) =

{
1, t = t0

0, t ∈ W.

Seja x0 ∈ SX tal que f0(t0) = ‖f0(t0)‖x0. Defina Ψ : C → Cw(K,X) por

Ψ(z) = (1 − ϕ)f0 + ϕx0z.

Segue que

‖f0 − Ψ(‖f0(t0)‖)‖ = sup
t∈K

∥∥f0(t) −
(
(1 − ϕ(t))f0(t) + ϕ(t)f0(t0)

)∥∥ = sup
t∈K

ϕ(t)‖f0(t)−f0(t0)‖ < δ,

pois ϕ(W ) = {0}. Daí, por (4.2),

∥∥P (f0) − P
(
Ψ(‖f0(t0)‖)

)∥∥ < ε

2
,

que implica
∥∥P (f0)(t0) − P

(
Ψ(‖f0(t0)‖)

)
(t0)

∥∥ < ε

2
·
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Então, pela equação (4.1), obtemos
∥∥P

(
Ψ(‖f0(t0)‖)

)
(t0)

∥∥ > ‖P (f0)(t0)‖ −
ε

2
> 1 − ε.

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar x∗0 ∈ SX∗ tal que

x∗0
([
P

(
Ψ(‖f0(t0)‖)

)]
(t0)

)
> 1 − ε.

Já que a função

z 7−→ x∗0
([
P

(
Ψ(z)

)]
(t0)

)

é holomorfa, o Teorema do Módulo Máximo garante que existe z0 ∈ T tal que
∥∥P

(
Ψ(z0)

)
(t0)

∥∥ ≥
∣∣x∗0

([
P

(
Ψ(z0)

)]
(t0)

)∣∣ ≥ x∗0
([
P

(
Ψ(‖f0(t0)‖)

)]
(t0)

)
> 1 − ε.

Agora, defina x1 = z0x0 ∈ SX , considere x∗1 ∈ SX∗ tal que x∗1(x1) = 1, e defina Φ : X →

Cw(K,X) por

Φ(x) = x∗1(x)(1 − ϕ)f0 + ϕx.

Observe que ‖Φ(x)‖ ≤ 1 para todo x ∈ BX e que Φ(x1) = Ψ(z0). Assim,
∥∥P

(
Φ(x1)

)
(t0)

∥∥ > 1 − ε.

Finalmente, defina o polinômio Q : X → X por

Q(x) =
[
P

(
Φ(x)

)]
(t0).

Então Q é fracamente compacto e

‖Q‖ = sup
x∈BX

‖Q(x)‖ ≥ ‖Q(x1)‖ =
∥∥[
P

(
Φ(x1)

)]
(t0)

∥∥ > 1 − ε.

Como X tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, segue que Q satisfaz

(ADE). Logo,

sup
|w|=1

‖IdCw(K,X) + wP‖ ≥ sup
|w|=1

sup
x∈BX

∥∥Φ(x) + wP
(
Φ(x)

)∥∥

≥ sup
|w|=1

sup
x∈BX

∥∥Φ(x)(t0) + w
[
P

(
Φ(x)

)]
(t0)

∥∥

= sup
|w|=1

sup
x∈BX

‖x∗1(x)(1 − ϕ(t0))f0(t0) + ϕ(t0)x+ wQ(x)‖

= sup
|w|=1

sup
x∈BX

‖x+ wQ(x)‖

= sup
|w|=1

‖IdX + wQ‖

= 1 + ‖Q‖ > 2 − ε.

Portanto, Cw(K,X) tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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Para os espaços das funções Bochner-integráveis a valores vetoriais são conhe-

cidas caracterizações apenas da propriedade de Daugavet e da propriedade alternativa de

Daugavet.

Proposição 4.2.8 ([21], Remark 9; [20], Theorem 3.4). Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de

medida σ-finita e seja X um espaço de Banach. Então L1(µ,X) tem a propriedade de

Daugavet (resp. propriedade alternativa de Daugavet) se, e somente se, µ é não-atômica

ou X tem a propriedade de Daugavet (resp. propriedade alternativa de Daugavet).

Como consequência da Proposição 4.1.5 conseguimos generalizar parcialmente

este resultado para a k-DP e para a k-ADP.

Proposição 4.2.9. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida σ-finita e seja X um espaço de

Banach. Se L1(µ,X) tem a k-DP (resp. k-ADP), então µ é não-atômica ou X tem a

k-DP (resp. k-ADP).

Demonstração. Suponha que µ possua pelo menos um átomo, então µ possui no máximo

uma quantidade enumerável de átomos pelo Lema 4.2.4. Daí, existem um conjunto enu-

merável não-vazio J e uma medida σ-finita não-atômica ν tais que

L1(µ,X) = L1(ν,X) ⊕1

[⊕

j∈J

X

]

ℓ1

.

Assim, pela Proposição 4.1.5, se L1(µ,X) tem a k-DP (resp. k-ADP), então X tem a

k-DP (resp. k-ADP).

Observação 4.2.10. Segue da Observação 4.1.6 que a recíproca da proposição anterior

não é valida. Além disso, pela Observação 4.1.7, se X é um espaço de Banach complexo

com a propriedade polinomial alternativa de Daugavet, não podemos afirmar que L1(µ,X)

tem a k-ADP para algum k ∈ N ou a propriedade polinomial alternativa de Daugavet.
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