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Resumo

Nesta tese, estudamos o seguinte sistema nao-linear de equagoes do tipo Schrodinger

1 1
U + Upy — U+ (§|u|2 + 2|w|2>u + §E2w =0

1
iow; + Wy — QW + (9|w|2 + 2|u|2>w + §u3 =0.

Provamos existéncia e estabilidade/instabilidade nao-linear de vérias familias de solugoes
ondas viajantes periédicas que dependem das funcoes elipticas de Jacobi do tipo dnoidal e
cnoidal. O estudo de estabilidade nao-linear é feito dentro da teoria moderna desenvolvida
por Grillakis, Shatah e Strauss mas adaptada ao caso periddico, cujo ingrediente central é
a analise espectral de certos operadores que surgem na linearizacao do sistema em torno de
uma solucao periédica. Por outro lado, os resultados de instabilidade nao-linear sao obtidos
no contexto da teoria desenvolvida por Grillakis, a qual analisa a instabilidade nao-linear a
partir da instabilidade linear. Também, utilizando a teoria denominada decomposi¢ao em
ondas Bloch, estudamos estabilidade espectral no sentido das fungoes limitadas ou localizadas
para uma classe mais geral de solucoes. Finalmente, utilizando as técnicas desenvolvidas por
Bourgain e Kenig, Ponce e Vega, mostramos que nosso sistema é localmente e globalmente

bem posto nos espagos de Sobolev periédicos H,,, x H,,., s > 0.
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Abstract

In this thesis we study the following nonlinear Schrodinger type system

1 1
U + Upy — U+ (§|u|2 + 2|w|2>u + §E2w =0

1
iow; + Wy — QW + (9|w|2 + 2|u|2>w + §u3 =0.

We prove existence and nonlinear stability /instability of several families of periodic travel-
ling wave solutions depending on the Jacobi elliptic functions of dnoidal and cnoidal type.
The study of nonlinear stability is done in the Grillakis, Shatah and Strauss framework in
which the main ingredient is the spectral analysis for certain linear operators arising in the
linearization around a periodic wave. On the other hand, the instability results are obtained
in the framework established by Grillakis in which we get nonlinear instability from linear
instability. Also, by using the so-called Bloch wave decomposition theory we study spectral
stability in the sense of localized and bounded perturbations for a more general class of
periodic solutions. Finally, by using the techniques established by Bourgain and Kenig,
Ponce and Vega we show that our system is locally and globally well-posed in the classical

periodic Sobolev spaces H®  x H* s> 0.

per per>
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Introducao

De maneira geral, o estudo das equacoes diferenciais parciais é motivada pela necessidade de
conhecer o comportamento das solugoes que modelam fenomenos que surgem continuamente
nas ciéncias naturais: teoria de ondas de agua, engenharia, éptica, dinamica de fluidos
e outras. Embora a teoria associada a diversos aspectos dos problemas que surgem no
estudo das equagoes diferenciais parciais nao-lineares tenha se iniciado no século XIX, varios
problemas matematicos continuam até os dias de hoje e sao estudados pela comunidade
matematica.

Dentro de uma abordagem geral, as equacoes de evolucao do tipo dispersivo podem ser

escritas na forma abstrata (forma Hamiltoniana)
e = JH (), (1)

onde u representa alguma quantidade, J é um operador linear anti-simétrico, H é um fun-
cional (sobre algum espago de fungoes) chamado de energia e H' é a derivada de Fréchet de
H.

Varias equacgoes de evolucao do tipo dispersivo que sao extensivamente encontrada na

literatura, sao colocadas na forma (1), das quais destacamos as seguintes:

(i) Equagao de Schrédinger nao-linear (NLS) 1-dimensional:

iUy + Ugy + |ulPu =0, (2)
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onde (z,t) € R xR, u(xz,t) € Cep e R. A Eq. (2) pode ser escrita na forma (1) com
J=—te

1 1
st(w) = [ |l = gl as
ql2 p+2
onde Q =R ou 2 = [0, L] no caso em que u é x-periédica de periodo L.
(ii) Equacao de Korteweg-de Vries generalizada (gKdV):
Up + Ugay + (W), =0, (3)

onde u(z,t) € R, (z,t) € RxR. A Eq. (3) também pode ser posta na forma (1), onde

J = 0, é o operador derivacao e

o 1 2 1 p+1
ﬂ-((u)—/ﬂ[qu p—+1u dx.

(iii) Equagao de Benjamin-Ono (BO):
Uy + Uy + Uz, = 0, (4)

onde u(x,t) € R, (z,t) € R x R e ¢ é a transformada de Hilbert

of(x) = lpv. Maly = 1 lirn/_ . ) dy,

s RT—Y T e—0 xr—y

olu, no caso em que u é x-periddica com periodo 2L

of(z) = %p.v. / LL cot {%} f(y)dy.

Aqui, escrevemos (4) na forma (1), pondo J = 9, e

1 1
H(u) = 5/9 {uauw — guﬂ dx

com Q@ =R ou 2 = [—L, L] no caso periédico.

Agora, assuma que a Eq. (1) seja invariante pela representacao unitaria 7 de um grupo
de Lie G. E de grande interesse tanto matematico quanto fisico conhecer o comportamento
das solugoes de (1) conhecidas como solugoes ondas viajantes, a saber, aquelas que sdo do
tipo

u(t) =T (e )pu, (5)
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onde w pertence a algebra de Lie do grupo G, ¢, é algum elemento fixado de algum espago
de Hilbert X e e() = exp(-) denota a aplicacio exponencial entre a algebra de Lie de G e
G. As solugoes ondas viajantes em geral, de nosso interesse, podem ser divididas em dois

grupos, a saber,

1. Ondas Viajantes Solitarias: E o nome que se da as ondas viajantes tais que a
funcao ¢,, bem como todas as suas derivadas se anulam no infinito, i.e., satisfaz a
condicao de fronteira

i () (¢} =
gkinoo oo’ (&) =0, Vn € N.

onde gp&m denota a n-ésima derivada de ¢,,.

2. Ondas Viajantes Periddicas: Este nome é dado as ondas viajantes tais que a funcao

v, € uma fungao periédica com um periodo fixado L > 0, i.e., satisfaz a condigao
0u(0) = wu(L), ¢, (0) = ¢ (L).

Originalmente, as ondas viajantes foram descobertas por J. Scott Russel em 1834, primeira-
mente através de observacoes naturais em um canal de agua e posteriormente através de ex-
perimentos realizados em laboratérios (ver [55]). Mais tarde, em 1871, J. Boussinesq mostrou
em [16] que se uma onda de dgua propaga ao longo de um canal de fundo plano com uma
profundidade constante h, com um grande comprimento de onda e pequena amplitude em
relacao a h, entao a elevagao u da dgua considerada como funcao da coordenada x ao longo
do canal e do tempo ¢ satisfaz (de forma aproximada) a equac¢ao nao-linear

Uy — ghtige — gh (%uQ + h2um> =0, (6)

onde g é a aceleragao da gravidade (tal equagao é conhecida como equagao de Boussinesq).
Supondo que G = R e notando que (6) é invariante por translagoes, i.e., T'(t)p = (- — t),
Boussinesq obteve explicitamente uma solugao onda viajante solitaria, u(z,t) = ¢, (z — wt),
dada por

pul6) = % seen? (%56 @
e de forma bastante formal estudou sua estabilidade no sentido que uma pequena perturbacao
de tal onda solitaria ird evoluir de forma semelhante a uma onda solitaria para todo tempo

t (estabilidade em forma).
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Entretanto, a primeira prova matematica de estabilidade foi apresentada por T. Benjamin
em [11], um século mais tarde. A equagao estudada por Benjamin foi a equagao de Korteweg-
de Vries

Up + Uggr + Uty = 0. (8)

Baseando-se nas idéias de Boussinesq, Benjamin estudou a estabilidade de uma onda viajante
tendo a férmula explicita (6) no sentido orbital, o que significa que se o perfil de uma condi¢ao
inicial ug = u(-,0) estd perto de ¢, (em algum sentido a ser precisado mais adiante) entao
o perfil da solugao u(+,t), com dado inicial ug, permanece perto de algum transladado de ¢,
para todo tempo t.

Apo6s o trabalho de Benjamin, muita atencao tem se dado ao estudo de estabilidade nao-
linear de ondas viajantes solitarias para diversas equacoes de evolucao do tipo dispersivo,
por exemplo em [3], [10]-[13], [28]-[31], [61]-[62]. J& o estudo relacionado as ondas viajantes
periddicas parece que ficou esquecido no tempo e poucos trabalhos completos de pesquisa so-
bre o tema foram escritos (veja [12], [54]). Benjamin [12] estudou inicialmente a estabilidade

de ondas viajantes cnoidal para a equacao (8), a saber, solugoes da forma

0u(8) = B2 + (Bs = o) n< 531_2g1 3 k) (9)

onde cn representa a funcao eliptica de Jacobi do tipo cnoidal, k € (0,1) é o médulo eliptico
e (1, P2 e (B3 sao constantes reais satisfazendo 3 + (5 + 3 = 3w. Benjamin afirmou que
a onda viajante periddica dada em (9) era nao-linearmente estavel por perturbacoes de
mesmo periodo, embora ele nao tenha provado tal resultado. Recentemente, Angulo, Bona
e Scialom [6] deram, definitivamente, uma resposta em afirmativo em relacao a estabilidade
nao-linear das solugdes (9). A abordagem para se obter tal resultado foi a teoria moderna
de estabilidade nao-linear desenvolvida por Weinstein [61], [62] e Grillakis, Shatah e Strauss
[31], adaptada ao caso periddico.

O estudo de existéncia e estabilidade de solugoes ondas viajantes periddicas tem grande
importancia em varios ramos da fisica, principalmente em éptica e propagacao de ondas
eletromagnéticas (para varios modelos e aplicagoes veja por exemplo [43], [63]). Além disso,
o interesse em tal estudo tem crescido significativamente nos tltimos anos e isso motiva nosso
estudo apresentado nesta tese.

Agora, em éptica nao-linear, se um feixe de luz se propaga em algum meio, uma placa

por exemplo, sem estruturas de suporte, ele é comumente chamado pelos fisicos de soliton
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optico espacial (”spacial optical soliton”). Até a década de 90, a teoria dos solitons 6pticos

espaciais tinha sido baseada na equacao Schrodinger nao-linear cibica,
iy + Ugy + |ul?u = 0. (10)

E bem conhecido que a equacao de Schrodinger cibica é um bom modelo para feixes que se
propagam, por exemplo, em uma fibra éptica (solitons dpticos temporais). Por outro lado,
verifica-se experimentalmente que para o caso de solitons Opticos espaciais, a equacao de
Schrodinger torna-se um modelo nao totalmente satisfatorio. Tem-se ai, a necessidade de
criar sistemas mais gerais do que a equacao de Schrodinger para modelar tais feixes.
Assim, no decorrer de toda essa tese, estaremos interessados no seguinte sistema acoplado

de equagoes do tipo Schrodinger

1 1
iut + Upe — U+ <_|U|2 + 2|w‘2>u + —EQUJ =0
9 3 (11)

1
i0W; + Wy — QW + <9|w|2 + 2|u]2>w + §u3 =0,

onde z,t € R, u(z,t),w(z,t) € C e «o,0 sdo constantes reais. Tal sistema foi deduzido
originalmente por Rowland A. Sammut, Alexander V. Buryak e Yuri S. Kivshar em [56] e
[57] e descreve a interacao entre um feixe linearmente polarizado e seu terceiro harmonico.
Note que se u = 0, o sistema (11) se reduz exatamente a equacao de Schrodinger ctibica.
Portanto, tal sistema generaliza e equacao de Schrodinger para o estudo de solitons épticos
espaciais.

Nosso objetivo é o estudo de solugoes ondas viajantes periddicas para o sistema (11).

Mais precisamente, solugoes do tipo

u(a,t) = o (a),  wla,t) = (o), (12)

onde ¢,,7, : R — R sao fungdes peridédicas com um mesmo periodo fundamental L >
0 e v é um parametro real. Nossa principal énfase, serd o estudo de existéncia e esta-
bilidade/instabilidade nao-linear de solugoes da forma (12) pelo fluxo periédico associado a
(11). Até onde vai nosso conhecimento, nenhum estudo especifico nessa diregao tem sido
feito para o sistema (11). Nossa idéia nesta tese é apresentar uma teoria mais completa
possivel da dinamica do sistema (11) induzida pelas solugoes periédicas (12).

Substituindo (12) em (11), segue-se que ¢ = ¢, e ¢ = 1, devem satisfazer o seguinte
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sistema de equagoes diferenciais ordinarias
¢ = (v + Do+ (567 +202) 6 + 6% = 0
P — (a+ 3oy)Y + (9¢2 + 2¢2>¢ +3¢° = 0.

Logo, nossa primeira tarefa serd encontrar uma curva suave v — (¢., ¢,) de solugdes para

(13)

o sistema (13). Este sera o contetdo do Capitulo 2. Em nosso estudo, sempre consideramos
¢ = atp, onde a € R (ndo conhecemos solugoes explicitas fora desta restrigdo). Suponhamos

inicialmente a = 0, assim o sistema (13) se reduz a dnica equagao diferencial ordindria
V" — (a4 307)1 + 9* = 0. (14)

Solugoes periddicas reais para a equagao (14) foram construidas em Angulo [5], portanto
usaremos as mesmas idéias no nosso caso. A idéia para encontrar solucoes é usar o método
da quadratura (um outro método que pode ser utilizado é através do Teorema do Somatério
de Poisson, veja [9] e [50]). De fato, a Eq. (14) pode ser reescrita na forma
9 2 4 9

W = S + 20 307 + 5Byl = SF(0), (15)

onde By, ¢ uma constante de integracaso e F ¢é o polinomio dado por
2 4 /.

F(t) = —t*+ §(oz + 307)t* + §B¢. E claro que as solugoes da equagao (15) devem depen-
der das raizes do polinomio F. Mostraremos nesta tese, a existéncia de varias familias de

solugoes, a saber,

(i) Ondas do tipo Dnoidal: Se F' tem raizes reais £, £no com 0 < 1y < 71, obtemos

uma curva suave de ondas do tipo dnoidal:

272 n
e 7_17+OO Hw'Y € Hper([oﬂL])7

dada por

3 2 _ 2
Uy (@) = mdn (%x, k;) , 2= - 2 (16)
1

e com periodo minimal L, onde L > 0 é fixado e arbitrario. Aqui, dn representa a

funcao eliptica de Jacobi do tipo dnoidal.

(ii) Ondas do tipo Cnoidal: Se F' tem raizes +b, +ia, com a,b € R, b > 0, podemos

obter duas curvas suaves de ondas do tipo cnoidal: uma primeira

S (_1700) = @ijl € H), ([0>L])a

per
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dada por

b2
Pya(x) =bcn (3\/ b —w x; k) : = (17)

2b% — 2w
e uma segunda

A2 n
’)/G —F—l,—l '—>w'y,2 EHper([()?L])’

dadas por

2
2
Py o(x) = Va2 + 2w en (3\/&2 +w xk) , k* = @ rew (18)

202 4 2w

Aqui novamente, para cada L > 0 fixado porém arbitrario, ¢, e 1,2 tém periodo

minimal L e w = §(y + 1).

Agora, no caso a # 0, supondo que v+ 1 = a + 307, reduzimos o sistema (13) & tnica

equagao
1 1
"o 2 - )43 =
¢ = (r+ Do+ (2024 5b+ 5 )o" =0, (19)

onde b é a solugao real da equacao 63b® — 30* + 176+ 1 = 0. Como acima, a Eq. (19) pode

ser reescrita como

c v+1 4B c
6P = ¢ (ot 20 Mg APy ) (20)
2 c & 2
onde B, é uma constante de integracao e Fy(t) é o polinomio Fy(t) = —t* + 2wt® + % e

w = %(’y + 1). Neste caso, podemos obter a seguinte familia de solu¢oes ondas viajantes

iii) Ondas do tipo Dnoidal: Se F, tem raizes £6;, £60, com 0 < 05 < 6, obtemos a
¢

curva suave de ondas do tipo dnoidal

272 n
Ve ?_17—{—00 H(b’Y € Hper([()?L])?

dada por

¢ (x) = O1dn (01—\/\%53: k) , k2 = “’10;%92) (21)

e com periodo minimal L fixado.

No Capitulo 3, fazemos o estudo espectral dos operadores lineares, que sao necessérios

para nossos estudos acerca da estabilidade/instabilidade nao-linear das solugoes descritas
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acima. Primeiramente, escrevemos o sistema (11) como um sistema Hamiltoniano do tipo

(1), a saber,
ou

ot
onde U = (P,R,Q,S)" com u = P +iQ, w = R+ 1iS , J é o operador linear matricial

() = JH(U(1)), (22)

anti-simétrico definido por

0 0 1 0
0 0 0 1/o

=1 0 o0 o 23
0 —1/c 0 0
Aqui, H é o funcional energia dado por
H(P,R,Q,S) = % /{(Pﬁ + Q)+ (R2+ 83 + (PP + Q%) + a(R* + S
— %(P“ +2P°Q* + Q") — %(R4 +2R*S% + §1)
—2(P* + Q*)(R* + %) — S(P3R +3P?QS — 3PQ*R — Q*S)}dx. (24)

Nossa analise espectral depende essencialmente de dois ingredientes basicos: o Teorema de
Comparacao (veja [23] ou o Apéndice A desta tese) e os problemas de autovalores periddico

e semi-periddico associados a equagao de Lamé (veja Observacao 3.1.4) dados, respectiva-

mente, por
{ Y+ [N —m(m + 1)k%sn?(x; k)]y = 0 (25)
y(0) =y(2K(k)), ¢'(0) =y (2K(k)),
{ Y+ [N —m(m + 1)k*sn?(z; k)]y = 0 (26)
y(0) = —y(2K(k)), ¥ (0) = =y (2K(k)),

onde A € R, m € N, sn denota a fungao eliptica de Jacobi do tipo senoidal e K (k) representa

a integral eliptica completa do primeiro tipo definida por

! dt
k0= [ s kO

No Capitulo 4 estudamos as propriedades de estabilidade/instabilidade nao-linear das

solugoes ondas viajantes periédicas dadas no Capitulo 2. Nosso primeiro resultado utilizando
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a teoria moderna desenvolvida por Grillakis, Shatah e Strauss em [31], é sobre a estabilidade
nao-linear das solugoes ondas dnoidal dadas em (16), onde mostramos que tais solugoes
sao orbitalmente estaveis (médulo translagoes e rotagoes) por perturbagoes periédicas de
periodo L. Por outro lado, se vermos a onda dnoidal em (16) como uma fungdo de periodo
2L entao, usando as idéias em Angulo e Linares [7], mostramos que tal onda é orbitalmente
instavel (médulo rotagdes) por perturbagoes periddicas de periodo 2L. Em relacao as ondas
dnoidal dadas em (21), utilizando novamente as idéias em Angulo e Linares [7], mostramos
que tais solugoes sao orbitalmente instdveis (médulo rotagoes) por perturbagoes periédicas
de periodo 2L. Infelizmente, nossa analise espectral nao nos permite utilizar nem a teoria
de Grillakis et al. [31] nem a teoria de Grillakis [29] para mostrarmos algum resultado de
estabilidade/instabilidade por perturbagoes periddicas de periodo L.

Em relacao as ondas cnoidal, o problema é muito mais complexo. Apesar de termos
uma completa teoria espectral em maos, nem a teoria de Grillakis, Shatah e Strauss e nem a
teoria de Grillakis pode ser aplicada neste caso. Portanto, assim como no caso da equacao de
Schrédinger cibica (ver [5]), ndo sabemos responder se as ondas cnoidal sdo ou nao estaveis
em todo o espago de energia H,.([0,L]). Uma primeira tentativa de obter um resultado
estabilidade/instabilidade por perturbagoes periddicas de mesmo periodo L, foi comegcar
investigando em espacos “menores” do que H,,.([0,L]), onde gostarfamos de obter um tal

resultado. Para ser mais preciso, vamos restringir nosso estudo ao subespaco das funcoes de

média zero em H,,,([0, L]), a saber,

X = {uc H.(0, L)) /OLudx 0},

Neste subespaco podemos usar a teoria de Grillakis, Shatah e Strauss e obter um resultado de
estabilidade para as ondas cnoidal dadas por (17) e (18) em relagao a perturbagoes periddicas
de periodo L e média zero sobre seu periodo minimal.

Ressaltemos que em relagao a equagao de Schrodinger (10), recentemente, T. Gallay e

M. Haragus consideraram em [24] solugdes ondas viajantes periédicas do tipo
u(z,t) = e "W (x), (27)

onde W (z) = eP*Q(2qx), p=q = /T (aqui T > 7 é o periodo fundamental de |W|). Note
que em particular W tem periodo fundamental L = 27'. Utilizando a teoria de Grillakis,

Shatah e Strauss, foi mostrado que se ) é suficientemente pequena (no sentido da norma de
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H,,.([0, L])) entdo a solucao dada em (27) é orbitalmente estavel em relacao a perturbacoes

periédicas de periodo L, digamos V', com a condicao de que
V(z+L/2) = -V (x), z € R. (28)

Nesse aspecto, nosso resultado é mais geral do que aquele em [24], uma vez que toda funcao
que satisfaz (28) tem média zero sobre o intervalo fundamental [0, L.

Uma segunda tentativa nos estudos das ondas cnoidal em (17) e (18), foi estabelecer algum
resultado de estabilidade espectral, i.e., tentar localizar o espectro do problema linearizado
em torno das ondas cnoidal e, por algum resultado de estabilidade/instabilidade linear,
conseguir um resultado de estabilidade/instabilidade nao-linear. Com essa idéia em mente,
nos propomos no Capitulo 5 a estudar estabilidade espectral no espago das fungoes limitadas
ou localizadas. Anélises nessa direcao, foram consideradas, recentemente, por varios autores
no estudo de varias equagoes de evolugao (veja [24], [32], [33], [36], [37], [48], [54]). Por
exemplo, estabilidade espectral para a equacao de Schrodinger (10) foi considerado em [24],
[36] e [54]. No caso da equagao de Schrodinger focusing (quando consideramos o sinal — em
(10)) em [24] os autores mostraram que as ondas viajantes do tipo (27) sao espectralmente
estaveis em relacao a perturbagoes limitadas ou localizadas, desde que a onda W seja de
amplitude suficientemente pequena. Isto significa que o espectro da linearizagao em torno
de uma tal onda periédica, considerado nos espagos Cy(R) ou L?(RR), esté localizado sobre o
eixo imagindrio. Ja para o caso da equagao de Schrédinger defocusing (quando consideramos
o sinal + em (10)) foi mostrado que as ondas de pequenas amplitudes dadas em (27) sao
espectralmente instaveis também em relacao a perturbacoes por fungoes limitadas ou locali-
zadas, o que significa que o espectro do operador linearizado, considerado no espago Cy(R)
ou no espaco L?(IR), possui pelo menos um autovalor com parte real estritamente positiva.

Ainda no caso defocusing, em [36] os autores mostram que as ondas cnoidal do tipo
u(x,t) = kde ™ en(d x; k) onde a = 6%(1 — 2k?) sdo espectralmente estéveis com relagao a

perturbagoes periédicas, o que significa que o problema linearizado em torno da onda u(z, t),

2

2er([0, L]), possui seu espectro localizado sobre o eixo imaginario.

considerado no espaco L
Embora nosso principal objetivo dentro do contexto de estabilidade espectral seja as
ondas cnoidal, nossa andlise vai mais longe. De fato, mostramos existéncia de solucoes

periédicas para o sistema (11) do tipo (0,w), onde w tem a forma

w(x,t) = e P (z), (29)
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com W (x) = e®*V (x), d e p sao parametros reais e V : R — C é uma funcio periédica com

um periodo fixado. Dessa forma, W deve satisfazer a seguinte equacao diferencial
Wee + 0W + 9|[W|*W = 0. (30)

Através de seus invariantes, caracterizamos todas as solugoes periddicas de (30) e encontramos
regioes dependentes de tais invariantes para que a Eq. (30) admita solugoes periddicas. Evi-
dentemente, uma tal caracterizacao vai incluir também as solucoes reais que encontramos no
Capitulo 2 e nesse sentido, mostramos que quando W é uma solugao real de (30), obtemos
exatamente as solugoes ondas cnoidal e dnoidal dadas no Capitulo 2.

No estudo da estabilidade espectral das solugoes periédicas (29), vamos utilizar a chamada
decomposicao em ondas Bloch (”"Bloch-wave decomposition”), a qual permite reduzir a
andlise espectral de operadores diferenciais com coeficientes periddicos definidos em Cj(R)
ou L*(R) para a andlise espectral de operadores com resolvente compacto em L2 ([0, L])
(veja [53]). Mais precisamente, se A é um operador diferencial linear fortemente eliptico
e com coeficientes periddicos e o72(A) e o¢,(A) denotam, respectivamente, o espectro do

operador A em L%(R) e em Cy(R), entdo podemos provar que

(M) =oc,(A) = | 0w (As), (31)

L L

onde o operador Ag, denominado operador Bloch, é formado pela substituicao de 0, por

2

2er([0, L]) com dominio

(0p +10) em A, e orz,, (Ag) denota o espectro do operador Ag em L
H?,.([0, L]). Com tal método, mostramos que as ondas periédicas dadas por (0,w) onde w
é dada por (29) sdo espectralmente instaveis por perturbagoes limitadas ou localizadas, com
a condicao de que a onda w tenha amplitude suficientemente pequena.

Infelizmente, assim como em [24], nosso estudo de estabilidade espectral se limita ao
caso de solugoes ondas peridédicas com amplitude suficientemente pequena, posto que nossa
andlise depende de argumentos de perturbagao de operadores lineares. Sendo assim, nosso
resultado de instabilidade espectral ndo inclui as ondas cnoidal em (17), posto que para cada
~ fixado uma tal onda nao é arbitrariamente pequeno (veja pg. 78) e nesse caso nao sabemos
dizer se essas ondas cnoidal sao ou nao espectralmente estaveis por perturbacoes limitadas
ou localizadas.

No Capitulo 6, estabelecemos nossos resultados de boa colocagao local e global nos espagos

H;..([0,L]) x H},,.([0, L]), s > 0, para o sistema (11), os quais sao necessdrios na nossa teoria
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de estabilidade. Nossos resultados sao baseados nos espagos X;;, os chamados espacos
de Bourgain, primeiramente introduzidos por Bourgain em [14] no estudo da equagao de

Schrodinger
iUy + Ugy + N(u,w) =0,

onde
E 2.
a1tag=3

Mais precisamente, definimos X ; como segue:

Definicao 0.0.1. Seja 'V o espaco das funcoes f tais que

(7)) f: TxR—C,

(ii) f(z,-) € 8(R) para cada z € T,

(1i1) f(-,t) € C(T) para cada t € R.

Para s,b € R definimos o espago de Bourgain X, como sendo o complemento de V em

relagao a norma

Ifllx, = )T +n2)F(n,7)llez 2,

onde () =1+|-|.

Para obtermos nosso resultado de boa colocagao local, escrevemos o sistema (11) como

um sistema integral equivalente, a saber,

u(t) = U(t)ug — 1/ Ut —t")F(u(t'),w(t))dt
w(t) = wo—z/Wt—t (u(t),w(t"))dt'.

onde U(t) = e ™O24D T/ (1) = ¢ ™Ma243) ¢ = 1/0, & = a/o, sdo os grupos de Schrodinger

associado ao sistema (11) linearizado,

1 1
Fluw) = (Gl +2lwl)u+ 57w, Gluw) = a9l + 20uf)w + 5o,

Lembremos que Bourgain em [14] mostrou que para s > 0 e b € (3/8,5/8) tem-se

IV, D) lx.0 < cllulliey  u € X (32)
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No nosso caso, como em Angulo e Linares [7] introduzimos os espagos X, e X%, (veja

Defini¢ao 6.1.1) e usando as idéias de Bourgain, mostramos a nova estimativa nao-linear

ez < clul

Wl we Xy weE XY, (33)

onde (ay, a9, a3,04) € N* com oy + g + a3+ a4 = 3 e X = X1 ou X = X1
be (1/2,5/8).

Com a estimativa (33) em maos e usando métodos standard (Bourgain [14], Kenig, Ponce
e Vega [40], [41]) mostramos utilizando o Principio de Contragao que o sistema (11) é local-
mente bem posto nos espagds de Sobloev periédicos H,,,.([0, L]) x H;,,.([0, L]), s > 0.

O resultado de boa colocagao global para s > 0 segue da lei de conservagao (veja Teorema
6.5.1).

F(t) = /{|u(x,t)|2 + 3olw(z, )}z = F(0), o >0,

No Capitulo 7 apresentamos a conclusao dos resultados obtidos na tese e propomos
novos problemas a serem estudados futuramente. Finalmente, no Capitulo 8 apresenta-
mos, no Apéndice A, os principais elementos da Teoria de Floquet e, no Apéndice B, as
principais propriedades das funcoes elipticas de Jacobi que sao utilizadas no decorrer da
tese e mostramos como a decomposigao (31) pode ser obtida quando A é um operador de

Schrodinger do tipo —92 + ¢(z).



CAPITULO 1

Preliminares e Resultados Basicos

Neste primeiro capitulo, introduziremos as principais notagoes e os resultados bésicos que
serao utilizados ao longo da tese. Estabeleceremos as ferramentas bésicas para se lidar com
funcoes periddicas e introduziremos os espagos funcionais e suas principais propriedades que
serao usadas nos capitulos seguintes. A maioria dos resultados contidos aqui podem ser

encontrados em lorio e lorio [35].

Alguns fatos importantes utilizados na tese também estao contidos no Capitulo 8.

1.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier serd uma das principais ferramentas no nosso estudo de boa
colocagdo. Denotaremos por Ce, (resp. PCj.,.) o espago das fungoes continuas (resp.

continua por partes) periédicas de periodo L = 2/.

Definicao 1.1.1. Dado f = f(x) € PCler, a transformada de Fourier de f é a sequéncia de

niimeros complezos f = {f(n)}nez, definida por

~

¢
Fn) = =5 / fa)e

15
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~

Os numeros f(n) sio chamados de coeficientes de Fourier e a série

+oo

E Cnewmw/é

n=—oo

¢ chamada a série de Fourier gerada por f.

Os espagos LP(I), onde I CR e 1 < p < 0o é definido como sendo o espago de fungoes

definidas em [ a valores reais ou complexos e mensuraveis a Lebesgue tais que

T ( / !f(x)lpdw)p <o, 1<p<oo

Il fllze = supesser|f(z)] < 00, p = 0.

Os espagos normados (LP(1), ||-||z») sao espagos de Banach. Quando p = 2, L?(I) torna-se

um espaco de Hilbert munido do produto interno,

(F.9) = (f.g) = / f@g@de,  fige IA(T).

Neste contexto definimos a transformada de Fourier como segue

~

Definigao 1.1.2. Seja f = f(t) € L'(R), a transformada de Fourier de f € a fung¢do f= f(7)
definida por
]/”\(7') = c/ ft)e " dt, T € R.

Defini¢ao 1.1.3. Para uma fun¢ao f = f(x,t), que é periddica na varidvel x com periodo

L = 2(, definimos a transformada de Fourier de f, f: f(n,T) paran € Z e T € R, por

00 Y4
f(n, 7‘) = c/ / f(ZE, t) e—iwnx/f B_it‘rdxdt.
—oco J /4

Notagao. Observe que estamos utilizando a mesma notacao para trés tipos de transformada
de Fourier. Entretanto, esperamos que isso nao cause confusao, pois reservaremos a variavel
n € Z para quando estivermos trabalhando com a transformada de Fourier de uma funcao
periddica na varidvel x e a varidvel 7 € R para a transformada de Fourier de uma funcao
na varidvel t € R. Por exemplo a notacao [f(n,-)]"(r), signica que estamos tomando a

transformada de Fourier da fungao t € R +— f(n,t), onde f(n,t) denota a transformada de

de Fourier da funcao f na variavel periddica x.
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A tranformada de Fourier do produto fg onde f = f(z,t) e g = g(x,t) s@o periddicas na

variavel x com periodo 2¢ é obtida através da convolucao por

fon,m) = fxgn,r)=c> /oo Fn—ni, 7 — 1)g(n1, 71) dmy.

n1€Z"”

1.2 Distribuicao e Espacos de Sobolev Periédicos

Nesta secao, definiremos os espacos de Sobolev periédicos, que serao os espagos onde provare-
mos nossos resultados de boa colocagao e estabilidade. Seja P = C3%,. o conjunto de todas
as funcoes f : R — C que sao infinitamente diferencidaveis e periddicas de periodo fixado
L =2/¢. O conjunto P pode ser transformado num espaco métrico completo introduzindo a

distancia por
o0

d(p, ) =Y 27

J=0

9 — 491
T+ ) — 4001

p, 1 € P.

O dual topolégico de P, denotado por P’, que é o conjunto de todos os funcionais lineares
continuos definidos de P em C é denominado o conjunto das distribuicoes periodicas. Dado

f € P ovalor de f em ¢ € P é denotado por,

flp) = (.9

— eiﬂ'kz/ﬁ

Seja k € Z e considere O(z) para x € R. Em analogia a definicao 1.1.1, a

transformada de Fourier de f € P é a funcao f: Z, — C dada por

Fby = gpir.0.0),  kek

O conjunto das sequéncias rapidamente decrescentes, denotado por 8(Z), é o conjunto de

todas as sequéncias com valores complexos a = (ay)rez tais que

oo
> JkPlag] <00, V=012, ...
k=—o00
O conjunto 8(Z) se transforma num espago métrico completo quando munido da distancia

T g =S g-i N =Bl
d(a,ﬁ)—;2 Tl “Pcs@,
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onde ||a||oo; = supgez(lak||k?). A transformada de Fourier inversa de o = (ai)rez € S(Z)

é a fungao & € P dada por,
(o)

a(r) = > aO().

k=—00
O dual topolégico de 8(Z) denotado por 8'(Z) é o espago das sequéncias de crescimento
lento, i.e., o conjunto das sequéncias o = (ay) tal que existem constantes C > 0e N € N
tais que
lag| < ClE[Y,  VkeZ\{0}.

8'(Z) estd munido da topologia da convergéncia pontual. A transformada de Fourier é um
isomorfismo linear entre P’ e §'(Z).

Toda fungao v € LP([—¢,¢]), p > 1 pode ser vista como um elemento de P’ definindo

W) = 3 | vt

onde ¢ € P. Dessa forma, se ¢ € LP([—(,(]), p> 1 para k € Z,

wmzi[ﬂ@wm%m

O espaco das sequéncias a = (o, )nez de quadrado somdvel denotado por €2 é definido
como sendo

3
o0
=L ||l = < Z |an|2> < 00

n=—oo

Definicao 1.2.1. Para s € R, o espago de Sobolev HE,, ([—(,(]) :== H?,. ¢é definido como

per per

sendo o conjunto das f € P’ tal que

113, =203 1+ K F (k) < oo

k=—o0

O conjunto H,,, ¢ um espago de Hilbert quando munido do produto interno,

Quando s = 0, ngr é um conjunto isométricamente isomorfo a L?([—¢, (]) e serd denotado
2

per*

por L Note que H®  — L2  para todo s > 0, e, para cada n € Z, a norma || - || 71

per per er )
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definida acima, de um funcao f é equivalente a norma,

(gufmuige,,) (Z [ 1 dx>;,

onde fU) denota a j-ésima derivada de f tomada no sentido de . Além disso, (H,,.)', o dual

topoldgico de Hp,,., € isometricamente isomorfo a M, para todo s € R. O par dualidade

(-, '>H;ei, o = (-,-)s ¢ representado para f € H, 5 e g € H;,, por,

per
= > f(k)ak).
k=—00

Desta maneira, se f € L2, e g€ HS,. s> 0, entao (f,g)s = (f,9)r2-

Sejam a = (ag)rez € B = (Ok)rez duas sequéncias de nimeros complexos e s € R. O
espaco (3 5 := (%5 (Z) é definido por,

+o0 3

Ga(Z) = qa= (e llolle, = (25 >+ |7€|2)s\04k!2> < 400

k=—00

Notemos que é?,zz@) ¢ um espaco de Hilbert com relacao ao produto interno,

(a,B)e,, =21 Z (1 + [k[*)* By
k=—o0

~

Segundo a notagao dada anteriormente, vemos que f € H,,, se, e somente se ( (k:)) €
ke

(2, e, neste caso, tem-se ainda || f[|s = Hf

2
e.s 2l

Teorema 1.2.2. (Lema de Sobolev) Se s > § entio Hi,. — Cpe, €

1 fllee < I flle < Clfllss  f € HE,

Teorema 1.2.3. (Fourier/Parseval) Seja f € C,., € suponha que f' € PC,., . Entao a
série de Fourier gerada por f converge uniformemente a f sobre R. Além disso, se verifica

a itdentidade
- 1
IfI% = 5713, . (Parseval
Ou equivalentemente,

1

G = 3 F0GH =5 [ st =5

k=—00
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Existéncia de Solucoes Perioddicas

Neste capitulo, estamos preocupados em mostrar existéncia de solucoes periddicas explicitas
para o sistema
1 1
iU+ Ugy — U+ <§]u|2 + 2|w|2>u + gEZw =0

, , 1, (2.1)
iowy + Wy — QW + (9|w| + 2]u| >w + g% = 0,

as quais serao objetos de estudo da maior parte desta tese. Entretanto, no Capitulo 5
mostraremos a existéncia de solucoes periddicas tendo uma forma mais geral do que aquelas
que encontraremos neste capitulo, mas que também incluem estas que consideraremos aqui.

Lembremos que em (2.1) u e w sdo fungdes complexas das varidveis z,t € R, 0 e a séo
constantes reais e a barra sobre u denota conjugagao complexa. Como ja descrevemos na
Introdugao, o sistema (2.1) descreve, em varidveis adimensionais, a interagao entre um feixe

de luz linearmente polarizado e seu terceiro harmonico (ver [43], [56]).

Estamos interessados em solugoes do sistema (2.1) que sao da forma

u(z,t) = 6i7t¢7($), w(z,t) = eSi“’t@Dv(x), (2.2)

onde ¢.,1, : R — R sao fung¢oes periddicas com um mesmo perfodo fundamental L > 0 e

v é um parametro real. Substituindo (2.2) em (2.1), segue-se que ¢ = ¢, e ¢ = 1), devem

21
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satisfazer o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinérias

6" — (74 1)+ (56 +20%) g+ 36 = 0

(2.3)
U= (a4 3070 + (962 +20° v + §6* = 0.

Encontrar solugbes explicitas para o sistema nao-linear (2.3) nao é uma tarefa muito
simples. Contudo, o problema, e portanto nossa busca por solucoes explicitas, serd reduzido
ao caso em que ¢ = a, onde a é uma constante real. E com essa hipéteses que trabalharemos
ao longo de toda essa tese e nosso objetivo a partir de agora é encontrar curvas suaves de

solugoes periddicas, dependendo do parametro «y, para o sistema (2.3).

2.1 Existéncia de solucoes do tipo Ondas Dnoidal

Como ja destacamos anteriormente, suponha que ¢ = ay, com a € R. Inicialmente, vamos
supor a = 0 (mais tarde veremos o caso a # 0). Assim, o sistema (2.3) se reduz a tnica

equagao diferencial ordinaria
V" — (a4 3oy)y + 9* = 0. (2.4)

Multiplicando (2.4) por ¢ e integrando uma vez, obtemos

9 2 4 9
[ = 5[—¢4 +glat 3o7)¢* + g Bul =5 F (W), (2.5)
onde By é uma constante de integracao ¢ F' ¢ o polindmio dado por F(t) = —t* + 2(a +

307)t? + %Bw. Suponha que F' tenha raizes +n;, £72 (note que F'(t) é uma fungao par) com
0 < ny < m (veja Figura 2.1).

Assim, podemos escrever (2.5) na forma

W == (0 —n3)(n; — v*). (2.6)

Observe que o lado esquerdo de (2.5) é ndo-negativo e assim deve ser também o lado direito.
Portanto devemos ter o < ¥ < n; ou —n; < v < —ny. Vamos aqui considerar o estudo de
solugdes positivas e assim vamos considerar 7, < 1 < 1; (0 caso negativo é similar). Agora
defina ¢ = ¥ /m1, k* = (7 — n3)/m; e suponha que ¢(0) = 1. Entao podemos reescrever a

equacao (2.6) como

WP = 1= ) (e — 1+ K).
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Figura 2.1: Gréfico do polinomio F(t) = —t* + 2(a + 307)t* + §By com raizes +m; e £np.

Finalmente, definindo ¢ pela relacao p? = 1—k?sen?(, podemos escrever esta ultima equacao
acima da seguinte forma
9 2
CT? = (1 = Ksen’(),

portanto, via integragao, obtemos

¢(z) dt 3m

—_— = 1.
0 V1= K2sen?t 2

Disso segue, pela definigao das fungoes elipticas de Jacobi, que sen ((x) = sn (%x, k’) e

portanto obtemos a solucao positiva

oty =1 e (St = an (i), 23)

onde usamos que k%sn? + dn? = 1.

Assim, voltando a variavel v, obtemos as entao chamadas ondas dnoidal
3m )
r)=mdn | —=x: k). 2.9
o(a) = man 2 29)

Como dn tem periodo fundamental 2K, onde K = K (k) é a integral eliptica completa

do primeiro tipo, segue que ¥ tem periodo fundamental dado por

2v/2
\/_K

T, = —
v 3

(F)-
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Note que pela forma explicita de F', obtemos as relagoes

nt+n = 2(a+307) = 2w

(2.10)
i = 2B
1z = g L2
onde estamos definindo w := (o + 307y). Observe que de (2.10) devemos ter w > 0.

Estudaremos agora o comportamento de Tj. Para w > 0 fixado, obtemos de (2.10) que
0 <M < Vw<m < +V2w. Além disso, podemos ver T;, como uma fungao unicamente do

parametro 7s,

2v/2 2w — 2n?
T = ————K(k , com k> S
¢(772) 3\/m ( (772)) (772) 2w — 7]%

Notemos que quando 7o — 07 temos k(n2) — 1~ donde vem que K (k(n2)) — oo e, conse-
quentemente, Ty,(n2) — oo. Por outro lado, quando 17, — y/w obtemos que k(1) — 07 e,
T /2
H —_—

portanto, K (k(nz)) — % e dai segue que Ty (12) 502 Finalmente, desde que a fungao

ne € (0, /w) — Ty(n2) é estritamente decrescente (conforme veremos abaixo) obtemos que

TV 2

Ty > ——.

73w
Além disso, fixado L > 0, escolha w > 0 tal que /w > %ﬁ Entao segue da analise acima
que existe um unico 7y = 72(w) € (0, /w) tal que a onda dnoidal ¥ = ¥ (; 7 (w); N2(w)) tem

periodo fundamental L = T3(n2).

Observacgao 2.1.1. A férmula (2.9) contém, pelo menos formalmente a solu¢ao onda solitdria
do sistema (2.1) (com uw = 0) encontrada em [50]. De fato, se no — 07 obtemos que

m— V2w = —VQ(O;M, k(ne) — 17 e dn(x,17) ~ sech(z). Consequentemente,

Py () ~ Msech(\/a + 3oyz).

2.1.1 Existéncia de uma curva suave de Ondas Dnoidal

Mostraremos aqui que, para cada L > 0 fixado, existe uma curva suave de solugoes ondas
dnoidal para a equagdo (2.4), dependendo do parametro real 7, a qual serd necessario no

estudo de estabilidade nao-linear das solugdes do sistema (2.1). Por razoes que ficarao claras
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mais tarde, vamos assumir daqui em diante que v, o e « satisfazem a relagao y+1 = a+307.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.2. Seja L > 0 fizado. Considere wy > 3”72 e 0 Unico M20 = N2,0(wo) € (0, /wo)
tal que Ty, = L. Entao,

(i) existe um intervalo I(wy) ao redor de wy, um intervalo B(ns0) ao redor de nao € uma

unica fungao suave A : I(wy) — B(neo) tal que A(wy) =120 €

2v2
3/ 2w — 3

onde w € I(wy), M2 = Aw) e k* = kF*(w) = % Além disso, podemos escolher
2

2w—
I(wo) = (g%i, +oo>.

K(k) =L,

L2

(ii) Para v € (E -1 +oo> ew(y) = $(v+1), a onda dnoidal 1, = 1, tem periodo
fundamental L e satisfaz a equagao (2.4). Além disso, a aplicagdo

2 n
ve (T - 1iee) o e 010

é de classe C*.

Notacao: Por questao de simplicidade e conveniéncia, as vezes denominaremos as ondas do

tipo dnoidal no Teorema 2.1.2 como ondas dnoidal do tipo I.

Demonstracao. A prova é basicamente uma aplicacao do Teorema da Funcao Implicita. Para
isso, definimos Q = {(n,w) € R*;jw > 9L2,77 €(0,y/w)} el :Q— R por

2v/2
2

T k() ~ L. (2.11)

I'(n,w) =
onde k?(n,w) = 222—__27;%2 Por hipdtese, temos que I'(n2,,wp) = 0. Vamos agora mostrar que
g_l;, < 0 em €. Com efeito, usando que

d E(k) — k2K (k)

K (k) = k€ (0,1) (2.12)
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onde £ = E(k) é a integral eliptica completa do segundo tipo e k> = 1 — k? é o mddulo

complementar, e, pelo fato de
ok 2nw

an k2w —n2)?’

obtemos que

a2V K(k) - 4y/2nw E(k) — k2K (k)
on - 3(2w _ 772)3/2 3(2w _ 772)5/2 k2 k"2 ’
Logo,
G <0 & (2w — 1)K (k) + 2wk K (k) < 2wE(k)
s ’K(k) <wE(k)
& (1+K?)E(k) — 2k?K(k) > 0.

Agora para 3 € (0,1] defina f(3) := (1 + B*)E(\/1 — 2) — 23>°K(v/1T — 3), portanto,

g—g <0<« f(K) > 0, donde é suficiente mostrar que f(3) > 0, se 5 € (0,1). Para isso, note
que f(1) = 0 e portanto, basta mostrarmos que f'(3) < 0. Usando (2.12) e que

d E(k) — K(k)

Bk = =

ke (0,1 2.13
dk' Y E( Y )7 ( )

obtemos que

F(B)<0e (1-F)E(V1-75%) < (1L+8)K(V1-32)

e desde que E(k) < K(k),Vk € (0,1) segue que f'(3) < 0 e portanto conclui nossa afirmagao
que g—g < 0. Em consequéncia, segue do Teorema da Func¢ao Implicita que existe um intervalo
I(wo) ao redor de wy, um intervalo B(ns0) ao redor de 1, ¢ uma uma unica aplicagao suave

A I(wg) — B(n2,0) tal que A(wg) = m20 €
IMNA(w),w) =0, Yw € I(wp).

Além disso, desde que wy pode ser escolhido arbitrariamente no intervalo I = (3%2, oo> segue,
pela unicidade da funcdo A em I(wp), que podemos estende-la em I e portanto podemos

tomar I(wg) = I. A parte (ii) segue imediatamente da suavidade das fungoes em questao. [

O préximo resultado nos da uma idéia do comportamento das fungoes A e k em funcao

do parametro w.
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Corolario 2.1.3. Seja A : I(wg) — B(n20) dada no Teorema 2.1.2. Entdo A é uma funcao
estritamente decrescente. Além disso, o modulo

2w — 2n?

E* = k? =
@)=

n=nw) = Aw),
€ uma funcao estritamente crescente.

Demonstragao. Como I'(A(w),w) =0, w € I(wy), derivando em w, obtemos

_Ol'/0w
or/on’
or

Desde que an < 0, para mostrar que A é estritamente decrescente, basta mostrarmos que

9L <0, j4 que neste caso teremos A'(w) < 0 em I(wg). Usando que ? = (2w — n?)k”?,

N(w) =

ow
obtemos
Or  —2v2(2w —20*)Y2K (k) 2v/2n° dK( )
Ow 32w —n2)3/2(2w — 22)V/2 T (2w — 2n2)V/2(2w — n2)2 dk
Assim, or i
— —kK (k) + K*—(k .
aw<0<:> (k) + dk:()<0

Usando novamente (2.12), obtemos

g—z <0< K*K(k) > BE(k) — K’K(k) & (K + KK (k) > E(k) & K(k) > E(k).

Como esta ultima equivaléncia é sempre verificada, isso conclui a afirmacao.

Finalmente, derivando k£ em relagao a w, obtemos

dke 1 [2n° — dwny -0
do 2k | (2w —n?)? ’

donde segue que k ¢ estritamente crescente. O]

2.2 Existéncia de solucoes do tipo Ondas Cnoidal

Continuaremos aqui nossa busca por solugoes do sistema (2.1) que sao do tipo (2.2) com
¢ = ¢, = 0. Assim, de (2.5), temos que (para ¢ = 1),)

W= g (), (2.14)
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onde F(t) ¢ o polinémio dado por F(t) = —t* 4+ 2(o + 30)t? + 5By e By ¢ uma constante
de integracao. Na obtencao das ondas dnoidal, fizemos a hipétese de que F' possuia solugoes
+m; e £1. Consideraremos agora o caso quando F possui solugoes +£b e tia (note que F é

um polinémio par), com b > 0 (veja Figura 2.2). Assim, de (2.14) podemos escrever

9
WP = 2@+ ) — ). (215)
Segue diretamente dai que devemos ter —b <y <be

b —a® = 2(a+307) = 2w
(2.16)

onde estamos definindo w := § (o + 307).

Figura 2.2: Gréfico do polinémio F(t) = —t* + 2(« + 307)t* + § B com rafzes +b e +ia.

Definindo x = ¢/b e supondo x(0) = 1, podemos reescrever (2.15) na seguinte forma

9 a?
2__ o 2 - 2
—2(1 X)(b2+X)~

Finalmente, definindo ¢ implicitamente por x* = 1 — sen?¢ e pondo k? = b*/(a® + b?),

[X']

conseguimos

6 = 2@ + )1~ Ksens].



CAP. 2 ¢ Existéncia de Solucoes Periddicas 29
Esta tdltima equacao pode ser resolvida implicitamente por
@) dt a? + b2
/ — =3 x,
0 1 — k2sen?t 2
donde resulta, por definicao das funcgoes elipticas Jacobianas, que
a? + b?
sen ¢(x) = sn (3 5T k) :
Consequentemente, obtemos as entao chamadas ondas cnoidal
a? + b?
Y(z) =ben (3 5T k> : (2.17)

onde usamos que sn? + cn? = 1.
Desde que cn tem periodo fundamental 4K (k), vem que ¢ definida por (2.17) tem periodo
fundamental dado por

T, = W%K(k). (2.18)

Interessados em obter uma curva suave de ondas cnoidal com um mesmo periodo fixado

L > 0, vamos fazer uma andlise detalhada do comportamento do periodo T, dado em (2.18).

Note que de (2.16) podemos ter w positivo ou negativo. Inicialmente, consideremos w > 0

fixado. Entdo de (2.16), temos b* > 2w e k* € (1/2,1). Portanto, podemos ver T, como
uma funcao do parametro b, a saber,

42 b?

_ 2 _
Ty(b) = &/MKU{)’ onde k-(b) STEREE

Agora note que se b — oo entdo k*(b) — 1/2, consequentemente de (2.19) vem que
Ty(b) — 0%, quando b — oo. Além disso, quando b — /2w, temos k*(b) — 1-, donde
K(k) — oo e daf vem de (2.19) que Ty (b) — oo, quando b — +/2w. Finalmente, conforme

(2.19)

veremos no préximo teorema, a fungio b € (v/2w, o00) + Ty, (b) é estritamente decrescente, o
que implica que dado L > 0 fixado, para qualquer w > 0, existe um tnico b = b(w) tal que
L =Ty(b).

Da mesma forma, se w < 0 estd fixado, de (2.16) vem que a®> > —2w e k* = (a® +
2w)/(2a* + 2w). Neste caso, podemos ver o periodo Ty como uma fungao somente de a, isto
€,

4 B a® + 2w

- K[k de K*(a) = L 22
Ty(a) Wy (k), onde (a) S £ 90

(2.20)
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Notemos que quando a — oo, temos que k*(a) — 1/27 e portanto, de (2.20) resulta que
Ty(a) — 0, quando a — oo. Por outro lado, quando a — /—2w, temos k*(a) — 07 e
portanto Ty (a) — %, quando a — v/ —2w. Além disso, a funcao a € (v —2w, 00) — Ty(a)

é estritamente decrescente, o que implica que fixadow < 0e 0 < L < 357:7, existe um unico

a = a(w) tal que a onda cnoidal 1, tem periodo fundamental T}, (a) = L.

2.2.1 Existéncia de uma curva suave de Ondas Cnoidal

De modo analogo como construimos uma curva suave de ondas dnoidal, dependendo do
parametro v, aqui também podemos construir uma curva suave de ondas cnoidal dependendo
do parametro v. Os dois proximos teoremas sao aplicagoes do Teorema da Funcao Implicita,
assim como no caso de ondas dnoidal. Como naquele caso, vamos também aqui supor que

y+1=a+307.
Teorema 2.2.1. Seja L > 0 fizado. Entao,

(i) Para cada w > 0, existe um tnico b = b(w) com b € (V2w,0), tal que a aplicagao
w € (0,00) — b(w) € estritamente crescente e L = 311/[;—5%. O mddulo k = k(w) € dado
por k* = b /(20 — 2w) e satisfaz k' (w) > 0.

(ii) Paray € (—1,00) e w(y) = §(y+1), a onda cnoidal
U1 () 1= Y (r) = ben(3vVH2 — wa; k)
tem periodo fundamental L e satisfaz a equagdo (2.4). Além disso, a aplicagao
v € (=1,00) = ¢y1 € Hy,, ([0, L])
é suave.

Demonstracao. A prova é novamente uma aplicacao do Teorema da Funcao Implicita. Neste
caso definimos Q = {(b,w) e R%;w >0 e b>V2w} el : Q) — R por

42

I'(b,w) = BMK(k(b,w)),
onde k?(b,w) = ﬁ Pela nossa analise acima, para cada wg > 0 existe um tnico by =
bo(wo) tal que I'(by,wo) = L. Agora, pela férmula explicita de k, é facil ver que
ok 2bw ok b?

<0, > 0. (2.21)

b k(202 — 2w)? dw k(202 — 2w)?
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Logo,

or 1 8v/2b 4/2 dK Ok

~—(bw) = - _LK(@ + L__ _

Ob 3| (26 —2w)3/? (2% — 2w)1/2 dk Ob
Desde que K é uma fungao estritamente crescente de k € (0, 1), de (2.21) vemos que g—g < 0.
Consequentemente, pelo Teorema da Funcgao Implicita existe uma tnica funcao suave b =
b(w), numa vizinhanga de wy, tal que I'(b(w),w) = L. Pela unicidade de b e arbitrariedade
de wy > 0, podemos definir tal funcao para todo w > 0.

Para ver que a aplicagdo w € (0, 00) — b(w) é estritamente crescente, notemos que

or 1 4+/2 4+/2 dK Ok
(hw) == LK( )+—\/___ ‘
Ow 3| (2% — 2w)3/2 (2b% — 2w)1/2 dk Ob

Portanto, novamente pelo Teorema da Funcao Implicita, obtemos

db OI' /0w
2 > 0.
dw . Orjab
Finalmente, pela féormula de k% = k*(w), temos
2h(b — 2wb)
2k = ———— .
(2% — 2w)?

Assim, para mostrar que k'(w) > 0, é suficiente mostrar que b — 2wb’ > 0. Mas,

or or 82w —b?)
bop T 205 = @ 2w>23/2K < 0. (2.22)

Usando novamente que b’ = —%, vemos que
or or
b—2wb >0 b—+2w— <0.
? o
Portanto, de (2.22) segue o resultado. A parte (ii) segue da suavidade das fungdes envolvidas.

]

Analogamente, para o caso w < 0 , temos

Teorema 2.2.2. Seja L > 0 fizado. Entao,

(i) Para cada w € <—3%270>, existe um unico a = a(w) com a € (vV/—2w,0), tal que

. ~ 2 , ~ .
a aplicagao w € <—3%,0> — a(w) € uma fungao suave estritamente decrescente e

L= 3%. Aqui, o médulo k = k(w) € dado por k* = (a* +2w)/(2a* + 2w) e satisfaz

K (w) > 0.
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(ii) Para~y € (—%2 — ,—1) ew(y) = (v +1), a onda cnoidal

Vy2(x) = V() 2(x) = Va? + 2wen(3va? +was k)

tem periodo fundamental L e satisfaz a equagdao (2.4). Além disso, a aplicagao

2
Je (—— - 1,—1) g € HY([0. 1)

€ suave.

Demonstracao. A prova é andloga ao teorema anterior e portanto a omitiremos aqui. [

Observagao 2.2.3. Até agora, obtivemos solugoes periddicas do sistema (2.1) que sao tipo
u =0, wz,t) =e¢,(x), onde ¢, é uma funcao periddica real, com um periodo L > 0
fixado, do tipo dnoidal ou cnoidal. No Capitulo 5, veremos uma outra maneira de se obter tais
solugdes, mais precisamente, consideraremos solucoes da forma u = 0, w(z,t) = W (z),
onde W € uma funcgao periodica que pode ser a valores complexos. Entretanto, quando W é
a valores reais, mostraremos que tais solugoes sao exatamente aquelas do tipo ondas dnoidal

ou cnoidal que encontramos aqui.

2.3 O casoa#0

Continuaremos agora nossa busca por solugoes de (2.1) que sao da forma
u(@, ) = e"o(x),  wlz,t) =eY(x).

J& analisamos o caso em que ¢ = ai, com a = 0. Consideramos agora o caso a # 0. Seja
b= 1/a, entao 1) = bo, b # 0. Assim, substituindo em (2.1), obtemos

¢ — (a + 307)¢ + %<9b3+2b+ 5)453 —0

2.23
¢”—(1+7)¢+(2b2+§b+§>¢3=0. (223

Supondo que %(963 +2b+ %) = 20% + g + %, isto é, b é a solucgao real da equacao

630> — 32 +17Tb+1=0
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(veja Figura 3.3) e que v+ 1 = v + 307y, o sistema (2.23) se reduz a tnica equagao

11
¢”—W+1W+(%?+?+5>f=0- (2.24)

Note que b < 0, numericamente b = —0,05753. Agora escrevemos a equagao (2.24) na forma
¢" — (v + )¢ + g’ =0, (2.25)

onde ¢ := 2b® + %b + é. E facil ver que ¢ > 0, numericamente, ¢ = 0, 09885.

Multiplicando (2.25) por ¢’ e integrando uma vez, conseguimos

4B
w?zg(wﬁﬂwiwﬁ+ f)z%&@% (2.26)

5

-10-

-151

Figura 2.3: Grafico da fungao f(x) = 63z% — 32 + 17z + 1.

onde By é uma constante de integragao e Fj(t) é o polindomio Fy(t) = —t* 4 2wt? + %, aqui

w = 2(y+ 1). Suponha que F,(t) tem rafzes £6;, =6, (note que Fy(t) ¢ uma funcao par).

Assim, de (2.26) podemos escrever

01 = 5067 = 6)(¢ — 63). (2:27)
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Suponha que 0 < 0y < 6y, entao devemos ter #, < ¢ < 67 e

0? + 02 = 2w
(2.28)
202 4
_QIQZ - ZBdn

Agora defina ¢ = ¢/0; e k* = (02 —03)/6? e suponha que ¢(0) = 1. Entao de (2.27) podemos

escrever
n2 9%0 2 92 2
[©'] = (1= ) (" = 1+k7).

Finalmente, definimos uma nova funcao ¢, implicitamente por, ? = 1 — k?sen?¢. Entao

(¢ = %(1 — k%sen?().

Esta tultima equacao pode ser resolvida implicitamente por

¢(z) dt 0
_hve (2.29)
0 V1 — k2sen?t V2
Mas, por definicao das fungoes elipticas de Jacobi, temos
sen®C = sn*(u; k),
donde vem que
o(x) = /1 — k2sn?(u; k) = dn(u; k).
Consequentemente, obtemos as solucoes ondas dnoidal dadas por
01/c )
x) = 01dn k. 2.30
ote) = b (2 (2.30)

Desde que dn tem periodo fundamental 2K (k), segue que ¢ dada por (2.30) tem periodo

T, = %K(l{).

Vamos estudar o comportamento do periodo fundamental T};. Inicialmente, fixemos w > 0

fundamental

e notemos que de (2.28) temos 0 < 0 < \/w < 6; < V2w e k? pode ser vista como uma
funcao de A dada por
2w — 263

2 —
K(0) = 2w — 02"

(2.31)
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Assim, também podemos ver Ty como uma funcao unicamente de 6, a saber,

2v2
Vey/2w =63
Agora, se 03 — 07 temos k(fy) — 17 e assim, K(k(6y)) — oo. Logo, Ty(62) — oc.
Por outro lado, quando 63 — \/w, temos k(f;) — 0* e, portanto, K(k(f;)) — 5. Logo
Ty(0) — % Finalmente, nao ¢é dificil mostrar que a fungao 6, € (0,/w) — Ty(6y) é
estritamente decrescente (como serd visto abaixo), donde podemos concluir que

T2

Vew'
Consequentemente, fixado L > 0 e escolhendo w > 0 tal que /w > %E, segue que existe um
tnico Oy = O5(w) € (0, \/w) tal que a onda dnoidal ¢ = ¢(; 61 (w); Oa(w)) dada em (2.30) tem
perfodo fundamental L = T (02(w)).

T,(0) = K(k(0:)). (2.32)

T, > (2.33)

Observacao 2.3.1. A equacao (2.30) contém, pelo menos formalmente, a solugio onda

solitdria de (2.1) encontrada em [50] (veja também [43]). Com efeito, quando 05 — 07 segue
de (2.28) que 01 — /2(y+1)/y/c e dn(u;17) ~ sech(u). Logo,
() ~ Osech(z), (x) ~ bisech(x),

onde

9. V2(v+1) 3v2(y+ 1)

Je VIR tabt 1l

Resumindo o que fizemos até agora, encontramos solugoes de (2.1) do tipo

u(z,t) = e”tgbv(x), w(z,t) = 63”%7(@,

onde

¢~ (z) = O1dn (%Ex, k:) , Uy () = b (), (2.34)

b é a solucao real da equagao
630> —3b* + 17b+1 = 0,

o médulo k£ é dado por
6
67 '
onde 0 < 6y < 6 satisfazem 6% + 03 = 2(y+ 1)/ce v > QLL; —1,v+1=a+30y. Aqui
L > 0 esta fixado.

k?2
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2.3.1 Existéncia de uma curva suave de Ondas Dnoidal

Analogamente ao Teorema 2.1.2, fixado L > 0, aqui também podemos construir uma curva

suave de ondas dnoidal dependendo do parametro vy, a saber,

Teorema 2.3.2. Seja L > 0 fixado. Considere wg > L2 e 0 unico by = B29(wo) € (0, /o)
tal que Ty, = L. Entao,

(i) eziste um intervalo I(wy) ao redor de wy, um intervalo B(6a0) ao redor de 050 e uma
dnica fungio suave I' : I(wg) — B(620) tal que I'(wy) = a9 €
22
3v/ 2w — 62
onde w € I(wp), O = T(w) e k* = k*(w) = 22“:;290%5. Mais ainda, podemos escolher
I(wy) = (i%z,jLoo).

K(k) =L,

(ii) A fungao T em (i) € estritamente decrescente e o mddulo k = k(w) satisfaz

dk
— >0
dw
(iii) Para v € (QLL; -1 +oo> e w(y) = L(y+1), a onda dnoidal ¢, = ¢y tem periodo
fundamental L e satisfaz a equagao (2.25). Além disso, a aplicagdo
S <_ —1 +OO> = ¢7 < ngr([oa L]))

¢ de classe C°.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema se faz com uma aplicacdo do Teorema da

Fungao Implicita como no Teorema 2.1.2. Portanto a omitiremos aqui. O]

Notagao: Sempre que for conveniente, denominaremos as ondas dnoidal do Teorema 2.3.2

como ondas dnoidal do tipo II.

Observacgao 2.3.3. Assim como no caso em que a = 0, podemos aqui também obter solucoes
do tipo ondas cnoidal. Entretanto, nos limitaremos somente ao estudo das ondas dnoidal, ja
que a andlise espectral necessdria que faremos no proximo capitulo € ainda mais complicado

do que no caso das ondas dnoidal.



CAPITULO 3

Analise Espectral

Estudaremos agora as propriedades de certos operadores que serao necessarias na nossa
analise de estabilidade nao-linear, desde que esse estudo serd feito dentro das teorias de
Grillakis [29] e Grillakis, Shatah e Strauss [31]. Notemos inicialmente que o sistema (2.1)
pode ser escrito numa forma Hamiltoniana. De fato, escrevendo u = P +iQ, w = R+ 1S e

separando as partes reais e imaginérias, o sistema (2.1) pode ser escrito na forma

ou

S0 = IR W), (3.1)

onde U = (P, R,Q,S)", J é o operador linear matricial anti-simétrico definido por

0O 0 1 0
0 0 0 1/
-1 0 0 0
0 —1/0 0 0

e H é o funcional energia dado por
1
H(PRQS) =5 [{(P2+ Q)+ (B4 82 + (P4 Q) + a2+ 57
1 22 | hy 9
(P14 2PPQ7 + Q1) — o
—2(P? + Q*)(R*+ S%) — Z(P?R + 3P?QS — 3PQ*R — *S) }dx (3.3)

R* 4 2R*S* + S%)

O N

37
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Uma simples anélise mostra que H dado por (3.3) e F definido por
1
FPRQ.S) = 5 [P+ @)+ 30(R + 82)do,

sao, formalmente, quantidades conservadas do sistema (2.1), o que significa que

para todo t € R.

3.1 Analise Espectral para Ondas Dnoidal do tipo I

Nesta secao estudaremos as propriedades espectrais dos operadores lineares que surgem na
linearizacao do sistema (2.1) em uma onda periédica, onde uma tal onda serd dada através
das ondas dnoidal do tipo I dadas no Teorema 2.1.2. Nossa andlise serd baseada na teoria
de Floquet associada a equagao de Lamé (25) e (26) (veja Observagao 3.1.4).

Inicialmente notemos que para 1., = 1) dada no Teorema 2.1.2, obtemos por (2.4)
H'(0,,0,0) +vF'(0,4,0,0) = 0,

e portanto, conforme veremos a teoria desenvolvida por Grillakis et al. em [31] pode ser
aplicada no estudo de estabilidade nao-linear das solugoes de (2.1).

Agora, consideremos a seguinte linearizacao

L 0
Lv:%//(07%070)+’Y§”(Oa¢70>0):( " ) (3.4)
I

onde L e L) sao os operadores lineares matriciais diagonal e auto-adjunto dados por

b= (v 1) — 2y 0 (35)
0 —j—; + (a + 307y) — 272

o — (1) — 292 0 »
0 W—i—(a—i—Bav) 9'¢
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Estamos interessados nas propriedades espectrais do operador L. dado em (3.4). Para
isso, faremos um estudo separadamente das propriedades espectrais dos operadores Lg e L.

Antes de tudo, sejam

d? 9
’ 2
e
U A P (3.9)
3= A2 Yy . .

Inicialmente, vamos estudar as propriedades espectrais dos operadores L;,i = 1,2, 3.
Lembremos que se o(L;) denota o espectro do operador linear L; entao o(L;) = 0ess(L;) U
Oagise(Li), onde 0ess(L;) € 0gisc(L4) denotam, respectivamente, o espectro essencial e o espectro
pontual do operador L; (veja [53]). Agora, pelo Teorema do Espectro Essencial de Weyl (veja
[53]) temos que oess(L;) = 0 e portanto o(L;) = ogise(L:),i = 1,2,3. Sendo assim vamos
estudar og;5.(L;),7 = 1,2, 3.

Teorema 3.1.1. Seja 1 = 1), a onda dnoidal dada no Teorema 2.1.2. Entao,

(i) o operador Ly em (3.7) definido em L3,,.([0, L]) e com dominio H},.([0, L]) tem seus trés
primeiros autovalores simples, sendo que zero é o sequndo autovalor cuja autofunc¢ao
associada € 1)'. Além disso, o restante do espectro € constituido por um conjunto

discreto de autovalores que sao duplos.

AL1)
s =
Ao 0

Figura 3.1: Espectro do operador £1 com dominio H2,,([0, L]).

per

(ii) O operador Ly em (3.8) definido em L2,.([0,L]) e com dominio HZ, ([0, L]) tem zero

per per

como seu primeiro autovalor o qual € simples e cuja autofuncdo associada € . Além

disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.
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o(L2)

Figura 3.2: Espectro do operador Lo com dominio Hp,,.([0, L]).
(iii) Sey+1 = a+30y, entdo o operador Ls em (3.9) definido em L2 ([0, L]) e com dominio
H?,.([0, L]) tem seu espectro constituido por um conjunto discreto de autovalores o qual

ndo intercepta o semi-eizxo nao-positivo (—oo, 0].

o(Ls)

Figura 3.3: Espectro do operador L3 com dominio HZ2,, ([0, L]).

Demonstracao. A demonstracao do teorema se baseia na Teoria Floquet (veja [5], [8], Apéndice
A).

(i) Derivando (2.4), é facil ver que L19" = 0, o que significa que 0 é um autovalor de
L1 com autofungao ¢’ e desde que ¢’ tem exatamente dois zeros em [0, L), segue que 0 é o
segundo ou o terceiro autovalor de £;. Vamos mostrar que ele é na verdade o segundo. Para

isso, devemos estudar o problema peridédico

Lix=2A
{ A , (3.10)
x(0) = x(L),x'(0) = X'(L).
Seja A(x) = x(nz) onde n = % Entao pela forma explicita de ¢ o problema (3.10)
equivale ao problema

{ N+ [p — 6k?sn?(z; k)]A =0 (3.11)
A(0) = AQK), A'(0) = N'(2K),
onde

p= 2 [—(a+307) + 27 + L. (3.12)

Iy
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A equagao diferencial em (3.11) é conhecida como forma Jacobiana da equagdao de Lamé. E
bem conhecido (ver [47]) que tal equagao determina a existéncia de exatos trés intervalos de
instabilidade. Mostraremos que estes intervalos sao os trés primeiros. Inicialmente notemos
que para p; = 4+k* e A(x) = cn(x; k)sn(z; k) o problema (3.11) é satisfeito. Agora, seguindo

5], [34], as fungdes (denominadas polinomios de Lamé)
No(z) =1— 1+ k* — V1 — K2+ kYsn?(z; k),

Ap(z) =1 — (14 E* + V1 — k2 4+ kY sn?(z; k),

as quais tem periodo 2K sao autofungoes de (3.11), com respectivos autovalores dados por
po=21+k —V1I—k+k) e pp=2(1+k+V1—-Ek+Ek).

Como A nao tem zeros em [0,2K] e Ay tem exatamente dois zeros [0, 2K) segue que py é 0
primeiro autovalor de (3.11) e como p; < py segue que p; e p 880 respectivamente, o segundo
e o terceiro autovalores de (3.11), e, além disso, sao simples. Agora, como os autovalores de

(3.10) e (3.11) estao relacionados por
2\ = I3 (p — 6) + 2(a + 307),

podemos ver A como uma funcdo estritamente crescente de p. Desde que p; = 4 + k?
corresponde a A\; = 0 e py < p1 < pg segue que A\g < 0= A} < \s.

(ii) Segue imediatamente de (2.4) que Ly1) = 0, o que significa que 0 é autovalor de
Ly com autofuncao 1. Desde que 1 nao tem zeros em [0, L] segue que zero é o primeiro
autovalor de L, e portanto é simples.

(iii) Desde que v+ 1 = a + 307y, temos
(4 307y) — W? < (v + 1) — 20°.

Portanto, pelo Teorema de Comparacao, o primeiro autovalor de L3 é estritamente maior
que o primeiro autovalor de Ly (veja [23], ou Apéndice A). Logo, segue de (ii) que o primeiro

autovalor de L3 é estritamente positivo. O

Observacao 3.1.2. Note que aqui estamos usando a condi¢cao de compatibilidade v+ 1 =
a + 307 para obter informagoes sobre o espectro do operador L3. Sem esta condigao nao

sabemos como analisar o espectro negativo de L3, jd que a teoria associada a equagao
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de Lamé, como estabelecida para o operador L, nao pode ser aplicada para L.

De fato, neste caso o problema de autovalores periodico

{ Lsx = Ax
x(0) = x(L), xX'(0) = X'(L),

¢ equivalente ao sequinte

N+ [p — sk*sn*(z; k))A = 0
A(0) = A(2K),N'(0) = N'(2K),

onde

2
p=ogl—(v+1)+ 2 + Al
Iy
Devido a presenga do fator 4/9 este ultimo problema nao estd associado a equagao de Lamé

(25). Neste caso nao sabemos como lidar com esse problema.

O Teorema 3.1.1 nos da informacoes sobre o espectro dos operadores L; quando vemos
a funcao ¢ como uma funcao de periodo L. Estaremos também interessados no estudo de
estabilidade/instabilidade das solugoes ondas dnoidal, quando vemos a fungao 1) como uma
funcao de periodo 2L. Nessa direcao, temos a seguinte informacao espectral em relacao ao

operador L.

Corolario 3.1.3. Sejam 1, a onda dnoidal dada pelo Teorema 2.1.2 e L; o operador em
(3.7) definido em L2,.([0,2L]) e com dominio HZ,([0,2L]). Entio Ly tem ezatamente trés
autovalores negativos os quais sao simples. Além disso, zero € o quarto autovalor o qual
também € simples. Mais ainda, se & e & sao as autofuncgoes associadas ao sequndo e ao

terceiro autovalores, respectivamente, entao & 11, 1 =1,2.

(L)

Ao o Yz ‘ 0

Figura 3.4: Espectro do operador £; com dominio ng,,([o, 2L]).
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Demonstracao. E facil ver que fip = 1 + k% e fi; = 1 + 4k? sdo os dois primeiros autovalores

do problema semi-periédico associado a equagado de Lamé em (3.11), a saber,

N+ [p — 6k*sn?(z; k)]A =0
A0) = —A(2K), N (0) = —A'(2K),

cujas autofungoes sao, respectivamente,
Ko,sm(x) =cn(z; k)dn(z; k) e Klﬁm(x) = sn(z; k)dn(x; k).

Como tais autovalores estao relacionados com os autovalores ;, do problema semi-periédico

associado ao problema periédico (3.10) pela relacao

2
fii = o=+ 307y) + 270} + i,
Iy
segue que os autovalores py e 11 sao simples. Consequentemente, desde que
)\0<,U,0§/JJ1<)\1§>\2</L2§,U,3<...,

segue que Ag < po < g3 < A\ = 0. Assim, &(z) = /N\Ojsm(%a:) e &(x) = /N\lsm(%a:)
Finalmente, pelas férmulas explicitas de &; e ¢ é facil ver que & _L1. Isso termina a prova do

corolario. O

Observacao 3.1.4. A prova de (i) do Teorema 3.1.1 também pode ser obtida através da
teoria espectral estabelecida em Angulo e Natali [9] e Natali [50]. Por outro lado, o Coroldrio
3.1.3 nao pode ser obtido utilizando tal teoria, posto que neste caso, o coeficiente periodico

Y., nao tem periodo minimal, como € exigido em [9], [50].

Agora estamos em posi¢ao de analisar as propriedades espectrais dos operadores Lg e
L.

Teorema 3.1.5. Seja vy € (%2 -1, oo) e suponha que o, 0 sao tais que v+ 1 = a + 307.
Seja 1, = a onda dnoidal dada no Teorema 2.1.2. Entdo,

(i) o operador linear auto-adjunto Lg definido em L2, ([0, L]) com dominio H7,.([0, L]) tem
exatamente um autovalor negativo o qual é simples; zero € um autovalor simples com
autofungao (0,7"). Além disso, o restante do espectro € constituido por um conjunto

discreto de autovalores.
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Lr
Ld)

Ao ‘0

Figura 3.5: Espectro do operador Lg com dominio H2,.([0, L]).

per

(ii) O operador linear auto-adjunto Ly definido em L2, ([0, L]) com dominio H,.([0, L]) ndo
possui autovalor negativo; zero € um autovalor simples com autofun¢ao (0,1). Além

disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

L)

Figura 3.6: Espectro do operador £; com dominio H2,,.([0, L]).

per

Demonstragao. (i) Suponha que ? = (f,g9) # 0 é tal que LR? = 0. Entao L3f =0e
L1g = 0. Portanto segue do Teorema 3.1.1 que f =0 e g = ¢’ para alguma constante 3, o
que mostra que zero é um autovalor simples com autofuncao associada (0, ).

Sejam agora A < 0 e 7 = (f,g9) # 0 tal que LR7 = A?. Novamente pelo Teorema
3.1.1 devemos ter f = 0 e A\ = Ag. Portanto, \y é o tnico autovalor negativo de L, cuja
autofuncao associada é (0, (y), onde (y # 0 é tal que £1{y = A\o(p-

(ii) Segue imediatamente dos fatos que L3 ndo possui autovalor negativo e zero é o
primeiro autovalor de Ly. Como Ly1) = 0 segue que L£;(0,v) = 0, donde zero é o primeiro
autovalor de L7, o qual é simples. O]

Em relagao ao espectro de L e L definidos em L2,,.([0,2L]), temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.6. Seja v € (2Li22 - 1,00) tal que v+ 1 = o + 3o07. Seja ¥y, = ¢ a onda
dnoidal dada no Teorema 2.1.2. Entao,
(i) o operador linear auto-adjunto Lg definido em L2, ([0,2L]) com dominio H.([0,2L])

tem exatamente trés autovalores negativos os quais sao simples; zero é um autovalor
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simples com autofuncdao (0,¢"). Além disso, o restante do espectro é constituido por

um conjunto discreto de autovalores.

(L)

Ao 2 /4 ‘ 0

Figura 3.7: Espectro do operador Lx com dominio H2,.([0,2L]).

(ii) O operador linear auto-adjunto Ly definido em L,.([0,2L]) com dominio H},.([0,2L])
nao possui autovalor negativo; zero é um autovalor simples com autofun¢ao (0,1)).
Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autova-

lores.

L)

Figura 3.8: Espectro do operador £; com dominio H2,.([0,2L]).

per

Demonstracdo. A prova é anadloga a demostracao do Teorema 3.1.5, substituindo o Teorema
3.1.1 pelo Corolario 3.1.3. O]

3.2 Analise Espectral para Ondas Cnoidal

Aqui, estudaremos as propriedades espectrais de certos operadores que serao necessarias
na nossa discussao sobre estabilidade nao-linear das ondas cnoidal. Mais precisamente,

desejamos conhecer as propriedades espectrais do seguinte operador linearizado

Lri O
L%Z’ = fH"(O, 7%,1'7 O, O) + 7?//(07 w’y,ia 07 0) = < (I;, I ) ) (313)
1,
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onde 1, ;,% = 1,2 ¢ a onda cnoidal dada pelos Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2 e Lg;, L, sao os

operadores lineares matriciais diagonal e auto-adjunto dado por

2
Lpi = —im (1) =292, 0 3.14)
' 0 —E 4 (a4 307) — 2792,
e
d? 2
o D -2, 0 -
Ii= 2 ) ) (3.15)
0 —am + (@ +307) — 92,
Como na se¢ao anterior, inicialmente, estudemos as propriedades espectrais dos seguintes
operadores
d? )
L= ) + (a+ 307) — 2793 4, (3.16)
d? 5
Lo, = T + (o + 307) — 91#%,-, (3.17)
e
d? 9
£)3,i = —@ + (’}/ + 1) - 2¢’Yﬂ" (318)

Para os operadores L£,,,7 =1,2,3 e i = 1,2, temos

Teorema 3.2.1. Seja 1, ,,¢ = 1,2 a onda cnoidal dada pelos Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2 e

suponha que o, o satisfazem v+ 1 = o+ 307y. Entao,

(i) o operador Ly; em (3.16) definido em L,,.([0, L]) e com dominio H},.([0, L]) tem exata-
mente dois autovalores negativos, os quais sao simples; o autovalor zero € o terceiro,
o qual é simples com autofuncao associada wi“ Além disso, o restante do espectro é

constituido por um conjunto discreto de autovalores.

0'(2)1,2)

—
Ao 0

Figura 3.9: Espectro do operador £1; com domfnio HZ,, ([0, L]).

per

(ii) O operador Ly, em (3.17) definido em L2, ([0, L]) e com dominio H,.([0, L]) tem exa-
tamente um autovalor negativo o qual é simples; zero é também um autovalor simples
com autofungao associada 1, ,;. Além disso, o restante do espectro é constituido por

um conjunto discreto de autovalores.
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0'(.2:2,2)

Ao,1 ‘ 0

Figura 3.10: Espectro do operador L2; com dominio HZ., ([0, L]).

per

(iii) O operador Ls; em (3.18) definido em L2,.([0,L]) e com dominio H}, ([0, L]) possui
no mdzximo um autovalor negativo o qual € simples (se existir). Além disso, o restante

do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores simples.

0‘(&3,2’)

Figura 3.11: Espectro do operador L3; com dominio HZ., ([0, L]).

per

Demonstracao. A demonstracao do teorema é novamente uma aplicacao da Teoria de Flo-
quet.

(i) Notemos inicialmente que de (2.4) temos L9 ; = 0, donde vem que zero é um
autovalor de L;; com autofungao ¢ ;. Como 7 ; tem exatamente dois zeros em [0, L) segue
que zero é o segundo ou o terceiro autovalor. Mostraremos que na verdade zero é o terceiro

autovalor. Para estudar o espectro de L;; devemos estudar o problema de autovalores

Loy = Ay, i=1.2
BXTAN T (3.19)
x(0) = x(L), x'(0) = x'(L).
Seja Wi(x) = x(mz) onde v = W% Entao usando a forma explicita de ., o

problema (3.19) é equivalente ao seguinte problema periddico associado a equacao de Lamé

WY+ [fo — 6k2sn?(w; k)] Wy = 0
{ 1+[:u’ sn (l’, )] 1 (320)

U1(0) = Wy (4K), W} (0) = W (4K),

onde
fi=[—(1+7) +27° + A (3.21)
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Agora desde que sn? tem perfodo fundamental 2K e 4K = 2(2K), o Corolario 1.3.1 em
[23] (veja Apéndice) nos diz que as solugoes de (3.20) tem periodo 2K ou semi-periodo 2K,

o que significa que i deve ser um autovalor do problema periédico

U/ + [ — 6k*sn?(z; k)| ¥y =0
Uy (0) = W, (2K), ¥3(0) = 3 (2K),

ou do problema semi-periddico

(3.22)

U + [i — 6k*sn?(x; k)@, =0
W, (0) = 0y (2K), W (0) = W) (2K).

Mas conforme mostramos no Corolario 3.1.3, os dois primeiros autovalores do problema semi-
periédico (3.22) sao dados por jig = 1+k? e fi; = 1+4k?, com respectivas autofungoes dadas
por

Nosm () = en(a; k)dn(z: k) e Apgn(x) = sn(z; k)dn(z; k). (3.23)

Além disso, de (3.21) obtemos que A = 0 se, e somente se, ji = 1 + 4k?, o que significa que
zero é o terceiro autovalor, o qual é portanto simples.

(ii) Desde que L34, = 0 e 1),; tem exatamente dois zeros em [0, L) segue que zero é
o segundo ou o terceiro autovalor de L,;. Mostraremos que zero ¢ na verdade o segundo
autovalor. De fato, para o operador L, é facil ver que \g; = —gaQ (onde a® = b + 2w e
W= %(7 +1) e = ng sao autovalores com respectivas autofuncoes dadas por

b2

Coa(r) = dn(3VP? —waik),  Ga(r) = sn(BV0 —waik), k* = 2b% — 2w’

desde que A\y; > 0 e (21 tem exatamente dois zeros em [0, L) segue que zero ¢ o segundo

autovalor de Ly, o qual é portanto simples. Analogamente, para o operador L5 temos que

Aoz = —3a% e Ay = 2b? sdo autovalores com autofungdes dadas por
a? 4 2w
CO’Q(.I) = dn(?)v a2 -+ wx; k), CQQ(QJ) = sn(3v Cl2 —+ wx, k), k’2 = m,
a w

respectivamente, donde segue que zero é o segundo autovalor de L35, o qual é também
simples.
(iii) Aqui vamos usar novamente o Teorema de Comparagao. Inicialmente notemos

que desde que v, é a onda cnoidal, temos ., ;(z) = —,,(x + L/2), Vx € R e portanto



CAP. 3 ¢ Anailise Espectral 49
2 _ . . 2 ,
2ix) = ¥2,(x + L/2), Yz € R o que significa que ¢~ ; tem periodo fundamental L/2.
Portanto como em (i), as solugdes do problema periédico
{ Laox =Xy, =12, (3.24)
x(0) = x(L), x'(0) = x'(L).
sao as solucoes dos seguintes problemas
LS,Z'X - XXa 1= 17 2a LS,Z'X - ﬁX) 1= 17 27 (3 25)
x(0) = x(L/2),X'(0) = x'(L/2), x(0) = =x(L/2),x'(0) = =x'(L/2).

Sejam XO, Xl, ... € [ig, J11, - - . 0s autovalores dos problemas periddicos e semi-periddicos, res-
pectivamente, dados em (3.25), e, portanto os autovalores de (3.24) sdo dados por i OU Lk,
k=0,1.... Agora, desde que v+ 1 = a + 307y temos

(Oé + 30’7) - 91/}3,1 < (fy + 1) - 21/}3,1'7 L= ]-7 27

exceto para um conjunto finito de pontos em [0, L], e portanto, pelo Teorema de Comparagao,
temos que 5\0 > Ao € flg > po, onde Ay e pg sao os respectivos autovalores dos problemas
periddico e semi-periédico em [0, L/2] associados ao operador Lo ;. Mas por (ii) temos pg = 0,
e portanto jig > po = 0. Assim a relacao Xo < o < iy < M< <. implica que o tnico
autovalor negativo possivel de (3.24) é XO, o qual é simples.

Finalmente, usando a forma explicita de 1), ;, é facil ver que o problema (3.24) é equiva-

lente ao problema

{ A + [p = §k?sn® (w; k)]A; = 0 (3.26)

A(0) = Ai(4K), N(0) = A(4KC),
onde A;(z) = x(viz), 1 = m, Yo = m e
p=-(14+7) +26* + )],i =1,2.

Agora, da Teoria Floquet o problema (3.26) nao admite coexisténcia de solugdes de
periodo 2K ou 4K (ver Teorema 7.8 de [47]), donde vem que (3.24) também nao admite
coexisténcia de solugoes de periodo L/2 ou L. Em consequéncia, todos os autovalores de

Ls;, i = 1,2 sao simples. ]
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Observagao 3.2.2. Neste caso nao sabemos dizer se o operador Lg; possui um autovalor
negativo nem se zero estd em seu espectro. Entretanto, a informagao sobre a parte negativa
do espectro nao € muito relevante neste caso, uma vez que nosso interesse mais tarde, serd na
verdade, no nimero de autovalores negativos do operador L.,; definido em (3.13) e portanto
vemos que os autovalores de L. ; provenientes de Ls; sempre vem em pares, ou seja, 0s
autovalores de L3; sempre sao autovalores duplos de L., ;.

Note ainda que a teoria desenvolvida por Natali [50] e Angulo e Natali [9] nao pode ser
aplicada neste caso, posto que a solugao onda viajante periddica 1) ; possui partes positiva e

negativa (veja se¢ao 7.3 de [50]).

Conforme veremos mais tarde, ha uma certa dificuldade no estudo de estabilidade das on-
das cnoidal, quando analisamos estabilidade no espaco H,,,.([0, L]). Por isso, restringiremos

nosso estudo de estabilidade ao seguinte espaco de Hilbert

X, = {f e H,,,.([0,L)); /OL fdr = o} : (3.27)

Logo, usaremos os seguintes espacos

o = {f c Lzerdo,L]);/oL fz = 0} e Xy = {f e H,?W([o,L]);/OL fz = o} |

Para estudar a estabilidade das ondas cnoidal em X;, devemos estudar primeiramente as
propriedades espectrais dos operadores L£;;, 7 = 1,2,3 em X, o que passaremos a fazer a

partir de agora. Inicialmente, ¢ facil ver que 1.,; € Xo, 1 =1, 2.

Teorema 3.2.3. Seja 1,,,% = 1,2 a onda cnoidal dada pelos Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2 e

suponha que o, o sao tais que v+ 1 = o + 3o7. Entao,

(i) o operador Lyi; em (3.16) definido em L,.([0,L]) e com dominio Xy possui um tinico
autovalor negativo, o qual € simples; zero é um autovalor simples com autofunc¢do as-
soctada zp’w Além disso, o restante do espectro € constituido por um conjunto discreto

de autovalores.
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A1 ‘O

Figura 3.12: Espectro do operador L1 ,; com dominio Xs.

J(LQ,Z)

Figura 3.13: Espectro do operador L3; com dominio Xs.

(ii) O operador Ly; em (3.17) definido em L2, ([0,L]) e com dominio Xy ndo possui au-
tovalor negativo; zero € um autovalor simples com autofunc¢do associada 1, ,;. Além

disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

(iii) O operador Ls; em (3.18) definido em L2,.([0, L]) e com dominio Xy tem seu espectro
constituido por um conjunto discreto de autovalores, o qual nao intercepta o semi-eixo

(—00,0].

0‘(&3,2’)

Figura 3.14: Espectro do operador L3; com dominio Xs.

Demonstragao. (i) Sabemos do Teorema 3.2.1 que L;,; tem exatamente dois autovalores
negativos em H7, ([0, L]). Como a autofuncao associada ao primeiro autovalor ¢ estritamente

positiva, esta evidentemente nao esta em Xy. Agora conforme mostramos no Teorema 3.2.1,

a autofuncao associada ao segundo autovalor é dada por

1 1 2
=cn | —x k) dn | —x;k =
((x) =cn <%x, ) n <%x, ) , Vi 9(a? + 07
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€ como

AK 4K
/ en(u; k)dn(u; k)du = / sn(u; k)dn(u; k)du = 0,
0 0

segue que ( € Xy, o que prova a existéncia de um tnico autovalor negativo de L;; em

X2, j& que se existisse outro, este deveria ser também um autovalor de L;; em ngr([o, L)),

cuja autofuncao associada teria média zero e assim L;; teria trés autovalores negativos,
contradizendo o Teorema 3.2.1. Finalmente, desde que ¢ ;(-) = —sn(-)dn(-) segue ¢ ; € Xy,

ou seja, zero é autovalor de L, ; em Xs.

(ii) Temos do Teorema 3.2.1 que Ly ; possui um tnico autovalor negativo em ngT([O, L)).

Como a autofuncao associada a este autovalor é estritamente positiva, esta nao esta em Xs.
Logo, Lg; nao possui autovalor negativo em X,. Além disso, desde que Lg;1,;, = 0 e
1, € Xy segue que zero é o primeiro autovalor de Ly; em Xy com autofuncao v ;.

(iii) Desde que L3; possui no maximo um autovalor negativo em H2, ([0, L]), assim como

em (ii), a autofuncdo associada a este nao estd em Xo. Além disso, desde que o segundo

autovalor de Lg; (em H7, ([0, L])) é estritamente positivo, segue que o espectro de Ls; em

X2 nao intercepta o semi-eixo (—o0, 0]. O

Como uma consequéncia imediata, temos

Teorema 3.2.4. Seja 1,,,% = 1,2 a onda cnoidal dada pelos Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2 e

suponha que o, o satisfazem v+ 1 = o + 307y. Entao,

2

2er([0, L]) com dominio Xy possui um

(i) o operador linear Lr,; em (3.14) definido em L

unico autovalor negativo, o qual € simples; zero € um autovalor simples com autofunc¢ao

!/
7T

discreto de autovalores.

associada (0 ). Além disso, o restante do espectro é constituido por wm conjunto

o(Lz)

A1 ‘0

Figura 3.15: Espectro do operador Lr; com dominio Xs.
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(ii) O operador linear L1 ; em (3.15) definido em L2,.([0, L]) com dominio Xy néo possui au-
tovalor negativo; zero € um autovalor simples com autofungdo associada (0, ;). Além

disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

o( L)

Figura 3.16: Espectro do operador L7; com dominio Xs.

Isso completa nossa andlise espectral para o caso das ondas cnoidal.

3.3 Analise Espectral para Ondas Dnoidal do tipo 11

Estudaremos aqui as principais propriedades do espectro dos operadores lineares que surgem
na linearizagdo do sistema (2.1) em uma onda periddica, a qual depende da nossa onda
dnoidal do tipo II encontradas no Teorema 2.3.2. A andlise aqui se torna um pouco mais
delicada.

Inicialmente, note que para ¢ = ¢, e ¢ =1, dadas em (2.34), temos
H'(¢,1,0,0) +vF (¢p,1,0,0) = 0. (3.28)

Agora consideremos a linearizagao

TJr 0O
T, = H'(6,1,0,0) +75(6,4,0,0) = | " , (3.29)
0 J7
onde Tr e J; sao os operadores lineares matriciais e auto-adjuntos dado por
B (1) — (L 267 + 2b) ¢ —(4b+ 1) ¢?
Tr = (3.30)
—(4b+ 1) ¢? — &t (o + 307) — (276 + 2)¢”
e
— B (y+ 1) — (54267 - 2b) ¢? —1g2
T = (3.31)

—14? &t (o + 307) — (96% + 2)¢”
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Na andlise de estabilidade/instabilidade nao-linear, é necessario o conhecimento das pro-
priedades espectrais do operador T, definido em (3.29). Da mesma forma como fizemos antes,
vamos estudar primeiramente as propriedades espectrais dos operadores T e J;. Para tanto,

sera necessario o conhecimento das propriedades espectrais dos seguintes operadores

d? 1 1
T =—— ) —3(=+20*+<-b)¢° 32
=gt =3 (g ) & (332
d? 1 1 1 1 1 1
Ty=—— D=3(=4+22+=b) > +——— [ B3(4b+ =) +2b(4b+ = 44 — 2
= =t O3 (G4 2 o) e (B )+ a4 )+ (14 )
3.33)
‘I——d—2+( +1) — Liopidy ¢’ (3.34)
3T T Y 9 37) % '
2 1 1 9 2 1
Ti=—— 1) — (= +26°+ =b) ¢ b+ b+ — ) ¢° 3.35
1= Tt (9+ +3>¢+9b2+1< 9 +81b>¢’ (3:35)
Os operadores T;,7 = 1...4, surgem do seguinte fato: sejam
1 b b
Ap = e A= 3 ,
' (b —1) f (b )
de modo que
1 1 b 1 1b
A = —— At=——— | 3 .
R b2+1(b _1) © I b2+1/9<b _%)
Assim, se Tpgr e Tpr sao os operadores definidos por
TDR = AR‘TRAEI e ‘ID[ = A[‘I]Al_l, (336)

entao

T o0 T Js 0 (3.37)
= e = . .
DR 0 T, DI 0 T,

Dessa forma, analisar o espectro dos operadores Ti e J; equivale a analisar o espectro

dos operadores Tpgr e Tpre para isso, necessitamos de uma analise espectral dos operadores
Ti,i — 1,...,4.
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A principal dificuldade aqui é na determinacao do nimero de autovalores negativos dos

operadores T e J4. Iniciemos analisando os operadores T; e J3.

Teorema 3.3.1. Sejam v € (%2 -1, oo) ea,o0 tais que Yy +1 = a+ 307y. Seja ¢, = ¢ a

onda dnoidal dada no Teorema 2.3.2. Entao,

(i) o operador Ty em (3.32) definido em L2,.([0,L]) e com dominio H2, ([0, L]) tem exata-
mente um autovalor negativo, sendo que zero € o sequndo autovalor o qual € simples
e cuja autofuncao associada € ¢'. Além disso, o restante do espectro é constituido por

um conjunto discreto de autovalores.

o(T1)

Ao ‘0

Figura 3.17: Espectro do operador T; com dominio H2,.([0, L]).

per

(ii) O operador Ts em (3.34) definido em L2,.([0, L]) e com dominio H},.([0,L]) tem zero
como seu primeiro autovalor, o qual é simples e cuja autofuncdo associada € ¢. Além

disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

AT5)

|
T =

Figura 3.18: Espectro do operador T3 com dominio H2 ([0, L]).

Demonstragio. (i) E imediato de (2.24) que T1¢/ = 0, donde vem que zero é um autovalor
de T1, cuja autofungao associada é ¢’. Desde que ¢’ tem exatamente dois zeros em [0, L)
segue que zero é o segundo ou o terceiro autovalor. Usando a formula explicita de ¢, é facil

ver que o problema periddico

{ Jix = Ax
x(0) = x(L), x'(0) = X'(L).
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é equivalente ao seguinte problema periédico (associado ao operador de Lamé)

N+ [p — 6k*sn?(z; k)]A =0 (3.38)

A(0) = A(2K), N (0) = N (2K), '
onde A(x) = x(nz),n = \/‘gl e

p= %[—(7 + 1) + 3cb7 + A]. (3.39)

E bem conhecido (j& fizemos anteriormente no Teorema 3.1.1) que este ultimo problema

tem seus trés primeiros autovalores dados, respectivamente, por
po =214k —VI—E2+kY), p=44+k e pp=20+k+VI—k+k
com respectivas autofuncoes dadas por
Ao(x) =1 — (1 + k> = V1 — k2 + kY)sn?(z; k),
Ai(x) = en(z; k)sn(x; k),

Ao(z) =1 — (L+ K + V1 — k2 + kY)sn?(z; k),

as quais tem periodo 2K. Note que tanto A; quanto Ay possuem dois zeros em [0,2K). De
(3.39) vemos que p; = 4+ k? implica que A\; = 0, donde segue que zero é o segundo autovalor
de T e é portanto simples. Logo, J; tem um tnico autovalor negativo, o qual é simples.
(ii) E facil ver de (2.24) que T3¢ = 0, o que significa que 0 é autovalor de T3 com
autofuncao ¢. Desde que ¢ nao tem zeros em [0, L] segue que zero é o primeiro autovalor de

T3 e portanto é simples. O

Observacao 3.3.2. Note que

72271+

b2 +1

(63(45 + %) +2b(4b + %) +(4+ %)) ¢

9 2. 1
Ty =T. P+ b+ — | %
! 3+9b2+1< 9 +81b>¢

Utilizando o valor explicito de b, vemos que

1 1 1 1
dy := b3(4b + =) + 2b(4b + = 44+ ) )~ -1 1
1 b2+1( ( +3)+ ( +3)+( +3b)> ,80001 < 0
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T o1l 9 " 81b

Portanto, o Teorema 3.3.1 e o Teorema de Comparagao implicam que Ty possui pelo menos

9 2 1
ds : <b3 + b+ —) ~ —1,988888 < 0

dois autovalores negativos e que Ty possui pelo menos um autovalor, quando tais operadores

sao considerado no espago H7, ([0, L]).

Conforme veremos mais tarde, nosso resultado de estabilidade/instabilidade das ondas
dnoidal do Tipo II dadas no Teorema 2.3.2 serd em relacao a perturbacoes por funcoes de

periodo 2L. Para tanto, precisamos do seguinte resultado.

Corolario 3.3.3. Sejam v € (2%22 -1, oo) e o, 0 tais que ¥ +1 = a + 307. Seja ¢, = ¢ a
onda dnoidal dada no Teorema 2.3.2. Entao o operador Ty em (3.32) definido em L2,,(]0,2L])

per

e com dominio ngr([O, 2L)) tem exatamente trés autovalores negativos, os quais sao simples;
zero € o quarto autovalor o qual € simples e cuja autofuncao associada € ¢'. Além disso, o

restante do espectro € constituido por um conjunto discreto de autovalores.

o(T)

Aoy oy ‘0

Figura 3.19: Espectro do operador T; com dominio H2,.([0,2L]).

per

Demonstracao. Analogamente ao que fizemos no Teorema 3.3.1, usando a formula explicita

de ¢, vemos que o problema periodico

T =
{ =pe (3.40)
£(0) =¢(2L),£'(0) = ¢'(2L).
é equivalente ao seguinte problema periédico (associado ao operador de Lamé)
A"+ [fi — 6k*sn®(z; k)]A = 0
A"+ [ — 6k%sn®(; k)|A (3.41)
A(0) = A(4K), N (0) = N (4K),

onde () = (o), n = 3 e

2
fL= %[—(v + 1) + 3ch7 + pl. (3.42)
1
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E facil ver que os dois primeiros autovalores do problema (3.41) que nao estao associados
a autofuncoes de periodo 2K, sao jig = 1 + k% e iy = 1 + 4k?, os quais sao simples e cujas

autofuncgoes associadas sao dadas, respectivamente, por

Ao(z) = en(z; k)dn(z; k) e Ay(x) = sn(x; k)dn(x; k),
as quais possuem um tunico zero em [0,2K). De (3.42) vemos entao que os dois primeiros
autovalores de J7, digamos pg e j1, cujas autofungoes sao de periodo 2L mas nao sao de

periodo fundamental L, sao simples e satisfazem py < p1. Da relagao
Ao <po<pr <M< A<pu<pu<...,

e do Teorema 3.3.1 segue que A\g < po < 1 < Ay = 0, ou seja, J; tem exatamente trés
autovalores negativos em ngr([(), 2L)). Isso termina a demonstragao. [
No que segue, se T é um operador linear, entdo n(7T) denotard o nimero de autovalores
negativos de T, contando multiplicidades.
No nosso argumento de instabilidade (desenvolvido por Grillakis [29]), necessitamos
conhecer uma relagao entre n(Tg) e n(7T;), a qual passaremos a determinar. Iniciemos com

o seguinte resultado.

Lema 3.3.4. Sejam Ty e Ty os operadores em (3.33) e (3.35), respectivamente, ambos
definidos em L2, (]0,2L]) e com dominio H2, ([0,2L]). Se n(T3) e n(Ty4) denotam, respec-

per per
tivamente, o nimero de autovalores negativos (contando multiplicidades) de Ty e Ty entdo
n(T2) > n(Ty). Além disso, tanto o espectro de Ty quanto o espectro de Ty € constituido por

um conjunto discreto de autovalores, 0s quais sao simples.

Demonstragao. O resultado segue como uma aplicacao do Teorema de Comparagao. Com

efeito, de (3.33) e (3.35) podemos escrever

2 d2
_ 2 _ 2
‘3'2——@+(’)/+1)—|—d2¢ e 74——@4—(’}/4—1)4-(14(?,
onde ) ) )
dy = —3 b3(4b + =) + 2b(4b + = 44 —
2 c+b2+1< ( +3)+ ( +3)+( +Sb)>

9 2 1
dy = — B+ bt — .
! C+9b2+1( 9 +81b)



CAP. 3 ¢ Anilise Espectral

Pelos valores explicitos de b e ¢ vemos que dy > dy (numericamente temos dy ~ —2, 09567 e

dy = —2,08744). Consequentemente, desde que ¢(z) > 0,Vz € R, temos
(v+ 1) + d20” < (v +1) + dud”.

Assim, se A\i(T2) e A\i(T4) denotam, respectivamente, o k-ésimo autovalor de Ty e Ty (con-
tando multiplicidades), segue pelo Teorema de Comparagao que Agx(7T2) < Ax(T4) e portanto,
n(Tz) > n(Ty) . Finalmente, usando novamente a férmula explicita de ¢, vemos que o

problema periédico associado a Ty

‘J’ pr—
{ 2X = HX / / (3.43)
x(0) = x(2L),x'(0) = X'(2L).
é equivalente ao seguinte problema periédico (associado ao operador de Lamé)
A —rk?sn®(z; k)]A =0
+ [p — rk*sn*(z; k)] (3.44)
A(0) = A(4K),N'(0) = N (4K),
onde A(z) = (), n = K= e
2 2 2d,
P= ol (V) +05Bc —di) +pl, r=6+-——=, di=dy+3c (3.45)
1

Desde que r ndo é um inteiro (numericamente 2d, /c ~ —36,5285), o problema (3.44) nao
admite coexisténcia de solugdes (ver [47]), donde todos os seus autovalores sao simples. Por-
tanto, de (3.45) segue que todos os autovalores de Ty sao simples. Analogamente, podemos

mostrar que os autovalores de T, sao todos simples. O

De posse dos resultados anteriores, podemos agora estimar o espectro negativo de Tg e

TJ7. Este é o conteiido do proximo teorema.

Teorema 3.3.5. Sejam v € (%2 -1, oo) e suponha que o, 0 sao tais que Y+ 1 = a+ 307y.
Seja ¢, = ¢ a onda dnoidal dada no Teorema 2.3.2. Entao,

(i) o operador linear auto-adjunto Ty definido em L2 ,.([0,2L]) com dominio H}, ([0, 2L]) tem
exatamente n(Ty) autovalores negativos, isto €, n(Tr) = n(Ty); zero é um autovalor de
multiplicidade no mdzimo dois. Além disso, o restante do espectro € constituido por

um conjunto discreto de autovalores.
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(ii) O operador linear auto-adjunto T definido em L2,.([0,2L]) com dominio H},.([0,2L])
€ tal que

n(Tr) > n(Tr) + 3.

Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autova-

lores.

Demonstragao. (i) Conforme ja observamos, o operador J; é equivalente ao operador dia-

U‘—TS'O
DI 074-

Pelo Teorema 3.3.1, o operador T3 nao possui autovalores negativo em H7, ([0, L]) e portanto

gonal

nao possui também em A2, ([0,2L]) . Portanto, os autovalores negativos de Tp; séo aqueles

dados pelos autovalores negativos de Ty, posto que o(Tpr) = o(T3) U o(Ty). Consequente-

mente,

n(‘J’I) = n(‘TD[) = n(‘3'4)
Além disso, pelo Teorema 3.3.1, zero é um autovalor de J3. Logo, pelo Lema 3.3.4 segue que
1 < dim Ker(T7) < 2.
(ii) J& observamos também que o operador Ty é equivalente ao seguinte operador diagonal
Jp 0
Tpr = .
(00
Assim, 0(Tg) = o(T1)Uo(Ts) e dai, n(Tr) = n(T1) +n(T2). Mas pelo Coroldrio 3.3.3, temos
n(T1) = 3 e pelo Lema 3.3.4, temos n(T2) > n(Ty) = n(T;). Consequentemente,
n(Tg) > n(Tr) + 3.

Isso completa a demonstragao. O

O préximo resultado sera util na nossa andlise em relagao a estabilidade/instabilidade

das ondas dnoidal do tipo II.
Lema 3.3.6. Nas mesmas condicoes do Teorema 3.3.5, temos
n (TR ‘[ker(‘J’I)}i) > TL(‘TR) — dim K@T(T]),

onde [Ker(T7)]* denota o complemento ortogonal de Ker(T7) em L2, ([0,2L]).

per
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Demonstracdo. A demonstracao deste lema é baseada na demostracgao do Teorema 3.2 em
28] (veja também [66], pg. 1101). De fato, sejam n = n(Tg), k = dim Ker(Tr) e Ay,... A\,

os autovalores negativos de Tx. Considere vy, ..., v, funcoes ortonormais tais que
‘IRU]':AJ'UJ', ]:1,...,77,.

Seja {wy, ..., w} uma base de Ker(7Tr), escrevamos

n
i ~ C
wizg auits;, silwvy, i=1...k j=1...,n
j=1

e defina o seguinte subespaco
V= {701 + ...+ Yl Mal 4. mal, =0, i=1,...,k}

Notemos as seguintes propriedades de V':

— , ,
i) dimV > n — k. De fato, sejam o' = (o},...,al) € R"i = 1,...,k e considere
— ; .
Y =(v,...,7),7=1,...,m:=n— k uma base do complemento ortogonal do subespago
— —
gerado por o', ..., a* em R™. Vamos mostrar que o conjunto

{7{U1+"'+7£LU”}7 j: 17"‘7m
é linearmente independente. Com efeito, sejam [, ..., G,, tais que

Bi(vivr + ..o+ yivn) o A+ B (V0 . y,) = 0.

Como {vy,...,v,} é um conjunto linearmente independente, obtemos o sistema linear
Mmoo e 0
T Ve T Orm 0

Agora note que a matriz dos coeficientes do sistema acima tem posto m. Portanto, a tnica

solucao é #; = ... = 3,, = 0. Como consequéncia, dimV >m =n — k.

ii) V C [Ker(T7)]*. Basta notar que se u = yjv;+...+79,v, € V, entdo parai = 1,...k,

temos

n n n
(wiw)iz, = D> (i, v)iz, + > (i vp)iz,,
p=1

Jj=1p=1

= Zaévj = 0.
j=1
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iii) T é negativo definido em V. De fato, para u = v + ...

+ Vv, € V\{0}, temos

(Tru,u) g, Z Z Nivivi (i, vi) L Z )\J’yj < 0.

=1 =1

Como consequéncia de (i)—(iii), segue o desejado.



CAPITULO 4

Estabilidade/Instabilidade Nao-linear

Discutiremos agora as propriedades de estabilidade das solucoes ondas viajantes periédicas
que encontramos no Capitulo 2. As teorias que usaremos serdao aquelas desenvolvida por
Grillakis, Shatah e Strauss em [31] ou por Grillakis em [29] para o estudo de estabilidade
de sistemas Hamiltonianos abstratos mas adaptada ao caso periddico. Um dos ingredientes
centrais da teoria sera a andlise espectral que estabelecemos no Capitulo 3.

Inicialmente, notemos que o sistema (2.1) possui duas simetrias bésicas: translagdes e
rotagbes. Isso significa que se (u(zx,t),w(z,t)) é uma solugdo de (2.1) entdo os pares de
funcoes (u(z + xo,t), w(x + 70, 1)) € (e®u(x,t), e3*w(x,t)) também sao, quaisquer que sejam
as constantes reais xg e s. Tais transformagoes serao denotadas, respectivamente, por Ty, ()
e T,(s). E facil ver que T}, (1) e T)(s) sio grupos unitarios sobre L2,.([0,nL]), n € N*.

Dessa forma nossa nocao de estabilidade serd médulo tais simetrias. Mais precisamente,

Definigao 4.0.7. Sejo X, = H,,.([0,nL]) x H,,.([0,nL]),n € N*. Uma solugio onda
viajante perddica para (2.1), V(z,t) = ("¢, (z), e, (x)), € dita orbitalmente estdvel em
X, se para cada € > 0, existe d > 0 tal que se zyp € X, e ||z0 — (¢,%,)]x,, < 6, entdo a
solugao z(t) = (u(t),w(t)) de (2.1) com z(0) = zy existe globalmente e

sup inf ||2(t) = T,(s)Te(r) (¢, ¥)llx, <e.

teR $TER

Caso contrdrio, dizemos que W(x,t) € X, -instavel.

63
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4.1 Estabilidade Nao-linear das solucoes Ondas
Dnoidal do Tipo I por perturbacoes de periodo L

Estudaremos nessa secao as propriedades de estabilidade nao-linear da solucao onda viajante
periddica U(z,t) = (0,e*"1),(z)), onde 1, é a onda dnoidal do tipo I dada pelo Teorema
2.1.2.

Seja 1) = 1, a onda dnoidal dada no Teorema 2.1.2 e consideremos o espaco de Hilbert

real X = [H},.([0, L])]*. Do Teorema 3.1.5 podemos obter as seguintes informacoes em Xg:

(1) Para 7 = (0,9',0,0) e ¢ = (0,0,0,%) o conjunto Z = {kl? + koG ki, ke €R}Y 60

ntcleo do operador L.

(2) O operador L. tem um tnico autovalor negativo, a saber, A\g o qual é simples e a
é
unica (a menos de constantes) autofungao associada é h = (0,(p,0,0). Portanto

N = {k:?, k € R} é o autoespaco negativo de L.

(3) Existe um subespaco fechado P tal que (L u,u) > do||ul%, para todo u € P e algum
dp > 0 (veja, por exemplo, Capitulos 3 e 5 de [38]).

Em consequéncias das afirmacoes acima, o espaco X admite a seguinte decomposi¢ao
ortogonal

Xe=N&Z&P, (4.1)

a qual é necesséaria na nossa andlise de estabilidade.

Agora para [ = (%2 — 1,oo> e E = (0,1,,0,0) defina d: I — R por

— —
d(y) = H(y) +7F(¢y). (4.2)
Assim, podemos formular nosso resultado de estabilidade da seguinte forma
Teorema 4.1.1. Sejam v € (%2— 1,00) eo > 0 tats que v +1 = a + 307v. Entao
para ¥ = 1., dada no Teorema 2.1.2, a onda viajante periddica V(xz,t) = (0,e*""). (x)) €

orbitalmente estdvel em Xj.

%
Demonstracao. Desde que 1, satisfaz
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/ - ! -
H'(y) + 95 (1) =0, (4.3)
Xg admite a decomposigao (4.1) e L, tem um tnico autovalor negativo, seguindo Grillakis,

Shatah e Strauss [31], o teorema estard demonstrado se mostrarmos que d”(y) > 0. Mas,

usando (4.3), obtemos inicialmente

, — 30
d(v)=3(,) = 7”¢7”%§m([0,m)'

Agora, pela féormula explicita de 1., usando que L = %K (k) e

K (k)
/ dn®(z; k)dx = E(k),
0

obtemos

) \/5 2K (k) ) 8 K(k) ) 8
Hw’Y”L%er([O,L]) =3 i dn®(x; k)dx = 9—LK(k)/O dn®(x; k)dx = 9—LK(k)E(k)

Assim, lembrando que w(vy) = §(1+7), ¥* = k*(w) = %, no = A(w), temos
2

d 5 8 d dk dw
TR = > VIR ER)) L
d/y”w’YHLper [0,L]) 9], dk[ ( ) ( )]dw d'}/
Mas pelo Corolério 2.1.3 temos % > 0. Portanto teremos %WMH r2,,(o,z}) > 0, consequente-

mente d’(v) > 0, se mostrarmos que “=[K (k)E(k)] > 0. Usando que

d . B(k)—K(k) d . B(k)— k2K (k)
%E(k) =— ¢ %K(k) = RY ,
e d B2(k) — k2K (k)
p[ER)K(R)] = 7
Assim,
d%[E(k)K(k)] S0e B2R) > (1= )2k < Gk) = E(k) = VI — 2K (k) > 0

Como G(0) = 0, para mostrarmos que G(k) > 0, é suficiente mostrar que G'(k) > 0,k €
(0,1). De fato,
d k d KEK) — KK(k) + K(k) — E(k)

G/(k') _ %E(k) + EK(]C) — k/%K(k) = k'k

Portanto,
G'(k)>0& K(k)— E(k) - K[K(k) — E(k)] > 0% K(k)— E(k) > 0.

Isso completa a demostracao O
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4.2 Instabilidade Nao-Linear das solucoes Ondas

Dnoidal do Tipo I por perturbacoes de periodo 2L

Analisaremos aqui as propriedades de estabilidade/instabilidade da solugdo onda viajante
periddica ¥ (z,t) = (0,e*), (z)), onde v, é a onda dnoidal do Teorema 2.1.2, por per-
turbagoes periddicas de periodo 2L. Na verdade, mostraremos que W(x,t) é instavel por
perturbagdes periddicas de periodo 2L, isto é, W(x,t) é Xo-instavel, mas somente médulo
fase. Portanto nossa definicao de estabilidade requer uma pequena modificacao em relagao
a Definicao 4.0.7.

Definigao 4.2.1. Seja X um espaco de Hilbert qualquer, a orbita {T,(vs)(¢4,4);s € R}
¢ dita orbitalmente estdvel em X, ou X -estdvel, se para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que se
20 € X e ||z0 — (¢4,90y)]|x <9, entdo a solugio z(t) = (u(t), w(t)) de (2.1) com z(0) = z

eziste globalmente e satisfaz

sup inf [[2(¢) — T, (s) (9, ) llx <e.

teR seR

Caso contrdrio, dizemos que a orbita é X -instdvel.

A teoria de instabilidade a ser utilizada é aquela desenvolvida por Grillakis em [29], a
qual obtem instabilidade nao-linear a partir da analise de instabilidade da solugao zero para
a linearizacao de (2.1) em torno da 6rbita {7,(vs)(0,%,,0,0);s € R}. Esta linearizacao é

feita escrevendo ¥ = (0, ., 0,0) e definindo v = v(t) como
v="T,(—vt)u— . (4.4)

Entao, se 7,(0) denota o gerador infinitesimal de 7,(s), usando as propriedades de
grupo de Tp(s): T,(s)T,(0) = T(0)T(s), T(=5)JTp(s) = J, H(Tp(s)u) = T,(s)H (u),
JT)(0)u = —F(u), obtemos via Teorema de Taylor
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o = —YTH(0) T, (—~t)u + Tp(—7t)uy

= —TU0)T,(—yt)u + Ty(—~t) JH' (u)
= YTV Ty (—t)u + Tp(—t) JT, (vt) T (—t) H (w)
= —TU0)T,(—7t)u + JTp(—vt)H' (u)
= A0 T (—yt)u + JH (T, (—t)u)

(4.5)
= J[—AJ M T0)Tp(—t)u + H'(Tp(—t)u)]

= JEF(T,(=yt)u) + H (T (—t)u)]
= J[H(0+0) + 7 F (v + D))
= J[H"(V)v +F"(V)v + H' (V) +~F'(¥) + O([v]]*)]

— JLw+O(ll),
onde na ultima igualdade usamos que J é um operador limitado e H'(V) + vF' (V) = 0.
Seguindo Grillakis, denotamos por n(£) o nimero de autovalores negativos do operador

auto-adjunto L, = L e escrevemos
Y = [Ker(L,)|" = [Ker(Lr) U Ker(Lp)]*-. (4.6)

Agora notemos que o operador

L[SH2

per

([0,2L]) N [KerL; ]+ c L2, .([0,2L]) — L2,,(]0,2L))

per per

Lou=Lu, Yue H2([0,2L) N [Kerk|*

per

é uma bijegao, posto que 0 ¢ a(z 7). Assim estdo bem definidos os seguintes operadores

ﬁR = restricdo de Lx a Y N H?

per

([0,2L)),
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~

L1 = restricao de L;' a Y.

De Grillakis [29], obtemos que JL tem exatamente
max{n(Lz),n(L7)} — d(C(Lr) N C(LTY)) (4.7)

+ pares de autovalores reais nao-nulos, onde C'(L) = {y € Y; (Ly,y) < 0} denota o cone
negativo do operador L e d(C(L)) denota a dimensao de um subespag¢o maximal de Y que
estd contido em C(L).

E bem conhecido que se JL possui um nimero finito de autovalores com parte real
estritamente positiva entao a solugao zero de v, = JLv + O(||v]|?) é linearmente instdvel
(ver [31]), o que imediatamente implica que a dérbita O = {7},(7t)(0,,,0,0);t € R} é nao-
linearmente instavel. Portanto, uma condicao suficiente para que O seja nao-linearmente
instdvel é que o nimero definido em (4.7) seja estritamente positivo. Dessa forma, temos o

seguinte resultado de instabilidade.

Teorema 4.2.2. Seja v € (2Li22 -1, oo> tal que v+ 1 = a + 307y. Entdao para ¢ =), dada

no Teorema 2.1.2, a orbita
0 ={T,(71)(0,%,0,0);t € R}
¢ Xo-instavel pelo fluxo periddico do sistema (2.1).
Demonstracao. Conforme ja observamos acima, basta mostrarmos que
max{n(Lz),n(L7H} — d(C(Lr) NCLTY) > 0.

Inicialmente, notemos que pelo Teorema 3.1.5, o operador L; é estritamente positivo em

Y, donde segue que n(L;') =0 e C(E;l) = (). Logo,
max{n(Lr), n(L7")} = d(C(Lr) N CELT") = n(Lr)

Portanto, o teorema estarda demonstrado se mostrarmos que n(ﬁ r) > 0. Desde que Lpg
é um operador auto-adjunto, seu autoespaco negativo é ortogonal ao seu nicleo. Assim,
devemos somente verificar quais das autofuncoes associada a autovalores negativos de Lg
estao em [KerL;]t. Mas pelo Corolério 3.1.3 segue que n(/L\R) > 2. Isso conclui a prova do

teorema. ]
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Observacao 4.2.3. A teoria de instabilidade para sistemas Hamiltonianos abstratos desen-
volvida por Grillakis et al. nao traz nenhuma informacao conclusiva a respeito da instabili-
dade neste caso. De fato, se p(d") denota o nimero de autovalores positivos de d", isto €,
p(d") =1 sed'(y) >0 ep(d) =0 sed (y) <0 entdo o critério em Grillakis et al. afirma
que se n(L.) — p(d"”) € impar e, d"(y) # 0, entao V., € instdvel. Como antes, aqui também

temos d" () > 0 e portanto p(d") = 1. Logo, pelo Teorema 3.1.6 temos
W(Ly) — pld) =3 —1=2

0 qual € par.

4.3 Estabilidade Nao-linear das solucoes Ondas
Cnoidal

Nesta segao estudaremos as propriedades de estabilidade/instabilidade da onda viajante
periddica U(z,t) = (0,e*"1, ;(z)), 7 = 1,2, onde ¢, ; e uma onda cnoidal dada pelos
Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2. Entretanto, o estudo de estabilidade em X; parece ser um pouco
mais complicado do que no caso das ondas dnoidal. Neste caso, nao sabemos responder
se a onda periddica ¥(z,t) é ou nao estavel em X;, j& que a teoria de Grillakis, Shatah e
Strauss nao funciona aqui. De fato, pelo Teorema 3.2.1, vemos que o operador L. ;, ¢ = 1,2
possui pelo menos trés autovalores negativos em Hy,.([0, L]), digamos n(L;), e como d” > 0
(aqui a fungao d é definida como em (4.2), veja Teorema 4.3.1 abaixo) ndo podemos concluir
um resultado de estabilidade. Por outro lado, se £3; nao possui autovalor negativo entao
n(L,;) = 3 e portanto a diferenca n(L,;) — sign(d’) = 3 — 1 = 2 é um ntmero par,
além disso, se L3; possui um autovalor negativo entao n(L,;) = 5 e portanto a diferenca
n(L,,;) — sign(d”) = 5 —1 = 4 é novamente um ntmero par. Logo, em nenhum dos dois
casos podemos concluir algum resultado sobre instabilidade.

Vamos agora mostrar que a teoria de Grillakis [29] também nao pode ser aplicada aqui
para mostrarmos um resultado de instabilidade nao-linear (médulo rotagoes) das ondas
Uz, t) = (0,e*), ;(x)), j = 1,2 no espago X;. De fato, vamos considerar somente o
caso das ondas cnoidal v, 1, j& que o caso das ondas 1,5 segue de maneira andloga. Como

na secao 4.2, definimos
Yi = [KBT(LRJ) U KG?"(LLl)]J—.
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Ly = restricao de Lry a Y3 N H2, ([0, L]),

per

~

-1 _ .~ 1
L7, = restrigao de L7 a Yi.

Vamos mostrar que neste caso temos
max{n(Lr,1),n(L7 1)} — d(C(Lr1) NCLTD) =0. (4.8)

Suponha inicialmente que n(L3) = 0. Entdo pelo Teorema 3.2.1 o operador Lp; possui
exatamente dois autovalores negativos em H,.([0, L]), no qual a primeira e a segunda auto-

funcoes sao dadas, respectivamente, por

= (Xo,l(znx)) ° 9= (Ao,sn?(n:v)>

onde n = 3Vb? —w, w = v+ 1, x01(nx) € Agsm(nz) sdo, respectivamente, a primeira e
a segunda autofungao do operador L;; (veja (3.23)). Também, o operador L;; possui

exatamente um autovalor negativo em H2 ([0, L]), cuja tinica autofuncao associada é dada

B = (Co,lo(l“))

onde (o 1(z) = dn(nz) é a primeira autofungao do operador Lg;. Além disso, os nucleos de

por

Lr1 e Ly, sao gerados, respectivamente, por

() o ()

e .
fy,l ¢7,1
Agora note que

L
<( 0 )7 ( 0 >> = (Nosms Vy1)r2 = b/ cn®(nx)dn(nzx) dx > 0,
AO,sm %71 L2, xL2,, " 0

0 0 I
<( >7 ( >> = <X0,17¢7,1>L§w = b/ en(nr)xoa(nz) do =0,
X0,1 1/)7,1 L2,,xL2 ;

per

onde na tltima igualdade usamos que yo1 tem periodo L/2 e cn tem semi-periodo L/2.
—

Portanto f ¢ Yi e g € Y;. Mais ainda

0 0 L
<( ), ( ) )> = (Co1, ¥ 1)1z, = —bﬂ/ en(nx)xoa(nz) dz =0,
1) NS g, s, 0
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ﬁ
ou seja, h € Y;. Desde que

— —
<£;[71 h R h >L129e7- <0 (49)
resulta que
max{n(Lr1),n(L;H} =1. (4.10)
Também, utilizando que Ldn = —k?cn(u)sn(u) e sn*(u) = 1 — en*(u) (veja Apéndice),

obtemos

— —
(Lraih, bz, = (L1101, Co1) L2

per

(4.11)
L b2 L
= —261)2/ cn®(nz)dn?(nx) dz + (w — 5)/ dn*(nx)dr < 0,
0 0
uma vez que b* > 2w. Assim de (4.9) e (4.11), obtemos
d(C(Lr1) NCLTH) = 1. (4.12)

Finalmente de (4.10) e (4.12) obtemos (4.8). Analogamante, se n(L3) = 1 podemos mostrar
que
max{n(Lr,),n(L; 1)} —d(C(Lr) NCEH) =2-2=0.

Em concorréncia com as observacoes acima, nos propomos a investigar as propriedades

de estabilidade/instabilidade das ondas cnoidal no subespago

= {f € (0,11 [ fde =0,

Como consequéncia do Teorema 3.2.4, temos as seguintes propriedades espectrais para o
operador L., ; (em Xs):

(1) Para f = (0,4 ,,0,0) e § = (0,0,0,4), o conjunto Z = {kyf + koF: k1, ks € R} ¢é 0

Ui
ntcleo do operador L, ;;

(2) o operador L, possui um tnico autovalor negativo em X, portanto seu autoespaco

negativo, digamos NN, é 1-dimensional;

(3) existe um subespago fechado P tal que (L. ;u,u) > dllul|?, para todo u € P e algum
50 > 0.
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Dessa forma, o espago X = X}, admite a seguinte decomposicao ortogonal

Xr=Na@ZaP. (4.13)
Agora para [ = (—1,00) ou I = <—4Li22 -1, —1), de acordo com os Teoremas 2.2.1 e

222, e 1@, = (0,%,,,0,0) defina d: I — R por

d(v) = }C(QEW/) + 7?(757)'
Nosso resultado de estabilidade é o seguinte:

Teorema 4.3.1. Seja 1., ;,7 = 1,2 a onda cnoidal dada pelos Teoremas 2.2.1 ou 2.2.2 e
suponha que v+ 1 = a + 307, com o > 0. Entdo a onda viajante periodica V;(x,t) =

(0,e*4h, () € orbitalmente estdvel em Xy x Xj.

Demonstracao. Notemos inicialmente que

‘{H:/(J’Y) + 'VEFI(JW) =0. (4.14)

Assim, desde que Xg admite a decomposigao (4.13) e L., ; possui um tnico autovalor negativo
em X,, pelo teorema de estabilidade abstrato dado por Grillakis et al., basta mostrarmos

que d’(y) > 0. Para isso, derivando d e usando (4.14), obtemos

p - 30
d(y)=9,) = TWWH%z (10,L])"

per
Portanto, como ¢ > 0 basta mostrarmos que %(waH%Q (0.))) > 0.
per )

Mas usando que

/0 en®(u; k)du = %[E(kz) — (1 - KK (k)]

© d 1 2
FEE) = T Bl - L - KR,
obtemos
[ vt = B | PO < Fva -y e

Desde que K (k) satisfaz a equagdo diferencial hipergeométrica (veja Apéndice A)

2
k(1 — kQ)%K +(1- 31&)%1{ —kK =0
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segue que

d [ , 32 dk dw dK ?K dK
< ()dr = 2 1o 3) k(- )| k1) (S
dy/o Yyil@)de 9dedv{ l< )G M )dk2}+ ( )<dk)}

32 dk dw dK
= ——— kK + k(1K) ) .
9dedw{ +( )(dk)}

Portanto, desde que pelos Teorema 2.2.1 e 2.2.2 temos % >0e ‘jl—‘; = % > (), segue que

d 2 N RTI
@||?/)v,i||L§”([o,L}) =3, ¥y(z)dr > 0,

o que completa a demonstracao do teorema. Il

4.4 Instabilidade Nao-Linear das solucoes Ondas
Dnoidal do Tipo II

Para finalizar nosso estudo sobre estabilidade/instabilidade nao-linear das ondas viajantes
periddicas que encontramos no Capitulo 2, consideraremos nesta secao as ondas dnoidal do
tipo II. Na verdade, mostraremos que a érbita {T,(vs)(¢., bp,,0,0);s € R}, é instavel por
perturbagoes periddicas de periodo 2L. A teoria a ser utilizada serda novamente a teoria

desenvolvida por Grillakis, assim como utilizamos na Secao 4.2. Iniciemos escrevendo ® =
(¢, b+,0,0) e definindo v = v(t) por

v="T,(—vt)u — .

Agora, desde que H'(®) + vF(P) = 0, de maneira andloga ao que fizemos na secao 4.2,
conseguimos a linearizacao de (2.1) para v,
dv
dt

Nosso resultado de instabilidade é o seguinte,

= JTv.

Teorema 4.4.1. Seja v € (%2 -1, oo) tal que v+ 1 = a + 30v. Entao para ¢ = ¢, dada

no Teorema 2.3.2, a orbita

0 = {T,(y5)(¢5,b9,,0,0); s € R}

¢ Xy-instavel pelo fluxo periddico do sistema (2.1).
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Demonstracao. Como na Secao 4.2, iniciemos escrevendo

Y = [Ker(T,)]" = [Ker(Tr) U Ker(T))]*
e definindo

Tr = restrico de T a ¥ N H? ([0,2L)),

per

o~

T, ! = restricio de T; ! a Y

Note que estes operadores estao bem definidos, posto que o operador J; é invertivel em
[Ker(T7)]t. Conforme j& observamos na segao 4.2, uma condi¢io suficiente para nosso

resultado de instabilidade é que
max{n(Tr), n(T;")} — d(C(Tr) N C(T7)) > 0.

Desde que Tr é um operador auto-adjunto, seu auto-espaco negativo é ortogonal ao
seu nucleo e portanto n(/‘J\'R) depende somente da quantidade de autovetores associados a

autovalores negativos de Tx que sao ortogonais a Ker(J;). Assim, pelo Lema 3.3.6
n(Tr) = n(Tr | (ier(m)t) = n(Tr) — dim Ker(Ty).
Logo, pelo Teorema 3.3.5, obtemos
n(Tr) > n(T1) +3—2=n(T;) + 1.

Consequentemente,
max{n(Tr),n(T; )} = n(Tr) > n(T;) + 1. (4.15)

Da mesma forma, desde que J; é auto-adjunto, seu auto-espago negativo é ortogonal
ao seu nucleo e, portanto, n(‘TI_l) depende somente do niimero de autovetores associados a

autovalores negativos de J; que sao ortogonais ao nucleo de Tg, assim
(@) < n(T0).
Agora,

d(C(Tr)NCT7Y) < min{d(C(Tr)),dC(T7")}

RS o ~_ (4.16)
= min{n(Tp), n(T;")} = n(T;") < n(T).
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Consequentemente, de (4.15) e (4.16), obtemos
max{n(Tg),n(T; 1} — d(C(Tg) N C(T; 1)) > n(T1) +1 —n(Tr) = 1.
Isso completa a demonstracao do teorema. O]

Observacao 4.4.2. Neste caso, nao temos uma estimativa precisa sobre o numero de auto-
valores negativos do operador T, em ngr([(), L)) e portanto nao conseguimos aplicar a Teoria
de Grillakis et al. para provar algum resultado de estabilidade/instabilidade em X .
Também, na tentativa de aplicarmos a Teoria de Grillakis para mostrar um resultado de
instabilidade em X1, o andlogo do Teorema 3.3.5 seria n(Tg) > n(Tr) + 1. Assim, como na

demonstracao do Teorema 4.4.1 conseguiriamos somente a estimativa
max{n(Tg),n(T; 1)} — d(C(Tp) N C(T;1) > —1,

a qual nao nos possibilita a concluir um resultado de instabilidade em X;.



CAPITULO 5

Estabilidade Espectral de Solucoes

Periodicas

Continuaremos aqui nosso estudo em relacao ao sistema

1 1
Uy + Ugy — U+ (—]uP + 2\w\2>u + ~Tww =0

9 3 (5.1)
i0W; + Wy — QW + (9\w\2 + 2\u]2>w + §u3 =0,

Neste capitulo estaremos interessados no estudo de estabilidade espectral de solugoes que sao
do tipo (u,w) = (0,w), ou seja, u = 0 e w : R* — C. Embora estabilidade espectral seja mais
fraca do que estabilidade nao-linear, ela nos da a localizacao do espectro da linearizacao do
sistema (5.1) em torno de uma onda periédica e portanto o estudo de estabilidade espectral
pode ser 1til na andalise da estabilidade nao-linear.

Notemos que com a hipédtese (u, w) = (0,w), o sistema (5.1) se reduz a seguinte equacao

de Schrodinger (focusing)
10w + Wap — aw + Y|w|*w = 0. (5.2)

Tendo tal equagao em vista, nosso estudo sera baseado no estudo da equagao de Schrédinger
como em T. Gallay e M. Haragus [24]. Para simplificar nossa equagao, faremos a seguinte

hipotese:
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HIPOTESE: Assumimos queoc=1ea=0.

Observagao 5.0.3. A hipdotese a« = 0 nao € restritiva, a faremos aqui somente por con-

veniéncia, jd que assim obtemos a equagao de Schrodinger exatamente como estudada em/[24).
Como consequéncia da nossa hip6tese, a equagao (5.2) se reduz a
. 2 .
Wy + Wy + 9|w]“w = 0. (5.3)

Nosso primeiro objetivo aqui seréd estabelecer a existéncia de solugoes periddicas para a Eq.
(5.3), tendo a forma mais geral do que aquelas do Capitulo 2. De fato, aqui vamos considerar

solugdes de (5.3) do tipo
w(z,t) = P00V (1), (5.4)

onde p e 0 sao parametros reais e V' : R — C ¢ uma fungao suave e periddica de seu
argumento. Embora nossa analise de estabilidade espectral engloba a classe de solucoes
(5.4), nosso principal objetivo é estudar as solugoes (0, w) no caso em que w é uma onda
cnoidal que encontramos no Capitulo 2.

As solugdes periddicas de (5.3), do tipo (5.4), podem ser parametrizadas através dos in-
variantes da equacao (5.3) (ver Secao 5.1). Entretanto, a dependéncia de tal parametrizacao
nao é suficientemente suave para o estudo de pequenas solugoes, i.e., solucoes de pequenas
amplitudes. Para contornar tal dificuldade, como em [24] introduzemos uma parametrizacao
através dos coeficientes de Fourier, a qual é suficientemente suave para nossos propositos.
Com efeito, tendo tal parametrizacdo em maos mostramos que se w é uma solucao de (5.3)
do tipo (5.4) entdao a solucao (0,w) de (5.1) é espectralmente instével (por perturbagoes
localizadas ou limitadas), contanto que w tenha amplitude suficientemente pequena, isto
significa que o espectro da linearizagao do sistema (5.1) em torno da onda (0,w) nao estd
localizado sobre o eixo imaginario do plano complexo, quando considerado no espaco das
fungoes localizadas ou limitadas.

Para os argumentos que utilizaremos aqui, ¢ essencial que a amplitude da onda w seja
suficientemente pequena, ja que utilizaremos argumentos da teoria de perturbacao de opera-
dores lineares. Na verdade, colocaremos nosso problema dentro do contexto estabelecido em

Gallay e Haragus [24] no estudo da equagao de Schrodinger.
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5.1 Existéncia de Solucoes e Parametrizacoes

Como ja mencionado anteriormente, procuramos por solugoes de (5.3) que s@o da forma
w(z,t) = e "W (2), (5.5)
com W (x) = eP*V (x). Assim, W deve ser solucao da seguinte equagao diferencial ordindria
Woe + 0W + 9|W|*W = 0. (5.6)

Agora podemos ver a equacao (5.6) como um sistema Hamiltoniano, o qual conserva o

"momento angular” J e a energia E dados por
J =Im(WW,), E = §|Wx| + §|W| + Z|W| : (5.7)

De fato, seja W = P + i) uma solugao de (5.6). Separando as partes reais e imagindrias,

obtemos

{ Poy 4+ 6P +9(P2+ Q2P =0 58)

Que +0Q +9(P* +Q*)Q =0

Além disso,
L o 2 0 1 2y, 9o 212

Assim,
d

dx

Multiplicando a primeira equacao em (5.8) por @), a segunda por P e subtraindo, vemos que
PQuy — Ppy@Q =0, ie., £J = 0. Também,

%E = PyPoy + QuQus + PP, + 0QQ, + 9(P? + Q°) (PP, + QQy).

Multiplicando a primeira equacao em (5.8) por P, e a segunda por @, obtemos

P,P,, = —0PP, +9(P* + Q*) PP,

Segue-se dai que %E = 0.
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Desde que J é quantidade conservada, notemos que se J # 0 entao W(x) # 0, Vo € R.
Dessa forma, podemos introduzir as novas varidveis W (z) = r(2)e®@ com p(z) € [0,27),

r(x) >0se JJ#0er(x) € RseJ=0. Dai, os invariantes em (5.7) se transformam em
J =’ E==ri+V(r), (5.9)

onde o potencial V;(r) é dado por

ﬁ + 57” + ZT s SE J # O
VJ(T) =

) 9

§r2 + ZT4’ se J=0

Vamos agora caracterizar todas as solugoes periddicas de (5.6) em termos dos invariantes J
e F/. Para tanto, uma analise detalhada do comportamento do potencial V; deve ser feita.
E claro que o comportamento do potencial V; depende do sinal do parametro §. Portanto,

vamos considerar os sinais de J separadamente.

CASO 1: § > 0.
Neste caso, o potencial V; é estritamente convexo para qualquer J € R (veja Figura 5.1

para o caso em que J # 0 e Figura 5.2 para o caso em que J = 0).

501

40+

301

20

072 04 06 0’8 1 12 14 16 138 2

Figura 5.1: Gréfico do potencial V;(r) = L+ gTQ + 3t comJ=1ed=2.

r
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\
2.5+ /
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Figura 5.2: Gréfico do potencial Vy(r) = $r2 + 2r* com J =0 e § = 2.

Note que no caso J # 0, V;(r) — 400 quando r — 400 ou quando r — 0% e no caso
em que J = 0, Vy(r) — 400 quando r — +o00, o que nos indica que V; tem um minimo
local (ou global). Para localizar tal minimo, é conveniente a seguinte parametrizacao: seja
QO ={qeR;|q| >1, q+# —1}, assim a fungao f : Q@ — R definida por f(q) = q(¢* — 1) é um
homeomorfismo. Logo, para cada J € R existe um tnico ¢ € € tal que J = ¢(¢*> — 1). Com
essa parametriza¢ao, vemos que V; possui um tinico minimo (em (0,400) se J # 0 e em R

se J =0), o qual ¢ atingido em r, = 1/¢> — 1 e nesse caso V; assume o valor

E-(J) = Vilry) = o(q® — 1)(¢* + 6 + 2(® — 1).

2 2
Seja W : R — C uma solucao periédica nao constante de (5.6). De (5.9) devemos ter
Lo
—5Te = Vy(r)— E. (5.10)

Como o lado esquerdo de (5.10) é nao positivo, vemos que o lado direito é nao positivo se,
e somente se, £ > min V,(r). Agora note que desde que W é limitada temos de (5.10) que
se tivéssemos E = min V(r) entdao W deveria ser constante, o que estamos excluindo por
hipétese. Logo devemos ter E > min V,(r), i.e., E > E~(J). Isso significa que se W é uma
solugao periédica nao constante de (5.6) entdao (J, E) € D, onde D é a regiao ilimitada

dada por (veja Figura 5.3)

D={(J,E)eR* E>E (J)}. (5.11)
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Reciprocamente, vamos mostrar que dado (J, F) € D existe uma solugao periédica nao
constante de (5.6) que satisfaz (5.9) (ou equivalentemente (5.7)). De fato, fixe (J, E) € D,
J #0. Como E > E~(J) e V;(r) é convexa, a fungao r — FE — V;(r) possui extamente dois

zeros, digamos rq,r,. Agora defina

"2 ds
e A

Para definirmos a fungao r(x), sem perda de generalidade suponha que r(0) = 75 e defina

r(z), para z € [0, 7], implicitamente por

=T — . (512)

Observe que

/T‘(T) ds
—0
no A2(E—=V;(s))
e desde que o integrando é positivo (no intervalo considerado), devemos ter r(T) = r;. Pela

regra de Leibniz segue de (5.12) que r(z) é diferenciavel e satisfaz
12 =2(E - Vy(r)).

Assim, 72(T) = 2(E — V;(r1)) = 0 = r2(0). Dai, podemos definir r(x) (suavemente) no in-
tervalo [T, 2T por r(z) = r(2T — x) e consequentemente r(z) pode ser estendida suavemente

em toda a reta real como uma fungao periédica de periodo L = 2T. Finalmente, defina ¢(x)

o(x) = /Ox rg—{s)ds'

Dessa forma obtemos que W (z) = r(z)e™® ¢ uma solugao de (5.6) tal que

(médulo 27) por

1
J=r1%p,, e E= 57@,23 + Vy(r).

Essa andlise mostra que (5.6) possui uma solugao periédica ndo constante se, e somente
se, (J, E) € D, onde D é dada por (5.11).

Notemos que substituindo W (z) por W(x)e'? para algum ¢ € [0,27) temos que (5.6)
possui solugao real se, e somente se, J = 0. De fato, se W é real é claro que J = 0 (veja
(5.7)). Por outro lado, se J = 0 ent@o pela nossa constru¢ao acima ¢(x) é constante. Além

disso, neste caso, de (5.9), a solugao real r(z) deve satisfazer

2= 9 (—r4 _ 2—57"2 + éE) - 9]?(70), (5.13)
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onde F(t) = —t* — 242 + 1F ¢ exatamente o polindmio dado em (2.5) com o = 0,
oc=1,0 = -3y e By substituido por E (veja (2.5)). Neste caso, o inico minimo do
potencial Vy(r) é atingido em r = 0 com V{(0) = 0 e portanto devemos ter £ > 0. Desde
que 6, E > 0, é facil ver que o polinémio F(t) possui duas raizes reais ndo nulas e outras
duas puramente imagindrias (veja Figura 2.2). Consequentemente, neste caso, obtemos as

ondas cnoidal dadas no Teorema 2.2.2. Isso completa nossa andlise no CASO 1.

ME

onda
cnoidal

Figura 5.3: Regiao de existéncia de solugoes periddicas, 6 > 0.

Observacao 5.1.1. A andlise acima nos permite na verdade caracterizar todas as solucoes
limitadas de (5.6) com § > 0. Mais precisamente, a (5.6) possui uma solugao limitada se,
e somente se, (J,E) € D, onde D denota o fecho de D. Note ainda que se E = 0 entdo a

inica solugao de (5.6) é a solugao trivial nula.

CASO 2: § <0.

Aqui, é conveniente introduzir a seguinte parametrizacdo: note que a funcao g(q) =
q(¢> + 1), ¢ € R é um homeomorfismo de R. Logo para cada J € R existe um tnico ¢ € R
tal que J = q(¢® + 1).

Suponha inicialmente que J # 0. Note que o potencial V;(r) = % + gr2 + %7‘4, 0 <0,

r > 0, novamente satisfaz V;(r) — +oo quando r — +oo ou r — 07. Utilizando a
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parametriza¢ao acima, vemos que V; assume um tnico minimo em (0, +o0) dado por r, =
Vv ¢* + 1 (veja Figura 5.4) e o valor de V; em r, vem dado por

() = Vilr) = 3¢ + D)@+ + (¢ + 1))

600

5001

400

3001

200

1001

—100 1

Figura 5.4: Gréfico do potencial V;(r) = % + %7“2 + %7’4 com J =2ed=—60.

Assim, como no CASO 1 vemos de (5.10) que se a Eq. (5.6) possui solu¢ao periddica nao
constante entdo E > min V;(r) = E*(J).

Suponha agora que J = 0. Neste caso, novamente o potencial V; = V; satisfaz Vy(r) —
400 quando 7 — +oo. Além disso, é facil ver que Vj possui dois minimos locais em r =
++/—0/3, um méaximo local em r = 0 (veja Figura 5.5), Vo(£v—0/3) = —42/36 e V;(0) = 0.
Portanto, de (5.10) vemos que a Eq. (5.6) possui solucao periddica (real) se E > Vy(r),
Vr € R e dai segue que E > min Vy(r) com E # 0 (pois se £ = 0 terfamos £ =0 = 14(0) e
nao terfamos E > Vy(r), Vr € R, veja Observacao 5.1.2), isto é, a Eq. (5.6) admite solucao
periddica real se —0%/36 < E' < 0 ou E > 0. Agora de (5.9), temos novamente

9 20 4 9
2_ (A2 TRl = 2F 14
re 2<r 9T—|—9> 2(7“), (5.14)
onde F'(t) é novamente o polinomio dado em (2.5) com v = 0, 0 = 1, § = =3y e By,

substituido por E (veja (2.5)). Analisemos as raizes do polinémio F. Desde que F' é um
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-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

Figura 5.5: Gréfico do potencial Vo(r) = $r? + 2r* com § = —6.

polindémio bi-quadratico, facamos s = r?. Assim, devemos analisar quando

26 4
s> -~ s+ -FE=0. 5.15
s 98+9 ( )

Se —§2/36 < E < 0 é facil ver que as duas solugoes de (5.15) sao reais e positivas e, portanto,
o polindmio F possui suas quatro raizes como sendo reais. Por outro lado, se £ > 0 entao
é simples mostrar que (5.15) possui duas solugoes reais nao nulas, sendo uma positiva e
outra negativa. Dali, o polinémio F' possui duas solugoes reais (simétricas) e duas outras
puramente imaginarias. Como consequéncia da andlise acima, quando —d%/36 < E < 0
obtemos as ondas dnoidal dadas pelo Teorema 2.1.2 (veja secdo 2.1) e quando E > 0
obtemos as ondas cnoidal dadas pelo Teorema 2.2.1 (veja segao 2.2).

Obtemos assim que se a Eq. (5.6) possui uma solugao periédica nao constante W : R —

C, entao (J, E) € D, onde D é a regiao ilimitada dada por (veja Figura 5.6).
D={(J,E) e R* E > E*(J)}\{(0,0)}.
Reciprocamente, uma construcao analoga a que fizemos no CASO 1 mostra que para cada

(J,E) € D, existe uma solugdo periédica nao constante de (5.6) que satisfaz (5.9). Isso

completa nossa analise no CASO 2.

Observacao 5.1.2. Quando J = E =0, a Eq. (5.14) se reduz a

Tzzg _T4_§T2
T2 9 '
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E*(J) dnoidal

Figura 5.6: Regiao de existéncia de solugoes periddicas, § < 0.

Portanto, neste caso obtemos

V=20
r(z) = 3 sech(v —dz),
que é a onda solitdria para o sistema (5.1) com u =0 (veja Observagao 2.1.1).

Conforme ja mencionamos na introdugao deste capitulo, estamos interessados em solugoes
pequenas, i.e., solugbes que sao de pequenas amplitudes. Entretanto, as solugoes do CASO
2 (ou seja o caso quando 6 < 0) nado sdo arbitrariamente pequenas. De fato, no caso de

solugdes reais, temos (se £ > 0) r(z) = ¢ (z), onde

2 2
¢(x)=bcn<3 a—2|— x;k),

¢ a onda cnoidal dada em (2.17). Além disso, fixado § < 0 vemos de (2.16) que

2 2
V=—-Z0+a®>>—=6.
TR
Portanto,
V=20
9]0 = b >

3 b
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o que significa que ¥ nao pode ser abritariamente pequena (fixado 6 < 0). Sendo assim, daqui
em diante direcionaremos nossa atengao somente para o regiao D do CASO 1. Lembramos

que neste caso, obtemos as solugoes ondas cnoidal

Uy o(x) = Va2 + 2w cn(3va? +w x; k)

dada no Teorema 2.2.2, onde w = §(y+1), v € (—4n?/L*—1,—1) (note que neste caso se a*

estd suficientemente perto de —2w entao a onda cnoidal 9, » tem amplitude suficientemente
pequena).

Fixe (J,FE) € D, onde D é a regiao descrita no CASO 1 anteriormente e seja W :
R — C a solugao peridédica de (5.6) satisfazendo (5.7) tal que |W| tenha periodo (minimal)
L = L(J,E). Considere ¢'®* ® = &(J, E) o chamado multiplicador de Floquet de W, i.e.,
W(z + L) = e®W(z), Vo € R. Considere também a fase renormalizada

O(J,E) —msign(J) se J#0

\I/(J7E):{ 0 se J=0

Agora definimos os parametros k, ¢ € R por

U(J,E) ™
(= k= . 5.16
L(J.E) © L(J.E) (5.16)
e considere P : R — C definida pela relacao
P(kx) = e "W (). (5.17)

Desde que |W(z)| = |P(kx)| tem periodo L, é facil ver que |P(y)| tem periodo 7. Além
disso, como W (x + L) = ¢"®W (z) = —e'YW (z), usando (5.17) e (5.16), temos

P(y+m) = Py + kL) = e “WHDW(y/k + L) = —e WD W (y k) = —P(y)

o que significa que P(y) é semi-periédica com semi-periodo 7, ou seja, P(y) tem periodo 2.

Com isso, obtemos nossa solucao
w(x,t) = 0 P(kx),

onde P(y) é peridédica com periodo 27, a qual estd de acordo com nossa solugao geral que

propomos para nosso estudo de estabilidade espectral (veja (5.4)).
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Tendo em vista a invariancia por dilatacoes u(x,t) — nu(nz,n?t) de (5.3), somente o
sinal de § em (5.5) é importante. Portanto, de agora em diante vamos nos restringir, por
simplicidade, ao caso 6 = 1.

Para finalizar nossa parametrizacao de solugoes pequenas, introduzimos como em [24] os
parametros N o

a=_— [ Pye¥dy e b= [ Plye dy,
27 0 27 0

e escrevemos nossa solugao W(x) = W, ,(z) dada em (5.17) como
Wap(x) = " P,y (kg p)
onde F,; tem expansao em série de Fourier dada por
Poy(y) = ae™™ + be' + O(|ab|(|a] + |b])).

Note que desde que F,; é semi-periddica de semi-periodo 7, os termos de ordem par na série
de Fourier de P, sao nulos.

Finalmente, para o estudo de estabilidade espectral, é conveniente escrever
Wa,b(x) = ez‘ga’bx-Pa,b(ka,bm) = eipa7mea,b(2ka,bx)a

onde
Pab = ka,b + ga,bu € Qa,b(Z) = eiiZ/zpa,b(z/z)-

Note que assim, obtemos

Qap(2) = b+ ae™ + O(|ab|(|a| + 10])).

5.2 Estabilidade Espectral

Passaremos agora ao estudo de estabilidade espectral das solucoes (0,w,), onde
Wa (2, 1) = ' Par®DQ, 1 (2kg ). (5.18)
Antes de tudo notemos que se considerarmos solugoes de (5.3) do tipo

w(z,t) = Pt DU (2%, 42, 1),
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onde U(z,t) é periddica de periodo 27 na varidvel z que é solugao de
iUy + 4ipapkapUs + 4K2,U... + (1 — pZ,)U + 9|U|PU = 0, (5.19)

entao por constru¢ao @, ¢ uma solucao estacionaria de (5.19).
Introduziremos agora as principais ferramentas bem como os principais fatos estabelecidos
em [24], necessérios para o estudo de estabilidade espectral. O préximo lema foi provado em

[24]. A prova é essencialmente uma aplicagao do Teorema da Fungao Implicita.

Lema 5.2.1. A solucao estaciondria QQqp € um membro de uma familia a dois parametros

U(z,t) = e_i“tQ::;(z + ct), (5.20)

w,c

onde (w,c) estd numa vizinhanga da origem de R*, Q¢ € uma fungdo suave de (w,c) e

o , L 0,0
periodica com periodo 2m. Além disso, Q) = Qap-

Agora para u = P+1iQ e w = R+ 1S, onde P,(Q, R e S sao funcoes com valores em R,
consideremos os funcionais
1 2

N(P,R,Q,S) = 5/, {(P? + Q?) + 3(R? + S?)}dx,

M(P.R.Q.S) = OQW{(QRE ~ POQ,) + (SR, — RS,)}dx,

€
1
H(P.R,Q,9) =5 /{4k2,b(P§ +Q2) + 4k2,(R2 + S2) + (P* + Q)
- 1—18(134 +2P?Q° + Q") — 2(34 +2R?S% 4 5%
2
— 2P+ Q)R +8%) — (PR +3P’QS —3PQ’R — Q°S)}dz
Definimos

1
8a,b(Pa R,Q,S) - H(P7 R7QaS) - 3(1 _pZ,b)N(P7 R7Q7S) - 4ka,bpa,bM<Pv RaQ7S)

Assim, é facil ver que

a8(1,1)
oP

aga,b
9Q

(07 R’ 07 S) = (07 R7 O’ S) = 07
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a(Cla,b
OR

(0, R,0,8) = —41@27,,3” —9R(R* +5%) — (1 — pib)R + 4kapPabSe

0ap
08

Por outro lado, desde que @, é solugao estaciondria de (5.19), se escrevermos (g, =

(0,R,0,5) = —4kZ 4w — 9S(R* + 5%) — (1 — p,)S — 4kappapRe.

R,y + 1S, vemos que R = Rqp e S = S, satisfazem o seguinte sistema de equacoes

42 Ry — Ao ppapSe + (1 — p2, )R+ 9R(R* + 5%) = 0

4k7 e + 4kapPapRe + (1 = p;,)S +9S(R? + 5%) = 0.
Como consequéncia, o elemento (0, Rq,0,S5,5) é¢ um ponto critico do funcional &,, i.e.,
;,b(()? Ra,ba O, Sa,b) = 0.

Finalmente, linearizando o sistema (5.1) em torno da onda periddica (0, w,y) (veja segao
4.2 e (4.5)), onde wqp(x,t) = Per®DQ, 1 (2kapx) € escrevendo Qup = Rap+1S,, chegamos

ao seguinte operador linear matricial

_4ka,bpa,bax 0 £’3 0
0 —18Ry pSap — 4k pPapOs 0 L
-Aa,b _ bPab ,bPa,b 2 5'21)
_L3 0 _4ka,bpa,bam 0
0 _Ll 0 18Ra,b5a,b - 4ka,bpa,baac

onde A,y = JE, e
Ly= _4k27ba§ + (pi,b —1) - 273271; - 952757
Loy = _4k2,b892: + (pi,b —1) - 2753,&; - 9R521,b7
By =~ + 14 (5, — 1) — 252, — 2R,
e J é a matriz simplética canonica dada por

0 0O 1 0

0 0 0 1
J =

—1 00

0 -1 00

Sendo assim, estudar estabilidade espectral, significa estudar o espectro do

operador linearizado A, .
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5.2.1 Decomposicao em Ondas Bloch

Estaremos agora, interessados no estudo do espectro do operador linear matricial A,; no
espaco de Hilbert L?(R,C*) (perturbacgoes localizadas) ou no espaco de Banach Cy(R, C*)
(perturbagoes limitadas), o espago das fungoes limitadas e uniformemente continuas definidas
sobre toda a reta real e com valores em C*. Em L*(R,C?) consideramos A,; com dominio
natural H?(R, C*), enquanto que em Cy(R, C*) o consideramos com dominio natural CZ(R, C*).
A analise espectral do operador A, sera baseada na teoria denominada "decomposicao
em ondas Bloch” para operadores diferenciais com coeficientes peridédicos. Esta teoria nos
permite mostrar que o espectro do operador A,y, nos espacos L*(R,C*) ou Cy(R,C?), é
obtida através dos autovalores de uma familia de operadores A, 5, 8 € (—1/2,1/2]. Mais
precisamente, se o72(A,p) denota o espectro de A, em L*(R,C*) e o¢,(Aap) denota o

espectro de A, em Cy(R,C*), entdo

o12(Aas) = 0c,(Aap) = | o1z, (Aanp), (5.22)
/66(_ 7%}

N =

(veja [24], [32], [33], [48], [53], [59]), onde o operador A, 3, denominado operador Bloch,
¢ formado pela substitui¢ao de 0, por (0, + i) em A,y e orz,, (Aapp) denota o espectro
do operador A, 5 em L2, ([0,27],C*) com dominio H},([0,2nx],C*). No Apéndice A, esta-

belecemos (5.22) para o caso de operadores do tipo Schrodinger. Na literatura em geral, as

autofuncoes de A, g sao chamadas de ondas Bloch.

Observagao 5.2.2. A decomposicio (5.22) pode ser feita para um operador fortemente
eliptico de qualquer ordem 2m,m € N (ver [48]). O estudo de estabilidade espectral de
ondas periddicas para diversas equagoes tais como a equacdo de Schridinger (veja [24]), a
equacdo de Kawahara (veja [32]) e a equagio de Korteweg-de Vries generalizada (veja [33)),

tem sido feito utilizando-se tal decomposicao.

Observacao 5.2.3. Considere o problema de autovalores periddico associado a Aqpp, ou

seja,

Ay = A
{ b= AU (5.23)

u(0) = u(2m), ' (0) =u'(2m).

Fazendo a mudanca de varidvel v(x) = eP*u(z), o problema (5.23) é equivalente ao sequinte
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problema de valor de fronteira associado ao operador A,y

HAgpv = v
’ | | (5.24)
v(0) = e~ 2Py (27), v'(0) = e~ 2By (2m).

Assim, encontrar um autovalor de A,y g equivale a encontrar um autovalor do problema de
fronteira (5.24) (veja Apéndice A).

A grande vantagem de se estabelecer a decomposicao (5.22) é que a imersao com-
pacta de H7,.([0,27],C*) em L2, .([0,27],C*) implica que a familia de operadores Aqp,g,
B € (—1/2,1/2] tem resolvente compacto e portanto seu espectro é constituido por um con-
junto discreto de autovalores, todos com multiplicidade finita (veja se¢ao 6.8 do capitulo 3
de [38]). Nosso objetivo entao ¢ localizar tais autovalores.

A partir de agora, denotaremos simplesmente por (A, ;) os espectros or2(Aqp) € 0¢, (Aap),
uma vez que estes coincidem. Além disso, denotaremos simplesmente por o (A, 3) 0 espectro
oLz, (Aapp), ja que estard implicito onde estamos considerando o operador A, 5. O espago

L2,,.([0, 2], C*) serd considerado como um espago de Hilbert com seu produto interno usual,

a saber,

or 4
(P, Py, Ps, 1), (Q1,Qa,Q3,Q4)") = /0 Z Pi(2)Qi(z)dz.
i1

Definigao 5.2.4. Uma solu¢do onda viajante periddica para o sistema (5.1) da forma (0, w)
serd dita espectralmente instdvel se existe algum A € o(A.p) tal que Re(N) > 0. Caso

contrario, dizemos que uma tal solucao € espectralmente estavel.

Observagao 5.2.5. Observe que em virtude da decomposi¢ao (5.22), uma solugdao do sistema
(5.1) serd espectralmente instdvel se existe f € (—1/2,1/2] tal que o operador A, p 3 possui
pelo menos um autovalor X = X(3) com Re(A(B)) > 0. Em geral, os autovalores de Aqp
estao localizados sobre o eixo imagindrio e portanto, na prdtica, os problemas que surgem é

determinar quando o operador A, s possui um autovalor fora do eizo imagindrio.

Agora, notemos algumas simetrias no espectro dos operadores A,; e A, 5 desde que
Aqp € um operador com coeficientes reais, seu espectro é simétrico em relagao ao eixo real,
ie., 0(Asp) = 0(Aap). Para o operador A,y 3, uma simples andlise mostra que o(Aqpp) =

o(Aap—p), B # 1/2. Além disso, é facil ver que A, anti-comuta com a isometria definida
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por
Pi(s) Pi(—s)
g F a(s) | _ | Pa(=9) |
Ps(s) —Py(—s)
Py(s) —Py(—s)
ouseja, SA.p = —AqpS, 0 que significa que o espectro de A, ; é simétrico em relagao a origem

e como consequéncia, é simétrico também em relacao ao eixo imaginario. Para o operador
Bloch, temos a relacdo SAupps = —Aap—pS, 0 # 1/2, e portanto o(Aaps) = —0(Aap—p),
B #1/2. Logo,

0(Aaps) = 0(Aap—p) = —0(Aap—p) = —0(Aaps);

o que implica que o espectro de A,y g ¢ simétrico em relacao ao eixo imaginério e assim

podemos nos restringir aos valores 3 € [0,1/2].

5.2.2 O Operador A,; 3 como um Operador Perturbado

Com o objetivo de estudar o espetro de A, 3, definimos

—4kapPap(0z + i) 0 Ly 0
B 0 —4k:a7bpa’b(3z +1i5) 0 Lo
.Aa b, - ~ .
” —L3 0 — 4k pPap (0 + i) 0
0 —Ll 0 _4ka,bpa,b<8:c + Zﬁ)
onde
Ly = —4k2 (0, +if)* + (02, — 1),
Lo = —4k2,(0, +if)? + (02, — 1),
~ 1
Ls= —4k2,b(a:v +iB)°+ 1+ g(PZ,b - 1),
Assim, A}, = Aqpp — Al 5 ¢ um operador linear limitado em L2,.([0, 27], C*) tal que

Hﬂclbe = O(a2 + b%), quando (a,b) — (0,0).

A idéia entao para estudar o espectro do operador A, g € vé-lo como o espectro perturbado

do operador A7, 5.
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Inicialmente notemos algumas relagoes do nosso problema com aquele para o caso da
equagao de Schrodinger,

iy + Ugy + |ul*u =0

conforme descrito em [24]. Defina Y C L2 ([0, 27], C*) por

per

Y= {<u1’u2’u3’u4) = Ly ([07 2”]764);151 = uz = O}

per

2
per

Entdao Y é um subespago fechado de L2, ([0, 2x],C*) e portanto é um espaco de Hilbert.

Notemos que a agao do operador A27b7 5 sobre o espago Y é dada por

0 0
A, u | _ —4kapPap(Dp +10)u + [—4k2 (02 +i6)* + (P2, — D]v  (5.25)
. 0 0
v —4k o pPap(0r +16)v + [4k§7b(8x +if)?% — (pz’b — D]u
de tal forma que o problema espectral
0 0
u u
AL =) : 5.26
vl 0 (5.26)
v v

é equivalente ao problema espectral para o caso da equacao de Schrédinger conforme descrito

em [24], a saber,

onde

q0 —4kappap(0z + 1) —4k34(0: +1i0)* + (p7, — 1)
b 4k2,b(8ﬂ€ + Zﬁ)Q - (pg,,b - 1) _4ka,bpa,b(8ac + Zﬁ)

Assim, apds uma simples andlise de Fourier, podemos calcular explicitamente o espectro

0
de A, 3 em Y, a saber,

oy (A, 5) = {iwsi's wai'y = —4kapas(n + 8) £ (4k2,(n+ B)* + p2, —1),n € Z}. (5.27)
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Mais ainda, a autofuncao associada ao autovalor z'wjg,"ﬁ ¢é dada por
0
e:i:,n — einz 1
0
+i
Da mesma forma, o problema de autovalores
0 0
A Slaa] (5.28)
>b7ﬂ = Y .
‘ 0 0
v v

é equivalente (a menos de constantes) ao problema de autovalores

~ u u
Aaps ( ) = A < ) (5.29)
v v
onde

0 T Maipab(0s i) = 2R Say L, R2,—3S2,
s Ly + 3R, +S2, —4kayPap(Op +3) + 2RapSap )

Como consequéncia, estudar o espectro de A,; 3 em Y equivale a estudar o espectro
de Ay em L2, ([0,27],C2).

per
Definindo A}, , := Aqps — A, 5 € utilizando-se do fato que w,,; tem amplitude pequena,
i.e., [[Agll = 0 quando (a,b) — (0,0), foi mostrado em [24], via método de perturbagao,

que o problema de autovalores (5.29) possui um autovalor A = A(3) com Re(A) > 0 e

[ suficientemente pequeno, ou seja, existe A € O'(Jz{a’b“@) com Re(A) > 0 para algum
suficientemente pequeno. Agora, desde que o problema de autovalores associado a ﬂa,b,g
em L2, ([0,2n],C?) é equivalente ao problema de autovalores associado a Aqp 3 em Y, segue
que para algum (3 suficientemente pequeno, o operador A, 3 possui um autovalor A = A(3)
tal que Re(\) > 0 e cuja autofuncdo estd em Y (e portanto em L2, ([0,27],C*). Mais

per

precisamente, acabamos de provar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.6. Seja Z = L*(R,C*) ou Z = Cy(R,C*). Entdo a lineariza¢io do sistema
(5.1) em torno da onda periédica (0,wap) onde wyp = €Per®DQ, 1 (2kq ), dada por (5.21),
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possut pelo menos um ponto de seu espectro com parte real estritamente positiva, quando
considerado em Z, contanto que ||(a,b)|| sejam suficientemente pequeno. Logo, a solug¢ao

(0,w,p) € espectralmente instdvel.

Observagao 5.2.7. Utilizando-se novamente do fato que [|A; || — 0 quando (a,b) — (0,0),
podemos mostrar que existe uma constante pequena 5y com 0 < By < 1/4 tal que o espectro
oy (Aapp), B € [Bo,1/2] estd inteiramente sobre o eixo imagindrio (veja Proposi¢oes 4.4 e
4.10 de [24]). Mais ainda, para B € [0, By) o espectro oy (Aqp ) pode ser dividido em

oy (Aap,) = oy (Aaps) U oy (Aaps),

onde oy-(Aapp) C B(0;2) e 02(Auppg) N B(0;3) = 0, aqui B(0,c) denota a bola de C
com centro na origem e raio c. Além disso, o3 (Aap ) estd sobre o eizo imagindrio (veja
Proposi¢ao 4.6 de [24]).



CAPITULO 6

Boa Colocacao

Para completar nossa teoria em relagao a estabilidade nao-linear, estabeleceremos nesse
capitulo os resultados de boa colocagao para o sistema (2.1). Nossos resultados serdo basea-
dos nos trabalhos introduzidos por Kenig, Ponce e Vega em [41] no estudo do problema
de Cauchy associado a equacao de Korteweg-de Vries e por Bourgain em [14] no estudo do
problema de Cauchy associado a equagao de Schrodinger ciibica. Estabeleceremos resultados
de boa colocacio local e global nos espagos de Sobolev periédicos H.,,.([0, L]) x H..([0, L]),
para s > 0. Nosso principal propdsito é estabelecer um resultado de boa colocacao global
no espaco H,,.([0,L]) x H,,.([0,L]) (nosso espago natural onde provamos os resultados de

estabilidade), j& que nossa teoria de estabilidade nao-linear exige um tal resultado. Mais

precisamente provamos a seguinte:

Teorema: Sejam s > 0, 0 > 0 e (ug,wy) € H*([0,L]) x H*([0,L]). Entao o problema de
Cauchy (6.1) ¢é globalmente bem colocado, ou seja, (6.1) possui uma tnica solucao (u,w) €

C(R; Hy,,. ([0, L) x Hy,.([0, L}))-

per per

Por todo esse capitulo, ¢ denotarda uma constante que pode variar com cada desigual-

dade. Além disso, para simplificar a notacio em alguns casos denotaremos H.,, ([0, L])

simplesmente por H,,,.

97
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6.1 Preliminares

Estamos aqui interessados no estudo do problema de Cauchy associado ao sistema (2.1), a

saber,

1 1
WUy + Upe — U+ <§|u|2 + 2|w|2>u + §U2w =0,
1
oW + Wey — QW + <9|w]2 + 2|u|2>w + §u3 =0, xe€[0,L], teR, (6.1)

u(z,0) = ug(x), w(z,0)=wy(x),

onde a,0 € R e ug, wy € H?

ser ([0, L]). Para simplificar a notagao, vamos considerar L = 2,

identificar o intervalo [0, L] com o toro unidimensional T e reescrever o sistema (6.1) como

U + 1(—Ugy + u) = iF (u,w),
wy + i(—awg, + aw) = iG(u, w), r €T, teR, (6.2)

u(z,0) = up(x), w(x,0)=wy(z),
onde a =1/0, a =ajo e
F(u,w) = <%|u|2 + 2|w\2)u + %#w, G(u,w) = a(9\w\2 + 2\u|2>w + gu?’.
Consideremos agora o problema linear associado ao sistema (6.2), a saber,

Up + iUy + 1) =0,
Wy + (=W +ow) =0, €T, teR, (6.3)
u(z,0) = up(x), w(z,0)=wy(x).

Utilizando andlise de Fourier, é facil ver que a solugao do sistema (6.3) é dada por
u(z,t) = U(t)uo(z), w(z,t) = W(t)wo(z), (6.4)
onde {U () }icr € {W(t)}ier sdo os grupos unitarios em H;_.(T) definidos por
Ult)g = (70 0G), W(t)g = (e )g)",

Note que assim as solugdes em (6.4) sdo dadas por

ulw,t) = Gg(n)e I (e t) =y g (m)e (oD,

nez neZ
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A seguir, vamos considerar o sistema de equacoes integral equivalente associado ao sis-

tema (6.2). Pelo principio de Duhamel o problema (6.2) é equivalente a
¢
mwzdﬂw%—z/ Ut —t)F(u(t'),w(t))dt’,
w(t) = wo—z/ Wt —t)Gu(t'),wt))dt

Desde que queremos usar espacos de funcgoes definidos em termos da transformada de

(6.5)

Fourier tanto na variavel espacial quanto na variavel temporal, para resolver o problema de

Cauchy localmente no tempo, é conveniente introduzir a seguinte versao do sistema (6.5): seja
Y € C(R) tal que supp ¥ C [—2,2] e p =1 em [—1,1]. Para 6 > 0, defina 15(t) = 1(t/9).

Entao introduzimos o sistema ” corte”

u(t) = s (U (g — infs(t) /0 t Ut —t)F(u(t'), w(t)))dt,
w(t) = vs(OW ()wo — () /0 t Wt — )G (ult), w(t'))dt'.

Nossos espagos de funcoes basicos serao os chamados espagos de Bourgain X, primeira-

(6.6)

mente introduzidos por Bourgain em [14] e posteriomente por Kenig, Ponce e Vega em [40].

Definigao 6.1.1. Seja 'V o espaco das funcgoes f tais que

(i) f: TxR—C,

(ii) f(x,-) € 8(R) para cada x € T,

(i11) f(-,t) € C(T) para cada t € R.

Para s,b € R definimos o espago de Bourgain Xs;, como sendo o complemento de V em

relacdo a norma

1/2
1fllx,, = (Z/ (1+ [n))>(1 + |7 +n® + 1D*|f(n, r)]d¢)
nez

= )" (7 +n* +1)"f(n, 7) | 22,
onde (-) = 1+ |-|. Similarmente, para s,b,a € R e a # 0 definimos o espago X¢, como

sendo o complemento de V em relagao a norma

1/2
1fllxe, = (Z/ (1+ [n))2(1 + |7 + an® + a|)?|f(n, 7)| d7>
nez

~

= [{n)*(r +an® + )" f(n, 7)llz 13-
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Observacao 6.1.2. Note que

HfHXs,b = ”[](_t)f“H”(Rt,H9 )s Hf”Xg’b = HW(_t>fHHb(]Rt,H9 )

per per

Portanto, utilizando que {U(t)}ier € grupo unitdrio em Hp,., o Teorema de Imersdo de

Sobolev implica que se b > 1/2 entdo

I lo@suz.,) = Ul < AlUEDlmesmg,,) = 1F1x.

per per
o que significa que Xy, — C(Ry; Hy.,). Analogamente X¢, — C(Ry; Hy.,).

De forma classica, nossos resultados dependem de estimativas lineares e nao-lineares nos
espagos X, e X¢,. As estimativas linares estao essencialmente contidas nos trabalhos de
Kenig, Ponce e Vega [40], [41]. Por outro lado, as estimativas nao-lineares estao contidas no

trabalho de Bourgain [14] (veja também [15]).

6.2 Estimativas Lineares

Apresentaremos aqui as estimativas em relacao ao problema linear necessarias para nosso

resultado de boa colocacao.

Lema 6.2.1. Sejam s € R, b e (1/2,1) e § € (0,1]. Entao,

(1) [[vsU(t)uol
(ii) [[¢sul

Xop < Clluollmg

er’

X < c§7||u|

s,b — Xs,b7
t
(i) \% [ve-nswa] <,
0 Xsb ’
onde v > 0. Similarmente,
(iv) [[vsW (t)wol xa, < cllwol uy,, .
(v) [[vswl[xa, < cd|wl|xe,,
t
(vi) '% [we-oswar| <@,
0

a
Xs,b
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Demonstragao. A prova estd essencialmente contida em Kenig, Ponce e Vega [41] (veja
também Kenig, Ponce e Vega [40], Angulo e Linares [7]), por isso daremos somente os

principais passos da demonstragao.
(i) Desde que

temos

Agora observe que

[Ws (U (o) (n, 7) = 69 (8(T + n? + 1))To(n).

Assim,
[0sU (uolls,, = Z/ (1+ )1 + |7+ n® + 12 [s()U (t)uo) (n, 7)|* dr
n€Z Y —x®
o0 ~ 2
= Z(l + |n|)* g (n)|? <52/ (1+ |7 +n>+1D)? |0(6(T +n* + 1)) d7'> .
ne”L o
Usando que b > 1/2 e 6 € (0, 1], obtemos
00 ~ 2
52/ (L4 |7 +n*+1))% ‘w(a(T +n*+1))| dr

o0

X 2 S —~ 2
Sc52/ ‘¢(5(T+n2+1))‘ dT+c52/ |7+ 0?4+ 12 |9(0(r +n? +1))| dr
< e+ 0t < ef1 2,

Logo,

15U (Buollk,, < 6™ (14 |n))>[do(n)]* < 8> |luoll3,,,
nel

(ii) Inicialmente notemos que
(¢s(t)u)"(n, ) = 60(87) *- A(n, 7).

onde f *, g denota a convolucao em 7. Assim,

ooyl = S0 ([~ 4 22 fodor) . (o)

nel o0

i dT) (6)
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Denote
F(n)= /00(1 + |7+ n? + 1) [60(67) %, G(n, T) 2d7’.
Como para qualquer funcao g°°: g(t) (suficientemente suave)
(" g (7) = G(r —n® = 1),
temos para g, (t) = ¥s(t)u(n,t)

(" g ) (1) = 69(8-) %, U, ) (7 = n* = 1).

Dali, via Teorema de Plancherel, obtemos

o0 2

OO it(n? 2 it(n?
Py = [ @l [ g 0| dr < clgnlts +e [ P[0 g, | dr

(6.8)

~ i n2
— clfaln, IR, + el DA Vg, )2,
Para estimar este ultimo termo, usamos a regra de Leibniz (veja Kenig et al. [42])
ID;(f9) = fDyglliz < cllglleelI D fll iz, O<D<1L.
Pelo Teorema de Plancherel, temos
it(n? ~
1Dy (™™D gu)l| 2 < elllr +n? + 110, 7)1z + el full = [ D7l 1z
onde f,(t) = e tVh(n, t) e g(t) = 1s(t). Pelo Teorema de Imersdo de Sobolev, obtemos
fallzze < ell (X + |7 +n® + 1)"a(n, )] 2.
Por outro lado, novamente via Teorema de Plancherel,
IDzgllez < ed' .
Consequentemente,
1D (™™ D g1z < 6" (L + |7 + n* + 1)) @0, )| 22
Substituindo em (6.8), resulta que

F(n) < ed"™||(1+ |7+ n® + 1)"a(n, 7)| 2.
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Logo, de (6.7)

”%(t)uH-QXs,b O sz (14 |n|)? / (1+ |7+ n*+ 1))* |a(n, 7‘)| dr

neZ -

(iii) Seja
_ Ut — ¢ - dt.
ol 1) / (t — ) f(. )t
Entao,

g t)n) = o /O " ine /O Ut =) (-, 1)t dz

t

_ / efi(tft’)(n2+1)m<n)dt/'

Usando a relacao

podemos escrever

eitt _ p—it(n?+1)

g(x,t) = cZemI —CZ/ e f(n,T) (T_+n2+1) dr

nez nez
Z/ T _ o—it(n®+1) ( ) )

- ¢ mxf o(T +n°+ 1)dr
=~ ( +n2+1)

et _ e—it(n2+1)

+CZ/ mmfn T (T—{—n2—|—1) [1_90(7_—'—” +1)]dT

nez

= T+1I,
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onde ¢ € C§°(R) ¢ tal que supp ¢ C [—1,1] e ¢ =1 em [—1/2,1/2]. Agora,

it(7'+n2+1) .

-~

wd(t)l _ C’QZ)(S Z/ ma: —7,t n24+1) f( )

neL

m@(’r -+ 'I’LQ + 1>d7'

N o0 ik—1gk 2 4 1)kl
_ Cwé Z/ znx 77,t7l+1f< ) (T+n2—|—1> l (T+7’L+ ) dr

k!
neZ k=1
—zt n +1 X
= ey ™ Z — gt Us(Dge(n)
NneZ
onde -
gr(n) = / ik_l(T +n?+ l)k_lf(n, T)o(T + n? + 1)dr.
Denotando
=) e Dk (¢) = e IRy (571 gi(n)
k=1 k=1

onde ¥y, (t) = t*9)(t), obtemos

Ys(t)I = CZ e h(n,t).

neZ
Assim,
_ sk . ,
Ysl(n,7) = h(n, )(7) = ) _ 1796(n)0¢y(0( + 1" + 1)).
k=1

Portanto,

O 2 2 > 2b| 57 2

s, < 3 ( S+ ib#al ) ([ @+ m)@osenper) @9

k=1 nez -

Mas, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e o fato que supp ¢ C [—1, 1], obtemos
YA+ n)*lge(m)P < el fllx, - (6.10)
ne”Z

Por outro lado, desde que b € (1/2,1) e 6 € (0,1), como em (i), obtemos

/ (1 + |75 (67) Pdr < c80=28/2(k 4 1)2. (6.11)
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Como consequéncia de (6.10) e (6.11), conseguimos
los(t)1]1x,, < 8722 flx,
Para estimar 11, escrevemos
'itT )
1 = emne T)————[1 — p(r +n°+ 1)|dr
Z/ e )
e—it(n2+1) )
—c e fln, 7)1 — p(r +n + 1)|d
= IL+1
Seja ug = up(x) tal que
. “N=p(r+n*+1)]~
= d
to(m) /_Oo i(T +n2+1) (n, 7)dr
Entao,
15 = —c(e” D5 (n))Y (z) = —cU (8)ug ().
Por (i), obtemos
les (1L x,, < 822 |uolmy,, < 6472 fllx, - (6.12)
Por outro lado, de (ii)
s () L2l x, , < 8"~ x,, < 8722 fllx,, . (6.13)
De (6.12) e (6.13), resulta
s ()11 |x,, < "2 fllx,,,,

e portanto o resultado segue.

As demonstragoes de (iv), (v) e (vi) seguem de maneira andloga. O
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6.3 Estimativas Nao-lineares

Nesta segdo mostraremos as estimativas sobre os termos nao-lineares do nosso sistema. As
principais ferramentas sao as imersoes X 3/3 C Li, e X5 /s C L1, as quais apresentamos a

seguir
Lema 6.3.1. Sejamu: R x T — C ea € R, a # 0. Entao,

(@) Nullzs, < cllullxy s

(ii) [Jullzs, < cllullxg, -

Demonstragao. A estimativa em (i) foi essencialmente provada em Bourgain [14], mas para
uma prova alternativa veja Molinet [49]. A prova de (i7) é feita de maneira similar a (i),
uma vez que a presenca do fator an® + «, n € Z, na definicao de X¢p implica somente uma

translacao e uma dilatagao de N. [
Agora apresentamos as estimativas nao-lineares.

Lema 6.3.2. Sejam s >0 e b € (3/8,5/8). Entao,

@) Mululx.,, < dlul,,,

(i) wf?ullx,, , < cllulx, ol
(i) @wlx,, , < clullk,, lwlx:,,
(iv) flewPwlxs, | < clwli,.

W) Nufollxe, | < clullf, o,

(vi) [’

Xa, < C||U||§cs,,,

Demonstracao. As demonstracoes sao analogas a aquelas feitas por Bourgain para o caso da
equagao de Schrodinger (veja Bourgain [15]). As mais delicadas sao (ii), (iii) e (v). Todas
as estimativas sao feitas utilizando argumentos de dualidade.

(i) Seja f1 = |u|?u. Como

1Fllx,0mn = 1) + 02 + 1) fa(n, 7) [l 2z,
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e 0 espago (212 ¢é um espaco de Hilbert, tomamos 6 = 6(n, 7) tal que [|flzz2 < 1 e basta

mostrarmos que

| == n)* (7 +n? + 1)!0(n, 7) fi(n, T)dr| < cllullk,,

Agora

filn,7) = wuu(n,7)=axu*u(n,7)

= Z u(n —ny, T — Tl)ﬂ\(nz —ny, Ty — T1)U(ne, T2)dTdTs.
ni,n2
Logo,
[1 = nnz;l / 7— I n2 + 1 - bQ(n 7') (n — N1, T — Tl)a\(ng —N1,7y — 7'1)@(712, TQ)deTldTg
= Z / 7— i n2 + 1 - b@(n T) (nl,ﬁ)i(ng, Tz)a(ng,Tg)dTldngTg,
ni,n2,n3

onden=n; —ny+nserT=m — 7+ 73. Note que

(n)* < ¢ max{(n1)°, (n2)*, (ns)"}.

Sem perda de generalidade, suponha que (n)® < ¢ (n;)®. Portanto,

O(n, ) . ~ ~
|[1| < C Z / T—}|—n2 n 1 — b<n1>s"u,(n1,7'1>”ll,(n2,TQ)H'LL(?”Lg,Tg)‘dTldngTg.

ni,ne,ns3

Defina as funcoes

|9 n, T i(nz+tT)
F(x,t) Z/ o+ _be dr,
G(z,t) /|u n, 7)|e' "t dr,

H(z,t) = / (n)*|t(n, 7)|e! "= dr,

Logo,
’11’ S C Z F\(n, T)ﬁ(nl, Tl)é(ng, Tg)é(ng, Tg)dTldngTg.

ni,m2,n3
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Aplicando o Teorema de Fubini, a Identidade de Plancherel e a Desigualdade de Cauchy-

Schwartz, obtemos

Ll < e / Fla, ) H(z, t)G2(, t)davdt

< e Flluy, I8 sg, G112

Pelo Lema 6.3.1, resulta que

1/2
HGHL:t <c (Z/<T +n2 4+ 1>3/4|§(n,7-)‘2d7> = cllullxg,s < cllu]

Xs,3/8 < CHU‘

1/2
[Pzalr?y gc(Z/<T+n2+1)3/4,?[(71,7),26;7) = ¢|lul
1/2
IFlls, < ¢ (Z/<T+n2+1>3/4|ﬁ(n,7‘)|2d7'>

1/2
= ¢ (Z/(T +n? 4+ 1>2(3/8(1b))\9(n,7')|2d7'> )

Desde que b < 5/8 temos que 3/8 — (1 — b) < 0. Portanto,

1/2
HF”Li,t <ec (Z/ |(9(7”L,7-)‘2d'r> <ec
De (6.14)—(6.17) segue (i).

(i) Seja fo = |w|*u. Entao

fg(ﬂ,’?’) = Z /@(n — N1, T — Tl)ﬁ(nz — N1, T2 — Tl)a(ng,’?'2>d7'1d7'2.

ni,n2

Assim, para ||f[,2z2 < 1, temos

I = Z/(n)s<7+n2—|— 1)=18(n, 1) fo(n, 7)dr

n s n ~ = o~
= Z / <T—|—T§2 :_ 1>1_b9(n77)w<”1:7'1)w(n2,TQ)U(nsaT:s)dTldﬁdT:a,

ni,n2,mn3

Xs,b'

Xs,b'

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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onde n =n; —ng +mn3 e T =71 — 7o + 73. Suponha novamente que (n)* < ¢(nq)® e defina

$ t Z/ 7' —leng - fbei(nx—s_tT)dT’
=> / @ (n, )|+ dr
Gi(z,t) =) / [a(n, 7)) dr,
H(z,t)=> / (n)*|@(n, )|+ dr

Logo, aplicando novamente o Teorema de Fubini, a Identidade de Plancherel e a Desigualdade

de Cauchy-Schwartz, obtemos

Lo < el Fllzs 12 |22 1Glzs 1 Gallrs,

po 1G |z

x,t T

Como em (i) temos que [[Fl|zs, < ¢, [|G] 4

xz,t T

e [Hlrs, <

cllwl|x=, e portanto daqui segue (ii).
(iii) Seja agora f3 = u?w. Entao

Z /<TL>S<T +n? +1)"710(n, T)ﬁ,(n, T)dT

= Z / 7_ i n2 + 1 — b@(n T)i(nl, Tl)i(ng, Tg)a(ng, Tg)dTldTQdTg,

n1,n2,n3
onde agoran =ng —ng —ny e T =13 — 79 — 71. Supondo (n)® < ¢(n3)® e definindo F, G, e

H como em (ii), obtemos

13| < | Fllgs J1H|l2s I1GullZs, <

Xl

As demonstragoes de (iv) e (v) seguem de forma andloga a (i) e (ii) respectivamente, com

a .
Xs,b

as modificagoes ébvias. Portanto no restante provaremos somente (vi).

(vi) seja fo = u3. Assim,

Z /(n>s(7 + an® + a)*'9(n, T)ﬁ;(n, T)dT

n S
= Z / 7'—i—a1<12>+ )= b@(n T)u(nq, 71)u(ng, 72)u(ns, m3)drdredrs,
ni,n2,n3
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onde agoran =n; +ng+n3 e 7 =7 + 7+ 73. Sejam

10(n, 7)| {(na-+ir)
F(z,t) e\ d T
Z/ (T + an? + a)i-b ’

—Z/W(nﬂ'ﬂei("‘””)dT

H(z,t) = Z / (n)*[(n, 7)) dr

Fazendo as mesmas estimativas como em (i), obtemos

ol < | Flles I s, IGI2, < clulf,.
Isso completa a prova do Lema. O

Observacao 6.3.3. Observe que as mesmas idéias do lema anterior podem ser aplicadas

para provar que

luM a2 w*w™ || x <
onde o, g, g, a4 € {0,1,2, .. }coma1+a2+a3+a4—3 e X =Xsp-1 0ouX = Xsbl

Agora podemos provar

Corolério 6.3.4. Sejam s >0 e b € (3/8,5/8). Entao,

Xs,b + ’

%on) s = wzllx

|

(i) P = Jualuslx,,, -, < e (B, + lulx,,

(i) [[|w:1]ur — [wa|*us x

Xopo1 C||w1||xa ||U1

s,b

te (||w1||xg,b||u2||xs,b + s x

Xg,b> [|w:

.sbl—

+c(|ru1|x

o, ) s = wallx

s,b s,b7

(iv) |lfwil*wy = |wawallxe, | < C(lellxa +llwillxe,

+ lealle, ) llwn = wall e,

(v) H’U1|2w1 |U2\2w2|

a
Xsb 1 —

+c(|\u1|x

o, + [luzllx

) llur = wallx

s,b s,b s,b7
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(vi) ot = wdllxe, , < e (hallk,, + lullx, el + lullk,, ) o = ullx,,

Demonstracao. A demonstracao segue como uma consequéncia da Observagao 6.3.3. De

fato, em cada um dos casos (i)—(vi) basta escrevermos

(1) |urPur — |uaPuz = |ur|?(ug — ug) + Wyug(us — ug) + u3(uy — Us).

(i) JwiPuy — JwoPug = Jwi*(u1 — ug) + Wius(wy — wa) + ugws (W — Wo).
(iii) ww; — Uawy = s (wy — W) + Wwe (U1 — Us) + Ugws (U — Us).

(iv) w1 Pwy — Jwal*we = |wi]*(wy — we) + Wiwa(wy — we) + w3 (W — Ws).
(V) |u1Pwr — |uaPwe = |ug |2 (wy — we) + Tyws(uy — ug) + ugws(Uy — Us).

(vi) u? — ud = ud(uy — ug) + urug(uy — ug) + ud(uy — us).

Uma simples aplicacao da Observacao 6.3.3 conclui o corolério. O]

6.4 Boa Colocacao Local

Agora podemos provar nosso resultado de boa colocacao local, a saber,

Teorema 6.4.1. (Boa Colocagao Local) Sejam s >0 e b € (1/2,5/8). Para cada (ug,wy) €
H:, (T) x HS, (T) existe T = T(||(ug, wo)|

per per

s xms ) > 0 e uma unica solugdo do problema

per per

de Cauchy (6.2) no intervalo de tempo [=T,T) tal que

(u,w) € C([=T, T]; Hp,,(T) x Hp,,(T))

per per

(¢Tua ¢Tw) € Xs,b X Xs,b7

Além disso, para cada T' € (0,T), a aplica¢io (ug,wo) — (u(t),w(t)) € Lipschitz de uma
vizinhanga de (ug, wo) em HS, (T) x H,.(T) para C([-T",T"]; H:,,.(T) x H:,,.(T)).

per per per per

Demonstracao. Seguimos argumentos analogos a aqueles desenvolvidos por Bourgain e Kenig
et al. (veja também Angulo e Linares [7]).
Comecamos definindo o espaco métrico de funcoes

Xy = {(u,w) € Xop x X0y [[(w, 0) [ x, pxxe, = lullx,, +[Jwllxe, < M},

s, b —
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onde M > 0 sera escolhido posteriormente. Note que na verdade, X,; é a bola de raio M

em X = X,p x X¢,. Agora defina a aplicacio ® = (®;, ®;), onde

Oy (u,w)(t) = Yr(t)U(t)ug — iQ/JT(t)/O Ut —t")YF(u(t'),w(t))dt,

Dy (u, w)(t) = Yr(t)W (t)wy — itbr(t) /0 Wt —t"Gu(t'),w(t))dt,

onde T' € (0,1), F(u,w) = <%|u|2 + 2|w|2>u + 3w e G(u,w) = a<9|w|2 + 2|u|2>w + us.
Suponha que (u,w) € Xjps. Pelos Lemas 6.2.1 e 6.3.2, temos

@1 (u, w)lix,, < clluollmg,, + cT7|[F(u,w)lx,,,

per

< cluollug,, + e (Ilulik,, + el lwlke, + lullk,, lwllxe,
< duollmg,, +T7M?
(§]
[P2(u, w)|lxe, < cllwollmg, + TG (u,w)llxe,
< cllwolly, + e (Jlullk,, + lul, Jwlxe, + ol )
< cllwollms,, + cT7M.
Logo,
@ w)llx, ez, = P2, w)x, , + [@a(u, )]s,
(6.18)
S C(||UO| ngr + ||w0| st) —I— 20T7M3.

Escolha M = 2¢(|Jug||my,, +|lwol| a5, ) e fixe T > 0 suficientemente pequeno tal que 2¢77M? <
1/2. Entao
M M
00, v, <+ =, (619

o que significa que ® : Xp; — X,;. Vamos agora mostrar que 7' pode ainda ser escolhido de

tal forma que ® seja uma contracao. De fato, aplicando o Lema 6.2.1 e o Corolério 6.3.4,
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obtemos
@1, w1) = 1z wa) [, < T E (i, w1) = Fluz, wo)]lx,,
(6.20)
< TTM? (Hm — ug||x,, + [lwr — wsz;ﬁb> :
Analogamente,
[@a(us, 1) = Balug, w)lxg, < TM? (JJur = wallx + flwg = wellxe, ). (6:21)

Portanto, de (6.20) e (6.21), obtemos

[ (w1, w1) — Pz, ws)]

XopxXe, = TV M?||(ug, wy) — (ug, w2)]

Xopx X2, (6.22)

Escolha ainda T > 0 suficientemente pequeno tal ¢T7M? < 1/2 (note que essa tltima
constante em (6.22) é possivelmente diferente daquela acima onde ja escolhemos T'). Isso
mostra que para cada (u, wo) € H,,,.(T) x H;,.(T) podemos escolher um 7" > 0 dependendo

somente da norma ||(ug,wo)||gs xms  tal que ® : Xy — Xpy é uma contragdo. Como

per per

consequéncia, pelo Principio de Contracao, ® possui um tnico ponto fixo em X,;, ou seja,

existe unica (u,w) em Xy, que resolve a equacao integral

u(t) = YU ()uo — itbr(t) /0 Ut —t)F(ult), w(t'))dt,

t
wlt) = or(OW (0w = ibe(t) [ W~ £)GE). wlt)dr.
0
Desde que b > 1/2, a imersdo X, x X, — C(Ry; Hy,(T) x H,.(T)) mostra que para
Te(01)ete(0,T)

(u,w) € C([-T,T; H:,,.(T) x H:,,.(T)).

per per

Note que de (6.18) a solugao (u,w) satisfaz a estimativa

It )l e, < 2o 00) g ey (6.23)

per

Observemos que na aplicagao do Principio de Contracao, a unicidade ficou restrita a bola
Xp. Para ver a unicidade em X, x X¢,, procedemos como segue: seja (uy,wr) € Xgp X X&,

uma outra solu¢ao com (uy(0),w1(0)) = (ug, wp). Para T" > 0 definido acima, seja

Ty = sup{t € [0, T]; (ua(t), wi(t)) = (u(t), w(t))}
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e suponha por absurdo que 77 < T. Considere (u(t+T1),w(t+T11)) e (u (t+T1), w1 (t+T1))
as solugoes com dados iniciais (u(T3),w(Ty1)) e (u1(T1), w1(T1)), respectivamente. Agora se

0<t<d<T-—"1Ti, temos

u(t) —w(t) = Z/o Ut = t)[F(a(t), o () — F(u(t’), w(t))]dt’,

t
w(t) —wi(t) = 2/ W(t — )G (), wi(t') — Ga(t'),w(t'))ldt"
0
Assim, como em (6.22), podemos estimar
1@ @) — (@, @) | x, e, < 8" M| @) — (@, @) x, ,xxe,- (6.24)

Logo, se 0 ¢é suficientemente pequeno tal que cd7M? < 1/2, vemos que (u(t),w(t)) =
(up(t), wy(t)) se 0 <t < 6 e, portanto, (u, w) e (uy,w;) coincidem além de T}, o que contradiz
a definicao de T;.

Finalmente, para ver que a aplicacdo (ug,wg) — (u(t),w(t)) é Lipschitz nos espagos
afirmados, fixamos (ug, wo) € H,.(T) x HS, (T) e T" € (0,T), onde T é dado acima. Tome

per per

/2
O<e< <W — ].) ||(u0,w0)|

e seja (ug,wy) € H,.(T) x HS,.(T) tal que ||(ug, wo) — (o, wo)|

per per

H3e xHpe,

per

H,, xHs,, < €. Assim, se
(u,w) é a solugdo de (6.2) com dado inicial (ug,wy), as mesmas estimativas que fizemos
anteriormente sao validas com 7" no lugar de T, de forma que (u,w) e (u,w) estao bem

definidas em [—T7",T']. Mais ainda, para t € [-T",T"]

= llx,., < elluo = Gollms, +e(T'V M2 (JJu = @lx,,, + w = @llxz, ).

per

lw = @llxz, < ellwo = @ollg,, + (T M2 (Jlu = dlx,,, + |w = llxz, ) -

Dai,

I w) — (@ @) s, 13, + 26T M2 (u, w) — (3, )|

per per

X, xe, < cl[(uo, wo) — (uo, wo)] Xopx X,

Desde que 2¢T7M? < 1/2, vemos que se t € [—T",T’] entao
[(u, w) = (@, w)||x, ,xxe, < 2¢l[(uo, wo) — (o, wo) 1, x 115, (6.25)

per

Agora pela imersao X, x X¢, — C(Ry; H*(T) x H*(T)), obtemos de (6.25),

sup  |[(u, w) — (u, w)]
te[—-T",1T")

me(m)xis(1) < 2¢|| (w0, wo) — (o, Wo) || ms,, x Hs

per per”

0 que mostra o afirmado. O
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Observagao 6.4.2. Pelo Teorema 6.4.1 seque que a aplicagao dado-solugao, (ug,wp) +—
(u(t),w(t)), € localmente uniformemente continua de H,,, x Hp,. para C([=T",T"]; Hy,, X

per per

H;..). Nesse sentido, o resultado do Teorema 6.4.1 ¢ o melhor possivel, ou seja, se s < 0
entdo a aplicagcao dado-solucdo nao € localmente uniformemente continua. De fato, a prova
se baseia num resultado andlogo estabelecido para a equagao de Schréodinger em [19]. Fize

s<0ere(0,1). Paran € N defina
Upn(z,t) =0, Wy n(2,t) = kn~ % exp(—it(n® — 9x*n"2)) exp (inz).
Assim, € facil ver que (U pn, Wyrn) € solugdo do problema de Cauchy (6.1) com dados iniciais
up(2) = ugn(z,0) =0, wo(x) = Wy n(z,0) = kN~ exp (inx).

Considere qualquer sequéncia de nimeros reais (k) tal que K, — Kk quando n — oo e

neN
note que

(uﬂm('vo)’wmn(" O)) - (uﬁn7n('70)7wﬁn,n(.70)) - (070)7 em Hpy xH>

per per:

Agora, para t > 0, existem constantes C' > 0 e 6 > 0, independentes de n, tais que

| (e (1) Wen (1)) = (U (1) Wiy (5 1)) || s, x s

per per

= |lwen (-5 ) = Wi (-, 1) | 115, > Clexp(=9itn (k> — K2)) = 1| = Cn~°.

Logo, se a aplicagao dado-solugao fosse localmente uniformemente continua entdo deveria-
mos ter
lim |exp(—9itn *(k* — k2)) — 1| = 0,

n—oo

o que certamente nao ocorre se escolhermos k, tal que

(k* = K2)n™% = an?,

para o > 0 e 3 > 0 satisfazendo 2s + 3 < 0.

6.5 Boa Colocacao Global

Finalmente podemos provar nosso resultado de boa colocacao global.



SEQAO 6.5 ¢ Boa Colocacao Global 116

Teorema 6.5.1. (Boa Colocagio Global) Sejam s >0, 0 > 0 e (ug,wp) € H*(T) x H*(T).
Entao a solugdo (u,w) dada no Teorema 6.4.1 pode ser estendida para qualquer intervalo de

tempo.

Demonstra¢ao. A demonstragao é classica e segue da Lei de Conservagao

/(|u|2 + 30|w|*)dr = /(|u0|2 + 30| wo|?)dz. (6.26)

De fato, inicialmente consideremos s = 0. Pelo Teorema 6.4.1 podemos escolher Ty =

To(]|(uo, wo) || 22«2 ) tal que a solucdo (u(t),w(t)) existe no intervalo de tempo [—Tj, Tp).

per per

Seja agora (u,w) a solugao com dado inicial (u(7p), w(Tp)). Novamente pelo Teorema 6.4.1

existe um 77 = T (|[(u(To), w(To))|| 2 xz2 ) tal que a solucao (u(t),w(t)) existe no intervalo

per per

[Ty, To + T1]. Mas por (6.26), temos (suponha sem perda de generalidade que o = 1/3)
1 (To), w(To))ll 2

per

xL3,, = |(wo, wo)||r2 xz2 , 0 que significa que podemos tomar 7} =

per per

Ty e portanto podemos estender (u(t),w(t)) ao intervalo [—Ty,275]. Repetindo o mesmo
argumento podemos estender (u,w) para qualquer intervalo de tempo.

Seja agora s > 0. Dado (ug,wo) € H?,.(T) x H5, (T), seja (u(t), w(t)) a correspondente

per per
solugao local. Desde que H;,,(T) C L2 ,.(T) segue que (u(t),w(t)) é também a solugao local
com dado inicial (ug,wp) € L2 (T) x L?_(T) e portanto de (6.23) vale a estimativa

per per

s w) g, < 2l (0, w0l sz, (6.27)

Agora, pelo que fizemos anteriormente, a solugao (u(t), w(t)) pode ser definida em [—Tj, Tp|
onde Ty = To(||(ug, wo)|| 22 xr2 ) é dado acima. Além disso, pela demonstracao do Corolério

per per

6.3.4 segue que

1(u(®), w(t))llx, oxxe, < ell(u(t), wt)Ix, e, 1 (w(t), wE)lx, ,xxe,

Assim, para t € [—Tp, Ty}, vemos de (6.27) que (u(t), w(t)) € Xy x X¢,. Logo a imersao
Xop x X¢ — C(Ry; H¥(T) x H*(T)) implica que (u(t),w(t)) € H,.,(T) x Hy(T), t €

[—T5, Tp]. Repetindo esse mesmo argumento podemos definir (u(t), w(t)) em qualquer inter-

valo de tempo. Isso finaliza a prova do teorema. O



CAPITULO 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

De acordo com os resultados obtidos nesta tese, podemos concluir e ressaltar os seguintes

pontos:

(i) O estudo de estabilidade/instabilidade das soluc¢oes ondas viajantes peridédicas ¥ =
(0,w), onde w(z,t) = e (z) e 1, é a onda dnoidal do tipo I com um perfodo
fixado L dada no Teorema 2.1.2 esta completa. Neste caso, a Teoria de Floquet é
eficiente de modo que nossa andlise espectral é satisfatoria para aplicarmos as teorias
de Grillakis et al. [31], Grillakis [29] e mostrarmos, respectivamente, um resultado de
estabilidade nao-linear por perturbacoes peridédicas de periodo L e um resultado de

instabilidade nao-linear por perturbacgoes periddicas de periodo 2L.

(ii) Ja o estudo de estabilidade/instabilidade das solu¢oes ondas viajantes periédicas & =
(u,w), onde u(z,t) = "¢, (), w(z,t) = b’ ¢, (x) e ¢, é a onda dnoidal do tipo II
com um periodo L fixado dada no Teorema 2.3.2, nao esta totalmente completo. Nosso
resultado de instabilidade é somente em relacao a perturbagoes periddicas de periodo
2L e nao sabemos se tais ondas sao ou nao instaveis por perturbacoes periddicas de
periodo L (veja previsao trabalhos futuros abaixo). Neste caso, a Teoria de Floquet

nao é totalmente satisfatéria para obtermos um resultado conclusivo.

(iii) No caso das ondas viajantes cnoidal ¥ (z,t) = (0, e*7",(z)), onde v, é a onda cnoidal

com um periodo L fixado dada no Teorema 2.2.1, nossos estudos nao sao comple-
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tamente satisfatério, posto que nao sabemos responder se tais solugoes sao ou nao
nao-linearmente estaveis por perturbacoes periddicas de periodo nlL, n = 1,2,... em
todo o espago energia H),.([0,nL]). Por outro lado, nosso resultado de estabilidade
no espago X contribui, juntamente com os trabalhos de Gallay e Haragus ([24], [25]),
¢ Ivey e Lafortune ([36]), para acreditarmos que tais solugdes sdo nao-linearmente

estaveis por perturbacgoes periddicas de periodo L.

(iv) No que concerne a estabilidade espectral das ondas cnoidal dadas no Teorema 2.2.2,
apesar de nosso resultado nao implicar um resultado de estabilidade/instabilidade nao-

linear, ele tem seu préprio valor no entendimento da dindmica do sistema (11).

Algumas questoes levantadas nessa tese ainda merece nossa atencao para eventuais ex-

tensoes ou trabalhos futuros, os quais colocamos abaixo:

e Nossa primeira proposta de estudos futuros é a anélise de estabilidade/instabilidade
das ondas dnoidal ® = (u,w), onde u(z,t) = "¢, (z), w(x,t) = be*'¢p,(z) e ¢,
¢ a onda dnoidal do tipo II com um periodo L fixado dada no Teorema 2.3.2, com
relacao a perturbagoes periédicas de periodo L. Do ponto de vista de ondas solitarias,
conforme indicado por Sammut et al. [56], a onda viajante solitaria dada na Observacao
2.3.1 pertence a uma familia de solucées "multi-humped” cuja tnica solucao ”one-
humped” é aquela dada na Observagao 2.3.1. Desde que em geral solugoes multi-
humped sao instéveis (veja [51], [66]) acredita-se, baseando-se ainda em simulagoes
numéricas realizadas por Sammut et al. [56], que as ondas viajantes solitdrias dadas na
Observacao 2.3.1 sao nao-linearmente instaveis. Assim, uma alternativa para mostrar
um resultado de instabilidade para as ondas periddicas ® por perturbagoes periddicas
de periodo L, pelo menos para L suficientemente grande, seria mostrar que as referidas
ondas solitarias sao realmente instaveis em H'(R) e depois utilizando os resultados de
Gardner [27] ou Sandstede e Scheel [58], tentar “importar” a instabilidade das ondas
solitarias para nossas ondas periddicas, posto que tais ondas periddicas de periodo L

se aproximam das ondas solitarias quando L — oc.

e Uma outra proposta é continuar investigando a estabilidade/instabilidade nao-linear
das solugoes ondas cnoidal dadas no Teorema 2.2.1 por perturbagoes peridédicas de

periodo nL, n = 1,2,.... Um tal estudo talvez possa ser feito utilizando-se do fato
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que o operador A, 3, para [ suficientemente pequeno, possui um autovalor A com

Re(N) > 0, ou seja, o problema de fronteira

Aapv = Av (71)
v(0) = e~ PLy(L), v'(0) = e L/ (L) ‘

possui pelo menos um autovalor com parte real estritamente positiva para 3 suficiente-

mente pequeno. Isso poderia indicar que pelo menos para alguns valores de n teriamos

2

instabilidade espectral nos espagos L,

([0,nL]), se relacionarmos o espectro de A,y
em H2, ([0, L]) com o problema de autovalores (7.1). Uma tal relacao ¢ bem conhecida

para operadores auto-adjuntos do tipo Schrodinger (veja [23]). A dificuldade aqui é

que o operador A,; nao ¢ auto-adjunto.

e No Capitulo 5 estudamos existéncia de solugoes periddicas para o sistema (11) do tipo
(u,w) com u = 0 e estudamos sua estabilidade no sentido espectral quando a onda w
¢é suficientemente pequena. Uma primeira questao que surge aqui é a seguinte: serd
que as solucgoes de grande amplitude ainda sao espectralmente instaveis? Tal resultado
talvez possa ser respondido utilizando os trabalhos de Haragus e Kapitula [33] e Ivey
e Lafortune [36]. Uma outra questdo que merece atencao é estabelecer a existéncia
de solugbes para o caso em que u # 0 e posteriomente estudar suas propriedades de
estabilidade/instabilidade.

e Do ponto de vista matematico, nosso sistema pode ser generalizado para o seguinte

sistema

iy + Ugy — Pru+ <52\u|2 + 63]w|2>u + Byutw = 0

10Ws + Wep — QW + (oz2|w|2 + a3|u|2>w + agu® =0, (72
onde u,w : R* — C e 0, o, §; sao parametros reais. O sistema (7.2) tem sido bastante
estudado para valores especiais dos parametros o, «;, (3; tanto por matematicos quanto
por fisicos (veja [4], [22], [46], [51], [60], [64]), por exemplo para o = 1, ay = B4 = 0
e ag = (3, existéncia e estabilidade de solugoes ondas viajantes solitarias tem sido
estudado em [22], [51]. Em [22] foi feito uma interessante andlise sobre os parametros

para que o sistema admita solug¢oes ondas viajantes solitérias do tipo (u, w) com u # 0,

w # 0 (veja também [4], [60]). Em [51] foi considerado o sistema simplificado
Uy + Ugy + <|u|2 + 7|w|2>u =0

, ) ; (7.3)
Wy + Way + (7|w| + |ul )w =0,
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onde v € R,y > —1. Neste trabalho, solucoes ondas viajantes solitarias do tipo

u(z,t) = ePloy(x), w(x,t) = ePloy(x), B> 0 foram encontradas na forma

61(a) = 6a(e) = | [ =sech(v/B)

e um critério foi estabelecido para a estabilidade linear de tais solucoes. Até onde

sabemos, nenhuma abordagem peridédica no sentido dessa tese tem sido feita para
o sistema (7.3), mas acreditamos que usando as técnicas desta tese, um estudo de

estabilidade/instabilidade nao-linear de ondas viajantes periddicas possa ser feito.

Gostariamos ainda de aplicar as mesmas idéias desenvolvidas nessa tese para outros
problemas da fisica matematica que modelam a propagacao de um feixe de luz num deter-

minado meio, dentre o quais destacamos o seguinte sistema:

e O sistema (veja Kivshar et al. [44])

W + Wy — W+ w0 +0u =0
1
200y + Vgy — QU + §w2 +wu =0 (7.4)

31U + Uge — U + YvW = 0,

onde a, ay e x sdo constantes reais. Note que quando u = 0, x = 0 o sistema (7.4) se
reduz ao sistema Second-Harmonic-Genereting (SHG)
W + Wep — w +wv =0

(7.5)

200 + Vg — QU + §w2 =0,

estudado por Angulo e Linares [7] e Yew [66]. Solugoes ondas solitdrias para o sis-
tema (7.4), com a = «a; = 1, do tipo w = wysech?(x/2), v = wvgsech?(x/2) e
u = ugsech?(x/2), onde wy, vo € ug sao constantes que satisfazem as relagoes

9’00

= —, 4xvd 4 6vy = 9, Uy = = XWoUo,
3+ 4xp XY 0 0 XWoUo

2
w
0 3
foram mostradas em Kivshar et al. [44]. Nenhum resultado de estabilidade/instabilidade
nao-linear é conhecido tanto para ondas viajantes solitarias quanto para ondas viajantes

periddicas.



CAPITULO 8

Apeéndice

8.1 Apéndice A

Daremos aqui as principais propriedades do operador de Schrédinger
d2

H=-"
dx?

+ q(x), (8.1)

onde ¢(z) € R é suave e tem periodo minimal L > 0. Estamos interessados no espectro

2
per

do operador H mno espago L?_ ([0, L]) ou nos espacos L*(R) e Cy(R), o espago das fungoes
limitadas e uniformemente continuas sobre R.
Nosso primeiro objetivo sera estudar o espectro de H no espaco Lzer([(), L]). Considerando

a equacao diferencial ordindria

Hv = Ao, A eR. (8.2)

Todas as solugoes periddicas de (8.2) podem ser caracterizadas da seguinte forma: sejam
d1(z, \) e ga(x, A) as solugdes de (8.2) satisfazendo

¢1(07>‘) - 1a¢,1(07)\) :Oa ¢2(07)\) :07¢/2(07)\> = 17
respectivamente, e defina
D = D(X) = ¢1(L,A) + ¢5(L, A).

121
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Entao o seguinte teorema, conhecido como Teorema de Floquet, pode ser encontrado em
23], pg ©:

Teorema 8.1.1. Nas condi¢oes acima tem-se:

(i) Se D > 2. Existem duas solugoes linearmente independentes do tipo

i(z) =™ pi(x),  ha(x) = e pa(2),
onde m € R e px, k = 1,2, sao periodicas de periodo L.
(ii) Se D < —2. Andlogo ao caso (i) com m substituido por m + 7.

(iii) Se =2 < D < 2. Ezistema € R com 0 < aL <7 (ou —m < aL < 0) e duas solu¢des

linearmente independentes da forma

Ui(z) = epy (), Pa(x) = e " py(x),
onde py e py sao periodicas de periodo L.

(iv) Se D =2. Ezistem duas solugées linearmente independentes do tipo

Y1(z) = pi(z), Ya(z) = pa()

ou do tipo
Yi(z) = pi(2), Ya(z) = zp1(z) + pa(2),

onde p1 e py sao periodicas de periodo L.

(v) Se D = —2. Ezistem duas solugdes linearmente independentes do tipo

i(e) = eT7pi(z) = Pi(a),  da(z) = ¢T7py() = Pola)
ou do tipo
Yi(x) = Pi(z),  tolz) = 2Pi(2) + Pa(x),
onde p1 e py sao periodicas de periodo L.

Note que no caso (v) as fungoes Py e P; sdo semi-periddicas com semi-periodo L, ou seja,
satisfazem Py(x + L) = —Py(z),k = 1,2.
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Observagao 8.1.2. Nos casos (iii)-(v) sempre existe uma solugdo do tipo

v(x) = "“p(x),

onde o € (—%, ﬂ e p € periddica de periodo L. Além disso, nestes casos e, somente

nestes casos, o problema (8.2) possui uma solucdo limitada.

No que segue, denotaremos por UL%;ET([&L])(H)’ or2mw)(H) e o¢,w)(H), respectivamente, o
espectro de H em L2,.([0, L]), L*(R) e C,(R).

per

Consideremos o problema de autovalores periodico

Hu = \u
(8.3)
{ u(0) =wu(L), v (0) = (L).

2

2er([0, L]) equivale a encontrar os valores de

Dessa forma, determinar o espectro de H em L
A para os quais o problema (8.3) possui uma solu¢ao nao trivial. Da teoria dos operadores

compactos simétricos segue que o2

per

(j0,2]) () é constituido por uma sequéncia de autovalores
{A\n }nen satisfazendo Ag < A\ < Ay < ..., onde autovalores duplos sdo enumerados duas vezes
e A\, — oo quando n — oo. Denotaremos por (, a autofuncao associada a \,. O problema

(8.3) esta relacionado com o problema de autovalores semi-periédico

(1 ¥
u(0) = —u(L), v (0) =—u'(L).

Os autovalores de (8.4) podem ser enumerados numa sequéncia { i, fney com pg < pg <
o < ..., e i, — oo quando n — oo. Novamente autovalores duplos sao enumerados duas
vezes. Denotaremos por &, a autofungao associada a .

A Eq. (8.2) possui uma solucdo de periodo L se, e somente se, A = \,, n = 0,1,2,...
e possui uma solucao de periodo 2L se, e somente se, A = A\, ou A = pu,, n = 0,1,2,....
Se todas as solugoes de (8.2) s@o limitadas dizemos que (8.2) é estdvel. Se (8.2) possui pelo
menos uma solugao nao trivial limitada, dizemos que (8.2) é condicionalmente estdvel. Caso
contrario, dizemos que a Eq. (8.2) é instdvel. Além disso, o Teorema de Oscila¢do (veja

Teorema 2.1 em [47]) nos diz que os autovalores A, e p, satisfazem a relacao:
Ao <o <pp <A S A <pp <z < A3< A<l

Os intervalos (g, fo), (41, A1), - - . sdo chamados intervalos de estabilidade, posto que todas as

solugoes de (8.2) sao limitadas se A € (g, f0)U(p1, A1)U. . .. Osintervalos Ao, tol, [pt1, M, - - -
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sao chamados de intervalos de estabilidade condicional, posto que (8.2) possui pelo menos
uma soluc¢do nao trivial limitada se A € [Ao, o] U [1, A1] U ... e, finalmente os intervalos
(—00, Xo), (0, 1), (A1, A2), ... sdo chamados intervalos de instabilidade posto que todas as
solugoes de (8.2) sdo ilimitadas se A € (—00, Ag) U (fo, pt1) U (A1, A2) U ..., sendo que alguns
destes intervalos sao omitidos sempre que temos um autovalor duplo. Note que o intervalo
de instabilidade (—o0, \g) sempre aparece na sequéncia acima.

Teorema de Comparagao: o Teorema de Comparagao pode ser enunciado como segue:
Seja H, = —% + ¢1(z), onde q1 € suave e tem periodo minimal L. Denote por A, os

autovalores do problema periddico (8.3) com H substituido por Hy. Se q1(z) > q(z) entdo
Aiw > Ae,  n=01,2.... (8.5)

Além disso, a desigualdade em (8.5) € estrita, a menos que q1(x) = q(x) em quase toda parte.
Um resultado analogo também é valido para os autovalores do problema semi-periédico
(8.4).
Agora temos a caracterizagao do niimero de zeros das autofungoes ¢, e &, associadas aos

problemas de autovalores (8.3) e (8.4), a saber,

(i) ¢o nao tem zeros em [0, L),
(ii) Cont1 € Conyo tem exatamente 2n + 2 zeros em [0, L),

(iii) &2 e &ony1 tem exatamente 2n + 1 zeros em [0, L).

Exemplo 8.1.3. (A Equacdo de Lamé) Consideremos a equagio de Lamé
V" 4+ A — m(m + 1)k*sn?(z; k)jv = 0, (8.6)

onde m € um parametro real, sn denota a Fung¢ao Eliptica Jacobiana denominada senoidal
e k* é o mddulo eliptico (veja Apéndice B). Entio a Eq. (8.6) possui solugoes de periodo
2K ou 4K se, e somente se, m € um inteiro. Se l € definido por | = m se m é um inteiro
ndo-negativo e por | = —m — 1 se m é um inteiro negativo entio a equagdo de Lamé (8.6)
terd no mdzimo | + 1 intervalos de instabilidade (incluindo o intervalo (—oo, \)). Mais
ainda, se m € um inteiro ndo-negativo entao (8.6) possui exatamente m + 1 intervalos de

instabilidade (veja [47)).



CAP. 8 ¢ Apéndice 125

Estaremos agora preocupados com o espectro de H em L*(R) e Cy(R), bem como a
decomposicao de H em operadores do tipo Bloch. O préximo resultado pode ser encontrado

na demonstragao da Proposi¢ao 2.1 em [26].

Teorema 8.1.1. Tem-se que A € oc,w)(H) se, e somente se, o operador (H — \I) tem

nicleo nao trivial em Cp(R).
Como um resultado imediato do Teorema 8.1.1 e da Observacao 8.1.2 anterior, temos

Corolario 8.1.4. A\ € o¢,®)(H) se, e somente se, a Eq. (8.2) tem uma solugdo do tipo

p(x) com a € (—%, ﬂ e p periodica com periodo L.

ox

v(r) =e
Seja S a uniao de todos os intervalos de estabilidade, i.e.,
S = [Ao, to] U [1, A] U Mg, po] U ... (8.7)
Segue do Teorema 8.1.1 e do Corolario 8.1.4 que
oc,m)(H) =S. (8.8)
Por outro lado, é bem conhecido que o2(g) é puramente essencial e (ver [53], pg. 297)
oraw)(H) = S. (8.9)
Como uma consequéncia de (8.8) e (8.9), temos o importante teorema

Teorema 8.1.5.

0L2(R)(H) = UCb(R)(H) =S.

Notemos agora que para v(zx) = €'““p(x), com p periddica de periodo L, temos as seguintes

equivaléncias

—v"+qz)v—I=0 & —(0,+ia)*p+q(x)p—Ap=0
& [0, +ia)? +q(z)p=p (8.10)

& A€oz (o) (Ha),
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onde H, = —(9, +ia)?® + g(z). Assim,
Aeoc,m(H) & A€o (ou(Ha), paraalgum a € (=f, 7]

= )\ E U O-Lger-([ovL])(HO‘)'
]

Na verdade, acabamos de provar o seguinte resultado fundamental

ae(f

Bl
ikl

Corolario 8.1.6.

o2y (H) = ocym(H) = U oz (o.0)(Ha):

per

Observacao 8.1.7. O Corolario 8.1.6 nos dd uma caracteriza¢io do conjunto S em (8.7)

ae(f

el
™~

como uma uniao de espectros de operadores sobre LIZ,ET([O,L]). Uma outra caracteriza¢ao

similar pode ser feita estudando o problema de autovalores 6-periddico (em Lier([(), L))

-y +q(z)y =My

y(L) = e™y(0), y'(L) = ™y (0),

onde 6 € (—1,1]. Efcicz’l verificar que, assim como no caso periodico, o problema acima é
auto-adjunto para todo 0 € (—1,1] e que eziste uma sequéncia enumerdvel de autovalores,

digamos A\, (0),n =0,1,..., convergindo para +00. Assim, para
S={\0); 0e(-1,1] en=0,1,...}
temos 8§ = S (ver [23], pg. 32).

Observacgao 8.1.8. Note que (8.10) mostra que os problemas

{ Huop = pp
p(0) = p(L), p'(0)=p'(L).

{ Hv = pv
v(0) = e~ Ly(L), v'(0) = e L/ (L).

sao equivalentes pela transformagdio v(x) = " **p(x).
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8.2 Apéndice B

Estabeleceremos algumas propriedades bésicas das integrais elipticas Jacobianas (veja

20]). A integral eliptica de primeiro tipo é definida por

y dt ® do
/ - — =/ —= = F(p, k),
0 \/(l_t)(l_kt) 0 1 — k2sin®0

onde y =senp e k € (0,1). A integral eliptica de sequndo tipo é definida por

v o1 _ k22 ¥
/ —dt:/ V1—k2sin?0 df = E(p, k).
0 1—¢ 0

O ntimero k é chamado de médulo eliptico. O ntimero &' = v/1 — k2 é chamado de médulo

eliptico complementar. O parametro ¢ é chamado o argumento das integrais elipticas. E

T
usualmente entendido que 0 < y < 1 ou ainda que 0 < ¢ < 5 Para y = 1, as integrais

acima sao ditas ser completas. Neste caso, escrevemos,

F (g k;) = K(k) = K,

/1 dt _/2 df
o VI-)1—-k) Jo /1-—k2sin®6
1 — k2¢2 3
idt:/ V1 - k2sin?6 d@zE(z,k,‘)EE(k)zE.
0 2

1—1t2
Claramente temos que K (0) = FE(0) = g, enquanto que E(1) =1 e K(1) = 4+o00. Para

dK PPK dE ) ) .
k € (0,1), temos s > 0, ey > 0, T < 0, sl < 0e E(k) < K(k). Além disso,

E(k) + K(k) e E(k)K(k) sao fungoes estritamente crescentes de k € (0,1). As integrais

elipticas completas K e F satisfazem as seguintes equacgoes diferenciais hipergeométricas

d*’K dK
kk?—— + (1 — 3k*)— — kK =
gz H 3R 0
d*E dE
kk*—— + k*— +kE =0
T
e suas derivadas sao dadas pelas relagoes
dK FE— KPP K
dk kK72
dE  E-K

dk ~ k
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As fungoes Jacobianas elipticas serao definidas como segue. Considere a integral eliptica,

n dt 0 46
i) == [ -/ = F(p.k),
o (1 —12)(1— k%2 0 1 — k2sin’0

que é uma funcao estritamente crescente na variavel y;. Sua inversa é escrita como sendo

y1 = senp = sn(u; k) onde ¢ = am(u; k). A fungdo sn(u; k) é chamada senoidal e a fungao
am(u; k) é chamada funcao amplitude de u. Podemos escrever ainda, y; = snu quando
nao é necessario enfatizar o moédulo k. As outra duas funcoes elipticas basicas, as funcoes

cnoidal e dnoidal, sao definidas em termos de sn por,

en(uy k) = /1 —yi = /1 —sn?(u; k),

dn(u; k) = /1 — k2y? = /1 — k2sn2(u; k).
Notemos que estas fungoes sdo normalizadas fazendo-se uso de sn(0; k) = 0, cn(0; k) = 1
e dn(0;k) = 1. As fungoes cn(+; k) e dn(-; k) s@o pares enquanto sn(-; k) é impar. Estas
funcoes sao periddicas com respectivos periodos minimais dados por 4K, 4K e 2K, ou seja,
sn(u+4K; k) =sn(u; k), en(u + 4K k) = en(u; k), dn(u + 2K k) = dn(u; k).
Além disso, as relagoes,

4
sn?u + cnu = 1, k%snu + dnu = 1, k”%snu 4 cn’u = dnu,

—1<sn(u;k) <1, =1 <en(ujk) <1, k% <dn(u; k) <1,

\ sn(u + 2K; k) = —sn(u; k), en(u+ 4K; k) = —cn(u; k),
ocorrem para todo k € (0,1) e u € R. Alguns valores especificos sao dados abaixo

sn(0) =0, en(0) =1, sn(K) =1, en(K) =0,

sn(u + 2K) = —snu, cn(u + 2K) = —cnu.

Para os valores especificos de £ = 0, 1, temos

sn(u;0) = sinwu, cn(u;0) = cosu, dn(u,0) =1,

sn(u; 1) = tanhw, cn(u; 1) = sechu, dn(u, 1) = sechu.
Finalmente, tem-se as férmulas para as derivadas,

—snu = cnu dnu, —cnu = —snu dnu, —dnu = —k*cnu snu.
ou ou ou



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Akhmediev, N., Ankiewicz, A., Solitons, Nonlinear Pulses and Beams, Shapman&Hall,
London, 1997.

Akhmediev, N., Ankiewicz, A., Partially coherent solitons on a finite background, Phys.
Rev. Lett. 82 (1999), 2261-2264.

Albert, J. P., Bona, J. L., Henry, D., Sufficient conditions for stability of solitary-waves
solutions of model equations for long waves, Physica D 24 (1987), 343-366.

Ambrosetti, A., Colorado, E., Bound and ground states of coupled nonlinear Schrédinger
equations, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006), 453-458.

Angulo, J., Stability of periodic traveling waves solutions for the Schrodinger and Modi-
fied Korteweg-de Vries equations, J. Diff. Equations 235 (2007),1-30.

Angulo, J., Bona, J. L., Scialom, M., Stability of cnoidal waves, Adv. Differential Fqua-
tions 11 (2006), 1321-1374.

Angulo, J., Linares, F., Periodic pulses of coupled nonlinear Schrodinger equations in
optics, Indiana Univ. Math. J. 56 (2007) 847-878.

Angulo, J., Ezistence and stability of solitary wave solutions to nonlinear dispersive

evolution equations, Publicacoes Matematicas, IMPA, (2003).

129



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 130

[9]

[10]

[18]

Angulo, J., Natali, F., Positivity properties and stability of periodic travelling-wave
solutions, preprint, (2007).

Benjamin, T. B., Internal waves of permanent form in fluids of great depth, J. Fluid
Mech. 29 (1967), 559-592.

Bejamin, T. B., The stability of solitary waves, Proc. Royal Soc. London A 338 (1972),
153-183.

Bejamin, T. B., Lectures on nonlinear motion. In Nonlinear Wave Motion, American
Math. Soc., Providence, R. 1. Lectures Notes in Applied Mathematics 15 (1974), 3-47.

Bona, J. L., On the stability theory of solitary waves, Proc. Royal Soc. London A 344
(1975), 363-374.

Bourgain, J., Fourier transform restriction phenomena for certain lattice subsets and
applications to nonlinear evolution equations I, II, Geom. Funct. Anal. 3 (1993), 107-
156, 209-262.

Bourgain, J., Global Solutions of Nonlinear Schrédinger Equations, Amer. Math. Soc.
Coll. Publ., vol. 46, American Mathematical Society, Providence (1999).

Boussinesq, J., Théorie de 'intumescence liquide appeleé onde solitaire ou de translation

se propageant dans un canal re rectangular, Comptes Rendus 72 (1871), 755-759.

Boussinesq, J., Théorie des ondes et des remous qui se propageant le long d'un canal
rectangular horizontal en communiquant au liquide contenu dans ce canal des vitesse
sensiblement pareilles de la surface au fond, J. Math. Pure Appl. (2) 17 (1872), 55-108.

Braganca, L. M. M., O Problema de Cauchy para um sistema de equacoes do tipo
Schrodinger nao-linear de terceira ordem, Tese de Doutorado, Universidade Estadual
de Campinas, 2007.

Burg, N., Gérard, P., Tzvetkov, N., An instability property of the nonlinear Schrédinger
equation on S Math. Res. Lett. 9 (2002), 323-335.

Byrd, P. F., Friedman, M. D., Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and Scien-
tists, Springer Verlag, Nova York (1971).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 131

[21] Cazenave, T., An Introduction to Nonlinear Schrodinger Equation, Textos de Métodos
Matemaéticos, vol. 26, Universidade Federal do Rio de Janeiro (1989).

[22] de Figueiredo, D. G., Lopes, O., Solitary waves for some nonlinear Schrédinger systems,
Ann. Inst. H. Poincare, AN (2007), doi:10.1016/j.anihpc.2006.11.006.

23] Eastham, M. S. P., The Spectral Theory of Periodic Differential Equtions, Scottish
Academic Press, London (1973).

24] Gallay, T., Haragus, M., Stability of small periodic waves for nonlinear Schrédinger
equation, J. Differential Equations 234 (2007), 544-581.

[25] Gallay, T., Haragus, M., Orbital Stability of periodic waves for nonlinear Schrédinger
equation, aceito no J. Dyn. Diff. Eqns.

[26] Gardner, R. A., On the structure of the spectra of periodic travelling waves, J. Math.
Pures Appl. 72 (1993), 415-439.

[27] Gardner, R. A., Spectral analysis of long wavelength periodic waves and applications,
J. Fir Die Reine und Angewandte Mathematik, 491 (1997), 149-181.

28] Grillakis, M., Linearized instability for nonlinear Schrodinger and Klein-Gordon equa-
tions, Comm. Pure Appl. Math. 41 (1988), 747-774.

[29] Grillakis, M., Analysis of the linearization around a critical point of an infinite-
dimensional Hamiltonian system, Comm. Pure Appl. Math. 43 (1990), 299-333.

[30] Grillakis, M., Shatah J., Strauss, W., Stability theory of solitary waves in the presence
of symmetry I, J. Funct. Anal. 74 (1987), 160-197.

[31] Grillakis, M., Shatah J., Strauss, W., Stability theory of solitary waves in the presence
of symmetry II, J. Funct. Anal. 94 (1990), 308-348.

[32] Haragus, M., Lombardi, E., Scheel, A., Spectral stability of wave trains in the Kawahara
equation, J. Math. Fluid Mech. 8 (2006), 482-509.

[33] Haragug, M., Kapitula, T., On the spectra of periodic waves for infinite-dimensional

Hamiltonian systems, preprint (2007).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 132

[34]

[35]

[36]

[37]

[3]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

Ince, E. L., The periodic Lamé functions, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 60 (1940), 47-63.

lorio, R., lIorio, V. M. V., Fourier Analysis and Partial Differential Equations, 70,
Cambridge Stud. in Advan. Math. 2001.

Ivey, T., Lafortune, S., Spectral stability of periodic NLS and CGL solutions, preprint.

Kapitula, T., Kevrekidis, P. G., Sandstede, B., Counting eigenvalues via the Krein
signature in infinite-dimensional Hamiltonian systems, Physica D 195 (2004), 263-282.

Kato, T., Perturbation Theory for Linear Operators, Springer-Verlag, 1976.

Kenig, C. E., Ponce, G., Vega, L., A bilinear estimate with applications to the KdV
equation, J. Amer. Math. Soc. 9 (1996), 573-603.

Kenig, C. E., Ponce, G., Vega, L., Quadratic forms for the 1-D semilinear Schrédinger
equation, Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996), 3323-3353.

Kenig, C. E., Ponce, G., Vega, L., The Cauchy problem for the Korteweg-de Vries
equation in Sobolev spaces of negative indices, Duke Math. J. 71 (1993), 1-21.

Kenig, C. E., Ponce, G., Vega, L., Well-Posedness and scattering results for the genera-
lized Korteweg-de Vries equations via Contraction Principle, Comm. Appl. Math. 46
(1993), 527-620.

Kivshar, Y. S., Bright and dark spatial solitons in non-Kerr media, J. Opt. Quantum
Electron. 30 (1998), 571-614.

Kivshar, Y. S., et al., Multi-component optical solitary waves, Physica A 288 (2000),
152-173.

Korteweg, D. J., de Vries, G., On the change of form of long waves advancing in a
rectangular channel and a new type of long stationary waves , Phil. Mag. 39 (1895),
422-443.

Lin, T. C., Wei, J., Ground states of N coupled nonlinear Schrodinger equations in
R™ n <3, Commun. Math. Phys. 255 (2005), 629-653.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 133

[49]

[50]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

Magnus, W., Winkler, S., Hill’s equation, vol 20, Interscience, Tracts in Pure and Appl.
Math., 1976.

Mielke, A., Instability and stability of rolls in the Swift-Hohenberg equation, Comm.
Math. Phys. 189 (1997), 829-853.

Molinet, L., Global well-posedness in the energy space for the Benjamin-Ono equation
on the circle, Math. Ann. 337 (2007), 353-383.

Natali, F.; Propriedades de Positividade e Estabilidade de Ondas Viajantes Periodicas,
Tese de Doutorado, Universidade Estadual de Campinas, 2007.

Pelinovsky, D. E., Kivshar, Y., Stability criterion for multicomponent solitary waves,
Phys. Rev. E 62 (2000), 8668-8676.

Pelinovsky, D. E., Yang, J., A normal form for nonlinear resonance of embedded solitons,
Proc. R. Soc. Lond. A (2002), 1469-1497.

Reed, S., Simon, B., Methods of Modern Mathematical Phisics: Analisys of Operators,
vol IV, Academic Press, 1978.

Rowlands, G., On the stability of solutions of the nonlinear Schrédinger equation, IMA
J. Math. Appl. 13 (1974), 367-377.

Russel, J. S., Reports on waves, Rep 14th Meet. Brit. Assoc. Adv. Sci. (1834), 311-390.

Sammut, A. R., Buryak, A. V., Kivshar, Y. S., Bright and dark solitary waves in the
presence of the third-harmonic generation, J. Opt. Soc. Am. B 15 (1998), 1488-1496.

Sammut, A. R., Buryak, A. V., Kivshar, Y. S., Modification of solitary waves by third-
harmonic generation, Opt. Lett. 22 (1997), 1385-1387.

Sandstede, B, Scheel, A., On the stability of periodic travelling waves with large spatial
period, J. Differential Equations 172 (2001), 134-188.

Scarpellini, B., L?-perturbations of periodic equilibria of reaction diffusion systems,
Nonlinear Diff. Eqns. Appl. (NoDEA) 3 (1994), 281-311.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 134

[60]

Sun, J. Q., Gu, X. Y., Ma, Z. Q., Numerical study of the soliton waves of the coupled
nonlinear Schrodinger system, Physica D 196 (2004), 311-328.

Weinstein, M. 1., Liapunov stability of ground states of nonlinear dispersive evolution
equations, Comm. Pure Appl. Math. 39 (1986), 51-68.

Weinstein, M. 1., Existence and dynamic stability of solitary wave solutions of equations
arinsing in long wave propagation, Comm. Partial Differential Equations 12 (1987),
1133-1173.

Whitam, G. B., Linear and nonlinear waves, John wiley, New York, 1974.

Wright, O. C., The stationary equations of coupled nonlinear Schrodinger system, Physi-
ca D 126 (1999), 275-289.

Yang, J., Malomed, B. A., Kaup, D. J., Embedded solitons in second-harmonic-
generating systems, Phys. Rev. Lett. 83 (1999), 1958-1961.

Yew, A. C., Stability analysis of multipulses in nonlinearly-coupled Schrodinger equa-
tions, Indiana Univ. Math. J. 49 (2000), 1079-1124.



