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RESUMO

0 objetivo deste trabalho ¢ a determinacao da distri-
buicado exata do Criterio sugerido por Bartlett (1937}, para tes-
tar a hipdtese de igualdade de matrizes de covariancia em popula-

¢0es normais multivariadas independentes.

Para isto, parte-se dos momentos do critério e atraveés
da utilizacdo da Transformada de Mellin com o auxilio do Teorema
dos Residuos chega-se a funcac densidade do criterio e dai a sua
distribuicdo acumulada. Os resultados sio apresentados em termos
de fung¢goes especiais {a fun¢ado H e a fungao G-de Meijer) e em for
ma computdvel, para ¢ caso em gue © numerc de variaveis é maior

ou igual que o numero de populagoes.
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INTRODUCAC

Para testar a hipGtese de igualdade das matrizes de co
variadncia em g popula¢des normais p-variadas independentes, Bar-
tlett (1937) sugeriu um critério, que & uma modificagao do crité-

rio da razdo de verossimilhanca de Wilks.,

Anderscn (1858, Cap. 10), apresenta detalhadamente o]
teste e os criterios de Wilks e Bartlett, bem como o0s momentos do
critério de Bartlett. A partir dos momentos ele apresenta a dis-
tribuigao exata do critério para os casos em gue ha apenas  duas
populacoes (g=2} e uma ou duas (p=l ou p=2) variaveis. Para os de
mais casos ele da a distribuicac assintotica do criteéerio baseado
numa teoria geral para a distribuicdo assintética do critério da

razao de verossimilhanga (Box, 1939).

Agui, neste trabalho, sera apresentada a distribuicgao
exata do critério de Bartlett, quando a hipotese & verdadeira. Pa

ra igto sera utilizada a transformada de Mellin.

A transformada de Mellin tem sido bastante usada na de
terminacao de distribuicdes exatas na Estatistica, desde que Nair
(1938) a utilizou para obter a funcgao densidade de uma variavel

aleatbria através de sua sequéncia de momentos.

A transformada de Mellin tem sido usada na determina-
¢ao da distribuigdo exata de produtos de variaveis aleatorias in
dependentes (Epstein (1948), Springer e Thompson (1966}, Lomnic-
ki (1967), Rathie e Pederzoll (1980) e outros}.

Particularmente, na determinacao de distribuicac exata
de critérios de testes de razao de vercossimilhanga a transformada
de Mellin tem sidc de grande importancia. Mathai (1970, 1971), Ma
thai e Rathie (1970, 1971a, 1971b}, Jain, Rathie e Shah (1975}, a
utilizam na determinacdo da distribuicao exata de criterios de va
rios testes.

Rec;ntemente, com o auxilio de programas de computa-

dor, foram calculados os pontos percentuais a partir da distribul

L gmed



¢io exata de produto de varidveis aleatorias independentes (Ra~-
thie e Rohrer, 1980) e de critérios de testes da razao de verossi

milhanga {Katyiar e Mathai, {197%9a, 197%b, 1980).

A distribuig¢do exata do critéric de Bartlett sera apre
sentada inicidlmente em termos das fungocs especiais Funcgao H @
Fungao G-de Meijer (Capitulo 1), onde sao discutidos dois Casos
espeéiais e em seguida {Capitulc 2), é apresentada a distribuicao
exata numa forma computavel, a partir da gual podem ser calcula-
dos os pontos percentuais atraves da fungao distribuigao acumula-
da. Por conveniéncia do método e para simplificagdo computacional
os resultados serio apresentados para tamanhos de amostras iguais
e subdivididos em.4 casos: 1)} p par, g par:; 2) p impar, g impar ;
3) p par, g Impar e 4) p Impar, g par. Sera discutido o caso em
que o numero de varidveis é maior ou igual que o numero de popula
¢oes, p>d. O caso, mais simples, em gue p<q foi estudado por Ma-
thai (1971).



CAPITULO I

2 DENSIDADE DO CRITERIC DE BARTLETT FM TERMOS DE
FUNCOES ESPECIAIS

1.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo, € apresentado o critério de Bartlett pa
ra testar a hipodtese de igualdade de matrizes de covariancia. A
partir dos momentos do critério e usando-se a transformada inver-
sa de Mellin, encontra-se a funcdo densidade do critéric, que e
apresentada em termos das fun¢Oes especiais G-de Meijer e H, Al-
gﬁns casos especiais sido dados em termos de fungdes especiais ele

mentares.

1.2 - O CRITERIO DE BARTLE?TT PARA TESTAR A IGUALDADE DE MATRIZES
DE COVARIANCIA

Sejam g populagdes normais p-variadas independentes com
matrizes de covariancia Xl,...,E . Extrai-gse uma amostra de cada
populagao. Seja gég) (a=l,...,Ng: g=1l,...,q) uma cobservacgao da
g~&sima populacac N(E(g), o).

Para testar a hipégese

{1.2.1) H:£l=22=...=5 '

o0 critério da razao de verossimilhanga dado por Wilks (1932} é

q .
(1/2)N
To|a_| g ,
- g (1/2)pN
(1.2.2) =928 qN
|A|(l/2)N i N(l/Z}pNg
g=1 %
onde,
Ng .
A - T (gég)_%(g))(¥ig)_%(g)y’ g:l!-'.rq



qd g
a-ra, 9 :Ni b Ki[g]
g=1 9 - g i=1 "~
@ _ | L
xig = : para a g-esima amostra
X .
P

x,. € uma observacao da j-esima variavel no i-ésimo elemente da

g-ésima amostra.

N , g=1,...,q sac os tamanhos das amostras e

[T

Bartlett (1937), propds um criterio, gue ¢ uma modificagao do cri

teério de Wilks e & dado por

d
ro|A |(l/2)ng
g=1 d
{1L.2.3) V= _ ;o 0eve]
|A[(1/2)n
onde
N -1 K
n =N - e n= ¥ n_=N~g
g g g=1 9

C h-ésimo momento de V, guando H & verdadeira, foli acha

do por Wilks (1932} e € dado por (ver Anderson (1958), pg 253):

1 . ' 1 .
p g TUlx{n +h.n_+1-1})] P [=(n+l-1i}]
(1.2.4) ©EB(WH=n4dn1 —2_9 " d : 2
i=1|g=1

FV%(Hg+1~i)1 F[%(n+hn+l~i}]

Como 0<V<l, os momentos determinam unicamente a distribuigao.
&
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1.3 ~ AS FUNCOES ESPECIAIS H E G-DE MEIJER

A Funcgdo H foi introduzida por Fox (1961) e é definida
na forma de uma integral do tipo Mellin-Barnes, como (ver, por

exemplo, Mathai e Saxena (1978))

m T
T Fb,+g.8). N P{l-a.-c.s)
(1.3.1)  Hz @0y )t e) I S I3 s
pfq {b]_’B].) rv-o;(bqyﬁq) 27‘1 q p
' 1 T{i-b.-B.s) 1 Tm'+%s}

Miamel 90 5onat

onde,
i=/~T; p,q,m,n s3o inteiros tals que 1 m<g, 0<n<p ;

uj {1=1,...,p}, fi {1=1,...,q) sac positivos; e

aj (3=1,...,p), L. (i=1,...,9} sao complexos tais que
.

aj(bn+v}# Bh(aj—l»A}, para w,A=0,1,... ; h=1,...,m; J=1,...,n.
L & um contorno separando os pontos

-S= b.+\) B. .i—l;-.c,m: -wo;l..-
e

~s={a,-1-v)/a., I=1,...,n; =0,1,.
5 / gr u

Para um estudo defalhado das condigoes de existencia, CXpansoes
assintoticas e continuacdoes analiticas, ver Braaksma (1964).
A funcgao G~de Meijer, na forma de uma integral do tipo

Mellin-Barnes foi definida por Meijer (1941, 1946) ¢ & dada por
(Erdelyi e ocutros (1953) pg. 206-208, Luke (1969}, pg. 143)

m 1
4 0 'E_Iwbj+5}IH_I(l—ajaS)
(1.3.2) G™D|g| Y e Lo 3=t =1 =% g
o P,qf by, ... by | 2T q o s
: I TP(l-b.-s) T r(a.+s)

)



Lo

onde o produto vazio € igual a 1, O<m<qg, O<n<p e os parametros sac
tais gue nenhum polo de P{bj+s), j=1,...,m, coincide com gualquer

polo defr(l-ak-s), k=1,...,n.

Ha trés contorneos L de integracao:

al L vai de —ie a +i® de tal modo gue todos os polos de T {b.+s},
j=1,...,m, figquem a direita e todos os polos de P(l“ak—s), k=1,..
..,n a esquerda, de I.. A integral converge se pP+J<2{m+n) e
|arg x|<(m+n—(l/2}p—(l/2)q)ﬁ. Se |arg X|={m+tn-{1/2)p-{1/2)a) ™, a
integral converge absolutamente gquando p=g sc Re(v)<-1; e guando
p#g, se com s=0+ir, 0 e 1 reais, ¢ ¢ escolhido de Eal modo que pa

ra t++%, {(g-plo>Re(v)+1+(1/2)p-(1/2}g, onde v= g b.- g a.

b} L & um ciclo comecando e terminando em +=, no sentide anti-ho

rario, englobando todos os polos de F(bj+s), j=1,...,m, mas ne-
nhum dos polos de P(lwak*s), k=1,...,n, A integral converge se
a»>l e, ou p<g ou p=q e izicl

c) L & um ciclo comegando e terminando em -w, no sentido horario,

englobando todos os polos de T(lmak_s}, k=1,...,n, porém nenhum
de T(b,+s), j=1,...,m. A integral converge ze p>l e, ou p>q ou
p=q e zl>1

A funcdo G-de Meijer & um caso especial da TIungao I,

quandoc %y, i=l,...,p e ﬁj, Jj=1,...,9 sao raclonais.

1.4 - A DENSIDADE DE Vv, EM TERMOS DAS FUNGOES H E G-DE MEIJER

Por uma guestao de simplicidade de calculos, principal
mente na expressac da densidade de V em forma computavel, sera

considerado, neste trabalheo, o caso em gue

(1.4.1) n

Neste caso,

g=19
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P |rg Vbt e o
(1.4.2) E(vh = 1 ¢f2li2/2)n'ebntvl-1)]  T{{1/2)(n'gvl-1)]
i=1 Fqi(l/2)(ﬂ'+lwi}} ri{l/2) (n'g+hn'g+l-i)]

Esta expressac pode ser reescrita como

P Ne| I T
(1.4.3) E(Vh) = C 1 [ r4i{l/2y{n'+hn'+1-i}]
ISR | PI(L/2) (n'q+hn'qel-i) ]

onde

P . ,
{1.4.4) C - I J’F[(l/z)(n g+l-i}]
Prd i1 (190 41/2) (n+1-1) ]

Para determinar a densidade de V, sera usada a transfor
mada inversa de Mellin cuja definigao e

1 h-1, _-h
(1.4.5) f(Z)Zﬁ—J‘ JE(Z )z dh .

i
onde L & um contornc apropriado e i=v-1,

Cordeiro (1980), apresenta uma descrigao detalhada so-
bre a transfornada e a transformada inversa de Mellin com ©s re-
sultados e propriedades que as tornam uteils em aplicaglbes na Esta
tistica., Ele também demonstra que existe uma relagac um-a-um en

tre a transformada e a distribuicao de probabilidade gue a define.

Aplicando a transformada inversa de Mellin ao h-ésimo

momento de V dado por {(1.4.3), obtém-se

(1.4.6) f(v):cp'q VER I

1 b JFq[(l/E) (n__'+hn’+l~—i)__]1\_!1-1_3_fﬂh bevel
Li:ll FTi(E/2) {in+hn+1-1}] j -

Fazendo a mudanca de variavel s=(1/2)({n'+hn'+1),

l .
= (S - DR TS
(1.4.7)  fv)=c! Sio" SN to-{1/2)) L ds,  0<v<l
P, L J i=1 T{q(s+—"§—iz)]J
L q

onde,



(1.4.8) c! ==§§ C

pA Prq°

fendo em vista a definigao (1.3.1)

L Ry

_ (1—q=1),ql: i=1,...,p
r" _pq,0 | n'
(1.4.9) f{v)=C' v~ H : .

P (—=,1}; i=1l,...,p ; U<wel

repetido ¢ vezes

que é a expressao da densidade do V ecm termos da Funcgao H. Apli-

cando em (1.4.7) a férmula de Gauss-Legendre de multiplicagao

de
fungtes gama dada por (ver, por exemplo, Luke (1969))
1-m
- m_l
(1.4.10) rmz)=(2m) > m™2~ 2D 0" i G/m)y, m=z,3,...
3=0
Obtém-se;
p .
i ' noordg.dy 2
Tl i=1 2 At pe, S
(1.4.11) f£(v)=C" v - (v g ) ds ,
p,q 211 p g-1 1 2ei+l
h HP{&ﬁgj NEY
i=1 j'—:D 2q
O<v<l
onde
Cl
(1.4,12) C" = Prd :
Pa g, l-q —g-1
Il [(EW} 2 g 2 J
i=1
Tendo em vista a definigido (1.3.2}, a densidade de V em termcs da

fungao G-de Meijer fica como:

1 1 23£é+1-§, i=1,...p; §=0,...q-1
. ! 0 n : 4
1.4.13) fv)=c" v &9 v
( N T S o

-{i/2}, i=1,...p,repetido g vezes

O<v<l
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1.5 - A DENSIDADE DE V EM CASQOS ESPECIAIS

Para alguns valores de p e g a fungao G-de Meijer po-
de sér escrita em termos de fungces especials elementares. Aqui,

para p=1l, g=2 e para p=2 e g=2 sao apresentados dois destes casos.
Para p=1, g=2

2

—-(1/2), ©
Flv)=Cr v Gg’g 4vn [

1,2 . O<v<l

—(1/2) ,-(1/2)

Mas, (Mathal e Saxena (1978}, pg. 74):

o +B -1 o +8 -1

2.0 171722 glzul(l zJSl*.Bzwl
f - ” v .
(1.5.1) G2’2 Z: a -1 ol _ ‘21_‘1(u2+82”’(illr81rdl+82rl_2}
1 2 PR, +HE.)
12
ondengl(.,.:.;.) & a funcao hipergeométrica de Gauss. Usando este

resultado, apos simplificagac, obtem-se

2n'+lr(n'+l} 2 ﬁ& 2
e 4 .l
(1.5.2) £{v)= 2 1-av” 0cav <1
Yin'T (=)
2
Para p=z, g=2
1 2 _%uo,mgml 1
w N’ 4,0 nv 4
f‘V)=C2J2V (:4,4 16y 1 : 1 . r Oij_l
”"'——..!—i!uv
Usando o resultado (Erdelyi (1954), pg. 209}:
i 1 L 1
a_ |’ Sp+sQ-M-n  Hp-—agil-a,-...—-a _+b,+...+b
(1.5.3) ™ 0g] Tleam? 2 2 2 1 p 1 g
Prq bs
_ .;I:"_l i’:l -_i
2m,2n|,2p=2q9q_2 2zt 2
.Gzp’zq . ._:E'_b _]:.b ,‘1
s 277278 2

Obtém-se,



Usando o resultado

{1.5.4}) fv}=2

y 1
n'+l n'-1 Fln'-3) _?ﬁ_(

11 RS

n'. 2 2’0 T

v 2 G2r2 4v 11
202

(1.5.1) e simplificando

1

v T T 1 -V
O] JURES

1-4v

1
n

")

?

B =

O<v«l

2Fl (“';E-,l

3.
r2f

1
04’ <1



CAPITULO II

A DISTRIBUICAC DO CRITERIC DRE BARTLETT EM FORMA
COMPUTAVEL

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada a distribuicao exata docri
tério de Bartlett numa forma computavel. Isto sera feito para os
4 casos possiveis: a) p par, q par: b) p impar, g impar; ¢) p par
q impar e d) p impar, g par, pois em cada casc, 0s polos e as or-
dens dos polos do integrando em (1.4.11} saoc diferentes. Sera usa
do o teorema dos residuos para o calculo de integral complexa de
{1.4.11). Para todos os casos sera considerado p>g. O caso mais

simples p<g foi estudado por Mathai (1971},

2.2 - DEFINICAO DO PROBLEMA

A fungac densidade de V, como aparece em (1.4.13), nao
se presta a calculos dos pontos percentuais de sua fungao distri-
buigdo. Para colocar a densidade de V numa forwa computavel, sera

usado o teorema dos residuos no calculo da integral

il i ; q <_3.'_
(2.2.1) I=577 (v g ) Y PV ds .
T I r(suj+—l%£—4
i=1 =0 4

Pelo teorema dos residuos (Ahlfors (1966), pg. 149)

(2.2.2) I= I Res (v q
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Onde, Ressza (f{s}) e o regiduo de f£(s} no polo 524, . Se o poclo
1
a; tem ordem n, o residuc de f(s) & dado por

' v 0 e (53 ) Y (g
(2.2.3) P’{esS:a.{f(s))—(l,li__l}I ;im T (s-a.) £{s)

Com o proposito de identificar os polos o suas ordens, do  inte-

grando em (2.2.1}, deve ser observado que

'-'--—2"—[:'{—'-'—‘"':]_ r j.‘:l; “ .o ;[); _]:U! o . lt{_'l"
e, guando,

29-i41 1 1 3

“2q 3%zl

havera cancelamentos de fungoes gama no numerador e denominador

do integrando em (2.2.1).

A Tabela 1, a seguir, da as fungOes gama cancelaveis no
denominador de acordo com os possiveis valores de (23-i+1)/2q, pa
ra p par e g par.

Da Tabela 1, pode-se ver que os cancelamentos de fun-
goes gama e consequentemente as ordens dos poles, variam de acoxr-—
do com as restrigdes entre os valores de p e g. Pode-se ver que,
para

2j-ix1_, 3
2q TR

q<p<2q @

nac ha cancelamentos.
Assim, neste trabalho, a densidade de V em forma compu-

tavel, sera apresentada para

qepe2q .

&
Nos casos 2qg<p<3q, 3ge<p<4q, etc., a densidade ¢ achada da mesma

maneira.
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TABELA 1

Funcdes Gama Cancelaveis, para p par, ¢ par

tizj—i+1)/2q Gamas Cancelaveis Restrigses
g g 9
% r2(s)=(s-1)°2 r(s-1) p>q
0 r(P72) (s_(1/2)) g<p<29g
r9s-(1/2)) p>2q
1 ] -
5 ; r(p qu)(s—l) g<p<3q
r9(g-1) p>3q
-1 T (s-{3/2)) qep<2q |
i I‘{P_q/z) (s-{3/2)) 2g<p<dqg
o i
b rs— (3720 ' p>4q
% | 10 (5-2) - q<p<ig
i o |
; |
r9(s-2) | p> 59
|
» O s=(5/2)) | qepséq
. o P-29/2) (50 dg<pcbqg
r9(s-(5/2)) | pr6q
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2.3 — A DENSIDADE DE V NO CAS0 q<p<2q, p PAR, g PAR

Neste caso, de acordo com a Tabela 1, apds og cancela-

mentos das funcdes gama, no integrando de (2.2.1) tem-se

E_2

B 5 P P_»
.- | g
2 v Zs-m 0 s Benr Zsntn rs-Bhi)
1 n' i=0 i=0
(2.3.1) I_2“iJ(v o) : ds
9

L (s-1)% g(s)
onde
(2.3.2)  Qfs)= T rls-2.2EL o

{u,w) €U q

U= {{(u,w}:u=1,...,p; w=0,...,g~1;: l
u#f2w-g+1l, uflw+l, u#2w+q+lj

Como a func¢do gama nao tem zeros, os polos sao os anulantes dos
varios fatores dos produtos
b

da .

(S—%—-rj) J @

j:O j:O

=8
= B

onde aj e bj sac as ordens dos polos respectivamente dos tipos

E-5) e Bk

0Os valores de'aj e bj’ neste caso, sSao

qg(j+1) para j:O,l,._,,%ﬁg
(2.3.3) a,= <{g-1)(p+1)/2+1/2 para j=p/2-1
A
plg-1)/2 para j>p/2
q(j+1) para j:O,l,,__,%“z

(2.3.4) b.=
3 dp(g-1)/2 para j>p/2-1 .
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Sejam:

——®

Rj:residuos nos polos do tipo %-j, de ordem aj,

Tj:residuos nos polos do tipo E%;-j, de ordem bj,

B 2 P o
g-£ 1, o-E ’ : -1
| e e e R R e U EE =
| i B i=0 " 4=0
(2.3.5)  Ay={s-5+j) 3
(s-11% 0(s)

Tem-se, de (2.2.3)

a,.-1 2 . -
(2.3.6) Rys——t — lim 2 PPl A
- . = 1m “"‘a—T ) W q fl - j

- 1 . ¢
{aj 1)! s+§~j ag 3

Usando—sé o fato

R 1 .-s Y on K Dk
(2.3.7)  =[x"C.s(s) =77 T () (In ) TSeo £Us)
s k=0 ast o
obtém—se,
1 ﬁg'"pq"s jlai_l n_z"qua
(2.3.8) R.= lim (v g~ 7} z ( i )b&n(v gt *))
' J (a.-1)1 p . k=0
3 S5~ a8

Seja?agora
; -
(2.3.9) Cj asln Aj
Entdo,
2 a

.2
2.3.1¢) " —=A, =—A..C, ., e de meodo geral
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k-1
{(2.3.11) A?k]: . (k;l)AFk—l—r)Cfr}
T r=0 J J
(k) oy - i (0) .
Onde A, denota a k-ésima derivada de Aj e Aj =A,

A relagdo de recorréncia {2.3.11), permite o calculo da k-eésima

derivada de A. em funcdoc das derivadas de ordem inferior e da r-

ésima derivada de Cj.

bPenotando agora,

Aé?’: tim alP e el 1 oY) )
] p . J 3 o . 3
s> s>
pode—se escrever
s.B L
( EZT.pq}Jw2 a5t a1 ﬁ% K (a.-1-k)
(2.3.12) R.=-Y & > ( 1{ )Lin(v 379y ) L
I (a.-1) k=0 J
5 _
Analogamente, obtém-se
. p-1
2 JE
— 2 ib.-1 z
n' pq 3 b.-1 -~ k (b.-1-k})
(2.3.13) 7,4 977) p () e @Y ey ] ,
J (b.-1)! k=0 J
j
bnde,
B,.= lim B, D, ==%1n ,
03 _ i " T3 es ]
S+ =]
a-§ 1 o 52 52
r 2(5—§3F {o-1) rq(5~%+i) i (s—pgl+i)
-1 .73 i =0 i=0
2.3.14) B.=(s-Ezli5) 3 =
{ ) 3 ( 5—+1) 3
2
. (5-1)% Q(s)
e,
ppl P
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B k-1, _{k=1-1)_(r)
(2.3.15) Bj = I ( . JBj Dj

Do mesmo modo que em (2.3.11), a relacgdo de recorréncia (2.3.15)
permite o calculo da k-ésima derivada de Bj, a partir de deriva-

das de ordem inferior e da r-€sima derivada de D..

Portanto, de acordo com (2.2.2)

o

2.3.1¢6 I= & (R.+T.
( } sz{ 3* j)

Onde, Rj e Tj sao dados respectivamente por (2.3.8) e (2.3.13).

(a.-1-k} (bj—luk)

Resta entao, calcular AOj e BOj . Como as expressoes

sao diferentes para diferentes valores de j elas serdo apresenta-
das por| partes.

a} Para j=0,l,...,%—2

De (2.3.5), tendo em vista (2.3.3) e (2.3.4) e usando-se a pro-

priedade da fungdo gama
(2.3.17) T(a+l)=al(o), a#0,-1,-2,...

obtém-se,

Y
¥ | oB . 52 52 )
. T (&EH “&phﬁﬂ%—”;%ﬁ+h 1 r%&%d)n]ﬂh$g%qd)
(2¢3.18§) A.= 1=]+1 =0
’ p il (i+1)
(-1 “.0fs). 1 (s -541) 3T
1=0
)%
a5 1 5 b2 52 ; 272 ] N
{(2.3.19) A, .= i=j+1 i=0
> y = -1 |
) 2 T (i+1)
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(2.3.20)  C =(g-3 ) 9 s=3)+ (q-Bh b (s-1) +q (34 1) ¢ (5543 41) o

=2

et

P_s

- i-1

+q I v(s—~+1]+q Z v(snp +1} q/2_ "3 q(l+l]—Q*(S)
J

+1 i=0 2 5-1 i=0 s E+1

i=

onde, a funcao y!(.) & definida como (Erdelyi e outros 1953, pg. 15)

43

(2.3.21) m(z}_ 10T (2) =y + (2 1)L ((ee1) (zee) L
t=0

z#0,-1,~2,... e ¥=0,577215%6... (constantede Euler)

ef
(2.3.22) Q*(s)=- sinQ(s)= 5 ¢{5~%+§E%Eii)
{u,w) €U q
(r) r+l 1 P
(2.3.23) Cj ={-1) r'{(q }C{r+l,s~7)+(q—2}C(r+l,s—l) ¥
| 2_2
2
+q(j+l}c(r+1),s—%+j+l)+q ) C(r+l,s—%+i) +
i=9+1
%_2 c_1
. - .
+¢g L C(r+l,sm951+i)+ q/2 T+ T q{l+l)r 1-Q**h35)}
i=0 (s-1)77% i=0ts-E+i)™’

onde, {Titchmarch, 1951)

(2.3.24) ¢ (n,z)= % {i+r)“n; Ref{n)>1, z#£0,-1,-2,...
' r=0

& a fungdo Zeta de Riemann generalizada, e

(2.3.25) Q**(I,S}: b ‘:(r+lfs__+—__._q_;)
-+

(r)

Na expressao de Cj , também foi usado o seguinte resultado
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k
{(2.3.26) (iklnF(a+z):¢(a+z} para k=1 .
' dz
=(—l)k(k~l)!§(k,a+z) para k>2
.o
P p-1 . P p-2 . . 2
(2.3.27) C0j=(q—‘2_)‘lf('2 —j)+(q—§)K’J(T—j}—Yq(j-hl}HI I oy(i-j) +
Ii.:j-t»l
b
2* i qg/2 j_lg(i+l} P
+q I opli-jagy) 2L 5 25027 g (£
i=0 2 Rz2 g gag 1 2

.{(q_Q];{r+1,—7__j)+(q_%)a(r+l’pT2Hj) .

3

{r) r+l
2.3. = (=
(2.3.28) c03 (-1) r! 5 > Z
p_ p
52 5
+a 3+ (r+1, ) +q & g{i-j)eq & g{r+l,i~j+%) +
i=j+1 i=0
]- .
q/? {i+1) P
4 SN . A QF*F {xr, 5-73) )
- 1 N
(Bz2_ .yl i=0(i-3) " .

Partindo-se agora de {2.3.14) e usando-sc a propriedade (2.3.17),

obtém-se
P D IS P
&5 ' . 2 , 7
- P e Ae- 20D (g Bl s gy Ty rQeBslny T r9g By
(2.3.29) B.- i=9+1 i=0
] 453 .
ﬁsml}2 N -Egiuytyq‘l*l).g{s)
1=0
e p
1% P -2 -2
g- _ d—5 2 _ 2 )
r 2(E§:Mj}r_ 2(E%£_j).ﬂ ﬁj“—jm%). n Tq{i—j}
{2.3.30) B,..= i=0  Ti=341
= - .

i=0



(2.3.51)

(2.3.32) D

(2.3-33;

(2.3./34)

24
| . ] £-2 .
_(q R 1 P _ P,
Dj-(q—z}w{s 2}I+(q )0 (s 1}+qii0w{s S+i) +
E_2
1 q/2
)31y (s B52434 ) 4q 1y (s-E 2 i) 25 -
| i=j+1 :
j-1 S
R -ty

(r)
=(=-1
j (-1}

-(qwglw(-—ﬂ—j)+(q Dyv(B=

g_z

+q I c(r%l,s-g+i)+q(j+1]C(r+l.5~p

i=0

r+]1

£-2

+q I
i=j+

L

1=0 {sw855+i)

rf{(q-%)c(r+l,s~%)+(q—g)c{r+1,s-l) +

g(r+l S— B—-—+:L)+

1r!{(q—%]t(r+l,glgh

2

+gq L g(r+l,i—j- y+g{j+i) e

X
i=0

f1{3 +1}

(i- ]}

1

J=1

5 +3+1)  +

q/ 2 e q{1+l)
(s --«l)r'*l i=0 (S—Rl 1)]:+l

E 2

i=0

j}+{q~%)a(r+1

-2

r(r+l,1)+g I
i:j+l

PO

0**{r;r—])]

~Q*'*(r,s}}

2
—j)+q X p(lnj—_) -y.g(j+1) +

,E:E_j) +

2

r(r+l,i-9) +
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b} Para j=%vl

Semelhantemente a parte a) obtém-se,

{2.3.35}

(2.3.36)

{2.3.37)

(2.3.38)

(2.3,39)

{2.3.40)

'c;r)zt—l)r+l f{{q_E}r(r+1 5 ) Ll I

q-2 plg-1) -2
P s 2 (s) w r9(sBrla
A, = 1=0 ’
3 2 5
2= P, agfi+l)
B ols=5+1) 0(s)
i=0 ’
p
P -2
q-5 4 2 ,
A,.= 1=0
0- %_2 ’
R (i-pgz)q(i+l).g(1]
i=0
: % 2 §_2
C "(q“_)¢(b‘“)+Ei-—~l¢(%)+q L w(s—pzl+l)_ p o g+l
i=0 120 (55 +1)

2 -+
52 | P2
+q I r(r+l S B§—+1)+ b qli+l) 1 Q**{r,s)} ,
i=0 i=0(s-E+1) "7
B.o B_»

Cgy=ta-h By y(d)-yRIED oy g (iaB53) p alinl)

1=0 1=0 (i-E22)

.C(r}‘( l) |{(q“ ]g(r+l,_}+~ig——lr(rkl 1y o+

~-Q* (1)

r
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2. =
= P_ gq{i+1) o
+qii0 (r+l,i- )+110( _E_?}r+l Q** (r,1}}
As expressdes para B., B.., D., D{r) D.. e (r) S0 as mesmas que
50 Bogr Pyr Py 0 Pog ® Poy Shas ae
na parte ¢) a seguir.
2P P
c) Para 35, 2+1, 2+2, .o
Semelhantemente as partes a) e bl obtém-se,
q-R plg~1) %—2
r 2{5-—%—}r 2 (s-%+j+1} 1 I‘q{s—'32—1+1)
(2.3.41) A.= 1=0 ,
J q 5-2 . s plg-1)
(5-1)° 1 (e-R, )T TG By 2 gysy
i=0 2 P 2
Li.'-‘-‘:--—*l
Z
E’)
! {E%——j) E rq(1—j+~~)
(2.3.42) A, .- =0 : ;
] g B2 i21 plg-1)
- . - . 2 .
Bz29)? Tn T T o) 0 (E-j)
%_
- y | -1 .
(2.3.43)  cy= (q-—)w(saéj.rﬁ%w¥l¢{s_%+3+1)+qi30m{s~92 +i) gii -
P o
2 i I=1 big-1)/2
oop alixl) 7T planll/2 o
20 (5B i N ’
i=0 (s 2+i) 12%_1 (s 2+l}
&
(r) r+1 D{q 1) p

(2.3.44) Cj = {~1} rl{(q- }5(r+1,0~—) r{r+l, 5w§+j+l) +
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£-2 .
+g & E(r+l,s_p_l+i}+ q/2 _ qli+l}

+ L —
i=0 2 (s-1) ¥+ 1:0{5-§+i)r+1

J-1 .
RES TSV B
i-P_pfs-5r1)
2
E-2
_ -1 . {g~1) . .. L /2
(2.3.45)  C,.=(q-E)p (Bxmeg) (BRI 2) oy ity A2
03 2 2 2 is0 2 (Egéﬁj)
LS
p) . 3-1
g G(i+1) pf{a-1)/2 ., .pP_ .
- (l—-} - Z '_( -) _Q (2_]) !
1=0 J . P 1~]
l=:—2"--l

(2.3.46) clf)_(_gyr+l

=), i (g-Brg (41, B5teg) o RA R ()

P
£-2 P.o

+q L q(r+1,i_j+%); q/2
i=0

B9 120 (1-9)

3=l Sig-1y /0
' Rzl /2w r Bog))

r

T
g0l
e
[
L
S e}

-2
(s—+%£+j+l)‘ﬂ rq(s-%+i)
(2.3.47) B.=

_ i=0

‘ ~1)
-1 plg
J (5Pl 2

(s-1)° R (s—E%l+i)q(i+l) 7+ i) .Q(s)

I
PP
1m2 1



(2.3.48)

{2.3.49)

(2.3.50)

(2.3.51)

{2.3.52)

%_2
q_._._
T 2(_%m“j) 1 Fq(len%J
B, .- - i=0
J p Py J-1 plg-1)
: “3
B25? 1@ TErH g 2 @5
l:O i:-}‘?---l
2
o
(g-1)} p-1 ? P q/
D —(q-E)w{S 1) 15 5 P (s 3 NS ETe lzow(s 2*1) o1 -
%_2 -1
_ 1 qiirl) p REZD/2 oeigy
120 (s-Bhei) | p  ts-B3hed)
Dgr’=(_1)r+lr1{(q-%)c(r+1,sml}+21%§llc(r+1,s_E§i+j+l) N
b2 £-2
. /2 y{i+1)
+g E C{r+1,s»%+1)+wwgw~fzj+ ) ——3-——:I
i=0 (s-1) i=0 (i-9)F
371 1)/2
+ T Elg:—lii-o**{r,s}} s
. R AC 2 -
i:%—-l (1-3)
£-2
/2
Dy -(q——)¢(EL—_3) Y. Em3m~—+q X wilmj—wi- o AN
i= Emé 3
P_o .
_22 gli+l) J;l plg-1})/2 Q(p-l )
jop (A=3) (i-7) <732 ’
DLl = (=11 it a-By g (o B2 B (et 1)
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De posse destes resultados, pode-se finalmente escrever a densida

de de Vv, neste caso, p pPar e (g par:

| ljn =¥ 1
= Pt P T aLn-l (a ~1-k}
(2.3.53)  £(v)=C} w s 1 ( ] ) n(fn) } s

= 3 b.-1
© n' w2 5 -l {b ~1-k)
R A it N At ( 1_) _Int qpq) ,
=0 (b,-1}1 ; k=0
{%yfl B
{a.~1-k) {lr.-1-k)
Onde, AOj e BO J sdo calculados atravée, respectivameE

te, das expressoes (2 3.110) e (2.3.15) fazendo-zse Uso, conforme o
caso e dependendo dos varios valores de j, das expressoes (2.3,18)
a (2.3.52). aj e bj sao dados resgpectivamente per (2.3.3) o)
{2.3.4).

2.4 - A FUNGAO DISTRIBUICAC ACUMULADA DE V PARA q<p<2q, p PAR, q
PAR.

 Para calcular a funcdo distribuicao acumulada, ¥Fix) ,
sera utilizado o seguinte resultado (ver Mathal e Rathie, 1971b)

P4

—

| - M=t
(2.4.1) S u%e1a ) Py = 0t g Bim=) L (metrl) {=dn %) ’
t
' t=1 m(a+l)

a>0: m=1,2,... : O<u<l
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Agsim, de (2.3.53)

1 a,-1
: = pq}_2 3 a.-1y (a.-1-k)
2a pescy 93 A3 () ag)]
| Prd 1520 %37 ° [ k=0
* 2 1 2 a1 b1
B2z < w 7 -
nT b7 2 2 (PPN Kyl Egpq)l) : k
. D 2
{(b.-1-k) - j-5+1 -
.Bojj P EDT 2 i D Fav] b, oexel .
0
2
Fazendo a mudanca de variavel u=v qpq e usando o resultado (2.4.1),
obtén-se,
P -
, n. @ (qpq) _2 aj 1 aj—l {a -1~ k}
2.4.3 F =C" = I A I ( J
{ ) {x) p,q 2 -0 (aj~l)| k=0 k Oj
2
23 p1 ) TH el oL (eete2) (SIneP o) T
n' n' - n' p—l .
. X t=1 (r"'l) ( 2 2 j)
Pl blo1l (b.-1-k) 2d-B=2i
* (gqﬂ 2173 (J )B j Lot
+ £ 22 L K ] : -
=0 (by-1)t | k=0

2
(r+l)r(r~l)...(r~tr2){ %n(vn qpq)}r“t_+l-L , O<x<l .,
1 (r+l) =554 3) ]

t'_

2.5 - A DENSIDADE E DISTRIBUIGCAO DE V PARA gy<p<2q, p IMPAR, g IM-
PAR

Negte caso, bem come nos seguintes, os resultados serao

apresentados sem maiores comentarios, devido a perfeita analogia

com © caso anterior.,
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Assim, apds os cancelamentos das funcgdes gama ne inte-

grando de (2.2.1) obtém-se

3 5
o251 e = 5
2 r (s-%)r 2(::.;--l} n I‘q(s—%ﬂ} 1 1'q{s.%l+i) .
(2.5.1)  Imp| (7 P97 i=0 i-0 -
L (5—1){q_1)/2Q(s}
As ordens a, € bj dos polos respectivamente dos tipos s:%-j o
s:B%l-j S40
; . p-3
q{j+1) 3=0,1,...,5
(2.5.2) ay=
{g-1) {(p+1} . D=1
e 2?’ jiE§“
- o5
q(j+l) 320,1, T
~ E(g—l) . p~3
{2.5.3) bj_< 5 3=E3
(g-1) (p-1) . p-1
L= 3=

Agora, analogamente ao caso anterior, obtéem-se

a) Para jz(},,_"L,...,P--'%-]é
p+l p-1 p3 B2
5 1 T a(3+1) . p 2 4 P.o 2o 1
T ()T (s=1}T (s-5+j+1} T T (s-5+1) I T (S-%ﬂ) ,
(2.5.4) &, ' i=j+l 1-0
J g-1 .
S5 J=1 qli+1)
(s-1) I (s~%+i) .0(s)
1=0

(2.5.5)  ¢y=(a-Bph v (s-5) + (@-P5h) v(s-1hrq (341 0 (s-Beiel) o



{2.5.6)

(2.5.7}

(2.5.8)

(2.5.9)

p=3 p-5
Z 2 L j-1
g T ouls-Biiyeq 1 oue-Eptes) AEHIZ T AU o)
i=j+1 i=0 “ i=0 S—%+l
C;r):(-l)r+1r' Ca-BER o trin,s-2) 0 (q-B3h) p(za1,8-1) 4
p-3
2
sq(i+D) g (r+1,5-Ee1)vg 5 grel,s-Bei) 4
i=3+1
p-5
2 J1 .
-1, 1)/2 i+l
+q.2 C(r+l,5~p2 +J.)+(q i{l )X q; + i+l—~Q**(r,S)},
i=0 (s~1) :0(5~3+1)
. p-3 p=5
q“pgl p-1 q- 2l -2 2 2 ol
r (B=-g)r EE-) o fi-g) 1o 3+3)
) =3+1 i=0
A, .= ,
. 2 T3 3-d (i+1
B2y 2 Tn -p I odag)
i=0 '
(e Prly b=l P=Ly, (P22 5y vo (s
Coj-(q b (55==1) + (g- 5 Jv (55==3) Yaij+l) +
p-3 p->
2 _ 21 (g 1}/2 1= q(1+l} D .
+q I WEI-3)+q T p(i-geg) 2 e i3] Q*(5-3),

32

- . -1 -2
Cé§)z(—l}%+lr!{(qwggl)g(r+l,£§;—j}+(q—E§“)c(r+l,E§_) +

-3 -5

3
Lr+l,i-9) +q 3 g(r+l,i—j+%) ,
+1 1=0

e}

+g(3+1)zg(r+1,1)+qg

L. B o

31
. +(;ggl{j§+1+ - q(l+1} Q**(r,B~3)}
_._2....__:]

r

i=0(i-9) "



(2.5.10}

(2.5.11)

{(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

p=3 p=>
2

(55T (=-1) 1 Ms-Bui) pq(S_E§;+i}rq{3+1)(S_E%£+j+l)
i=0 1:] =1

le i_
(s—l) H {s~ Bl

)q (i+1}
i=0 2

Q{s)

p-3
2

Dj:(q—P*l)¢(s-—}+(q Polyyis-1)aq B v(s-Bai) o

+q

j-1

D(r)

3

i=0

p=3
: (g-1)/2 _

1
_ pX WS—-7_+1}+q{j+l)$(S—~§m+]+l)— v -
i=j+l

b _gﬁi}ll__g*(s]

L

i=0 s——§~+1

= (-1}

r4lr£{(qwggi)C(r+l,s~%}+(qm25l}c(r+l,5~l} +

p-3 p-5

72
+q I L(r+l,s—%+i)vq £
i=0 =7+

+q{j+1)g (r+l,s—~p~5—£+ 1) e +i +

= (g-B5hy v (52 3) ¢ (q-B5h v B350 vg B u(ieieg)
o .

1=

K
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p~5
2 (q-1)./2 J-1 q{i+l) p 1
+q I 9(i-3)-vql{i+l)—3 Z T ~Q%* { ~3Y
i=j+l B2y im0
-2 - -
(2.5.15) byt = (-1 " e (@PyH e (e01, B350 v (B o (e B3 g)
p-3 p=5
2 1 7
+q I c(r+l,i—j—§)+q I gi(r+l,i-j3)+g3+1)c(r+1,1)+
1=0 i=j+l

-1
 {g-1)/2 J qli+1) p-1 .
N AT AT e AL

b) Para j=E%§
As expressdes de A., B.., C., C?r), C.. e C(¥} S840 as mesmas da
j 0] J J 0] 03]
parte aj), e
p=5
_Egl ) (q—lk;gjil Bj“
T (s-3)T (s) 1 r9(e-Bii)
-0
2.5.16 B.= = '
( ) 1 | 55
It (S~P£l+i)q(i+l} Q(s)
i=0
p5 P>

(2.5.17)  p=(aBhvis-de D B g5y 5 ps-Ren)- 1 A o)

]_:0 2 i=0 S—-B_“é—]:—f'l
(2.5.18) ;r’_( S E g _p+l)c(r+1 - 2) {q- 1}2‘P D (re1,8) +
P-5 -2

ot .,
+q L T{r+l,s-L+i}+ L
=0 2 iso(e-BplipyTHd

-Q¥*(r,s}} ,



| q-BrL (q—l}?{pwl} .z
| o2 e 2 B rTi-i-y)
| - i=0
(2.5.19)  Bg,= = ,
2
noo(i- 3 g Rzdog)
1=0
p-5
2
(2.5.20) © Dy.={q-RF)y B2y 1Ot lo=b) pod 5y g 7 yiog-dy -
] 2 Do 2

jop 7 2 '
(2.5.21) D'ég’_(-l)r*l Prly g (a1 B52 5 clat ety oy 2L ),
p-5 p-5
2 T (a1 L
+ % og{r+l,i-g-2)+ ¢ -4 ““l Q**{r,E—g—-«j]}
i=0 i=0(i-4)y" "
_ _p-1 p%l
i c) Para Jj= T T3
!
‘ -5
q_p—l {(q-1) {p+1) N
r % s-nr 2 (s-Begen) 1 r¥(s-Brhig)
(2.5.22) ' A= — 30
A g-1 £22 . (g-1) (p+1)
S5 2 (1+1) I7% )
(s-1) I (sJ23+j_)q It {5-—%+i) Q(s)
i=0 o ol
153
p~5
B2

i -1 1
(2.5.23) * Ci=(a-Bmvis-1)+ 9l tprddy (s 2+j+l}+qligw{s-m~2—« +3) -
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p-3 .
ESIVERR: (EES SR C S O 25272 SN
s-1L 4o s P.i . p-1 ]
270 is5 2

(2.5.24) cfr)::(-l)r+3171{{q-ﬁﬁilla(r+l,5~1}‘#ig:£%}gilla tr+l,5—%*j+l)+

j
—> p-3
2 Lo (qe1)/2 2 qiel)
+q Z'z;{r+l,S—E~;-—l+i)+_~g:—-f—-£_—i-+ I __.‘_IL.__I +
i=0 “ (s-1)F" i=0 {s_g+i)r*
3=l (g-1) (p-1)/2
+ I -Q**{r,s)} ,
P .,Tr+l
. p=1 (s-%5+1)
1=f= 2
2
q4-"3 2 | 1
r =9 1 ez
) ':_'O
(2.5.25)  BAg.= = )
. 3 -1) (p-
| P- = 2 oaidel) -1 & 1)2(- L &
(F5-=3) T (i~} T (i-3) Q-3
1=0 st
ol
p-5
p-1,,pP-2 (g=1) (p+1) oz 1, (g-1)/2
- - 2
-3
. j-1
L og(i+l) {(g-1) (p+1)/2 . p .
i=0 N - :
153

(2.5.27) gt =1 (@B g e ByPog) SRR i 1

-5 p=3

o

L

o WY

{g~1}/2 . _g{i+1)

Crel,imjeg) emad 2,
BT 520 (i-9)

2

+q

i=0




(2.5.28)

(2.5.29),

(2.5,30)

(2.5.31)
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3-1 - 2 ‘
. (g—1) {pzi)l/ '—Q**(rr‘g‘"J)}

izgég (i-3)

+

I

P2
1 2
(s~ 1 19s _% +i)
1=0

g-1 e _ 3-1 (g-1) (p-1)
(-1 ° 1 (e-BlafiHl N Ly 2 g

p+l

D= (q-B5) ¥ (s-3) +q T v (s-Bri) Iy (5 BoL 500

P2
1 X

_Q*(S) r

p=~5

2
Ilkgr)=(--l)r+l '{(q—Ew)g(rﬂ_ .3—2-)+q b g(r-kl,s—%+i) +
; 1=0

-5

: 2 .
+igjggEmilc(r+l,s~p£l+j+l)+igiulgT+ b q(i£U T
(5177 i=0 (s-Be= i)

{(g-1) (p~1)/2
-p—l+, r+1

-Q**{r,s) } ,
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. p-5
X p+l,  (p=2 2 1 {g~1) (p=1) (g-1)/2
(2.5.32) D.={g-S==)p(55=-]) +q T yli-J-5)~y = _

; 075 2 2 oo Z 7 Eié‘j
| _ 3 oalixl) 97T (gel) (p-1)/2 ox (B=L_3)

. l-—] 3__.3 2 ¥
i i=0 i:p—3
; 2
|

p->
' ,
2.5.33)  pg})= -0 et t@-BEh o (01, B 50 vg 1 g el img-)
- 2 i=0 2
-5
+(q-l)(p—l)c(r+l 1)+ {g-1)/2 EEZ‘ Cgli+l)
2 ! -3 .. r+l . T+l
(Ei—-j) i=0 {(i-7)
ot i

v p AaDIRELZ guee B2 gy

. p-3  (i-7) -

)

A densidade e a distribuicao de V, neste caso, tem as mesmas eX-—

press%es que (2.3.53) e (2.4.3) respectivamente, agora com aj e
. bj dagos por (2.5.2} e (2.5.3) e Aéi) e Béj) sendo calculados atra

| vés das expressces (2.5.4) a (2.5.33) conforme o caso.

2.6 - A DENSIDADE E DISTRIBUICAO DE V PARA q<p<2q, p PAR, g IMPAR

Neste caso, apds os cancelamentos de fung®es gama no

integrando de (2.2.1) obtém-se

P p 52 5 -2
9-3 1,973 Qi P . g 1
2 I s “s-1) 1 s n o r¥e B
o1 n' 3 i=0 i=0
(2.6.1) Tegor | v 9 &1
T (s—1} 2 Q(=)

L] - -
As ordens a, e bj respectivamente dos polos s:%wj e S=E§;wj 5a0



(2.6.2)

(2.6.3)

qi+l1) 3=0,1,...,5-2
. (q-1) (p+1 P
a.=¢ 2 I
]
E(g“l) >E
2 122
. - P
gq(j+1} J=0,1,...,5-2
P35 p(a-1)
p %;., ji%‘l

Obtém-se, analogamente acs casos anteriores

{2.6.4)

(2.6.5)
(2.6.6)
(2.6.7ﬁ
(2.6.8{5
(2.6.9)
(2.6.10)
(2.6.11)
(2.6.12)

{2.6.13)

~a) Para j=0,1,...,5-2.

= (a4 em (2.3.18)) . (s-1) */2

B 1/2
h(cj em (2.3.20))+ -
(r)_ () | x| 1/2
cj _{cj em {2.3.23) )+ (=1} r!{f—“-§ﬁj}
(s-1)
, , p-2 44172
Aoj-(AOj em {(2.3.19}).,( 5 -3}
Com(C em (2.3.27)) 4+t 1/2
05~ ‘0 © :
. 2 —:J
(r) (r} : r_, 1/2
Oj (C em (2.3.28))+(-1) r-{(g:g .)r+l}
5 -]
B.=(B. em (2.3.29)). (s-1)1/?
373
: 1/2
Djz(Dj em (2.3.31))-!-“8—‘:‘1-'
b l¥) (r) r_ | 172
= (D 2.3.32 1§ R ol i PR TS
J (‘j em ( 1Y+ {=1)"r _(S_l]r+l}
L 1/2
B0j=(BOj em (2.3.30}). {E—""J 1/
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(2.6.14) D .=(D.. em (2.3.33})~ 1/2
o 03 03 S P3
5 )
: (r) A{r) r 1/2
(2.6.15) DOj _{Doj em (2.3.34}}+(~1) r![(pw3 T
Z )
21
b) Para 3_2
As expressbes de A., C., Cfr), A C clt) ' Dj; Dér)F 037

; 04’ i1 Coq 1 By
() ] j 3 ] 03’ J J

Dy: € Dy 03 sAo as mesmas do ¢aso p par, g par.

07

c) Para j=%,%+l,...

(2.6.16)  A;=(A, em (2.3.41)) . (s-1) */?
_ - li%
(2.6.17) Cj—(Cj am (2.3.43))+ )
(r) ,.(r) y | o172
(2.6.18) Cj —(Cj em (2.3.44))+(-1)"r! —
(z-1)
] ) L 1/2
{(2.6.19}) AOj"{AOj em (2.3.42)) (—_m—j)
- : 1/2
(2.6.2?} Coj--(COj em (2.3. 45))k§:2:f
! 5 }
(r} {r) r 1/2
(2.6.21) 0] "(COj em (2.3.46))+(-1) p~2 . T+l
. (“E——]}
(2.6.22)  B,=(B, em (2.3.47)) . (s=1) +/?
K _ | 1/2
(2.6.23) Djﬂ(Dj em (2'3'49)}+§:T
(r)  ,n(x) o Ea |12
(2.6.24) Dj -(Dj em (2.3.50}3+{~1)"r! {s_l)r+l}

{2.6.25) B ji(B 5 en (2.3.48)). ("E—“j}l/z
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L 1/2
(2.6.26) _Doj--(DOj em (2.3.51))+E:§wj
. - >
L {x) . (r) ro | a2
(2.6.27): ! DOj —(Doj em (2.3.52))+(-1)"r! (B:E_j)r+l}
N 2 _

A densidade e distribuigao de V, neste caso, tem as mesmas expres
soes que (2.3.53) e (2.4;3) respectivamente com a, e bj dados por
(2.6.2) e {2.6.3) e Aéj} e Béﬁ) sendo calculados através das ex-
pressoes {(2.6.4) a (2.6.27) conforme o caso.

2.7 - A DENSIDADE E A DISTRIBUICAO DE V PARA g<psiqg, p IMPAR, g
PA$

Neste caso, apls as simplificag¢des das fungoes gama no
integrando de (2.2.1), ohtém-se

S B B2 B
’ 2 r ’ (S——%}I‘ 2 (s-1) T {S—lé—)-fi} I (E’r-—P*—-éi+i}
! 3 ] = T
(2.7.1)  I=mpe| P Y i=0 i=0
(5= Y2 g(s)
As ordens aj e bj dos polos respectivamente dos tipos s:%—j e
S=E%l~j sao
q{j“’l) j=0,1,...,f3-:3—3—
2.7. =
(2.7.2) 8579 (g-1) (pe1) . p-1
j)
2 =2
[ I
gl{j+l1) j:O,l,_.urgﬁi
E(ﬂ_l)w;}: '-.E.:.é
(2.7.3) b=y 2 2 J=
-1) (p~1 . p-1
h(q )2p ) jigﬁ_

Analogamente aos casos anteriores, obtém-sc



(2.

(2.

{2.

{2.
(2.
(2.

(2.

(2

(2.

(2.

{2,

(2.

7.6)

7.7)

7.8)

7..9)

7.10)

.7.11)

7.12)

7;13}

7.14)

7.15)

a} Para j=0,1,..., >

Ay=(a, em (2.5.4)) /[ (s-1) Y/ %r(s-1) 1

Cy=(Cy em (2.5.5)]—¢WS~U~§1%

olr) (r) ' '
il =eg™ em (2.5.6)) 4 (-1 et |2 1, 5o1) 2
(5“1]r+l
Coy=(Coy em (2.5.8) )y (Bx24) L2
2 B:é )
' 2 _]
(o) () : r
03 =(cgf! em (2.5.9)) 4 (-1) " [Q(r+l B-2 ) ;Jz }
B
sz(Bj em.(2.5.10))/[{s—l)lfzr(s-l)]
?j (D) em (2.5.11)) ¥ (s- 1)-1/i
plrl_(plr) ém (2.5 roy| -
3 . , LSl 2Y )+ (1) r![c(r+l,s-l)———JiEL—~
| | {s—l}r+l
B,.= =
Dy= (Dy; em (2.5.14) ) -y (B53-5) pfé2
| -
(r) - (D {r)
Dgt)=(dg}) em (2.5.15)) 4 (-1)F rt|g (r+1,B229) /2 |
(p—3_j)r+H

b) Para j=E§§

AS expreSSDeS (Te A 7 C 7 ’ r . C I a

parte a) acima, e



(2.
(2.

{2.

(2.

(2.

2.

(2.

(2.

{2.

(2.

A7)
.18)
.19)
.20)

.21}

.22)I

23}

.24)

25)

026)

27)

.28)

BOj_

(r

Po;
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(Bj em (2.5.16))/T (s)
(D em (2.5.17) ) =¥ (s)
}z{D;r] em {2.5.18)}+[—1]rr![g(r+1,s]}
. -1 .
=(Byy em (2.5.19)) /1 (B5=-9)
=(DOj em (2.5.20)}—w(—~w*j]
b T em (2.5.21)) s (=11 rt [z (ren, B2Log)
03 ' AR

¢} Para j=E%£,E%l,...
Ay=(h, em (2.5.22)) /1 (s=1) %1 (s-1)1
cj.:(cj em (2.5.23))-¢(s- 11~11ﬁ
C(r)_(c(r) k2 - r _ 1/2
5 =(Cy em 5.24) ) +{=-1) Tx! g(r+1,s—l}—*—““"fri
(s-1) )
Bpy=(Rpy em t2.5.25})/[(Eggmj)l/zr<£§§~j)1
C..={(C Z ~ -3 . N 1/2
2 ‘_j
e an 25,2700« (<L) I_E(r+l P=3 4 1/2
03 = ‘o3 gk R s |
Fii—”]]
7—1
7
. ( 1=P23 (s Bote)
=(B., em (2.5.28)). e
] ] {S—l)l/zF{S—le+jil)
j-1
Dj=(Dj em (2 29) )+ r E~—_ ¢UH—E%l+j+l}*%é%
]_:E-ﬁ Sw%m‘i—i
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Cz) o (x) r |32 1
(2.7.30) D.” ' =(D. em (2.5.30))+(~-1)"r! z -
J J -3 {S_pwl+i}r+l
1=P22 2
1/2 ' p-1 .
— 10 {r+l,s-5=~+3+1)
{s-l}r+1 2

3-1

T (i-3)
(2.?.31) B0j={BO:} em (2.5.31}).1““P—_—3W2“

2

_ -1
(2.7.32) D0j=(DOj em {(2.5.32))}+ I =
;=P=3
2
j-1
2.7.33y 'O em (2.5.33) ) 4 (1) Fxr| 2 L
017 03 . .+l
;b3 (i-7)
1/2
—m+€(r+l,l}
(~§—_ )

A deﬁsidade e a distribuicao de V tem as mesmas expressoes de

(2.3.53) e (2.4.3) respectivamente, com aj e bj dados por (2.7.2}
' (.) (.}

e (2.7.3) e AO] e Boi sendo calculados através das expressoes

{2.7.4) a (2.7.33) conforme O caso.
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