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Introducao

O objetivo deste trabalho € abordar propriedades genéricas de sistemas
dindmicos reversiveis. Tais sistemas podem ser campos de vetores ou difeo-
morfismos. O texto bdsico usado é o artigo de Devaney [De| onde é apresen-
tado o teorema de Kupka-Smale para tais sistemas.

Destacamos que no teorema classico de Kupka-Smale, a hiperbolicidade é
uma propriedade genérica, mas no conjunto de campos e difeomorfismos re-
versiveis nao é. Portanto temos que procurar propriedades que sao genéricas
no conjunto dos sistemas reversiveis.

Veremos que essa propriedade principal procurada ¢ o conceito de sin-
gularidades e érbitas elementares. Definiremos campos ou difeomorfismos
elenientares e provaremos que o conjunto dos campos ou difeomorfismos cle-
mentares é residual no espaco dos sistemas reversiveis.

(Outro problema abordado no trabalho é a relagdo que existe enfre difeo-
morfismos reversivels e difeomorfismos que preservam a area no plano. Ve-
remos (e existem difeomorfismos que preservam a area € sao reversiveis,
difeomorfismos reversiveis que nao preservam a area e difeomorfismos que
preservam a area € Nao Sao reversiveis.

(3 trabalho é apresentado na seguinte formas:

No capitulo 1, tratamos dos difeomeorfismos reversiveis, apresentamos uma
aplicaciio do teorema de Montgomery-Bochner [Mo,Zi| para mostrar que toda
involucao localmente é p{x,y) = (x, —y), definimos difeomorfismo reversivel
com relagao a uma involucdo, apresentamos varios exemplos e tratamos das
suas propriedades. Neste capitulo também discutimos a relagio entre difeo-

morfismos que preservam a area e difeomorfismos reversiveis [Ro,Cal.
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No capitulo 2, definimos e tratamos das propriedades dos campos de
vetores reversiveis. Veremos que apesar de tratarmos de campos sobre uma
variedade de dimensao 2n, existem sistemas reversiveis [Qi] modelados a
partir de de fendmenos concretos, nem fodos eles de dimensao par.

No capitulo 3, tratamos do caso linear. Definimos difeomorfismo linear
elementar e campo vetorial linear elementar. Provamos que o conjunto dos
difeomorfismos lineares reversiveis é subvariedade dos difeomorfismos lineares
e 0s campos lineares reversiveis é uma [ibra do fibrado tangenie dos difeomor-
fismos lineares reversiveis. Finalmente concluimos o capitulo mostrando que
o conjunto dos campos lineares reversiveis elementares é residual no conjunto
dos campos lineares reversiveis, o mesmo ocorrendo com os difeomorfismos
lineares reversiveis.

No capitulo 4, provamos o teorema de Kupka-Smale para difeomorfismos
reversiveis onde usamos as propriedades da pseudotransversalidade {Ro].

No capitulo 5, demonstramos o teorema de Kupka-Smale para 0s campos
reversivels, destacamos que a prova apresentada é apenas para o caso em que
a dimensao da variedade é quatro, pols usamos o teorema da Aplicacio de
Whitney do plano no plano [So]. Mas ressaltanos que o teorema é verdadeiro

para toda dimensao par [De].
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Capitulo 1

Difeomorfismos Reversiveis

Nesta seccao trataremos de difeomorfismos reversiveis com relagao a uma
involucao K.

Para isso considere uma variedade de classe ' de dimensio 2n. Um
difeomorfismo f : M — M de classe % é chamado involucio se f2 - : id,
ou seja, se a inversa de f € ela mesma.

Um exemplo de involucio é quando M = R? e [ : R®> — IR* dada por
flz,y) = (2, —y) .

Vamos denotar o conjunto das involucées de M de classe C'° por Inv®(M ).

Consideremos agora um subconjunto de fnv’(M) constituido das in-
volugdes cujo conjunto dos pontos fixos é uma subvariedade de M com di-
mensao 1, ou seja, a metade da dimensao de M. Denotaremos esse conjunto
por T¥(M).

A involugio f(z,y) = (2, —y) citada acima, pertence a T*(IR?), pois o
conjunto dos pontos fixos de f, ou seja, {(x,y) € R?: f(z,y) = (z,4)} =
{{z.y) € R® . y = 0} é o eixo x que tem dimensdo 1.

Nosso objetivo neste momento é mostrar que toda involugao ¢, na vizi-
nhanca de um ponto fixo, podemos escollier as coordenadas tal que ¢(z,y) =

(_.’E, _y)



Cap 1 : Difeomorfismos Reversiveis 2

Para isso enunciaremos o teorema de Montgomery-Bochuner, cuja demons-

tragao estd em [Mo,Zi].

Teorema 1.1

Seju G um grupo compacto de difeomorfismos de uma variedade M de clusse
C* (k > 1) ou analitica e suponha que cada difeomorfismo de G € de classe C*
ou. analitico. Entdo no vizinhanca de um ponto fizo estaciondrio, coordenadas

admissiveis podem ser escolhidas tais que os difeomorfismos sejum lineares.

Como consequéncia do teorema 1.1, se considerarmos G = {Id, ¢}, temos

que em uma vizinhanca de um ponto fixo de p podemos supor que
. By in
w:IR" — IR

é linear.
O conjunto {z € R™ . ¢(x) = 2} = Fiz{p) é um subespaco vetorial de
dimensao n. Dai
R™ = Fiz(p) & (Fix{p)*

Sejam {ey,€s,. .., e, } base de Fiz(p) e {f1, fo,..., fn} base de (Fiz(p))*.
Defina g; = f; — p{fi), ¢ observe que w(g;) = —g-
Afirmagao: "{e1,...,€,,81... ., dn} € linearmente independente”.
De fato,
@€+t apen Hbigr+ o bngn =0 (1.1)

Aplicando ¢,
arey + 0t anen — i — r=bpgy, =0 (12)

Somando 1.1 com 1.2 e dividindo por 2 temos:

areq + o+ dny = 0
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e como {€], ..., e} é base, segue que:
ap = =ap=>F0

Dai a equagao 1.1 se reduz a:

bigi + -+ bpgn =10

bi(fi —e(f1)) + - +halfn —p(fr)) =0
pela linearidade de
(Bfrt -+ bufa) —olbifi+ b fo) =0

como Fizn(p) N (Fiz(p))~ = {0} temos que

bifi+- - Fbafn=0

donde concluimos ¢ afirmado.

Portanto se (2, %) € IR* entdo:
(m,y) = z1e1+ -+ @nen + Y191 T + Yndn
e dal
¢(m,y) = wrpler) 4+ anplen) +mplon) + -+ ynp(ga) =

211+ - Bnfn — Y101~ — Ynfn = (3, —Y)

A conclusido que tiramos é que na vizinhanga de um ponto fixe de uma
involugao, no conjunto I*(M ), as coordenadas podem ser escolhidas tal que
a involugao fique na forma w(z,y} = (x, —y).

Vamos definir agora o que é wn difeornorfisimo reversivel com relagao
a involugao R. Para facilitar a notagdo chamaremos tal difeomorfismo de

R-reversivel.
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Figura 1.1: R-reversibilidade

Definicdo 1.2
SeRe€[*(M)eLlL: M — M ¢ difeornorfismo, dizemos que L € R-reversivel

5€ 0 eqUAcan:
wipy = L) (1.3)

¢ invariante sobre i — —i e x — R(1)

A figura 1.1 nos dd uma certa idéla geométrica do que significa ser
R-reversivel quando R{z,y) = (z, —y) e a subvariedade de pontos fixos de R.
é o eixo x.

Escrevendo de uma forma explicita, nds temos que R{(x_,_) = Lo R(z_;)
ex_; = L(x_;_1). Dai nés concluimos que R{z_;_1) = Lo Ro L{x_, ).

Essas observagoes nos levam a uma definicio puramente algébrica de
R-reversibilidade que é a seguinte: "L é reversivel com relagao a involugao R

seLoRoL=HeRoR=1id".
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Observe que (Lo RoL)o R = Ro R = id, portanto L o R é involucio e
L ={(LoR)oR, ou seja, L. é a composicao de duas involucdes. Portanto de

agora por diante vamos adotar como defini¢cao de R-reversibilidade o seguinte:

Definigao 1.3
Fizado R € I°(M), um difeomorfismo L € Diff*(M) ¢ R-reversivel se
L=UoR,ondelU € I*(M),

Denotaremos o conjunto de todos os difeomorfismos de classe ("% R-
reversiveis em M, por Diff3(M).

Vejamos agora algumas propriedades de sistemas R-reversiveis. Se L é
R-reversivel, entao sabemos que L o Ro L = R. Seja ' uma érbita de L,
ou seja, [' = (..., %_1,%0,21, % ...) onde 2541 = L{z;). Pela propriedade
anterior L o R o L{z,) = R(z,), o que implica L o R(z,1) = R{z,), e
finalmente R(zn1) = L7 (R(z,)); Portanto

R(IYy = (..., R(xz_1), R(zq), R{z), R{zs),...)

€ uma orbita de L.

Se T" possui um ponto que estd no eixo de simetria, ou seja, Fix(R), entao
I' = R(T"). Nesse caso chamaremos I' de drbita simétrice, como na figura 1.2.

Outra propriedade interessante é que torna-se , de certo modo, mais facil
encontrar orbitas periddicas simétricas. Se zg e z, estac no eixo de sime-
tria, é facil mostrar que xg ¢ periddico de periodo 2n. Como R{xg) = g
e R(xp) = @y, temos que L™(zy) = L™ o L™(25) = L™(zn) = L™ o R(zy).
Observe que Lo Ro f = Rimplica L"c Ro L™ = R,dai L" o R=Ro L™

Portanto:
L*(x0) = L™ o R(xp) = Ro L™ () = R(wo) = o

Logo, para encontrar drbitas periddicas simétricas, € suficiente analisar o

sistema proximo das linhas de simetria.
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Figura 1.2: Orbita Simétrica e ndo Simétrica

Vejamos agora alguns eXxemplos de aplicagbes reversiveis.

Exemple 1.4

o

Dui temos entdo :

!

L:Uoﬁz{“’,:y .
y =-—ctayty

Observe que a matriz jacobiana de L é:

. 0 1
Jac{L) = [ 1 et }

dai | det Jac(L)| = 1. Portanto, a wplicegio L acima, chamada aplicagao de

Hénon, preserva a drea.
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Exemplo 1.5 (Aplicacao de Chirikov-Taylor)

=z
I ;
¥y = —y + ksenx
e
!
r o=
R ; Y
y =z
dai:
=
L , Y
y = —a+ kseny

que também preserva drea.

Duas perguntas que surgem naturalmente sao:

1. Como obter as involugtes?
2. Aplicacées reversiveis bidimeunsionais sempre preservam a drea?

A primeira dessas questdes pode ser respondida considerando uma cons-
trucdo geral de uma involugao. Tome uma involugao I e aplique uma trans-
formacao coordenada arbitraria €. Dai a composicio H = ColoC ™! é uma
involugao. Por exemplo, considere:

T o=u
¥ =-Y

e considere a transformacao coordenada
O ;

logo
=z

s r—1 .
H=Colo( " y' = —y +ax+z°

gue é a Involugao associada a aplicagao de Hénon.
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Quanto a segunda questdo nds observamos que a maioria das aplicacoes
reversiveis sao conservativas e em particular preservam a area. Reciproca-
mente, quase sem excegao, todas aplicacdoes que preservam area estudadas

numericamente na literatura sao reversiveis.

Exemplo 1.6

#' =2+ f(y)
y =y I g(a’)

PreESErva area, pois

1 ()

Jac(M) = g+ ) V+d@+ F)f )

e |det Jac(M)| = 1. Se f ou g € uma fungao impar, ¢ aplicacdo € também

reversivel. No caso de f ser ¢mpar uma invelucdo €

o
B :Lr—-z+f(y)
y = —y

Fucilmenle se verifica que M o Ro M = R.

Se nds escolhermos f(y) = kseny e g(x’) = z', nés temos a conhecida

aplica¢ao de Chirikov-Taylor ou aplicagao padrio.

Mostraremos agora que existem aplicagoes reversivels que Dao preservaim
area. A técnica é construir uma involugdo gue NAo preserva area € compor
com uma que preserva. Podemos tomar a involucao

s =3+ -1

":-’rl T.r_ T
¥ = o

que NA0 preserva Area e COMPOr com

o=z

Ry:
1 y’zC—y
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que preserva area. O resultado €

St _ " [ 2
Ll:UloRli{;—(C L+ (' = 1)%)

reversivel e que nao preserva area.
Counstruiremos agora uma aplicacdo que preserva area e mostrarcmos que
ela nao é reversivel.
wr::{;+y2+y3
P Ay
{ y' =y + (2)
claramente P preserva a area pois é como no exemplo 1.6.

Observe que se uma aplicacao L é R-reversivel e zy € Fixz(L) entao
R(zg) € Fiz(L), pois Lo Ro L = R e em xp teremos L{R(zq)) = R{zq).
Derivando, temos

AL R(zg) © dR ey © dLgy = dRg,

suponha que dLg, = I'd, entao dL gz, = /d.

A consequéncia é que se xq é o unico ponto fixo tal que dL,, = Id, entédo
xp ¢ simétrico, on seja, R{xg) = xp.

Suponhamos que P delinida anteriormente é reversivel. Observe que os

tinicos pontos fixos de P sdao (0,0) e (0, —1) e

1 0 11
dPpoy = { 01 ] 2 dPg-1y = { 01 ]

Temos que (0, 0) é simétrico.
Seja
gl ®Y={ e + by + @137 + aoxy + asy’ + o?{z, y)
Ny ) O\ er—ay+ bya? 4 bomy + bay® + 03(:1;,3;)
com a2 + be = 1.

Facamos P o R o P = R para ordem 2.

. 2 3
il *Yor w+y2+03(fw;_) _
Y y+ 2%+ o'z, )
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e by + (b + a2’ + agzy + (e +as)y® + 0%z, y)
ot — ey + (—a +b1)s” + basy + (c 4 ba)y’ + 0*(2,9)

finalmente temos que
PRP| * | =
i}

ax + by + (b + a1 + 2?4 (a3 — 20c)2y + (6 + as + ®)y* + Bz, y)
cx —ay + (—a + by +aB)a? + (b + 2ab)zy + (¢ + by + )y? + 3(z, y)

como
¥ Y

temos as seguintes possibilidades a = b=c=0ouae=0eb=¢ = —1, mas

a =b = ¢ = 0 nao satisfaz ¢ 4+ bc = 0. Portanto a involucao R fica

()

—y + a12% Faszy + a3y’ + e+ coaly + cary® + cay® 4 o*(x, y)
—2 4+ b1a? 4 boxy + bay® + d 2> + doz®y + dazy” + day® + o, y)
Substituindo novamente na equagdo PRP = R para grau 3, chegamos as

seguintes condigoes para os coelicientes de grau dois
02—251—] =0 (1)
2!’!,3 = 0 (2)
2ay —2=10 (3)
Gy = 0 (4)
by = 0 (5)
2b3 - 2@] —= 0 (b)
—1+b3=0 (8)

das eqnacdes (1), (4) e {7) vemos que a involugdo R ndo existe. Logo P nao

é reversivel. Para um caso mais geral ver [Ro,Cal.

Podemos entao coneluir que a relagao entre aplicagoes que preservain area
e aplica¢oes reversiveis é dada pelo diagrama de Veun da figura 1.3.

Como uma ilustracao de aplicagdes reversiveis daremos agora dois exem-

plos de situagéo fisica descrita por modelos discretos que sao reversiveis [Qi.
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Figura 1.3: Diagrama de Venn

Exemplo 1.7 (Base Quimica da Morfogenese)
A difusao de duus diferentes substancias quimicas convergem, para uma media
que pode ser descrita por

ari= Dz —2v ) Ty — - o

d, _ r .
2191 = Do(yiv — 2yi + ya1) + 8 — may
onde x; € u concentracdao da substincia A na célula i e y; € a concentracao
da substancie B na célula i; Dy ¢ Dy sao constantes de difusao e o e i sdo
pardmetros, Solugoes estaciondrias dessas equagoes $ao
P . ¥ by — i
Typy — 25 4wy = SN

1
: i — i
Yirl — 2% b W1 = E’L_-?Dz_)(l

que € simétrico sobre i — —1i.
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Exemplo 1.8 (Quasicristal)

Um quasicristal € representado pela equagcao
Tip1 1 Ti—g = TiTi-1
onde ©; € o trago da malriz transferencia na posicdo i do quasicrisiel. A

equagao acina € nuariante sobre i — —i.

Seja L € Diff5(M), ou seja, L = U o R onde I7 e R sao involugdes cujo
conjunto de pontos fixos é uma subvariedade de M de dimensao metade, ou
seja, 1.

Defina agora Uy = L* o R, onde k é inteiro ¢ observe que Uy é involucio,

pois :
(U2 =L*oRoL*oR=LflolJoRoRol/oRo LN 1o R =

LF Y oRoL*'oR=. =L'0cRoLoR ~id

Seja ainda Fiz(l/i) o conjunto dos pontos fixos de Uy. A seguir provare-
mos que Fiz{l/;) € subvariedade de M de dimensao n, sendo assim [/ €

I*(M). Mas para isso precisaremos de duas proposi¢oes:
Proposicao 1.9
iV Fiz(Uy) = L(Fiz(Up_2))
i) R{Fix(U)) = Fia(U_g)
Demonstracao : Para a parte 1) considere x € Fiz(l/y), entao

z = Up(z) = L*(R(z)) = LIL* Y(R(z)))

Provaremos que L* YN R(x)) € Fiz(l/,_q).
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Up o L* Y (R(2))) = L* *0 Ro L* "o R(z) =
L*20RoL*2?0RoRol oR(z)=RoloR(z)
Como = = L* o R(z), temos que
RoLoR(z) = RoLoRoLNoR(x) = RoLoRoLoL* 1o R(x) = L* 1o R(x)

Portanto z € L{Fiz(U;_2)). Reciprocamente se x € L{Fiz{lJ;_»)), entdo
x = L(y) onde y é tal que Up_o(y) = y. Nos queremos provar que Ug(z) = z,

para isso, Up(z) = Up(L(y)) = L* o R o L{y). Como I/x_(y) = v, temos que
L*oRoL(y)=L*oRoLoL* oR(y)=L(y) ==

o que demonstra a primeira parte da proposicao.
Para a parte i) considere z € R(Fiz(l7},)), dal + = R(y) onde y € tal que

Uply) = L* o R(y) = y. Queremos mostrar que UU_,(z) = z. Para isso
U_i(z) = L™"oR(z) = L™ oRoR(y) = L ™*(y) = L "o L*oR(y) = R(y) = =
Reciprocamente se 2 € Fix(U/ ;) entdo U_(2) = z, ou seja,
z=RoRoL¥oR(x)
Queremos mostrar que R o L™% o R(z) € Fiz(Uy). Para isso
U{lRoL *oR(z))=L*oRoRoL *oR(z)=R(z)= RoL %o R(x)

o que completa a demonstracao da proposicao. O
Proposicao 1.10

)V Fiz(Up) = LP(Fiz(R))

1) Fiz(Usppq) = LE(Fiz(U))
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Demonstragao : Para a primeira parte, considere ¢ € Fiz(Usg), ou seja,
x = L%*oR(z) = L*(L¥ o R(x)). Mostraremos que L¥ o R(z) € Fix(R), para
isso

R(L*o R(zx)) = RoL¥oRoL*0 L*o R(x) = L* o R(x)

Reciprocamente, se » € L*(Fix(R)), entio z = L¥(y) onde y & tal que

R(y) = y. Queremos provar que x € Fiz(Usy,), para isso
Usi{a) = LkoLkoR(:ﬂ) = LkoLkoRoLk(y) == LkoLkoRoLkoR(y) = Lk(-y') =2

o que termina a primelra parte da proposigao.

Para a segunda parte, considere z € Fix(Usgqq), dal 2 = Ugqi(z) =
L#H o R(2) = L*(L* o R(2)). Queremos mostrar que L¥ o R(x) € Fiz (1),
para 1sso

U(L*' o R(z)) =U o L* o Ro L% 5 R(z) =
UolL*¥*'oRoLMloRoRoL¥o R(z) = U o Ro L* o R(x) = LF* o R(x)

Reciprocamente, se z € L¥(Fiz(l7)), entdo & = L*(y) onde y é tal que

U(y) = y. Mostraremos que © € Fiz{I/sx,1), para isso observe que
Unipr(w) = L¥F o R(z) = L¥ o Ro L¥(y) = LF oRoLFolU(y) =

L*orPoRoL* o RoRol/(y) = L o L7Hy) = LM(y) = =

o que completa a demonstragao da proposicdo. O

Como L* é difeomorfismo e Fiz(R) e Fiz(U) sio subvariedades n-di-
mensionais, entdo Fix(U,) € subvariedade n-dimensional e portanto [/y €
[°(M). Como L* = Uy o R segue que L* € Diffs(M). Chamamos Fix(Uy)
a k-ésima subvariedade de stmetric de L. A importancia dessas subvariedades

estd descrita na proxima proposicao.
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Proposicao 1.11
i) Sej#k, Fiz(U;) N Fix(U) C Per(L)
it) Reciprocamente, se p € Fix(U;) € um ponto pericdico de L, entao

p € Fiz(Uy) para algum k # 7.

Demonstracao : Para a parte i) considere 2 € Fix(U;)NFiz (), entao

Uiz} =Lio R(2) =2 e Up(z) = L¥ o R(x) = x, ou seja,
g=L"ocRoL¥o R(z) = L"* o L¥o Ro L*¥o R(z) = L/ *(2)

Dai x € um ponto periddico de L.

Para a parte if) temos que L7 o R{p) = p e L*(p) = p para algum s, entio
p=LIoR(p) =L o RoL%(p) =

L™ eL'eoRol®oRoR(p) =L o R(p) = U;_(p)

dal x € Fis{l/;_,). O

Alguns pontos periddicos de L interseptam as subvariedades de simetria.
N6s chamamos esses pontos de pontos pericdicos simétricos.

A classificagao dos pontos periddicos simétricos ¢ dada pela prdéxima

proposi¢ao devida a De Vogelaere [Vo|.

Proposicao 1.12
Seja z wm ponto periddico simétrico de L. FEntdo uma das iterades de x
pertence a pelo menos um dos seguintes conjuntos:
i) Fix(lUog) N Fiz(R)
1) Fiz(lopyq) N Fiz(R)
?22) Fi:IJ(ng__H_) M FT‘.:E(U]
Demonstracao: Se x é periddico simétrico, entao temos [/, (z} = x para

algum n e L7(x) = & com L%(z) # 2 V0 < 5 < J.
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Temos duas possibilidades, n é par ou n é Impar.

Se n = 2i, temos L7 (z) = » e L¥R(z) = z. Dai

LPR(z) = DY (L* 7 R(z)) = » = L7 (2)

ou seja
v = LEVR(x) = RL-%(a))
daf
L) = LR ¥(x) = 'RLT#LY (2) = R(L7(x))
portanto

L7 'z} € Fiz(R) (1.4)
Escolha &k # 0 tal que 2k seja mtltiplo de 4, dai
Usp(L77Hx)) = LBRLI™z) = L¥* L7 4 2) = L7 L% (2) = L7 7'(x)

Portanto, nesse caso, de 1.4 e da equacao acima concluimos o ftem i).
Escolha agora um k tal que 2k + 1 seja um maltiplo de j, mas observe

que se j é par esta escolha é impossivel. Dai temos
Usges 1 (L7 74 (x)) = ¥ RLI T () = L1 7¥(2)

a expressdo acima e 1.4 conclui o {tem ii).

Vejamos agora sc n = 2¢ + 1. Temos L?(z) = 2 e L¥T1R(2) = x. Dai
L¥ M R(z) = L¥0(z) = 2

ou seja
x = U(LI7%(2))

dai
L) = PTUL P (3) = UL ()
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portanto
L Mz} € Fix(U) (1.5)

Escolha k tal que 2k seja miiltiplo de j. Dai

U1 (L27H2)) = L* REITH2) = Li7%2)

Pela equacao acima e por 1.5 concluimos o {tem iii). O



Capitulo 2

Campos Reversiveis

Algumas pessoas dizem que fisica é o estudo das simetrias da natureza.
Essa afirmacdo é um pouco exagerada, mas num certo sentido ela é ver-
dadeira. As simetrias sustentam algumas das propriedades fundamentais de
sistemas fisicos ajudando na formulagao matemética e na interpretacac da
natureza.

Discutiremos um fipo particular de simefria que é a " time symetrical
reversing em sistemas dinamicos. Vamos nos referir a sistemas qiie possuem
"time symetrical reversing” como reversiveis.

A "time symetrical reversing” desempenha importante papel em varios

ramos da f{isica. Exemplos sao [Qi]:

e BEquacgoes de Maxwel no eletromagnetismo;

Equagoes de Einsten na gravitagao;
e Equacoes de Schrodinger na mecinica quantica;

Teorema C. P. T. pa teoria dos Campos.

O que significa reversibilidade?

18
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Cousidere o exemplo

" = F(x)

é invariante por ¢ — —f. Escrevendo como um sistema de primeira ordem

temos

corm Invariancia

() —()-(2)

Aplicando uma transformacao coordenada nao linear

% z
.rU y
as derivadas de primeira ordem s&o dadas por

w = g{u,v)
v’ = hlu,v)

A T-invariancia implica que a equagio acima € invariante sobre

t - i

DEFORERSE
v kv v

o operador R é uma involugao.

Definicao 2.1
O campo

& = X(x) com X .:R"— R" (2.1}
€ reversiwel, se existe uma involugdo R no espaco de fase tal que o equagao

acima € invariante sobre t — —f e x — R(z).
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N
e Z
[@\\_‘_//

Figura 2.1: Espaco de fase de um sistema reversivel

Uma idéia geométrica de como ¢ o espaco de fase de um sistema reversivel
com relagdo & w(x,y) = (v, —y) é mostrado pela figura 2.1.

Observe que se z(t) ¢ solugao do sistema 2.1, entao z(—t) é solugao de
¥’ = —X{(z), e se 2.1 é invariante por + — —f e x — R(z) significa que
(Re{=1))) = X(R(s(=1))), on seja, DR(x(~1))' = X o R(s(~t)) o que

implica
DR{-X (z(-1)}) = X (R(z(-1))) => DR(X)=-X oR
isso nos leva a uma definigio alternativa, a qual usaremos daqui por diante :

Definigao 2.2
Um campo X : M — TM e C° € reversivel se ewiste R € I°(M) tal que
DR(X) = —X o R. Nesse caso dizemos que X ¢ R-reversivel.

Se R estéa fixo, denotaremos o conjunto dos campos R-reversiveis de M

por ' (M ).
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Veremos agora alguns exemplos de sistemas reversiveis [Qi] modelados a
partir de fenémenos concretos, nem todos eles de dimensdo par. Isto nos
leva a crer que o estudo que estamos fazendo para dimensio par pode ser

generalizado para dimensoes impares.

Exemplo 2.3 (Alguns sistemas hamiltonianos)
Todos os sistemnas hamiltonianos com wm hamiltoniano par no momento €

reversivel, nesse caso a involugcao € R{z, p) = (z, —p).

Exemplo 2.4 (Equacao diferencial logistica)

A equagdo diferencial logistica € o equagao
2’ = z(l — 1)

cuja mvolugao €

Glz)=1—=z

esse sisterna tem dois pontos criticos, uwm em 0 oulyo em {. Emz = 0 € um

repulsor e em x = 1 € wm atrator.

Exemplo 2.5 (Fluxo ABC na hidrodindmica)

A equagao ¢

= Asenz + Ccosy
y = Bsenz + Acosz
' = Cseny + Bcost

-

onde A, B e C sao pardmetros. A involugao € dada por
R{z,y,z) = {(m —x,—y, 2).

Exemplo 2.6 {Um exemplo nao linear)

A involugao nao precisa ser Linear, por exemplo

F . 5

' =azy —x
P g a2

y=rt+y -z

3

X 4
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constdere o involugao:

logo

1 0 ry — 2° B oy — z°
d -1 | lz+y*—2* | | —z—y* +4x?y - 32*

por oulro lado
\ , 3
. © ¥ AT
. R — . = B h
X o (u) X(—y#—?:r“}) ':—:tr—y“)—’rélxzy—&r;'*}
portanto DR(X) = —X o R.

Exemplo 2.7 (Um exemplo em dimensoes altas)

Tome wm sistema de primeira ordemn. de dimensao n +m:

X - ' = flz,y) z € R"
Y el y) y € R™
onde f € par em x e g € impur em x. A involugao € dada por R{z,y)
(—x,y). Dai:
. -0
logo

Yy | =T 0 fleyy)y |V —Flzy)
DR(“"”OX(?;)_[ 0 f]'[g(:r,y)J_{ glz,y) }

22
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por vutro lado

I R T T
X R(y) X(u) -[g(—x,y')} [Q(w;) ]
Portanto DR(X) = —X oR

Existem diversos [enémenos fisicos modelados por um sistema reversivel.

Veja por exemplo alguns exemplos em [Qi]:

Exemplo 2.8 (Lasers externamente injetados Rubi e CO,)
A dindgmica desse sistema ¢ descrita pelas sequinltes equagoes:
¢'=C1 — %56’”@
E'=WE + cos¢
W'=(Cy— E?
onde E € o amphtude da cowvidade de campo (na escala da frequéencia ex-
terna}, ¢ € u fase, W ¢ a inversao da populagao (em escalu) e C'y e Cy sao

puramelros. Temos que a involucao é:

¢ T =@
R| F | = E
W -W

Exemplo 2.9 (Oscilador isotérmico)
Um modelo para wm oscilador harménico mergulhado em dgua quente ¢
' =y
y' = —x — 2y
= oly® — kT)
o termo kT € o produte da constante de Bollzmann pelu temperature e o €

um pardmetro. A involucdo nesse caso €:
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Iinunciaremos agora uma importante proposicao que relaciona o fluxo do

sistema veversivel com a involucdo.

Proposicao 2.10
Seja X € TR(M) com fluro ¢s. Entdo

¢proR=Rodg_

Demonstracao: Seja ¢, o fluxo de X, logo para z € M fixo, nés temos

que f({t) = ¢4(z) é solucao do sistema:
' = X (x)
z(0) =z

{ fi(E) = X (de(2))

de fato

£(0) = ¢olz) =
Seja y(t) = Ro¢_, o R(z), dai

y'(t) = DR(¢—(R(2))) = DR(-X{¢_+(R(2)))) = —DR(X (¢_,(R(2)))) =

— (=X o R(¢_+(R(%)))) = X (y(t))

y(0) = Ro¢po R(z) = RYx) ==z

dai por unicidade de solugao nds temos que ¢:(z) = Ro ¢_; o R(z). Como

esta relacao vale para todo x, segue que ¢, = Ro¢_, 0o R, ou seja,
djt Q R — R Q gb_f_ . D

Cousideremos agora J; = ¢; o R, U, é involugao, pois pela proposicao

anterior nds temos que:
Uf ={¢psoR)o{dro R} =(¢s0oR)o(Rod_ i} =dg=id

A préxima proposicao diz que o conjunto dos pontos fixos de [7; é difeo-

morfa ao conjunio dos pontos fixos de R.
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Proposicao 2.11
Fiz(Uy) = ¢ (Fix(R))
2

Demonstracao: Consideremos & € Fix(U), dai ¢ o R(z) = 2, ou seja,
Tt = ¢t{¢s o R(z)). Queremos mostrar que ¢: o R(z) ¢ um ponto fixo de R.
2 2 2 :
Para isso

R{¢: o R(x)) = RRg_1(x) = ¢_(x)

e como z = ¢, o R{x) temos 175_%(’1,) = qb_%(q{;to R(z))=¢
T € @%(FT’E(R))

E reciprocamente, considerando z € ¢ (Fix(R)) implica que z = ¢+ (y),
2 P

¢+ o R(x). Portanto

(=]

onde y é tal que R{y) = y. Queremos provar que Ui(z) = z, ou seja,

Ui(x) = ¢s 0 R(z) = ¢ o R($1(y)) = 10 ¢_g 0 Rly) = ¢u(y) = =

0 ¢ue demonstra a proposicao. O

Na definicao que demos de campos reversiveis é que R € I¥(M ), ou seja,
R ¢ involucao e a dimensio de Fiz{R) é n, porfanto a dimensao de Fiz{U;)
é n, pois qb% é difeomorfismo, com isso [/; € I*(M ). A conclusiao que tiramos
disso tudo é que U, é num difeomorfismo R-reversivel para cada t.

Um elemento critico 7, ou seja, um ponto singular ou uma orbita fechada
é chamado simétrico se R(y) = . Observe que todos os pontos criticos
simétricos devem estar em Fiz(R), enquanto que todas as érbitas periddicas
simétricas tem exatamente duas intersecgoes com Fiz{R). O restante dos
elementos criticos sao chamados ndo simélricos, eles sempre ocorrem aos

pares 7 e R(7), como se pode ver na figura 2.2.
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N
N

@ R(Y)

[figura 2.2: Retrato de fase de um campo reversivel

26



Capitulo 3

Difeomorfismos e Campos
Lineares Reversiveis

Nesta sec¢io estudaremos os campos lineares reversiveis ¢ os difeomor-
fismos lineares reversiveis. Para fixar a notac¢do, nés consideraremos ¥V um
espaco vetorial real de dimensao 2n. I(V) serd denotado o conjunto das
involugoes lineares de V que possuem polindmio caracteristico da forma
(# + 1)"(x — 1)". Nos observamos que esta restricao do polinémio carac-
teristico é equivalente a exigir que a dimensao de Fiz(R) seja n. Para ver
isso, basta observar que toda involugao linear pode se escrita, em coordenadas
convenientes, como ¢(x,y) = (x, —y).

Fixe R € I{V).

Definigao 3.1
O difeomorfisme linear [, € veversivel com relacao a involucao R se L — UoR

para alqum U7 € [(V).
Nesse caso diremos que L é aplicagao linear R-reversivel.

Definicao 3.2

O campo linear A € reversivel com relogao a invelugdo R se RA = —AR.

27
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Observe que este é um caso particular dos campos reversiveis discutidos
no capitulo 2, pois nesse caso DR = R devido ao fato de R ser linear. Nesse
caso diremos que A é uma aplicagdo linear infinitesimalmente R-reversivel,

Denotaremos por D g(V) o conjunto das aplicagoes lineares R-reversiveis e
por dg(V') 0 conjunto das aplicagoes lineares infinitesimalmente R-reversiveis.
A proxima proposicao diz que Dr(V') é uma variedade e que dp(V) é a fibra
da identidade, do fibrado tangente de Dp{V).

Proposicao 3.3
i) Dp(V) € uma subvariedade C° de GL(V) de dimensdo 2n°.
1) TH{(Dr(V)) = da(V)

Demonstragio : Seja

. GL{V) — GL(V)
5 — 8!
Dai ®” = Id, ou seja, ® é involucao.
Seja. & € GL(V) tal que S* = Id, dai S € Fiz(®). Pelo teorema de
Montgomery-Bochner [Mo,Zi], escolhemos um sistema de coordenadas fal

1

que D®g =z g~ o ® o ¢ em uma vizinhanca de 5.

Como Fiz(D®g) é subespago vetorial de Tg(GL(V)), temos que
9 |picipag)y: Fiz(Dds) — Fiz(®)

é uma carta local '™ para Inv(V). Logo Inv(V}) é uma subvariedade ('™
de GL(V).

Observe que (V) é aberto em Jnu(V). De [ato, seja f € I(V), daf os
autovalores de f sdo {+1,...,+1,—1,...,—1}. Portanto existe uma vizi-
nhanca A de f em GL(V) tal que Y5 € N temos metade dos autovalores de
§ positivos ¢ a outra metade ncgativos, Tome N = N N Inu(V) vizinhan-

ca de f € I{V). Mas se g € N, entdo g ¢ uma involugéo e portanto em
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uma base conveniente g{x,y) = (z, —y), dai o seu polindmio caracterisiico
é (x+ 1)"(y — 1)™. Logo g € J(V), ou seja, N € I(V). Dai I{V) é aberto
como afirmado.
Chegamos & conclusao de que (V) é subvariedade €' de GL(V).
Escolha uma curva ¢ : (—¢, ) — GL(V) tal que ¢(0) = Ae (0) = B.
Dal:

DOA(B) = £ oft) o= (0] o

mas ¢t)[c(t)]"! = I ¥+, Derivando em relagao a ¢

%kmrlz—wmr%wwﬁn*

emt{ =10

d

E[C(f)] o= —ATIBAT

portanto temos que

D®,4(B)=—-A"lBA™!

Seja, § € Tnu(V) portanto em uma hase conveniente podemos supor

S(z,y) = (z, —y). Estamos querendo saber a dimensao de Fit{D®g).

DPg{B)=B = —-SBS =B «+«= SB+BS=0

By B |40
Temos que

B, By —-B
SB+BS=O¢ﬁ[ B -}+[.1 2]:0

Denotando
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Como B e B4 sao matrizes n X n temos quc
dim(Fiz(D®g)) = dim(I{V)) = 2n*

Como _
Lr:GL(V) — GL(V)
X — XoR
é difeomorfismo e Dp(V') = Lg{/{V)), temos que Dg(V) é subvariedade '™
de GL(V) de dimensao 2n* como afirma o item i) da proposicéo.
Para a segunda parte, primeiro observe que dim(dr(V))} = 2n” Pois R

pode ser escrito R{x,y) = (z, -y} e daf:
B €dp(V)+—= RB=—-BR

e pela equacio 3.1 temos que dim(dp(V)) = 2n”.

Como dim (T [Dr(V)]) = 2n?, basta mostrarmos que Tr[Dr(V)] C dg(V).
Para isso, seja B € T7[Dgp(V)], dal existe 7 : {—¢, ) — Dg(V) tal que
¥(0) = I e ' (0) = B. Sabemos que Y(t) = ¢(t) o R onde o(t) € I(V) e
5(0) = R 7/(t) = o'(t) R . Como (a(1))? = Id entiio a'(1)r () +{1)o(t) == 0
Emt =0

()R = —Ro'(0)

logo 4'(0) = —Ro’(0} = —Ry'(0)R, ou seja,
4 (VR = -Ry'(0) == BR = —RB

donde B € dp{V'). Portanto Tf[Dg{V)] = dg(V). O
Enunciaremos agora uma proposi¢ao que traz uma inferessante propric-
dade dos autovalores de aplicacoes lineares reversiveis e infinifesimalmente

reversiveis.
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Proposicao 3.4

i) Seju L € Dp(V') o conjunto das aplicacoes lineares R-reversiveis. Se
X ¢ um autovalor de L de multiplicidade k, entao A7! € uwmn avtovalor de L
de multiplicidade k. Além disso, os autovalores +1 e —1 tem multiplicidade
par quuando eles ocorrem.

it) Sejo A € dgr(V) o conjunto das aplicagoes infinitestmalmente R-
reversiveis. Se A € autovalor de A de multiplicidade k, entgo —X ¢ auto-
valor de A de multiplicidade k. Alem disso, se o autovalor 0 ocorre ele tem

multiplicidade par.

Demonstrac¢ao: Para a primeira parte, seja L = U o R € Dg(V). Como
7% = Id, temos det(U). det(J) == 1, logo

det(UR — 2I) = det{[/(UR — 21)U7) = det(RU — 2T

dai, se & é autovalor de L, x é autovalor de L1 e entéo o inverso de x, z *

& autovalor de .. Portanto og autovalores —1i e os autovalores 1, quando
ocorTem, 0COITEm a0s pares.

Para a segunda parte considere 4 € dg(V), ou seja, AR = —RA, ou
ainda, A = —RAR.

det(A — zI) = det(R(A — zI)R) = det(— A — zI)

o polindémio caracteristico de A é o mesmo de — A4, isto quer dizer que se A é

autovalor de A entdo — A também é e com a mesma multiplicidade. Como a

dimensao é par segue que ), quando ocorre, tem multiplicidade par. O
Estamos procurando condigoes genéricas para os difeomorfismos lineares,

para isso, vamos a algumas definicoes:
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Figura 3.1: Autovalores Principais

Definicao 3.5

Os n aulovalores principats de um difeomorfismo L € Dp{V) sao 0s auto-
valores de médulo maior do que 1 ou de mddulo 1 e parte imaegindria maoior
ou tgual a 0. Tomando exatamente melade dos autovalores 1 e metade dos

autovalores —1.

A regidao do plano complexo em que ficam os autovalores principais de

um difeomorfismo R-reversivel esta na figura 3.1,

Definicao 3.6
L € Dg(V') é N-elementar se os seus autovalores principais p1, p2, . . ., Pn 540

multiplicativamente independentes sobre as infetros entre —N e N | isto ¢;
Pt pr=1le=e=0 Vi

m:-',dee,‘,-_EZB|€?;|SN
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Definigao 3.7
L € Dr(V) é elementar se for N-elementar para todo N.

Uma consequéncia imediata dessa definicao ¢ que se um difeomorfismo L

é elementar, entao:
1. Todos os autovalores principais sao distintos.
2. Nenhum € raiz da unidade.

Para ver 1), observe que se p; = p; = A, tome e; = —e; = ¢ e dal
AAT¢ =1 com ¢ # 0. Para a parte 2) g5 = 1 com ¢ # 0. Ambos os casos
contrariam o fato de serem independentes sobre os intelros.

Daremos agora definigoes semelhantes para os campos lineares, que sao

chamados infinitesimalmente R-reversiveis.

Definicao 3.8
Os n autovalores principais de A € dp(V') sdo aqueles autovelores com parte
real maior do que zero vu parte real zero e purte wmagindria mator ou wgual

a zero. Tomando metade dos autovalores zero.

A regiao do plano complexo onde ficam os autovalores principais de uma

aplicacao linear infinitesimalmente R-reversivel estd na figura 3.2

Definicao 3.9
A € dg(V) € N-elementar se os seus autovalores principais (modulo 2n1) sdo

aditivamente independentes sobre o0s inteiros entre —N ¢ N.

Nés denotaremos por D (V) as aplicacoes lineares N-elementares em
Dg(V) e por d¥ (V) as aplicaces lineares N-elementares em dp(V ).

Enunciaremos e demontraremos agora o teorema principal deste capitulo.
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Figura 3.2: Autovalores Principais

Teorema 3.10

DY (V) e d¥(V) sdo abertos e densos em DR(V) e dg(V) respectivamente.

Coroldrio 3.11
O conjunto das aplicagoes elementares em Dp(V') e dg(V') € residual e por-

tanto denso.

Demonstracio do teorema 3.10 : Faremos a prova para dz(V'}, Dp(V)
€ analoga.

Aberto é, pois se A € dg(V') entdo os autovalores principais Ay, Ao, ..., An
satisfazem

a1 A+ agds + - + anA, # 0 (mod2ws)

para todo a1,as,...,ay, € I'y, onde I'y = Z 1 |- N, N|. Como Iy é finito,
podemos encontrar uma vizinhanca V de A, tal que para todo A’ € V os seus

. . . 7 i .
autovalores principais Al, A5, ..., A, satisfazem:

ar Xy +  + anh, # 0 (mod2me) Va1, ..., 0n € [y
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Para a densidade, construlremos um processo recursivo que permite-nos
perturbar os autovalores principais tal que se A € dg(V), arbitrariamente
proximo de A existe um A’ que é N-elementar.

Seja o | 3 um autovalor € w; - 1w- 0 autovetor associado, logo:

Alvy + 1) = (o + 18) (v + 2 Va)

ou seja
Ay = avy — Pug
{ A’Ug = _,31)1 + awvg (32)
casol a#0
case 1.l =0

Afirmagao 1  [v, Rv;] tem dimensao 2.
De [ato, temos que Awy = wwy, suponhamos por absurdo que Rv; = Avq,
dai;
ARvy — AAvy — —RAv, = dav; —

—aRvy = Aavy —= —Aavy = Aav, = A =(

logo Ruy = 0 (absurdo pois R é difeomorfismo linear)

Definamos entao ¢ por:

P = €Wy
¢Rvy = —eRuy
dx  — 0 se & |vg, Rl

logo R¢p = —¢R, ou seja, ¢ € dp(V)

Observe que (¢ + A)v; = ¢v; + Av; = €vy + avy;. De acordo com a
proposicio 3.4 temos quc os autovalores de (¢ + A) sio +£{e + ).

caso 12 a#0efd#0.

Afirmacio 2 v; e ve sao L. L
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De fato, suponhamos por absurdo que vo = Av; com A # 0, de acordo

com a equacao 3.2 temos:

Avy = avy — By

‘4,{)2 — O+

Y wm

o que implica (@ — fA)A = 3 + da, on seja, § = 0 o que é uma contradicio.

Afirmagao 3 dimensao de [, ve, Rui, Ruy é 4.

De fato, seja avy + dvo + cRvy + dRvg = 0. Se ¢=d=0 entao a=b=0 e
vy, Ug, Ruq, Rvy sdo L. 1,

Se(c=0ed+# 0)ou(c# 0ed=0) sio casos andlogos e podemos supor
d=0ec=—1, ou seja, Rv; = awvy + bvs. Da primeira parte da equacio 3.2
podemos tirar RAv;, = aRu; — SRvg, ¢ usando a R-reversibilidade temos

—A(awy Fbug) = alavy | bvg) — BRuq, on seja,

Zaw + b3
: v
¥

2bey — af
Vg

g

Usando a segunda parte da equagao 3.2, temos que RAvy = fRuv; +aRug,

RUQ = 1

e pela R-reversibilidade:

200 + b3 2bee — af3 2000+ b 2ba — af3
+ (25| Vo

—A = +huo) +
( 5V 5 2) Blavy +hve) + o 3 L )
ou sCja,
o 02
(—4a— — dba )y + (4o — 4b—)vy =0
g~ em 5
Como v) e v2 sdo L. 1. segue que ¢ = b% ebh = —a%. Lopo b =0ea =10,

ou seja, Rvy = 0 o que é um absurdo, portanto os casos (¢ = 0 e d # 0} ou
(¢ # 0 ed=0) ndo ocorrem,

Se ¢ £ 0 ed # 0, podemos supor sem perda de generalidade que d = —1,
ou seja, Rug = aw; + bug + cRuvy dal ARve = g AvybAvs + cARv; pela R-

reversibilidade e por 3.2 temos:
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—R(fv; + aw) =

a{ov — Fva) +b(Bvi + ave) — cR(awy — fua) — fRuy — alavy +bvs + cRuy) =
ooy — fug) + b(Pu1 + ave) — eaRuy + cf(awy + bug + cRuy)

ou seja,
_ 2ac+bf +ach 2bae — a8 + befd

Rui = _
SNy S St R Y RS

o que € um absurdo e porfanto o caso ¢ # 0 e d # ( ndo ocorre.

vy

Com isso terminamos a demonstragio da afirmacdo 3. Nesse caso defina

¢ por:
Pu; = €wy
PpRv; = —elRuy
¢ = 0 se =z ¢ [vy, vy Rvy, Rup)

Temos que ¢R = —Rd¢, ou seja, ¢ € dg(V) e os autovalores de (¢ + A) sao
(e +€) +18).

caso 2 o = 0, ou seja, A ftem autovalor ¢ com 5 £ 0. Nesse caso vy ¢ vg
sao L. I

caso 2.1 Ruvy & |vy, vs)

Afirmagio 4 A dimensdo de [v1, o, Ruy, Rua) € 4,

De fato, como v1 e vg sdo L. . e Rvy & [v1,v2], a unica forma de negar a
afirmacao é Rvy = avy + bvs + ¢Rvy. Mas nds temos que:

Avy = —fug
{ A’Ug = ,6?)1 (33)

Se Run = awvy + bva 4 ¢Rvi, entao ARve = aAvy + bAve + cARv, e pela
R-reversibilidade e equagao 3.3 temos —R(fv1) = —advs +b8vy — cR{—pvs)

ou seja,
—h—ac a — be

T T a”

Logo Ruy € [v1, vo]. Esta contradicdo demonstra a afirmacao 4.
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Neste caso, como a dimensao de [v1, vy, Ruy, Rus) é 4, nés aplicamos o
caso 1.2 e teremos que os autovalores de (¢ + A} serdo £(e + ¢8).

cas0 2.2 Ruy € [vy, va]

Afirmagao 5 Podemos supor Ru; = v, e Ruo = —us.

De fato, como Rvy = euy 4 bug femos Avy, = —fve e aplicando R,
R Avy = —3Rus e pela R-reversibilidade — A{avy +bve) = —FRug dai SRV, =
a{—Pug) + bv;. Logo:

Rup = bvy — avg

Como v) — RRvy = R{avy +bvy) = alavy +bvs) + b(bvy — ave) — (a° + SN

temos que

Queremos achar X e u tal que R{Avy 4 pve) = Avy + pun nesse caso temos
Mavy + bwg) + plbvy — avg) = dv) + pve

(a—1)x + by = 0
bA + (ma—Dp = 0

det[a—;—l —Gfb-l—ljl =@’ +1-0*=0
tem solucao nao trivial (Ag, uo).

Queremos achar ainda A e @ tal que R(Dwv, + fvs) = —(Avy + fwy).
Fazendo-se as contas como acima temos que existe um par {(Xo, f) que sa-
tisfaz a equagao.

Trocando-se v por Aguy + ggve € vo por Agvy + Fpuo temos

Rvy =
Run = —ug

Nesse caso defina ¢ como sendo:

v = €vg
dug = —evy

¢z = 0 se zd¢|v, v
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Dai ¢ € dg(V) e os autovalores de (¢ -| A} sdo (e - 3).

caso 3 0 é antovalor de A.

caso 3.1 se dimensdo de [vy, Ruy] € 2, entao faga como em 1.1.

casg 3.2 se Ru; = Avy, nesse caso v; = RRvy = Ay, ou seja, A — =+1.
Faremos para Rv; = v; (Rv; — —vy é andlogo). Como A é difeomorfismo,
tome vy tal que Avy = vy, Temos duas possibilidades:

ces0 3.2.1  Rug € [vy,vp]. Como Avg = vy, aplicando R temos RAvy =

Ruvy = v, dai —ARve = v; = Avg, como A é difeomorfismo segue que
Run = —vg. Temos que
A 0 1
0 0
na base {vy, uo}.
Defina
$ty = et
Gl = —€wy

oz = 0 se ¢ {v, v
dai ¢ € dr(V') e é igual ao caso 2.2.
cas03.2.2 Ruy & [v1,vs]

Nesse caso a dimensao de [vy, va, Rusj € 3, defina ¢ como sendo:

0 0 0
p=10 0 ¢«
3 — 0

na base {y, vo, Ruo}, logo ¢ € dg(V') e os autovalores de (¢ + A) sdo 0, e

Dado uma aplicacao A € dp(V') € uma vizinhanga V de raio ¢, seguimos
os seguintes passos:

Passo 1: usando o processo desctrito acima, perturbamos o autovalor prin-
cipal A; em uma vizinhanuga de raio § para que Ay # 0.

Passo 2: perturbamos o autovalor principal Az em uma vizinhanga de raio
$ para que a1 Ay + egre # 0 (mod271) para todos inteiros aq, a0 € I'y isto é

possivel pais Ty € finito.
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E assim por diante até:

Passo n: perturbamos o n-ésimo auntovalor principal A, em uma vizinhan-
¢a de ralo g; para que ajiy + - + Ay # 0 (mod27e) para todos inteiros
G, ... an € .

Finalmente depois do n-ésimo passo nés achamos uma aplicacio A’ tal
que A" € YV (1dgr(V), o que completa a demonstragao da proposicao. O

Vamos denotar a partir de agora por E*R, o autoespaco associado ao

autovalor . Fixe v € E7'R, isto é, Rv = —v. Seja
Jy={L € Dr(V):v € E7'U onde L = UR} = {L € Dg(V): /v = —v}

Observe que para toda aplicacao L € J, tem v como autovetor associado

ao aulovalor +1.
Lv=URv=U(—v) = —(—v)=vw

Definigao 3.12

L € J, ¢ chamado sub-N-elementar se os (n — 1) autovalores principais
 restantes soo independentes multiplicativamente sobre todos os inteiros entre
—-NeN.

Denotaremos por JY o conjunto dos difeomorfismos lineares L € J, que

nao sao sub-N-elementares.

Proposicao 3.13
(i) I, € subvariedade de Dg(V) de codimensac n.
(w) JN € uma unido finita de subvariedades de J, coda uma tendo no

minimo codimensao 1 em J,.

Demonstracac: Defina

T GLV) — I(V)
g — gRg!
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Fst4 bem definida pois [7(g)]* = Id e det(gRg™"' — zI) = det(R — z]) =
(z -+ 1)z — 1™

Vamos provar que # & uma submersao.

Afirmagao 1 D7, (B)= BRA ™' - ARAT'BA™!

De fato, tome ¢ : (—¢,¢) — GL(V) tal que C(0) = A e ¢/(0) = B. Dal

d d

Dra(B) = 2 (e(t) o= el R(E() ™ fe-om

dt

VR[] — (R[] (8)e(t)] ! [fo= BRA™ ' — ARAT'BA™!
donde conclui-se o afirmado.

Seja C € Taga-111(V)]. Dai existe v : (—¢,¢) — [{V') tal que «(0) ==
ARA™ ' e ¢/(0) = C. Como aft)a(t) = Id derivando em relacio a ¢ em 0,
temos:

C = —(ARA™H)C(ARA™Y)
Tome B = %CAR, dai temos que
Drna(B)=C
Portanto n é submersao.

Defina agora

$:GL(V) — E'R
g — (Rg~t+g7H(v)

Afirmacao 2: 0 é valor regular de &.
De fato, seja A € GL(V) tal que ®(A) = 0, vamos mostrar que

D® 4 TA[GL(V)] — To[E'R]

é sobrejetora. Seja c: (—e, ) — GL(V) tal que ¢{0) = 4 e ’(0) = B logo
temos

D®4(B) = {%@’(C(i)) lt=0
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ou seja
D®4(B) = —(RAT'BA ' + AT'BA H(v)

Portanto, dado v € To[E!R| temos que existe & : (—e,¢) — ElR tal
que a{0) = 0 e &’(0) = u. Mas R{a{f)) = a{t) para todo ¢#. Derivando e
substituindo em t = 0, temos que R{u) = u.

Tome ' linear tal que C'(v) = u e defina B = -—%AC‘ A. Portanto
D®4(B) =u

concluindo a afirmagio de que 0 é valor reguiar.

Como a dimensao de E'R é n, entdo ®1(0) tem codimensio n.
g €d7H0) = Ry {v) = —g 7' {v) =

= gRg™Hv) = —v <= v e E ' (yRg™")

Observe que

U=gRe '=7(y) = g =7 )

ou seja
Uen(dH0) = veE W= Uc/,

Partanto .J, = x (&~1{0)).

Como ®7{0) tem codimenséo n e 7 é submersdo entio J, é subvariedade
de Dp(V} de codimensao n.

Uma aplicagao do método de Abraham-Robbin [Ab,Rb]|, pagina 99, mos-
tra que J,:;V é uma unido finita de subvariedades de J,,.

A codimensao de JY ser no minimo 1, vem do fato que J, — J ser denso

em J, e a prova é analoga a proposiciao anterior. [



Capitulo 4

Genericidade de
Difeomorfismos Reversiveis

Como no caso linear, hiperbolicidade nao é uma propriedade genérica
em Diff{(M), pois em pontos periédicos simétricos, os autovalores, quando
perturbados, nao escapam do circulo unitario. Portanto nés enfraquecemos
a nocao de hiperbolicidade para obftermos propriedades genéricas.

Vamos definiv agora as nogoes de ponto periddico elementar ¢ ponto
periddico genérico.
Estamos considerando M uma variedade compacta, de classe (V™ e 2n-

dimensional.

Definigao 4.1
Se x £ um ponto periédico simétrico de [ € Diffg(M), isto €, L*(z) =
para algum k e x € Fiz(U;) para algum i, entao diremos que:
i) & € ponto periddico simétrico N-elementar de periodo k se (DL¥), ¢
N-elementar.
i) x € N-generico se:
a} x ¢ periddico simétrico N-elementar de periodo &, ou

b) & é periodico hiperbolico nao simétrico.

43
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Se ¢ for periddico simétrico N-elementar de periodo k para todo N, enlao
diremos que z é periddico simétrico elementar de periodo k.

E se x é N-genérico para todo N, diremos que x é genérico.

Denotaremos por G*(k, N} o conjunto dos difeomorfismos R-reversiveis
de classe (' cujos pontos periédicos de periodo menor ou igual a k sao
N-geneéricos. Seja ainda:

[aw)

G*(k) = ﬂ G*{k,N)

N=0

€
G =) G°(k)
k=1
Enunciaremos agora um lema que serda util nas demonstragoes subse-

quentes:
Lema 4.2

Seju I : M — M um difeomorfismo reversivel, ouv. seja, I, = U o R. Seja
ainda T, = IR 8e Fiz(T7,) € tangente a Fiz(R) em p, entdo os autovalores

de D(Zk)p sao +1 ¢ —1.
Demonstracgao: Escolha um sistema de coordenadas
g:V — R™

onde V é uma vizinhanga de p e g(p) = 0 tal que R(x,y) = gRg '(z,y) =

(z,—y). Seja ainda U = gUy~", dal L = gLy~ "

(5)-[2 2)(5) oo
x x A —B z 5
() oenle)- 2 3o

Escrevamos
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logo
k
7 A =B x
Portanto
T T A B g
T — z
Chamemos

A -B1" [a B
c -D| | D
Portanto ficamos com

a5 )= o |5 ) e @

Como cstamos supondo que Fiz(U) é tangente & Fiz(R) — {(z,0)}
temos que localmente Fiz(Uy) é grélico de uma aplicacao que tem apenas

termos de grau malor ou igual a dois. Substituindo na equacio 4.1 temos

A" —B' T op T
[C’ —D’] ( 0 ) +o(z) = ( o?(x) )

Dai termos A’ = Id e '/ = 0. Portanto

DLE -~ { I B f, }
0 D
mas como o polinémio caracteristico de DUE é (x+1)"(x —1)™, nés temos que
o polindémio caracteristico de — D' é {z + 1)", logo o polindmnio caracteristico
de DL é (z — 1)z + 1) D
O objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema de Kupka-Smale para
difeomorlismos reversiveis que diz G° € residual. Mas para isso precisaremos

de mais algumas definiges.
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Definicao 4.3
Seja L € Diffg(M), isto €, L = U o R e seja ainda Uy = L* o R. Diremaos
que L ¢ k-transversal se:

i) k € par e Fiz(Uy) M Fiz(R), Piz(U.y) N Fiz(U)

i) k € impar e Fix(Uy) M Fiz(R)

Denotaremos por A*(k) o conjunto dos difeomorfismos C* R-reversiveis e
k-transversais.

Para as demonstragoes que faremos a seguir, precisaremos das nog¢des de
pseudotransversalidade e suas propriedades, sobre as quais trataremos logo

abaixo:

Definigao 4.4
Sejam:

A um espaco topologico com a propriedade de Boire

M, N vartedades

K C M um subconjunto

V C N wma subvariedade e

FiA— CYM,N)

Dizemos que F é C''-pseudorepresentacao se a aplicacao abaizo € conti-
e eo(FOY Ax TM — TN

(a.q) +— eo(FM)(a,q)

dada por ev(FM(a, q) = D(Fa)q.

E diremos que F € C'"-pseudotransversa ¢ V' em K se :

a) F € C'-pseudorepresentagao

b) Existe um subconjunto denso D C A tal que para cadaa € D) existe um

subconjunio aberto B, em um espago de Banach separdvel, ¢, : B, — A
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continua e @' € By tal que:

i) tela'}=a
i) ev(Fog) : Bgx M — N
| (y,2) — (Foga(y))(z)

¢ C7 e transversa a V em {a'} x K.

Uma das propriedades mais importantes da pseudotransversalidade é o

proximo teorema, cuja prova estd contida em [Rb].

Teorema 4.5

Com os espagos e uplicacoes da defini¢ao 4.4 suponha que a aplicagao
F:A— CY{M N)

¢ CT-pseudotransversa o V em K tal quer > maz{l,1 + dimM — codimV }.
Seja
R ={a€ A: F{a)¢ transversa a V em pontos de K}

Se K = M = R € residual em A. Se V € subvariedade fechada ¢ K C M

¢ compacto = R € aberto e denso em A.

Para a demonstracao do teorema de Kupka-Smale precisaremos de quatro

lemas.

Lema 4.6
Suponha s > 1, k > 0 e G*(2k) denso em Diff3(M), entao o conjunto
{L € Diff (M) : Fiz(Usery) M Fiz(R)} € aberto e denso em Diffp(M).

Demonstracao: Considere a a¢io de Diffi(M) em 1°(M} dada por:

Diff$ (M) x IS(M) — I5(M)
| (g, U} ~— gUg™?
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Por um resultado de [Pa] dado [/ € I°(M ), existe uma vizinhanca V de IJ
em [*(M) e uma aplicacdo continua X' : V — Diff*(M) tal que X (/) = Id
e [XY(S)U[X(S)]™" = & para todo S € V.

Fixe U7 € I*(M). Seja orb(17) a érbita de 7 sobre essa agao. Afirmamos
que orb(T) é aberto.

De fato, devido ao resultado acima, se I7 € orh(I/) entdo U7 = glig ' e

dai existe nma vizinhanca V de U tal que para todo S € V,

§ =X (OS] = [X(8)|gUg ' |X(S)] " € ord(T)

Defina. : o
n Diff (M) — orb(D)
g — gUg™
e
Die={ge Diff*(M): (¢Ug™'R) € G7(k)}
Seja

2 Diffs (M) — C*(Fiz(lU), M)
g — o)

onde p*(g)(p) = (99 R)*g(p).
Afirmacdo 1: p*(g)(Fiz(T)) = Fiz({eUg ors1)-
De fato, pela proposicao 1.10 Fiz{(Uyet,) = LF(Fiz(/)) onde L = U o R
el = L¥ o R. Mas se / = glUg !, entdo temos :
Fig((gTg axr1) = LE(Fiz(gUg ")) = (U g R)* (Fial(glUg™))
mas observe que
7€ Fig(glg™) = 2= gUg  (z) = g7 H2) =Ty '(z) =
¢z} € Fiz(U) = 2 € g(Fiz(U))

e dai a afirmagao 1 segue.
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Mostraremos que p*¥ é (-pseudotransversa a Fiz(R). Na notacio de

pseudotransversalidade da definicao 4.4 sejam:

Foe— p*

A —— Diffs(M)
M — Fiz(U)
N «— M
V.« Fiz(R)
K «— Fiz(0)
D Dy

Observe que Doy = {g € Diff*(M) : (¢Ug 'R) € G°(2k)} é denso por
hipdtese.

Seja I'*(M) o espaco de Banach das perturbacoes ¢

Yy TS(M) — Diff*(M)
X — ¢y

onde ¢, é o fluxo de X.

Temos que p* € nma C'-pscudorepresentacio, ou seja, a aplicagdo abaixo
é continua:

ev(p®) : Diffs(M) x T(Fiz(T)) — TM
(9.9) +— D("9))q

onde p*(g)(p) = (gUg ™ R)*g(p).

Para a condigao b} de pseudotransversalidade, temos que existe o con-
junto Do € Diff*(M) denso, tal que para cada g € Do, existe um aberto
I'*(M) num espaco de Banach separavel, que ¢ ele mesmo, e existe a aplicagdo
Yo : T¥(M) — Diff*(M) continua, e «' = 0 € I'¥(M) tal que ¢,(a’) = g.

Resta apenas provar que:

ev(pFi,) (M) x Fiz(U) — M
(X,p) r— PM9)(p)

é transversa & £'iz(R) em {0} x Fiz(U).
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-1

Para isso seja J = g7g ' e L = I/ o R. E de acordo com a afirmacao 1,

mostrar que L¥q(Fiz(T7)} A Fiz(R) é equivalente a mostrar que
Fiz(Usgi1) M Fiz(R)

Temos dois casos:

caso 1 p*g(p) = y(p), ou seja, L¥g(p) = g(p), mas g &€ Dy e portanto
L e G*(2k).

Se g(p) € Fiz{R) temos:

L*y(p) = g(p)
Rg{p) = a(p) = Lg(p) = 9(p)
Usir19(p) = L**'Ry(p) = ¢(p)

Suponhamos por absurdo que Fiz(Usgy1) é tangente a Fiz(R), daf pelo
lema 4.2 temos autovalores de D{(L*+1),,, sao £1. Mas se A; é autovalor
principal de D Lgq), pelo fato acima temos que A*™ = +1 e dai g(p) nao é
ponto periodico simétrico elementar, contrariando o fato de L € G¥(2k).

caso 2 L¥(p) = q € Fiz(R) com ¢ # g(p). Nesse caso podem ocorrer
dois casos:

caso 2.1 Lig(p) = g com i < k. Daf L¥(p) = ¢ = Lg{p) = L*(¢) = q.
Mas como g € Doy, entdo L € G3(2k), logo g é genérico e dai D(LY%), é
elementar.

Suponhames por contradicio que Fiz(Us, 1) é tangente & Fiz(R), mas
pelo lema 4.2, implica que os autovalores de I (L*™}, sio 1. Chamando os
aufovalores principais de D(Lk_'i')q de A; com s = 1,2,...,n e considerando

m = mmec{k — i, 2k + 1} nds teremos que:
A s=1,2,...,n

sdo autovalores de D(L™),.
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Mas por outro lado:

(£1) 7 = +1

sdo antovalores de D(L™),, ou seja os autovalores principais de D(L*%), sio
raizes da nnidade, o que é uma contradicao, pois D(Lk_é)q € elementar.
caso 2.2 L'g(p) # q Vi < k. Nesse caso Ulq) # ¢ ¢ L*{q) # ¢ Vi. De
fato, como R(g) = ¢ terfamos L{g) = gese L'(g) = g para aloum 0 < ¢ < k
teriamos L¥g(p) = ¢ o que sdo contradicoes.
Portanto nés podemos escother uma vizinhanca A de ¢ de tal modo que
DNMNN =0 e L{N)NN =0 Vi < k. Tome um campo X € ['(M) com

supp(X ) C A entédo vamos mostrar que
D(ev o p*vy)0n (X, 0,) = X,

Tome a scguinte curva:

o (=6 8) — TI(M) x Fix(l7)
€ — (E‘Ylp)

observe que ¢(0) = (0, p) e ¢'(0) = (X, 0,) e daf basta provarmos que:

d _
—($LU % R 6L9(P)) lemo= X, (1.2)

onde ¢5 é o fluxo de X .
Como ¢X possui suporte em A o primeiro membro da equagao 4.2 fica
apenas
d .
E‘;’bl(Q) le=o
o ¢:0) = 0)
—#5(q) |emp= lim Tt A7 EA
de e—0 fa

derivando em relagio a ¢ temos

L X (#5(a)

e—l) €

= X (lim ¢7(q)) = X{63q) = X(q)
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Portanto
d
¢ = — txY " C
d'—eﬁbt(Q‘) l 0 (‘I) 4

em = 0 tiramos que ' = 0. Portanto:

6(0) leo=1X @

e para f = 1 conclui a equagao 4.2.

Portanto T(gp(ev o p* o 4,) é sobrejetora.

E com esses dois casos nds concluimos a demonstracao de que a aplicacao
p* é C"-psendotransversa a Fix(R). De acordo com o teorema 4.5, como

Fiz(R) é subvariedade fechada e Fix(U) é compacto, temos que:
{9 € Diff*(M): (gUg 'R)*g(Fix(U)) A Fiz(R)} =

{g € Diff*(M): Fiz(Uzy) N Fiz(R)}
é aberto e denso em Diff*(M).
Como # é aberta, temos que :

(U € orb(T7) : Fiz(Usiis) O Fiz(R)}

é aberto e denso.
Como as 6rbitas sao abertas e existe no méaximo um nlmero enumeravel

delas [Pa)], o lema segue, O

Lema 4.7
Suponka s> 1, k> 1 e G2k — 1) € denso em Diff3(M) entao o conjunto
{L € Diffs(M): Fiz(Uy) A Fiz(R)} é aberto e denso em Diffp(M).

Demonstracao: Seja como no lema anterior Dgx_; o conjunto denso e
p* L Diff*(M) — C%(Fix(R), M)
g — o*g)
onde p*(g)(p) = (gVg 'R)*(p). Nesse caso p* é pseudotransversa & Fiz(R)

como antes e o lema segue. O
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Lema 4.8
Suponha s > 1, k> 1 e G%(2k — 1) € denso em Diff§{(M). enldo o conjunto
{L e Diff3(M): Fiz(Uagtpa) A Fiz(I1)} é aberto e denso em Diffs(M).

Demonstragao: Nés vimos que na demonstragae da afirmacao 1 que

Fiz(U) = ¢Fiz(U) e como

Fiz(Ugerr) M Fiz(l) «= LXFiz)) M Fiz(U) <=

(9T 9™ RY*g(Fia(T)) 0 g(Fin(U)) <= (Ug ' Rg)"(Fiz(T)) A Fiz(T)

e como[(Ug ' Rg)¥|™1 = |(Ug~'Ryg) )% = (¢~  RglN* segue que
Fiz(User1) M Fix(l) <= (g ' RgU)*(Fix(U)) M Fia(T)

Trocando no lema 4.7 I/ por R e R por {7, o lema segue. O
Como consequéncia desses trés lemas, podemos dizer que se s > 1 e

G*(k—1) é denso em Diff3(M), entdo A®(k) é aberto e denso em Diff3(M}.

Defini¢ao 4.9
Seja A%(k) C A°(k) o conjunto dos difeomorfismos R-reversiveis de classe C'°
satisfazendo D(L*); ndo tem wutovalor 1 em pontos periddicos simétricos de

periodo primeiro k.

Lema 4.10
Seja s > 1 e suponha G*(k— 1) € denso em Diff§(M), entio AS(k) & aberto
e denso em DiffR(M).

Demonstracao: Como A°(k) ¢ aberto, entdo A*(k) é aberto.
Para a densidade, tome uma vizinhanca N qualquer em Diff2{M), pelo
fato de A®(k) ser denso existe L € A*(k) NN
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Seja p um ponto periddico siméirico de periodo k, entdo pelo teorema
de classificacao 1.12, alguma iterada de p, ou seja, L*(p) = ¢ perterce a
Fiz(Ug) N Fiz(R) ou pertence & Fiz([/p 1) N Fiz(U).

Como M é compacta e [ € A%(k) temos que Fiz(Uy) 1 Fiz(R) e
Fiz(Ui) M Fiz(7). Logo esses conjuntos sio finitos. Portanto o con-
junto de pontos periédicos simétricos de perfodo primeiro & € finito.

caso 1 ¢ € Fix(Ug) N Fiz(R)

O fato de Fiz () N Fiz(R) ser finito, podemos achar uma vizinhanca V

de ¢ que satisfaz:

i) Fix{l,)nFiz{R)NV = {q}

i) L\WVinyV =0 i=12...k
Pelo teorema 3.10, arbitrariamente préoximo da identidade existe uma
aplicacdo 4 € L{(T,M,T,M) tal que A o (dU); 0 A™' o dR, é elementar.

Escolha um campoe X € [*(M) com fluxo ¢, satisfazendo:

i) supp{(X)CV

W) X(g) =0

3'3'%') (Dqﬁqu = A

iv) norma C° de X "pequena’

Defina U = ¢;0/é_y e L = UR. Entao L estd arbitrariamente préxima
de L, pois A cstd préximo da identidade e L*(g) = g e (D(¢1U¢_1R))q é
elementar. Portanto p serd um ponto periédico siméirico elementar e dai
D(L*), ndo possui autovalor 1.

Repetindo-se o processo processo para todos os pontos periddicos simé-
tricos de perfodo primeiro k, teremos uma aplicacio L € V N A%(k).

caso 2 g € Fiz(Upq) N Fiz(U) é anadlogo. O

Finalmente vamos ao teorema de Kupka-Smale,
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Teorema 4.11
Seja M wina vaeriedade compacta, C°, com dimensao 2n. Se s > 1, entao

Go(k) € residual em Diff3p{M) e portanio G* € residual.

Demonstragao: Demonstraremos por indugao.

Suponha que G°(k — 1) ¢ residual, entdo G*(k — 1) é denso. Dai pelo
lema 4.10 A*(k) é aberto e denso em Diff§{(M).

Defina:

p: Diff (M) — C(M, M x M)
L — p(L)

onde p(L)(x) = (z, L*z)).

p é C'l-pseudorepresentacao.

Mostraremos que p & (®-pseudotransversa a diagonal A C M x M. Na

notagao de pseudotransversalidade, definida em 4.4 seja:

A —— Diffp(M)

M — M
N — Mx M
V o «— A

D —— @&(k— 1A
B, — T*(M)

Se L = UR € G*(k — 1) N A*(k). Defina:

VU, TS(M) — Diff(M)
X —— ¢ U¢_1R

onde ¢; é o fluxo do campo X.
Seja o’ = 0 € [*(M). Devemos provar que evo po ¥y M A em {0} x M

onde
evopoWy TP (MyxM — MxM

(X,2) — (2, (01U R)2))
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Seja x tal que L*(z) = .

Se Li(2) =3 com 1 <i < k — 1, entdo D{L%), é genérico, logo
evopoWy A A

em (0, z) como na demonstragao do lema 4.6.

Se x é periédico simétrico de periodo primeiro k, D(L*), nio tem auto-
valor 1 e dai pelo lema 42 evopo ¥y M A em (0, z).

Se 1 é periddico nao simétrico de periodo primeiro k, existe uma vizi-
nhanca A de z tal que RAMYNN =0 e LN} NN =P para 1l <i < k.
Tome X € I'(M) com supp(X ) C N, logo :

D(B’U opo QL)(D,I)(X} OIIJ) = X(m,L"[:.-:))

como na demonstracao do lema 4.10 e portanto a aplicacdo é sobrejetora e
evopoly MAem {0} x M.

Do feorema 4.5 segue que By = {L € Diff§(M): p(L) M A} é aberto e
denso em Diff5(M).

Pelo mesmo argumento da prova do lema 4.10 nds temos que G*(k) é
denso em B, N G*(k — 1).

Dado Vi vizinhanga em Diff3(M), temos que Vi N Bx N G*(k — 1} é
vizinhanca em By NG*(k— 1) e nio vazia pois By NG*(k — 1) é denso. Como
G*(k) é denso em G*(k — 1)1 By, segue que V; N G*(k) # §. Portanto C¥(k)
¢ denso em DiffH(M).

Como G*(k, N) é aberto, segue que G*(k) é residual, o que completa a

demonstracao do teorema de Kupka-Smale para dileomorfismos reversiveis.



Capitulo 5

Genericidade de Campos
Reversiveis

Nesta sec¢do provaremos o teorema de Kupka-Smale para campos veto-
rials R-reversiveis.

Seja M uma variedade compacta, ' e de dimensao 2n e R uma involu¢ao
C™ fixada, com dim Fiz{R}) =ne X € '}(M), ouseja, DRoX = —-XoR.

Vamos definir agora os conceitos de ponte critico simétrico N-elementar,
para isso recordemos que p € M é um ponfo critico simétrico se X {p) =0 e
p € Fiz(R).
Definigao 5.1

U ponto critico simétrico € chamado N-elementar se a derivada do campo

em p, DX (p) € N-elementar infinitesimalmente R-reversivel.

Lembremos que infinitesimalmente R-reversivel quer dizer DX {p) o R =

—Ro DX (p).

Definicao 5.2
Seja H3(N) o conjunio dos campos X € 'y (M) tais que:
i) Todos os pontos criticos simélricos de X sao N-elementares.

i) Todos os pontos criticos nae simétricos de X sao hiperbolicos.

57
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Seja
D
H® =[] H(N)
N=1
Para demonstrarmos que H* é residual, precisaremos antes de um lema.

Lema 5.3
Seja X € TR(M) tendo um zero isolado em p € Fix(R). Se s > 1, existe
wm campa X e T'5(M) arbitrariamente prozimo de X tendo p como ponto

eritico simétrico N-elementar.

Demonstracido: Tome coordenadas > (z; %;) em uma vizinhanga N

de p satisfazendo:

ii} O representante local de R é dado por (z;, ;) — (zs, — ).
A condicao ii) é possivel pelo teorema de Montgomery-Bochner.
Tome uma “bump-function” g de classe C™ com norma ¢ "pequena”
com suporte em N ¢ 9 = 1 em uma vizinhanca de p em N.
Considere o campo
5] &

V) = —egy;— + egr;—
1 gJJfﬁ:Iff_ g tayj

Observe que DR = R, e dai teremos

DRo Y, DR 4 9 9 a
7 I = —E g — Fi—— ) = —EQlYs—— — EQLi—— =
© 1(451; .yn) ( €qY; £ + egxy oy gy B2, g iay}-
Y {21, Tay —Y1 o —YR) = Y10 R(Z1, o ¥n)
ou seja, ¥y € [L(M).
Tome agora W,; C T,M o espaco gerado por %’ %

DYi(p) = (f _[f)
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2 9
na base {3~ 3 J.},
Yaia acOL _ F_ SR - 8
Seja agora z;; = x; + Y € Z; = x; — yy. Delina Yo = egzy; Ba; — Wiz

Analogamente temos que Yy € I'%(M) e

DYs(p) = ( 5 _0€ )

a a
az,-j ! BE,-:,- )

Dado o campo X, usamos Y; e Y3 como perturbacdo, ¢ com uma com-

na base {

binacao dessas perturbacoes, como fol feito no teorema 3.10 conseguimos

fazer de p um ponto critico simétrico elementar. O

Teorema 5.4

Se s > 1, H(N) € aberto e denso em '{(M), ou seja, H* ¢ residual.

Goslariamos de ressaltar que este teorema ¢é verdadeiro para M com di-
mensdo 2n para todo n [De]. Mas a demonstragio que faremos aqui é para
o caso n = 2, onde usaremos o teorema da Aplicacio de Whitney do plano
no plano [So] que diz toda aplicacio diferencidvel fy: / € R? — IR? pode
ser aproximada por uma outra denominada "excclente” tal que:

i) singularidades de f, S{f) é uma curva regular diferencidvel dada por
A = 0, onde A{z) = det(Df,} e DA # 0 em S(f).

1i) os pontos singulares de g = f |s¢p), isto €, 0s & € U tais que g'{a) = 0
satisfazem a g"(a) # Q.

Para as aplicagoes excelentes, S(g) é formado por pontos isolados em S(f)
denominados pontos cuspidais. Deve-se a Whitney o seguinte resultado. Se
o é um ponto cuspidal de f, entdo f em « € diferenciavelmente equivalente
A gz, y) = (z, 2y — y*) em 0 € IR?; nos pontos regulares de g denominados
pontos de dobra, f é diferenciavelmente equivalente a go{z.y) = (z,%?) em

0 e R
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Demonstracao do Teorema 5.4: Dado um campo X € ['%(M) pode-
mos supor que localmente R{z,y) = (z, —y), temos que X = {f,g). Como

X €T%(M) segue que DRo X = —X o R, ou seja:

0 0 1z, 22,11, y2) filzy, 22, —y1, —ye
0 0 folzy, za,y1,92) | _ | falwr, 2o, —y1, —yo
-1 0 || ;ulmy 2o, w,92) | gilwy, o2, —y1, —yo
0 -1 .92(-’111,1'2-. yl:yﬂj 92(51?1}3?2,—3}1‘*‘}2

= O oo
=D =D

)
)
)
)

Em Fiz(R) = {(z1,22,0,0)} temos que:
fi(@1,20,0,0) = falz1,22,0,0) =0
queremos localizar os zeros de
g:R* — R?
(z1,29) +—— (g1(z1,22,0,0), go(21,22,0,0))
Pelo Teorema de Whitney, g pode ser aproximado por uma § que é "ex-
celente” e somente possul pontos de dobra ou cispide.
Dai o campo X = {f,§) possui apenas singularidades isoladas e pelo
lema 5.3 segue que H*(N) é denso.
O fato de ser aberto é imediato. O
Nosso proximo passo ¢ encontrar condigoes pgenéricas para as orbitas
periodicas, para isso vamos construir a transformacao primeiro retorno de
Poincaré e a partir dela definiremos as drbitas elementares.
Seja X € I'5(M) tendo 7 como érbita periddica simétrica de periodo 27
passando por p € Fiz(R). Escolha uma vizinhanga R-invariante A" dc p com
coordenadas (z;, y;) satisfazendo:

i} O representante local de R em A é dado por:

(73, i) — (%0, —y3)
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A condicdo i) é possivel pelo teorema de Montgomery-Bochner. Entio
yn = 0 define uma secgio local R-invariante ¥, para X em p. Pelo Teorcma
da funcdo implicita existem vizinhangas Vde X e '4(M) eV dep € X, e

aplicacoes C:
T:VxV — R , P: VXV —15,

satisfazendo ®(Y,q) = qﬁrf,:(y?q) {(q) onde ¢} é o fluxo de Y. Esta é a aplicacdo
de Poincare.

Como 7y é simétrica periddica de periodo 27, ¢ = ¢,(p) € Fiz(R), esco-
lhendo V suficientemente pequeno, existe uma vizinhanca aberta W de ¢ em
Fix(R) e uma aplicacido C°

U VxW-—E, satisfazendo

¥y =z %ﬂm;‘un(‘l’?i (z)) = (5.1)

onde ¢y (z) = ®(Y,z). ¥ é chamada aplicagdo semi-Poincaré.
Para Y € V fixo, a aplicacao ®y é um difeomorfismo €, observe que

Oy () — (}."’)_/T(Ytq)’_'l(xn(fﬁ). A reversibilidade nos da que
T(Y, Riz)) = T(Y, $74(x))

Dai temos:

Rqﬁ'}_(;r‘(y,q);‘ () (z) = R(I)}_fl (z)

Portanto temos que (®y o R)? = Id em uma vizinhanca de p em V. Logo
temos &y = [y o R. Contudo nao diremos que $y é R-reversivel, pois a
dimensao de 2, € 2n — 1 fmpar.

Por outro lado o resultado abaixo vai nos garantir que dim Fiw(ly) ¢

ignal a dim Fiz(R) que ¢ igual a n.
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Afirmacao:
z € Fiz(Uy) <= ¢}_’%T(Y,¢;1(m))(m) € Fiz(R)

De fato, se x € Fiz(lly) = z = R¢¥

y Y Y Y :
Ro% 1w wn(®) = Cirras1@y BE) = Sirve-t @) RRO pypsiay(@) =

Y :
¢ 1revagi (@)
Portanto (ﬁY%T(Y@;l(a:))(:B) € Fiz(R).

Reciprocamente, suponhamos que

Y Ay LY .
R(é—%’f’(yﬁl‘?(w))(m)) - q’--%T(}ﬁ@;-‘L(m))(i)

Dai temos que

Y Y Y Y —
Uy(@) = RO _rivasian () = RO irvas @y - trovagien(®) =

Y Y N Y Y ) —
$1rast R pryvasiay(®) = Slryepen® irvesey(®) = 7

mostrando que z € Fixz(l7y).0
Vamos denotar por ¥y {w) = ¥(Y,w).
Combinando os resultados da equagao 5.1 e da alirmagao anterior nos

podemos concluir que :
Uy (W) C Fiz(Uy) (5.2)

De fato; se z € Uy(W) = 2 = Uy(y) comy € W C Fiz(R) entio da
equacao 5.1
aﬁ}é‘fT(Yﬂ’;l(sc))(q)}_’l(ﬁf)) =y € Fiz(R)

II1as

Y -1 - _ Y ¥
qﬁ%r(x@;‘(x))(q’}' (2)) = (Jb%Tﬂf,@;l(m))(p_fr(}r,q,;l(x}}(.’If) =

Y . .
¢ srivapien(e) € Fin(R)

e usando a afirmacao anterior temos que z € Fiz{l/y).
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Definicao 5.5

Uma drbite periodica simétrica v de X passando por p € Fiz(R) € chamada
O-elementar se existir uma secgao transversal local R-invariante ¥, na qual
Ux € transversa ¢ Fiz(R)NY,. Nesse caso diremos que v ¢ U-elementar em

.

Uma outra maneira de ver se uma oérbita é O-elementar é dada pela

proxima proposigac.

Proposicao 5.6
v € O-elementor < Fiz(Ux) N Fiz(R) em p

Demonsiragao: Precisamos demonstrar a seguinte equivaléncia

mas da equagdo 5.2 temos Ux (W) C Fix(Ux) dal
D(Ux) [T, W] C TpFiz(Ux)

mas ¥y é difeomorfismo ¢ dim W = dim Fiz({Ux) = n, ou seja,
D(Wx)[T,W] = T,Fiz(Ux)

e dal a proposicao segue. O
Esta definicao independe da particular seccao escolhida e nao se aplica a
drbitas que se fecham somente depois de duas ou mais iteradas da aplicagao

de Poincaré.

Proposicao 5.7
Seja s > 1, X € PR(M), v uma orbita periodica siméirica passando por
p € Fiz(R). Entao
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(i) Existe wma seccao local transversal Xy, uma wvizinhanga V do campo
X € TR{M) ¢ um subconjunto aberto e denso D, de V tal que todo Y € D,
tem somente orbitas (-elementares em X,

(it} Se yo € uma orbita fechada 0-elementar de Y em ¥, entdo existe uma

familia o um parametro diferencidvel de orbitas periodicas de'Y contendo vp.

Demonstracao: Escolha V, ¥, e W como anteriormente. Afirmamos
que se s > 2 entdo W é transversa a Fiz(R) N X, = Ep. De fato, observe
que:

U:Vx W -— ¥,
Suponha que ¥(Y,y) = z. Seja 7 = T(Y, z) e tome qualquer funcio
T

g-‘[Ufg]—'—’fR

de classe C™ e satisfazendo g™ (0) = ¢®*}(Z) = 0 para todo k entre § e s e

LEIR]

./0 g(s)ds =1

Seja z € T, X,. Defina o campo £ : ¢ — TM por ¢_,(x) — g(s).(De,}.(£)
e §(¢s(z)) = —DR(§(4-4(2))).

Observe que sobre a orbita v, £ é (° R-reversivel, pois
DR{E(p_s(x))) = —E(¢s(2)) = —E{ds(B(2))) = —¢(R{¢—s(x)))

ou seja,
DRof = —foR

Usando uma parti¢io da unidade, extenda ¢ para M e defina 5 por:
1
nly) = 7€) — DRoE(R(Y))

Observe que
DE(y) = 5 (DRE() ~E(R()) = —(6(R))~ DRE(R(RG))) = —1R(y)
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ou seja 7 € ['R(M ). Note agora que

1

1(04(0)) = 5(E(9(0) = DRER(,(2))) = 5(E(6s(x)) —~ DRE(- () -

SE(2)) + E(pu(2))) = E(6u(@)

portanto n = £ em .

Seja qb? o fluxo de Y + A5 onde A € IR. Podemos definir a curva

a: R — VxW
A — (Y +Ap,y)

dal o'(0) € TiyplV x W]. Logo

Dy (a'(0)) = D(oa) heo= (4

(@) b= [ Tolonogig(u)ds =

k3|

/5 g(s).5ds = &
0
Para a igualdade acima ver [Ab,Rb] piginas 109-110.

Portanto Wy é C° transversa a Xp e daf (i) segue.

Observe que codimensao de g é n — 1 pois dimensao X é n e dimensao
¥, € 2n — 1. Portanto W5 (Zg) tem codimensdo n — 1 em W, ou seja, é uma
sub-variedade de dimensao 1 e portanto gera uma familia a um parimetro
de érhitas [echadas e isso prova (ii).

A prova para s = 1, nés usaremos um tipico argumento que nés chamare-
mos de indiferenca de s, para mostrar que se Do C FgR(M) NV = I'? é deuso,
implica que D) CTLHM )NV =T%

Escolha X € I'! e uma vizinhanca aberta N € I'! de X. Entéo, como
I'? ¢ T é denso na topologia (1, existe um X; € N NT?. Mas a topologia
! é mais fraca do que a topologia C#, dai N NT? é aberto em I'?. Dal para
o caso s > 2, existe Xo € N N Dy, ou NN Dy # 0. Isso mostra que /2 é

denso em I'l, O
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Definigao 5.8

Uma orbita periddica simeétrica v € chamada N-elementar se os {n-1) mul-
tiplicadores caracteristicos principais sao N-elementares, isto €, tomamos a
transformagao de Poincaré ® associeda a v e verificamos se os autovalores
principais de DO com excecao do 1, sao multiplicativamente independentes

sobre os tnteiros entre -N e N.

Observacao: Na defini¢io de [De] sobre 6rbitas N-elementares néo esta
mencionado a retirada do 1, e isto tem que ser feito, pois o 1 sempre é
autovalor da transformagéo de Poincaré [Se], e se ele nao for retirado nunca
sera N-elementar.

No caso hamiltoniano, nenhuma érbita periédica simétrica é N-elementar,
pois em [Pa,Me] estd mostrado que pelo menos dois dos multiplicadores ca-

racteristicos deve ser +1.

Definigao 5.9

Sew: E —= B ¢ um fibrado, uma "cross-section” é uma aplicagao
v:B—E
tal quevon =id.

Se X tem ~y como Srbita periédica simétrica O-elementar, nés podemos
escolher uma vizinhanca R-invariante de p € Fiz(R) N7y com coordenadas
como anteriormente.

Para alguma vizinhanca V de X, o fibrado:
V x TN — V %* N

dado por 7 "HY, z) = (Y, Tu/N') admite 2n ”cross-sections” dadas por:

vi(Y,z) = (Y=8%,) i=1,2,...,n
(Y, z) = (Y, 8%1_) i=1,2,...,n—1

von(Y,2) = (Y,Y(z))
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Para V pequeno se necesséario, podemos assumir:

(1) Todas as drbitas correspondentes aos pontos fixos da transformacdo
de Poincaré sao O-elementares.

(i) ¥ : W — E, estd definida e é C*.

(i1} As 2n " cross-sections” delinidas acima sio ponto a ponto linearmente
independentes.

Podemos assumir (i) devido a proposicao 5.7, {ii) é ébvio e (iii) lembremos
que X{z) = %

Defina o fibrado 7 : Lp{TM) — M por:

e Y € uma pequena perturbacao de X.

Tt

7 (z) = {f € L(T.M, TryM) : f o DR = DRo {71}
isto é
Lp(TM) = U {fe: TeM — TgimyM, lineares e tal que DRof ' = f,oDR}
e A

Seja D = Dg(IR*™) o conjunto das aplicacdes lineares R-reversivels de
R,

As "cross-sections” anteriores induzem uma aplicacao:

p:VxXLp(TM) — M x Dp
(Xaf'l:) —_ (I,g)

onde g ¢ dada da seguinte maneira: tomamos a base

% a & o
6:{-_!"'1, '.A—y---,—',X(fI})}
oxy Ozn Oy OYn-1
de T.M e a base
. d & J &
DR ={=\ ..., STy — JR(X {z

em TriyM, dai f, tem uma matriz AP em relacao a essas bases, sendo assim

g : R¥ — IR** é dada por g(z) = A%z,
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Defina py: V x W — V x Lr(TM) por pslY,w) = (Y, JD((_}’)%,},?_T));E onde
z = O W (w)).

Definamos agora ¥ = p; o po.

Observe que ¥ toma valores em Yo X J, onde J = }?)'37 foi definido no

capitulo 3.

Temos que observar que A%(0,...,0,1) = (0,...,0,1), ou seja
D($rye)a(Y(z)) = DR(Y (z)) = =Y (R(z))

Lembremos que J& é o conjunto das aplicacées lineares R-reversiveis que

nao sao sub-N-elementares.

Definigio 5.10
Uma drbite periddica simétrica dada pela interseccao transversal de W com

JN ¢ chamada érbita de bifurcacao.

Proposicao 5.11
Seja s > 2, X € T%(M) e v uma orbita fechada O-elementar de X. Fntao
extste uma secgao transversal R-invariante X, pare X | umao vizinhanga V de
X e um subconjunto aberto denso 5% de V tal que:

(i} Todas, mas em nimero finito, as orbitas correspondentes aos pontos
fivos da transformagao de Poincaré em %, sao N-elementares.

(1) As corbitas simétricus periodicas nao N-elementares sao orbitas de
bifurcagao.

Demonstragao: Escolha V como antes e defina p : V — C5(W, £, x J)
porevop =V

Sabemos que pela proposicao 3.13 J¥ é uma uniao finita de sub-variedades
JJY de codimensio pelo menos 1 em J.

Mostraremos que p é '~ transversa & Y x J#¥ para cada i onde

Ep = Xy N Fiz(R)
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Como T p tem codimensio n — 1 em I, ¢ cada J/¥ tem codimensao pelo
menos 1 em J, segne que g X ng tem codimensao no minimo n e daf
fD)_/l(ER X ij) ¢ uma sub-variedade de dimensio 0, e portanto é um conjunto
finito de pontos em W. Dai a aplicacdo de Poincaré tem um mimero finito
de pontos fixos.

Para vermos que p é C*7! transversa a g % J, observe que ¥ Ay
pois todas as orbitas periddicas simétricas sao (-elementares. O proximo
lema mostrard que ¥ A JV.

O proximo lema esta mostrando que se Y € um campo que possui uma
Orbita que néo é N-elementar e nac é de bifurcacio, "perto” dele terd um

campo lal que as dérbitas sdo de bifurcacao ou sdo N-elementares.

Lema 5.12
Sejo Y € TH{(M) um caompo que possut uma orbita periddica simétrica
passando por p € Fiz(R), e seja U uma vizinhanga de vy em M. Seja v o
periodo de v e ¢y o fluzo de Y. Seja L = D{¢,), € Dr{T,M) ¢ escolha
A € Ty|Dp(T,M)] tal que A(Y,) = 0. Fntgo se s > 2 existe £ € ['{(M) tal
que

(i) § |,=0

(1) € |[m—u= 0

(1) Z(Tp)) [azo= A onde ¢} € o fluro de Y + A¢ .

Demonstragao: Em [Ab,Rb p. 111] esta mostrado como construir um
campo 1 € I?(M) satisfazendo (i), (ii) e (iii).

Defina £(y} = 3(n{y) — DR(n(R(y)))).

Dai £ € [%(M) e satisfaz (i),(il), e como na prova em {Ab,Rb] temos :

T

H(z, DR(i)) = D*(R¢—_-)H (3, Dpgp_;(2))

B(j) = —D*Ro Bo DR(y)



Cap 5 : Genericidade de Campos Reversiveis 70

Dai o lema segue. O
Finalmente a prova da proposicao para s = 2 usa o argumento usado na
demonstragio da proposicao 5.7 que chamamos de indiferenca de s. O

Vamos definir agora o que é um campo N-genérico.

Definicao 5.13
X €T)(M) ¢ chamado N-genérico (com drbites de periodo < 1) se:

(i) X € H3(N)

(ii) Todas as orbitas periddicas stimétricas (de periodo < 7) possui secgao
transversal com as conclusoes da proposigao 5.11.

(i) As orbitas periddicas que nao sao simétricas (de pertodo < 7) sao

hiperbdlicas.

Denotaremos por K*(N) (K*(N, 7)) o conjunto dos campos R-reversiveis

que sao N-genéricos (para Srbitas de periodo < 7). Seja
=
K= {) K°(N)
N=1
Finalmente vamos ao teorema de Kupka-Smale para campos R-reversiveis.

Teorema 5.14
Se M € compacta e s > 2, K5(N) € residual em T'R(M) e portanto K® €

tambem residual,

Demonstragao: Basta provarmos que K*(N,7) é aberto e denso em
[E(M).

Tome X € K°(N,7), logo X € H®(N) dai pelo teorema 5.4 existe V)
vizinhancga de X em (M) tal que Vi C H*(N). Pelo teorema cldssico de
Kupka-Smale, existe uma vizinhanga Vy C V) C T'L(M ) tal que para todo
Y € Vs, Y satisfaz (iii).
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Pelas proposigoes 5.7 e 5.11 temos que existe V3 C Vs vizinhancas de X
tal que para todo Y € V4, Y satisfaz (i), (ii) e (iii). Dai K°{N, 7) é aberto.

Dado X um campo qualquer X € I'*(M), pelo teorema 5.4 existe X,
"proxime” de X tal que X € H*(N). Como H*(N) é aberto, e pelo teorema
classico de Kupka-Smale, existe Xo "préximo” de X tal que X, satisfaz (i)
e (iii).

Pela proposi¢io 5.7, "préximo” de Xg existe X3 € D, que satisfaz (i) e
(iii). E pela proposi¢ao 5.11, "préximo” de X3 existe X; € S¥ que satisfaz
(1), {il) e (iil). Isso demonstra a densidade e conclui a demonstracio do

teorema de Kupka-Smale para campos vetoriais R-reversiveis.
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