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Introdução 

O objetivo deste trabalho é abordar propriedades genéricas de ~ist.emas 

dinâmicos reversíveis. Tais sistemas podem ser campos de vetores ou difeo

morfismos. O texto básico usado é o artigo de Devaney [De] onde é apresen

tado o teOrema de Kupka-Smale para tais sistemas. 

Destacamos que no teorema clássico de Kupka-Srnale, a hiperbolicidade é 

uma propriedade genérica, mas uo conjnnto de campos e difeomorfismos re

versíveis nào é. Portanto temos que procurar propriedades que são genéricas 

no coujunto dos sistemas reversíveis. 

Veremos que essa propriedade principal procurada é o conceito de sin

gularidades e órbitas elementares. Definiremos campos ou difeomorfismos 

elementares e provaremos que o conjunto do8 campos ou difeomorfismos ele

mentares é residual no espaço dos sistemas reversíveis. 

Outro problema abordado no trabalho é a relação que existe entre difeo

morfismos reversíveis e difeomorfismos que preservam a área no plano. Ve

remos que ex1stem dift-'Omorfbmos que preservam a área e sào reversíveis, 

difeomorfismos reversíveis que não preservam a área e difeomorfismos que 

preservam a área e não são reversíveis. 

O trabalho é apresentado ua seguinte forma: 

No capítulo 1, t,rat.amos dos difeomorfismos reversíveis, apresentamos uma 

aplicaç~w do teorema de Montgomery-Bochner [Mo,Zi] para mostrar que toda 

iuvolnção localmente é cp(:c, y) = (x, -y), definimos difeomorfismo reversível 

com relação a uma involnção, apresentamos vá-rios exemplos e tratamos das 

suas propriedades. Neste capítulo também discutimos a relação entre difeo

morfismos que preservam a área e difeomorfismos reversíveis [R.o,Ca]. 

m 



No capítulo 2, definimos e tratamos das propriedades dos campos de 

vetores reversíveis. Veremos que apesar de tratarmos de campos sobre uma 

variedade de dimensão 2n, existem sistemas reversíveis [Qi] modelados a 

partir de de fenômenos concretos, nem todos eles de dimensão par. 

:.Jo capítulo 3, tratamos do caso linear. Definimos difeomorfismo linear 

elementar e campo vetorial linear elementar. Provamos que o conjunto dos 

difeomorfismos lineares reversíveis é sulwariedade dos difeomorfismos lineares 

e os campos lineares reversíveis é uma !lbra do filnado tangeute dos difeomor

fismos lineares reversíveis. Finalmente concluímos o capítulo mostrando que 

o conjunto dos campos lineares reversíveis elementares é residual no conjunto 

dos campos lineares reversíveis, o mesmo ocorrendo com os difeomorfismos 

lineares reversíveis. 

No capítulo 4, provamos o teorema de Knpka-Smale para difeomorfismos 

reversíveis onde usamos as propriedades da pseudotransvenmlidade [Ro]. 

No capítulo .1), demonstramos o teorema de Kupka-Smale para os campos 

reversíveis, destacamos que a prova apresentada é apenas para o caso em que 

a dimensão da variedade é quatro, pois usamos o teorema da Aplicação de 

\Vhit.ney do plano no plano [So]. Mas ressaltamos que o teorema é verdadeiro 

para toda dimensào par [De]. 
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Capítulo 1 

Difeomorfismos Reversíveis 

Nesta secçào trataremos de difeomorfismos reversíveis com relação a uma 

involução R. 

Para isso considere uma variedade de classe coe de dimensão 2n. Um 

difeomorfismo .f : 1\11 --+ M de classe c= é chamado involução se .f2 - id, 

ou seja, se a inversa de f é ela mesma. 

em exemplo de involução é quando M = JR2 e f : JR2 --+ JR2 dada por 

I(x,y) ~ (.z,-y) 

Vamos denotar o conjunto das involuções de M de classe C 8 por Inv"(M). 

Consideremos agora um subconjunto de Inv"'(M) constituido das iu

voluç:ões cujo conjunto dos poutos fixos é uma snbvariedade de M com di

mensão n, ou seja, a metade da dimensão de M. Denotaremos esse conjunto 

por P(M). 

A involução J(:r, y) = (:r, -y) citada acima, pertence a P(IR 2), pois o 

conjunto dos pontos fixos de .f, ou seja, {(:c,y) E JR2 .f(.rc,y) = (.r,y)} = 

{(:r, !I) E JR2 : y =O} é o eixo x que tem dimensão 1. 

~osso objetivo neste momento é mostrar que toda involução '{J, na vizi

nhança de um ponto fixo, podemos escolher as coordenadas tal que 'f' ( x, y) =

(.r, -y). 

1 



Cap 1 Difeomorfismos Reversíveis 2 

Para isso enunciaremos o teorema de Montgomery-Bochner, cuja demons

tração está em [Mo,Zi]. 

Teorema 1.1 

Seja G um grupo compacto de difeorrw~fismos de uma variedade M de classe 

C ~c (k _2:- 1) ou analúica e suponha qur. cada d·ifeorno·~fismo de G é de classe Ck 

ov. rmalúico. Então na 'lrizinhança de um ponto fixo estaóonrÍrio, coordenadas 

admiss{vó.s podem 8f:f escolhidas tais que os d4eomor.fismos sejam linNl.TeS. 

Corno consequência do teorema 1.1, se considerarmos (} = {I d, tp}, temos 

que em uma vizinhança de um ponto fixo de tp podemos supor qne 

é linear. 

O conjunto {.r: E JR2n. : ~.p(:t) =- :1:} = F ix( tp) é um subespaço vetorial de 

dimensão n. Daí 

JR 2" ~ Fi.,(cp) EB (Picr(cp))" 

Sejam {e,, e,,, , en} base de F·i.x(cp) e {f,, h ... , fn} b"'e de (Fe.x(\1' ))J. 

Defina g; = tt- r.p(fi), e observe que r.p(gi) =- -g.,. 

Afirmação: " {e 1, 

De fato, 

Aplic:audo cp, 

, e,.-,., g1 ,. , Dn} é linearmente independente". 

Somando 1.1 com 1.2 e dividindo por 2 ternos: 

(li) 

(1.2) 
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e como {e1, , err} é base, segue que: 

Daí a equação 1.1 se reduz à: 

pela linearidade de :p 

(b,.fl + · · · + bnfn)- cp(IJtfl + · · · + bnJn) ~O 

como Fix(cp) n (F,x(\P))~ ~(O} temos que 

b, 11 + ... ·1- b f ~ o . n. n 

donde concluímos o afirmado. 

Portanto se (x, y) E JR 211 então: 

e daí 

x1e1 + · · · + Xnr;.,- Y191- · · ·- Yn9n = (x, -y) 

A conclusão que tiramos é que na v1zinhança de um ponto fixo de uma 

involuçíio, no conjunto l 8 (M), as coordenadas podem ser escolhidas tal que 

a involução fique ua forma :p(:r, y)-= (:r:, -y). 

Vamos definir agora o que é um difeomorfisn10 reversível com relação 

a involução R Para facilitar a notação chamaremos tal difeomorfismo de 

H.-reversível. 
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Definição 1.2 

Rlx1l -.. 
' 
' 

Figura 1.1: R-rever-sibilidade 

4 

Se R E r(M) e L : M -----" M é (1-ijeomor.fisnw, dizemos que L ( R-·rcve-rúvel 

8C u, eqttaçao: 

(1.3) 

é mvari.ante sob-re ·i ----+ -i f :E -----'> R(:r:) 

A figura 1.1 nos dá uma certa idéia geométnca do que significa ser 

R-reversível quando R( x, y) = (.T, -y) e a subvariedade de pontos fixos ele R. 

é O eiXO X. 

Escrevendo de uma forma explícita, nós temos que R(:L'i-l) -=: L o R(:r_ t) 

e :c_; -c L (.:r_.;_1). Daí nós conchnmos que R(.T -i-d :-= L o R o L (.L,_,). 

E.'lsas observações no.'l levam a uma definição puramente algébrica de 

R.-reversibilidade que é a seguinte: ''L é reversível com relação a involução R 

se L o R o L= R e R o R= úl". 
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Observe que (L o R o L) o R = R o R = id, portanto L o R é involução e 

L = (L o R) o R, ou seja, L é a composição de duas involuç:ões. Portanto de 

agora por diante vamos adotar corno definição de R-reversibilidade o seguinte: 

Definição 1.3 

Fixado R E JS(M), um d·i:feomorfismo L E DiffB(M) ii R-revers{vd se 

L = U o R, o ruir U E JB(M). 

Denotaremos o conjunto de todos os difeomorfismos de classe C'·' R

reversíveis em M, por Di.ffR,(M). 

Vejamos agora algnmas propriedades de sistemas R-reversíveis. Se L é 

R-reversível, então sabemos que L o R o L = R. Seja r uma órbita de L, 

ou seja, r = (..', ;t_l, xo, Xl, :E:!,''.) onde xi+l = L(::~;i)· Pela propriedade 

anterior L o R o L(xn) = R(xn), o que implica L o R(:rnH) = R(x 11 ), e 

finalmente R(::rn+l) =L -l(R(xn)); Portanto 

é nma órbita de L. 

Se[' possui um ponto que está no eixo de simetria, ou seja, Fix(R), ent.ào 

[' = R(I'). Nesse caso chamaremos f' de Órbda sunéfrica, como na figura 1.2. 

Outra propriedade interessante é que toma-se , de certo modo, mais fácil 

encontrar órbitas periódicas simétricas. Se xo e .'En estão no eixo de snne

t.ria, é fácil mostrar que :r: 0 é periódico de período 2n. Como R(:r: 0 ) = :r: 0 

e R(.:rn) = :r:n, temos que L211 (xo) = Ln o L11 (xo) = L"(xn) = Ln o R(:c,.} 

Observe que L o R o L =R implica U 1 o R o[.,'"'= R, daí Ln o R= R o L -n. 

Portanto: 

Logo, para encontrar órbitas periódicas simétneas, é suficiente analisar o 

sistema próximo das linhas de simetria. 
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(' 

Figura 1.2: Órbita Simétrica e não Simétrica 

Vejamos agora alguns exemplos de aplicações reversíveis. 

Exemplo 1.4 

u 
{ 

x' ~ x 

y' = -y + o::c + :c2 

e 

R: I . 
{ 

x' ~ Y 

y =:r 

Do/ tP-mos entâ.o : 

{ 
x' ~ y 

L=UoR: 1 ') 
y = -x + ay -1- y-

ObseTve que a ma.trú jo.cob'iana de L é: 

Jac(L) ~ [ O 1 l 
-1 a +2y 

da-/ I det. Ja.c(L )I = 1. Porta.nlo, o. oplico.çào L acirno., chamada apl·iwção de 

Hénon, preHerva a área .. 
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Exemplo 1.5 (Aplicação de Chirikov-Taylor) 

[1, 
{ 

x' ~ x 

y' = -y + ksenx 

e 

R' {
.E'~y 

y' =X 

daí: 

L' { 
x' = y 
y' = -x + kseny 

que ta·mbém prese-rva á-rea. 

Duas perguutas que surgem naluralmen1.e são: 

1. Como obter as iuvoluções? 

2. Aplicaç6es reversíveis bidimeusionais sempre preservam a Arca? 

A primeira dessas questões pode ser respondiU.a considerando urna cons

trução geral de uma involução. Tome uma involução I e aplique uma trans

formação coorU.cnada arbitrária C. Daí a comp081Ção H = C o I o C'- 1 é uma 

involução. Por exemplo, considere: 

I { 
:r'= X 

y' = -y 

e considere a trausformação coordenada 

logo 

c, 
{

x'=J: 

Y' ~ Y + gx + x' . . 2 2 

H = C o I o C'- 1 { :t' --= .t 

y'-= -y +- a.T + xz 

que é a involução associada à aplicação de Hénon. 
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Quanto à segunda questiio nós observamos que a maioria das aplicações 

reversíveis são conservativas e em particular preservam a área. Reciproca

mente, quase sem exceção, todas aplicaçôes que preservam área estudadas 

numericamente na literatura são reversíveis. 

Exemplo 1.6 

p·reserw1. área, pozs 

M { 
x'~x+f(y) 

y' ~ y 1- g(x') 

Jac(M) ~ [ g'(x :f(y)) 
f' (y) l 

I+ g'(x + f(y))f'(y) 

e I det 1 ac(M) I = 1. 8e .f ou g é uma. função Ímpar, a. aplicação é t.o.m.bém 

reven{vd. No caso de f ser Ímpar uma. involução é 

Facilmenl.e se verifica que M o R o M = R. 

Se nós escolhermos .f(y) = kseny e .9(:r:') -- :r', nós temos a conhecida 

aplicação de Chirikov-Taylor ou aplicação padrão. 

Mostraremos agora que existem aplicaçcles reversíveis que não preservam 

área. A técnica é construir uma involução que não preserva área e compor 

com uma que preserva. Podemos tomar a involnção 

{ 
xi ~ y(l + (y'- 1) 2) 

1
1 _ X 

y - 1+(11 1) 2 

que não preserva área e compor com 

{ 
x'- x 

Rl: I l 
y =c- y 
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que preserva área. O resultado é 

L1=U1oR1: 1 :r. { 
x' ~(C- y)(l + (y'- 1) 2) 

y = l+(C y 1) 2 

reversível e que não preserva área. 

Construiremos agora uma aplicação que preserva área e mostraremos que 

ela não é reversíveL 

claramente P preserva a área pois é como no exemplo 1 .6. 

Observe que se uma aplicação L é R-reversível e x 0 E Fi.t(L) então 

R(.,o) E Fix(L), pois L o R o L~ R e em xo teremos L(R(x0 )) ~ R(xo). 

Derivando, temos 

dL R( :co) o dRxo o dLxo = dR,-,0 

suponha que dLx0 = Id, então dLR(:ro) =- fd. 

A consequência é que se .-r 0 é o único ponto fixo tal que dL~, 0 = Id, então 

x 0 é simétrico, ou seja, R(x0 ) = xo. 

Suponhamos que P definida anteriormenle é reversível. Observe que os 

únicos pontos fixos de P siio (0, O) e (0, -1) e 

e rlP(o,- 1) = [01 '11] 
Ternos que (0, O) é simétrico. 

Seja 

,, 
com a-+ bc --= 1. 

Façamos PoR o P = R para ordem 2. 

RL ( x ) ~ R ( x· + y: + os(.x, y) ) 
y y+x 2 +rl'(x,y) 
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( 
a,x -1 /;y + (b + al)x 2 + azxy 1- (a+ a,)y2 + o3(x, y) ) 
c.T- ay +(-a+ 1; 1)x2 + b2xy +(c+ b:~)y 2 + o3(x, y) 

finalmente temos que 

PRP (:) ~ 

10 

( 
a:r+by-I-(/J+al+c2)x2+(a2-2ac):vy+(a+as+o?)y2+ri(.r,y)) 
c:r- ay +(-a+ bt r a2 )x 2 + (b']. + 2ab)xy +(c+ bJ + b 2)y 2 + o3(x, y) 

como 

temos as seg-uintes possibilidades a = b = c =-= O ou a = O e b = c = -1, mas 

a = b = c =- O não satisfaz a2 + bc =- O. Portanto a involução R fica 

( 
-y -f-- a1x 2 f- GJ2TY ~- a.:~y 2 ·f- C1:t 3 -f- c21;2y + c,,xy 2 -f- c4y 3 -1 o4(x, y) ) 

'> ') 3 ,, ') 3 4 
-x + b1:t- + b2.Ty + b.w- + d1:r + d2.·r-y + d3xy- + d4y +o (x, y) 

Substituindo novamente na equação P RP = R para grau 3, chegamos às 

seguintes condições para os coeficientes de grau dois 

a2 - 2b1 - 1 ~ O (1) 
2a3 ~O (2) 
2a,-2~0 (3) 
"'~o (4) 
b, ~o (.1) 
2b3 - 2a, ~ O (o) 
21,, ~ o (7) 
-1+b: 1 ~0 (8) 

das equações (1), (4) e (7) vemos que a involução R não existe. Logo P não 

é reversível. Para um caso mais geral ver [Ro,Ca]. 

Podemos então concluir que a relação entre aplicações que preservam área 

c aplicaçôes reversíveis é dada. pelo diagrama de Veun da figura 1.3. 

Como uma ilustração de aplicações reversíveis daremos agora dois exem

plos de situação física descrita por modelos discretos que são reversíveis [Qi]. 
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·~· 

Figura 1.3: Diagrama de Venn 

Exemplo 1.7 (Base Química da Morfogenese) 

A d1;{usão de duas d1;{er-entP.s substânnas quírmcas convergem para. uma média 

que pode ser descrita poT 

onde :ri I a concentraçrl.o da .mbslâ:ncia A na célula i e Yi é a concentração 

da substâncw. B na célula i,: D 1 e D2 são constantes de d1Jusão P. a e (1 são 

pa·râmetros. 8oluçÕP.s estadonánas dessas equações sà.o 

{ 

:Ti+ I- 2:r;, + :ri-1 = O'+yiJ~'"'.ll; 

2 - (x,y;-(1) 
y,+l- Y·t-1-Yi-L- D2 

que é 8'imétrico sobre i _______, -i. 
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Exemplo 1.8 (Quasicristal) 

Um quasicrzstal é repr·esentado pela eq'IJação 

onde :c;_ é o traço da matriz tro:n8ferência na posição 'i do qnasicristal. A 

equação a.c1.rno. é úwariante 8obre -i ----;. -i. 

Seja L E Di.f.fR.(M), ou seja, L= U o R onde U e H são involnções cujo 

conjunto de pontos fixos é uma subvariedade de M de dimeusão metade, ou 

se.Ja, n. 

Defina agora Uk = Lk o R, onde k é inteiro c observe que Uk é involução, 

pois: 

L k-l o R o L k-l o R = ... = L 0 o R o L 0 o R -=- id 

Seja amda Pi.1:(rh,) o conjuuto dos pontos fixos de Uk. A seguir provare

mos que Fix(Uk) é suhvariedade de :t'v'l de dimensão n, sendo ass1m Uk E 

P(M). Mas para isso precisaremos de duas proposições: 

Proposição 1.9 

ú)R(Fix(Uc)) ~ Fix(U_,) 

Demonstração : Para a parte i) considere .T E Fi:c([h), então 

Provaremos que I./- 1(R(x)) E Pzx(Uk-2)· 
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Lk--2 o R o Lk-2 o R o R o L o R(:r) =R o !J o R(x) 

Como x --= L k o R(:E), temos que 

Portanto :t E L(F'ix(Uk-2)). Reciprocamente se .:r E L(Fix(Uk-'2)), entào 

x = L(y) onde y é tal que [h-2(Y) = y. Nós queremos provar que Uk(x) = x, 

para isso, Uk(:r) = [h,(L(.y)) = !Jk o R o L(y). Corno Uk--2(Y) = y, temos que 

L'oRoL(y) ~ L'oRoLoL'-2 oR(y) ~ L(y) ~ x 

o que demonstra a primeira parte da proposição. 

Para a parte ú) considere x E R(Fi:r;(rh)), daí x = ll(y) onde y é tal que 

Uk(Y) = Lk o R(y) = y. Queremos mostrar que U_k(:E) =- .T. Para 1sso 

Reciprocamente se x E Fi .. rc(U k) ent:io U_k(-T) = .T, ou seja, 

:r= R o R o L -k o R(:r) 

Queremos mostrar que R o L -k o R(.T) E Fi.:r(Uk). Para isso 

o que completa a demonstraçào da proposiçào. D 

Proposição 1.10 

i)Fix(U2k) ~ L'(Fix(R)) 

i.i)F·ix(Uxk+I) ~ Lk(Fix(U)) 
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Demonstração: Para a primeira parte, considere x E Fix(U 2 ~.:), ou seja, 

" ~ L 2k o R(cr) ~ Lk(L' o R(cr)). Mostraremos que L k o R (cr) E F'icr( R), para 

lSSO 

R(L'oR(x)) ~ RoL'oRoLroL'o R(x) ~L'oR(:c) 

Reciprocamente, se x E Lk(F1.:c(R)), então x = Lk(y) onde y é tal que 

R(y) = y. Queremos provar que :c E Fi:r;(U2k), para isso 

U ( ) L k r ( ) r k R k( ) 1 r ' R r ( ) '( 2k :c = oL oR X =L oL ·o oL · y =-= oL o oL oR y --= L y) =X 

o que termina a pnmeira parte da proposição. 

Para a segunda parte, considere x E Fix(U2k+t), daí x = U 2 ~.:+1(:r) = 

L2k+l oR(x) = Lk(Lk+1oR(x )). Queremos mostrar que Lk-i-1oH(x) E F·ü.(U), 

para ISSO 

U(Lk+l o R(x)) = U o Lk-t-l o R o L2k._t o R(.1:) = 

[!o Lk41 oRoLk+loRoRoLkoR(.T) = UoRoLkoR(:c) =- Lk+1 oR(.:c) 

Reciprocamente, se x E Tf(Fi.T(U)), entào :t = Lk(y) onde y é t-.al que 

U(y) = y. Mostraremos que x E Fix(U2k+l), para isso observe que 

o que completa a demonstração da proposiçào. O 

Como Lk é difeomorfismo e Fi:c(R) e Fü;(U) são subvariedades n-di

mensionais, então F·i:J:(Uk) é subvariedade n-dimensioual e portanto rh E 

ls(M). Como Lk = Uk o R scg,·ue que Lk E DiffRJlv!). Chamamos Fi.:r(rh) 

a k-ésima subvariedade de simdria de L. A nnportância dessas subvariedades 

está descrita na próxima proposição. 
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Proposição 1.11 

i) Se .i fc k, Fix(U;) n Ftx(U,) c Per'( L) 

ú) Reciprocarnente, se p E F-ix(Uj) é v.m ponto penódu:o de L, então 

p E FLr(U,J para algum, k # j. 

Demonstração: Para a parte i) considere x E Fi:r(Uj)nFi:r(U~,), então 

Uj(.t) ~Li o R(.x.·) ~X e u,(.c) ~L' o R(.x) ~"·ou seja, 

.T-=L oRaL oR."E = .- oL oRaL oRx =L- .1: J. k ( ) L 1· k k , ( ) ,· '( ) 

Daí .1: é um ponto periódico de L. 

Para a pa1te d) temos que J) o R(p) = p e L/(p) =- p para algum s, então 

p~VoR(p)~LioRoL'(p)~ 

daí .TE Fi:E(Uj-s). O 

Alguns pontos periódicos de L interseptam as subvariedades de simetria. 

Nós chamamos esses pontos de pontos periódicos simétrico8. 

A classificação dos pontos periódicos simétricos é dada pela. próxima 

proposição devida à De Vogelaere [V o]. 

Proposição 1.12 

Seja. x v:m ponto periódi.co sirnP.trico de L. Então uma das iteradas de :r 

pertence à pdo menos urn dos seguintes conjuntos: 

i) Fü(U,k) n F•.x(R) 
ú) F1.x(rJ2k+1) n Fix(R) 
i. i i) Fix(f!2k+l) n Fü(U) 

Demonstração: Se X é periódico simétrico, então Lemos u1l.(:r) = X para 

algum n e Lj(:r) =-:r com L 8 (:r) i- ;z; V'O::; s < .J· 
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Temos duas possibilidades, n é par ou n é ímpar. 

Se n = 2i, temos LJ(x) = x e L 2iR(x) =-.r. Daí 

ou se.Ja 

daí 

portanto 

Escolha k f:. O tal que 2k seja múltiplo de j, daí 

16 

(1.4) 

Portanto, nesEJe caso, de 1.4 e da equação acima concluimos o ítem i) 

Escolha agora um k tal qne 2k + 1 seja um múltiplo de j, mas observe 

que se j é par esta escolha é impossível. Daí ternos 

a expressão acima e 1.4 conclui o ítem ii). 

Vejamos agora se n = 2-i + 1. Temos LJ(.T) = x e L2i+lR(x) = .T. Daí 

OU SC.]a. 

T ~ U(Lj-Oi(T)) 

daí 
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portanto 

u-'(x) E Fü(U) (L5) 

Escolha k tal que 2k seJa múltiplo de j. Daí 

[12k+l(U-'(x)) ~L""~ RLi-i(") ~ [H(x) 

Pela equação acima e por 1..5 concluimos o ítem iii). O 



Capítulo 2 

Campos Reversíveis 

Algumas pessoas dizem que física é o estudo das simetrias da natureza. 

Essa afirmaçào é um pouco exagerada, mas num certo sentido ela é ver

dadeira. As simetrias sustentam algumas das propriedades fundamentais de 

sistemas físicos ajudando na formulação matemática e na interpretação da 

naturc?;a. 

Discutiremos um tipo particular de simetria que é a "iúnP- symdnco.l 

-reversing" em sistemas dinâmicos. Vamos nos referir a sistemas qne possuem 

"time symetrical reversing" como reversíveis. 

A "time symetnral reversiug" desempenha importaute papel em vános 

ramos da física. Exemplos são [Qi]: 

• Equações de Maxwel no eletromagnetismo; 

• Equações de Einsten na gravitação; 

• Equações de Schrüdinger na mecânica quãntica; 

• Teorema C. P. T. na teoria dos Campos. 

O que significa reversibilidade? 

18 
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Considere o exemplo 

" ( . ·' ~F x) 

é invariante por t --+ -t. Escrevendo como um ~istema de primeira ordem 

temos 

{ 
x' ~ y 
y' ~ F(x) 

com invariância 
t --+ -t 

Aplicando uma transformação coordenada não linear 

as derivadas de primeira ordem são dadas por 

u' = g(u, v) 
v'=- h(u,v) 

A T-invariância implica que a equação acima é invariante sohre 

t -- -t 

( ~ ) ~ R ( ~ ) ~ C o To c-1 
( ~ ) 

o operador R é uma involução. 

Definição 2.1 

O ca.m.po 

com (2.1) 

é re'IJ(>.rsÍ'oel, se e.nste uma Ú1.volução R no espaço de .fase tal que a equação 

acima é invariante sobre t--+ -f ex-- R(x). 
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Figura 2.1: Espaço de fase de um sistema reversível 

Uma idéia geomét.rica de como é o espaço de fase de um sistema reversível 

com relação à lf(:r:, y) = (:1:, -y) é mostrado pela fig·ura 2.1. 

Observe que se xU) é soluç:ão do sistema 2.1, então .1:(-t) é solução de 

.?;
1 = -X(:t), e se 2.1 é invariante por t-------'> -te x-------'> R(.T) significa que 

(R(x(-t))J' ~ X(R(x(-t))), ou seja, DR(x(-t))' ~X o R(x(-t)) o que 

implica 

DTI(-X(x(-t))) ~ X(R(x(-t))) = DR(X) ~-X o R 

isso Iws leva a uma definição alternativa, a qual usaremos daqui por diante : 

Definição 2.2 

Urn ca.mpo X M -------'> T M e cs é revers{vel se c:1:iste R E P( M) tal qw:o_ 

DR(X) :.-=-X o R. Nes8e C0.80 dizemo.9 que X é R-re·owrs·[uP-l. 

Se R está fixo, denotaremos o conjunto dos campos R-reversíveis de M 

por rR(M). 



Cap 2 Campos Reversíveis 21 

Veremos agora alguns exemplos de sistemas reversível::; [Qi] modelados a 

partir de fenômenos concretos, nem todos eles de dimensão par. Isto nos 

leva a crer que o estudo que estamos fazendo para dimensão par pode ser 

generalizado para dimensões ímpares. 

Exemplo 2.3 (Alguns sistemas hamiltonianos) 

Todos os s1:sterno.s hamiltonianos com um ha.miltonio.no par no momento é 

re~Jers-/vd, nesse ca.so a involuçâo é R(x,p) = (x, -p). 

Exemplo 2.4 (Equação diferencial logística) 

.4 equação diferencial logú>t·ica I. a equação 

cuja ·úwoluçrl.o é 

G(x) ~ 1-x 

esse szstenw tem. do'ls pontos crítú;.o8, um em O oulTo ern 1. Bm ;~; -- O é um 

repulsor· e em. x = 1 é um atrator. 

Exemplo 2.5 (Fluxo ABC na hidrodinâmica) 

A equa~:tl.o é 

{ 

x' = AsPn:.: +c: cosy 
1/ =H senx + Acosz 
:.:' ·-= C seny -1- B cos:r: 

onde A, B P C s(l.o parâmetros. A involw;âo é dada po.,. 

RCr,y,z) ~ (w- x,-y,z) 

Exemplo 2.6 (Um exemplo não linear) 

A involução não precisa ser linear, poT eumplo 
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considere a involv.ção: 

" ) -y + 2x2 

a derivada de R no ponto (x, y) é 

DRcx,y) ~ [ 4 ~ ~ll 

logo 

[ 4
1
r 

por ov.lro lado 

( X) ( T ) -X o R =-X . q ') 
y -y +~:r~ [ 

xy - x" l 
') 2 

-:r- y~ +4x y- :h1 

portanto DR(X) =-X o R. 

Exemplo 2.7 (Um exemplo em dimensões altas) 

Tome um s'istema de prúne1.ra. ordem de d·1.mensão n + m: 

X . { .x' ~ .l(x, y) 
. y' ~ g(x·, y) 

X E /Rn 
y E /Rm 

onde f é par em. x e g e tmpu.r· em x. A invol·ução é dada por R(x, .1J) 

(-x,y). DaL 

[
-I o l lJ R(:r,y) = O I 

logo 

[ 
-f(.x, y) l 
g(cc, y) 

22 
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por rmtro lado 

-X o R ( ~ ) ~-X ( ~L ) _ 

Portanto DR(X) ~-X o R 

[
f(-x,y) 
g( -x, y) l [ -f(x, y) l 

g(x,y) 

23 

Existem diversos fenômenos físicos modelados por um sistema reversível. 

Veja por exemplo alguns exemplos em [Qi]: 

Exemplo 2.8 (Lasers externamente injetados Rubi e C0 2 ) 

A d·tnâmu;a desse .ústnna é descrita pelas seguintes equaçÔP8: 

onde E é a amplitude da cav-idade do campo (na f'JiWla da freqttênna ex

terna), rp é a .fase. W é a inversão da população (em escala) e C\ e C2 sao 

po:rámef:ros. Temo8 que a úwolnção e: 

Exemplo 2.9 {Oscilador isotérmico) 

Urn moddo para um oscilador ha:rmônu:.o mergulhado em água quente é 

{ 

x' ~ y 

y 1 =-:r- zy 

z' ~ a(y 2 - kT) 

o termo kT é o produto da constante de Boltzmann pela temperatura e n e 

um pa·râmetm. A in'volução nes8e ca8o é: 
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Enunciaremos agora uma importante proposição que relaciona o fluxo do 

sistema reversível com a involuçào. 

Proposição 2.10 

Seja X E r:h_(M) com .fluxo <Pt· Então 

Demonstração: Seja t/Jr o fluxo de X, logo para x E M fixo, nós temos 

que .f(t)-= <Pt(x) é solução do sistema: 

de fato 

{ 
f'(t) ~ X(~t(·")) 
f(O) ~ ~o(.c) ~:c 

Se.ia y(t) ==-R o rjJ_ 1 o R( .:c), daí 

y'(t) ~ DR(~_,(R(x)))' ~ DR(-X(~_,(R(x)))) ~ -DR(X(~_,(R(x)))) ~ 

-(-X o R(d>-t(R(x)))) ~ X(y(t)) 

e 

y(O) ~R o ~o o R(x) = R2 (:c) ~ .x 

daí por unicidade de soluç.ão nós temos que <Pt(x) = H. o 4J-t o R(:r ). Como 

esta relação vale para todo .T, segue que 1Jt =R o 4J-t o R, ou seja, 

Consideremos agora Ut = <Pt o R, U1. é involução, pois pela proposição 

anterior nÓfl temos que: 

U/ ~ (d>t o R) o(~, o R)~ (4>t o R) o (R o@_,)~ </to~ id 

A próxima proposiçiio diz que o conjunto dos pontos fixos de Ut é difeo

morfa ao conjunto elos pontos fixos de R. 
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Proposição 2.11 

Fú(U1) ~ $t(F'ü(R)) 
' 

Demonstração: Consideremos .r E Fi:r(Ut), daí rPt o R(x) =.r;, ou seJa, 

:r= <Pt(rPt o R(.T)). Queremos mostrar que <Pt o R( ;r:) é um ponto fixo de R. 
' ' ' Para isso 

R(~, o R(x)) ~ RRtp_,(.c) ~ ,P_,Cc) 
2 2 :, 

e como x = rPtoR(x) temos rP_l.(.r) = rP_t.(4!toR(x)) = rPt oR(:1;). Portanto 
' ' ' x E ,Pt(Ft.x(R)). 

' E reciprocamente, considerando .'I: E t~J.t(Fü(R)) implica que x = ij!t(y), 
' ' 

onde y é tal que R(y) = y. Queremos provar que Tft(x) = x, ou seja, 

U1(x) ~~~o R(x) ~~~-o R(1 1 (y)) ~~~o <f_t o R(y) ~ ~ 1 (y) ~ .x ., ' 

o que demonstra a proposição. D 

Na definição que demos de campos reversíveis é que R E P(M), ou seja, 

R é involução c a dimensão de Fix(R) é n, portanto a dimensão de Fix(Ut) 

é n, pois iJ!!. é difeomorfismo, com isso Ut E J&(M). A conclusão que tiramos 
' disso tudo é que Ut é um difeomorfismo R-reversível para cada t. 

Um elemento crítico "(, ou seja, um ponto singular ou urna órbita fechada 

é chamado simétrico se R(J) =- I'· Observe qne todos os pontos críticos 

simétricos devem estar em Fi:r(R), enquanto que todas as órbitas periódicas 

simétricas tem exatamente duas intersecções com F'1.x(R). O restante dos 

elementos críticos são chamados não simétricos, eles sempre ocorrem aos 

pares/' c R(J), como se pode ver na figura 2.2. 
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/@R(y) 

Figura 2.2: Retrato de fase de um campo reversível 



Capítulo 3 

Difeomorfismos e Campos 
Lineares Reversíveis 

Nesta secção estudaremos os campos lineares reversíveis e os difeomor

fismos lineares reversíveis. Para fixar a notação, nós consideraremos V nm 

espaço vetorial real de dimensão 2n. I(V) será denotado o coujunto das 

involuc,;ôes lineares de V que possuem polinômio característico da forma 

(1: + lt(.t- 1) 11
• Nós observamos que esta restriçào do polinômio carac

t.erÍ::;tico é equivalente a exigir que a dimensiio de Fi.x(R) seja n. Para ver 

isso, hasta obsetvar que toda involução linear pode se escrita, ern coordenadas 

convementes, como r.p(:t, y) = (:r, -y). 

Fixe R E I(V). 

Definição 3.1 

O difeomorfismo linea:r· L é reverúvel corn n~laçáo à ·involuçUo R t~e L =-- U o R 

para alqv.-m U E I(V). 

Nesse caso diremos que L é aplicação linear R-reverúvel. 

Definição 3.2 

O campo luwo:r A é reveTSÚJ('.l com relo.çáo à. uwoluçào R se RA = ~AR. 

27 
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Observe que este é um caso particular dos campos reversíve1s discutidos 

no capítulo 2, pois nesse caso DR =R devido ao fato de R ser linear. Nesse 

caso diremos que A é uma aphcação lmea:r infinüesúnalmente fl.-.,·wvers{uel. 

Denotaremos por D R(V) o conjunto das aplicações lineares R-reversíveis e 

por dR(F) o coujunto das aplicações lineares infinitesimalmeute R-reversíveis. 

A próxima proposição diz que DR/V) é uma variedade e que dn(F) é a fibra 

da identidade, do fi brado tangente de D R(V). 

Proposição 3.3 

i) Dn(V) é urna subvariedade C'x-' de GL(F) de dimensão 2n 2 . 

i i) T1(D R(V)) ~ dn(V) 

Demonstração : Seja 

<l>•GL(V) ~ GL(V) 
s r------> s -- l 

Daí <I> 2 = I d, ou seja, <I> é involução. 

Seja 8 E G'L(V) tal que S 2 = Id, daí S E Fi:r(<I>). Pelo teorema de 

Mont.gomery-Bochner [Mo,Zi], escolhemos um sist.ema de coordenadas tal 

que D<I>s == g-l o <I> o g em uma viúnhança de S. 

Como Fi_,L(D<I>s) é subespaço vetorial de Ts(GL(V)), temos que 

é uma carta local C'X) para Inv(V). Logo Inv(V) é nma subvariedade ccx· 
de GL(V). 

Observe que I(V) é aberto em Jnv(\i). De fato, seja f E I(V), daí os 

autovalores de f sào {+1, ... ,+1,-1, .,-1}. Portanto existe uma vizi

nhança N de f em GL(V) tal que 'r:/g E N temos metade dos autovalores de 

[J positivos c a outra metade negativos. Tome N = N n In,u(V) vizinhan

ça de f E l(V). Mas se _q E N, entào g é uma iuvolução e portanto em 
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uma base conveniente g(x, y) = (x, -y), daí o seu polinômio característico 

é (x + l)"(y -1)". Logo g E !(V), ou seja, N C I(V). Daí I(V) é abe,·to 

corno afirmado. 

Chegamos à conclusão de que /(11) é subvariedade ccx' de (_,'L(V). 

Escolha uma curva c· (-c, c)~ GL(V) tal que c(O) ~A e c'(O) ~ B 

Daí: 
d d -1 

D<!>A(B) ~-<!>o c(t) [c~o~ -([c(t)j ) lc~o 
dt dl 

mas c(t)lc(t)]-· 1 =I \:ft. Derivando em relação a t 

em I.= O 

portanLo temos que 

'!_[c(tJr' ~ -[c(tJr'c'(L)[c(tlr' 
dt 

Seja 8 E Jnv(V) portanto em uma base conveniente podemos supor 

S(:r, y) = (:r, -y). Estamos querendo saber a dimensão de Fi.t:(D1> 8 ). 

D<!> 8 (B) ~ B <==> -SBS ~ B <==> SB + BS ~O 

Denotando 

e s ~ [ 1 o l 
O -I 

Temos que 

SE -1 

(:l.l) 
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Corno B1 e B4 são matrizes n x n ternos que 

Como 
LR • GL(V) ~ GqV) 

X ~----------> XoR 

é difeomorfismo e DR(F)--= LR(J(F)), temos que DR(V) é subvariedade CO() 

de G L (V) de dimensão 2n~ como afirma o item i) da proposição. 

Para a segunda parte, primeiro observe que dirn(dR(V)) = 2n~. Pois R 

pode ser escrito R(:c, y) =(:c, -y) e daí: 

e pela equação 3.1 temos que dim(dR(V)) = 2n2 • 

Como dim(TJ[DR(V)]) ~ 2n 2 , basta mostrmmos que TI[D R(V)] C dR(V). 

Para isso, seja H E Tl[DR(V)], daí existe/" (-t:, t:) ______,. DR(V) tal que 

~(O) ~ I e ~'(O) = B. Sabemos que 1(t) ~ a(l) o R onde a(t) E I (\i) e 

o(O) =R. l(t) ~ cJ'(t)R. Como (a(t)) 2 ~ Id então a'(t)a(t)+a(t)a'(t) c· O. 

Em t =O 

a'(O)R ~ -Ro'(O) 

logo '('(O)~ -Ra'(O) ~ -R'('(O)R, ou seja, 

1'(0)R ~ -R,'(O) =? BR = -RB 

donde B E dR(V). Portanto TI[DR(V)j ~ dR(V). O 

Enunciaremos agora uma proposição que t.ráz urna interessante proprie

dade dos autovalores de aplicações lineares reversíveis e infinitesimalment,e 

reversíveis. 
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Proposição 3.4 

i) Seja L E D R(V) o conjunto das aplicações lineares R-revers{vós. Se 

À é um autovalor dr L de rnultiplicidade k, então À -l é um autovalor de L 

de mult·tphcidade k. Além dzsso, os a.utm.w.lo·res + 1 e -1 tem multiplu:idade 

par quando eles ocorrem. 

ú) Seja A E dR(V) o conjunto das aplicações údinitesirnalmr;nte R

Te1!fT.s{ve·tS. Se À é autovalor de A de mult·iplicidade k, então -À é a:uto

t•alor de A de rrwltzplicúlade k. Akm düso, se o autovaloT O ocoTTf ele tem. 

m-u.ltiplicidade par. 

Demonstração: Para a primeira parte, seja L= U o R E DR(V). Como 

U2 ~ Id, temos det(U). det(U) ~!,logo 

det(U R- xi) ~ det.(U(U R- xi)U) ~ det(RU- xi) 

daí, se x é autovalor de L, x é autovalor de L -l e então o inverso de :r, .T ·l 

é autovalor de L. Portanto os autovalores -1 e os autovalores 1, quamlo 

ocorrem, ocorrem aos pares. 

Para a segunda parte considere A E d R(V), ou seja, AR 

ainda, A = - RAR. 

det(A- xi) ~ det(R(A- xi)R) ~ det( -.1- xi) 

-Rll., ou 

o polinômio característico de A é o mesmo de -A, isto quer dizer que se À é 

autovalor de A entÃo -À também é e com a mesma multiplicidade. Como a 

dimensào é par segue que O, quando ocorre, tem multiplicidade par. D 

Estamos procurando condições genéricas para os difeomorfismos lineares, 

para isso, vamos a algumas definições: 
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Fignra 3.1: Autovalores Principais 

Definição 3.5 

Os n autovalores pnncipais de um d'ifeonw·rfi.srno L E DR(V) sao os u.Hto

valores de módulo maior do que 1 ou de módulo 1 e pa.rte i.rrwginária maior 

ou igual a O. Tomando exalamenl.e met.ade dos auto·valon>;s 1 e metadP. dos 

auto·valores -1. 

A região do plano complexo em que ficam os autovalores principais de 

um difeomorfismo R-reversível está na figura 3.1. 

Definição 3.6 

L E D R(V) é N-elementar se os seus anto'valores pnncipais p1, P'2,. , Pn sao 

mv.ltiphca.tivamente 1.ndependentes sobre os intáros entre - N e N, isto é: 

onde e; E~ e I ei I:S: N 
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Definição 3. 7 

L E D R(V) é elementar se foT N-elementaT par-a todo N. 

Uma consequência imediata dessa definição é que se um difeomorfismo L 

é elementar, então: 

1. Todos os autovalores principais são distintos. 

2. Nenhum é raiz da unidade. 

Para ver 1), observe que se Pi = {Jj = À, tome e;_ = -ej = c e daí 

x: À -c: = 1 com r: f= O. Para a parte 2) pj_' = 1 com c f= O. Ambos os casos 

contrariam o fato de serem independentes sobre os inteiros. 

Daremos agora. definições semelhantes para os campos lineares, que sao 

chamados infinitesimalmente R-reversíveis. 

Definição 3.8 

Os n a·utovalores pri.nctpais de A E dR(V) são aqueles aut.ovalores com parte 

real maio·r do que zem ou parte Tea.l zero e parte 1/rnaginária ma-ior on t_qual 

a. uro. Tom.ando m.etade dos a-utovalores zero. 

A região do plano complexo onde ficam os autovalores principais de uma 

aplicaç.ão linear infinitesimalmente R-reversível está na figura 3.2 

Definição 3.9 

J1 E dR(V) é H-elementa-r se os SCU8 autmwlores princ-ipais (módulo 2wt) são 

adiL·ivamPnte indPpendente8 sobre os inteiros entre - N e N. 

Nós denotaremos por D~ (V) as aplicações lineares N-elementares em 

DR(V) e por d~ (V) as aplicaç.ões lineares N-element.ares em dR(V). 

Enunciaremos e demoutraremos agora o teorema principal deste capítulo. 
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Figura 3.2: Autovalores Principais 

Teorema 3.10 

Dj'f_(V) e d~(V) são abertos e densos em DR(V) e dR(V) rP.spechvamente. 

Corolário 3.11 

O confunto das aphcações elementa·res em D R(V) e dR(V) i res·idual e por

tanto denso. 

Demonstração do teorema 3.10: Faremos a prova para dR.(V), D R(V) 

é análoga. 

Aberto é, pois se A E dR.(V) então os autovalores principais )q, .\2,. , Àn 

satisfazem 

para todo a1, a2, . , an E rN, onde rN = Zl n [-N, N]. Como fN é finito, 

podemos encontrar uma vizinhança V de A, tal que para todo A' E V os seus 

autovalores principais À~, À~, , À~ satisfazem: 
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Para a densidade, construiremos um processo recursivo que permite-nos 

perturbar os autovalores principais tal que se A E dn(V), arbitrariamente 

próximo de A existe um A' que é N-elementar. 

Seja a I t13 um autovalor e ·ui -1- 1v~ o autovetor associado, logo: 

caao 1 a i O 

caso L 1 ,8 = O 

Afirmação 1 

(3.2) 

De fato, temos que A'ui = av1, suponhamos por absurdo que Rvi--= Àv1, 

daí: 

logo Rv1 ----:c O (absurdo pois R é difeomorfismo linear) 

Definamo>l então 4J por: 

f'U] 

-r:.Rv1 

O se :r jt lv1, Rvi] 

logo Rcp = -1/JR, ou seja, 4; E dR(V) 

Observe que ( 4J + A )vi = 1/Jv 1 + Av1 = eu l + av1 . De acordo com a 

proposiçào 3.4 temos que os autovalores de (1J -1- A.) são ±(t: -1- a). 

caso 12 <> f O e .3 i O. 

Afirmação 2 v 1 e v2 são L. L 
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De fato, suponhamos por absurdo que v~ = Àv1 com À f- O, de acordo 

com a equação 3.2 temos: 

o que implica (o:- jJ)..)>, = f3 + Àn, ou seja, fJ =O o que é uma contradição. 

Afirmação 3 dimensão de [v1, v2, Rv1, Rv2] é 4. 

De fato, seja a·v1 + bv~ + cRv1 + dRv2 = O. Se c=d=O então a=b=O e 

v1 , v2, Rv1, Rv2 são L. I. 

Se (c= O e di O) ou (c# O e d =O) são casos análogos e podemos supor 

d =O e c= -1, ou seja, Rv 1 = 0.'111 + bv2 . Da primeira parte da equação 3.2 

podemos tirar RAv1 = o.Rv1 - ,ôRv2 , e usando a R-reversibilidade temos 

-A(a·v1 1- bv2) = o.(av1 -1 bv2)- {JRv2, ou seja, 

2o.ü + bfJ 2ba - af) 
Rv2 = f) v1 + (J v2 

Usando a ::,·egunda parte da equação :~.2, temos que RAv2 = .fJRv1 1-nRv2, 

e pela R-reversibilidade: 

2an + b/3 2bn- a{3 ) ( ) (2aa + b/3 2ba- a(J ) 
-A( {J v1+ v 

2 
=fJav1+bv2 +a f] v1+ fJ ·vz 

OU SCJa, 

u2 o:2 
(-4a/J- 4ba)v1 + (4an- 4b/J)v2 ~O 

Como v1 e v2 siio L. L segue que a -=- b~ e b = -a~. Logo b ::-o O e a = O, 

ou seja, Rv1 =O o que é um absurdo, portanto os casos (c= O e d f O) ou 

(c f- O e d = O) não ocorrem. 

Se c -f. O e d i O, podemos supor sem perda de generalidade que d = -1, 

ou seja, Rv2 = a.-u 1 + bvz + cRv1 daí ARv2 = a.Av1bAv2 + cARv1 pela R

reversibilidade e por 3.2 temos: 
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-R(!Jv1 + av,) ~ 

a(av1- f}u'2) + b(f3vt + av2)- cR(av1- (3v2)- (3Rv1- a(avl + bv2 + cHv1) = 

a(a'ul- f}v2) + b(f3'ul + av2)- ecr.Rv1 + c(3(av1 -1- bv2 + cRvl) 

ou se.Ja, 
2an + b,a + ac(3 2ba- a(3 + bc(3 

Rvl ~ -,6(1 +c') vl + -p(l +c') v, 

o que é urn absurdo e portanto o caso L: f O e d f- O não ocorre. 

Com isso terminamos a demonstração da afirmação 3. ~esse caso defina 

4; por: 
- (Vi 

-di vi 

O se ;t ~[v li vz 1 Rv1 1 R'u2] 

Temos que 4;R = -R4;, ou :::;eja, q:, E dR(V) e os autovalores de (4; +A) são 

±((a+ c)+ ,.(3). 

caso 2 a = O, ou seja, A tem autovalor ·t(3 com ,a 1- O. Nesse caso v1 c v2 

são L. I. 

caso 2.1 Rv1 f/:- lvl, 112] 

Afirmação 4 A dimensão de [v 1 , 112, Rv1 , Rv::!] é 4. 

De fato, como Vt e v2 são L. I. e Rv 1 f$ [u1,v2], a única forma de negar a 

afirmação é Rvz = av1 + b112 + cRv L· Mas nós temos que: 

(3.3) 

Se Rv2 = a.v 1 + l;v2 + cRv 1 , então ARv2 =- aAv1 + bAv2 + cARv 1 e pela 

R.-reversibilidade e equação :1.3 temos - R(/3111) = -a.ôv2 + b,t3v1 -c R( -f3v2) 

ou seJa, 
-b-a.c a,-bc 
1 + c2 Vt + 1 + c2 'U'J. 

Logo Rv1 E [v1, v2]. Esta contradição demonstra a afirmação 4. 
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Neste caso, como a dimensão d.e rvl, V2, Rvl, Rv2] é 4, nós aplicamos o 

caso 1.2 e teremos que os autovalores de (4> +A) serão ±(E+ ·tf3). 

caso 2.2 Rvl E [v,, v2] 

Afirmação 5 Podemos supor Rvt = v 1 e R·u2 = -v2 . 

De fato, como Rv1 = av1 + bv2 temos Av1 = -(3v2 e aplicando R, 

RA.v1 = - f)Rv2 e pela R.-reversibilidade -A ( uv1 + bv2) = - f3 Rv2 daí ,6RV'2 = 

a(-f3v2) + bôv1. Logo: 

temos que 

Queremos aehar À e fJ· tal que R(.\·v1 + JW'2) = ÀVt + fJ·V'2 nesse caso temos 

.\(av1 + h·v2) + p(bv1 - a:u2) = ÀV1 + JW2 

e 

{ 
(a- l)A + bp O 

b!- + (-a- l)p ~ O 

[
a+l 

det b b ] ~ -a2 + 1 - b2 ~ O 
-a+ 1 

tem soluçao não trivial (.\o, Mo). 

Queremos aehar ainda "X e Ji tal que R("X·v1 + p:v'J) = -(Xv1 + Jiv:l). 

Fazendo-se as contas eomo acima temos que existe um par ("Xo. fio) qnc sa

tisfaz a equação. 

Trocando-se v 1 por .\ov1 + ftov'J e v2 por Ào·ul + Jiov2 lemos 

{ 
R·u1 = ·u1 
Rv'2 = -v2 

Nesse caso defina 4> como sendo: 
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Daí <f; E dR(V) e os autovalores de (<f; -1 A) são ±~(E: 1- (3). 

caso 3 O é autovalor de A. 

ca.8o 3.1 se dimensão de [v 1 , Hu1] é 2, então faça como em 1.1. 
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caw 3.2 se Rv1 = >.v1 , nesse caso v1 = RRv1 = À2v 1 , ou seja, À - ±1. 

Faremos para Rv1 = v1 (Rv 1 - -v1 é análogo) Corno A é difeomorfismo, 

torne v2 tal que Av2 = ·v 1 . Temos duas possibilidades: 

mso 3.2.1 Rv2 E [v1,vz]. Como Av2 = v1, aplicando R temos RAv:2 

Rv1 = v1, daí - ARv2 = v 1 

Rv2 = -vz. Temos que 

na base {v1 ,vz}. 

Defina 

Auz, corno A é difeomorfismo segue que 

-f'Ul 

O se .T r;t [u1, v,] 

daí <f; E dR.(V) e é igual ao caso 2.2. 

caso 3.2.2 Rvz 7!- [v 1 ,v:d 
Nesse caso a dimensão de ['1J 1 , v2 , R·v2] é 3, defina <P c:omo sendo: 

na base {v1, v2, Rv:?}, logo <f; E dR.(V) e os autovalores de (<f;+ A) são O, ±·~t:. 

Dado urna aplicação A E dR.(V) e urna vizinhança .V de raio f 1 seguimos 

os seguintes passos: 

Passo 1: usando o processo descrito acima, perturbarnoR o autovalor prin

cipal )q em uma vizinhança de raio ~ para que À1 f:- O. 

Passo 2: perturbamos o autovalor principal À2 em urna vizinhança de raio 

~ para que a.1À1 + 0.2À2 f:- 0 (rnod27r1.) para to doR inteiros 0.1, a2 E f N isto é 

possÍvel pois rN é finito. 
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E assim por diante até: 

Passo n: perturhamos o u-ésimo autovalor principal Àn em uma vizinhan

ça de raio 2 ~ •. para que a1À1 + · · · -1- anÀn -1- O (mod21r1.) para todos inteiros 

a1,, ,anErn. 

Finalmente depois do n-ésimo passo nós achamos uma aplicação A' tal 

que A' E V n dR(V), o que completa a demonstração da proposição. D 

Vamos denotar a partir de agora por E>. R, o autoespaço associado ao 

autovalor À. Fixe v E E- 1 R, isto é, Rv = ~v. Seja 

Observe que para toda aplicação L E ]v t,em v como autovetor associado 

ao autovalor + l. 

Lv ~URu~ U(-v) ~. -(-u) ~v 

Definição 3.12 

L E ] 1, é chamado sub-N-elem.cntar se os (n- 1) a:atmmlores princzpa·is 

n>.stantes são independentes multipl-icativamente sob-re todos os u~teiros entre 

-N e N. 

Denotaremos por J:! o conjunto dos difeomorfismos lineares L E 11, que 

nào sào sub-N-elementares. 

Proposição 3.13 

(i) .!v é subvariedade de DR.(V) de cod-imen.~ão n. 

(ii) I[;' é uma união finita de 8ubvariedades de lv cada urna twndo no 

mínimo codimensão 1 em Jv. 

Demonstração: Defina 

'• GL(V) ~ I(V) 
g ~-----------+ gRg-1 
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Está bem definida pois [rr(g)] 2 
c- Ide det(gRg- 1 - cci) ~ det(R- c I) 

(x 1- l)"(x -1)". 

Vamos provar que 1r é uma submersão_ 

Afirmação 1 DxA(R) = BRA- 1 - ARA-1BA- 1 

De fato, tome c: (-c,c) ~ GL(V) tal que C(O) ~A e c'(O) ~ B. Daí 

d d l 
DrrA(B) ~ dtrr(c(t)) ]t~o~ dt[c(t)R(c(tW] [,_o~ 

c'(t)R[c(1Jr 1 - c(t)R[c(t]t 1c'(tJic(t)]- 1 ] 1 ~ 0 ~ BRA- 1 - ARA- 1BA-t 

donde conclui-se o afirmatlo. 

Seja C E TARA-'[I(V)]. Daí existe o: (-c,c) ~ I(V) tal que <>(0) ~ 

ARA-1 e n'(O) =C. Como n:(t)a(t) = Id derivando em relação atem O, 

temos: 

Tome B = ~C AR, daí temos que 

Portanto TI é submersão. 

Defina agora 

O>: GL(V) ~ E 1R 
g ~ (Rg- 1 + g-1)(v) 

Afirmação 2: O é valor regular de 1>. 

De fato, seja A E GL(V) tal que W(A) =O, vamos mostrar que 

é sobrejetora. Seja c: (-r::, r::)_____,. GL(V) tal que c( O)----= A e c'(O) = B logo 

temos 
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ou seja 

Portanto, dado u. E To[E 1R] temos que existe r~ (-E, E)------+ E 1R tal 

que a(O) ~ O e cx'(O) ~ u. !\las R(a(t)) ~ cx(t) para todo t. Derivando e 

substituindo em t =O, temos que R( v.) -=-=v.. 

Tome C linear tal que C(·v) = u e defina B = -~ACA. Portanto 

concluindo a afirmação de que O é valor regular. 

Como a dimensão de E 1 R é n, então <I:J-l(O) tem codimensão n. 

Observe que 

ou seja 

Portanto .lv = r.(<I:J- 1 (0)). 

Como <1>- 1 (O) tem codimensão n e 1f é submersão então lv é subva.riedade 

de D R(V') de codimensão n. 

Uma aplicação do mét,odo de Abraham-Robbin [Ab,Rb], página 99, mos

tra que I[/ é uma união finita de subvariedades de J..,. 

A codimensão de J{j ser no mínimo 1, vem do fato que .fv- Jl~ ser denso 

em lv e a prova é análoga à proposição anterior. O 



Capítulo 4 

Genericidade de 
Difeomorfismos Reversíveis 

Como no caso linear, hiperbolicidade nao é uma propriedade genénca 

em Di,f[R_(M), pois em pontos periódicos simétricos, os autovalores, quando 

perturbados, não escapam do círculo umtário. Portanto nós enfraqnecemos 

a noçilo de hiperbolicida<le para obtermos propriedades genéricas. 

Vamos definir agora as uoç:ões de ponto periódico elementar c ponto 

periódico genérico. 

Estamos considerando M uma variedade compacta, de classe coc e 2n

dimenswllal. 

Definição 4.1 

Se .T é um ponto pr-:.riódico simétriro de L E Dif.fk(M), isto é, r~k(x) =-X 

po.ni algum k e .1: E Fix(Ui) para alg·um i, então di·remos qtte: 

-i) x é ponto penódico simétrico N-elem.entar de período k se (D L").7, e 

N-eltomento:r. 

ú) .'L é N-gwnàico se: 

a) :E r! periód-ico simétrico N-elernentar de per{odo k:, O'U 

b) :r i penódico hiperbólico náo sirrdtnco. 

43 
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Se .T for periódico simétrico N-elementar de período k para todo N, então 

diremos que :r é periód-ico simétr-ico elementar de periodo k. 

E se x é N-genérico para todo N, diremos que x é genérico. 

Denotaremos por G 8 (k, N) o conjunto dos difeomorfismos R-reversíveis 

de classe C 8 cujos pontos periódicos de período menor ou igual a k são 

N-genéricos. Seja ainda: 

= 
G'(k) ~ n G''(k, N) 

N=O 

e 

G' ~ n G'(k) 
k=l 

Enunciaremos agora um lema que será útil nas demonstrações suhse

quentes: 

Lema 4.2 

Seja J.~ M ________, M um. difeomo·~fismo re'vers{vel, ov. seja, JJ = U o R. Seja 
'--k- .-, .. -

auula U~,; =L R. Se F1.x(U,J f~ tangente a Fu(R) em. p, então os a.nto'nn.lore8 
-k 

de D(L )p são +1 e -L 

Demonstração: Escolha um sistema de coordenadas 

g : V ________, IR '2n 

onde V é uma vizinhança de p e g(p) =O tal que R(x,y) = gRg- 1 (x,y)--= 

(x, -y). Seja ainda U = gUg-- 1
, daí L= gLg- 1

. 

Escrevamos 

f! ( : ) ~ [ ~ ~ ] ( ~ ) + 0
2
(x y) 

Daí 
-B 
-D ] ( ~) +o2

(T,y) 
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logo 

[ ~ -B 
-D r(~)+o'(,,y) 

Portanto 

Chamemos 

[~ _ B l k ~ [ A' B' l 
-D C' D' 

Portanto ficamos com 

( 
x ) [ A' -B' l ( x ) 2 Uk y ~ C' -D' y +o (x, y) (4.1) 

Como estamos supondo que Fix(U~.:) é tangente à Fix(R) {(x, O)} 

temos que localmente Fix(Uk) é gráfico de uma aplicação que tem apenas 

termos de grau maior ou igual a dois. Substituindo na equação 4.1 temos 

[ 
A' - B' l ( x ) ''( ) ( .x ) C' -D 1 O +o- x = 0

2 (:t:) 

Daí temos .41 = I d e C 1 = O. Portanto 

k [ I DLo ~ O B' l 
D' 

mas como o polinômio característico de D Ur~ é (x + 1 )""(x- 1 )n, nós ternos que 

o polinômio característico de -D 1 é (x + l)n, logo o polinômio característico 

de DLà é (,x -l)n(.x + l)n D 

O objet.ivo deste capítulo é demonstrar o teorema de Kupka-Smale para 

difeomorfismos reversíveis que diz cs é residual. Mas para isso precisaremos 

de mais algumas definições. 
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Definição 4.3 

Seja L E Dif.fÊI(M), isto é, L= U o R e seja ainda Uk = Lk o R. Diremos 

que L é k-tran5ver5al 5e: 

i) k é par e Fix(U,) 11 Fix(R), Fix(U,~ 1 ) 11 Fix(U) 

ii) k é tmpar e Ficr(U1 ) 11 Fix(R) 

Denotaremos por As(k) o conjunto dos difeomorfismos cs R-reversíveis e 

k-transversais. 

Para a::; demonstrações que faremos a seguir, precisaremos das noções de 

pseudotransversalidade e suas propriedades, sobre as quais trataremos logo 

abaixo: 

Definição 4.4 

Sejam: 

A um espaço topológico com a pmpriedade de Bai:rF; 

M, N variedades 

K c M um subconjunto 

V C N uma subvariedade e 

F : A ~ C 1(M, N) 

Dizemos que F é C 1 -pseudorepresentação se a aplicação abm.To é contí-

nua. 
ev(F(11J: A x TM ~ TN 

(o, q) >-------> eu(F('i)(a, q) 

dada por ev(FUI)(a, q) ~ D(Fa)q. 

E dirF;mos que F é cr -pseudotransversa a F ern K 8f; : 

a) F f C 1-pseudorepre5entaçâo 

b) E:nste um subconjunto denso D C A tal que para cada a E D enste um 

subco'lljunlo aberto Ba em um espaço dP- Banach sepa·rável, 1/Ja Ba ------;. A 
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contínua P a1 
E Ba tal qne: 

1/!a(a') =a z) 

i i) 
ev(F'I/Ja) : Ba X M ------+ N 

(y,") ~ (Fo~a(y))(x) 

é cr· e transversa a l/ em { a 1
} X K. 
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Uma das propriedades mais importantes da pseudotransversalidade é o 

próximo teorema, cuja prova está contida em [Rb]. 

Teorema 4.5 

Com os espaços f! aplicações da definição 4-4 suponha que a aphcação 

é cr -pseudotmnsversa a V em K lal rrtw r ?: max{l, 1 + d1.mM - codimV}. 

Seja 

R= {a E A: F(a)é fmiii.B'Vcrsa a V em ponto.s dp, K} 

Se ]( = M ------,- R é ·re8idual em A. Se V é S'Ubvar1.!!dade fechada f! K c M 

f compacto ~ R é aberto e denso em A. 

Para a demonstração do teorema de Kupka-Smale precisaremos ele quatro 

lemas. 

Lema 4.6 

Suponhas 2:: 1, k ?: O e G8 (2k) denso em DiffR.(M), então o confunto 

{L E Diffk(M)' Fix(U"+') i'1 Fix(R)} Á aberto e den8o em lJiffk(M). 

Demonstração: Considere a ação de D·i . .ffR.(M) em l 8 (M) dada por: 

Di.ff'(M) X I'(M) 
(g, U) 
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Por um resultado de [Pa] dado U E P(M), existe uma vizinhança V de(} 

em JS(M) e uma aplicação contínua X: V----+ Di.f_rs(M) tal que X(U) = ld 

e [X(S)jU[X(SJr 1 ~ S para todoS E V. 

Fixe U E l 8 (M). Seja orb(U) a órbita deU sobre essa ação. Afirmamos 

que orb(U) é aberto. 

De fato, devido ao resultado acima, seU E orh(U) então U = gU g- 1 e 

daí existe uma vizinhança V de U tal que para todo S E V, 

Defina : 

e 

Seja 

~ , Difi'(M) ~ m·b(U) 
g I---+ gUg-l 

D, ~ {g E Diff'(M)' (gUq- 1 R) E G"(k)} 

rl' Diff'(M) ~ C'(Fix(U), M) 
g ~ p'(g) 

onde p1 (g)(p) ~ (gUg 1R) 1g(p). 

Afirmação L p'(g)(F1x(U)) ~ Fü((gUg- 1 ),.+1)· 

De fato, pela proposição 1.10 Fi.7J(U2k+l)--= Lk(Fix(U)) onde L= U o H 
k - -1 - . e Uk = L o R. Mas se U -= gU g , ent.ao Lemos . 

mas observe que 

e daí a afirmação 1 segue. 
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Mostraremos que pk é C 8 -pseudotransversa a Fix(R). Na notação de 

pseudot.ransversalidade da definição 4.4 sejam: 

Observe que D2k 

hipótese. 

F ~ p k 

A ~ Diff'(M) 
M ~ Fü(U) 
N ~ IV/ 
v ~ Fix(R) 
K ~ F;x(U) 
D ~ D2k 

{g E Diff'(M) (gU g_, R) E G'(2k)} é denso por 

Seja r"(M) o espaço de Banach das perturbações c 

,p, • r'(IVI) ~ Diff'(M) 
X ~-------+ q,lg 

onde <ft é o finxo de X. 

Temos que l é uma C 1-pscudorepresentação) ou seja, a aplicação abaixo 

é contínua; 

ev(p11
'
1

) • Diff'(M) x T(Fix(U)) ~ TM 
(g, p) ~ D(pk(g)) q 

onde p''(g)(p) ~ (gUg- 1R)1 g(p), 

Para a condiç.ão b) de pseudotransversalidade, temos que existe o con

junto D2k C Di.ffS(M) denso, tal que para cada g E D2k existe um aberto 

rs(M) num espaço de Banach separável, que é ele mesmo, e existe a aplicação 

·lj! 9 : P(M) ------;- D-i.ffS(M) contínua, e a1 =O E r<~(M) tal que ·09 (a') = g. 

Resta apenas provar que: 

ev(p'!,,). r·'(M) X Fix(U) ~ M 
(x,r,) ~ rl(~,g)(p) 

é transversa à Pi.x(R) em {O} x Fi:E(U). 
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Para isso seja U = gU g-1 e L = U o R. E de acordo com a afirmaçào 1, 

mostrar que Lkg(Fi:r(U)) ri Fi.t·(R) é equivalente a mostrar que 

Temos dois casos: 

caso 1 p'g(p) ~ g(p), ou seJa, Lkg(p) 

L E G'(2k ). 

Se g(p) E Fzx(R) temos: 

g(p), mas g E D2k e portanto 

= Lg(p) ~ g(p) 

Suponhamos por absurdo que Fi:r(U2k+l) é tungente a Fi.T(R), daí pelo 

lema 4.2 temos autovalores de D(L 2
k+l)g(p) sào ±1. Mas se Ài é autovalor 

principal de DLg(p), pelo fato acima temos que Àik+l = ±1 e daí g(p) não é 

ponto periódico simétrico elementar, coutra.riando o fato de L E G8 (2k). 

caso 2 Lkg(p) = q E F-i::r:(R) com q -=J. g(p). "0Jesse caso podem ocorrer 

dois casos: 

caso 2.1 L'g(p) ~ q com i< k. Daí L'g(p) ~ q ~ L'g(p) ~ Lk-'(q) ~ q. 

Mas como g E D2b então L E G8 (2k), logo q é genérico e daí D(J.,k-·i)q é 

elementar. 

Suponhamos por contradição que F1.:r(U2k+l) é tangente à Fi..1.:(R), mas 

pelo lema 4.2, implica que os autovalores de D(L 2k ,.1 )q são ±1. Chamando os 

autovalores principais de D(Lk-i.)q de Às com 8 = 1, 2, .. , n e considerando 

m -= mmc{ k - i., 2k + 1} nós teremos que: 

~ 

),};-' 8 = 1, 2, . . , n 

são autovalores de D (L m.)q· 
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Mas por outro lado: 

(±1)2k:l = ±1 

são autovalores de D (L m)q, ou seja os autovalores principais de D (L k-i)q sào 

raizes da unidade, o que é uma contradição, pois D (Lk-i)q é elementar. 

ca5o 2.2 L1g(p) f q >li < k. Ne'"e caso U(q) f q c L'(q) f q >li. De 

fato, como R(q) = q teríamos T_;(q) = q e se Li(q) = q para algum O< i < k 

teríamos L k-ig(p) = q o que são contradições. 

Portanto nós podemos escolher uma vizinhança J.f de q de tal modo que 

U(N) nN ~ 0 e L1(N) nN ~ 0 >li<: k. Tome um campo X E r'(M) com 

supp(X) C}.[ entào vamos mostrar que 

Tome a seguinte curva: 

o , ( -8, 8) ~ r'(M) x Fix(U) 
c ~ (cX,p) 

observe que c( O)= (O,p) e c1(0) =(X, Op) e daí basta provarmos que: 

:,((~W0~,R)'0\g(p)) lc~o~ X, 

onde 1;~ é o fiuxo de roX. 

( 1. 2) 

Como EX possui suporte em}.[ o primeiro membro da equaçã.o 4.2 fica 

apenas 

mas 
rl_"'(ll _ 1. 0;(q)-f1(q) 

'+'t q (=O- Im 
dt é-l"Ü t 

derivando em relação a t temos 



Cap 4 Genericidade de Difeomorfismos Reversíveis 

Portanto 

:,~;(q) l,~o~ tX(q) j C 

em f --= O tiramos que C = O. Portanto: 

fi_~;(q) lc~F tX (q) 
de 

e para t = 1 conclui a equação 4.2. 

Portanto T(o.p)(ev o pk o ·1jJ 9) é sobrejetora. 
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E com esses dois casos nós concluímos a demonstração de que a aplicação 

l é C'~"-pseudotransversa à Fi::c(R). De acordo com o teorema 1.5 1 como 

Fix(R) é subvariedade fechada e Fi:r:(U) é compacto 1 temos que: 

{g E Di.fr(Ivi) • (gUg- 1 R) 1g(Fzx(U)) n Ftx(R)} ~ 

{g E Diff'(M) • Fü(U2k+l) n Fix(R)) 

é aberto e denso em Dif_rs(M). 

Como lr é aberta1 Lemos que : 

é aberto e denso. 

Como as órbitas são abertas e existe no máximo um número enumerável 

delas [Pa], o lema segue. D 

Lema 4.7 

Suponhas~), k ~ 1 e G8 (2k- 1) é dP.nso em Di.f.fR(M) então o conjunto 

{L E DiffR(M) • Fü(U,k) n Fix(R)) ,, aberto e denso em Dl[f)\(M). 

Demonstração: Seja como no lema anterior D2k-l o conjunto denso e 

p1 
• Diff'(M) ~ C'(Fi•z(R), M) 

g ~ p'(g) 

onde pk(g)(p) = (gUg -1 R)k(p). Nesse caso pk é pseudotransversa à Fi:r(R) 

como antes e o lema segue. D 
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Lema 4.8 

Suponhas~ 1, k ~ 1 e G 8 (2k -1) é denso em. D1,.f.fR(M). então o con)unto 

{L E Di.f.fk(M) 'Fi.T(ff,+,) 11 Fü(U)) é abe,to e denso ern Di.I.IR_(IVI). 

Demonstração: Nós vimos que na demonstração da afirmação 1 que 

Fix(U) ~ gFi.x(U) e como 

Fü(U,,+l) li F-ix(U) = L'(Fix(U)) li Fix(U) = 

Fix(U,k+l) li Fü(U) = (g- 1RgU)'(Fix(U)) li Fix(U) 

Trocando no lema 4. 7 U por R e R por r;, o lema segue. O 

Como consequêucia desses três lemas, podemos dizer que se s :2: 1 e 

G8 (k-1) é denso em Di..f.fRJM), entã.o As(k) é aberto e denso em Dt . .ffR(M). 

Definição 4.9 

Seja Ã8 (k) C N'(k) o conjunto dos difeomorfismos R-n;vers{vezs de classe cs 
satisfazendo D(L 1'}x não tem autovalor- 1 em pontos periódtcos snnétncos de 

período pt·i:mezro k. 

Lema 4.10 

Seja. 8 2': 1 e suponha cs(k- 1) f. denso P.m D-i.ffR(M)' então A 8 ( k) é aberto 

e denso em. DiffR(M). 

Demonstração: Como /\'"(k) é aberto, então À"'(k) é aberto. 

Para a densidade, tome uma vizinhança N qualquer em Di.f.fR(M), pelo 

fato de As(k) ser Jcnso existe L E A"(k) nN. 
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Seja p nm ponto periódico simétrico de período k, eutào pelo teorema 

de classificaçao 1.12, alguma iterada de p, ou seja, L 8 (p) = q pertence à 

F1.x(Uk) n Fü(R) ou pertence à Fix(U,+l) n Fü(U). 

Como M é compacta e L E AB(k) temos qne Pix(Uk) n Pi.T(R) e 

Fi:r(Uk+ 1 ) rl Fix(U). Logo esses conjuntos são finitos. Portanto o cou

junto de pontos periódicos simétricos de período primeiro k é finito. 

caso 1 q E Fix(Uk) n Fix(R) 

O fato de Fü:(Ukl n Fü.:(R) ser finito, podemos achar uma vizinhança V 

de q que satisfaz: 

i) Fi:r(U,) n Fü(R) n V~ {q} 
ii) Li(V) n V~ 0 i~ 1, 2, ... , k 

Pelo teorema 3.10, arbitrariamente próximo da identidade existe uma 

aplicação A E i'..(TqM, TqM) tal que A o (d[h)q o A- 1 o dRq é elementar. 

Escolha um campo X E rs ( M) com fluxo ft satisfazendo: 

·t) supp(X) C V 
ii) X(q) ~O 
üi) (D~ 1 )" ~ A 
iv) norma cs de X "pequena" 

Defina U f 1 U f_ 1 e L = O R. Então L está arbitrariamente próxima 

de L, pois A está próximo da identidade e U'(q) = q e (D(~.fJIUf-lR))q é 

elementar. Portanto p será um ponto periódico simétrico elementar e daí 

D(i/)P não possui autovalor 1. 

Repetindo-se o processo processo para todos os pontos periódicos simé

tt·ieos de período primeiro k, teremos uma aplicação L E V n Ã8 (k). 

caso 2 q E Fix(Uk+I) n F"ix(U) é análogo. D 

Finalmente vamos ao teorema de Kupka-Smale. 



Cap 4 : Genericidade de Difeomorfismos Reversíveis 55 

Teorema 4.11 

Seja M unw. va·r·iedade compacta, c=, com dimensiio 2n. Se s > 1, então 

G8 (k) é res·idual em Di,ffR.(M) e portanto cs é residual. 

Demonstração: Demonstraremos por indução. 

Suponha que G 8 (k- 1) é residual, então G 8 (k- 1) é denso. Daí pelo 

lema 4.10 Ã8 (k) é aberto e denso em Dif.fR(M). 

Defina: 
p: Diffk(M) ~ C>'(M, M x M) 

L ~ p(L) 

onde p(L)(:c) ~ (.T, L'(x·)). 

pé C1-pseudorepresentação. 

Mostraremos que f! é C"-pseudotransversa à diagonal.ó. C M X M. Na 

notação de pseuU.otransversalidade, definida em 4.4 seja: 

A ~ DiffR.(M) 
/v[ -- M 
N ~ MxM 
v ~ "" D ~ G'(k- 1) n Ã'(k) 
Ba ~ i'(M) 

Se L~ UR E G'(k -1) n A'(k) Defina: 

IJI L: P(M) ~ Diffj',(M) 
X f------1. rhUrf-lR 

onde rPt é o fluxo do campo X. 

Seja a.'= 0 E rs(M). Devemos provar que ev o p o WL f1 L'l em {O} x M 

onde 
cuopoll'L:f8 (M)xlvl ______,. MxM 

(X, x) ~ {cr, (~ 1 U$_ 1 R)k(x)) 
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Se.ia :r tal que Lk(x) = x. 

Se J}(x) =-= x com 1 :=:;·i::; k -1, então D(Li)x é genérico, logo 

euopo\l!r. n 6. 

em (0, .T) como na demonstração do lema 4.6. 

Se :t é periódico simétrico de período primeiro k, D(Lk)x não tem auto~ 

valor 1 e daí pelo lema 4.2 rv o p o I]! L ri .6. em (0, :r). 

Se .T é periódico não simétrico de período primeiro k, existe uma vizi

nhança N de X tal que R(N) n N ~ 0 e L'(N) n N ~ 0 para 1 < ,, < k, 

Tome X E f 8 (M) com !OiUpp(X) c N, logo: 

D ( ev o p o 'I' Llco,x) (X, O,,) ~ X (,x,L'(x)) 

como na demonsl,ração do lema 4.10 e portanto a aplicação é sohrejetora e 

evopo\I!L ri.6.em{O}xM. 

Do teorema 4.5 segue que B~.: ={L E Dif.fR(M): p(L) rl 6.} é aberto e 

denso em DU.fR.(M). 

Pelo mesmo argumento da prova do lema 4.10 nós temos que G8 (k) é 

denso em Bk n G 8 (k- 1). 

Dado V1 vizinhança em Di.f.fR(M), temos que V1 n Bk n Gs(k - 1) é 

vizinhanç:a em Bk n G8 (k- 1) e não vazia pois Bk n Gs(k -1) é denso. Como 

G8 (k) é denso em G8 (k -1) n B~.: segue que vl n cs(k) =/- ~- Portanto G' 8 (k) 

é denso em D-if.fR(M). 

Como G"'(k, N) é aberto, segue que G·~(k) é residual, o que completa a 

demonstração do teorema de Kupka-Smale para difeomorfismos reversíveis. 



Capítulo 5 

Genericidade de Campos 
Reversíveis 

Nesta secção provaremos o teorema de Kupka-Smale para campos veto

riais R-reversíveis. 

SejaM uma variedade compacta, C/00 e de dimensão 2n e R uma involução 

coc· fixada, com dim Fix(R) = n e X E fft(M), on seja, D R o X = -X o R. 

Vamos definir agora os conceitos de ponto crítico simétrico N-elementar, 

para isso recordemos que p E M é um ponlo crítico simétrico se X (p) = O e 

p E Fix(R). 

Definição 5.1 

[fTn ponto crítico simétnco é chamado N-elemrntar se a derivada do campo 

em p, DX(p) é H-elementar iufindesimalmenle R-reversível. 

Lembremos que infinitesimalmente R-reversível quer dizer D X (p) o R = 

-RoDX(p) 

Definição 5.2 

Seja !-I 8 (N) o conjunto dos campos X E fft(M) tais que: 

i) Todos os pontos críticos szmétricos dP X são N-elem.ento.rA8. 

ii) Todos os pontos críticos não S'trrtét-rico8 de X são h'ipeTbólicos. 

57 
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Seja 

H'~ n W(N) 
N=l 

Para demonstrarmos que H-' é residuaL precisaremos antes de um lema. 

Lema 5.3 

Sr-ja X E rR(M) tendo um zero isolado em p E Fi.rc(R). Se s 2: 1, eúste 

um campo X E rR(M) a.rbitmria.rnent.e prÓ:n.mo de X tendo p como ponto 

crúico simétrico H-elementar. 

Demonstração: Tome coordenadas c= (xi, Yi) em uma vizinhança N 

de p satisfazendo: 

i)x,(p) ~ y,(p) ~ O 

ii) O representante local de R é dado por (:r;i, Yi) ~-----+(.Ti, -'!-Ji). 

A condição ii) é possível pelo teorema de Montgomery-Bochncr. 

Tome uma "bump-function" g de classe c= com norma cs ''pequena" 

com suporte em N e g - 1 em uma vizinhança de p em N. 

Considere o campo 

a a 
Y1 = -f.gy ·- + cgx-. J ~ • t,;::, 

O:r·i uyj 

Observe que DR =R, e daí teremos 

ou seja, Y1 E f~(M). 

Tome agora W,;j C TpM o espaço gerado por Da· , "'a_ 
J., uyJ 

( 
o -t ) DYl(P) ~ , O 
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D 8 na base {-8 ·' .:>, •. }. 
X, V!fj 

Seja agora z1-.1 = x.; + w e Zij =.ri- Yj· Defina Y2 = Egzija~--- cgZ.üa~--· 
'l _,] 

Analogamente temos que y2 E rn(M) e 

na base { a~-. , a~-_ } . 
'J 'J 

Dado o campo X 1 usamos Y1 e Y2 como perturbação, e com uma com-

binação dessas perturbações, como foi feito no teorema 3.10 conseguimos 

fazer de p um ponto crítico simétrico elementar. D 

Teorema 5.4 

Se s ~ 1, H 8 (N) é aberto e denso em rh_(M), ou SC.Ja, H-~ é residual. 

Gostaríamos de ressaltar que este teorema é verdadeiro para M com di

mensão 2n para todo n [De]. Mas a demonstração que faremos aqui é para 

o caso n = 2, onde usaremos o teorema da Aplicação de Whitney do plano 

no plano [So] que diz toda aplicação diferenciável f o : U C IR2 ______, JR 2 pode 

ser aproximada por uma outra denominada "excelente" tal que: 

i) singularidades de f, S(f) é uma curva regular diferenciável dada por 

L'. c O, onde L'.(x) ~ det(D/x) e JJto. f O em S(!) 

ii) os pontos singulares de g =f ls(J), isto é, os a EU tais que g'(a) o O 

satisfazem a g'' (o:) i- O. 

Para as aplicações excelentes, S(g) é formado por pontos isolados em S(.f) 

denominados pontos c-usp·ida:i.s. Deve-se a Whitney o seguinte resultado. Se 

o é um ponto cuspida! de f, entào .f em o: é diferenciavelmente equivalente 

à g!(x, y) =(:r, :ry- y·3) em O E JR2 ; nos pontos regulares ele 9 denominados 

pontos de dobra, f é diferene1avelmente equivalente à .92(x, y) = (:r, y2) em 

O E !R2
. 
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Demonstração do Teorema 5.4: Dado um campo X E fR(M) pode

mos s11por que localmente R(x,y) =(:r, -y), temos que X= (f,g). Como 

X E fR(M) segue que DR o X= -X o R, ou seja: 

[ 

fi(.cl,x2.Yl,Y2) l 
f2(xl, X2, Yl, Y'2) 
91 (xJ, X2, Yt, Y2) 

.9z(:rl, :r2, Yt, Y2l 

Em F ix(R) ~ { (x" x 2 , O, O)) temos que• 

queremos localizar os zero~ de 

IR' 

[ 

h(xl, x,, -yl, -y,) l 
h(~l, -~'2· -yb -y2) 
9t(Xl, :12, -yl, -y2) 

92(Xl, X2, -yl, -y2) 

(g 1 (x 1 , x,, O, 0), g,(.xl, x,, O, O)) 

Pelo Teorema de Whitney, g pode ser aproximado por uma li que é "ex

celente" e somente possui pontos de dobra ou cúspide. 

Daí o campo X = (f, lf) possui apenas singularidades isoladas e pelo 

lema 5.3 segue que H 8 (N) é denso. 

O fato de ser aberto é imediato. D 

Nosso próximo passo é encontrar condições genéricas para as órbitas 

periódicas, para isso vamos construir a transformação primeiro retorno de 

Poincaré e a partir dela definiremos as órbitas elementares. 

Seja X E fR(M) tendo 1' como órbita periódica simétrica de período 2T 

passando por p E Fi:r(R). Escolha uma vizinhança R.-invariante N de p com 

coordenadas (x.;, Y;.) satisfazendo: 

i) O representante local de R em)\[ é dado por: 

ii) X = ..}!- em N 
nYn 
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A condição i) é pos::;Ível pelo teorema de Montgomery-Bochner. Então 

Yn = O define uma secção local R-invariante Lp para X em p. Pelo Teorema 

da funçã.o implícita existem vizinhanças V de X E rn(!v!) e V de p E I:P e 

aplicações cs; 

T:VxV~lR 

satisfazendo 1>(Y, q) = <Phv,q)(q) onde <Pré o fluxo de Y. Esta é a aplicação 

de Poincaré. 

Como f' é simétrica periódica de período 2T, q = <Pr(P) E F'ix(R), esco

lhendo V suficientemente pequeno, existe uma vizinhança aberta W de q em 

F'i .. T(R) e uma aplicação cs 

1l' ; V x W -------.. Lp satisfazendo 

w(Y,y) ~X= ~Ír(n;'lx))(<l>y'(x)) ~ y 
( o.l) 

onde 4y(x) = 4 (Y, x). 1l' é chamada aplicação semi- Poi:ncarf. 

Para Y E V fixo, a aplicação <Py é um difeomorfismo cs) observe que 

cP}::.l(:r:)- ~P::::T(Y,<I>yl(x))(:r). A reversibilidade nos dá que 

T(Y, R(x)) ~ T(Y, <!>y1(.10)) 

Daí temos: 

R~YT(Y,<I>;;'(x))(x) ~ R<l>yl(x) 

Portanto temoR que (o:'Dy o R) 2 =Idem uma vizinhança de p em V. Logo 

temos <I:ly = Uy o R. Contudo não diremos que <Dv é R-reversível, pois a 

dimensão de Lp é 2n - 1 ímpar. 

Por outro lado o resultado abaixo vai nos garantir que dim Fi:r(Uy) é 

igual à dim Fix(R) que é igual à n. 
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Afirmação: 

"E Fix(Uv) <=> ~y\T(Y,õy'(x))(x) E Fü(R) 

De fato, se x E P.ix(Uv) '----=?-:E= Rq)~T(Y,<P}:l(..,))(.7:). Daí 

y y y y 
Rq>_!T(Y,<'I>Yl(x))(:r) = q)!T(Y,<PYl(:t·))R(x) = J;!T(Y,<í>Yl(x))RR!f)_T(Y,'l>Yl(x))(x)-

f~! T(Y,<PYl(:r)) (X) 

Portanto </!~!T(Y,<I>y 1 c~,ll(x) E Fi:r:(R). 

Rcciprocameute, suponhamos que 

Daí temos 4_uc 

y ( y y 
Uy(:t) = Rq)_T(Y,P-}}(_~,)) :r:)= Rq)_~T(Y,'f>-}. 1 (x))q)-tT(Y,<I>y 1 (.-r)/r:) = 

f!T(Y.<Py 1 (:r)Rq)~!T(Y,<P). 1 (:v))(:r:) =-- <f!T(Y,<J>Y 1 (x)),P~!T(Y,1>}:: 1 (..,))(x)- :r 

mostrando que x E Fix(Uy ).D 

Vamos denotar por Wv(w) = 'l'(Y,-w). 

Combinando os resultados da equação -5.1 e da afirmação anterior nós 

podemos concluir que : 

Wy(W) c Fi.x(Uy) (.5.2) 

De fato: se .T E 'l'v(W) ==? x =-- 'l!y(y) com y E W C Fix(R) então da 

equação .5.1: 

mas 

if> I T(Y,PY 1 (x)) ( 1>}) (X)) ----= q,I T(Y,<~>y 1 (x)) if>~ T(Y,il>}".1 (x)) (.1:) --= 
y . 

,P-1T(Y,•vyl(x))(x) E Ftx(R) 

e usando a afirmação anterior temos que .TE Fi.:r(Uy). 
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Definição 5.5 

Uma Órbita periódica simétrica"! de X passando po·r p E Fix(R) é chamada 

O-elementar se exzsür v.ma secção transmTsal local R-inva·riante L:P na qual 

W x é tranMJersa à Fü(R) n I:P. Nesse caso d1.remos que 1 i 0-rdernenla:r em 

Ep. 

Uma outra. maneira de ver se uma órbita é O-elementar é dada pela 

próx1ma proposição. 

Proposição 5.6 

"! é O-elementar Ç:::::::? Fü:(Ux) ri Fix(R) enr p 

Demonstração; PreciBamos demonstrar a seguinte equivalênda 

mas da equação .5.2 temos Wx(W) C Fi.T(Ux) daí 

mas 'lrx é difeomorfismo c dim W = dim Fix(Ux) = n, ou seja, 

e daí a proposição segue. D 

Esta definição indepencle da particular secçào escolhida e não se aplica à 

órbitas que se fecham somente depois de duas ou mais iteradas da aplicação 

de Poincaré. 

Proposição 5. 7 

Seja s 2: 1, X E rR(1H), 1 uma órb-ita periódica s~rnrft.rú:a passando por 

p E Fix(R). Então 
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(i) Existe uma secção local transversall.:p, uma v-izinhança V do campo 

X E rR( M) e um subconfartto aberto e denso D s d('; V tal que todo Y E D s 

tem somente órbitas O-elemenla:re8 em l.:p. 

(â) Se "f o é uma órbita fechada O-elementar de Y ern l.:P então existe uma 

.fam·t?ia a nrn parâmetro dijPrenczável de órbitas periódicas de Y contendo I' o. 

Demonstração: Escolha V, l.:P e W como anteriormente. Afirmamos 

que se s ~ 2 então \11 é transversa à Fix(R) n l.:P = L: R- De fato, observe 

que: 

W:VxW----+I:P 

Suponha que W(Y, y) = x. Seja T = T(Y, x) e tome qualquer função 

T 
q: [0, 2] ~IR 

de classe c= e satisfazendo g(kl(O) = g(k)(~) =O para todo k entre O e se 

Seja :i; E TxL.p. Defina o eampo Ç: "(----+ Tlvf por ifJ_ .. (:r) 1------t g(s).(DrP~L-(i) 

e Ç(,P,(x)) ~ -DR(f.(<f_,(i))), 

Observe que sobre a órbita f, Ç é C"' R-reversível, pois 

DR(E,(<P_,(x))) ~ -Ç(<t,(x)) ~ -ç(<t,(R(x))) ~ -\(R(<f_,(:c))) 

ou seJa, 

Usando uma partição ela unidade, exteuda Ç para M e defina 'I por: 

1 
q(y) ~ :2(\(y)- DR o ((ii(y))) 

Observe que 

1 1 
DR,I(Y) ~ 2(DRÇ(y) -Ç(R(y))) ~ -;;(Ç(R(y))-DRÇ(R(R(y)))) ~ -'7R(y) 
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ou seja ry E fR(M). Note agora que 

. 1 1 
'!(<P,(x)) ~ 2(Ç(q>,(x))- DRf,R(~,(x))) ~ 2:(f,(~,(x))- DRf,(q>_,(x)))-

1 
2:(\(~,(x)) +f,(cp,(x))) ~ f,(q>,(x)) 

portanto '!} = ~ em ')'. 

Seja q;; o fluxo de Y + .ÀIJ onde ).. E m. Podemos definir a curva 

o"IR ~ VxW 
i< ~ (Y+i<ry,y) 

dai c<'(O) E T(Y,y)[V x W]. Logo 

Dw(Y,y)(a'(O)) ~ D(,Poa) h~o~ :;., (q>~(y)) [M~ lo' T~~oc)oq>_,+>(y)ds ~ 

fo1 
g(s) .ids =:C 

Para a igualdade acima ver [Ab,Rb] páginas 109-110. 

Portanto Wv é C 5 transversa a L; R e daí (i) segue. 

Observe que codimensão de 'E R é n- 1 pois dimensão L; H é n e dimensão 

"Ep é 2n -1. Portanto W}}(L;R) tem codimensão n- 1 em W, ou seja, é uma 

sub-variedade de dimensão 1 e portanto gera uma família a um parâmetro 

de órbitas fechadas e isso prova (ii). 

A prova paras = 1, nós usaremos um típico argumento que nós chamare

mos de ind~ferença de s, para mostrar que se D 2 c f~(M) n V = f 2 é denso, 

implica que JJ 1 c rk.(M) n V = f' 1
. 

Escolha X E ['1 e uma vizinhança aberta N c r 1 de X. Então, como 

f' 2 c r 1 é denso na topologia C 1, existe um X 1 E N n r 2 . Mas a topologia 

C 1 é mais fraca do que a topolog1a C 2 , daí N n f'2 é aberto em f' 2
. Daí para 

o caso s 2': 2, existe X 2 E N n D 2 , ou N n D 1 f 0. Isso mostra que /J 1 é 

denso em [' 1 . D 
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Definição 5.8 

Uma órbita penódica S'i'rnétnca 1 é cha·mada N-elementar se os (n-1} mul

tiplicadores camcterúticos princtpais são H-elementares, isto e, tornamos a 

transformação de Po·inca-ré 4 assoc'iada a 1 e verificamos se os autovalure8 

principai8 de D4, com. e:cceção do 1, são multiplicatwamente independente8 

sobre os znteiros entre -N e N. 

Observação: Na definição de lDe] sobre órbitas N-elementares não está 

mencionado a retirada do 1, e isto tem que ser feito, pois o 1 sempre é 

autovalor da transformação de Poincaré [Se], e se ele não for retirado nunca 

será N-elernentar. 

No caso hamiltoniano, nenhuma órbita periódica simétrica é N-elementar, 

pois em [Pa,Me1 está mostrado que pelo menos dois dos multiplicadores ca

racterísticos deve ser +1. 

Definição 5.9 

Se ·,r : E -- B é wm fi brado, uma "cross-sectwn" é v:ma aphcaçiio 

v:B--E 

ta,l que v o 71 = úl. 

Se X tem 1 como órbita periódica simétrica O-elementar, nós podemos 

escolher uma vizinhança R-invariante de p E Fix(R) n 1 com coordenadas 

como anteriormente. 

Para alguma vizinhança V de X, o fi brado: 

v X TN ~v X N 

dado por 7r -l (Y, x) = (Y, T.-rN) admite 2n "cross-sections" dadas por: 

v,(Y, x) ~ (Y, a~) i= 1, 2,. ,n 

Vn+i(Y, x) (Y, t,,) i= 1, 2 .. . . , n -1 

V2n(Y,x) ~ (Y,Y(x)) 
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Para V pequeno se necessário, podemos assum1r: 

(i) Todas as órbitas correspondentes aos pontos fixos da transformação 

de Poincaré são O-elementares. 

(ii) 1li : w ______, l:p está definida e é c~>. 

(iii) As 2n "cross-sections" definidas acima são ponto a ponto linearmente 

independentes. 

Podemos assumir (i) devido a proposição 5.7, (ii) é óbvio e (iii) lembremos 

que X(x) =-/L e Y é uma pequena perturbação de X. 
uy,. 

Defina o fibrado 1r: LR(TM) ______, M por: 

K 
1 (x) ~{f E L(T,M, TR(x)M): f o DR ~ DR o r'} 

isto é 

Ln(TM) = U {.fx: TxM ______, TR{x)M, lineares e tal queDRof:J.~l = fxoDR} 
~:EM 

Seja D R = D R.(IR2n) o conjunto das aplicações lineares R-reversíveis de 

JR2n_ 

As "cross-seetions" anteriores induzem nma aplicação: 

p1 :VxLR(TM) ~ MxDR 
(X, f,) ~ (x, g) 

onde g é dada da seguinte maneira: tomamos a base 

de T~M e a base 

a a o 
DR((3) ~ (-, ... , , 

óx 1 8xn Dyl 

8 
, ---, R(X(x))} 

Dyn·-l 

em 1R.(x)M, daí J.~ tem uma matriz Af3 em relação a essas bases, sendo assim 

g : JR 2n ______, IR 2n é dada por g(x) = A 8 x. 
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Detinap2' V x W ~vx LR(TM) por p,(Y,w) ~ (Y,D(do~(Y,x))xonde 

x ~ <1>;;1 (<1>(w)). 

Definamos agora 1Íf = Pl o P'2· 

Observe que ir toma valores em 2:P x J, onde J = J __f!_ foi definido no 
Oy, 

capítulo 3. 

Temos que observar que Afi(O, ,0,1) ~ (0, .,0,1), ou,eja 

D(~~(Y,x))x(Y(x)) ~ DR(Y(x)) ~ -Y(R(x)) 

Lembremos que JN é o conjunto das aplicações lineares R-reversíveis que 

não são sub-N -elementares. 

Definição 5.10 

Uma Órb-ita pen.Ódica. :úmétnca dada pela. intersrcção tmnsver·sal de W com 

JN f chamada órbita de bifmcação. 

Proposição 5.11 

Sejas :2': 2, X E rR(M) e 1 uma órb-ita fechada O-elementar de X. Então 

existe nma secção t-ransversal R-mvariante :EP para X, uma vizinhança V de 

X e um subconjunto aberto denso sN de v tal que: 

(i) Todas, ma8 em número finito, as Órbitas correspondentes aos pontos 

fi:cos da trans:fomwção de Pom.caré em :EP são N-elemento:res. 

(íi) As órbitas simétn.ws perióduns não H-elementares são ÓTbüns de 

bifurcação. 

Demonstração: Escolha v como antes e defina p: v ----t C 8(W, :Ep X J) 

poreuop=\l! 

Sabemos que pela proposição 1.13 JN é uma umão finita de sub-variedades 

Jt de codimensão pelo menos 1 em J. 

Mostraremos que p é cs-l transversa à :E R X J[l para cada i onde 
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Como ~R tem codimensão n - 1 em ~ 1 , e cada Jr tem codimensão pelo 

menos 1 em J, segue que ~R x Jjv tem codimensão no mínimo n e daí 

1Ísy1(:ER x J[') é uma sub-variedade de dimensão O, e portanto é urn conjunto 

finito de pontos em W. Daí a aplicação de Poincaré tem um número finito 

de pontos fixos. 

Para vermos que pé cs-l transversa à :ER X Jr, observe que ir n :ER 

pois todas as órbitas periódicas simétricas são O-elementares. O próximo 

lema mostrará que lÍs ri Jfl. 

O próximo lema está mostrando que se Y é um campo que possui uma 

órbita que não é N-elementar e não é de bifurcação, "perto" dele terá um 

campo tal que as órbitas são de bifurcação ou são N-elementares. 

Lema 5.12 

8eja Y E íR(M) -um. campo que possui. -uma Órbita periódica simétrica 7 

pa.ssa.ndo por p E Fi.'E(R), e seja U unw mzmhança de 1 em M. Seja r o 

pe·r/odo dP. 1 e rPt o fluxo de Y. Seja L = D(if>T)p E DR.(TpM) e escolha 

A E TL[DR(1;,M)] tal que A(Y,) ~O. 8ntão se s 2 2 existe ( E fí,(M) la.l 

que 

(i) ç 17~ o 
(ii) Ç IM-u= O 

(ú1) ~ (Tp4;;) 1>.=-o= A onde !fJt é o .flu:vo de Y + ,\( . 

Demonstração: Em [Ab,Rb p. 111] esta mostrado como construir um 

campo 'I} E í"(M) satisfazendo (i), (ii) e (iii). 

Defina Ç(y) ~ Hry(y)- DR(>t(R(y)))). 

Daí Ç E fR(M) e satisfaz (i),(ii), e como na prova em [Ab,Rb] temos: 

e 

B(y)- -D'R o B o DR(y) 
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Daí o lema segue. O 

Finalmente a prova da proposição para s = 2 usa o argumento usado na 

demonstração da proposição 5.7 que chamamos de indiferença de s. O 

Vamos definir agora o que é um campo h-genérico. 

Definição 5.13 

X E fR(M) é chamado N-genirico (com órbitas de per{odo:::; 7) se: 

(')X E H'(N) 

(ii} Todas a.s órb-itas periódicas simétricas {de per/odo.::; T} poss·ui secção 

tra.nsvenal com a.s concl-usões da. proposição 5.11. 

(úi) As ÓTbitas periód·icas que nii.o são simf.tncas (de pedodo :::; T) são 

hiperbólicas. 

Denotaremos por K 8 (N) (Ks(N, T)) o conjunto dos campos R-reversíveis 

que são N-genéricos (para órbitas de período ::=; T). Seja 

K' ~ n K'(N) 
N=l 

Finalmente vamos ao teorema de Kupka-Smale para campos R-reversíveis. 

Teorema 5.14 

SeM é compacta e s > 2, KS(N) é Tes1.dua.l em rR(M) e portanto Ks e 

também resid·u.al. 

Demonstração: Basta provarmos que K·~(N, r) é aberto e denso em 

r~(M). 

Tome X E Ks(N, T), logo X E Hs(N) daí pelo teorema .5.1 existe V1 

vizinhança de X em fR(M) tal que V1 c Hs(N). Pelo teorema clássico de 

Kupka-Smale, existe uma vizinhança V:J c V1 c fft(M) tal que para todo 

Y E V:;, Y satisfaz (iii). 
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Pelas proposições 5.7 e 5.11 temos que existe V3 c V2 vizinhanças de X 

tal que para todo Y E V:), Y satisfaz (i), (ii) e (iii). Daí K 8(N, T) é aberto. 

Dado X um campo qualquer X E f 8 (M), pelo teorema 5.4 existe X 1 

"próximo" de X tal que X 1 E H 8 (N). Como H 8 (N) é aberto, e pelo teorema 

clássico de Kupka-Smale, existe X2 "próximo" de X1 tal que X2 satisfaz (i) 

e (iii). 

Pela proposição 5.7, "próximo" de X2 existe X3 E Ds que satisfaz (i) e 

(iii). E pela proposição 5.11, "próximo" de X3 ex1ste X 4 E SN que satisfaz 

(i), (ii) e (iii). Isso demonstra a densidade e conclui a demonstração do 

teorema de Kupka-Smale para campos vetoriais R.-reversíveis. 
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