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I NTRODUGAS

INTRODUCAD,

Az ferramentas matematicas cophecidas foram surgindo com
a necessidade de se modelar certos fendmencs fisicos., No =écule
passade surgiu  uma nova area de  atuagdo da matemdtica, a
Biomatendtica, que & a aplicagico de ferramentas matematicas na
bioclogia.

4 aplicagic de ferramentas matemalicas na biclogia & a
utilizagdoc das ferramentas, Jja desenvolvidas na modelagem de
Tentmenozs fisicos, na modelsgem de fendmenos bioldgicos., Esta
model agem fez surgir discussSes entre bidlogos e matemdticos.
Como as ferramentas sio devidas aos fendmenos fisicos, para serem
aplicadas na biclogia deve ocorrer certa adaptacio do fendmeno
bicldgicn, ou sejs devemser deixados de lado alguns falores para
se obter eguagoes matemilicas trataveis.

Uma Area da bioclogia onde ha muitos trabalhos
matemiticos & a scologia. Fara se ter uma idéia da complexidade o
diversidade dos fendmenos ecoldgicos, vamos dar a classificag3o
para o tipo de interagdoc entre duas espécies A e B A

classifTicagio se basesia nos efeitos resultantes dessa interagio:

£33 HNeutralismo, em que nenhuma das sspécies &

afelada pela interagdo.
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vid Compelicdo, am  que  cada espécie  afets

negativamenie a outra na luta por sspace fisico, comida, ou

outros meios de subsisténcia.

12i3 Mutwali mo, ou Simbioss, em que a interacioc &

benéfica & necessaria par. ambas as espdcies. Neste casc A e B

sac associados ou simbictas, Unm sxemplo dessa situagio & a das
+ v 4 = L . ]

pacterias qgue Tixem o nitrogenie nas leguminosas, um outro

exemplo & o das baclérias que digerem a madeira, e o8 cupins que

zlbergam estas bacidérias no inlestino.

{v: Protocooperagio, em que a interacio & benéfica,

mas nio hecessaria para as espdcies. Un exemplo dessa situacio é
a dos caranguelos que hospedam celenterados em seus dorsos os
gquais servem de camuflagem para o carangusjo, & por outro lade os
celenterados sao transporiados e obtem particulas de alimento

guande o caranguejo captura outros animais.

w) Comensalismo, em que a espécie A {(comensal ou

héspede? necessita da espdcie B Chospedeirad, mas ndo s afelam
pela interacio.Um exemplo dessa interagdo € o das arvores de uma

floresta tropical o as orquideas gue habitam seus galhos.

vi) Amensalismo, em que a espécie A& (amensald &




I NTRODUCAC

afelada negativamenie pela espécie B Uinibidor ou antibidticod, e
esta n3do se afsta. O cogumelo Penicillium secreta uma subsiincia,
chamada de penicilina, gque & inibidora do crescimento de certas
bactérias. Ao que se sabe a2 bacléria ndc reage conira o fungo.
Motabdlitos como a penicilina estio sende produzidos e s3o
chamados de antibidticos. Tem sido observado gue em alguns casos

a bactéria reage produzindoc uma substincia nociva aoc fungo, e

nesse Caso Ltersmos uma situagidc de compeligio.

wii) Parasitismo, =

wiiid Predagic, em gque a espesie A (presa’ &
afelada negativamente pela espdcie B (predadord, a gual necessita
dessa interacio., Sob o ponto de vista ecoldgico esses dois tipos
de interacic nac sio considerados danosos, €, em verdade, ele
pode ser necessaric para a estabilidade de escosistema. Como
exemple temos o relato de Odum; em 1807 havia uma populagao dJde
4, 000 veados e uma respeitavel populasde de predadores (pumas &
lobos) coohabitando uma regido do Grand Canyon, no Arizona. Enire
1007 & 1923 fezr-se um esfor¢o deliberado para se remover os
predadores. Em 1922 a populagdo de veados subiu a 100. 000, o gue
estava além da capacidade de sustento oferecida pela vegetagio,
Loge, guase toda a vegetagado foi devorada, e em dois anos a

popul agfo de veados caiu para 10.000, continuande a decrescer. Os
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- B
danes causados a vegotagao foram graves, & lsvaris bastanie tempo

para sua recuperagac. Calcula-se gue num sSistema presa predador,

a populagio de veados ndo passaria de 30, 000,

Neste Lrabalhe nds estudsremos particulamente alguns
sistemnss presa predador, de duas espéciss. A hipSlese basica €
gque no estude de duas popul agles pode-se esperar que o ecosistema
consista somente nas duss espécies e dog melos necessarios para
sua subsisténcia.

No primeiro capitulo estudaremos o comportamento de uma
imica sspécie isclada, iniciando com o modelo mais simples gue €
o modele de Malthus, até um modelo geral de dinZmica de uma
popdcie.

No capituleo & teremos © primeiro modelo do sistemas
presa predador, que @ © models precursor deste sistemas, © modelo
Lotka ~ Velterra. HNeste capitule hd ainda modificagdes deste
model o,

Nos outros dois capitulos temos uma generalizagio do
modelo presa predador, nos quais aparecem & ocorréncia de ciclos
limites, ou seja solugtes periddicas estaveis para o sistema
presa predador. Sendo o Gliime modelo apresentadeo o modelo de
Kolmogorow que €@ o modelo geral de sistems presa predador.

Deve -~ se resaliar gque os graficos de plano de fase

foram feitcos usandoe o “Programa Traogeder de DHagrama de Fose™
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desenvolvido por Hunoy, & M 18081 @ pelc programa PHASIR de

Kogak, H. 1201,



CAPITULO I DINAMICA DE UMA ESPECIE ISOLADA

T-DINAMICA DF UMA ESPECIE ISOLADA.

.3~ INTRODUCAO.

Noste capitulo introduzirﬁmms alguns mockel 0
deterministicos de crescimento populacional de uma espécie
isolada. Comscaromos pelo mais simples, Models de Malihus., Talwvez
maig importante que seu impacto soOcio-econdmico, tenha sido seu
efeito sobre Charles Darwin, que sentiu na pressio populacional a
causa de ums inevitavel selegio natural,

O segundo Modelo & o de Verhulst - Pear!} ou Modelo
Logistico, Heste modelo se leva em conta a capacidade do meio
anbiente deo suportar até um limite mawimo de individucs da meosma
popul agio.

Usando a mesma idéia do Modelo Loglsitico, temnos o
terceire modelo descrito pela mesme curva (sigmdided, mas com
sutro ponte de inflexdo (Modelo de Blumberg).

Como ovs medelos resentensente usados pelos scologisias
Lém as mesmas proprisdades do modelo Logistico, este é considera-
do wn protéiipe de um modelo mais geral.

O Gltime modelo a ser visto nestie capitulo & o Modelo de
Cilark que utiliza uma eguacdo diferencial ordinaria de segunda
ordem que, com certas condi¢des, nos da como resposia, que 2

populagas tem ciclos de crescimento e decrescimento.

I.2~ MODELQ DE MALTHUS.
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Matthus propdos em 1798 gque uma populagdo sem restricSes
cresce geometricamente, (13 e [311:

Seja x(t) o nimerc de individucs gue compreende a
popul agao (ou biomassa,ou densidade D no tempe i, assumime: gue
esta & uma “esphcis itsolada”, iste &, gue ndo sofre interferén-ia
de cutras ospécies, » gue as taxas de nascimento e de morte sio
proporcionais  ae nimere de individuos da  populagdor  “4
variagae relativa de populacdo & proporcional a propria posula-

i

g’

EnC £

57 = Ca - BIx(id C1.43

onde @ » O & o cosliciente de crescimento da populacic devido aos
nascimentes (taxa de natalidaded, e & > 0 & o coeficiente de
variagio da popul agico .devida as mortes(taxa de mortalidsdes).
FPara simplificar tLlomaremos a = &« = & , 2 chamaremos o de

coeficiente de crescimento da populagdo (1.1 serid dada por:

para ¢ = 0, x(003 = X, {populaglo iniciald @ integrando a sgua-

gao (1.8 teremos a equacio do crescimento Mal thusiano.

xC1i3 = xuamt £1.32
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Fige. (1.12 Crescimento Mal lthusvane,

& equagio (1.32 nos da como grifico a figura €1.12, =

com £ orascends Lomos:

3 Se a > O, lim xCt3 = 0 {nasce mais do que mor -
RN+

rel), a populagio cresce indefinidamenie.

112 S a < O, lim x01) = O {morre mais do gue
AR R v

nasced, a populacido tends & extingio.
121D Se a =0, 201D = Xyt ¥e {a quantidade de mor Les
& igual a de nascimentosd, a populagio

permanece constante.

I.3~ © MODELC LOGISTICO.
Para « > © na equagac (1.2, temos que a populagio
cresceri com o tempo crescendo. B razodvel supor que uma

populagic om algum meic deva crescer com um limite méximoe devido,
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por exenplo, ad espago fisico, & alimentagdoc, & luz solar, ete...
Fm 1838 VFerhulst, » mais tarldat e 1830 Pearl, (141 = {301,
propuseran gue o coeficiente de crescimento deveria decrescer
proporcionalmente a populagic, ou seja, o valor constante a da

sguagas (1,23 deve ser wvariivel, passando para (a - Ax(i30. Entdo

Laremos:

dxC iy »

——— = {8 = AxCO)xCd €1.4>
onde o > O e £ > O. Agora o termo o — [iIx(i) & o nossco  coefi-

ciente de crescimento. Hovamente uma integragic de O a ¢, com

#O> = x ., nos dé:
aat
i3 para a # 0 : xi3 = S22 _ C1.8)
ol
C 45 e
onde O = o - f?xu
x(.‘;
Z-L:) paraa; O H x{t) ;W:{ {:1-6}
Com o tempo crescendo xULDd aproxima-se de um valor

limite, ou seja :

12 S w < 0 lim xCt2 = 0
£ b

i3 Se a2 O lim x(t3 =
f ot

2
&

Para & > O, a dinfmica populacional @& esquematizada na
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figura 1.2 Se X < 2 a popul agio cresce, aproxinando de g

f*
; & o
assintolicamentse com f+ 4w, S5 X > 7 & populagan decrssce,

. o .
novamente se aproxinando de i assintoticaments com L +m,, =@

a e
¥ = - a populagas permansce constante no Ltempo com xCi) = a.

o 3

t

Fig. 1.2~ Curva logistica Ca > 0.

H& um ponto de inflexdoc em x(id = éﬁﬁ para solughes com
x_ < éﬁﬁ {curvas sigmdides). A prova & dada abaixo:

Derivando a equagio (1.4D em relagdo a x, ficamos com:

SCcherdtd

= = % [Ca - BOx) = a ~ Bfx

Igualands a derivada a zero e resolvendo para x, Lemos:

b 4 = o ®
inflexde 27

Como vimos K = % & o limitante da popul agdo, gue deve

i

ser obtide em fungic dos recursos gue esta populagio tem, por

10
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sxemplo: comida, espago fisico, luz solar, elc... . Este limitan-—
te da populagldc & chamado de cuapacidade de transporte do meio

{esta definigido nds usaremos mais tarded,

T.4- O MODELO DE BLUHBERG.

Como vimos, para « > 0, o nodelo logistice tem um ponto

de inflexio em xCtd = ?% Em 1968, Blumberg (5] propds uma

mmdifiaaggo ne modelo, para poder descrever o comportamento de

espécies que exibem a curva logistica (sigmdidel de crescimento,

mas com outro ponto de inflexdo. & eguacio proposta € a seguinte:

wxC Ll &

it

£1.72

= xC 2 Cx = 23D

onde x_= g é a populagio limite (capacidade de Lransporie do

meicd, Os parameiros, o @ &, devem ser ajusiados para correspon-
der a um dado ponto de inflexdo, calculado pela equagdo:

o X
o

xmnex% T fa T o

Para provar isto, derivamos a eg. (1.73 em relagar a x

Ccomo no modelo anteriord:

SCdxsdtd @

) &
v o (ﬁ X Cx = 23 j =

fpax" "t Cx_ - 0% 4+ pox® Cx - a7

H]

11
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b

= ﬁxﬁt}ami(xm - %3 (axm - Cb -~ adx]

Igualando esta derivada a zero Leremos trés solugdes;
x = 0 & x = X s3c pontos Pixes da eg. (1.7

{nostes pontos g—% = 0D, enbio:

o X
inflosas Lo + )
o ED p
Para resclver a wg. 1.7 fazemos p = s que @ oa
o
populagae normalizada Cisto &, L —+ 3 gquands L - m 3, ®
sublstituinds om 1,72, tomos:
dpl LD —a a & _ &
Rl - A S > R {1 213

Separando ag variavels, ficamoz com;

s 43

PPN

Integrande ambos os lados, teremos a solugio formal de

£1.72, ou seja:

3

a2y e | B - Fabup 1.8
L &

. P (L -p .

o]

onde ¢ & uma constanie de integragao.
Blumberg, nc seu trabalho, estudou variacdes para a e b,

@ apresentou a seguinte tabsla da fungdo Fla,b, pd:

12
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WTABELA I
= & Fa, b, oo
1 1 Inlpd - lnli-pd
2 1 irdlpd ~ ini-p3 -~ 1/p
i 2 inlpl -~ Indli-pd + 1Cl-~p2
= 2 21aled — 2inli-p) + 1.C1-p3 - 1/p
1.8 1 InCL+YEY ~ InCli-¥E) = 2ianh(¥py
22 |1 120 [0t -p0 AL V5D ]”‘+ mn""’“{cua :f;‘ibxﬁ ]
S8 1 Eian_aipi/z) - gp t3

TAE. T~ DerierninacBo de Ffm.b,p&,‘

I,5~ MODELO AUTONOMO GERAL.

Vamos Supor gue a Laxa de variacido de uma populagio x{ i3

seja dada por:

di 1.

Para que o modelo {1.80 seja a expressao de dindmica de

alguma populagic devemos fazer algumas suposigles sobre a fungdo

GCx> [143:

17 GLxd deve ser positiva em quase Loda parte,

continua e com primeira derivada continua por partes em [0, +wd.

i~ Retirado de Blumberg 51

i3
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G a3
agx

50 %D

< 0, , oo , ‘
x & [0, +od onde e

L significa,

além da derivada usual, as derivadas laterals neos pontos de
descontinui dade da derivada,

Separands as varidveis na equagao 1.8 e integrando,

tamos:
X
J; e = €1.10
Com as hipbitese 10 e {iD Lemos duas possibilidades para
LGOI L

1. GLxD > O para x > O

2. Existe K > O tal gue 60x) = .

Caso 1t Desde que O&W > 0 e wu > 0, a esguagio 1.100
claramente tem uma sclugac para { positivo somentes se x o X, -
Coms a integral da eguacac £1.103 € uma funcao monoLonicamente
crescents de x , logo ola vai para o infinito com x — +w, =nitdo

a equacio (1.10) sempre tem uma solugdo para ¢ > O, x = x{Tt2, tal

que Lim x(Ct) = +o, produzinde uma populagdc de crescimenbo ilimd-
L ston

tado. Este caso tem como protdiipo o crescimento Malthusiane.

Caso 27 Sem perda de generalidades, podemos assumir gue:

K= pup { x tal gue GLxD > T 3

14
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Agora, de 11D Ltemos gue a derivada a ssquerda de G{x) em
x = K existe, e usands o toorems da média om uma vizinhanga i

esguerda de x = K, Lemos gue GIx) pode ser escrita como:

GO = Cx—K3 glxd £1.115
onde glx3 = §§§f3 » @ ainda lim_gUlxD { +ou.
Y 4

Lonsidersmnos agora o caso X { K. Novaments temos que

x x » Para que a pguacdo €1.102 tenhs uma solugio positiva para

x
i > 0, w j A g monctoni camente crescente para x, % x < K
T T

£x
Asgora:
1 1
TEW T u T SwD €1.120
Maz na vizinhanga de K tftemos:
. égéfz-ﬁ O para x> O e 4> O CiL 13D

Das sgquagdes (1.142 e (1.15) temos:

1 1

TS S WS i 0 9 o parauw> 0O

Portanto:

4 x

j clu 5 j du
L M LTS . WCu—-Ky L +47

2 [ ]

BOOr R,

is
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» M
1j du wif C + B o1
il weRms T A [;;z W}d“ onde ¢ =B =g
o "o
=
_ 1}’ 1 1
= qK {a memu}] au
o
Fazendo as contas, tLenos gus:
o
i J e - 3 _ _ -
o 1,142
Mo limite:
Lim FOXD = -4
x-aK
Portanto:
b1
. du n
llmﬂ_ j' m‘“ = o £1.153
ek
o

EntZc da monolonicidade e da eg. 1.15), a eg. (1.100
sempre tem uma soclugio para (30, @ ssta solugico & limitada

superiormente por x = K.
dGLx 3
S x > K e G(xaﬁ = O Ce portanto 5 < 03, fixaremos

um Ki come sendo;
Ki = inf { x tal gque GOxd < O 2

& argumsntandoe analogameonte ao caso anterior, vemos ums vor mais

que a &g, (1.100 tem uma solugac para ¢ 2 0, a gqual decresce o &

ig
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limitada abaixo por x = K . Se x_ 2 Ke 6{x 3> =0 entio direta-
mente da og. (1.8 temos gue x = X 2 a solucdo desejada.

A dingmica populacional @ ssqguematizada nas Tigura 1.1,

figura 1.3 e figura 1.4 onde 6(xd = O para x > K

Ky frm o o e e e o e e e T T e -

g
Fig. 1.3~ Crescimento de uma popul aglio com

capacidade de transporte do meio, KIXK

glx}
-0

i

Figs 1.4~ Crezcimento de uma populago com
capacidade de transporte do meioc, G0x3=0
para x*X,

17
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Um sxemplo para este case & dado gquando;
GOxD = K - x o K> 0,
onde

GLOD

i
b

g =4 2 0 para x € [0,

Hosso nodelo fica:

dx( iD

T = x CK-x2

#

gque & o modele Logitico, viste anteriormente, gue tem como

sl ugio:
Kxﬂ&xi
®UES = e
-~ x + x e
L £n
Cuja dinadmica populacional & dada pelo grafico da
fig. 1.2,

1.5~ MODELO DE CLARK

Podemos aprimorar nosso modelo de crescimento de uma
espécie usando equagdes diferbnciais de ordens superiores. Nesls
socac introduziremos um  modele que utiliza uma  egquagac
diferéncial de segunda ordem. Um modelo convenienite de segunda

ordem fol dade por Clark em 1971 [101:

rid
d X = Gﬁx,§x3 c1.18>
dt

dt

18
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A derivada segunda deve ser entendida como seondo a
"Torga oo vida” da espécie. Vamoz supor que esta forga de wvida
seja a soma de duas quantidades distintas:
Ge: a forga de relorno ac ponto de equilibric

{estad relacionada com a capacidade do meiod.

Gh:a forga devideo & influfncia do passado recente

da populacio.
Entdo:
Ex
i = -+
ch’dij Ge Gh
Como Ge & a forga de restauragio, entdo podemos pensar
gque b depende de x, logo:
Ga = —g@lxd 1,473
onde g(x3 deve Ler as segulintes propledades:
ad b sy ;
1. x> 0 tal gue glx 2 = O (egquilibriol,
* * .
Be Cx=x D gx2 > 0 para x = x {efeito de restaura-
ga0D.

Agora, come Gh reflete a recenie hisgtoria da popula-
80, assumimos gue esta & influenciada pela taxa de crescimento
da populagae, isto &, Gh @ proporcional a g%, com a constante de

proporcional idade sendo uma funcice da populagdo, ou seja:

ia
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5%
Gh = —Fflxd a7 Ci.185
Entio, nosso modelo fica:
x4+ fUXD xF 4+ gUx3 = 0 £1.140

que & uma equagio de Liénard.

Fara a equagio de Lidnard com as seguinles suposicdes:
i3 f & par, g @ impar, xglxd > O para x # O
FCOD < O
ii2 ¥ e g continuas para tode x; g satisfaz a
condigis de Lipschits para todo
fl 80— gl D g < Kjpx  — x .

onde X & uma constante;
b4
i1id FOoO = | fCud du
O

FOxZmmw +0  COM X 0

{ul FCaO tem um Onico zero positivo,x = 4, e FIx2 &

monotoni camente crescentes para x > a

Entioc temos o seguinie ieorema:

TEOREMACde Lidnardd: "A egq. (1.180, com as suposigdes

£3, iy, 1{iY e (V), possui ums Gnica solugdo periddica a qual &
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orbitamente estiavel ™.

Com isso temos gque este modelo se comporta diferente dos
outros modelos, cujas solugdes se aproximam de algum ponto
(sujeilto a capacidade do meic) assintoticamente. Nio demonstrare-
wos o Teorema de Liénard, pols foge do nosso intuito, ela pods
mer wvista »m 281,

Exemplo: Tomando:
gx3 = ox o~ ou v foDm(x-ufﬁz-l ’

bied £
z sguagas flca:

il
o

2 +[e:x - w? - 1}x* & Cx - W C1. 200

Com uma mudanga de variavels:
W= X e %,

temos que gCwd, FCW) satisfazem as condigdes D, (1D, {{id e ivd,
logo, pelo itecrema de Liénard, deve haver uma Unica sciuc;go
periddica a gual & estivel. Para ser mais facil visualizar esta
Gribita, Lransformaremos a sg. 1.20 em um sistema de primeira

ordem:

2
S@ja:y:ﬁ+mm(x—@+1;’

57 3 ent.ao:

&4
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]
W
}
e
!
{
™
X
;
&

£1.2135

S
it
H
¥
+
&

Usando o "Programa Tragodor de IHagrama de Fase® 231,

temos o seguinte disgrams de fase para o sistems 1,21

pd

Fig., 1.5« Sclugic periddica do exemplo de modelo
de dindmica poulacional deo uma espécie de segun-~
da ordem.

1.7~ UMA APLICACAC DO MODELO LOGISTICO.

Em 1988, Raimunde HNenrigues (191 fez uma anilise da
operagdc Curupira. A operagdo Curupira consistiu no resgate da
fauna na area de inundagic da hidroel#trica de Tucurui no Para,
noe periodos de 11 de setembro de 1984 a 20 de abril de 1885, Este
trabalho tem uma cerita importincia devido as crescente nimero de
ostudos de implantacdes de hidroeléiricas na regisc Amazdnica.

Henriques wutilizou o modelo logistico para modelar o

=28
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comportansnte  da populagdc de Lamanduds mirins pas Adreas de
soltura ao redor da represa. Esta espécie fol escolhida devidoe a
ser facilmente reconhecivel., e dado aovg seus hibitos arbdricolas
pode-se garantir o resgate da maior parte da populagio. O modelo

logistico & dado por:

4 e F
e ® rx {4 §D s omwle x & o numeros de

individuos da populagac de tamanduds mirins, r @ a tawxa de
crescimento desta espécie, © k & & capascidade de iransporte do
migsd o,

Na area de Z.430 kmz, que seriz inundada pela represa,
foram capturadmns cerca de 3.600 tamanduas mirins, o gue da uma
capacidade de transporte do meic de 1,8 individuos ~ km®.
Adimitinde que a capacidade de Llransporte do meic do tamandus
mirin ma area inundada era 2 mesms das areas contiguas (cerca de
1,000 km> onde os animais foram soltos, k sera igual a 1.800
individuos, Este nimerc deve estar um pouco abaixo do valor resl,
pois nao inclui os animais gque conseguiram escapar da regiio
limite da represa.

O cilculo de r se baseia na relacic empirica existente
entre wsse valor & © peso médic de individuos de diferentes
pupécies. O pesc médio do iLamandua mirim pode ser estabelecido em
5 s 10°g, com isso & possivel estimar r em aproximadamente O,05.
Portante nosso modelo logistice para a populagidco de tamanduds

mirins na regilo de soltura & dado por:
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"i’fm?ﬁme,w x {1 wﬁgﬁ_ﬁ}

Para podermos analisar esta eguacio diferéncial sé falta
o ponte infcial, ou seja a populagio de tamanduds mirins
existentes anies nas Areas de soltura (1,800 mais o niamero
de individuos libertados no fim da operagio Curupira (2,.8003, o
gque da x, = B.100 individuos nass 4Sreas gquando a operagao
S Lermi no,

Como vimes anteriorments para o modelo logistico, guando
a populagio inicial & meaior que a capacidade de transporie do
meic (este cased, hd uma diminuicio gradativa da populacio até

ela ze estabilizar na capacidade de transporie do meio, fig. 1.8

%3

.1, AP R SN gnyin g =g =

FIG, 1.6~ Comporiamento da populagdo de
Lamanduas mirins nas aAreas de soltura,
ac redor da represa ds Tucurui,

Usande a solugdc analitica da equagic logistica, que @

24
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dada por:

podemes caloular o tempo gasto para gue a metade da populagio

reggatada (3.6800 » 2 = 1. 800) desapareca:

1.800

17500 TR
b [35,100' - 3] ®

2,300 =

1.800

0,08t 873060 !

17800
5100

e 0I5t L 6 7om0

portanto;
t ¥ 5,188 anos

Da mesma maneira pode se mostrar gque S0% da populagao
resgatada degapareceri em 26 anos, e que sé& voltard ao equilibrio
anterior (98,89% da popul agcio resgatada mortad passados 140 anos
(se as condigdes ambientais ndo se alteraremd.

Com este modelo, mostra se gus © salvamento da fauna de
Tucurwui e de ocutras represas, comoe Balbina no Amaronas, ndo tem
sustentagio cientifica. Am papulagaes resgatadas estio
invariavelmente perdidas.

D gque foi feito agqui para a2 populagado de tamanduas
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mirins pode ser feito para oulras wespécies, necsssitando serem
calculados r, X, ® k, pois sdo diferentes. Como vimog, r £
inversamenie relacionade ao peso médio dos individuos de uma
k4 a (4 > &< ) £ . I
especie, portanto para X, kR prowimos, sspecies com indiwviduos

i~ sy > I
mencres vao ter suas populacoes diminuidas em menos tempo.

=6
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II- SISTEMA PRESA - PREDADOR.

1¥.3~ INTRODUCAD

Guando pensamos om prodagdo nos vem a cabega © leao
cagande um animal nas planfcies Africanas, ou uma Aguia
morgul hande scobre sua presa, ou seja, uma interagac dramdtica
entra presa e predador. Muitas das predagdes, no entanto, sio
produzidas por Tatores” menos dramaticos (do nosso ponto de
vistal como por exemplo; paszaros insetivoros, largatos ou cobras
@ Sapos, nDumerosos peixes, aranhas com suss Lelias e ingai,pg
voadores, vespas @ aranhas, alguns invertiebrados marinhos, stc, ..
De uma maneira geral guande tratamos «de um T'sisiema presa
predodor”, © processo compreende a sobrevivénoia de uma espécie
gque se alimenta de ouira. 4 predacde & a mais comun das
interagoes entire espécies.

Quando estudamos a dinadmica de duas espécies, convivends
no mesmo habital onde uma preda a outra, nos vém algumas pergun-—
tas gue gostariamos de responder, como por exemplo; O quante a
predagio reduz o nimero de presas ? Ou ao contrarico, se nac Lenos
o predadores, & populagic de presas Texplode" ou <resce
suavementes 7 0 gue acontece ac egquilibrioc presa predador se um
inseticida geral como o DDT & aplicado, © que aconieceu mais
recentemente quando o Malaihion foi aplicade contra o bicudo?

Pode a interacio presa predador gerar oscilagles nas populagles,
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@ e iss0 ocorrer, © gque determina a froguéneia e a amplitude das
sncilagdes 7 Neste capitulo e nos préximes veremos esia e oulras

questies.

11.2~ ESQUEMA BASICO DE UM MODELC PRESA PREDADOR.

Meste capitule 2 nos proximos, consideraremos modelos
basgados em wum formato comum, sistesmes eovol vendoe um predador e
wma presa. Seja xCid a densidade populacional da presa (ou numero
de presas. ou biomassad, e wlit: a densidade populacional do
predador (ou nimero de predadores, ou biomassad, entin © esgquema

comun para o modelo presa predador & dado pors

-
el £ " taxa de crescimento da | taxa de capturas
e T sresa na gusencia do - da  presa  por v
e 1 Lredador ) predador
taxa de conversdoe de | t axa de mortalidad
gl to presas capiuradas em
et Avalivioni . y - de predodores na au-
nascimentio de predador, a T
ot por predador sencia de presas
) .13

O primeirc termo da primeira equagio de (2.1) descreve o
crescimento da populacBe de presas na aus®ncia do predador e &

dado, por exemplo, pelos modelos do capitule I.

II.2.1- FUNCAO RESPOSTA DO PREDADOR.

O segundo termo da primeira sguagio de (2,10 relaciona a

=8
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popul agdo de presas com a populagdo de predadores. O termo entre
colcheles, representande a taxa de caplura das presas  por
prodador, ¢ chamado de resposta funcional ou fungdo respota ﬁ@ um
predador, a gual tenta descrever como os predadores capluram suas
presas CHollimg (1813, Nesta fungao devem estar resumidas
informagoes sobre o predador.

Coms a resposta funcional relacions presas £

predadores, entic podemos escrevé-la da seguinte maneirs:
F o= FCxyyd

Podemos considerar que a resposta funcional sé dependa
da abundancia de presas (F = FUxD2, sendo assim suponhamos ind -
clalments -qua a taxa de captura de presas por predador cresce
linearmenie com o crescimento das presas. Agora, se o nimero de
presas for meicr que as necessidades dos predadores veremos gue
esta suposicio ndc & realista, entdo uma fungdo assintdtica a um
valor méx;mo de presas capturadas por predador deve ser mals
realista, com este méwimo sendo determinade pele minime de tempo
necessario para capturar @ manusear uma presa e pelo nivel de
saturagiao do predador. Se olharmos pelo ponto de vista da
eficiéneia do predador para um determinado tipo de presa veremos
gque a fungac resposta de um predador depende da frequéncia de
encontrar a presa, por exemplo; a eficiéneia da captura pode

melhorar com experi@&ncias adguiridas. Desta maneira a curva da
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fungdo resposta do predador sera uma sigmdide. A figura €2.13,
mostra os trés casos citados acima.

De uma oulra maneira podemos considerar gue a resposta
funcional de um predador pcde' depender da abundincia de
predadorss (F = FOyid, por ewxemplo:

{2 Se houver agressac entre predadores, entio a taxa de
captura de presas por predador decresces com .

113 Se predadores cagam em grupos, entic a taxa per

capita de caplura aumenta com y, guando y @ peguena.

nUmMers  de
at
BF o sos b‘»‘f‘

coupturddan

Anst, n{ét LG

Bigmdide

£
humero de presas

Fig. 2.1. Esbogo dos Llipos de resposta
funcional {(ou funcle respostia de um pre-
dador2, gixoe ¥ wversus a abundincia de
presas, eixo X

Se nao houver alguma interagdo de comportaments destas
espécies acima, ou de outras formas, enire predadores, entaoc a
resposts funcional independente de w.

A resposta funcional também pode depender da histéria

B0
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recvent.e do sistema. Para entender o significade desta dependéncia
historica, definiremos o tipe do animal como sendo a guantidade
de presas capluradas durante sua vida, portanto dols animais de
nesma idade podem ter t(ipos diferentes dependendo da guantidade
de presas gue existem durante suss wvidas., Portanio, para dois
animals da mesma fdade pode se lLer difsrentes tipos, dependendo
da ouantidede de presas axistentes duranies a vida de cads um,
Fregquentemente, Lemos gues a tasxa de caplurs de progsas  por
predador estd dirstamente relacionada com o tipo do predador,
Come o resultado & resposta funcional pode depender do regime de
apundancia de presas peln qual og predadores viveram, desde seu
nascimento, portanto, fazende a resposta funcional depender da
recente historia do sistema. Este ponte de visia pode ser muito
inmpertante em sistemas marinhos, onde muitos organismos,
incluinde peixes, moluscos, e equinodermas, tém suas taxas de
capturas de presas relacionada com o tipo de cada animal. Por
cutro lado, existem poucos estudos sobre resposta funcional

dependente da hisitdria recente do sistems.

11.2.2~ RESPOSTA NUMERICA DO PREDADOR,

O primeiroc lerme da segunda egquacdio do sistema (2.12,
relaciona a populagio de predadores com a populagic de presas. A
expressac enire colcheles, gque representa a taxa pela gqual um

predador "“converte” a presa capturada em novos predadores, &
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chamada de respostia numerica de um predador. Coms a resposta
numérica descreve como noves predadores surgem de acordoe com as
presas capturadas, podemos supor que a resposta numérica € uma
funcio da resposta funcional, portantio se F = Flx,y) & a resposta
funcional e G & a resposta numérica, entio & = GLFIx,y2D. Sabe-se
rmuito menos & respeiic da resposta numérica do que sobre a
resposta funcional de um predador, pois seria necessario observar
& reproducio de uma amostira de predadores sobre detsrminados
regimes de disponibilidade de presas para se delterminar a
respostas pumérica. Uma suposicado comum, € que uma certa fragao
constante de snergia gerada pela captura de presas & alocada na
reprodugdce  de novos predadores, ou seja, para cada predador a
resposta numérica sera simplesmente uma constante vezes a lLaxa
pela qual o predador captura as presas, istoe £, & resposta

funcional . entic teremos:

o= afUx,yd o constante

IE.3~ MODELO LOTKA -~ YOLTERRA.

Em 1825, de wuma conversa com o Jjovem zodloge Umberto
d*Ancona, sobre a diminui¢lo da proporgio de peixes presas, no

mar Adridtico, nos ancs da primeira Guerra Mundial, o matematico

I
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Vite Volterrs propds um modelo que ajudou a predizer este
fandnenc.

Ne: mesme ano em que Voliterra tomou intleresse pela
ecologia, A J. Lotka publicou um livro entitulado “"Elements of
Physical Biology” no qual traz a discussio do mesmo modelo
utilizado por Velterra para a interagidoc press - predador. Este
modelo que & conhecido como Modelo Lothe - Volisrra & descrito
abaixe {131, {871 & [33}:

Seja x(i) a densidade (ou namero , ou biomassa 2 de
presas no instante &, e w12 a densidade Cou nimeroc , ou biomassa
3 de predadores no instante ¢. Suponha que as espécies vivam num
meio homogénes, @ gque a estrutura de idades n3o seja levada em
conta. Fara a pressa assumniremos gue o crescimenle na auséncia de
predadores & o Halthusiano, isto &, a tLaxa especifica de

crescimenle & cvonstante, e além disse assumirenmos gue a resposta

funcional de um predador & linear. Com estas suposigdes nds
Lemos:
M&?ii = o - CADy o,fF » O 2. 2a2

Para o predador, assumiremos que na auséncia de presas o
predador se extinguira exponecialmenie, & que a resposta numérica

& uma constante vezes a resposta funcional, portanteo temos:

dyCtd _ _
e y‘{ﬁxby Sy 45,}»1 > O
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chamando p = y}ﬁ, Leamos;

ég%ﬁﬁ = pxy ~ by Sy > O C2. 2ud

O zmistema (2.2, formade pelas equagtes (2.8« e (2.8,
é o sistema conhecido como Lotka -~ Volierra, e de acordo com o
formato definido em I1.2 é o mals simples modelo de sistema presa

predador .

11.3. 2~ ESTABILIDADE E EQUILTBRIO DO MODELO LOTKA -
YOLTERRA.

O sistema (2.8) naoc & linear e portanto ndo integrivel

am ¢ na formse escerits acima; ole pode ser reescrito da formac

Al L2
e e ffy 3

£a.a2
f%%ﬁi = W& + px 3

Como x » 1y rapresentam populagdes, estudaremos ©
cmmpartéﬁento de (2.20 no primeirc guadrante (pois nic existe
popul agac negativad, Nos semi-eixos jé sabemos o comportamento do
sistema, conforme a defini¢ao do modelo. Os pontos de equilibric

de cada eguagac saoc:

D x =0 ey =

R

LD vy = O e x o=

~i

Combi nando  estes wvalores temos todos oz pontos  de
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equilibrio do sistema (2.2). Como ji& mabemos o comportamenic do

sistoma om cima dos elxos, nos estudaremos © eguilibric no

&

— =3 Para x,
¥

interior do primeire guadrante; isto &, no ponto C

v > O temos a seguinte proposicic

?F&QPC)&"S}?CE& 2.4: Todas as drbilas do sistems (2.2 no primeiro

guadrante menos o ponto Cf-;- » 2) =ao curvas {echadas.

Frova: Consideremos & fungdo:

4 2 o W
FCx, D = {ng-w in T -1 ]yx + {é%_m tn 2o ~1‘} py (2.3
x x ' » »

onde x = ;- @ g . @ fCx,wd: 17 guadrante —s R,

AFIRMACAD I. FCx,vw> tem um Onico ponto eriticeo gue & de minimo

ahzoluto em (x*,y*il‘
A fungBo g0t = ¢ ~ InCid , gCed:C0,+od — R, tom minimo
absoluto, igual a2 £ , no ponte ¢t = 1, logo:
t & L o @i > LI =a t - Inlid > 1 4 ¢t ~ InCLD - 14 > 0,
® W * % Y
portantsc F{x,vd> > 0 se (x,yd # (x ,y 2. Como Fflx ,y 7 € definido

. ) * *
& igual & O, existe minimo em (x ,y 7.

AFIRMACAD I11: fCx,v3 & constante ac longe de cada drbita

ExCid,y(t3) de C2.23, ou seja:
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1 edx 1 i & i d 1 *
d  FUxCD,yl 3D = {“& T ag{}yx + { M*&% - &%’;}{;y
¥

&

it
[
X
H
x
o
h
i
i
%
e
R4
i
e
it
e

H

& + Fxd

R

e o d)

i

Cpx ~ &3a - Byl + (fAy ~ 200w ~ &2

posrbanlo:
g FlxUe2,90832 = 0, % ¢t
di
w 8 ¥ 2 *
AFTEMACAD 111 : Como oF o X T X o 9f - ¥ ¥ 25 se aral am
& x & W

. ~
simultangamenie em (x ,v 2, logo Ffix,v? nao @ constanite em aberto
algum,

Portanto as curvag de niwvel de fix,yl s3oc curvas
®
fechadas ao redor de (x ,w 3.
Com sstas trés afirmacSes temos gue Ffix,yvD) €& uma funcio
de Ligpunov, entdo as curvas onde f{x,y> = constante (curvas de
nivel de 2, que sioc curvas fechadas, s3oc as érbitas do sistems

{2,283, provando a preposigio 2.1

A& interpretagio do resultado acima @ gque toda evalugdo

gque comeces no interior do primeiro gquadrante, secetuando-se o pon-
* ® v .. ® = *

o (x ,v 3, resulta periddica. Como f{x ,v 3 = G, {x ,y*} COT I e~

ponde a um equilibrio, ou seja, se as populagdes iniciais forem
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xLOY = x&, w3y = y*, elas continuario constanle ao longs do
temps, pols Cx“yﬁB & uma orbita reduzida a um ponto.

Conmo, pela definigio do modelo, a populagio de presas na
auzencia de predadores aumenta segundo o modelo de Malthus, o a
populagis  de prededores decresce com s  auséneia de  presas
Cdecrescimento expondnciall, temos gue a origem £  um pront.o
hiperbdlico (ponte selal,

A anilize acima estd ilustrada na figura 2. 2:

Un oulro resultade imporiante sobre o sistema (2.23.

esta descrito na proposigac 2. 2.

?EQPGSICXQ 2.2 8s {xCtd, 9w EdD & uma orbita do sistema (2.2 no

primeire guadrante, excetuands o ponto {xw,y*3, de pericde T,

entac:
T
T Jo xctddr = cz. 4>
&
1 ¥ *
= g; Vot3dE = vy C2. 8D
Isso quer dizer que, para gualguer evelucdo as médias

das populagdes no tenpo coincidem com os valores do ponto

TR

Frova: Calculemos a integral:
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T T

j; % §§ dt = j; L8 4+ pxddt

portanto,
T
InCyC 23| = -6T + pf  xCtdat
G o
o oprimeiro Ltermo & zerao, pois WO = T, entio:
Y
[ oxcesae = 25 = "1
o ¥

Analogamente para wids

S

Fig. 2.2 SclugBes, no plano de fase,
para o sistema Leotka — Volierre, mis-—
tema (2. &3,

I1. 4~ MODELQG DE SAMUELSOM O HODELD LOTKA -~ VOLTERRA COM
RETORNO.

Modificaremos o sistema (2.2), por uma sugestdc de
Samuslson (19672, para incorporar o gue chamaremos de relornos
crescentes ¢ decrescentes. As modificagdes sdo simples, © sio .
obtidas somandoe um terme guadratico em cada sguacio do sistema

C2.8), como soglis:
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F‘f}({ ..i.;?.., =R H g + {0 #
i * Py "
) 2
...... el S éy 4 }.J)(:Sj 4 C 2 5}
L

orciz, ooms srles, o, #, p. & v O Agors para as variacoes cde e
1

. . - Py
Leepes af delinigoes de relorpe orescenie,. relorno decresconils,

ratorne nisto & relorng Semi -orescente ou sond ~decrescoonte.

b decresosnigl ooorre

O retorne orescente (rospoecbivs

Ced b TS ST Pl 6$ = Ca FhRo maRiores ous z2ero (respecllvanenis menores e iR

zerod, o© retorns sisto ocorre gquando ouw O & pozitive e C, &
nagativo ou vice-verza. O relorne semi-orescente (respeclivamenle
semni ~decrescenisl ocorre guande ume das constantes & maior gus
zero (respectivamsnte menor que Zerol e & outra & igual a Zero.

O mistema Lotko — Volilerrg com retorne tenta moislar o
ssforgo  em  grupe das especies. Biologicamnents, o relorno
cresconte significa gque o crescimenic das sspécies @ reforgado
pelo.aum@nta das espécies. HNos podemos notar isto, por exemplo,
nos lobos gque cagam melhor em grupo, ou em bafalos gque se
defendem melhor em grupos. Eelornos decrescentes surgem  em
situagdes ondes o crescimente muito grande das espécies faz surgir
um impedimento no seu préprio crescimento, tanic pars presa =
predador isteo pode occorrer. Considerands o sistems (2.83, com Cs
< @ e na ausencia de predadores, teremos o cresciments Logistice
para as presas.

Para fazermos uUma anilise global do sistema (2.6
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peaesst Lanos arar CHE S Rl e ot librio do st slomna,
Uhrvi apenite (0,02 conlinus Tendo om eguilibrioc, o outros pontos

Sl . . . -
macy vheier sl nacdos resol vendo o 53 st emns

L”,.'ix - 3y E vy

o ® C_z}k: =

e

O sistens: (8.7 Lenm ama unics solugdo s, e somenie

il

W
i
iy
.;“J

g:.lc-ﬁ t ofyp A& O

Como B > O a condigio (£.8Y s& serid wviocladsas guando
4 . . » : - s
Liver mos o retorne misto. Assuminds gus nGs nao Lenos o relorno

miste, & resclvends o sistems (2 72, Lenos:

JECCTE 14

# 2
e [,
AT e,

" ay + &C

A “i’;?i<$1<??l

Lo 2 e & &
Fazendo a seguinte mudanga de varibaveis;
L] ]

LTI R e T oy = w L2, 82

o sistems (2.8 fica:
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ol 12 & =
s Cu + x Eiﬁiu fFus
£, 102
el 43 ™
W = (g + b4 :1‘{}’”&.{ C:z‘&.):)

Agora o sistema (2.102 iem © ponto de equilibrio na
origem. Tomando a eguacso (2. 30 novamanile como sendo a fungio de

Liapunou, @ a equagic {(2.8), nds temos:

dflu, vl _ 1 e el 1 dw
Tl S - A = 7
w ok ox VoA oy

|

g,

I

u;vCCiu -~ Fud v ugu Czﬂuj

portanto,

dFCu, I z 2
e }'C‘u e (?sz C2,110

Agora suponha gue nds temos um retorne crescente ou

seml ~crescante, entao:

2 2

M}G,p&rauﬁ—v 0

=44

Isto significa que as tragetdrias do sistema (2,100

at.ravessam as curvas de nivel de Flu,vd, ou seja as curvas
lu,wd = ¢ , comac > R {2,185

do deniro para fora (nds vimos gue estas curvas sac fechadas).
Portanto as tragetdrias s3o espirais crescentes (se afastando da

origem no plance wwl, ou espirais se afastando do ponto €x$,y*) no
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plane xv, figura #=. 3.
Para um retorno decrescents ou  seni -decrescente  nos
Lo

§i§§l23~{ ¢, para w?e F

Heste caso as tragetdrias atravessam as curvas de nivel
12,122 de fora para dentro. portanto as soclugdes sio espirais gue
e aproximan da origem no plana uy, oU espirals gque se aproxdmam
o ponto {x*,yw} ne plano xy, (figura 2Z.42.

Falta estudsr o comport.amanto de sistema &m cima dos

sixos. Ao longo do eixo-x, v = O, o sistema fica:

el 13

—&f-z'm = xCo + Cix:} CE. 130

Fara o caso de retorne crescente Ltemos:

loge xCt) & crescente, derivando (2.133 nds tLemos:

, .
g%ty i dx
ar T, gr tte e Gy
axC D :
COm g > O para x > O, x> & ilimitade, portanto,

Lim xCE2 = 4o
AT )

4

Agora para o retorno decrescente, temos que (2,132 & a

equagac do crescimente Logistice, logo:
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iim (it ::--%
Lomws i i

Av longo do eixae y, x ® O, » a solugdo do sistema & dada
e

ayC ity

Para esta egquagdo diferencial nds temos dois pontos de

. rd : L
eguilibrio gue saon

No case do retorne crescente nds temos gue:

[ fg%ii £ 0, para 0 < w< %
. 3
;%}2_:’0’ paray>%§ey<0
loge v o= §~ & um wguilibric instavel, com as solugdes se
1
alTastando desie ponto. Agora, em v = O nds temos um eguilibrio

estavel , com as solugles se aproximando desies ponto (esta andlise
& feita somenie sobre o eixe v, Tigura Z.3.
Ho caso de retorne decrescente,. Leremos:

adyl 13

0 <0 , para w > 0O

logo, a5 solugdes se aproximam da origem, figura 2. 4.
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Fig. 2.3. Solugles no planc de Tase pa-
ra o sistems presa predador com relorno
crescente. ‘

x

Fig. 2.4, Soclucdes no planco de fase pa-
ra © sistema presa predador com retorno
decrescente.

Para - retornos decrescente {crescentes? vimos que as

solugtes se espiralizam e se aproxdimam (afastamd do ponto de
Ly ; * " ;

gguilibric (x .y 2. 5o as constantes Ci & 62 forem muito menores

ue as oubras constantes. teremos ue araz Uma condicio inicial
=1 g
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ixa,yoj, s solugdo passarid muiio préxi#m deste ponto, depois de
uma “wolta”., HNe caso do modelo de Lotka ~ Volisrre, & solugso
para a comdigga inicial (xﬁ,yﬁ), depois de uma volla retorna a
este pontce. Logo, para este caso (ﬁi @ Cz paguenosl, © nodelo
retrata as oscilagSes do sistems presa - predador, guase igusl ao
modelo de Lotka ~ Volierra, Porianto a diferenga dos dois modelos
pode ser considerada minima, ou seja, @ resultado de um modslo
vai ser guase igual ao do ouiro.

Para o retornoe misto a andlise acima n3e & valida, mas
ainda teremos solugdes eﬁpirélizadas. Como o interesse € pouco

por este Lipo de retornoc ndo consideraremos esta andlise.

Cald _ Cho
Fig. 2.5. Exemplos de Orbitass do medelo
(2.2 com retorne misto,., (a) retorno

migto estivel, (D retorne misto ingtsé—
vel. —

Seguindo a idéia do modelo Lotka -~ Volterra com retorno,

Somuslson em 1887 propos o seguinte sistems geral:
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[ cdxt D
M’t&?m = x b o + 5:?&{:»{3 b ﬁ}}}

4 (2,183
el e
~ = oy [ o+ Sx o* gEZCyDZ

onde & > O 2 pEguenc e R (3, ﬁz(y) 2dc fungdes tals gue, Proxime
do  egquilibrio elas causam restorno  crescents, e longe do
gruilibrio causam retorno decrescenie,. A andlise deste sistenma
rndc foi feita por Somuelson, & ainda é uma guestiBo em aberto
gquais as condigdes sobre Esix} @& Eé{yﬁ para qgue o sistema (2,183
produza uma Unica érbita periddica,

Em 1878 Freedman e Woaliman [143, propuseram o seguinte

sistemna:

alx £
.__&..f_,m = owlegy o~ f?y) &?fiCx,yD
2. 162
dyl s _
~— wl—p + Sx2 sfztx,y}

onde £ & um peguenc paramnetro positivo,

Este modelo & considerado como sendo um modelo lLotka -
Volterra periubado geral. No artigo de Freedmoan s Waliman had um
sstude de condigdes sobre f, @ fz, para as guais o sistema tenha
Cum ciclo limite estavel.

Exempl o Tomando,
f1Cx,y) = X @& jé(x,yﬁ = 3

temos © sistema presa-predador com colheita continua {(pescal.
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Hosgo sistema fica:

.

sl L
%
oyl L2
%TM = Wy + O6x) — &Y
S meis
et ¢
- i
E.
v
BEL = ey - 6 + 50
Gue & o sistema Lotka - Volierra, tendo como ponte de

sy £ . Y+§ &8~ & L :
sgquilibris C Z > 3. E como ja vimes gue © ponto de

equilibrico deste sistema nos did as médias das populagdes, temos
come consequéncia da pesca, gque & média da populagio de presas
aumenta e a média da populagic de predadores diminui (figura

=, B3,

Fig. 2.6~ Sistema presa predador com
colheita, 2 seta indica 2 mudanga do
ponto de equilibric.
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CAPITULO IX SISTEMA PRESA PREDADOR

11.5~ COMTROLE BIOLOGICO DA BROCA DA UANA.

Ura aplicagdo pratica do modelos de Lotka - ¥Yolitarra &
dada por um grupo de professores em um curse de especializacio
ministrado na UNIMEP em Piracicaba [87.

A modelagem fod da  predagdo da  proca “INatrae
Saccharalis®™, que atacam a cana ~ de ~ agdear, pela vespa
“"Apanteles Flavipes™, cujas larvas parasiiam a brocs.

0 adulio da Dialrawa Saccharalis & uma mariposa que apos
o acasalamentc faz a postura de ovos na face dorsal das folhas de
cana ~ de - aglcar, depmsitandé al de B a S0 ovos. Decorridos 4 a
& diag estes oves eclodem, surgindo larves gue indcialmente
alimentam =~ se do Fargnguima das folhas, dirigindo - s
postericrmente para a2 bainha, penetrando na parte mais moles do
Colmo, gue & a Gema, Al permanecem alimentando — se por cerca de
40 dias. alé atingir seu desenvolvimenic completo.

ApGs esta fase as largatas abrem um orificieo para o
exterior e imsdiatamgnte o fecham com seda e resios de bagago,
passando entdo para a fase de crisidlidas. HNesta fase slas
permanecem por mais 2 a 14 dias, meiarmofosaiam" - & am
mariposas, qQue saesm do interior do colmo, pelo buraco feito
anteriormente, para completar ¢ cicleo, qua.éura de 93 s 832 dias.

No estado de S3oc Paulo ocorrem cerca de 4 geragoes por
ano, chegando a 5 com condigoes climdticas favoraveis., Os

prejuizes causdos S3o muitos. Quando as largatas atacam as canas
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CAPITIRD 11 STETEMA PRESA PREDADDR

poves causaln a morte da gems apical, gus & conbecide come Yolhe
morte” ou “corogdo moriov, ccassionandoe falhas na germinagio.

Ha cana adoalitsa, alsm do dano descorito anterioroonie
peerre  perda de  peso, br&ia@ga lateral, enraizamente ad- 0o,
colmes quebrados e enire nds atrofiados. Aldm disso oelos buracos
delxzdos pelas largatas da broca penelram fungos que ocasionam a
“podridio vermslha®., Durante a germinsgic do Lolete infectlado por
estes fungoes ocorrem a morte da goma o a r@dugga da gorminacio.,
Cuando as planias crescem surgem lesoes nas folhaz. gue culminam
com & worts prematura das me$m5$‘

Com a formagico dos coolmos, o  fungos passam a
desenvolver - S& nesie orgao de reserva de aglcar, causando a
inversis de cerca de B0 a3 7O% da sacarocse desies colmos, levando
a perdas indusiriais consideraveis. Além do que o8 fungos
produzem inveriase nestles colmos gue., se industrializadoes, irdo
inverier a sacarose do calde normal nos processes inlciasis de
fermontagao.

No Brasil,. as perdas estbio associadas a intensidade de
infestacic da broca, com estimativas de 4,1% de perdas de
sacarose para uma taxa de 22,2% de infestagho.

Como a2 broca passa & malor parte da vida “dentro®™ da
canx, torna —~ se dificil o combatle por meico de agentes quimiaas
Cagrotdoxicosd. A forma mais eficiente de combate tem side o

controle bioldgico, utilizande espécies de inselos que predam &
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broca, os quais s3c disseminados noe capavial., No Brasil o
controle de brocas wvem sshdoe afstusdoe principalmenis psla vespa
indiana “dpanteles Flovipes"”, introduzida aqui per Trinidad em
1874,

Hi outlras eospécies gque predam a brocsa, mas & #mais
utilizada & a vespa “dpanieles Flavipes;‘ pois @ um predador
especifico, tem um indice de multiplicagio maior qﬁe os oulros, @
pode ser facilmenie produzido em laboratorio.

¢ parasitisme se inicia guando a {émea da vespa adulta
entra no colmo pelo orificio ﬁraticadc paela broca. onde snconira
a largata. Através de uma picada deposita no interior do corpo do
hospedeiro Ca largatad cerca de B0 oves. Esles oves se
desenvol vem no interior do corpo do hospedeiro, alimentande ~ se
de seus tecidos por cerca de 10 a 12 dias. Ao final deste pericdo
as larvas do Adpanteles migram para fora do corpo da largata, que
exaurida morre,., @ formam casulos {pupas?) ficandcs nesie estado por
cerca de 3 a B dias, tornande - se vespas adultas, complstando o
seu ciclo vital.

Com esta descrigao podemos modelar este sistema presa
Chospedeiro> - predador (parasitad. Para & presa, a broca, 2
gquantidade de aiirx;;nt,o Ccana ~ de - agucar) disponivel & muito
grande, entio podemes supor que o meio tem uma capacidade de
transporte infinita, ou seja, para a populagio de brocas isoclada

o modelo que determina seu crescimenic @ o de Malthus Ccapftulo
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13. Com 2 presenga dags vespas ha uma restricio a este crescimenico
deovido aoc enconiro snire vespas ¢ brocas, & menos  de Uma
constanie de proporcionalidade.

A variagio da populacic de vespas € 2 diretlamenis
proporcional a um fator resultante da devoragio de brocas. menos
uma razaio de mortalidade das mesmas, caso nio tenha Talimento™..

Sejam xCit) e yii) a populagdo de brocas e & populagio de
vespas no instante {, respeclivamente. Com a analise acima lemos

o seguinte sistema:

dxCel
Tl e
dyCed

I o A S A

onds o, . y, & & sio constantes positivas.

O sistems acima & o de Lotka - Volterra. Note que esta &
uma andlise simplistia onde sstamos considerando que o crescimento
da broca & ideal, & & causa da mortalidade come sendo exclusiva
do atbague das vespas, @ Para as vespas o crescimenio considerado
Lampénm & ideal, & seu decresciments & exclusive a falia de brocas
para parasitar,

Para determinar os coeficientes considerarenos o poriode
de um ano, para o plantio @ celheita da cana. Vimos gus o cicle
da broca wvaria entre B3 a B3 dias (desprezaremos a ultima
garaqﬁo, considerando 4 geragoes em 1 ancd), & o das vespas de 13

a 17 dias.
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Consideraremos & razac de crescimento da populagic de
brocas igual a 871 a cada geragdo, entic da equagio de Lotka
para ocrescimento especifico de uma espoécie [3I2], Lemos:

in
o S ﬁmgim-, Cypie )

Ll M
r: razac de crescimenio

& numers medico de dias do cicle

- 852 + B3

< 2

= 58

o exposnie da base para um eciclo
dai:

IinB

@ T Ex

ou sejs o @ aproximadamente 0, 027740,

O coeficiente [ representa © indice de interagdc enire
as duas espécies, © & calculado tendo come base a taxa de
eficidncia do combate as brocas pelas vespag. Como ap@nas as
Témwas atacam as brocas, @ no atague as brocas  liberam
indistintamente machos e femeas, adimitiremos uma taxa des
controle de 0%,

Recomenda -~ se a liberacio de 5. 000 vespas guando foraem
sncontradas pelo menos 10 lagarias da broca por ums pessoa em 1
hora sm oum hectars. Neste caso para o calcule de 3 temos:

adxC £
== = 0,027748 x - B.000 fix
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§Xi£3 = CO,0E774G ~ B.000 M di . N

entio:

L(0,087748 - 5.000 @ t
_“;”fm = 0,8 , indica uma taxa de conirole de BOw,
o

t = 1% dias & © pericdo de ciclo da vespa.

0,416235 ~ 75000 £ .

1

in ©.8
portanto 2 & aproximadamente ©,000015
O coeficiente & representa a mortalidade das vespas caso
nac encontre “alimento”. Na verdade a fémea da wvespa busca a
broca para = postura dos ovos, e as larvas & gue se alimentam
dela. Contudo, as vespas apds a liberacio duram de 48 a 72 horas.
Adimitindo que a pariir deste dado que a populagic de vespas
esteia reduzida a 8% em cerca de B0 horas (2,5 dias), ent3o
podemnos esScrever:

Wi L3 = y & M o141

~2,5 &
@

L]

0.5

¥

portanto & & aproximadamente 1,108203.
G coeficiente y representa a natalidade das vespas, que

ehvi amsnte depende da quantidade presente de lagartas durante a
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postura de ovoes das vespas. Come héd fatores de resisténcia do

melo consideraremos um fator de reproduéso de 181 vespas para

He
cada geragaa,

enido para uma populagio de 2.000 brocas temos:

chyC £ '

jutv. R 2

37 Sy + rxy

égéfz«m 2. 000 py - 1,082832 v

ﬁﬁ%ﬁl = L&, 000 py — 1,109823304¢
Dai:

yetd =y -2 000 ¥ - 1,108268%0¢
Para um cicle vital da vespa Loemos

v o= B.O00 v 18 = 75,000

yﬁﬂ 5. 000

it = 158 dias
FPorianto;

5, 000
in [7--——-*~——-8‘ OOQ} = 30.000 7 - 17,874395 ,

loge » deve ser aproximadamenie 0,000689.

Com isto nosso sistems fica:
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-

® *a::-f{i%‘ = 0, 0EFT48x + O, G000 By
-

“"fg‘“""*zw = -1 188203y + O, OOSEQMy

LN

O ponte de sgquilibrio é dade por:

ol £
di

£ D

f—*(})mdé

= 0

Calculando, temos © seguinte ponto de equilibrio:

<* ¥ 1.738 brocas, e y*

4

1.850 vespas.

O plano de fase deste sistema & dade pela figura 2.
Agui  também nos interessa ouitros resuliados gque serac dados
abaixo,

Para podermos resclver esite siatem@ ne plane de fase

dividiremos a primeira equagac pela segunda:

B v ey

= » S
~&y + pay

ay( 12
it

Kot~ [Iyd

Mg

wl—=& + pxd

Separandoc as variaveis, Ticamos com:

integrando temos:
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Fa o~ &I % = o ln v ~ 2y 4+ kR , onde kR @ una

constante de integragio.

Como temos uma populagao esperada de 2. 000 brocas para a

liberiacas de 8. 000 vespas. podemos entico calcular a constante ke

0. C00682 » 2.000 -~ 1,198203 In 2.0060 = Q,027748 1In 5. 0060

- QL OG0018 w 5,000

k = -7, 801671

Finalmente:

C,000888 x» — 1,1882828 1In x = 0,027748 1In vy ~ O,000018 v

- 7, B0 671 2,172

§ ' g 1
{ 'L_L /
;

FIG., 2.7~ Plano de fase do sistema de
interacac da broca e da vespsa.
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Os pontos de mdsimo @ minimo para os valpres de vy sio

# o :
whbiidos substituindo o valor de x ne eguecio acima & calcoulando

v, dais
v o, = B1R vespas
mL e
Y. = 4. 548 vespas

O ontos o méxime e minimo de x  sio  obbidos
&

substituindo y* na eguUAgAC acima:
> . = 1.481 brocas

x = 2,008 brocas

A cvonclugdo que se pode tirar € gue as brocas com a
pradaggo tem um limitante superior, o gue nic ocorrs para a
popul acdo  de brécag isoladas &m um canavial (lLecricamentel.
Portanto, mesmo nic aniguilandoe as brocas a pratica deste mélodo
nai.ﬁ:ral de conirole desta praga leva a uma grande reducio da

populacio das mesmas, & som utilizar venenos.

II.6~ SISTEMA LOTKA - VOLTERRA PARA N EPECIES.
Usando a ideia do modele de Lotka - Vollerra, podemos
gener*é.’i"ixar o modele para n espécies. O caso geral para n 2 2

pode ser dadoe por:
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b 7L
: =a§x+§-'§axx L= 1,8, 3, ... .0
Tde ST S VP S R FEeTre oy
2,480
ende 3 > O, = a. = e Se a espécie | preda a especie ( nds

consideramos .. » O. Se a espécie i se alimenta do meio ambiente
J
a 4 4 - .
sntio o > O, caso conirarioc &« < 0. Se as espécies i e ; ndo
i %
interagem entdc g = ¢. Agui consideraremos que a sspecie 1 nio
&1

interage com ela propria, ou seja a =0

Uma interpretacdo biocldgica implica que xiﬂi i3 ¥ O, ou

seja x(td = {xiiit.}, xCtd, ..., xn{.”t}] e R”. Pelo sistema (2.18
tomos gque oz limiites de IR: sac conjuntos inpvariantes.
* Fa
Se x = Cx:, x:,_ R IR: for um ponte critico
™

e b2
% * .
i isotm— 5 RS £ » H
i a1 o, ¥ t], sabemos gue mi.ﬁi j?ﬁaﬁ xj G, ou seja

L
afB = ~La. x 2. 18>

Somands am i+, Ticamos oom:
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k3]

i * & "
= Pex {a » v @ ox o+ ., t oo x 3
. T £y & Zn R ML T
[
> * k-
= - o g & + g x o+ ... g w3
-3 is 2 21 "E ™
*® a8 W
- xw g w + g x4+ .. 4+ g o x 3
z 124 22 2 nE
#* * #*
e~ x Ca x + e ox oA .. v o ¥ 2
" i % 2 2 Teer ™
Como ¢ = -~ a_ e o, = 0, & facil ver qgue:
!Lj j‘& %
" L3
Lapx = 0 £8., 200

Como no caso de n = 2 , consideremos a fungao:

) . xi “
vz:xﬁr-E i U
LEE x;

>
L

Pela afirmaglc I de I1.3.2, Vix) 2 0 e @ facil ver que

VCx'D> = 0, Sb nos falta calcular §§%§z¢ Antes de calcoular ﬁgix}'

vamos reagrupar of termos de VixD da seguinte forma:

*

' L& * * *
Y ud ﬁ=2 &x - %, in x} (3 - [x_ - %, In x,} 3,
N 1 i L % | 1 i 5
(==K 1
Agora;

D T ax ! L
eii o Ei{?i. gt iox dt
o=
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Substd Lul ndo {28,282 e (2,160, ltemos que:

T T e
V2D i n "
g i ~-x o .x, + o I - ¥ o, 9,
2l g t.g Ho) S LN IR 2 Q_E o
K | Ju g 124 L=g kEF
, . . ¥l x>
Degsenvolvends o Gliime Ltermo de 7
™ ™ L]
k-3 k3
Lx LTax = Txla x + o x + ... +a x2
i [ e . % 3L % ZnL 02 ™ N
U= T X 4 L=4
E-3
= o L X 4+ e ox o+ ... +toa o x2
£ L% % 212 T A
»
Lo w +aox + .., o x3
z Lz 4 22 2 nE n
_»
e X Lo x4+ @2 X O+ ..., +a x2
fa) i 4 2n 2 nrs T

" iﬂﬁ 143 "
nox ﬂa.x,wﬂgx‘ o
L L
L-E § =i 3 [ -3 % J‘“iJ I
Port.anto:
. i n
Vx| T Ta, xx
ot B B A
digmd
byl
= Toxla x + & x + ., + ¢ x 3
FS 2y 2 ™HL T
=i
= g X + 4o X+ . 4+ XD
AT ) 24 2z nE N
+ xfla x 4+ o x v ..., + g xI
2 42 s 2z 2 ng
v P x Ca o w v omox v L by om D
» i £ Zr 2 nn N
Novamente usando gue a. = Q e a = -g_, Lemos que:
138
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i
kRS 4 1
dt N
* # # # .
Portante, X = Cxé, Hor e xn3 & um ponto de

eguilibrio astivel.

IT.7~ EXEMPLO DE SISTEMA LOTKA - VOLTERRA FPaRA N
ESPECIES.

Em I1.8 temos um modelo que simila o controle bicldgico
da broca da cana de aglcar por uma vespa. dlém da vespa A broca
tem outros predadores, um deles €& 2 a mesSca 4o 0 AMAazonas
(Hetagonistylun Minsnsed., De .pcgga desta informacdo, temos »
tentagido de fazer ¢ controle da broca utilizando a vespa ¢ a
mosca simultansamente. Com esta idéia tentaremos simular o
gistemzs roca (presal, vespa (predador? @ mosca (predador?
wilizande o modelo Lotka - Volterra para n espécies. Tentaremos
com esta simulagdo estudar o comporiamento de cada populagac do
sistems, principalmente s populagio de bhrocas,

D ciclo de wvida da broca da cana @ da vespa ja foram
descritos anteriormente, Talis descrever o cic1§ de vida da mosca
do Amazonas, |

A mosca do Amazonas & um dipterco larvipora., Apds a
gestagan as larvas s3c colocadas pela fémea na entrada do
arificice praticade pela broca. As larvas encontram a lagarta da
broca, perfuram-lhe a pele, e dela se alimentam num periodo de 13

dias, em seguida as larvas passam a forma de pupa no interior da

£31
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galeria préxime ao orificio de entrada, & fim de garantir a
saida do adulio, a lagarta da broca exaurida morre. O ssliagio da
forma de pups dura 12 diass., completando o ciclo de vida da mosca,
qus & em média de 3% dias, Em S3o Paulo seu parasitismo natural

omcila sn torno de 159 a 2034,

O medelo de Lotka — Volterra para esta Lrés espédcies é
dadoe por:
@xC iy _ .
[ G F oo Fixcy Lz
ayLil Sy - pw — ¢ yz {2.212
et ]
del il ”_ M
| G = axa c Ve e

com xCiy, i) e 20(td representando as populagdes da broca. da
vespa © da nmoscs respecltivamente, © o, B, ¥, &, W, w, 7, c, ® ca
positivos., Para calcular sstes coeficientes faremos da seguinte
Farma:

1o~ Caleoculamos a ftaxa de crescimento da populagic de
brocas, o coeficientes da interac;go broca vespa seMm a moBta © A
taxa de mortalidade das vespas (ou seja, calculamos o, 2, p e 82,

2o~ GCaloulamss,. com a mesme taxa de orescimento da
popul agioe de brocas, os coeficientess de interacdo da broca com a
mosca (M @ W sem considerar a vespa, @ 2 taxa de mortalidade da
mosca C72.

Os coeficientes ¢ e c wio as taxas de competigcio da

(5=
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vespas & da moscas no parasitismo de broca, & guais S8 diffceis
de ssrem eslimadas na pratica. Portante simularemos este sistema
zem compellcdo £C1 e, = 03 e com compelicio iﬁx = G ODO01 e c,
= O, OO0D0E, a razio de ci ser malor ogus cz & porgue a wvenps Lem
uma taxa de reproducio maior, @ seu ciclo de vida ser mais curio
em relacido ac da moscal,

A parte lg ja foi feita anteriormente (11.8), portanto
falta fazer os cdlculos da parte S, O coeficients u tem base na
taxa de eficidncia do combate a broca (em média 17,5%W. Como no
caso das Vespas apenas as fémeés ratacam” as brocas (=23 elas gue
procuram o orificios para a postura das larvasd, Admitiremocs uma
taxa e controle de BO%. Para a taxa de eficidneia acima
recorenda-se a liberagEo de 10,000 moescas .quandc forem
encontradas 10 lagartas da broca por uma pesSsoa em uma hora, em

um hectar [161. Heste casos

dxt D

com ¢ = G,027749 , Lemos:

dﬁi%? = ,027748x -10. O00ux
dzfi3 = (0,0287748 -~ 10.000usdt

» QCO;G&??4Q -~ 16, 00QrO ¢

a3
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[y

@

KIN
§

= 0,178 Cindica uma taws de oficiéncia de
s 17, BN

{ = 3B diazsg (parimdc do ciclo da moscal
Bad :

in G178 = 1,087446 - 380, O00u

E 0,000 007

¢ coeficients n represenia a taxa de mortalidade das
moBcas, gUe ComO as vYespas so5 as {émeas cagam e as fémeas das
moscas vivem cerca de 21 diaz., Admitiremos, como no casoe das
vespas, que a populagic de moscas esteja reduzida a B% em cerca

de 10,5 dias, entio:

(w18 34

O coeficiente © representa a taxa em gque a predagic de
brocas por uma mosca far “surglr® novas moscas. Sabenos que no
meio ambiente a taxa de reprodugac das moscas € de 271 mosca a

cada geragdo. Para uma populacio de £.000 brocas temos:
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el ey _ .
57 LA E
&zii) w C@, OO0 -~ O,88B83080d:

— CE. GODw ~ {1, Z853080 ¢
= 2 @

Fars um ciclo de vida das mogcas 4§ = 28 dias), Lemos:

2 = 10,000
@

z = 10.000 x & = 20.000
EntRo:

20, 000
e e = L -
in TEGH0 TE. 000w 10,841 608

L]

w = O, 0001852

ALé agqui nosso sistema fica:

f'd;i‘3 = 0,087740x ~ 0,000018xy ~ O,000007xz

il

§§§£3 0,000608xy - 1,108203y - ¢ ve cz. 2

i

dzit) = O, 00U BEME - c ve - 0, 285308

N

Agera para © = ¢ O (nao hd competicdo entre a vespa
L) :

& a moscar Lemos os gréficcsi da figura 2.8,

t OVE gra{ teos decta sEo o foram feilos ueando o programa PHARER

H A S
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Pay o, F O,00001 o €, = G, 00002 Cha uma  poguens
competicac entre os predadoresd Lemos os grificos da figura 2.8
Analisando ox graficos notamos gque a popul agdo de moscas
vai a extingio nos dois casos simulados C(sem competigdc =  com
compelicdold. Os graficos de supsrficie de fase mostram que ocorrsg
um cicle limite® no planc Xy: nos dois cases. FPortante as
pmpulagb‘*as de brocas & de vespas, depois de algum lempo, se
tornarido periddicas, como no caso de duas espécies, com picos
altos para a populagdc de vespas. Esles picos lornam esie sistema
“isntavel", porque uma pequena periubacds no sistema broca vespa,
pode levar a vesps & extingdc também Portanto, pele pontoe de
vista deste modele, o melhor seria sd usar & vasps o controle da
broca., pois bteremos um sistema com uma variagdo menor para a
populacdc de vespas, deixando menor o perige de extingdc da

vespa, Sem & gual a populagas de brocas cresceria sem limite,

L e # ¢
2~ Wer defimgas no apgn&'\.cs. o PrOMims aap{t.ulo he LATAIER ol
L e . .
definmocos g8 ciaole Limite,

(%]
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ol 15. 84

8. 880

&2

Fig. 2.8= o) Grafico das populagdes X tempo;
b3 Superficie de fase do sistema 2.282 (sem
competicio snire o predadoresd.

a7
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LA

15.68

{i

5‘ Homoo gl }

=

*-

Fig. 2.89- o) Grafico das populagSes X tempo;
B2 Superficie de fase do sistema .22 (com
competicio entre os predadores).

o8
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111~ SISTEMA PRESA - PREDADOE INTERMEDIARIO.

ITT. 1= INTRODUGCAQ.

Heste capitule estudaremos uma gensralizagdco do modelo
que Goause propds em 1834, Em particular estudaremos os pontos de
equilibric, a estabilidade do sistema, e as solugdes no plane de

Tase.

111.2~ HMODELO DE GAUSE GENERALIZADG.
Gause em 1934 [141 propos o seguinte modslo, para o

sigtems presa -~ predador:

dwC £

a oax — ol X}
at CB. 1D
il £ _
,,cg,,..,t,.__,__ = W f y o S p( x2]

Neste capitule nds analizaremcos wuma forma mais geral

deste modelo, ou seja, © modelo de Gause generalizade, ou modelo

intermediaric da interagio presa -~ predador. Este modelo & o
segurl nte:
3.8
BEL =y 1+ 0]

onde £Lx2> & a toxa de crescimento especifica da presa na auséncia
de predadores, plx) & a resposta funcional do predador com

respeitc & esta presa, @ 9lx) & resposta numérica do predador.

89
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Az proprisdades de wsa tal TungSo glxd  j& foram
discutidas no capitulo I. HNeste capitulo npds usaremos as
propriedades sugeridas para £0x3 naguele capitule, que sio as

segulnies:

{2 gL02 = a > 0, 2x) & continua o diferenciiavel
para x z O , g‘gixjﬁa* £330

112 Omando o melic ambienile tom wume capacidade de

transports, lLemos que:
k> O com glkd = O. €3, 43

Esta (ltima suposigdo &, biologicamente falanda,
reslista, pois na maioria dos casos sempre ha um limitante para a
popul agio de presas, gue pode ser alimento, espage fisico, luz
solar, &to. .. .

o termo XD em (3.2 também J& foi disculide
anteriormente no capitule YI, e suas propriedades s3o as

segulntes:

€ L0 = 0, plxd é continua e diferenciivel pars
el xD
XQG,GW){}‘ R85
132 lim pOXxD = Pw » O < Pm £ 4w, - £3.68)
2= 0D

e por defini¢do nds tLemos;

Lo £

£ =35> 0 (R 7D

w=h

LYES

7Q
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G termo @fx) também fol disculide no capdtulo 311, = suas
propriedades sdo similares as de plxd, oy ssia:

12 L3 = O, glxD é continua e diferencidvel pars

x?:ﬁ,,a&?xx}}{}‘ ca, 8
13 lim o0 = Q@ , KX O = +m@ £33, 892
A Rt il ® ®
e DRl XD —
LEL3 e = & » 0O TR 100
K=EF
No modele de Gause o0x) = cgdx), que © a resposta

numérica sugerida no capitulo II.

Com estas propriedades, a primeira equagac de (2.28), que
descreve o corescimenic da popul agdc de presas, indica que o
nimero de presas creéa@ pelos seus proprics recursoes de mansira
anilogas ao cfescimenta de ums espécia implada, & decresce por uma
quantidade proporcional ac nimero de predadores muliiplicado pela
resposta do predador ac nimero de presas presentes.

A segunda squagae de (3.2), que descreve © crescimenio
da populagic de predadores, indica gque na auséncia de presas a
popul agio de predaderes decresce. A populacic de predadores s6
Crasce na presensa de presas,. com uma guantidade proporcional ao

nimero de presas,

II1.3~ OS PONTOS DE EQUILTBRIO.

Pelas propriedades (2.4 & (2.8 temos que, no minimo,

73
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existen dois pontos de equilibrio para o sistema (3.23, gue z3o o
ponte (R,00 & a origem,. respeclivamente.

Estes esquilibrios, gque foram garaniidos por (3.4) e
£3.53, sic itals que uma das populacdes ou ambas se extinguem., Unm
sguilibric de grandes interesse serd un equilibric no interior do
primeirc gquadranie, portanio estudaremos condigdes para gque tal
equilibrio sxdsta.

4 primeira condigio & a seguinte:

Para uma populagio grande de presas a taxa de
crescimentc dos predadores @ éaior gque a Laxa de morialidade dos

predadores, ou Seja:

Gm > ¥ CR.142

Biclogicamente isto @ necessario par i a persisténcia do
ecosistema. A prova é& dada abaixo:

e 5y ., temos:
o3

-y 4+ glxd £ O para todo X, entdo _%?ig < O,

Portanto, 3 ym s bal que O = ?m < 4w, @ ablndse

. ~ eyl il
Tim wQtl = ym » & 1lim =13 =

..... it { a0
Agora se ¥ > O , pela segunda equagac do (3.2, tomos:

el LD

= <0

7
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uma contradicio, logo Y, = o

Entdo, se @ < y os predadores irdo a extingio. Uma
cutra maneira <de se observar isto &  que Qm < ¥ implica que a
sficigncia de caga dos predadores € baixa, ndc importands se as
presas esiic em grande nimero ou npio. Portante os predadorss ndo
conseguen manter um crescimentic razoavel (ou seia, sua taxa de
mortalidade & maior gue a taxa de natalidaded.

Com issc nds podemos conclulr qus para modelos simulande
sistemas presa -~ predador, onde ambas asz espécies p&réist@m,
temos que (3.113 & valida. Portanto é razocavel supor gue (3,112

vale, entdo por (3,8) hid um dnicgo x> O Cfigura 3.1b2, ial que:

XD =y,
® ; .
loge x & o valor de x do ponto de equilibrio no interior do

primeiro gquadrante,

atx)”

Quufr oo e e T y

al bl

Fig. 3.1~ Ezboco de glx3. Em al %0 < ¥

s predadores morrem. Em &) o5 predado-
res perzsisien.

T3
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Fara delerminar o valor de v neste ponte de equiiibrio

simpl esmanie rescl vemnos

#
wElx2 — ypllxd = O, parsa ¥y om X, & Lemos:

#* &
o X glx 2 €3 183

¥ e
D
Para garantir ogue t:x*,y&) pertenca ac primeire guadrantiszs
necessitancs fazer uma segunda suposigic. Esta suposigioc &

que © melic tenha uma capacidade de transporte k., & que:

x <k CH.13)

Portanto, por C3.43 glx> > O.

Bivlogicamente, havendo ums capacidade de transporie do
meio, k, a populagdo de presas ., ha auséncia de predadores, @
limitada acima por hk, & se a populagdo inicial de presas for
maior gque k ela diminuirad até k. Com a presenca de predadores, a
popul agac de presas serd induzida a ficar sempre abaixo de k.

e £
Entao se x* Z k implica gue q(x?) L d§§ 7 < 0, causando, como

na andlise anterior, a extincRo dos predadores.
M . . k3 L3
Com az duss suposicdes descritas acims Lemos que Cx .y 2

& o equilibric desejado,

IYI. 4~ ESTARILIDADE DOS PONTOS DE EQUILTBRIO.

Como vimos ne {tem anterior. Llemos irés pontos de

saquilibrio:

PHICAMP 74
SIBLIGTEDA DENTRAL
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i C0,02
113 Ck,03
LEED Cx Ly D

Iremos usar o primeiro mélodo de Licpunov para analizar
a2 eostablilidade do sisitema préxime a sstes irés pontos de
egquilibric.

O primeiro mélode de Ligpunov consiste em caloular os
autovalores da matriz Jocobicng avaliada no ponto de equilibrio
despjado, isto &, determinar a estabilidade do sistema
lingarizado numa vizinhanga | préoxima ao ponto de egquilibrio
dege jado.

A matriz Jocokionn do sistema €3.2> & dada por:

KECxy + glxd - w §§§§1 o g 2

LA T B
el 23
¥ o Yt gl

Para o ponto de eguilibric i3, temos:

+

o Q
HO, 0 =
Q ¥
citjos autovalores s3c « e -y, Portanto (0,03 & um ponto de
equilibrio instavel (ponto em sela ou hiperbdliced. Olhando para
a segunda wsquagac de (3.2) notamos claramenie iste, sobre o

eixo-y © "fluxe” é& sm diregdo da crigem (iste &, na ausdnelia de

presas, © predador se exiinguird). E na primeira eguagio de (3.2

FH
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sebre © slixo-x, para peguenc valores de x, © "fluxe" estd saindo
da origem (isto £, para uma paguena  popul acis de presas, na
augéncia de predadores, ssta populacio crasced,

Para o squilibric 1), teomos:

o G800

o w=k e
ke, G0 =
O e G S A
cujos avtovalores s3o k T e ® {=y + glR32, Assumindoe gque
C2, 3 vale Lemom oue:
gl %o Al XD
dx x=k <o i k oix =k <0

@ por (3.12) temos que {~py + glx32 > &, entdo [R,00 & um ponte de
equilibrie instavel {(ponte om sela ou hiperbdlice). Clarameris o
Fluse préxime a (k,.0) sobre o eixo-x & em diresdo a x = k. Entdo,
héd uma diregio obligqua ao eixo-x (pela natureza de Ck,0) ser »mnm
calal ne gual o fluxe sail de Ck,00.

A andlise acima esiid na figura (B 22,

Agora analizaremos o ponto de equilibric ¢iiY, para o

qual temos:

HCx D 3
* L3
Hx ,v 3 o= gl > . o
¥ o P

TE
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e

(©, 0) o F

Fig. 3.2~ Direcio das solugdes de (3.2
em cima dos eixos e proxime aos  egui-
librios 12 e {i{).

oride:

dpl X3

oy P

eCx D

x*gﬁxmj

HCX Y = xw%ﬁ * + gtx*) -

(314>

Os autovalores de JKx .,y 3 s¥o dados por:

T
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1/E

*®
HEH

Entio podemos chegar as seguintes conclugSes:

ez, B . % dglad
HC;{QB . {H{x 3 Y ANIN R S

Ka,:e = Pl - =

a

< O ponto espiral
* .
HOx™® - ay®prx™ P2 s Cx.yY & dou
e v d ] P
> Q um ey
& E,155
< 0 estavel
HC " s Cx L,y & dou
i > O instavel
*_ . % %
Mo caso am gqus Hlx 2 = O nada podenos afirmar, Ox .,y 2

pode ser ou um centro, ou um nd estavel ou instivel, ou um ponto
espiral estavel ou instdvel. Para o caso do sistema Lothka -

Vol terre Lamos que:
HEXD = o o~ xafi O
s * ) * # -
sntic, Hlx I = 0 e como vimos no capitule 11, (x ,v 3 & um
centro.

Diversas Lécnicas graficas foram desenvolvidas para
. s ¥ » : . . o~
determinar a estabillidade de (x .y 2. Tals léconicas s3oc usadas na
analise da estabilidade baseada e=m dados sxperimentais. Duas

destsz Lécnicas serio dizscutidas nas provimnas Sessoes.

11T.4.%~ O METODO DE ROSENZWEIG E MAC ARTHUR,

Para pocier mos disculir = vearificar esle met oo

e
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neceswitanos definir as fadolinas de um Sistems,
<

DEFINICAD - Z.1: "4z curvas no interior do primeiro
guadrants do plane de fase (plano-xwl onde o crescimento
instantines da press (respeclivamente do predadord & igual a

zere, Lsto &

el i3

g = o, Crespecitivamsnle S = 03

¢ chamada isdcling da presa (respecltivamente isdclinag do

predadorl @

A isdclina do predador & facil de ver:

ﬁ“‘""‘?gw = yl-pegla] = 0, comy > O, isto implicas
Glaxd = ¥
Loge a isdelina do predador &€ a linha vertical x = x

#

Cx = pd.

& isbdclina da presa & dada por:

Esta isdolina claramente passa pmr_(x“,yﬁb, (R, 03, & por

um Lerceirc ponto dado por:

Jim FLxD = lim

a3 X+ pLxd

Usando a regra de L'Hopital, e as equacfes (3.30 =

TE
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{373, Lamon:

]

el
lim xglUxd Lim goxr = T -
>l £ el dix:) 3

ou seja, a istclina da presa passs tanbém pelo ponto (ngﬁ, A
interseccan dasz duas isdclinas occorre no ponto de eguilibrio
Cxﬁ,yﬁﬁ.

Em Rosenzweig [328), argumentos seoldgicos empiricos sio
dados para explicar porque z isdclina da presa deve ter no minimo
um maxime local. No nossoe case, 5@ % Z y? & isdclina da presa
pode ter ou ndo um méxime local, efou minime iocal. Se g < yﬁ a
isdolina da presa terd no minimo um maximo local, estas
possibilidades estdo descritas na figura 3.3,

Os resuliados gue obleremos a5ar$ 2dic devidos a
Rosenzweig & Mac Arthur [33). Consideremos HCx D dada pela
squagio (3.140, como xﬁ & gﬁxﬁ} sao positivos, Lemos gue;

HOx' 2 . 1 dgloo

. E 1 AP 3O
gty goxtn X P

X&ﬁﬁ:){*} i W
L3180

&

terid o mesme sinal de HOx D, Ent3o de (316 temos:

HCxX' D “&in{fg(x}]
xﬁgix#) dx L

KEX

8O
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\\ 20,y /{_ﬁ“yx}

e g F

oo 2

l\fk‘. ¥

s,
=
R 1=
e

\

\

\

e - “‘ .
wom ot

e
Fig. 3.3~ As tres possibilidades para as isé-
clinas de €B.2). g3 aR > vy ,’nga hi  méxdmo
local. 8 a/f < v, com um maxims lIocal., <l
aR <y , com um sinimo & um maxino local.

21
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Portansto, se:

Pt S

¢ O . oat.dhvel
# # Lx svw 3 & {ou L%, 470
b e instavel

wome & fungga In x & crescente, (2.173 & sqguivalente a:

decresce sutivel
- #®  w_ .
ﬁ%é%? eyt FOU B Ex Wy 3 & 4o CR, I8
- O esCe instivesl

EFste & o oritéris oo Rosenzweig o Mac Arithur. Passendo
para um procedimento grifico, temos qgus S22 &8 igdbelinas do
sistema se cruzam num ponto de decrescimento da isdclina da presa
o eguilibric do ponto Kxﬂ,y*3 serd estivel., Entretanto. ze o
cruzamenio OCOrrer num ponte onde & 2 isdclina da presa @
crescents, o equilibric do ponto €x¥,y*3 ser& instavel. Ma Tigura
3.3 temos, por este critdério, gque os pontos de equilibric em & @

¢} mdo estaveis, & o ponto de equilibrio em ) & instivel.

I1T. 4.2~ O METODO DE GAUSE, SHMARAGODOVA, E WITT.

Bzte mélode wtiliza uma comparagdoc de  valores
relacionada ac oritéric (3.15) & & fungdo v = plad,

Primeire vamos esiudar a inclinag8c da curva y = p0x) no

# . . e
ponto x . ou seja a inclinagfo da reta tangenie & curva neste

ponto. Noe  ponlo %' Lemos que asta inclinagfo & dada por
dﬁixﬁ ‘Wﬁ » o bLartc:
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y o= X el R
& & eguagio da reta Lapgenie & curva y =p0xd no portoe x o= xe
orde:

- * wod ol

y o= LI X ey C3.1e0

& o ponle onde esta relsz intercepla o eixo—y,

Agora de (3.14) temos:

x&p{x¥3dg{xs #

# i :
2l }Hix > p{x*:s N xﬂcfix) e fx wEw
P xR &%
® *
# -
Como plx D e g{xaﬁ sio pogitives, entdc ££§m2§§§;Z
gl 3

, e ) e e
Leem o mesmo sinal de HOx 3, daf toemos o ssguinte oritéricos

# W, gl w2 .
w wdpl 3D Cox pLx D) s« w  [estavel
Pl 3-m g r— T . L3 w3 & Lou
E #lx 3 instavel
£33, 803
et i nd o yg-amm@ sando:
B e _dglxd
y =~ * pLx D Moy x:x*
@ gﬁxﬁ}
@ usando (2163, nds temos:
. < . = estavel
W Y, = (x ,v 3 & {fou CR. 215
S instédwal
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Exempl oy Consideremoss o seguinte sigtema:

el 45
Wmmwyﬁxﬁ
soom ¢, P D oe ¢ o <1

A . ,
crdle plxd = TW$§§§ com A, B > O, & a resposta funcional sugerids

por Molling em 1958 (Tipo ID (20}, & glxy = & , entio Lomos:

* g
wh - By

B

b4 & g::s&ixw} = i—i

CoEe o= (}}
W

" gl W
Yo ® O {‘“‘a“;"‘“

dptxz) . A . Coa - Bpd?

v iy ey i Bxﬁ AC&

G =l . ¥ CeA - BT ACl - o> + By
b oh ~- By Ae? An®

Come vy & igual a zers o sinal de ¥y & guem dird se o
ponto de squilibrio & estivel ou inst&vel. O sinal de y & dado
por Ayli ~ ol + By, gue é positive. Portanto, pelo criiério acima
LRmnon  ue o pontc de eguilibrio deste modelo & instdvel.

Este tipo de andlise foi feits pela primsira wez por
T Gouse, Smoragdovo, e Wili em 1938 {18}, 2 redescoberta emn 1875
por Oaxten & Murdoch 1271, O métode pratico conmiste am tragar o
grafice da fungdo resposia do predador {y = p&ﬁxﬁ)}, marcar ¢ ponlo

_ #
¥, D SNy, tragar a reta tangenie a curva no ponto X &

B4
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prolongia~ la atd sruzar o sixo-y, culo © ponto & v, Se oy estiver
| bng ¥ # ’ . -~ - s :

aoima de ¥y antao {x ,w 23 & instével, se v esiiver abaixo de Y
Py £ k- o -~ b . .

gntac (x % 3 & estavel, = se yw = Y, nada pode ser dito sobre

{x§,y§> por este método (ver figura 3.4,

¥
Rk
% .
§
i
/# x
* ¥
ik )

Fig. 3.4~ Aplicagdo do Mélodo de Gause,
Smaragdove e Wili, em O oy > Yo = L

3 e .
Cx" D instével, em 53 ¥ < vy T,y

eaibdvel

111,585~ EXISTENCIA DE CICLOS LIMITES.

Antes de meis nads devemos definir cicle limiite:
DEFINICAD ~ 3.8 “"Uma trageléria fechada no planc de
fase gus iLem curvas nfe fechadas sspiralando a sus diregao, ou

por dentro ou por fora, & denominada Cicle Limite.™

Fara podermos Talar de cicle limite devenos fazsr uma

8%
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andlise d9o plane de fase do sistema (222, na spiral  consideraremnos
gue exigia ums capacidades de irangporie doe meio, &, Ezts andlise
serd felia vom velores gue irae indicar como uma solugsn do
sistoms deve se comporiar numa determinads regifo. Para facilitar
a primeira parte desta analise iremos decompor esiss velores eom
duss componenies, uma veritical, que serd chamada de COMpPOREnLE
dos  prededorss, 2 oulra horizonial, por nds denomdnadas  de
conponente dag presas.

O primeiro passo desia andlise & dividir o 1o guadrantie
do planc de fase {planc x—yd ém regides, ulilizando as isdclinas

do sistema (3.2), as guais ssidc deflinidas abaixo:

) . wll o
I»{Cx,y),x <x(§a$@y>w}

1%: {{x,y:‘:: 0 ¢ x < x*,@yz‘s%}

IT%: {ix,yiﬁ;ﬁ}wixzixw,a{}iy(%

TV {cmyn: x*¢x<h,$a<y<ﬁ§§g}}

Wy {Cx*ylﬁr &(x,&i}{};}

Agora faremos ums andlise do comportamentico do siztema

£3.22 em cada uma destas regides o sobre a% isdclinas do sislema.

Na isdclina doz predadobres (a reta vertical x = xa%,

dﬁiw = 0, & & esquerda desta isdelina Cx < x' 3, %};‘%ﬁ <D, B &
#

direita Lx > =32, W > G . Com iste a componontes dos
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; " & . .

praedaderes aponia para balxe & esquerds de x % X, 2 Dpara CiDsd &
. . # .

dirsita de xX T % , 2 nac hi componente dos predadores sobre sus

"
tsbeling x = x ¥,

Ha isdolina das presas { Y xﬁézg } dﬁii} = O, acima
desta isdclina E v maior que xﬁgig E d§§£§ < O, & abaixo dela
E OO gus % } 4@%%& > O . Com isto a componente das
presas sponta pars ssguerda acins da curve y o= fgg%% s B DPars a
direita abalxoe da curva w = f%%é% » # nac havera componente das
presas sobre a isdclina das presas [33 = %}.

Combinando o resuliados acima teremos as direcdes das

solucdes para cada regido:

REGIAS 1.
- ot : . - X@{X} \.
Esta reglés se localiza acima de w» D] & &
direits de x = x , portanto uma seolucdo do sistema 2. 23 nesita

regific terd s direclBc para vims e para & esqguerda. ou seja em
diregiic da regisc 11, cruzando a isdelina  dos  predadores

Pusr i zont el ments.

REGIAD II:

gk w3 e 3

Ezta regific eosté localizada acima de y = ~%
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& . - o

esquerda de x = x, logo a diregas de yme solugio nesta regilio
' B - . L

seri para balxo @ para 4 esguerda. ou s@ia om direcae da regiio

17T, cruzande a isdolina das presas veriticalmente,

REGIAC II1I:
Esta regifo ssiéa abaixo de y = %ﬁ% e & suguerdsa
de x = x ., portanto a direcic das solugdes nesta regific sera

pars baixo & para direita, ou ssja em diregio da regido IV,

cruzands a isdclina dos predadores horizontalmente.

REGIED IV:
Esta regidc esia abaixe de y = ﬁg%ﬁ% e a direita de
x ® x . portanto a diregio de uma =olugio do sistems serd para

: : : . Aot L, P . & .
cima 2 & dirsita, om diregic da regiao I, cruzando a isdclina das

presas verticalmente,

REGIAS V:
Para a regisdec V nds analizaremos a diregac de uma
solugan por:

dy _ oy Loy + glx>]
X T MEL I =yl 0 LB B

E facil wer gue D ¢ 0 pas regides 1 » I11, =& g% 0 nas

ebx
regites I1 & IV, Na regiic V, d§§£3-> O ow mééiﬁ < O . portanto
%% < 0, ou seja a diregio de uma solugdo na regidce ¥V serid para

80
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cima & para & esquerda, portanto em diregdo da regise I oruzando
kel
a reta x = j
Em » = k Lemos por (3,32 gque:

ehy N R ¢ O

v I ozt . Dara ¥ ow,

Y-

Loge toda sclugdc gue se indcia na regifco ¥ ¢ criuza a

reta x & R, ocruza esta reta oom & mesma ingclinasio negativa em

X P
direcins da regiio I.

¥

A

Fig. 3.8~ As regides 1, II, III, IV, e V, e
suas respectivas diregdes do sistema (322

dy ~3 ol 3
e %ﬁéﬁm}wp(x}

Para um x fixo & x » kR, iLemos gus Eﬁ%ﬁ% < O L, entdo:

8t
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Come as solugdes se movem para & esquerda na regiio V.,

Loy
S :gmiagiﬁz.g g% < O
Fat Ty .
Dara a8 solucSes & direita de x = R Isto isplica gue una wenl USROG

gque S inicie na regile V ird para 4 esguerda com sus inclinagdo
limitadsa, com isso devendo coruzar ¥ = kR gm oun tempo finitc, indo
pare & regiac I.

Agora iremos considerar a solugdo gue tem infcic em V &

CrUZA X = Rk oem y o= yi » onde w3 omax % » Chamaremos osta
CrSseteh

selucic de . Entdo T continua para a esguerda com umse inclinagdo

negativa, o de (3.3 Lemos:

S A+ v Oy .
mr.% up . s —— "‘"-"_ — 0
el 30y )

x Sask

v, 5y
desde gue [ permaneca na regidco 1. Portanto P deve cruzar a
jgdclineg dos prededores em um Lompoe finito, p&ﬁﬂaﬂdﬂ. pars &
regific I, Na regifo II, I continua andando para a ssquerda, mas
com inclinacio positiva, Como (0,v) (eixe-yd & uma solugide do
sistema, a sclucdo I' nio pode intercepbar o sixe-yw, eniao I deve
cruzar & isdcelina das presas num temps finito indo para a regiao

IT1. HNa regidc IIX, ' terd wuma inclinagioc negativa, = [ nado

=
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poderd interceplar o sixs-x pois este também & ums solugdo do
gistemns, portante 0 deve cruzar & isbclina dos predadores muuom
temps finite indo para a regifo IV, Agora I' tem uma inclinacBo
positiva, © como (R, 03 & um ponto hiperbdlice, " cruza a isdclina
das presas inds para a regido I abaixo de ¥, Portanio, desde que
~ . . & %
" nao pode se oruzgar, | deve espiralar asproximando de (x ,w 2,
Para mostrar & exisi8neoia de ciclos limites aplicarsmos o
Loorema de Bendixen - Poincard, o gual esiéd definido no Apéndice.
: sy ® W ny
O conjunte de pontos lindtes pode ser 0x .y 23 S nio
for, pele teorema de Bendixon ~Poincsré, deve sxislir uma orbita
fTechada, a gual &, pela nossa andlice, no minimo externamsnie
- #* # 3 < ot .
estével. Portanio se (x .vw 2 for instavel, entds o conjunic dog
pontos limites deve ser um ciclo limite.

Com isto nds podemos montar o seguinte osguens:

k-
Sy Cxﬁ,y 3 Foor: poademos Ler:

nenhums clclo limite
i

um cicle limite

sxternamnente estivel

um ponto de squilibrio estivel =

um ponto de eguilibrio instivel = com um ciclo limite inter-
ns & externamente sstivel

Examplo: Um oxenplo do =sistema (220 pode ser dadeo

utilizando a resposta funcional:

31
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PAxl om ﬁE% - @waxfﬂ} o

a2 gual & descrita na figura 3.6,

A& resposta numdrics sendo dada por:

gD = ool x
Pixy
MWWWWW
E A

Fig.3. 8- Fespozta funcional do exemplo.

¢ ecrescimentc especifico da oresa & 2 dade pelo

crescimento logisticeo, isto &

e O

g% . y{*y N aﬁyii _ ﬁmax/ﬁ}}’

a, o«

onds as hipdsteses (3,32 & (32.102 sdo salisfeitas, loge (2. 230 &

8
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um modelo de Ssuse gerneralizado,
Para simular  este sistema sm un sdorocomputador,
fixaremos ag constanies:

0.8 7 10

H
#

4

i

Gl o o= 02

t

2 OO ¥
e iremos variar & constante k para  mostrar  oas  vérias
possibilidades de estabilidade do ponto de equilibric Ex v ®

plancs de ase correspondenies, gue sac dados pelas seguintes

figuras:

DECLG LIMITE

Lol

Fig. 3.9~ Ddagranma de fage do sistens
B 28 con a% hﬁﬁ 10000, B R o= 2, D00

(o ponto (x .y 2 & ogltdveld, & <2 k =

-

4. 000 Yo ponloe {x v 3 & instavell.

=3
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TV~ O MODELO DE KOLHOGOROV,

I¥. i+~ DEFINICAO.

Uy models de dinBmica populacional de duas espécies fol
dadn por Kolmogorow em 1835 [38). Esie modelo usa o principio que
5 taxa de crescimento de uma espécie & proporcional ao nimeroc de

gephcies presentes. O modele € dade por:

@g%ii w w L, W
s 4.1
el £ :

com X 2 O ey = O,
Certas condicdes devem =er imposias a f & g tal gue x
. P ey
represenie sz presar @ ¥ o8 predadores, estas condigdes sdc as

seguintes:

daf.

1- fegea( =m@ {x20, yz053

0z daf.

fe g = Ci em & x> 0, vwi Q3

2~ Assmumiremos que para um ndmerc Fixoe de presas, a taxs
de crescimento da populagdo de presas diminui guando $e aumsnis o

nimeros de predadores, ou seja

BFCx, W
XV o on 4.2
ay

A~ Parz wuma taxs {ixa de predadores ¢ presas um aumenio
do mimero de predadores faz com que diminua a taxs de crescimento

da presas, om oulras palavras aumentande o ndmero de predadores

e 2.3
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* aumenta © nimere de  enconiros enire presa e predador.  Em
linguagem mstemdtics, & veriaglo de f a0 longoe de wum velor gue

parie da origem & negativa, ou seja:

BFC o, w3 B, w0

U, 4 ¥R, o, » K 0, para Lodo (a8 « a°.

4~ Para pequenas populagtes de presas e predadores

assuml rencs que 8 popul asio de presas aumenia, portanto:
FCO,05 > © _ C4. 47

Be Deve exiztir um nimeroe sulicientemente grands de
predadores para o gual uma peguena populagio de presas nio

émmnheg portante, para preservar a conbinuidads, temos:
B o> 0 tal que fCO,00 = O \ C4. 53
B~ Existe a capacidade do meio, isto &:
B3> 0 Lal que .0 = 0 C4, 83

7~ Come os predadores competen pelo mesmo Fecurso, se
fixarmes © nimero de presas o aumentarmos o nimeroc de predadores
isto produzird uma lenta taxa de crescimento dog predadores, isto
£

=24

Bl x, vl
ot Sl S A 4.7
&y

8~ Polas mesmes razoes da condigio 4.3, temos:

Bl x, y3 el 2, w0
by —--_—-—-méx -+ LY Way & 0 L4, 83

o
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oy - . o - £
ou. € WaCax.wd,fo a2 3 40, para bodo (o0 e @,

e P PO N .
Do e houwer ums popud asaoe de presas suwiclienie, s Laxs
. . . - . .
de crescimento dos predadorss sera posiilya, oa% ss houwesr DRDOUCRS
presas,.  mesmr havendos  poucoss predadores, Lerewmos umis Laxs

rergativa de crescimentc parz os predadorss, portaniod
2y > 0 tal gue glp,00 =0 4, 80

10~ B 2 % 3y o5 predadores se extinguiris, portanto:

5oy €4, 100

Tuas obessrvagdss devem ser feitas:
1o~ As conclucdes enconiradas por Kelmogorow (18362
e mais tards por Rescigne ¢ Richardson (188853 foram gus ou axisite
um ponto de equilibric estivel, ou um ciclo limite extiavel, ou
ambos., Estas conr  ugdes nio foram provedas por sles,  of

argumenios usados foram graficos.

Zg- Para x o= O, w 3> O lemos de £4.73  que
§§%§M < 0, w odde (4.8 Lemos dus Y gﬁ‘%@—y—z b0 uma

contradicio. Esta contradigio fol primeiro notads por Moy L19720,
gus sugeriu modificagSes no modelo a fim de gue permitsa uma
igualdade a zero no eixo-y. Em tal caso, enlrelanto, ol aponiado
oot Albrechi ® oubros CL87EY (2] que pode haver ums regiio de
sztabilidade neuira (iste & wuma regidc anular com  solugtes

poriddicasd,

o
i
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IV, &~ TEGREHMA DE EOLBOGOROV,
5]
Outras  condisgdes 530 NOUESSAT L85 DBANE  QUE  DODESSARCS
erpunsd ar & provar O leorems de Kol mogor o,
Amsumirencss ogue 4.2, (4.3, (4.7, 4.8 valham 5 no
. , . . 0 ) .
intericr de primeiro guadrante, 7, & gue o sinel < pm 4.7 sais

passado para %, & gue:

Com o~ 13 flx,00 < 0, para todo x 2 G, x » 73 (4,413
Co = o0 FLO,yD {0, para Lodo w 2 O, v o oo (4,120

Cx = ) 0,00 > O , para todo x 2 O, x = » (4. 13D

Com isto nds podemos enunciar © seguinte Leoorsema:

Teorema 4.1 (de Kolmogeorovi: S (7.2 a (4.132 {forewm

. - . - . N #® "
satisfeitas, entdc existe wum Unice ponto singular (x .y 2 de
o ® ; . oo ;
C4.42 s B, & s (x ,v 2 Tor instavel., entso sxiste pelo menos
a~ . L a {8 B o+ = F !
uma orbita periddica em €7, e nioc howver ume orbita periocdics,

et Ao {xﬁ}wa & wum atrabor globsl.

Para gue possames provar  este  Leorama necsssiiamos

pravar os segqulntes Leoremas:

# -
g~ A prowe doe  lesorema de  Kolmogorow & devida o #lbretoh el el

1.

Y
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B

Teoresma 4.8 s M,y o 20x,vd satislavemn (4.5 & 04,00

e de (4,117 & (4,13, antio.

id A& eguagio Fix.yd = O define uma Gnica Tuncio comtinua
W oo oplxd no intervale (0,8, tal que 002 = o , @2 = O & ¢ &

gstritamenies positiva & diferenciavel em (0,2 com;

dplxd Pl X3
e o4 -

£10 Em @F, 280%¥0
G

Gnica funcgdc continua x = @glyd no interwvalo [0, 4w, tal gue L0

0. A egqueio glx.yd = O define ums

= oy @ L) & diferenciavel em [0, 4+ com:

gl oy Koy
O % & < S

Frova: parie 10

Note gue para x > O, fx,v} & sstiritaments decrescenis
para 0 2 x { +x . Esis propriedadse. a gual chamaremos de porp. i,
segue da hipdtese (4,23, Pela prop.i, psra todo x > O hié no
maximo uma ¥ ¥ plx2 Lal que flx,.p(x02 = O {esta declaragio tamhem
vale para » = O pela hipdlese (4.1230. Como fOx,¥3 < U para x » f3
Lpor £4.1123, a prop.l implica gue o dominico de ¢(x2 estia contido
ne intervalo [0,/7). Também da hipdlese (4.11D flx,yd > O para O 3
® 48, e plxd deve ser estriiémante positliva sm [O,5].

SFU i
&y

implicita gue se o{x) & definida em algum ponto 2 em £0,xY, entic

Desnde gue # O em @0, mogue oo Leorema da funcio

gD & definida e diferenciavel num aberio contends 2, & neste

Qg



CAPT TG IV O MODELDO DE KOLMOGDROV

imlereal o

k3

FFC o, @l w3
dpl e Bx
e ST x, el X35
&y

P £4.30 com v &= ol») Lemos:

BFC 3, 90302

o
#x

géﬁxyﬁix}} O3 < O

Usando a hipdlese (4.8), cblemos:

%iw € g’ix} , C4.14D

no intervalo abesrio contendo z.

Agora para wum fixade > 0O, C4.3123 dmplica gue
O, atd P O Pela continuidade de fOx, w2 hid um & {0 < &> tal que
flx,a+ud > D, sempre gue O % x 5 & Como  flx,¥ > O para
0% » € &, Lemos pela conbinuidade de Fix, vy gue plxT & definida
2 limitada por vy + u no intervalo (0,81,

Seja 1 = (0,8 o maxime intervale asberio contendo &, no
qual pLx2 & definida, positiva = diferenciavel. De ineguagso

C4.142, Lomou:

F=) &) < ()

integrands de & a », onde & < x, @ x & T, Lemos:

gl x: £ EE&%E}X

&

Portanto, come 7 < [0,087, o0 & limitada em v Cpor ytu

S
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v e o . Fe i . .
& esguerda de &, coms Mol vislo, & por {%««MEV a direits ve &3,

&

Besta mostrar que £ = 2 ¢ gue plxd & continus em 0 & em
2. Seia {aﬁl’% uma sequencia sm T convergindo a F. Coms 2 segqudncia
{@{&“3} & limitada, esta contém no minime uma subsesoudnoia

{gla 2> convergente, & para Lal segulncia com:
1]

%zm @Qam,} w
30

Da continddades de fx.wD segus:

FCE.po = ;im f(aﬁjgﬁcaw}) = 3
300

Portanto oLF2 existe » pela prop.l a seqgudneis {wcaﬁ}}
pode Lter no mdxime um ponto limite, por isso a sequdncia &
convergenie a 03, Dai segue que ¥ = £, 5 LF2 > O, logs ¥ nac
& maximo, @ elx) € continue em . A continuidade de o(xF em O &
provada de maneira simllar.o
Farie $1i3:

Pola hipdlese (4.8, para (x,ywD = v,

Bl x .0} - BElx, ¥yt
i &y x

Como ¢ lado direlic & ndo negative por (4.7 %M &

positive em @°. Consequentemenie, pars tode a > 0 glx,od & uma
funcdo esiritamente crescents de x, @ portanic para Lodo y > O ha
noe méximo um x = @lyd tal gque Lx,y> = O, Seja u um nlinmero

positive fixe meonor qgue ¥, (4.130 fmplica gue glx-u,03 < O =

i00
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gloct, O3 > O, Pela continuidade de glx,y0, héd wm & » © tal gus
gly—u,wdr < O, & glyeu,ud > O zempre gus O 2 v % &5, Desta forma
gly) & definida » limitada em 0 S x 5 & & #EF » 0. ALé agul a
prove das parte {93 @ similar & prova da parte 13 com OF papels
de x e yw trocados. O teorema da fungdo implicita pode ser usado,

desde gus posirenos que §§g§i§z—> 0 om &7,

Iy

Seia v o= {0,F) o miximo intervalo aberico contends & no
gual ¢yl & definido., positivo, o diferenciavel. Comﬁ\%%%?égvﬁ O
@ §§%§L§3.> G em €%, temos qua-ggézz 2 0 em v. Ent3o:

oy 2 $EY > O, para v > &,

e ¢lvd nao pode se aproximar de Tero,

Usando 4,73 2 (4.8) obbtemog ¢ limite superior de ﬁ%&g&ﬁ

¥

come na prova de 1, @ a ineguagidc diferéncial implica gue &0y &

limitada om algum intervalo limitado, & se ¥ fosse finito, entio:

F w0, Ltal gue lim Lyl = o

¥l
Portante T deve mer wxt-encdido, & Lo i amos #1553
contradicio. Logo v deve ser (0, +xd, com ¢y) continua sm y = 0,

@ e (4,530 02 = . Iste completa & provae do Leorema 4.2.8

Hota 1: Se a hipdlese (4.72 & fortalecids a;

T, wd Lo
St AR LS 5 ¥
&y
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ant o ﬁg%ﬁi >0 eyt Lem umsd inversa deflinids om $%im,¢£y3};

il 4

cnde Lim #y) pode ser definido ou +w Portants g e ¢ & sic ambas
hER Aty '

fungdes de x. o

Nots 2: As hipoteses (4.72, (4.8 e a continuidade de glx,yw

podem 567 usadas pars prover gus o glo, v & wma  constante para
0 £ y ¢ +m As hipbteses usadas por Xolmogorswy (se assumidas no

guadrante Techaded leva a uma contradicao:

&g;;:,y) {0 e ﬁggg’?:’m > O no sixe positive de v.oo

Agors dols casos S3o posivels, ou ¥ 2 ff ou 2 > p.

Teorema 4.%: Se fIx,v) e gx,vd> satisfazem (4.2) 3 (4.8

e ode £4.112 & €4.13), @ se ¥ 2 B3, entic toda trajetdria de (4.10

comegands om o° aproscime do ponto (3,00 com L o,

: ¢ i s @
Prova: Pars podermos provar 285tie leorsme necessilamos dividir @

5 o P :
@m cinco regidses conforme 0% sinasis de § @ &

RBegian  1: £Cx,y0: flx,yd < O, glx,yd < O3
II: €Cx,¥3: fOn,y> > O, glx,y3 < O
ITET: L=, y3: Flx,yd » O, glx,wd > OF
IV: £0x,v2: fix,wd £ 0O, glx, w3 > O

Vi <Cx, v FOx, v, yd € 0 = CIIDWIVD.

Nesta prova usaremos somente Lrés regides I, II, e IV,

desde gue 11T & agora um conjunto wvazic., Estas regifes e as
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4 . gt v . ar . -
inclinegdes das trajetdriss sm cada umae das regides zsoe mostradss

na fig. 4.1,

g{O
¥ /,
A .
- e 5
EE CREL IIRVES et gre % % Py
¢
/W;M GrE

N bo\

w0l or ®

Fig. 4.1~ Interacic presa predador com a
inclinagdo dazs trajeidrias mostradas nas

regides I, 11, ¢ IV guando (4.12 a 4.9 e
4,110 & C4£.13 sic satigleitas, & ¥ > /A

Az inclinagdes daz trajetdrias ne plans xy 3o dadas

DO
gy . YgLx, ¥
dx © XfTR, v ca.1e
Note gue a inclinacio das itrajetdrias qus comegam om
#lx,y2 = O ou 3 esquerda de glx,¥y? = O com ¢ = O, permanecsri nas

rogides I e II para ¢t > 0. Alédm disso iLodas as itrajeldrias devem
se aproximar de (2,00 com ¢ —s +w De falo, trajstériss em I se
movem para baixo & pars & esguerda, em diregfo a flx, v % O, »
trajetérias em Il movem-se para baixo e & direits (vejs as sebas
na Tigura 4.10. ﬂTrajatériaa om I e 11 devem se aprowimar de um

ponto em FUx.¥d) = O, O Gnico ponto possivel & (2,03, visto gue

103



CARPITULO 1V € MODELD DE KOLMOGOROY

menhum outro pondo sm fCsx.ywh = O & un ponlo singular.

fosLr Aremos agora gue ume iLradeldria gue comsce em IV
wruza a curva x o $Lyd. Suponba an contrario, gus a Lraistdria
CxC e, w0 EoD com {x{O3,p0000 em IV ndo cruze x = gLyl para algum i

pozitiva. Com isso Lemss que g%%&i > £ e poritamto w3 > (00

para todo £ 0> 0. As hipdleses C4.80 & £4.8), (4.110 & (4.13 o
¥ £ £ Jjuntas implicam que:
max {FUX.w0: v 2 w0 g x 2 ¢lydr € 0,

oL Sefan

H k& » O Lal gue FOxULD U IE23 < wkg, ¥ ¢t 2 O C4.3580

desde gue pars todo & 2> O

Fed . o3 @elx,yo dx(id Bela, Wi dyl LD
g{{@f«xf £3,wl iﬁ] = { 5 T + - 5 oets O
b a1
ol ,
o . b8l y0 Bl o, 5l .
‘a‘z{ﬁ(?ﬁﬁﬁj} ,yﬁ 3:3] = [ WW f{x,yﬁw B3 W g(x,y}y Eset) [
VES AT

Pela hipdlese (4.7 ¢ teorena 4.2 parte 11D, Lenos:

ALY, pEddY < Ry ¥ L > O €4, 172

cride hz = oaglxC0n 0032 > O

Consideremcs agora a fungio Vix,yd = xay, onde o = k@f&i

e portanto g > 0. Derivando VOx,y) em relagdo a i, Lemos:
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E T

O HODELDO DE RKOLMOGOROV

w OWOG w3 el i) SV, D dull 10

244

SO, xay P ¢ NI A *

GVEx, 3D
@i
Portanto:
xC ¢3¢
Craz
Wi id %

B a1 & d1

ax™ gy fCa, D 4w gl Wy

i

i

ax®yfOo, yd + xygl, wd
FCx,y2 » O, & glx, v » O, entdo:

2 O, para todo ¢ > 0,

% w0 CD .

i3 % ¢, onde O

. pars todo £ 0> O

P S Ay

Fig. 4.2~ Interagic presa

predador

come na fig.4.1 com a regiso de confi-
naments wsads na provae do Leorsma 4,3
sounbresda.
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Consequeniemnente 5 trajetdria OO, 303 para ¢ » O
permanece npa regidco {mosirada ne fig. 4.82 limitada pelas curvas
wom i, yw o= Cox, e ox = . Pelo teorema de Bendixon FPoincoars
eata regiic necegsariamenie contém um ponto singular. Logoe temos
wma contradicdo, pois como » 2 fF nBo hd ponte singular om o,
Trajetdrias gque comecen om IV deven passar pars & regise I o se

aproximar de (B,00 com e 4o 8

Hota 3 O Leorema 4.3 mostira que se » 2 & »nt3o a populacio de

pradadores val a zero. Daguli parsa frente assumiremos que (4.100

vale, ou seja

£ >y

Agora if podemcs provar o Lecorema de Kolmogorou (4.13.

Prova g8 (4.12: Um pontlo singular em &” & uma solugdo do sistoma

de squagdes:

fi
o

FCxc, WD
B, w3

#
&

isto & sguivalente o um ponlo () ,v) para o gual v & um zero da
fungao:

Foyy 87 geacyn,w

Mostraremss gue & fung%o FCyd, a gual & definida o

continus em [O,+ 1), & estritamente decrescents, com F(OX > O, e
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para y suficliente grande Fluwd & negativa, Fortanlio hd exatamente
: (&
ure ponto Singular em Q.

Derivands FUu) Lemos:

GFCyd  @FCwd w3 dghld | 800D, v
iy e a2y &y

L0, @ de (4.3 temos:

De C4.2) temos gue W

FRCEYI 0 | BFCH I Y
2 &y $L

Do tecraema 4.8 Lenos:

¥ 1 -
s =7y Bl
wy
Portanto:

DFCPCYD, WD dglyd | _ BfCELyD, D

dx vy LAY
g
BFLPLYd, 0 dlys | BICHED V2 g
& iy sy
Loge dg;y) < 0, antido FLy) é ssiritaments decrsscente.
Além disso, FOOI = (03,03 & pogitive, pois @03 = p o as

hipMeses (4.112 ¢ (4,100 juntas implicam gue §{p,03 > 0. Se v &

um nOmero maior que max L xD, segus que SR, vd & negativa.
OSwsy

ot ‘*
Consegquantements i exalamente um y > O tal gue Fiyw) I
¥ # LI T ..
Tomandoe x = ¢ly I, o ponto (x ,vw 3 & © dnico ponto singulsr en

>

@7, Os pontos (0,0 & £8.00 s3o os i oo pontos singulares nDa

fronteira de @ Az gualros regides (I a IVD o as inclinagfes das
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i

trajetdrias om cada uma sho mostradas nz Digurs 4.3

et

Fig. 4.3~ Interacdc presa  preadador

guando (4.8) & (4.137 s3do salisfeitas.

sdries de mais nada, npote gue trajetdrias no sixo X
prosimas & (0,00 mo emse (scbre o elxo >3 pars longe do ponio
singular (0,0, & trajetdrias o eixe v prowimas a 00,00 movem-se
em direcic a 0,08, Trajetérias em &° prowimas a €G,00 terieo uma
components de seuy movimenioc apontande para fora deste ponto.
Portants, o retrate do plans de fase local das trajetdrias em @
provimas a (0,00 & de um =mstor de hipérbole C(figuar 2 22,
Similarmente temos maiz dois setores de hipdrbole em @ prosimos
do ponto (3,03, separados por uma trajetdria I' o o, gue  Lends
para (F,00 com fes -

Da figura 4.3 temos gue se (X0, w03) estiver na regiso

IV a Lrajeidria que se inicie, ou passe, nesle ponto Lerd sua

diregio para cima e para & esqguerda, portanto ou se aproximam de
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{Zxﬁg}:w:}p DU Crumam & ourwva x o= @iyl horizontalmente, paszando
pars a regiasc I.

MNa regide I a trajeldria terd uwsa diregSe para baixe @
para & esquerdsa, @ COme a Lrajeldria ndo pode oruzar o eixe ¥,
Ltomos gue @la ou se aproxima de {Ixﬁ;y%» ou ela oruza & ocurva w o=
P> verticalmenie indo para a regise I1.

A4 trajetdria na reglio II toma & direcdo para baixo e
para a direita, e come e2la nie pode oruzar © eixe x, temos que
@wla ou se aproxims de {Zxﬁ,y&}, U oruza novamente a curva x O=
#wd horizontalmente indo pa‘ra\ a regido 111,

Na regifc IIT a direglo da trajetdria é para cims & para
& direita, portanito as irajetérias ou se aproximam de (x*,y&% et
cruzam a curva v = plx2 indo para a regifio IV,

Com msta analise podemos concluir gue iix&}yﬁ) ocu & um
ponte de equilibrio estével, ou um ponbo de equilibric instavel,
mas nac um pohic em sels (ponto hiperbdlicol.

Agors considers a trajetdiria . Se [ permanece
intwiranente em IV, onldo com ¢ -~ +w ' deve Lender a (xﬁ.,ywl‘&,
come (ol mostrado acima. Nests caso nBo hd uma érbita periddica.
& concluimos gue Ltoda trajeldria em ©° se aproxima de ix&,yw:} com
i s chon,

Se I” ndo permanscer na regiao IV, seja Cflns,ve ©
primeiro ponto na qual I atravesss glx,yd = 0 passando para a

regido I. Considere a regido P limitada por I de (8,00 a

1GE
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Clm2,md, pelo segmenio horizomtal » = g, O S x £ ek, ¢ pelos
segmenlos de coordenadas O 0% x < B, v = D, & O 5 v £ n, x o= O
Cver fig, 4.5, Uma trajstéria gues perpanece fora de P
aumentando-se {, pode nem passar ciclicamenie alraves de 1-1V e
@ ﬁe.apraximar e {x¥§y$}A Portants uma brajetdria em 0% deve
gnirar em P. Além disso, trajstdriazs de (4.12 ou cruzam a
fronteira de P do exierior para o inlerior, ou pergpangcem ha
fronieira de P. & conclugio gue temos com o tecrema de Bendixon -~
Poincaré & oue ha no minimo uma dSrbita periddica em P, ou todas

o fa o , &
ag Ltrajetdrias em © deven se aproximar de {x ,v 2 com 1 o+ 4o

FIG, 4.4~ Interacio presa predador
com duas cenfiguracdes possivels o
@ b para & regiac P,

e

Corolario 4.1i: Se &5 hipiteses 4.2 & 4.13 valom =

. B ] X - A . N , . R
£x ,y 2 & instavel, entioc sxiste uma Srbita periddica exterior

que & semiestivel para © lado de fora, e uma orbita periddica

110



caFITULD IV O MODELD DE XKOLMOGOROY

interior gue & semiesiiével para deplro. se hé uma Gnica drbits

pariddice sla & esilivel.

Prove: Desde ogue ix*,ywﬁ & instivel por hipdlese & nfo & ponto
sela, oxiste uma regiio suficientemsnte peguena A, com {x*,yw} I
seu interior, ial gus toda trajetdria de 4.1 comegando em A cruza
a Tronteira de A do intesrior parz o sxisrior com {es -+, cono
mostra a figura 4.8, Poriante a regifc P7 = P - 4 tem a
propriedade gue toda a trajetéria gntra em ' do exdericor para o
interior e nic sal de P°. Aléwm do mais. P’ nio coniém ponios
singulares. Portanto P, & gual & limitada, contém uma Srbila
sxterna e wuma Orbita interna com propriedades fimas  de

sotabl lidades.

FIG. 4.8~ Interagio presa predador com
as regides A e P, usadaz na prova do
colorario 4.1.

1115



CAPITULD 1V O MOLELO DE KOLMOGOROV

Exenplo: Considerenos as seguinies fungdes (sugeridas

por Molling:

i

FOa, 30

r { i -

B OUX o~ o3
EEXYD T TSR T =)

M
Sonsmosand
¥
# 1
£

]

comr =22, =i, a=10, ¢ = 20 e k& = $30.
Para mosirar que estas fungdes formam um modelo de

Folmogorow, Lestarewmos cada ums das condicfes do modelo:

i. Claramente nota ~ se que f ¢ g satisTazesm ssla
condi gdo,
P giﬁf&ﬁi.m - 1 < 0,
X+ o
> 373 »
Cx + oD
- . DX _ __ay ¢ o

4y FCO,0D = > O

B FlO,an = p - g = O o o4 T oo

£, Fu02 = rii - L o+ & = 3w {37 R
* ’ 2 7+ oa

7. 2820 o <0,

.z
e
a. agii,yﬁ . &giipy) = Cen gazk s B
T + o
O, gy, 0 = - FEX T E o=

T ¥20(y + a3

iig
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10. 8> % = k > c.

11. Cx - [DFCx,00 = Cx = Mr{i - g}
- _ " P
= g;(:x Fo3 R &

12, Ly = e FCOW = £y = ard { - g} 2wy = gpd
ooy - ard® ¢ o

s Cx - 23
Lo 4+ ol + o

i

13, Cx — pldglix, 02 Cx ~ &2

mer O — c}z

e v v SR

O ponto de equilibric deste sistema & dado por:

#
x*mcay mr{iﬁi}ic%a},

4
que neste sase sfe x = 20 e 'y* = 4G. A matriz Jacobilone nesie
ponic &
- E S L -
5 P2 T+ o i 30
GO,y 4= 2 = 1
Csa + sacd 0 = G

ﬁ»::*-%-{x::z

cujos avtovalores sio dados por:

A o= ot . Y-E5a
2 | T80 T iws 7

que B30 Iimeginarios com pParte real posiliwva, Portanto {xﬁ‘,}gﬁ} &
instdvel » Sendoe assim podemos aplicar o iLeorena de Xolmogoro,
loge existird ume Srbiia periddioan.

Simularesos éeste sistema usande o Progromn Trocoador de

Diagrama de Fose (1861 que nos dd o seguinte diagrama de Tase,
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o

N,ﬂ*‘"—”*"“%m\% SEULEr LiETE
e T ) q_“"-.__'_'\
¥ 5 T ::':\k‘%\
/ S .
=, oy e,
i [ S ey e

FIG. 4.6~ Diagrama de fase do exenplo
do modelo de Eolmogorov.
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APENDICE.

Ar Sistem: Linear Autaonomo,

A 11 Fostabilidode de Um Sistems Linsar Aubdoomo.

Consi derenos © sisztema linsar auldnono:

B - 8 x , com xCOY = x . CA 1D
A i Py
ande x & um vebor linha x = ix;,xz,,.‘,xﬁ}, & B uma malriz nwn de

Ltermos constantes.
Um ponto de egqullibrio do sistema (A 13 & uma solugdo do
siztems tal gue:

Al £
= <9

No caso og pontos de equilibrio sio solugdes da equagio
algébrica:

B = O

Definicice A.l: Um ponio de eguilibric ®, & dito estdvel

quando pars cada £ > 0 & possivel encontrar um $ > O tal gue para
gual quer solugic x0i2 do sistema (A 17 satisfazendo:

Boxf® - x 4 < &, entdo I x(i2 - x 0 < & para

Lol 202 0,

Definicio A2 Us ponts <de seqguilibrio X, der sistems

LA1D & aszinisticamenie ssiduel, se & sstavel, ¢ ze sxiste um
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TmET o &, % 0 tal gue para qualguer sol voao x40 onde:

Tomos Lambém oue:

Tim # 203 ”X@ B o= 0
£ -uges

Isto &, as trajeidrias nio somente sfe vizinhas do ponto

de equilibric, mas também tendesm a esle ponilo,

Definicie A, 3: Um ponto de equilibrio ® o que nao &

estével & denominsdo tnstbusl.

A. 2t Solucio do Sistema Linear Auldnomo.

A soluglo de (ALY & dada por:

® @t& ' LA.DD

»

] s s £
onde & ., B sendo ume mabriz oo, significs a série convergente:

v wg_ia‘i

g = % 2 o A3
oot B

Desta forma podemnos ter o seguinfe critério:

S todos oz caulouvalores de A Liwuverem a parte real

2 purie recl peositiva, x & instbvel, $e nenhum aulovalor Lem
parte real positive, mas Wi ou nals tem parts real nula, enido se
og guiovalores com parie real nula fem wwa divisdo elementor

simples (isto &, hé wn auiocvelor independents relacionuadoe com
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cada wne dos cutoualores com suas resgeciives muliliplicidades’, x
L4
& esthuvel, mas se algun dos aquiovalores com parte nula ndo Lem

divisde elemsniar simples, % & instavel.
L]

B: Sistemas (Gaase ~ Lincarest

Consideremos o sistoms aulonomo:

dnfl &3
= FUx> CA. 42
com x = 0O como ponto de equilibrio Cisto &, 000 = DY, & numa

vizinhanga da origen tanha a forma:

dxl £

I = B + Flxd C A B

ande & & uma mairiz nuxn, & FOxD satisfaz:

i3 FLOD = O,

££3 ﬁgixﬁ ¥ continuas para o = 1, &, F,.... n,
i
Fiixﬁ
Lim T G, para todo i
e}

Hegsie caso dizemos que o sistems & Quase Linegr, ou seja
a fungic fLx3 & sabisfatorizmenie aproximada pela fungio linesr

Ax provime & origen,

Fode se sosirar gue préxima & orlgen o sistems quase
lingar se comporia come se fosse um sistema linsar, ou sejs 2
sstabllidade de un ponto de equiibric do sistema guase linesar @
el valente a estabdilidade do pontlo de egquilibric do sistena

linear assoclade 8x, et guands A admite autovalores

e
bak
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imaginadrios puros.

¢ Fungdes de Liapunov:

Seja VUx? uma fungdo escalar de n componentes de X. A

derivada de Wxd ac longo das solucdes do sistema A 42 & dada

LT
i}
Lei ke o B SO
W - “W f}v{:?—’(:} "‘:ﬁx. (&3]
Lo d v
é@%ﬁz represanta como FUx) muda {oresce ou decrerosl ac

longs das solugoess de (A 43,

VixD3 & dita positiva definida se YOI = 0 & [ora da
origen, mas num dominio D contends a origem, Vixd > O,

Suponha gue (A4 tem um eguilibrio em x = O, isto &,
FCO3 = 0, Seja FOx uma Tungdo definids positiva em D, seja O <o D

uma subregiio de D contends a origem no seu  interior:

LTS . .
. Se —5~~ <0, x e ent3o x * 0 & wstivel.
el i . -
2, Se i < G, x & 5 entio x o= O &
. L. * s “uy
assinbobicamenie estavel , ¢ & reagizo de alragao contem (4
AW P c .
3. Se —m > 0 L ox o= O entic X * O & instiwvel,
-?;?jij i A } R & . i o
Noo camg guE o SO0, Vixd e chamads  Fungdo  de
. ¥ T w . -
Liggunoy., Tamben S8 copeoee 2 O, x & I, entas & origem @ um

o
[



0 Had BT OllIOan, & BURBE SULIATOEE T
3 . :

&
i
&
[
it
e
pio
i
i
i
P
0
{4
@
3
P
3l

i)
g
[
g}
:‘1}

il lia de curwvas Vixd =

O Teoresms de Bendixon « Polncare:

Ha muiitos Ltecremas que indicam a ewistdéncia de solucdes

P 4 . ] T X v L -
periddicas de um sistemma avionono de esquagdes diferencials sm
duas dimencdes. Usaremos o iteorems de Pendixeon -~ Poincare.
Asgumiremse a exisidneia e unicidade das sclugdes, nesie caso
- - R . . N o

assumi remos também que as solugdes s3o extenciveis (isto &, elas

gxizsten para itodo o lempod, e defliniremos alguns concellos.

Definigde A.4: "Seja a solugio CUiD = {xCid,y(i2r do

zistema:

el L3

Sy = FOX, 0

AT

B S0 B

W L ’-’3{3@9}):}
unicamente determinada pele ponto inicial Ex(@),yi@ﬁ} = 0Oy,

DMremss guse um ponto é:{ﬂ;r;&‘:} & um ponto limite da solucio se

houver ume seguencla monoldnica tarbortose s 5 tal ques
iim {4 =
0

21

lim CCe > = lim {x«:a:‘zbyczzg = Cg_.m> "
o400

Definigie A.5: * O conjunte de ponics limites das

its
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trajetdrias CCLY serd chamads de .7

Com estas definigdes podemos enunclar o Leorems de

Bendixon — Poincoré:

Teorema A.1: (de Bsndixon ~ Poincaréd: ¥ Seja L2 uma

solugio de A7, = para algum tempe a trajetdria CUIY perienga a
um conjunto limitado » fechado ne planc. Se o conjunto de pontos
Limites © nde conten pontos oriticos. entfos

L3 LY @ uma Orbita periddica;

e

113 € & ump Orbita periddics.

e L for ums arbita p@riédisa, @le & denowdnado de oicleo
Limi Le,

Hio denmosiraremcs »ste tleorems, pois foge do obletive
gester  trabsibo, mas €la pode ser snconirads no Cap 18 de

Codddi ngton o Levinson (101,

E: Ciclos Limites:
Uma ocutra definiglio mails geral pode ser dada para cicle
1imi L

Definicio A B: Uma curva fechada no plano de fase que

e et B N et LA

tam ourvas nio fechadas espiralands em suya dHregdo, ou  por
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denbro, ou por fora, gquando t-+ @, & denominada Crfcle Limiie,

Se todas as trajeldrias que comnscen proximes m uma
trajetdria fechada (deniro e foral se espiralizem em direcdo &
trajetdris fechads ocom ¢~ 0w, dizepos gue © ciolo limite =
watavel .

Se as trajetdérias em um lado se sepiralizam en direcio &
t?agﬂtéria. foohada, # no oubtro lado se afastam da itrajetdrias
fechada, com ¢ ~s m, dizemos gue o ciclo limite & semi ~eslivel .

Se as trajeldrias em ambos o% Jados da trajeliria
fechads se¢ sspiralizam para longe, com {0 e @, dizemos gus o

ciclo limite & instdvel.
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