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Resumo

A resolucao estavel de problemas mal-postos discretos requer o uso de métodos de re-
gularizagao. Dentre varios métodos de regularizacao existentes na literatura, um dos mais
utilizados é o método de regularizacao de Tikhonov, cuja eficiéncia depende da escolha do pa-
rametro de regularizagao. Existem véarios métodos para selecionar um parametro apropriado
tais como o principio da discrepancia de Morozov e métodos heuristicos como o critério da
curva-L de Hansen, a Validacao Cruzada Generalizada de Golub, Heath e Wahba e o método
de ponto fixo de Bazan. Problemas mal-postos discretos de grande porte podem ser resolvi-
dos por métodos iterativos como CGLS e LSQR desde que as iteracoes sejam interrompidas
antes que a influéncia do ruido deteriore a qualidade das iteradas. Esta é uma tarefa dificil
que ainda nao foi abordada satisfatoriamente na literatura. Em uma tentativa de atenuar
a dificuldade na escolha da iteragao de parada, tais métodos podem ser combinados com o
método de regularizacao de Tikhonov gerando os métodos hibridos como GKB-FP e W-GCV
(ambos usam a matriz identidade como matriz de regularizagao).

As contribuigoes desta tese incluem primeiramente novas informagoes referentes ao algo-
ritmo GKB-FP e como este pode ser eficientemente implementado para o método de regu-
larizacao de Tikhonov com a matriz de regularizacao sendo diferente da matriz identidade.
Como segunda contribui¢ao tem-se o desenvolvimento de um critério de parada automatico
para métodos iterativos para problemas “de grande porte”, incluindo meios para incorporar
informagoes a priori da solu¢do (como regularidade, por exemplo) no processo iterativo.

O método de regularizacao de Tikhonov usualmente esta confinado apenas a um tnico
parametro. Entretanto, alguns problemas apresentam solucoes com distintas caracteristicas
que devem ser incorporadas na solucao regularizada. Isso conduz ao método de regularizagao

de Tikhonov com multiplos parametros. A terceira contribuicao desta tese é o desenvolvi-

X



mento de um método baseado em iteracoes de ponto fixo para a selecao destes parametros e
um algoritmo do tipo GKB-FP para problemas de grande porte.

Por fim, os resultados tedricos obtidos nesta pesquisa sao avaliados na construgao de
solugoes numéricas para diversos problemas como restauracao e super-resolucao de imagens,

problemas de espalhamento e outros obtidos de equacoes integrais de Fredholm.



Abstract

Discrete ill-posed problems need to be regularized in order to be stably solved. Amongst
several regularization methods, perhaps the most used is the method of Tikhonov whose effec-
tiveness depends on a proper choice of the regularization parameter. There are considerable
amount of parameter choice rules in the literature; these include the Discrepancy Principle
by Morozov and heuristic methods like the L-curve criterion by Hansen, Generalized Cross
Validation by Golub, Heath and Wahba, and a fixed point method due to Bazén. Large-scale
discrete ill-posed problems can be solved by iterative methods like CGLS and LSQR provi-
ded that the iterations are stopped before the noise starts deteriorating the quality of the
iterates. This is a difficult task which has not yet been addressed satisfactorily in the lite-
rature. In an attempt to alleviate the difficulty associated with selecting the regularization
parameter, iterative methods can be combined with Tikhonov regularization giving rise to
the so-called hybrid methods such as GKB-FP and W-GCV (both using the identity matrix
as regularization matrix).

The contributions of this thesis include further results concerning the theoretical proper-
ties of GKB-FP algorithm as well as the extension of GKB-FP to Tikhonov regularization
using a general regularization matrix. Apart from this, as a second contribution, we propose
an automatic stopping rule for iterative methods for large-scale problems, including the case
where the methods are preconditioned via smoothing norms.

Tikhonov regularization has been widely applied to solve linear ill-posed problems, but al-
most always confined to a single regularization parameter. Nevertheless, some problems have
solutions with distinctive characteristics that must be included in the regularized solution.
This leads to multi-parameter Tikhonov regularization problems. The third contribution of

the thesis is the development of a fixed point method to select the regularization parameters

x1



in this multi-parameter case as well as a GKB-FP type algorithm which is well suited for
large-scale problems.

The proposed algorithms are numerically illustrated by solving several problems such as
reconstruction and super-resolution image problems, scattering problems and others from

Fredholm integral equations.
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Capitulo 1

Introducao

Inicialmente descreveremos o tipo de problema que sera abordado neste estudo, isto é,
suas origens, dificuldades e como contorna-las. Na sequéncia, apresentaremos os principais

objetivos desta pesquisa e como os resultados estao organizados.

1.1 Motivacao

Diversos processos e fenomenos fisicos das ciéncias e engenharias sao descritos por um
conjunto de informagoes denominados de entrada, sistema e saida. O termo entrada se refere
a incitacao, ou estimulo, fornecido ao sistema que ird, através de suas propriedades, produzir

uma saida, conforme Figura 1.1.

/ g
—_— Sistema —
Entrada Saida

Figura 1.1: Modelagem de um processo fisico.

A relagao entre o processo fisico e sua modelagem matemética é, usualmente, descrita

através de equagoes do tipo

A(f) = g, (L1)

em que A : F — G é um operador, possivelmente nao linear, f € F é a funcao de entrada



do processo e g € G é a funcao de saida, com F e G espacos apropriados. O problema
de calcular a resposta (ou saida) de um sistema, dado o modelo e a funcao de entrada, é
conhecido como problema direto. J& o problema inverso, consiste em determinar a causa (ou
entrada) desconhecida a partir de efeitos desejados ou observados. Em outras palavras, sendo
conhecida a funcao g e o operador A, o problema inverso corresponde a inversao do operador,
caso exista. Nesta tese trataremos apenas de problemas inversos lineares.

Em problemas praticos, a funcao g é, usualmente, obtida experimentalmente. Como con-
sequéncia, em vez de gexato, dispomos apenas de uma aproximacgao g que contém imprecisoes

oriundas do processo de aquisicao de dados, isto é, ¢ = Gexato + €, €M que

lell < 6, (1.2)

onde ¢ depende da precisao dos instrumentos e a norma escolhida depende das caracteristicas
do problema.

Na resolucao de problemas inversos, uma andlise prévia com relacao a existéncia, unici-
dade e estabilidade de solucoes deve ser realizada. Tal andlise é de vital importancia pois, se
a fungao g nao pertence ao espaco imagem do operador, entdao (1.1) nao tem solugao. Outra
possibilidade é que o operador A seja nao injetor, caso em que podem existir muitas solugoes.
A estabilidade é necessaria se desejamos assegurar que pequenas variagoes nos dados produ-
zem pequenas mudancas na solugao. Estes trés quesitos sao a base do conceito de problemas
bem-postos, cuja nogdo remonta ao inicio do século XX quando Hadamard [53] definiu que

o problema (1.1) é bem-posto se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
i) existéncia: dado g € G, existe f € F tal que A(f) = g;
i1) unicidade: dado g € G, existe unico f € F que satisfaz (1.1);

i) estabilidade: a solugdao f depende continuamente dos dados, isto é, o operador A~1 é

continuo.

Se alguma destas condigoes nao for satisfeita entao dizemos que o problema é mal-posto.
Problemas desta natureza aparecem na forma de problemas inversos [3, 31, 43, 87], e os

encontramos nas mais diversas dreas como acustica [126], astronomia [37], tomografia com-
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putadorizada [108], geofisica [101], biologia matematica [38], processamento de sinais [139],
espalhamento de ondas actsticas e eletromagnéticas [33, 36, 74], problemas gravitacionais
[67], inversao da equagao do calor [29], restauragao de imagens 1D e 2D [72, 129], estatistica
[132], sensoriamento remoto [5], 6tica [17], dentre outros. O exemplo tipico de problemas

mal-postos sao as equagoes integrais de Fredholm de primeira espécie [52]

/bK(s,t)f(t)dt =g(s), c<s<d, (1.3)

com K(s,t) : [c,d] x [a,b] = R, e g(z) : [¢,d] — R, fungdes continuas.
A resolu¢ao numérica [65, 68] de problemas lineares mal-postos geralmente conduz a um

problema de minimizacao do tipo
Jfrs = argmin [[g — Af]}s, (1.4)
feR™

em que a matriz A € R™"™ m > n = posto(A), tem seus valores singulares decaindo para
zero sem que haja um salto notério neste decaimento. Além disso, o vetor de dados é da
forma g = gexato + € € R™ em que gexato ¢ 0 vetor de dados livre de erros, e desconhecido, e €
é o ruido (ou vetor de erros) proveniente de medigoes, erros de truncamentos, etc.

A caracteristica tipica da discretizacao de problemas mal-postos é o elevado nimero de
condicao de A, denotado por k(A). Em virtude disso, pequenas alteragoes no vetor de dados
g podem produzir grandes variagoes na solugao. Hansen [63] definiu esse tipo de problema
como sendo Problema Mal-Posto Discreto. Nesta tese, estamos interessados em construir
solugoes estaveis para problemas mal-postos discretos de grande porte. Por problemas “de
grande porte” consideramos aqueles no qual o cdlculo da SVD de A (ou a GSVD do par ma-
tricial (A, L)) é computacionalmente invidvel e isso, naturalmente, depende do equipamento
(processador, memdria, etc.) disponivel.

Como estamos lidando com problemas mal-postos discretos, a solucao frs = Afg (em que
A" denota a matriz Pseudo-Inversa de Moore-Penrose de A) raramente aproxima a solucio
desejada foato = Al Gexato (60, 65, 68, 72, 87]. Na Figura 1.2 exibimos esta observac¢ao. Os
dados foram obtidos através da discretizacdo de uma equacao integral do tipo (1.3) que

modela a restauraciao de imagem unidimensional. A matriz do sistema satisfaz A € R512X512,



k(A) & 4,4 x 10%°, e o vetor de dados satisfaz ||¢|la = 0, 01]|gexatol|2-

9

x 10
1.5
0
1
0.5 -5

-1 0 1 -1 0 1

Figura 1.2: Solugoes fexato € fLs para um problema mal-posto discreto.

Uma justificativa para este fenomeno vem em termos da Decomposi¢cao em Valores Sin-

gulares (SVD) [51, 77] da matriz A. Como bem conhecida, a SVD de A é dada por

2 T
A=U VvV, (1.5)
0
em que U = [uy,...,u,] € R™™ eV = |vq,...,v,] € R™™ sido matrizes ortogonais e
¥ € R™™ é uma matriz diagonal, ¥ = diag(oy, .. ., 0,), com os valores singulares ¢; ordenados

de modo nao-crescente, o1 > --- > g, > 0. Assim, a solucao frs é dada por

n T n T
U; Gexato u;
fLS = ATQ = ATgexato + AT‘E = 5 i Jexat Vi + §
=1

o; o;
i=1 v i v

“vi. (1.6)

Assumamos que o vetor de ruidos tem entradas aleatorias, com distribuigdo normal, média

zero e variancia especificada. Assumamos também que a Condigao Discreta de Picard (CDP)

[63] é satisfeita, ou seja, que os coeficientes de Fourier |ul gexato|, em média, decaem a zero

mais rapido do que os valores singulares. Estas hipéteses garantem que existe um k* tal que

T T T T .

|u; g| = |U; Gexato + U; €| & |u; €| &= “constante”, i > k. (1.7)

Portanto, para valores singulares pequenos, temos que |ul¢|/o; > 1, e como consequéncia, a
solucao frs nao é de utilidade pratica pois a influéncia do ruido é dominante.

Para calcular solucoes estaveis, isto é, solucoes em que o nivel de ruido nos dados é

mantido sob controle, algum método de regularizagao deve ser utilizado. Um dos métodos de
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regularizagao mais conhecidos, e também um dos mais antigos, é devido a Tikhonov [52, 131].

Neste método, a solucao frs é substituida pela solucao regularizada fy
i = sugmin {lg — A1} + ¥ILSIZ}.
6 n

em que L € RP*™ é a matriz de regularizacao e A > 0 é o parametro de regularizacao.

A escolha do parametro de regularizacao pode ser feita através de diversos métodos
[9, 15, 49, 56, 57, 83, 86, 88, 95, 104, 123, 124, 138]. Estes métodos sao separados em
duas classes: métodos que exploram conhecimentos do ruido e métodos que nao exploram
estas informacoes, chamados de métodos heuristicos. Métodos da primeira classe incluem
o principio da discrepancia (DP) por Morozov [104] que é, provavelmente, o método mais
usado quando temos uma boa estimativa para a norma do ruido, o método do erro mondtono
[1, 56, 138] e o principio do balanceamento [93]. Métodos da segunda classe incluem o cri-
tério da curva-L (LC) de Hansen e O’Leary [73], a Valida¢do Cruzada Generalizada (GCV)
de Golub, Heath e Wahba [49] e um método de ponto fixo (FP) de Bazén [9]. Contribuigdes
mais recentes incluem o uso de ribbons [24, 26, 27| para aproximar a curva-L e a GCV com
peso [34]. Outros métodos também podem ser encontrados em [7, 55, 62, 65, 85, 142].

O parametro de regularizagao escolhido pelo método DP depende da norma do ruido e,
sob algumas condigoes, 0 erro || foxato — fi|| converge para zero quando ||¢|| — 0 (veja [43]).
Infelizmente isto nao ocorre com métodos heuristicos e, como consequéncia, estes podem
eventualmente falhar. Porém, isso estd de acordo com um resultado devido a Bakushinski
[4], que diz que métodos que nao levam em consideragao o nivel de ruido estao sujeitos a
falharem, pelo menos para alguns problemas. No entanto, estes métodos sao amplamente
usados em aplicagbes reais. Sugerimos [43, 86] para uma discussao sobre o uso de métodos
heuristicos e [7, 119] para comparagdes numéricas entre diversos métodos. Todos os métodos
tém suas vantagens e desvantagens, por exemplo, o método DP pode falhar caso a norma
do ruido seja mal estimada e o critério da curva-L tem dificuldades quando a curva-L. nao
apresenta o tipico formato da letra L [103] ou quando existem multiplos “cantos” [71, 127].

O método de regularizacao de Tikhonov é classificado como um método de penalizacao.

Existem outras duas classes de métodos de regularizacao, a saber: os métodos de projecao



e os métodos hibridos, ou seja, a combinacao de métodos de penalizacao com métodos de
projecao. Os métodos de projegao sao ideais para lidar com problemas de grande porte. Estes
incluem a TSVD [61, 65], TGSVD [62] e métodos baseados em iteragoes de Lanczos/Arnoldi
como os algoritmos CGLS [65], LSQR [112, 113] e os métodos de residuo minimo [22, 45, 60,
69, 78, 84, 125], em que o ndmero de iteragdes, que substitui o parametro de regularizagao,
pode ser escolhido pelo principio da discrepancia [54] ou pelo critério da curva-L [71].

Dois métodos hibridos bem sucedidos sao GKB-FP [10] e W-GCV [34]. Estes nao exigem
conhecimentos a respeito da norma do ruido e combinam projecoes sobre o subespaco de
Krylov gerado pelo processo de bidiagonalizagao de Golub-Kahan (GKB) [50], com o método
de regularizacao de Tikhonov usando L = I, ou seja, a matriz identidade de orden n. A
principal diferenca entre os dois métodos estd na escolha do parametro de regularizacao,
enquanto W-GCV utiliza o método GCV com peso [34], GKB-FP utiliza o método FP [9].
Um algoritmo que utiliza o critério da curva-L para a escolha do parametro de regularizacao
é o LSQR-Tik [80, 81, 82]. Outras propostas podem ser encontradas em [18, 26]. J4 para
o caso em que L # [,, uma abordagem que utiliza a bidiagonalizagao simultanea de duas
matrizes aplicada ao par (A, L) foi proposta por Kilmer et al. [84], no entanto, este método
pode ser inviavel para problemas de grande porte, pois o procedimento descrito é muito
exigente do ponto de vista computacional. Lampe et al. [89] e Reichel et al. [120] propuseram
calcular solugoes aproximadas minimizando o funcional de Tikhonov em subespagcos de Krylov
generalizado, em ambos os casos o parametro de regularizagao ¢ escolhido pelo principio da
discrepancia. Em [46, 76] temos outros métodos com esta mesma abordagem.

Métodos para a escolha do parametro de regularizacao como DP, LC e FP sao facil-
mente implementados por intermédio da Decomposicao em Valores Singulares Generalizados
(GSVD) [51, 111] do par matricial (A4, L). Entretanto, sabemos que calcular a GSVD é
uma tarefa computacionalmente exigente e até proibitiva quando lidamos com problemas de
grande porte, logo, para estes casos, os métodos iterativos e de projecao tornam-se bastante
atrativos. Contudo, determinar a iteracao de parada nao é uma tarefa trivial, este problema
pode ser parcialmente contornado caso nos seja fornecido a priori um parametro A. Neste
caso, para calcularmos a solucao, podemos usar métodos iterativos para aproximar fy.

A seguir, elencamos as principais dificuldades concernentes ao método de regularizacao



de Tikhonov com L # I,:
e problemas de grande porte inviabilizam o célculo da GSVD do par (A, L);
e a escolha do parametro de regularizagao A nao é uma tarefa trivial,
e 0 calculo da solucao regularizada fy sem o uso da GSVD nao é simples.

Existem situagoes em que a solucao fexato tem varias caracteristicas distintas, como, por
exemplo, em problemas de imagens (suavidade, movimento, etc), e é natural que queiramos
incorporar na solugao regularizada tais caracteristicas. Assim, substituimos a solugao frs pela

solugao f) obtida através do método de regularizacao de Tikhonov com miltiplos parametros
= angmin {lg = AFIG + MUASIE + MILaf 3 4 + MILFIZ), (18)
E n

em que L; € RPi*™ 4 =1,...,¢q, sdo as matrizes de regularizagdo e A = [Ay,..., \J%, \i >0,
é o vetor de parametros de regularizagao. Aplicacoes deste método tem aparecido em véarias
areas como na determinagao de geopotenciais a partir de érbitas precisas de satélites [135],
reconstrucao de imagens de alta resolugao com erros de deslocamento [98], super-resolucao
de imagens [142] e estimacao de parametros em processos de difusao de salto [41].

Assim como no caso com um parametro, os métodos para a escolha dos parametros podem
ser separados em duas classes: métodos que exploram conhecimentos do ruido e métodos que
nao exploram estas informagoes. Métodos da primeira classe incluem o uso do principio da
discrepancia (como em Lu et al. [97] e Lu e Pereverzev [96]) e os artigos [6, 8, 32|, no qual
os parametros de regularizacao dependem da estrutura do ruido. Outros métodos podem
ser encontrados em [47, 140]. A segunda classe inclui a generaliza¢ao do método da curva-L
[14], a GCV generalizada [21], a abordagem proposta por Brezinski et al. [21] e a fungao de
distancia minima por Belge et al. [15].

Nao conhecemos na literatura uma decomposi¢ao do tipo GSVD para uma (g + 1)-upla
de matrizes (A4, Ls,...,L,), ou seja, um conjunto de matrizes ortogonais/nao-singulares
U Vi,...,V,, X e matrizes diagonais Dy, Dy,..., D, tais que XAU = Dy e XL;V;, = D,
t = 1,...,q. Logo, a obtencao da solucao regularizada nao ¢é trivial, especialmente para

problemas de grande porte. Uma primeira tentativa foi feita em [120] no qual um algoritmo
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baseado em iteracoes de Arnoldi generalizado é proposto. O algoritmo parece promissor, mas
sua eficiéncia ainda precisa ser verificada.
A seguir, elencamos as principais dificuldades concernentes ao método de regularizacao

de Tikhonov com multiplos parametros:

e nio conhecemos uma decomposigao do tipo GSVD para uma (¢ + 1)-upla de matrizes

(A, Ll, Lg, ey Lq),
e escolha dos parametros de regularizacao Ai, A, ..., A, nao é uma tarefa trivial;

e calculo da solugao regularizada f, para problemas de pequeno e grande porte nao é

simples.

Deste modo, é importante o desenvolvimento de novos métodos para: i) escolha do pa-
rametro de regularizagdo para o método de regularizacao de Tikhonov com L # [, para
problemas de grande porte; ii) escolha dos parametros de regulariza¢ao para o método de re-
gularizacao de Tikhonov com multiplos parametros para problemas de pequeno/grande porte.

Além, é claro, de meios eficientes para o calculo das respectivas solugoes regularizadas.

1.2 Objetivos

Nossos principais objetivos com esta tese sao:

1. apresentar novas informacoes a respeito das propriedades de convergéncia do algoritmo

GKB-FP [10] e estender o seu uso para o método de regularizacdo de Tikhonov com

L # I;

2. utilizar métodos iterativos com um critério de parada apropriado e incorporar informa-

¢oes a priori da solugao desejada nas solucoes iteradas;

3. desenvolver um método de ponto fixo para a escolha dos parametros para o método
de regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros e desenvolver extensoes do

algoritmo GKB-FP para problemas (1.8) de grande porte.



1.3 Organizacao da Tese

O texto deste trabalho estd organizado de modo que os objetivos acima descritos sao

contemplados sequencialmente. A seguir, apresentamos um breve resumo sobre cada capitulo.

1.3.1 Capitulo 2

Neste capitulo revisamos o algoritmo GKB-FP, apresentamos novos resultados em relacao
as suas propriedades de convergéncia e nos concentramos em como aplica-lo ao método de re-
gularizacao de Tikhonov com L # I,,, em especial para problemas de grande porte, publicado
em [12]. Duas abordagens s@o consideradas: a primeira baseia-se no fato de que podemos
transformar, teoricamente, o método de regularizacao de Tikhonov com L # [, para o caso
com L = I,, no qual o GKB-FP pode ser aplicado; a segunda abordagem consiste em cons-
truirmos uma sequéncia de solugoes regularizadas minimizando o funcional de Tikhonov no
subespaco de Krylov gerado durante o processo de bidiagonalizacao de Golub-Kahan aplicado
a matriz A, como sugerido em [76]. Em todos os casos a filosofia de GKB-FP é preservada,

isto é, o método de ponto fixo de Bazan [9] é usado no problema projetado.

1.3.2 Capitulo 3

Para diminuirmos possiveis dificuldades associadas com a escolha do parametro de re-
gularizagao de Tikhonov em cada iteragao, como feito por GKB-FP ou W-GCV, propomos
uma regularizacao iterativa baseada no algoritmo LSQR aplicado ao problema de minimos
quadrados argmin ||g — A f]|2, em que o vetor g e a matriz A surgem da transformacdo para
o caso L = I,, juntamente com um critério de parada automatico que nao requer conheci-
mentos a respeito da norma do ruido, publicado em [12]. Teoricamente, seguimos um artigo
por Hanke e Hansen [60] em que é mostrado como construir solugoes regularizadas para (1.4)
via CGLS/LSQR de tal modo que as propriedades da matriz L sdo incorporadas nas solugoes
iteradas. Além disso, apresentamos cotas para a qualidade da solucao TSVD com relacao
as solugoes iteradas e realizamos alguns experimentos numéricos para verificar a eficdcia do
critério proposto em conexao com outros algoritmos existentes, em particular com o pruning

algorithm [71] que é baseado na curva-L discreta.



1.3.3 Capitulo 4

Neste capitulo apresentamos um método de ponto fixo, chamado de MFP, para a escolha
dos parametros de regularizacao para o método de regularizacao de Tikhonov com multiplos
parametros, publicado em [11]. O algoritmo MFP pode ser visto como uma extensao natural
do método de ponto fixo proposto por Bazan [9]. Além disso, propomos um algoritmo do

tipo GKB-FP para problemas de grande porte.

1.3.4 Capitulo 5

Por fim, apresentamos os resultados numéricos obtidos pelos algoritmos propostos nesta
pesquisa. Realizamos simulacoes numéricas em alguns problemas classicos obtidos na lite-
ratura, problemas de espalhamento, restauracao e super-resolucao de imagens. Para fins de
comparacao, no caso em que tratamos o método de regularizacao de Tikhonov com L # I[,,,
utilizamos outros métodos como a curva-L e o principio da discrepancia para a escolha do
parametro de regulariza¢ao, bem como a GSVD do par matricial (A, L) e outro método para
problemas de grande porte baseado em um processo de bidiagonalizacao simultanea [84].
Do mesmo modo, no caso com muiltiplos parametros, comparamos nossos resultados com os
obtidos por duas outras técnicas disponiveis na literatura [21, 96].

No final do trabalho apresentamos as consideracoes finais, as possibilidades de trabalhos
futuros e cinco apéndices, a saber: o produto de Kronecker, angulos e distancias entre su-
bespacos, o uso da fatoragao LU no céalculo de solugoes de norma minima, um algoritmo
baseado no processo de bidiagonaliza¢ao simultanea do par (A, L) [84] e os cddigos fontes

(em linguagem Matlab) dos programas utilizados nesta tese.
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Capitulo 2

Método de regularizacao de Tikhonov

para problemas de grande porte e o

algoritmo GKB-FP

O algoritmo GKB-FP, publicado recentemente por Bazén e Borges [10], foi desenvolvido
para problemas mal-postos discretos de grande porte. Neste capitulo faremos uma breve
revisao do método de regularizacao de Tikhonov e de alguns métodos para a escolha do
parametro de regularizacao. Além disso, apresentamos o algoritmo GKB-FP juntamente
com novas informacoes referentes as suas propriedades de convergéncia e, também, mostramos

como este pode ser aplicado ao método de regularizacao de Tikhonov com L # I,,.

2.1 Meétodo de regularizacao de Tikhonov

Conforme ja comentamos no capitulo anterior, o método de regularizacao de Tikhonov é
um dos métodos mais usados quando precisamos calcular solugoes estaveis para o problema
(1.4). Neste método, a solu¢do frg ¢é substituida pela solu¢ao regularizada, colocada aqui

novamente por conveniéncia, dada por

I =al}gfélin{ﬂg—Af||§+k2||13f|!§}, (2.1)
6 n

11



em que A é dada como em (1.4), L € RP*™ é a matriz de regularizacao, que tem por finalidade
incorporar na solugao regularizada propriedades da solucao desejada, e A > 0 é o parametro
de regularizagdo. Dizemos que (2.1) estd na forma padrao caso L = I, ou na forma geral

caso L # I,,. A equacdo (2.1) pode ser reescrita como

2

fr = argmin 7 - 4 Tl - (2.2)

fern 0 AL )

Assim, encontrar a solugao de (2.1) é equivalente a encontrar a solugdo das equagoes normais

regularizadas

(ATA+XLTL)f = ATy, (2.3)

cuja unicidade da solugao garantimos com a condi¢ao N (A)NAN (L) = 0, ou seja, a intersecgao
do nucleo das matrizes A e L é trivial. Ao longo deste trabalho vamos denotar o espaco nulo
e 0 espago coluna (ou imagem) de uma matriz A por N'(A) e R(A), respectivamente.

Vamos considerar que L € RP*™ com p < n. Notemos que se p > n, entao podemos
calcular a decomposicao QR de L, ou seja, L = QR com R tendo mais colunas do que
linhas e com posto linha completo. Assim, ||Lf]ls = ||QRf|l2 = ||Rf]2. Deste modo, a
decomposicao GSVD do par (A, L) pode ser escrita como

120 . S
A=U X, L =VIM;0]X. (2.4)
0 I,
Aqui, U = [Uy,...,0,) € R™" e V = [Vy,...,V,] € RP*P tém colunas ortonormais, X €
R™ " § uma matriz ndo-singular, > e M sdo matrizes diagonais: Y. = diag(dy,...,5,), M =

diag(fi, ..., ftp). Vamos definir dg = ||(1,,, — UUT)g]\g (o tamanho da componente de g que
esta fora de R(A)). Assim, os valores singulares generalizados do par (A, L) sao 4; = 7;/ ;.

Entdio, se 2(A) = g — AR e y(A) = [ Lf |3 temos

~ il g|?

y21a] g)?
Gt % Z 29
=1 7

e e
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e, para A > 0, as derivadas com respeito a A destas fungoes satisfazem

= s y = — S EE—— . .
+—A2 — (7§-+-A2)3

Concluimos, entao, que a norma (ou seminorma) da solugao regularizada é uma fungao de-
crescente em A e a norma do residuo é uma funcao crescente em \. Essas propriedades sao
exploradas frequentemente pelos métodos de escolha do parametro de regularizacao.

A solugao regularizada fy, equagao (2.1), é facilmente calculada desde que a GSVD do
par matricial (A, L) esteja disponivel. Entretanto, problemas de grande porte inviabilizam
o calculo desta decomposicao, fazendo, assim, com que a GSVD seja apenas de interesse

tedrico.

2.2 Meétodos para a escolha do parametro de regulari-
Zacao

Nesta secao faremos uma sucinta descricao de alguns dos métodos classicos para a escolha
do parametro de regularizagao. Além disso, veremos também o método de ponto fixo de Bazan
uma vez que este é uma das bases do algoritmo GKB-FP. Para a simulagao de dados, usamos

problemas obtidos no pacote RegularizationTools [64], tais como heat, shaw, phillips e baart.

2.2.1 Principio da Discrepancia

O Principio da Discrepancia (DP) de Morozov [104, 105] de 1966 é, provavelmente, o
método mais usado quando temos uma estimativa para o nivel de ruido. A ideia é que

devemos encontrar o parametro \ tal que a solugao f) satisfaga a equagao da discrepancia
lg = Afalla = cllel2 =6, ¢=0, (2.7)

0 que geometricamente significa encontrar o ponto A, se existir, da interseccao entre a curva
z(\) = ||lg — Afxl]3, que é crescente, com a reta z = 2, conforme a Figura 2.1.

Apesar deste método ser um dos poucos que tem uma base tedrica robusta, a dificuldade
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Figura 2.1: Interpretacao geométrica do principio da discrepancia: encontrar a interseccao
entre a curva z(\) = ||g — Afx||3 e a reta z = 6%

esta no fato de que se a norma do ruido é mal estimada, entao o método pode falhar. Na
Figura 2.2 ilustramos uma situagdo em que utilizamos 6 = 0,994|¢||2, 6 = 0,995]¢[|2 e
d = 1,01]|¢|]|2 para o problema shaw com n = 512 e NL = ||€||2/||gexato|l2 = 0,01. Ao longo
deste trabalho usaremos a sigla NL para representar o nivel de ruido (Noise Level). Podemos

perceber que para 6 = 0,994||¢||2 a solugdo f\ ndo é uma boa aproximacao para fexato-

8=0,994(lell, 8=0,995| ]|, 8=1,01|lell,
50
— T T exato o211~ ~ ‘fexato 21— ‘fexato ~
f f AN
A A
1.5
ST 1
0.5
0
-50

-1 0 1

Figura 2.2: Solugoes f\ com alguns valores de § para o problema shaw com n =512 ¢ NL =
0,01.

2.2.2 Validagao Cruzada Generalizada

Em 1979, Golub, Heath e Wahba [49] sugeriram o método da Validagao Cruzada Generali-
zada (GCV) que é um método baseado em consideragoes estatisticas. O parametro escolhido

por este método é o minimizador da fungdo GCV, G4, :[0,00) CR — R

lg — Afall3
(traco(I,,, — B(\)))?’

Gag(N) = B(\) = A(ATA+ NLTL) " AT e R™™, (2.8)
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Minimizar tal funcao é uma tarefa computacionalmente exigente, pois existe uma inversao
matricial no célculo da matriz B(\). Contudo, com a GSVD do par (A, L), a avaliacao desta
funcao torna-se mais simples. As dificuldades deste método ocorrem quando o minimizador
da funcao GCV esta em uma regiao quase plana, o que ocorre com certa frequéncia, ou

quando existem varios minimizadores locais (veja a Figura 2.3).

-2

10

Funcao GCV \ | Funcao GCV

10

0 0

10 10

Figura 2.3: Fun¢ao GCV para o problema shaw com n = 512 e L = I,, (esquerda), e para o
problema baart com n = 32 e L uma versao discretizada do operador diferencial de segunda
ordem. Ambos com NL = 0,01.

2.2.3 Curva-L

O critério da curva-L por Hansen e O‘Leary [73] (veja também [65]), sugere escolher o

parametro de regularizagao como o “canto”; ou seja, o ponto de maxima curvatura, da curva
L(A) = {(loglg — Afallz; log [ Lfall2) € R* / A >0} . (2.9)

Na Figura 2.4 (esquerda) temos uma tipica curva-L e podemos perceber que a curva lembra a
letra L. Este critério funciona bem, exceto quando a curva (2.9) nao apresenta o tipico formato
da letra L [103] ou quando existem vérios maximizadores locais da curvatura [71, 127] como

na Figura 2.4 (direita). Outras limitagoes podem ser encontradas em [59, 66, 134].
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Curva-L Curva-L

10 0
10

e

10

0 -1.69

10 10 18

10

Figura 2.4: Curva-L para o problema shaw com n = 512 e L = I, (esquerda), e para o

problema baart com n = 32 e L uma versao discretizada do operador diferencial de segunda
ordem. Ambos com NL = 0,01.

2.2.4 O método de Reginska e sua realizagao via iteragoes de ponto
fixo
Reginska [118] sugeriu escolher como parametro de regularizagao minimizadores da fungao
U :[0,00) C R — R definida por

VN = llg = ALIBILAL",  n>o0. (2.10)

Reginska provou que se a curvatura da curva-L. é maximizada no ponto A = \* e se a

U(A) é minimizada em A = A\*. Para simplificar nossas argumentagoes, vamos considerar o

reta tangente no ponto (log ||lg — Afy

2) tem inclinacao —1/pu, entdo a fungao

método de regularizacio de Tikhonov na forma padrao. Logo, W(\) = ||rall2 || fx]l5" em que
fr é a solucao de (2.1), dada por f, = (ATA + X21,,)"1ATg, e ry = g — Afy\ é o residuo
correspondente. A motivacao para usarmos este método vem da observacao de que a norma
da solugao regularizada e a norma do residuo sao fungdes mondétonas, conforme equagoes (2.5)
e (2.6). Assim, é natural pensar que estas devem se equilibrar em algum momento. Para
uma justificativa mais robusta vamos considerar a matriz Ry = (AT A + X\?I,,)"*AT. Entéo,

podemos separar o erro na solugao f, em

fexato - f)\ = fexato - R)\gexato - R)\E- (211)
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Assim, obtemos a estimativa para o erro como a soma de dois termos

erxato - f)\HZ S erxato - R)\gexatOHQ + HR)\€H2 = El<)\) + EQ()\) (212>

O termo Fj()), que aumenta com \, representa o erro na regularizagao enquanto que Fy(\),
que diminui com A, denota o erro causado pelo ruido (veja [87]). Assim, para obtermos
um erro pequeno, devemos equilibrar estas quantidades para que (2.12) seja minimizada.
Contudo, como nao temos a nossa disposigao E;(A) e FEy(A), o melhor que podemos fazer
¢ minimizar um modelo para a cota (2.12) e escolher o minimizador deste modelo como
parametro de regularizacao. Logo, minimizar log W()\) é equivalente a minimizar a soma de
dois termos, um crescente e outro decrescente. Na Figura 2.5 podemos apreciar a cota (2.12)
(esquerda) e a fun¢ado W(A) com p = 1 (centro) para o problema shaw com n = 512 e NL =

0,01.

1.1
— - B» 10 log W(\) LU | Y L
_¢ )\ //
o o
101.09 ////
7
10° i 5 7
s 1071 .7
S 10" ,
0 0.02 0.04 0 0.02 0.04 10°

Figura 2.5: Cota (2.12) e fungoes V(M) e ¢p(A;1). O circulo denota a localizagdo do mini-
mizador e do ponto fixo correspondente. Temos A\, = argmin{F;(\) + E2(A\)} = 0,0178 e
Ay = argmin{¥(A\), u = 1} = 0,0235, com erros relativos Fy, = 0,0639 e E,, = 0,0749.

Do ponto de vista pratico, os minimizadores de W(A) podem ser calculados através de
iteragoes de ponto fixo [9] que necessitam apenas da norma do residuo e da norma da solugao,
isto é, os minimizadores de W(\) sdo pontos fixos da func¢ao ¢ : [0,00) C R — R, definida

por:

o0 = VI 0 (213)

Na Figura 2.5 (direita) temos a funcdo ¢(A;1) para o problema shaw. As ideias gerais do

algoritmo de ponto fixo (FP) sao:
e fornecemos uma aproximacao inicial Ag > 0, definimos p = 1 e calculamos a sequéncia
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M1 = O(Ag; 1), k > 0, até atingirmos algum critério de parada ou caso a divergéncia

seja detectada;

e caso a divergéncia seja detectada, ajustamos p conforme [9, 13| e as iteragdes recome-

cam.

A curva-L (2.9) é convexa em uma vizinhanga de um ponto A se, e somente se, para todo

A nesta vizinhanga vale [13]

P(\; 1)‘

(A1) < 3

(2.14)

Podemos apreciar um exemplo desta condicao na Figura 2.6 em que optamos por usar o
problema heat com dimensao n = 64 e NL = 0,05. No gréfico a esquerda temos a curva-L
associada ao problema em questao e no grafico a direita a condi¢do (2.14). Assim, um ponto

fixo \* é convexo (concavo) se a curva-L em uma vizinhanga de \* é convexa (concava).

10 Curva-L 10

10

2

10

Figura 2.6: Curva-L para o problema heat com n = 64, L = I, e NL = 0,05 (esquerda) e
curvas ¢'(\;1) e ¢(X\;1)/X em escala log-log (direita).

2.3 O algoritmo GKB-FP

Para problemas de tamanho pequeno a moderado, o método FP para a escolha do pa-
rametro de regularizacao de Tikhonov pode ser eficientemente implementado pela SVD da
matriz A (ou pela GSVD do par (A, L)). Entretanto, problemas de grande porte inviabilizam
tal decomposicao. Com o propdsito de implementar este método para problemas de grande
porte com L = I,,, foi desenvolvido o algoritmo GKB-FP por Bazén e Borges [10] e Borges
[20].
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Seja A* o maior ponto fixo convexo da fungao ¢(\; u) associada ao problema de grande
porte. A ideia central do GKB-FP consiste em aproximar \* através de uma sequéncia
(A0, em que A®™ sdo pontos fixos de fungoes ¢*(\; 1) que satisfazem ¢®(\;p) —
d(X; 1) quando k — n. Estas funcdes ¢F)(\; i1) sdo geradas através do processo GKB.

O processo GKB é um método iterativo que aplicado a matriz A com vetor inicial g gera,
ap6s k < n iteracdes, as matrizes Upyy = [u1, ..., Upp1] € R™EFD e Vi = [vg, ..., 03] € R¥F

com colunas ortonormais e a matriz bidiagonal inferior B, € R*+1)xk,

a7
B2
By, = B3 . , (2.15)
Ak
Bret1
tais que
b1Uks1e1 = g = Pru, (2.16)
AVy = Uy 1By, (2.17)
ATUk+1 = Vk:B;;F + ak+1vk+1ef+1, (2.18)

em que e, denota o k-ésimo vetor canonico de dimensao apropriada. No Algoritmo 2.1 temos

o esquema do processo GKB.

Entrada: A, g
Saida: Matrizes U1, Vi e By.
1. pu =g, vy = ATy

2. Para i=1,2,...
Biv1uiv1 = Avy — o,
A 1Vip1 = ATUz'+1 — Bit1s
Bi,i = @y, Bi+1,i = Bit1
Fim para

Algoritmo 2.1: Processo GKB.

Teoricamente, os vetores v; e u; sao ortogonais, no entanto, numericamente é possivel que
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esta ortogonalidade seja perdida. Assim, implementacoes do processo GKB podem ser feitas
sem ou com reortogonalizacao dos vetores v; e u;. No Capitulo 5 voltaremos com a questao
da reortogonalizacao.

Um resultado com relacao a matriz V, é que suas colunas formam uma base ortonormal
para o subespaco de Krylov K (ATA, ATg) = span {ATg, ATAATg, ..., (ATA*1ATg} de

dimensao k, para k < n, isto é,
span{vy, ..., v} = Kr(ATA, AT g). (2.19)

Em aplicacoes que envolvem problemas mal-postos discretos, este subespago serve como
aproximacao para o subespaco Sy = span{vy,...,vix} (veja, por exemplo, [65]). Logo,
Ki(AT A, ATg) é uma excelente escolha para a resolugao de problemas mal-postos discre-

tos. Portanto, podemos aproximar a solug¢ao f, por uma sequéncia de solugoes fik) dadas

por
k .
A= argmin - {llg— Af[3+ NIIFI3} (2.20)
FEKL(AT A,AT g)
cujo residuo associado é Tf\k) =g—A fik). Como Vj fornece uma base ortonormal para o

subespaco Kp(ATA, ATg), segue que dado f € K(AT A, ATg) existe d € R* tal que f = V,.d.

Logo, usando as equagoes (2.16) a (2.18), temos

2 2
A Up.iie A
g B fll = B1Ug11€1 B Vid
0 M, 0 M,
2 ; 2 (2.21)
e B
_ Bl 1 . k d
0 M,
2

Portanto, resolver o problema restrito (2.20), é equivalente a resolver o problema irrestrito

4 = argmin {||fre1 = Budl3 + N[d3} . £ = Vid]. (2:22)
deR

L ~ . k . k
Além disso, a norma da solucao regularizada f>(\ ) e a norma do residuo correspondente rg\ )
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satisfazem, respectivamente,

k k k k
1E Ny = 142, 1lg — AFP )l = [|Brer — Bed|2. (2.23)

. < - k ) k)
Um resultado interessante com relagao as normas das solucoes fi ) e dos residuos rg) é

que estas formam sequéncias monotonas, ou seja, para A > 0 fixoe k = 1,...,n — 1 vale
I s > 1P e 17 E e < [17P]]2 (veja [10, 20]). Assim, considerando o problema

irrestrito (2.22), definimos, para k > 2, a funcio ¢*) : [0,00) C R — R, por

|Brer — Bid
[

(N ) = Vi . 1> 0. (2.24)

Como a matriz By, é bidiagonal inferior, a resolu¢ao do problema irrestrito (2.22) pode ser
feita de modo eficiente através da decomposicao QR de B, via rotagoes de Givens, ou seja, o
custo computacional é da ordem de O(k) operagoes. Logo, o esforgo computacional associado
ao problema (2.22) e, consequentemente, na avaliacio da funcdao ¢ (\; ), é praticamente
insignificante para n grande. Portanto, o principal custo computacional fica por conta do
processo GKB para obtermos a matriz By. Duas propriedades importantes das funcoes
¢ (X; 1) é que estas satisfazem ¢(\; p) < FFV(\; ) < oW (\; ), k > 2, e que a sequéncia
™) (\; 1) rapidamente converge para ¢(\; 1), pelo menos para valores de A préximos de 0.
Na Figura 2.7 exibimos algumas funcoes qb(k)()\; 1) para o problema shaw e podemos notar
que, apds k = 6 iteracoes, a funcao ¢ (\; 1) praticamente coincide com a ¢(); 1) do problema

original no intervalo que contém o ponto fixo que minimiza W(\).

10° | k=2 .
k=3 /,
k=6 ,»~

/ ‘/
’ R4
// '/./ T Z=)\
N R )

LU — )

10°

Figura 2.7: Algumas funcdes ¢(*)(\; 1) e a funcdo ¢()\; 1) para o problema shaw com n = 512
e NL = 0,01.
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O resultado mais importante provado em [10, 20] é a estabilizagao da solucao fA(k) com

relacao ao nimero de iteragoes.

Teorema 2.1. Assuma que o maior ponto fixro convexo de ¢(X;1) tenha sido obtido com k

passos GKB, i.e., o(\*;1) = \* = ¢M(\*;1). Entdo, f)(\]f) = §]f+l) = ... = fﬁ?) = fy €

como consequéncia, a norma do erro || fezato — ii)

o permanece constante para k < 7 < n.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [10, 20].

]

Exibimos na Figura 2.8 uma ilustracao deste teorema e podemos apreciar que o fenomeno

da estabilizagao se inicia na mesma iteracao em que os pontos fixos estabilizam.

0.4
0.6 E o
22 0.3
0.4
20 0.2
0.1
18 . 02
__w@ o
16 : 0
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
k k k

Figura 2.8: Evolugao para Hfik) 9 € Er = || foxato — ik) o/ || fexato||2 com \* = A®)F (esquerda
e centro). Parametro A®)* obtido em cada passo GKB (direita) para o problema shaw com
n =512 ¢ NL = 0,01.

No Algoritmo 2.2 apresentamos a descricao do algoritmo GKB-FP. Como critério de
parada, Bazén e Borges [10] e Borges [20], sugerem parar as iteragoes quando a variagao

relativa entre dois pontos fixos consecutivos é pequena
IAFHDT BT < g AR (2.25)

em que £; é um pequeno parametro de tolerancia, por exemplo £, = 107% A desvantagem
do critério de parada (2.25) é que a sequéncia de pontos fixos AB* pode diminuir muito

lentamente. Para contornar estas dificuldades, outro critério de parada foi introduzido

IAEFDT AR < gy ]NOT (2.26)
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Entrada: A, g, po > 1, kpax, €.
Saida: Solucao regularizada fi’f)
1. Aplicamos py passos GKB em A com vetor inicial g e formamos a matriz B, |
2. Definimos k = po, 1 = 1. Calculamos o ponto fixo A®™ de ¢™)(\; ) e
definimos\g = A®™ Agg = \o , k < k + 1.
3. Realizamos mais um passo GKB e calculamos o ponto fixo A*)™ de qﬁ(’“)()\; )
considerando )y como aproximacao inicial.
Definimos Agq = Ag, Ag = AR)T
4. Se critério de parada satisfeito faga
A" = Aol
senao faga
k< k+1
V4 para passo 3.
Fim se

5. Calculamos a solucao regularizada fi’f).

Algoritmo 2.2: Algoritmo GKB-FP.

em que A9 é o ponto fixo calculado no passo 2 e g5 é outro pardmetro de tolerancia.
Claramente, nada nos impede de usar €5 = £7.

Finalizamos esta se¢ao com a observacao de que precondicionadores [106] podem ser in-
corporados durante o processo GKB e em [10, 20], encontramos diversos resultados numéricos

que contemplam este caso.

2.4 GKB-FP como método de projecao

Nosso objetivo é entender melhor as propriedades de convergéncia do algoritmo GKB-FP
e, para isto, vamos nos concentrar na questao sobre quao bem a solucao regularizada f, pode
ser aproximada “projetando” o problema de grande porte sobre um subespaco de dimensao
pequena. Assumiremos que {V;}x>1 é uma familia de subespagos de dimensao finita tal que

ViCVy,C---CVp C---,epara k > 1, consideraremos aproximagoes fik) definidas por
k :
A = axgmuin {Jlg = A3 + X L3} (2.27)
€V

Podemos notar que para L = I, e V}, = Kx(AT A, ATg) temos o algoritmo GKB-FP.

Para a andlise que desenvolveremos a seguir, utilizaremos o ntimero v = ||A— APy||2, em

23



que P denota o projetor ortogonal sobre o subespaco V. Este ntimero mede a qualidade da
aproximacao do operador AP, com relacao ao operador A, que é fundamental para estimar

. . ~ k . . ~
a qualidade da aproximagao f§ ). O lema a seguir fornece uma simples expressao para .

Lema 2.2. Seja Vi, = [v1,...,v] € R™* wma matriz com colunas ortonormais tal que
span{vy, ..., v} = V. Entdo existe uma matriz M = [My, M| € R™™ com M; € R™* ¢
M, € R™(=F) tal que

Ve = || Ma]|2. (2.28)

Demonstragdo. Como Vj, tem k colunas, podemos encontrar uma matriz V, € R™*"=F) ta]
que V = [V V] seja ortogonal. Vamos definir a matriz U = AV.

Rm)(m

Podemos decompor U em U = UM em que U € ¢ uma matriz ortogonal e M =

[M; M,] € R™*". Disto segue que AV}, = UM, e, portanto,
= A= APl = A= AV |2 = |M = MV [Vie Vi]lla = [ Mz]2. (2.29)

]

No contexto do algoritmo GKB-FP em que os subespacos V. sao subespacos de Krylov
Kr(AT A, AT g), vamos considerar que o processo GKB possa ser executado até o fim, isto é,
podemos executar n passos sem interrupcoes, pelo menos em aritmética exata. Isto é razoavel
em problemas mal-postos discretos pois os valores singulares decaem a zero gradualmente.

Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3. Assuma que o processo GKB possa ser executado até o fim. Seja Gy a matriz

(n—k+1) x (n— k) bidiagonal inferior dada por

Op41

Brt2  Qpt2
G = , (2.30)

ﬂn—i-l
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em que ap e Py sao gerados pelo processo de bidiagonalizacdo de Golub-Kahan aplicado a

matriz A. Entao para k =1,...,n— 1 temos

Loy = || Grllz,

2. Yet1 < V-

Demonstragao. O primeiro item segue como consequéncia do Lema 2.2 e o segundo item pelo
fato de G141 ser uma submatriz de Gy.

O

Como usualmente os elementos ay e §;, diminuem de valor quando o nimero de iteracoes

aumenta, a estrutura especial de G nos leva a concluir:

1. o ntimero ; pode ser aproximado usando a norma 2 da primeira coluna da matriz Gy,

isto é, se e; denota o vetor candnico em R %) entao

W & |Grerlls = \/ iy + Bipos (2.31)

2. se posto(AP;) = k, entao
Vo = Okt (2.32)

e a igualdade é atingida se o subespaco V; é gerado pelos k primeiros vetores singulares
a direita da matriz A. Neste caso, AP, é a matriz de posto k mais préxima de A na
norma 2 (veja, por exemplo, Golub e Van Loan [51, Teo. 2.5.3]). Na prética, pelo
fato do subespaco V; ter informacoes relevantes dos k£ primeiros vetores singulares a
direita, ambos v, e /a2 1t Ioh 1 aproximam o valor singular o1, ¢ a qualidade desta
aproximacao melhora quando k£ aumenta. Na Figura 2.9 podemos ver uma ilustracao

desta observacao para os problemas phillips e heat.

O lema a seguir fornece uma estimativa para a norma (ou seminorma) entre a solucao do

problema de grande porte (2.1) e a solucdo do sistema restrito (2.27).
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107° 107°
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Figura 2.9: Estimativas (2.31) e (2.32) para os problemas phillips (esquerda) e heat (esquerda)
com n = 512 e NL = 0,005.

Lema 2.4. Sejam Py o projetor ortogonal sobre Vi, yx = ||A — APl € 0x = ||L — LPy]|2.

Entao
2

1Lfs = LAl < 07 4+ 51T = P falle (2.33)

Demonstragao. Como N (A) NN (L) =0, a funcio <, >4: R” x R® — R, definida por
<u,v >p=< Au, Av > +2% < Lu, Lv >, (2.34)

¢ um produto interno em R", em que < -,- > denota o produto interno usual do R™. Agora,

usando o fato de que

g A A
— Al LR , (2.35)
AL AL
temos
<Afy—g, Af > +X> < Lf\,Lf >=0, VfeR" (2.36)

Similarmente, para o problema de minimizagao restrito (2.27) temos
<AfP —g Af > +XN < LfP Lf > =0, Vfe . (2.37)
Podemos combinar estas duas ultimas equacoes e obter

<h—=fB f>u=0, VfeV. (2.38)
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Isto significa que f/(\k) = Prfr, em que Pj. denota o projetor ortogonal sobre o subespago Vj
com respeito ao produto interno < -, - >4.

Seja || - |4 a norma induzida pelo produto interno < -, - >, entao,

s = K715 = 1 = Pefill
< |/ = Pefall%
= AL — Po) fallz + XL — Po) Al (2.39)
<AL = P31 — P A5 + ML, = Po)ll3 (I — Pe) 3

= (v + NG = Pu) fall3-
O resultado do lema segue usando a desigualdade
NILU = AONE < 1A = BB+ NI = A =1 = A7 (240)

]

Sejam u; e v; os vetores singulares da matriz A conforme equacao (1.5). Vamos definir
Ueg = [u1, ... ug), Vi=I|vi,...,vg], Sk =span{vi,...,v}. (2.41)

Quando L = I,,, a solucao regularizada f), em termos da SVD de A, é dada por

n 2 T
i

o;  ujg
— 2.42

=1 !

Com isto temos condicoes de provar o resultado mais importante desta secao.

Teorema 2.5. Sejam Py e Py os projetores ortogonais sobre Vi, e Sg. Seja . o angulo (veja

apéndice B) entre os subespacos Vi e Si. Entdo, para X > 0, vale

I = P Al < sen(@0) 1 fall + 3l 22, (2.43

em que g = g — U U;;Fg. Como consequéncia, para L = I, e o parametro de reqularizacao
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escolhido pelo método de ponto fixo, denotado por \pp, temos

_ (k) 9 5
||f/\FP f)\pp||2 S 1 + % |:Sen(Qk;) + i HngQ . (244)
Hf)\FPHz )‘FP AFp ”74/\1?}9”2

Demonstragao. Podemos escrever a solugao regularizada fy como fy = Prfy + (1, — Pr) fa.

Multiplicando ambos os lados por (I,, — Py) temos
(L = Pe) fall2 < (Lo = Po)Prfalle + [[(Zn — Pe)(In — Pi) fall2- (2.45)
O primeiro termo pode ser limitado por
I(Zn = Pr)Prfall2 < sen(€2)[[ 2]z, (2.46)

em que usamos o fato de que ||(I, — Py)Pk|l2 = sen(Q) (veja, por exemplo, [51]). Para

estimar o segundo termo, notemos que

(Li—Pfr= . Z;(jj izv = (ATA+ N2L) AT, = AT(AAT + )\21,) " Yg,,  (2.47)
i=k+1 ¢

em que usamos a SVD de A para obter (ATA + \21,))71AT = AT(AAT + X\2I,,)~!. Entao

Gkl
)\2

1(Zn = Po)(In = Pi) fallz = [[(1n — Po) AT (AAT + X1) " il < e : (2.48)

E assim, a primeira desigualdade segue das equagoes (2.45), (2.46) e (2.48).
Para provarmos a segunda parte, ou seja, para o caso do parametro de regularizacao ser

escolhido pelo método FP, isto é, Agp = ||7xpp |2/ || fopp |2, temos

||(In - Pk)f>\FP||2 < (SGD(Qk) + l Hgk“2 > . (249>
||f>\FP||2 AFP ||T)\FPH2

E o resultado do teorema segue imediatamente desta desigualdade.

]

O Teorema 2.5 mostra que se o subespaco V;, € uma boa aproximacgao para o subespaco Sk,
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o que significa que sen(2) é pequeno, entao a solugao para o problema (2.27) serd uma boa
aproximacao para fy., desde que a razao 7y /App seja suficientemente pequena. Ilustraremos
isto calculando o erro relativo [|(1, — F)) fape |2/ || fopp |2 € @ cota (2.49) para o caso em que V),
coincide com &;, bem como aproximagoes para este subespago. Para isto, vamos considerar,
novamente, os problemas phillips e heat e, para k fixo, os subespacos gl, l=1,...,k, gerados
pelas primeiras [ colunas da matriz \~/k = Vv, em que a matriz Vj, é gerada pelo processo
GKB e v € R¥* ¢ a matriz composta pelos vetores singulares a direita de By (também do
processo GKB). Para os primeiros valores de [, os subespagos gl aproximam bem §; e esta
aproximacao deteriora quando [ se aproxima de k (veja, por exemplo, [65, cap. 6]). Na Figura

2.10 exibimos estas quantidades para k = 80.

10° 10°

——LHS ——LHS
—— GKB X —— GKB
SVD \\, SVD
\
\ \
\\\ J \J
20 40 60 80 20 40 60 80

Figura 2.10: Erro relativo e estimativa (2.49) para os problemas phillips (esquerda) e heat
(direita) com n = 512 e NL = 0,005. Aqui LHS (left-hand side) indica o lado esquerdo da
equagao (2.49).

ssim, para que f)\ seja uma boa aproximacao para f>\, as segumte condicoes devem ser

atendidas:
1. o subespago Vi tem que aproximar bem o subespago Sy, para que sen(£)) seja pequeno;
2. o quociente 72 /A? deve ser o menor possivel.

Portanto, a distancia entre L fik) e Lf, depende de quao pequenos d; e Y sao e, claro, da

escolha do parametro de regularizacao.
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2.5 Extensao de GKB-FP para o método de regulari-
zacao de Tikhonov na forma geral

Nesta secao propomos algumas extensoes de GKB-FP para o método de regularizacao de
Tikhonov na forma geral, concentrando, em particular, em problemas que envolvem seminor-
mas ||Lf|2 em que a matriz L tem posto coluna incompleto e com muito mais linhas do que
colunas, isto acontece frequentemente em problemas do tipo deblurring. Duas abordagens

distintas sao propostas:

i) o problema na forma geral pode ser, teoricamente, transformado para a forma padrao

e ser resolvido eficientemente por GKB-FP e;
i1) construir uma sequéncia de solugoes regularizadas resolvendo o problema restrito (2.27).

Teoricamente podemos transformar o problema na forma geral (2.1) para a forma padrao

[ = argmin {|[g — AF|5 + N[ f]3} . (2.50)

FeRrp

sendo que esta transformagao pode ser dividida em dois casos. Se a matriz L é nao-singular,
a transformacio é simplesmente f = Lf & f =L 'f, g=ge A= AL™'. Porém, se L é

singular ou retangular, entao a transformagao é dada por
A=ALL, g=g-Afx, H=Lifs+ Iy, (2.51)

em que a matriz

Ll = (1~ (A(1. - £'0)) 4) L, (2.52)

é conhecida como Inversa Generalizada de L com peso A (veja [42]), e fx é a componente da
solugao que pertence ao espago nulo de L. Portanto, a ideia é aplicar o algoritmo GKB-FP

J— . - —(k
no problema transformado (2.50) e, uma vez encontrada f,, ou uma aproximacao ff\)

, esta
deve ser retornada para o cendrio original, ou seja, f) = Lij/\ + fn, conforme Algoritmo 2.3.
Teoricamente podemos construir a matriz A. Contudo, em problemas de grande porte,

esta nao é uma alternativa viavel. Assim, a eficiéncia desta abordagem depende de como as
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Entrada: A, L, g, po > 1, kyax, €.
Saida: Solucao regularizada fi’f)
1. Aplicamos py passos GKB em A com vetor inicial g e formamos a matriz B, |
2. Definimos k = po, . = 1. Calculamos o ponto fixo A®™ de ¢™)(\; ) e
definimos \g = A®* Aoa = Xo , k < k+ 1.
3. Realizamos mais um passo GKB e calculamos o ponto fixo A*)” de AP (X )
considerando Ay como aproximacao inicial.
Definimos Aoq = Ao, Ao = A®".
4. Se critério de parada satisfeito faga
A" = Aold
senao faga
k+—Fk+1
V4 para passo 3.
Fim se

5. Calculamos a solugao regularizada T(Ak)

6. Transformamos a solugao TE\’? para o cendrio original, ou seja,
k —(k)
P = LT + .

Algoritmo 2.3: Algoritmo GKB-FP aplicado ao método de regularizagao de Tikhonov na
forma geral.

multiplicacdes matriz-vetor envolvendo A sio efetuadas.

2.5.1 GKB-FP aplicado ao problema transformado a forma padrao

Como a eficiéncia desta abordagem depende de como os produtos matriz-vetor envolvendo
a matriz A = ALT4 sao realizados, vamos assumir que seja dada uma matriz W tal que

span(W) = N(L). Neste caso, L', e fy sao dadas por
Ll = (In — W (AW A) L', fy=W (AW g. (2.53)

Como geralmente N (L) é um subespaco de dimensio pequena, o custo para o calculo de AW
em (2.53) é relativamente pequeno. Sendo assim, o principal custo computacional fica por
conta da estrutura de L e do modo como os produtos matriz-vetor envolvendo a matriz Lf

sdo realizados. O produto matriz-vetor @ = Lfu é equivalente a

U = argmin ||t|]|s, S = {t eR" /t = argmin ||u — LtHQ} ) (2.54)

teS teR™
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ou seja, queremos a solucao de norma minima para o problema

t = argmin ||u — Lt||. (2.55)
teRn

Uma observacao analoga vale para v = Lt"v. O lema a seguir caracteriza o vetor 1 = Lu em
termos de qualquer solugao do problema de minimizacao (2.55) e do subespago N (L). Este
lema é necessario para a eficiéncia exigida para que o algoritmo GKB-FP seja competitivo

quando aplicado ao método de regularizacao de Tikhonov na forma geral.

Lema 2.6. Sejam a matriz de reqularizagio L € RP*™ com p > n > q = posto(L), W uma

matriz com colunas ortonormais tal que span(W) = N (L) e u € RP. Entao
L'w=t, — WW"t,, (2.56)

em que t, € qualquer solugao de (2.55).

Demonstragdo. Seja L = UpX V{6 a SVD da matriz L e q = posto(L), entdo

lu— Lt|)3 = lu = UrS Vi t|5 = |ULu — Zetl3

q p (257)
2 2
= Z (uﬂu - O'Liti) + Z (uﬂu) .
=1 i=q+1

Assim, devemos ter u] u — op,f; = 0 para i = 1,...,q, para que ||u — Lt||3 seja minimizado,

logo t; = uﬂu/aLi. Parai=q+1,...,n temos que ¢; € R, portanto, a solucio t, é
ta=Vii =Y g, =Y fwp, + Y Loy, = Llu+w, (2.58)

i=1 i=1 i=q+1

no qual w € N (L), pois sabemos que as colunas i = q+ 1,...,n, de V7 formam uma base

para N (L). Entao, se temos uma solugao t,,, devemos remover a componente deste vetor que

pertence ao N (L). Logo, como span(W) = N (L) temos que a solu¢do de norma minima é

L'w=t, — WW"t,. (2.59)
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]

Vamos considerar novamente que L € RP*"™ com p > n mas com posto coluna completo,
. . : T :
ou seja, posto(L) = n e um vetor v € R™. Assim, encontrar o vetor v = LT" v é equivalente a

encontrar a solu¢ao de norma minima do problema

t, = argmin |lv — LTt||3, (2.60)

teRP
visto que L7 = 77, Infelizmente nio dispomos de uma base para N (L), logo nao podemos
utilizar o Lema 2.6, portanto, devemos encontrar outra alternativa para resolver (2.60). Como
este sistema contém mais varidveis do que equagoes, podemos resolver (2.60) escrevendo a

solugao t, como t, = Ly, para algum y, € R", logo

y, = argmin ||[v — LT Ly|3, (2.61)
yeR”

e a solugao t, é obtida diretamente de t, = Ly, ap6s (2.61) ter sido resolvido.

Assim, para GKB-FP ser bem sucedido quando aplicado ao método de regularizacao de
Tikhonov na forma geral, o problema (2.54) deve ser resolvido eficientemente. Na busca por
esta eficiéncia, podemos tentar aplicar métodos como CGLS, LSQR ou sua versao precon-
dicionada por subespagos [78]. Infelizmente, nossas experiéncias computacionais com estas
técnicas com ||Lf]|2 sendo uma norma de Sobolev tém sido insatisfatérias devido a baixa
velocidade de convergeéncia das iteradas, ou seja, foram necessarias muitas iteracoes para
conseguirmos solugoes de boa qualidade. No entanto, para aplicacoes envolvendo matrizes
esparsas, matrizes de regularizacao com pequena largura de banda, entre outras, as seguintes

abordagens podem ser consideradas:

Abordagem baseada na decomposicao LU

Se a matriz L tem posto incompleto, digamos, p > n > q = posto(L), podemos encontrar

matrizes P, € RP*P e (p € R™™" tais que

P LQp = LU, (2.62)
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em que

A

Ly

~
Il

eRP¥, [ = [ o, 0, } € R, (2.63)
2

com L; € R triangular inferior e U; € RY*9 triangular superior, ambas com posto g.

Entéao, resolver o problema de minimizagao (2.54) é equivalente a resolver dois subproblemas:
YLs = argmin Hﬁy — Prully, tps = argmin HUt — yrs]2- (2.64)

O primeiro tem posto coluna completo, logo existe tinica solugao e o segundo problema
devemos resolver de acordo com as equagoes (2.60) e (2.61). Quando ts é determinado,
temos & = L'u = Qptrs. O raciocinio andlogo vale para © = L. Esta abordagem torna-
se atrativa especialmente quando a matriz L é de banda e a largura da banda é pequena.
Neste caso, os dois subproblemas podem ser tratados de modo muito eficaz como exigido
para a eficiéncia de GKB-FP. No apéndice C apresentamos como esta abordagem pode ser
eficientemente implementada através da férmula de Sherman-Morrison-Woodbury para o caso

em que dim(N(L)) = 1.

Abordagem baseada na matriz Lp

Neste caso, vamos considerar matrizes de regularizagao L da forma

Ldl X I’ﬁ‘L
I; ® L,

L= , (2.65)

em que Ly, € RO—4)xa [, ¢ ROP=d)xm ¢ (\) @ () denota o produto de Kronecker entre
(1) e (*) (veja [77, Secao 4.2]). No apéndice A fornecemos algumas propriedades bésicas
referentes aos produtos de Kronecker. A ideia central é que se usarmos a SVD das matrizes
pequenas L4, e Lg,, Lqg, = Ug, 24, ch e Lg, = Ud22d2Vd€, entao a seminorma || Lf||o satisfaz
a propriedade

ILfll2 = ILpfll2, com Lp=D(Ve & V)", (2.66)

34



e D uma matriz diagonal, com os elementos da diagonal ndo-negativos, que satisfaz [69]
D* =31 Y ® I, + I; ® X} S, (2.67)

O subespago N (Lp) é gerado pelas colunas da matriz Vy, ® Vj, associadas aos elementos
nulos de D (veja [69] novamente). Como consequéncia, podemos resolver o problema de

minimizagao transformado para a forma padrao (2.50) associado a

fr= aigflgin{llg—Af||§+A2||LDf||§}7 (2.68)
e n

aproveitando o fato de que a matriz V; ® V,, é ortogonal. A principal vantagem desta
T
abordagem é que os produtos matriz-vetor LEu e LJ}) v em (2.53) podem ser implementados

de modo muito eficiente por
Lhu=(Vy, ®Vy)D'u, L v =DV V) . (2.69)

Portanto, o custo computacional associado ao problema (2.54) reduz essencialmente a um
produto matriz-vetor envolvendo o produto de Kronecker V; ® Vg,, e isto é importante
para a eficiéncia do algoritmo GKB-FP. Ainda mais, se A = A; ® Ay, como ocorre em
processamento de imagens e andlise numérica (veja, por exemplo, [68]), podemos aumentar a
eficiencia do seguinte modo. Lembrando que a matriz V; ® V,, é ortogonal, vamos considerar

a transformacao

f=WVa,®Va)"f. (2.70)
Entao (2.68) reduz a
fr = axgmin {[lg — AFIE + 2DF|Z} 2.71)
feRn
em que
A= (A1Vy,) @ (A:Vy,), (2.72)

segue da propriedade dos produtos de Kronecker (A; ® As)(Vy, ® Vi,) = (A1Vy,) @ (AsVy,).
Assim, somente as matrizes (A1Vy,) e (A2Vy,) precisam ser armazenadas e, portanto, o pro-

blema (2.71) pode ser resolvido muito mais eficientemente do que o problema (2.68).
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Veremos agora qual o custo computacional exigido pelo algoritmo GKB-FP e pela sua
extensao para o método de regularizacao de Tikhonov na forma geral. O custo computacional
por iteracio para o GKB-FP ¢ dominado pelos produtos matriz-vetor Av e ATu que apare-
cem no processo GKB. Assim, a maior parte do custo computacional estd na realizacao dos
produtos matriz-vetor envolvendo a matriz A = ALTA que, de acordo com a equagao (2.53),
dependem de como os produtos matriz-vetor Liu e Lt sio efetuados.

Vamos nos concentrar no caso em que L é dada por (2.65), Ly, = Lg, € RO ¢
por simplicidade, dim(N' (L)) = 1. Portanto, vamos considerar que a solucao f\ é obtida
através do problema (2.68). Além disso, para simplificar nossa andlise, vamos considerar que
A € R Para

Au= AL\u = A(I, — W(AW)TA) L u, (2.73)

segue que o produto & = L u, dado por LLu = (V, ® Vg, )Dlu, Vy, € R™™ tem um custo
de 4n% + n? operacoes (o custo de n? é para o célculo de Diu e 47 para a realizacao do
produto matriz-vetor (Vy, ® Vg, )a, veja Teorema A.11). Na continuagdo temos o calculo de
iy = a4 — W(AW)TAi. Como a matriz W contém apenas uma coluna, AW é um vetor e
(AW)T é simples de ser calculado. Por questdes de eficiéncia, o calculo do vetor linha (AW)TA
é realizado apenas uma tnica vez, antes do processo GKB, logo nao ha esforco computacional
por iteracao para (AW)TA. Como consequéncia, (AW)TAw é um escalar obtido pelo produto
interno entre (AW)TA e 1, custo de 272 operagoes e i — W (AW)TAd precisa de mais 272
operacoes. Totalizando 472 operacoes para calcular ;. Finalmente, A@; ¢ um produto
matriz-vetor que necessita de mais 27* operacdes. Logo, o custo computacional para Au é
de, 2n* + 47 + 5n%. O raciocinio andlogo vale para A,

Vamos agora verificar qual o ganho com a mudanga de varidvel quando A = A; ® A,,

dado pelas equacoes (2.71) - (2.72). Vamos realizar o produto Au = AD'u. Para
Au = A(I, — W(AW)TA) D', (2.74)

com W uma matriz tal que span(W) = N(D), segue que o produto % = D'u tem um custo
de n? operacoes. Na continuacao temos o célculo de @ = 4 — W(AW)T/M. Aplicamos aqui

a mesma técnica do caso anterior, isto é, como a matriz W contém apenas uma coluna, o
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calculo do vetor linha (AW)TA ¢é realizado apenas uma tnica vez, antes do processo GKB,
logo nao ha esforco computacional por iteracao para (AW)TA. Como consequéncia, (AW )T A
¢ um escalar obtido pelo produto interno entre (AW)TA e 1, custo de 212 operacoes e U —
W (AW)T Aui precisa de mais 272 operacoes. Totalizando 471> operacdes para calcularmos ;.
Finalmente, Ag;, = (A1Vy,) ® (AsVy,) é um produto matriz-vetor que necessita de mais 4n°
operacoes. Logo, o custo computacional para Au é de 47 + 5n2.

Na Tabela 2.1 temos um comparativo entre estas duas abordagens. Podemos perceber
que o ganho com a mudanga de varidvel (2.71) - (2.72) é considerdvel, ou seja, reduzimos
2% operacoes. Com isto, podemos concluir que esta abordagem é bastante atrativa. Se
comparamos com o custo envolvido no algoritmo GKB-FP original em que L = I,,, o custo
é de apenas 473 (deveria ser 27i*, mas estamos considerando que A = A; ® A,), mas nem

sempre L = I, produz bons resultados e por este motivo usamos outros regularizadores.

Lp D GKB-FP (L = I2)
@ = Ll AR® + R? n? -
= a— W(AW) Ag 472 472 -
T = Au 2n* 473 473
total 2t + 403 + 502 43 + 5n? 473

Tabela 2.1: Custo computacional para o produto matriz-vetor © = Au A(l, —
n

W (AW)TA)LTu usando a matriz Lp e a matriz D para imagens de tamanho 7 x 7.

2.6 PROJ-L: projetando no subespaco de Krylov asso-
ciado ao processo GKB

Para evitarmos a transformacao para a forma padrao, nosso propdsito é construir aproxi-
magcoes para a solugao f dadas por (2.27). A extensao de GKB-FP que propomos, resolve o
problema restrito (2.27) usando o subespaco de Krylov gerado pelo GKB aplicado & matriz
A e segue os mesmos passos do algoritmo GKB-FP. Esta extensao difere da proposta original

do algoritmo GKB-FP no sentido de que as solucoes aproximadas sao calculadas como

A =Ved, d = axgmin {[lg — AVid|[3 + N LVid3} (2.75)
deR
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porém, a filosofia do método é preservada, pois, para cada k > 1, o ponto fixo de ¢ (\; )
é sempre calculado. Para deixarmos esta proposta mais interessante, seja LV, = Qp R a

decomposicao QR de LVj. Assim, a solu¢ao do problema (2.75) se reduz a

d) = argmkin {IBier — Byd||3 + N?|| Ryd||2} . (2.76)
deR
Portanto,
k k k k
ILEP o = | Red\l2s (17812 = [|Brer — Bid "o, (2.77)

e a funcdo ¢ (\; 1) associada a este problema é

|Brer — Bird” |
| Redl2

oW (N 1) = Vit (2.78)
Deste modo, para py > 1 e para k > py, calculamos o maior ponto fixo convexo de ¢®* (\; )
e 0 processo € repetido até algum critério de parada ser satisfeito.

Por questoes de eficiéncia, os aspectos a seguir devem ser considerados:
1. a aproximacao inicial no passo k + 1 é escolhida como o ponto fixo do passo k;

2. a decomposicao QR é feita uma tnica vez, isto é, no passo k = pg temos LV, = Qp, Ry,
e nos passos subsequentes esta é atualizada, ou seja, a decomposicao QR de LV é

atualizada a partir da decomposicao QR de LV}.

Para a atualizagao da QR, notemos que as k primeiras colunas da matriz LV, sao as

mesmas colunas da matriz LV, logo se LV, = Qi Ry e

Rii Ry
LViy1 = [LVi Lvgia] = Qpy1 Ris1 = [Q1 ¢ 01 = (1 R11 Q1R12+720gs], (2.79)
722

entao LV = QxR = Q1R é a decomposicao QR de LV}, pois a matriz ) tem colunas orto-
normais e a matriz Ry, é triangular superior. Além disso, Q, = Q1 e R, = Ry;. Finalmente, o
vetor Rys é obtido por Ry = QF L,y € 799Gs = Ly 1 — QrR1o. O custo para este algoritmo

é um pouco maior do que o processo GKB, ou seja, além das multiplicagoes matriz-vetor

Au e ATy, temos a atualizacdo da decomposicio QR que requer os produtos matriz-vetor
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0 = Lugy1 e Q0 o que significa 2pn e 2kp operagoes, respectivamente. O célculo do escalar
roo TEquer 2p operacoes e o vetor gs precisa de p + 2pk operacoes por iteracao.
Terminamos este capitulo apresentando no Algoritmo 2.4 um esbogo do algoritmo PROJ-

L. Experimentos numéricos apresentamos no Capitulo 5.

Entrada: A, L, g, po > 1, knay, €.
Saida: Solucgao regularizada fik)

1. Aplicamos py passos GKB em A com vetor inicial g e formamos a matriz B,,.

2. Definimos k = pg, p = 1. Calculamos a decomposi¢ao QR de LV}, ou seja,
LV}, = Qi Ry.

3. Calculamos o ponto fixo A®" de ¢®)(\; 1) e definimos
Moo= A" Aoa=No, k< k+1.

4. Realizamos mais um passo GKB, atualizamos a decomposicao QR de LV},
e calculamos o ponto fixo A®)” de ¢*)(\; i) considerando Ay como
aproximacao inicial.

Definimos Agq = Ag, Ag = AR)T
5. Se critério de parada satisfeito faga
A" = Aol
senao faga
k< Fk+1
V4 para passo 3.
Fim se

6. Calculamos a solugao regularizada f)(\k)

Algoritmo 2.4: Algoritmo PROJ-L.
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Capitulo 3

Regularizacao iterativa baseada em

métodos de subespacos

O algoritmo GKB-FP discutido no capitulo anterior, requer que um problema de projecao
seja resolvido para distintos parametros de regularizacao A. Contudo, em problemas de
grande porte, isto pode se tornar caro caso a solugao aproximada nao seja encontrada logo
nas primeiras iteracoes. Uma alternativa para o método de regularizacao de Tikhonov é usar
regularizagao iterativa no qual o nimero de iteragoes k representa o papel do parametro
de regularizacao. Contudo, apesar das propriedades regularizantes dos métodos iterativos
serem relativamente bem compreendidas, determinar um nimero apropriado de iteragoes
que produza uma boa aproximacgao para a solucao desejada nao é uma tarefa facil. Métodos
iterativos para a resolucao de problemas de minimos quadrados visam aproximar a solugao fis
através de uma sequéncia de solucgoes fr, k = 1,2,..., geradas através de multiplicagoes do
tipo matriz-vetor envolvendo a matriz A. Como exemplo, temos as iteracoes de Landweber
[40, 91], as iteracoes de Cimmino [16, 35], a Técnica de Reconstrucao Algébrica [40] e os
métodos de subspagos como CGLS [75] e MINRES [110], dentre outros [19, 45, 58, 65, 69,
78, 84, 125, 136, 137]. Os métodos iterativos sao mais atrativos do que os métodos diretos
pois [65]:

e a matriz A s6 é acessada para a realizacao de produtos matriz-vetor. Se A é esparsa,

qualquer decomposicao matricial, especialmente as ortogonais, provavelmente ird des-

truir esta esparsidade ou qualquer outra estrutura [19];
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e as operacoes envolvidas nos métodos iterativos geralmente sao produtos matriz-vetor,
operagoes do tipo saxpy (f < af + g), norma de vetores e resolugao de sistemas

triangulares. Estas operacoes sao simples, rapidas e paralelizaveis;

e quando o produto Af é realizado por uma black-boz, ou seja, a matriz A nao é conhecida,

entao os métodos iterativos sao as unicas opgoes;

e 0s métodos precisam ser parados em algum momento, especialmente quando lidamos
com problems mal-postos discretos. As solucoes iteradas e os residuos associados podem

ser monitorados e usados para a escolha da iteracao de parada.

Neste capitulo apresentamos um critério de parada automaéatico para métodos iterativos
baseados em subespacos que nao necessita de nenhum conhecimento a respeito do nivel de

ruido.

3.1 Meétodos iterativos baseados em subespacos

Dada uma familia {Vk}k21 de subespagos tal que dim(Vg) = k e Vi, C Vyy1, a filosofia dos

métodos iterativos baseados em subespacos é que cada solugao iterada f; é dada por

fie = argmin [lg — Af[]3. (3.1)

feVK
Como exemplos de subespacos que sao usados em problemas mal-postos discretos temos:

e 0 subespaco V, gerado pelos k primeiros vetores singulares a direita da matriz A, ou

seja, Vi = span{vy, ..., vi} ou, simplesmente, V. = S (veja equagao (2.41));

e 0 subespaco com base ortonormal obtida da transformacao discreta de cossenos [130]

v =+/1/n(1,1,..., )7,

_ _ Y T (3.2)
v; = 2/n<cos(z—7r),cos<3z—7r>,...,COS(M)) . i=2....k;
2n 2n 2n

e 0s subespagos de Krylov. Dada uma matriz A € R"*" e um vetor g € R", o subespago

de Krylov associado ao par (A, g) é Ki(A, g) = span{g, Ag, A%g, ..., A¥"1g};
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e as wavelets de Daubechies [39].

Na Figura 3.1 temos os 5 primeiros vetores para cada uma destas bases (exceto a ultima)
considerando o problema phillips com dimensao n = 512. Podemos perceber que, quando
i aumenta, a frequéncia dos vetores v; das bases SVD e DCT aumenta. Isto é comum em

problemas mal-postos discretos. O mesmo nao ocorre com os vetores geradores do conjunto

IC5(A, g)

010 0.1 0.1 01p 0.1
0 N 0 0 0 0
0.1 0.1 -0.1 -0.1

-0.1
0

0.1 0.1

=)
=)
1. 1.
<m %N
- -
=}
o — = —
1l 1
gw >°’
- -
=)
T W
ih EL
- -
o

-0.1 , 01 -0.1 -0.1 -0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
0.05 0.05/\ o_os/\ 0.05/\ 0.05/\
0 0 0 0 0
0 10 1 0 10 10 1

Figura 3.1: Os 5 primeiros vetores da base SVD (linha superior), da base DCT (linha inter-
medidria) e do conjunto gerador normalizado para IC5(A, g) (linha inferior) para o problema
phillips com n = 512 e NL = 0,01.

Por estarmos usando subespacos encaixantes, a norma do residuo r, = g— A f;, associado as
solugoes iteradas forma uma sequéncia nao-crescente. Por ser um resultado trivial, omitiremos

a demonstracao e, em seguida, veremos alguns métodos classicos.

Lema 3.1. Seja fi, k > 1, dada por (3.1), entao ||rxs1ll2 < ||rkll2 para k > 1.

3.1.1 O método da SVD truncada

Talvez o método baseado em subespacos mais simples seja 0 método da SVD Truncada
(TSVD) que, essencialmente, nao incorpora no somatério (1.6) as componentes associadas

aos menores valores singulares da matriz A. Para distinguir a solucao TSVD, usaremos a
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notacao f, em vez de fi. Assim, a k-ésima solucao TSVD é dada por

k U-Tg
fr = ~L=v;, k<, (3.3)
o

j=1 7

o que implica que ||fxy1]|2 > [|fx||2- Do ponto de vista de subespagos, a solucao f; é dada por

k
f = argmin|lg — Af|3 = Alg, Av=> ojuv]. (34)

fesk j:]_

A escolha do parametro de regularizacao k, também chamado de parametro de trun-
camento, tem um papel importante na qualidade da solucao fp. Se k for pequeno, pouca
informacao do problema serd incluida no somatério, em contrapartida, se k for grande, com-
ponentes do ruido associadas aos menores valores singulares serao incluidas na solugao f,
deteriorando-a. A Figura 3.2 é bastante ilustrativa. Inicialmente a solugao f, nao capturou
informacao suficiente do problema, posteriormente a solucao fg tem praticamente as mesmas
propriedades da solucao exata e, por fim, com £ = 18 a solucao iterada ja nao tem mais

utilidade por estar sob forte influéncia do ruido.

-5 0 5

Figura 3.2: Solucao exata (tracejado) e as solugoes TSVD (traco continuo) para k = 4,9, 18
para o problema phillips com n = 512 e NL = 0,01.

Isto nos leva a conjecturar que o erro relativo Ey = || fexato — Tk |2/ || fexato||2 deve ser grande
nas primeiras iteragoes, atingir um possivel minimo nas iteragoes subsequentes e, em seguida,
aumentar significativamente pois o ruido nos dados passa a ser dominante [65]. Na Figura
3.3, exibimos o comportamento do erro relativo Ej, para as 25 primeiras solugoes TSVD para

o problema gravity (também disponivel em [64]) com n = 64 e NL = 107°.
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0 10 20

Figura 3.3: Erro relativo Ey, = [[fx — fexatol|2/||| fexato||2 Para as 25 primeiras solugoes TSVD
para o problema gravity com n = 64 ¢ NL = 107°.

3.1.2 O método CGLS/LSQR
O método CGLS

O método dos gradientes conjugados (CG) é um dos métodos cldssicos para solucao de
sistemas lineares quando a matriz de coeficientes é simétrica positiva definida. Sabemos que a
matriz de coeficientes das equagdes normais associadas ao problema (1.4) é simétrica positiva
definida. Assim, o método CGLS é o resultado de aplicar o método CG as equagoes normais.

Para este método, as solugoes f;, satisfazem

fr=argmin |[g— Af]3. (3.5)
fE/Ck(ATA7ATg)

Hestenes e Stiefel [75] propuseram o que é considerada uma das implementacoes mais
estaveis do método dos gradientes conjugados aplicado as equagoes normais (veja Algoritmo
3.1). Na Figura 3.4 apresentamos algumas solugoes calculadas pelo algoritmo CGLS, bem
como algumas solucoes TSVD e a solucao exata.

As primeiras solucoes iteradas obtidas pelos métodos CGLS e TSVD tendem a aproximar
cada vez melhor a solugao exata, porém, com as iteragoes avancando, as mesmas vao em
direcao a solucao frs que, como sabemos, estd dominada pelo ruido. O maior desafio na
pratica é escolher o parametro k que produza uma solucao que tenha capturado informacao
suficiente do problema e que ao mesmo tempo nao esteja muito contaminada pelo ruido.

As propriedades regularizantes do algoritmo CG se devem ao fato de que, em certas apli-
cagoes, o subespago de Krylov Ky (AT A, AT g) pode ser considerado como uma aproximagao

para o subespaco Sy (veja Lema 2.4 e Figura 2.9). Logo, fx pode ser considerada uma apro-
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Entrada: A, g, fy
Saida: Solugao fi
1. To :g—AfQ, dQ :AT’I"O
2. Parai=1,2,...
ay, = A3/ | Ady- 3
fr = fr—1+ apdp_y
Th = Th—1 — QpAdp_y
B = [[ATre I3/ | AT |13
di = AT + Brdy—
Fim para

Algoritmo 3.1: Algoritmo CGLS.

0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
7 \ Y \
0> v 0= ]S -
5 0 5 5 0 5 5 0 5
0.4 0.4 0.4
O'Zv/\w " " A/A\/\N»
0per 0™ o kA A
5 0 5 5 0 5 5 0 5

Figura 3.4: Solugoes CGLS (—) e solugoes TSVD (——) para k = 1,2, 3,4, 5 (linha superior)
e k =6,8,10,12,14 (linha inferior) e solucao exata fexato (- ) para o problema phillips com
n =512 ¢ NL = 0,01.

ximacgao para a k-ésima solugao TSVD. Para mais informacoes a respeito das propriedades

regularizantes do método CG, sugerimos [65, 136, 137].

O método LSQR

Teoricamente, o método LSQR ¢ idéntico ao CGLS pois as solucoes iteradas satisfazem

fo=  argmin_ g — AfJ2 (3.6)
fEKK(ATA,AT g)

A diferenca estda em como cada solucao f; é calculada na pratica.

Usando as equagoes do processo GKB (2.16) a (2.18), segue que f, satisfaz

fk = Vk‘dk, dk = argmin ||,6161 - Bdeg (37)

deRFk
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Paige e Saunders [112] mostraram que nao precisamos armazenar os vetores vy, ..., Uy para

encontrar fi. Seja By = Qf Ry, a decomposicao QR reduzida da matriz By com

pr b
Ry, = c R¥*, (3.8)
Pr—1 k-1
Pk
nao-singular e QI com colunas ortonormais. Entao,
15 g’f k+1 ~
dy, = R, "dy, = Qrer R, Op €R, (3.9)
Ph+1
e o vetor c?k =[p1 - x|t Assim, fp = Vidy = VkRglgk = Zkgk, e Z,, satisfaz o sistema

triangular inferior R} ZF = V,T', logo as colunas de Zj, = (21, 29, ..., ) podem ser encontradas
sucessivamente por substituicao direta. Definindo zyp = 0, usando a matriz Ry e identificando

as ultimas colunas em Z, R, = V}, temos:

1
2y = p—(Uk — Op—12k-1),  [r = from1 + P2 (3.10)
k

Devido as propriedades monotonicas do método LSQR, vale || fxr1ll2 > || fell2 (veja [112]).

3.1.3 O método MINRES/MR-II

O método MINRES [110] foi desenvolvido para sistemas lineares com a matriz A simétrica

e busca aproximar a solucao fig = Afg através de uma sequéncia de solucoes f; dadas por

fr = argmin ||g — Af]3, (3.11)
fEICK(Avg)

em que Ky(A, g) é gerado através do processo da tridiagonalizacdo de Lanczos.
O processo da tridiagonalizacao de Lanczos [90, 109] (LT), é um método iterativo que

aplicado & matriz A com vetor inicial ¢ gera, apds k < n iteracoes, a matriz V;, € R™* com

47



colunas ortonormais e a matriz tridiagonal T}, € R*¥**,

ap [y
Ba s fs

Br—1 -1 B

Br g

tais que

B1Vier = g = Brv,
AV, = ViTy, + Bry1vkiaer

(3.12)

(3.13)
(3.14)

em que e denota o k-ésimo vetor canonico de dimensao apropriada. No Algoritmo 3.2

temos o esquema do processo LT e podemos concluir que os vetores v; gerados neste processo

fornecem uma base ortonormal para o subespago de Krylov ICx (A, g).

Entrada: A, g
Saida: Matrizes Vj, e Tj.
1. Boi=g, ar=v{Av, v=0

2. Parai=1,2,...
Bis1Viq1 = Av; — v, — Biviy
Qi1 = UiTJrlAUHl
Tu = Oy, Tz‘+1,i = Tz‘,z‘+1 = 5i+1
Fim para

Algoritmo 3.2: Processo da tridiagonalizacao de Lanczos.

Teoricamente, o processo da tridiagonalizacao de Lanczos gera vetores ortogonais, no

entanto, numericamente pode haver perda desta ortogonalidade. Assim, implementacoes do

processo LT podem ser feitas sem ou com reortogonalizacao.

Utilizando a matriz Vj como base para o subespago de Krylov Kx(A4, g), a resolugao do

sistema (3.11) torna-se extremamente simples, pois, se f = V,d para algum d € R* entdo

48



lg — A% = |81Vier — (ViTk + Brr1vkrief )d||3. Assim, o problema (3.11) é equivalente &

fk: = dek, dk = argrrtin HBleel — (Vka + Bkﬂvkﬂe;‘f)dﬂg, (315)
deR

e o vetor dj, é obtido por (T7? + B,%Heke}f)dk = [1Treq, que é um sistema linear cuja matriz é
pentadiagonal, simétrica e, pelo menos, positiva semidefinida.
Através de rotagoes de Givens, podemos encontrar uma matriz ortogonal Q, tal que

Tng = L, seja triangular inferior. Assim, T,f = TkQ;;FQka = fkff e disto temos que
— =T
T? + Bi.exer = LiLy, + Biqexei = LiLi, (3.16)

em que a matriz Ly é triangular inferior e nao-singular. Portanto, L; é o fator de Cholesky
da matriz T7 + B2, exei. Como consequéncia, a solugao dy pode ser encontrada através de
Lkadk = [1LiQrer. Notemos que a matriz Ly pode ser escrita como Ly = LDy, em que

Dy, é uma matriz diagonal, logo
LiyLidy = B LiDyQrer = Lidy = B1DyQrer = .. (3.17)
Finalmente, temos que a solucao f; é
fo = Vidy = ViL, T LEd), = Myty, My, =[my --- 1] = Vil . (3.18)

A dltima coluna da matriz M, pode ser obtida pelas dltimas trés colunas da matriz Vi,
pois MkL;-C = V4, assim, apenas os dltimos trés vetores de M, precisam ser armazenados no
processo iterativo. Logo, a solucao fi pode ser atualizada de uma iteracao para outra.
Hanke [58] propds uma modificagdo do método MINRES chamada de método MR-II,
cuja diferenga é que o subespagco de Krylov em (3.11) é Ky(A, Ag), ou seja, o vetor inicial no

processo LT é o vetor Ag.
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3.1.4 O método GMRES/RRGMRES

Com o propésito de generalizar as ideias do método MINRES para matrizes nao-simétricas,
foi desenvolvido o método GMRES [125] que utiliza o método de Arnoldi [2] para gerar uma
base para o subespago de Krylov Ky(A,g — Afy), em que fy é alguma aproximagao inicial.

O método de Arnoldi [2] é um método iterativo para matrizes quadradas que aplicado a
matriz A com vetor inicial ¢ gera, apés k < n iteracoes, a matriz Q, € R™* com colunas

ortogonais e a matriz Hessenberg superior H;, € R¥**,

hll h12 hlk
h21 h22 th
H, = hyy - -- Ry, , (3.19)
Pig—1 Pk
tais que
gll2Qrer = g = llgll2an, (3.20)
AQk = QpHy, + his1 xqriaey (3.21)

em que e, denota o k-ésimo vetor canonico de dimensao apropriada. No Algoritmo 3.3 temos
o esquema da reducao a forma Hessenberg de Arnoldi e podemos concluir que os vetores ¢;
gerados neste processo fornecem uma base ortonormal para o subespago de Krylov K (A, g).

Teoricamente, o processo de Arnoldi gera vetores ortogonais, no entanto, numericamente
pode haver perda desta ortogonalidade. Assim, implementagoes do processo de Arnoldi
podem ser feitas sem ou com reortogonalizagao.

Notemos que a equagao (3.21) pode ser escrita como AQy = Qk+1ﬁk em que

. H,
H, = , (3.22)
0 Nhptik
com 0 = [0 --- 0] € R>®* D Assim, segue que se f = Qpd para d € RF, temos
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Entrada: A, g
Saida: Matrizes Q) e Hj.
L a=g/llgl2
1. Parai=1,2,...
Para j=1,...,i
hj; = Q;TFA%’
Hj; = hy;
Fim para (j)

hiv1igior = Agi — Y hjig
j=1

Hip1i = hita,
Fim para (i)

Algoritmo 3.3: Processo de Arnoldi.

lg — Afll2 = |lllgllzer — Hid||s. Portanto, minimizar ||g — Af||2 restrito ao subespaco de

Krylov Ki(4, g), é equivalente a resolver o problema irrestrito

~ 2
fi = Quc,  di = argmin |llglaes — Hid| (3.23)

deRF

que pode ser resolvido através da decomposicao QR da matriz H r via rotacoes de Givens.
Uma modificacdo do método GMRES, chamada de RRGMRES [25], busca aproximar

fLs com solugoes fr € Kr(A, A(g — Afy)), ou seja, o vetor inicial no processo de Arnoldi é

A(g — Afo).

3.1.5 Parametro v; = ||A— AF;||; para os métodos MINRES e GM-
RES

O Lema 2.2 nos fornece uma expressao geral para o parametro v, = ||A — AP||s. Porém,
para o método MINRES esta expressao se torna mais simples. Se a familia de subespagos
V) sao os subespacos de Krylov gerados pelo processo LT, entao ~; ¢ dado pelo préximo

teorema.

Teorema 3.2. Assuma que o processo LT possa ser executado até o fim. Seja Gry €

o1



R =k+DX(n=k) o matriz com largura de banda inferior 2

Br+1
A1 Bk-ﬁ-?
Q
G = Br+2 'k+2 ék+3 | | (3.24)
Bn—l Op—1 577,
Bn

em que oy, € B sao gerados pelo processo de tridiagonalizagao de Lanczos aplicado a matriz

A. Entao para k=1,...,n—1 temos
1 = ([ Grpll2

2. Vi1 < Vi

Demonstracao. O primeiro item segue como consequéncia do Lema 2.2 e o segundo pelo fato
de G741 ser uma submatriz de Gp.

]

Como nao temos a matriz Gy no passo k, podemos aproximar 7; com a norma da

primeira coluna de Gryg, ou seja, v, % [|Grreillz = \/oz%Jrl + Bi1 + Biyo- Porém, Sy
também nao estd disponivel no passo k, assim, podemos analisar apenas a quantidade
\/ 01+ Biyi- Sabemos que se posto(AP;) = k, entdo 7, > oj41, portanto, na prética,
ambos v € y/oq ., + 7, aproximam oy e esta aproximagao melhora quando k aumenta.
Podemos ver uma ilustragao disto na Figura 3.5 e concluir, pelo menos neste exemplo, que o
subespago de Krylov gerado pelo processo GKB aproxima melhor o subespago S do que o
subespaco de Krylov gerado pelo processo LT.

Se a familia de subespacos V; sao os subespagos de Krylov gerados pelo processo de

Arnoldi, entao a quantidade v;, = ||A — AP, é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.3. Assuma que o processo de Arnoldi possa ser executado até o fim. Seja Gy
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0 20 40 60 80

Figura 3.5: Estimativa ||Gprei|l2 € \/oz,, + B, (esquerda). Parametros -y, obtidos pelos
o processos GKB e LT para o problema phillips com n = 512 e NL = 0,01.

a matriz n X (n — k) definida por

hi k41 D gto e hin
ho k41 ho g+o e ho.n,
Gug = | hprortr hesops e Piyon |- (3.25)

hn—l,n—Z hn—Ln—l hn—l,n

hn,n—l hn,n

em que h;j sao gerados pelo processo de Arnoldi aplicado a matriz A. Entao, para k =

1,....,n—1, temos
1 v = |1Gakllz,
2. Vrp1 < Yk

Demonstracao. Analoga ao caso anterior.

[]

Notemos que, neste caso, para aproximarmos v, a partir de |G g ge1]|2 ¢ mais complicado
pois no passo k nao temos h;x41 para j = 1,...,k + 2. Os coeficientes h; 41 para j =
1,...,k+ 1 até podem ser calculados pois hjp41 = quAqu e dispomos de ¢x1, porém, o

custo pode se tornar grande caso o numero de iteragoes também seja grande. Na Figura
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3.6 podemos apreciar o parametro 7, calculado pelo processo de Arnoldi e o calculado pelo
processo GKB. O processo GKB novamente fornece uma boa aproximagao para o1, porém
o processo de Arnoldi nao foi capaz de capturar as mesmas informacgoes, pelo menos para o
problema heat. Mesmo que o método de Arnoldi seja realizado com reortogonalizacao, nao

ha alteragao significativa no resultado.

Y
0 Y, (GKB)

10

-5

10

0 20 40 60 80

Figura 3.6: Parametro v, obtido usando o processo GKB e v, obtido usando as iteracoes de
Arnoldi (Ar) para o problema heat com n =512 ¢ NL = 0,01.

A principal conclusao que podemos tirar deste simples exemplo é que as solugoes iteradas
obtidas pelo método GMRES podem nao ter utilidade pratica, isto é, o método GMRES

pode nao ser uma boa opgao para tratar problemas mal-postos discretos (veja [79]).

3.2 Ciritério de parada automatico para métodos itera-

tivos

As propriedades de regularizacao dos métodos iterativos sao bem compreendidas, porém,
quando a tarefa é determinar o niimero apropriado de iteragoes sem um conhecimento a priori
da norma do ruido, como exigido pelo principio da discrepancia, a situacao ¢ bem diferente.
Nesta secao vamos desenvolver um critério de parada automatico para os métodos iterativos
que nao requer nenhuma estimativa da norma do ruido e, para isto, vamos analisar o método
da TSVD. Além disso, vamos assumir que a condicao discreta de Picard é satisfeita e que

o vetor de ruidos tem entradas aleatérias, com distribuicao normal, média zero e variancia
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especificada. Uma estimativa para o erro na solucao TSVD é

erxato - kaQ S erxato - A]];gexato”2 + HAJ]LGHZ = El(k) + E2(k)7 (326>

em que

n

|uTgexato|2
Bk = | 3 e

g
j=k+1 J

(3.27)

O primeiro termo denota o erro devido a regularizacao, este diminui com k e pode se tornar
pequeno para k grande. O segundo termo, muitas vezes referido como erro de perturbacao,
mede a intensidade do erro e aumenta com k, este pode ser extremamente grande quando
valores singulares pequenos entram no somatério. A escolha do parametro de regularizagao
requer, entao, que haja um balanco entre os dois termos de modo a minimizar a estimativa
do erro na solucao. Observamos agora que, por estarmos lidando com problemas mal-postos
discretos e a CDP ¢ satisfeita, existe um £* tal que vale (1.7).

Analisando mais atentamente Fi(k) e Ey(k), podemos observar que, quando k > k*, a
norma do erro Fs(k) comega a aumentar drasticamente enquanto que FE;(k) permanece sob
controle devido a CDP e que o erro F1(k)+ Es(k) ndo deve ser minimizado para k > k*. Por
outro lado, quando k < k*, coeficientes \U]Tgexato\ importantes sao incluidos em E;(k), no qual
comega a aumentar, enquanto que Fs(k) permanece sob controle pois os valores singulares
o; dominam os coeficientes |ujTe|, e mais uma vez, o erro nao ¢ minimizado. Esta analise
sugere que a estimativa do erro deve ser minimizada em k£ = k*. Na pratica nao temos o
vetor €, entao o que podemos fazer é minimizar alguma funcao que tenha comportamento
semelhante.

Da SVD de A segue que

k T 12 n
|uj g1
I6ul3 = D" =25 nl3 = llg = Afll3 = > luf gl + 5, (3.28)
j=1 J j=k+1

em que 0y denota a norma da componente de g que nao pertence ao espago coluna de A.
Para k > 1, seja Uy, = ||[f]|2]|rll2. Como ||[fy||2 é crescente e ||rg||2 é decrescente, minimizar

log(Wy) é equivalente a minimizar a soma de dois termos, um crescente e outro decrescente.
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Entao, em principio, deve existir um inteiro k& no qual ¥, é minimizada. Da condigao (1.7)
e para k > k*, a norma do residuo decresce aproximadamente de modo linear, enquanto que
a norma da solugdo comega a crescer drasticamente pois, neste caso, 0 ~ o5, < |ul¢|. Entdo,
¥, nao pode ser minimizada para k nesta faixa de valores. Por outro lado, quando k < k*, a
norma do residuo fica extremamente grande pois os coeficientes ]ujTg\ sao incluidos, enquanto
que a norma da solucao cresce lentamente com k. Logo, a fungao ¥y nao pode ser minimizada
para k < k* e, portanto, esta deve ser minimizada em k£ = k*. Concluimos, entao, que um

bom parametro de regularizacao para a TSVD é o minimizador de ¥y, (veja a Figura 3.7).

2

- E,(0+E, ()

10
\_>/
rT <

\

/.

5 10 15 5 10 15 5 10 15

Figura 3.7: Cotas (3.27), funcao Wy e erros relativos em f; para o problema gravity com
n =32 e NL = 0,02. Erro relativo minimo atingido em k* = 7 = argmin ¥y, e ||f; — fexato|| =
0a0778||fexato||2'

No entanto, a SVD pode ser invidvel para problemas de grande porte e o método da
TSVD pode nao ter utilidade pratica. Como alternativa a TSVD para problemas de grande
porte, a ideia é usar o método iterativo LSQR em conjunto com o critério de parada definido
similarmente ao critério de truncamento para a TSVD acima. Portanto, nosso critério de

parada automatico para o método LSQR seleciona o parametro ¥ tal que
k= argmin Wy, Wy = | fxll2llg — ASxll2- (3.29)

A motivacao para usarmos este critério de parada vem da observacao de que para k pequeno
temos || fi|l2 pequeno e [|g — Afill2 grande e, portanto, ¥y nao é minimizada. Por outro
lado, para k grande temos || fx||2 grande e ||g — Afi||2 pequeno e, mais uma vez, ¥, nao é
minimizada. Isto sugere que o minimizador de ¥y corresponde a um bom balanco entre o
tamanho de ambas as normas. Naturalmente que este critério nao esta restrito somente ao

método LSQR, isto é, o mesmo pode ser usado em conexao com qualquer método iterativo.
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Na Figura 3.8 apresentamos trés sequéncias ¥, para o problema phillips com dimensao
n =512 e NL = 0,01. Cada sequéncia foi calculada, respectivamente, pelos métodos TSVD,

LSQR e MR-IL

Minimizador em k = 11 ) Minimizadorem k =9 , Minimizador em k = 10
10 10 10
¥, (TSVD) ¥ _(LSQR) ¥, (MR-TI)
10' 10’ 10’
10° 10° 10°
0 20 40 0 20 40 0 20 40

Figura 3.8: Sequéncias ¥j obtidas pelos métodos TSVD, LSQR and MR-II aplicados ao
problema phillips com n =512 e NL =0,01, k= 1,...,50.

Do ponto de vista préatico, a implementacao deste critério pode ser feita monitorando a

seguinte sequéncia de diferencas finitas avancadas

VU = Uy — Uy, k> 1, (3.30)

e entao, selecionar o primeiro indice k tal que VW¥;_; < 0 e V¥, > 0. Como ¥, é uma

sequéncia de niimeros nao-negativos, o minimizador de ¥? coincide com o de ¥y. Entdo,

VU2 = 02, — 02 = | fes BVl (620 — &) (3.31)
em que
el TAERY I
P =12 = — : 3.32
e AT AE I TN PR TAE (3.52)

e V|ri|3 e V|| fx]|3 sao, respectivamente, as diferencas finitas avancadas para ||[rz]|3 e || f]3-
De modo a analisarmos o sinal de VW?, trés casos devem ser considerados com relagao ao

sinal de V|| f||3:

e se V| fc]]2 = 0, o que é improvavel que ocorra em problemas praticos, & nao estd
definido e VU2 = ||fil3V||7]]3 < 0. Portanto, Uiy < Wy e a sequéncia ¥y nao é

minimizada em k;
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e se V|| fill? < 0, como pode ocorrer com, por exemplo, o método GMRES, segue que
& < 0, pois V||rgl3 < 0. Entdo, ¢7; — & > 0 e se VUE # 0, segue que VU < 0.

Portanto, Uy < Uy e a sequéncia ¥, nao é minimizada em k;

e se V|fill3 > 0, segue que | fr1ll3V|fxl2 > 0. Esta hipdtese também implica que
& > 0, e entdo, o sinal de VU3 depende do sinal de ¢7,, — &. Portanto, VUZ < 0 se
fk/qﬁiﬂ >1e VU, >0 se 5]€/¢i+1 < 1. Neste caso, k serd o minimizador de ¥, se

V\Ifk,l S Oe V\I/k Z 0.

A Figura 3.9 mostra ambas as sequéncias ¢7,, e & em que as quantidades ||ry||3 and
| f]|3 foram calculas pelos métodos TSVD, LSQR e MR-IT usando os mesmos dados da figura
anterior. Como esperado, a mudanga de sinal ocorre nas iteragoes k = 12 para TSVD, k = 10
para LSQR e k£ = 11 para MR-II uma vez que os minimizadores de ¥, sao, respectivamente,

k=11,k=9ek = 10.

Mudanca de sinal em = 12 Mudanca de sinalem k = 10 Mudanca de sinalem k = 11

%, &, ) &
0 100 10
10 (p2k+1 <I]2k+1 (piﬂ
b\-\ 10‘5 10—5
107°

10 20 30 10 20 30 10 20 30
k k k

Figura 3.9: Sequéncias ¢7_, e &, calculadas pelos métodos TSVD (esquerda), LSQR (centro)
e MR-II (direita) usando os mesmos dados da figura anterior. A troca de sinal em VW
ocorre uma iteracao apés o minimizador de W, ser atingido.

Vamos considerar que a sequéncia f, é calculada através do método TSVD, ou seja, temos

fr e rp = g — Afi. Da equagao (3.28) segue que

Virell3 2
= 3.33
ViIRE ok 239
E, portanto
17 s€ ||’r|]}+ﬁ||2 > Ok+1,
sign (V7)) = - ||r’;+21 s (3.34)
_ s 1

< Ok+1-
15 /l2
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Um ponto chave deste critério de parada automéatico é que nao hé necessidade de se
executar um numero predeterminado de passos como exigido, por exemplo, pelo critério da
Curva-L, como veremos a seguir. Para deixarmos esta ideia mais clara, vamos supor que K
é selecionado por (3.29). Entao, apenas k+1 passos sao necessarios. Algumas observagoes

com relacao a esta andlise:

1. se a sequéncia || fx||2 é nao-decrescente, como ocorre com os métodos TSVD e LSQR,

sempre temos V|| fx||3 > 0 e a sequéncia ¢ é nao-crescente;

2. a sequéncia ¢, ainda pode ser nao-crescente mesmo se || fill2 > || fr+1ll2 para alguns

valores de k, pois ¢ é um quociente entre [|7%||2 e || fx|2-

Vamos finalizar esta secao com alguns métodos existentes para a escolha do parametro de

regularizacao k.

3.2.1 Principio da Discrepancia

O uso do principio da discrepancia como critério de parada para métodos iterativos [54],

sugere escolher o parametro ¥ como o primeiro £ tal que
lg — Afell2 < 6. (3.35)

Na Figura 3.10 temos a norma do residuo associado as primeiras vinte aproximacoes fy
obtidas pelo método LSQR aplicado ao problema phillips com n = 512 e NL = 0,001, a reta
constante z = ¢ (grafico a esquerda) e o erro relativo para cada aproximacao fj (grafico a
direita). Podemos perceber que, para parametros k > 9, todas as aproximagoes satisfazem

lg — Afill2 < 9, logo devemos escolher fy como solucao regularizada.

3.2.2 Curva-L discreta

O critério de parada proposto anteriormente, equacao (3.29), nada mais é do que uma
versao discreta do método proposto por Reginiska (2.10), que tem por objetivo localizar o

“canto” da curva-L para o método de regularizacao de Tikhonov. Portanto, é razoavel que o
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Figura 3.10: Norma do residuo associado as primeiras vinte aproximagoes fr (LSQR) e a
reta z = 0 (esquerda) e erro relativo nas aproximagoes (direita) para o problema phillips com
n =512 e NL = 0,001. O circulo denota os valores para k = 9.

minimizador de (3.29) esteja relacionado com um ponto na curva-L discreta

Lq={(logllg — Afill2,log I fell) e R* / k=1,....q}. (3.36)

Técnicas para encontrar o “canto” incluem o uso de splines por Hansen e O’Leary [73], o
método do triangulo por Castellanos et al. [30], um método por Rodriguez e Theis [123] e
um algoritmo adaptativo denominado por pruning por Hansen et al. [71].

Este pruning foi desenvolvido com o objetivo de contornar as dificuldades dos métodos
existentes e uma avaliacdo de sua efetividade pode ser encontrada em [71]. No entanto,
encontrar o “canto” com uma quantidade finita de pontos nao é uma tarefa facil e os algoritmos
existentes tém suas peculiaridades (veja, por exemplo, Hansen [65, p. 190], Hansen et al. [71]
para o caso de multiplos “cantos” e [127] para uma aplicagdo da curva-L no contexto de
microcirculagdo pulmonar). Veremos na se¢ao 3.4 que este algoritmo pruning, apesar de

funcionar em alguns problemas, é altamente dependente do ntimero de pontos q.

3.3 Solucao iterada f; vs. solucao TSVD f;

Nosso objetivo principal nesta secao é entender melhor o comportamento da solugao TSVD
fr dada por (3.3) em relagao a solugao fi obtida por (3.1) . Para tanto, comeg¢amos com uma
cota superior para o angulo entre os subespagos V. e S, ou seja, o subespaco gerado pelos k

primeiros vetores singulares a direita da matriz A.
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Teorema 3.4. Seja Vi, = [vy,...,vx] € R™* uma matriz com colunas ortonormais tal que

spanf{vy, ..., v} = Vi e seja y o angulo entre os subespagos Vi € Sy dado por (2.41). Entao

sen(Q) < %, (3.37)

Ok
com 7y dado por (2.28).

Demonstragao. Seja a matriz V = [V, V| ] € R™™ ortogonal. Da demonstra¢ao do Lema
2.2 segue que AV, = UM,. Multiplicando, a esquerda, esta ultima equacao por U;‘C dada
por (2.41), e usando o fato de que U} A = ¥V} em que a matriz ¥, contém os k primeiros
valores singulares na sua diagonal, temos V;;FVL = Z,;lUkU M;. Tomando norma em ambos
os lados e usando o Lema 2.2 temos que sen(£);) < vx/0k, em que usamos o fato de que
sen(Qx) = [IVE VL2 (veja [51]).

O

No caso particular em que o subespaco V. é gerado pelo processo GKB temos uma outra

limitante superior para sen({).

Teorema 3.5. Sejam 2, 0 angulo entre os subespacos Vi e Sy gerados, respectivamente, pelo

processo GKB e (2.41) e a matriz By, dada por (2.15). Se omin(By) > 0k41, entdo

Umin(Bk)C%kH

sen(€2;) < : 3.38
( k’) = Umin(Bk>2 _ 0—]3_’_1 ( )
Demonstracao. Vamos reescrever a SVD da matriz A como
Y 0
Vf T T
A= [Uk Uo UJ_] 0 > = UkEka + Uozovo. (339)
Vo
0 O

Como A tem posto completo, o processo GKB pode ser executado n passos sem interrupcao,
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logo podemos escrever A como

B Ch .
A=[Uw Uy U]| 0 F, VkT : (3.40)
0 0 ’

em que B, € RE+DXk ¢ dada pela equacao (2.15), Cp = apyieppiel € REFDx(=k)

Brto  Qyo
Fr = - € RmHxn=k), (3.41)
Bn oy

571—}—1

D
Seja By, = P g QT a SVD de By, entao podemos reescrever (3.40) como
0

D, C, ~
A=[U, Uy U]| 0o EF, N’“T = U, DV + U.CoVE + U B VT, (3.42)
0 0 °
em que ﬁk € R™* consiste das k primeiras colunas da matriz Ui Py, (70 =1[p U €

R™*(=k+1) com p sendo a tltima coluna de Ugy1Pr, ﬁl = U, P, € Rmx(m-—n-1) ék € Rbx(n—Fk)
consiste das k primeiras linhas da matriz PLCy,, Fj, = [fT FT]T € R=k+Dx(=k) com f sendo

a ultima linha de P,;f C} e finalmente Vk = ViQr e ‘70 = V5. Como consequéncia, temos

VIV, = D;! ((7,3 A ék%T) Vo = D;! ((7,3 AV, — éka)TVO) s
— D,;l (&]ZUOEO - ék%TVO) .

Além disso, temos

ATy = DDy = VIAT = DIOT = 07 — DWVIAT — DVIAT,  (3.44)

62



e, também, que UT Uy = D; 'VTATUy = D 'VIV,%,. Entao,

V7V, = D! (D,;lffkTvOzg - 6k17()Tv0)

R s (3.45)
= D;*ViIVoSg — DGRV Vo
Aplicando normas, temos:
sen(QYy) < L sen(€2;) + M (3.46)
= Unlin<Bk)2 g Umin(Bk>' ‘
Usando a hipdtese de que oy (By) > ox41 € o fato de que ||6kH2 < a4, temos
sen(Qy,) < ”min(B’;)O"“*; . (3.47)
Omin(Br)? — Ok41
]

Uma consequéncia imediata deste teorema é que também temos uma cota inferior para

sen(£2x) que ndo necessita da hipétese oppin(Bg) > 0pi1.

Corolario 3.6. Seja ny, = 0p11/0k, entdo uma cota inferior para sen(€Y,) € dada por

ICll2

_ NGz ), (3.48)
ok + | Fx |2

Demonstracao. Das equagoes (3.39) e (3.42) segue que
Cr = UTUS VIV + UTU S0 VI TG, (3.49)
Aplicando normas, temos:

ICkll2 < T URSVEVo|lo + |TF UoSoVE Voll2
<NUFURERVEVo|l2 + TF Ul Zoll2 (3.50)

< g sen(Q) + UL U201,
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em que usamos o fato de que |[UTUq||; = [[UTTy|l2. Das equacdes (3.39) e (3.42) segue que

ult, = zglv}f%ﬁg. Logo, UL Ty, < a,;lHﬁkHz sen(Q) e, portanto,

ICll2

— = <sen(). (3.51)
ok + | Fx |2

]

Tanto o Teorema 3.5 quanto o Corolario 3.6 sao semelhantes a um resultado devido a
Fierro e Bunch [44, Teo. 2.2|. Entretanto, Fierro e Bunch consideram um caso particular de
subespagos, ou melhor, consideram decomposigdes do tipo URV /ULV e a decomposigao (3.40)
nao pode ser considerada uma decomposicao deste tipo, pois a matriz B, nao é quadrada.
Exibimos na Figura 3.11 tanto as cotas superiores (3.37) e (3.38) denotadas, respectivamente,
por “Cota A” e “Cota B”, bem como o sen(€2;) e a cota inferior (3.48) denotada por “Cota C”
para as 20 primeiras iteragoes do processo GKB aplicados aos problemas i_laplace (também
disponivel em [64]) e shaw com n = 512 e NL = 0,01. Vale lembrar que, no caso da “Cota
B”, s@o exibidos apenas os indices k tais que oyin(By) > or+1. Analisando ambos os graficos

podemos concluir que:

1. a “Cota A”, apesar de existir para todo k, nem sempre é menor do que a “Cota B”.

Logo, uma boa cota superior para sen(€2) ¢ considerar o minimo entre (3.37) e (3.38);

2. a equacao (3.48) fornece, de modo geral, uma boa estimativa inferior para sen(l).
Entretanto, devido as imprecisoes numéricas por estarmos lidando com problemas mal-
postos discretos, podem existir parametros k tais que a equagao (3.48) nao seja verifi-
cada. Podemos notar que para os parametros k = 12 e k = 18 no problema i_laplace,
cujo nimero de condi¢do da matriz é k(A japlace) > 10**, e para k& = 14 no problema
shaw, cujo ntimero de condigao da matriz é k(Ashaw) ~ 4,41 x 10?°; esta inconsisténcia

ocorre.

O préximo teorema é o resultado principal desta secao e fornece uma cota superior para

a distancia entre a solugao f e a solucao f calculada pela TSVD.

Teorema 3.7. Seja Vi, = [vy,...,vx] € R™* uma matriz com colunas ortonormais tal que

spanf{vy, ..., v} = Vi. Entao, a distancia relativa entre as solugoes fi, dadas por (3.1) e as
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Figura 3.11: Cotas (3.37), (3.38) e (3.48) para os problemas i_laplace (esquerda) e shaw
(direita) com n = 512 e NL = 0,01.

solucoes TSVD f, pode ser limitada por

[ — full2 _ 1
e = ot 392

em que ¢ = ||g—Afill2/| frll2 € v dado por (2.28). Além disso, sob as hipdteses do Teorema

3.5, temos
T s e o Sl 359
Demonstragdo. Sejam 1, = g — Afy e fr = Vidy em que dj, = (AV,)Tg. Entao
fo — fro = ALg — Vi(AVi)Tg = Alry + ALAS, — Vi(AVL) T Afr, (3.54)
em que usamos o fato de que Vi(AV})Tr, = 0. Notemos que
Vi(AVR)TA fr, = Vi(AV)TAVIVE fo = ViV fie = [, (3.55)
e, Como ALA = A,ZA;C, segue que
fr — fr = Alre + (AJA, — L) fi. = ALy — (I, — Py) Pif, (3.56)
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em que P, = ViVl e P, = ALAk sao os projetores ortogonais sobre V. e S,. Portanto,

1fe = filla < IALll2ll7xll2 + [[(Z = Pr) Pell2 |l fill2,

< || frlladr/ow + || fell2vr/o%,

(3.57)

em que usamos novamente o fato de que |[(f,, — Px)Pxll2 = sen(€2) e o Teorema 3.4. A

segunda parte segue imediatamente da equagao (3.57) e do Teorema 3.5.

]
Teorema 3.8. Sejam Vy, o subespaco de Krylov Ki(ATA, ATg), Sk dado por (2.41) e Ay, =
Uk+1BkaT. Entao
1 — fll2 o1 [Tkl ok I7xll3
W = Jell2 o son(qy) (2 1), m= 1 el (3.58)
[ fill2 ok l9ll2 ThOmin(R) lgl13

Demonstracao. Da equacdo (3.42) segue que Ay = ﬁkaVkT, entao

k)9

fe — fr = (AL —
= (A} — AD)g — (AJA, — AL AL fi + (ALAL — ALA}) fi

Al
Al

= (Al — AD)g— (ALA — ALA + ViD'CVT) fu + (ALA, — ATADf (3.59)
Al

= (AL = A+ (LA — ALAL) fi

= Alr, + (ATA, — AT A fi,

em que usamos os fatos de que ALAk = ALA, A=A+ ﬁkék%T + ﬁoﬁk%T, re =g — Afg,

‘70Tfk =0e Alrk = 0. Como AL = ALUkUZ er,= ﬁ,ﬁf/ﬁTrk, temos:
fo — fo = ALULUT UL U v + (ALA, — ALAL) £ (3.60)
Assim, segue que

I = Sill> < IALIVFTE N2 lrella + I CATAK = ALAR) 12| fillo- (3.61)
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Usando a desigualdade!

1 2 A
Il _ 1Al 62
[1fill2 lgllz — llgll2
e considerando que II; ¢ o angulo entre os subespacos R(Uy) € R(Uy), temos
f — I ;
Il onbrelesent®) o0 [l
/5l or llgllz 7 g1l
Usando as equagoes (3.39) e (3.42), podemos provar que sen(Il;) < % sen({2), entao
Omin\ Dk
[Ife — fill2 o1 lrellz ok 713
— = <sen(Q) [ — +1), m=4/1- . (3.64)
(P ok ||9ll2 TkOmin(Ri) lgll2

]

A principal conclusao que podemos tirar do Teorema 3.8 é que as solugoes iteradas estarao
proximas das solugoes TSVD desde que o seno entre os subespacos seja pequeno. Porém, na
pratica, é dificil monitorar esta quantidade e o melhor que podemos fazer é analisar alguma
cota superior, conforme os Teoremas 3.4 e 3.5, em particular, a quantidade ¢y /oy.

Na Figura 3.12 podemos apreciar como o erro Ey = || fr — fx||2/|| fx||2 se comporta quando
as solugoes fi sao calculadas pelo método LSQR (gréfico a esquerda). No grafico central
temos como a quantidade ¢y se comporta em funcao de o e, finalmente, no grafico a direita
a fungao Uy = ||r|l2|lfxl]2 para as 10 primeiras iteracoes do algoritmo LSQR aplicado ao
problema i_laplace com n = 512 e NL=0,01. Podemos perceber que o parametro encontrado
pelo critério (3.29) coincide com o parametro k* que produz o menor erro Ejy. Além disso,
como para k > 8 temos que ¢y /or > 1, o que significa que as cotas (3.52) e (3.53) passam
a nao ter muito mais serventia. Isto é um forte indicativo de que avancar com as iteragoes

provavelmente deteriorard a qualidade das solugoes iteradas fi com relagao as solugoes TSVD.

Tsto vem do fato de que g = ri + Afp e rp L Afy.
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Figura 3.12: Erro Ey, = || fx — fell2/|| fxll2 (esquerda), parametro ¢y em funcéo de oy (centro)
e grafico da fungao ¥y para as 10 primeiras iteracoes do método LSQR para o problema
i_laplace com n = 512 e NL = 0,01. O x denota os valores para k = 8, minimizador da
funcao Wy.

3.4 Exemplos numéricos - parte 1

Nesta secao temos dois propésitos distintos. O primeiro consiste em comparar o desempe-
nho do critério de parada automadtico (3.29) em conexao com métodos como LSQR, MR-II,
RRGMRES, todos com reortogonalizacao completa, e TSVD. O segundo tem por objetivo
ilustrar o por que de abdicarmos o uso do algoritmo pruning para a escolha do parametro.
Todos os experimentos foram realizados em um PC com processador Core 2 Duo 2,53GHz, 4

GB de meméria RAM, sistema operacional Linux e Matlab [100] versao 7.

3.4.1 Métodos de subespacos equipados com o critério de parada

automatico

Vamos ilustrar o potencial do critério de parada (3.29) em conexao com os algoritmos
LSQR, RRGMRES (se A # AT), MR-II (se A = AT) e TSVD aplicados aos seguintes proble-
mas: foxgood, shaw, deriv2, phillips, heat e baart com dimensao n = 800, todos disponiveis no
pacote [64], e um problema de restauracao de imagem do tipo deblurring com uma imagem
de tamanho 175 x 175 pixels que resulta em um problema com 30.625 variaveis [70].

Iniciamos com os seis problems obtidos no pacote RegularizationTools e com trés niveis de
ruidos diferentes, NL = 0,001, 0,01, 0,025. Nas Tabelas 3.1 a 3.6 apresentamos os parametros
minimos(méximos) determinados pelo critério (3.29), denotados por Em(/k?M), os parametros

minimos(méximos) 6timos (entendemos por parametro étimo como aquele que minimiza || fr—
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Jexatoll2/]| fexato||2), denotados por &, (k3,), e os respectivos erros médios Fz, Ej-. Além disso,
reportamos os valores médios do parametro de regularizacao A determinado pelo método FP,
o parametro 6timo e os respectivos erros médios E). Como estamos mais interessados na
qualidade (nimero de iteragoes, erro relativo, etc.) das solugoes obtidas, nao reportamos os

tempos gastos.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD
kn(kar) |3(4)  3(4) 4(4) | 2(2)  2(2)  2(2) | 2(2)  2(2)  2(2)
kn(kig) | 3(4)  3(4)  3(4) | 2B3)  23) 203 | 23)  203)  2(3)

E; 0,0217 0,0211 0,0193 | 0,0311 0,0312 0,0312 | 0,0319 0,0319 0,0320
B 0,0080 0,0080 0,0078 | 0,0256 0,0256 0,0249 | 0,0308 0,0308 0,0296
SVD FP otimo FP otimo FP otimo
A 0,0008  0,0020 0,0077  0,0101 0,0195  0,0171
By 0,0169  0,0073 0,0266  0,0215 0,0334  0,0279

Tabela 3.1: Parametros minimos(méximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(maximos) 6timos para LSQR, MR-II e TSVD e respectivos erros médios. Média dos
parametro de regularizacao determinados por FP e 6timo e respectivos erros médios para o
problema foxgood.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD
km(ka) | 7(8)  7(8)  7(8) | 5(6)  B(7) (7)) | 4(4)  4(4)  4(5)
k() | T(9)  7(9) 7(10) | 5(8)  5(8)  6(7) | 5(7)  5(7)  5(7)

E; 0,0498 0,0500 0,0500 | 0,0775 0,0898 0,0670 | 0,1683 0,1688 0,1679
Ej 0,0427 0,0430 0,0440 | 0,0637 0,0637 0,0665 | 0,0969 0,0952 0,1036
SVD FP otimo FP otimo FP otimo
A 0,0023  0,0032 0,0235  0,0118 0,0593  0,0220
By 0,0463  0,0388 0,0816  0,0651 0,1346  0,0983

Tabela 3.2: Parametros minimos(mdximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(méaximos) 6timos para LSQR, MR-II e TSVD e respectivos erros médios. Média dos
parametro de regularizacao determinados por FP e 6timo e respectivos erros médios para o
problema shaw.

De modo geral, tanto o método LSQR como MR-II/RRGMRES comportaram-se de modo
semelhante produzindo bons resultados em todos os experimentos, exceto RRGMRES no
problema heat, Tabela 3.5, que nao foi capaz de encontrar nenhuma solucao f, apropriada,

pois o sucesso deste método é altamente dependente do problema em questao. Além disso,
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NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD
km(kpar) | 16(17)  13(13)  17(34) | 7(7) 6(6) 9(10) 5(5) 4(5) 5(6)
kX (k3,) | 13(16) 11(12) 25(35) | 7(9) 6(8) 10(17) | 5(7) 5(6) 8(14)
Er 0,1474 0,1523 0,1525 | 0,2145 0,2161 0,2323 | 0,2656 0,2689 0,2949
B 0,1392 0,1399 0,1451 | 0,2019 0,2027 0,2063 | 0,2344 0,2364 0,2406
SVD FP 4otimo FP 46timo FP otimo
A 0,00001  0,0001 0,0008  0,0006 0,0023  0,0012
FE, 0,1588  0,1402 0,2103  0,2028 0,2616  0,2355

Tabela 3.3: Parametros minimos(maximos) encontrados por (3.29) e Parametros mini-
mos(maximos) 6timos para LSQR, MR-II e TSVD e respectivos erros médios. Média dos
parametro de regularizacao determinados por FP e étimo e respectivos erros médios para o

problema deriv2.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
LSQR MR-I TSVD | LSQR MR-II TSVD | LSQR MR-II TSVD
km(kas) | 11(15)  7(17)  12(25) | 9(10)  8(10) 11(11) | 7(8)  7(8)  8(8)
kr (ki) | 9(10)  9(10)  11(12) | 5(9)  4(9)  7(11) | 5(8)  4(7)  7(9)
E; 0,0617 0,0343 0,0497 | 0,0374 0,0347 0,0280 | 0,0327 0,0335 0,0276
Ep- 0,0072 0,0077 0,0065 | 0,0223 0,0196 0,0165 | 0,0255 0,0246 0,0224
SVD FP 6timo FP 6timo FD 6timo
) 0,0050  0,0427 0,0505  0,1532 0,1268  0,2428
E\ 0,0732  0,0081 0,0455  0,0209 0,0403  0,0281

Tabela 3.4: Parametros minimos(mdaximos) encontrados por (3.29) e Parametros mini-
mos(méaximos) 6timos para LSQR, MR-IT e TSVD e respectivos erros médios. Média dos
parametro de regularizacao determinados por FP e étimo e respectivos erros médios para o

problema phillips.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

LSQR RRGM TSVD | LSQR RRGM TSVD | LSQR RRGM TSVD
km(kar) | 28(29)  18(24)  17(33) | 16(16)  17(25) 17(24) | 11(11) 14(24)  16(18)
kx (k) | 20(22) 1(1) 29(34) | 13(15) 1(1) 21(28) | 11(13) 1(1) 16(23)
Er 0,0812 1,3x10%° 0,0660 | 0,0798 8,8x10° 0,0762 | 0,1091 7,4x10°> 0,1129
B 0,0253 1,0756 0,0233 | 0,0711 1,0756  0,0681 | 0,1021  1,0755 0,1069
SVD FP otimo FP otimo FP otimo
A 0,0002  0,0008 0,0019  0,0026 0,0049  0,0041
E, 0,0869  0,0285 0,0851  0,0772 0,1185  0,1141

Tabela 3.5: Parametros minimos(maximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(méaximos) étimos para LSQR, RRGMRES (denotado por RRGM) e TSVD e respec-
tivos erros médios. Média dos parametro de regularizacao determinados por FP e 6timo e
respectivos erros médios para o problema heat.
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NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

LSQR RRGM TSVD | LSQR RRGM TSVD | LSQR RRGM TSVD
km(kar) | 4(4)  3(5)  4(4) | 3(3)  3(4)  3(3) | 3(3) 34  3(3)
(k) | 4(5)  3(4)  4(3) | 3(4) 34  3(4) | 34 34  3(4)

Ez 0,1159 0,0402 0,1160 | 0,1662 0,0569 0,1668 | 0,1684 0,0655 0,1691
B 0,1027 0,0337 0,1028 | 0,1459 0,0385 0,1461 | 0,1614 0,0483 0,1629
SVD FP 46timo FP otimo FP otimo
A 0,0023  0,0009 0,0237  0,0047 0,0615  0,0117
FE, 0,1167  0,0848 0,1647  0,1171 0,2089  0,1365

Tabela 3.6: Parametros minimos(maximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(méaximos) étimos para LSQR, RRGMRES (denotado por RRGM) e TSVD e respec-
tivos erros médios. Média dos parametro de regularizagao determinados por FP e 6timo e
respectivos erros médios para o problema baart.

os resultados obtidos por esta estratégia foram semelhantes aos resultados obtidos através do
método de regularizacao de Tikhonov.

Para o problema de restauracao de imagem, a matriz de coeficientes é do tipo A = T®T €
R30-625x30.625 oy T' € RY™PX175 sendo uma matriz Toeplitz e simétrica. A imagem exata e
duas imagens com ruido, uma com NL = 0,001 e outra com NL = 0,05, sao exibidas na
Figura 3.13. Pelo fato deste problema ter um tamanho relativamente grande, na Tabela 3.7
usamos o algoritmo GKB-FP aplicado ao método de regularizacao de Tikhonov. Optamos por
incluir os resultados com NL = 0,05, pois em [70] os experimentos numéricos sao realizados
com este nivel de ruido. Vale ressaltar que em [70], nada é comentado sobre a iteragao de
parada, ou seja, houve apenas um estudo de como as iteracoes evoluem. Em contrapartida,
aqui nos mostramos como parar as iteragoes de modo automatico e que este critério produz
bons resultados. Desconsiderando o ntimero de iteragoes, tanto o LSQR quanto o MR-
IT produziram resultados com qualidade semelhante. Por este motivo, exibimos apenas as
imagens reconstruidas pelo algoritmo LSQR para cada um dos niveis de ruido nos dados, ou

seja, NL = 0,001, 0,01, 0,025 e 0,05 (veja Figura 3.14).

3.4.2 Dificuldades com o algoritmo pruning

Para ilustrarmos a performance do método pruning em conexao com o algoritmo LSQR

com reortogonalizacao completa, vamos realizar um pequeno experimento numérico com oito
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NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025 NL = 0,05
LSQR MR- | LSQR MR-II | LSQR MR-II | LSQR MR-II
ke (k) | 535(545)  69(70) | 90(93) 22(22) | 39(40) 13(14) | 20(21)  9(9)
kx (k%) | 247(272)  40(43) | 43(47) 14(15) | 22(23)  9(10) | 13(15)  7(7)
E; 0,1618  0,1616 | 0,1672 0,1673 | 0,1702 0,1698 | 0,1733 0,1722
o 0,1494  0,1492 | 0,1577 0,1575 | 0,1629 0,1629 | 0,1689 0,1688
GKB-FP GKB-FP GKB-FP GKB-FP
Ko (Kar) 232(247) 176(181) 97(99) 58(59)
A 0,0009 0,0092 0,0231 0,0465
E\ 0,1494 0,1675 0,1710 0,1744

Tabela 3.7: Parametros minimos(méximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(maximos) étimos para LSQR e MR-II e respectivos erros médios. Média dos parametros
de regularizagao determinados por GKB-FP e respectivos erros médios para o problema de
restauracao de imagem.

Figura 3.13: Imagem exata e imagens capturadas com NL = 0,001 e 0,05.

NL = 0,01 NL = 0,025 NL = 0,05

a

Figura 3.14: Solugao obtida pelo algoritmo LSQR usando o critério de parada (3.29) e NL =
0,001, 0,01, 0,025, 0,05.

problemas, a saber: gravity, heat, foxgood e shaw disponiveis em [64], e os problemas moler
(com a = 0,5), lotkin, prolate e hilbert disponiveis na “matrix gallery” do Matlab. Em todos
os casos, as matrizes tém tamanho 1.024 x 1.024 e sao usados vinte vetores de dados da

forma g = gexato + €, em que € é gerado pela funcao randn do Matlab e normalizados tal que
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NL = ||€]la/]|gexatoll2 = 107%,1073,1072. Para garantirmos que o “canto” da curva-L esteja
bem definido, vamos considerar q = 120 pontos. O “canto” da curva-L, denotado por ki,
é escolhido pela rotina corner (que implementa o algoritmo pruning) disponivel em [64] e o
erro relativo na solucao correspondente, fy, . ¢ denotado por Eic.

Para comparacao, o parametro % escolhido como o minimizador de W,., o erro relativo na
solucao f; denotado por Ky, parametros 6timos e erros 6timos, denotados por Kgpe € Eope,
respectivamente, também sao calculados. Apresentamos na Tabela 3.8 a média dos valores
obtidos apds as vinte realizagoes, bem como os parametros minimos/maximos determinados
pelo algoritmo pruning, pelo critério (3.29) e os parametros 6timos.

Podemos notar que, para todos os problemas, as solu¢oes produzidas pelo método pruning
e pelo critério de parada (3.29) sao semelhantes em qualidade. As tnicas excegoes foram os
problemas moler com NL = 10~* e lotkin com NL = 102, Para o problema moler, enquanto

que o pruning produziu solugdes de baixa qualidade, as solugoes produzidas por (3.29) foram

razoaveis.
Canto em k=107
150 o Ke 10° Curva-L o k@ o
100 oK
e
100/090000 00000 o] _
<
- 2 50
50 10
0FR0000000C0000
000 0000 K
0 0
0 10 20 100 20 40 60 80 100 120
[lb—Ax, |

Figura 3.15: “Canto” da curva-L. determinado pelo algoritmo pruning nas vinte execugoes
para o problema moler em conexdo com LSQR (esquerda). Curva-L discreta considerando o
primeiro vetor de dados (centro); neste caso, o “canto” determinado pelo algoritmo pruning
estd marcada com 0 enquanto que o “canto” correto esta marcado com o. “Canto” determinado
pelo algoritmo pruning usando q = 30, ..., 120 pontos (direita).

O algoritmo pruning falhou em encontrar solugoes aceitaveis pois o “canto” da curva-
L nao foi corretamente identificado diversas vezes, conforme Figura 3.15 (esquerda). Esta
mesma figura mostra a curva-L discreta usando o primeiro vetor de dados g com o “canto”
determinado pelo algoritmo pruning (calculado como kpc = 107), marcado com um 0 (em

vermelho), e o “canto” correto localizado em k = 19, marcado com um © (em vermelho).
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NL= 10"*
krc k Fopt Erc Ey Eopt

gravity | 13(19) 11(14) 11(13) 0,522 0,109 0,0043
heat 46(52) 28(42) 28(31) 0,0902  0,0175 0,0125
foxgood | 4(5)  5(5)  4(4) 0,009 00119 0,0028
shaw 99)  9(9)  9(9) 00325 00325 0,0325
moler | 18(108) 19(21) 9(11) 87458  0,1283 0,0107
lotkin 77y (7). T(9) 04384 04384 04317
prolate | 20(22) 10(12) 9(13)  0,0223  0,0002 0,0002
hilbert | 9(10)  9(9) 10(12) 04358  0,4382 0,4258
NL= 1073
kLC k kopt ELC E\I/ Eopt

gravity | 11(15) 10

(11) 9(11) 0,368 00224 0,018
heat 27(31)  28(

(

(

11
29) 20(22) 0,0774  0,0691 0,0222

2
foxgood | 3(4)  3(4)  3(3) 00201 00201 0,0074
shaw 78)  7(8)  7(9) 00514 00515 0,0439
moler | 9(10)  9(10) 7(8)  0,0496 0,0654 0,0220
lotkin | 3(5)  5(5)  5(7) 04478 04475 04445
prolate 17(17)  12(16) 6(11) 0,0260 0,0145 0,0008
hilbert | 7(8)  7(8)  7(9) 04396 04396 04391

NL= 102

krc k Fopt Erc Ey Eopt

gravity | 7(11)  7(8)  6(3)  0,0454 0,0356 0,0266
heat | 15(17) 16(16) 14(16) 0,0674 0,0674 0,0629
foxgood | 2(2)  2(2) 2(3) 00311 00311 0,0217
shaw 5(5)  5(6)  6(8)  0,1094 0,660 0,0534
moler | 4(4)  4(4)  5(6) 0,885 0,1885 0,0788
otkin | 3(18)  3(3)  3(5) 1,9x10° 04522 0,4505
prolate | 10(13) 7(12) 1(6) 00173 00150 0,0071
hilbert | 6(6)  6(6)  6(7) 04400 04400 04400

Tabela 3.8: Parametros de regularizacao e erros relativos nas solugoes regularizadas deter-
minadas pelo algoritmo pruning, pela regra (3.29) e os parametros étimos. A solugao exata
para os problemas moler, lotkin, prolate e hilbert foi considerada como a mesma do problema
shaw.

Uma observacao similar vale para o problema lotkin.

Para melhor entendermos as propriedades do algoritmo pruning, vamos investigar o com-
portamento do parametro kpc como fungdo do niimero de pontos q, ou seja, krc(q). Os
resultados para o problema moler com NL = 10™* sao exibidos na Figura 3.15 (direita). Ana-

lisando o resultado, podemos concluir que, para diversos valores de g, o “canto” k¢ estabiliza
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em k = 21, o que coincide com o maior minimizador da funcao ¥, encontrado, e que, para
valores grandes de q, este “canto” é localizado muito distante de £ = 21. Os resultados exi-
bidos na Figura 3.15 sugerem que o parametro kpc depende do ntimero de pontos q e que
escolhas inadequadas podem conduzir a resultados indesejados. No Capitulo 5 voltaremos
a esta questao em conexao com problemas de restauracao de imagens para comprovar, mais
uma vez, que esta abordagem ¢ altamente dependente do nimero de pontos utilizados e,
portanto, nao é muito apropriada para problemas de grande porte uma vez que nao sabemos

a priori quantos passos devem ser executados.

3.5 Inclusao de informacao a priori no processo itera-
tivo

Vimos nos experimentos numéricos que, para o problema deriv2, as solugoes iteradas nao
foram muito satisfatérias. Mas sabemos que, para este problema, a solucao desejada tem
certas propriedades, ou seja, a solucao é diferenciavel. Neste caso, a questao natural que
surge é como incluir estas informagoes, contidas em uma matriz L, no processo iterativo.
Através das equacoes (2.51) e (2.52), podemos obter uma matriz A que incorpora estas infor-
magoes. Vamos aplicar os métodos descritos anteriormente, ou seja, LSQR, MINRES/MR-II

e GMRES/RRGMRES, para construir uma sequéncia de solugoes iteradas para

TLS = arﬁgmin 19 — z?”% (3.65)
fERp

Uma vez determinada a iteragao de parada, digamos k*, transformamos esta solugao para o

cendrio original, ou seja, fi» = LLfk* + fn.

3.5.1 O uso dos métodos MINRES/MR-II e GMRES/RRGMRES

Os métodos MINRES/MR-IT e GMRES/RRGMRES s6 podem ser aplicados caso a matriz
A seja quadrada. Para isto, vamos supor que A é quadrada e que L tenha mais colunas do
que linhas e posto linha completo. Veremos duas abordagens distintas de como aplicar estes

métodos. A primeira por Calvetti et al. [28] e a segunda por Hansen e Jensen [69].
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Regularizador aumentado

Para a matriz A ser quadrada, a matriz L também deve ser quadrada. Caso p < n,
Calvetti et al. [28] sugeriu usar uma nova matriz L € R™" que seja, preferencialmente,

nao-singular para que ZL = Z_l, e que L seja uma submatriz de L. Por exemplo, se

L= € Rm=Dxn (3.66)

L

a ideia é usar L como L = ,em que w € R™ é um vetor escolhido de modo apropriado.
T
w

O interessante desta abordagem, é que a matriz I atua como precondicionador para o
método GMRES, mas nao no sentido de acelerar a convergéncia, e sim para produzir solu-
¢oes em um subespacgo mais apropriado. Usando a notagao polinomial, a k-ésima iterada do
método GMRES pode ser escrita como f = Pk(z_lA)z_lg, em que Py é o polinonimo asso-
ciado ao método GMRES aplicado ao sistema AT f = g. Assim, as solugoes f; pertencem

ao subespaco de Krylov Ky (f_lA, ™ g). Esta abordagem apresenta dois pontos criticos:

. T - . -1 e e .
1. mesmo que a matriz A seja simétrica, nao necessariamente AL ~ serd simétrica, isto

exclui o uso do algoritmo MINRES/MR-II;

2. utilizar a decomposicao QR da matriz L = () R nao é conveniente, pois os subespacos

de Krylov nao sao os mesmos, ou seja,
KnZ AL 9 =KWB QAR 'Q g £Ku(E ‘AR 'g). (3.67)

A abordagem SN (Smoothing norm)

Hansen e Jensen [69] propuseram uma maneira mais elegante para aplicar os métodos
MINRES/MR-II ¢ GMRES/RRGMRES mesmo quando p < n. A solucdo iterada obtida

apos a transformacao para o cenario original é f = LL?+ fn= LL? + Wz, entao a equacao
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Af = g pode ser escrita como

ALY, W) ! =g (3.68)

z

Multiplicando pela esquerda este sistema por (Ljr4 W)T resulta em um sistema de blocos

2x2
LVALY LiF AW I\ _ Ly (3.69)
WTAL, WTAW 2 W'y

Usando o complemento de Schur (veja, por exemplo, [51]), temos que Sf = d, em que

S=LVALL — LT AW WTAW)*WT ALl = LT PALY,,

_ (3.70)
d=Lg— LI AwwTAw)'wlg = LT Pg,
com P=1—AWWTAW)'WT.
A ideia é aplicar os métodos iterativos no sistema Sf = d. Assim, quando o mé-

todo GMRES ¢ aplicado, existe um polindémio tal que a k-ésima solucdo iterada é f, =
Pk(LQTPALil)LJL‘TPg. Transformando f, para o cendrio original, temos a solucdo SN-GMRES
fr = Pk(LLLLTPA)LZLL‘TPg? o que significa que esta pertence ao subespago de Krylov
Ke(LL L PA, LY LT Pg), e LT, LT P aparece como um precondicionador. Um resultado bas-
tante interessante é que se A é simétrica, entdo a matriz L] PALY também é simétrica,
permitindo o uso de MINRES/MR-II, resultando nos métodos SN-MINRES e SN-MR-II.
Talvez o resultado mais interessante em [69] com relacdo a este sistema Sf = d, é que se

os subespacos R(LT) e R(AW) sdo complementares, entdo o sistema Sf = d se reduz a
L'"PALTf = L' Py, (3.71)

ou seja, substituimos LL por LT. No Algoritmo 3.4 apresentamos as ideias elementares
do algoritmo SN-X, em que X é qualquer um dos métodos MINRES, MR-II, GMRES e
RRGMRES.
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Entrada: A, L, g
Saida: Solugao regularizada fx.
1. Aplicamos o algoritmo X ao problema Sf = d até algum criério de parada
ser satisfeito obtendo a solucio f,.
2. Transformamos a solucdo f, para o cendrio original, ou seja,
fr =L + fnx em que fy e L, sio dados por (2.51)-(2.52).

Algoritmo 3.4: Algoritmo SN-X em que X = MINRES/MR-II ou X = GMRES/RRGMRES.

3.5.2 O uso do método LSQR

Caso a matriz A nao seja quadrada, os métodos MINRES/MR-II e GMRES/RRGMRES
nao podem ser aplicados, restando apenas o método LSQR. Vamos chamar de P-LSQR como

sendo o algoritmo LSQR aplicado ao sistema (3.65) e sua descri¢ao esta no Algoritmo 3.5.

Entrada: A, L, g
Saida: Solucao regularizada fy
1. Aplicamos o algoritmo LSQR ao problema argmin ||g — Af]|3 até o critério
de parada automatico ser satisfeito obtendo a solucdo f,.
2. Transformamos a solugao 7k para o cendrio original, ou seja,
fr =L f. + fx em que fy e L, sdo dados por (2.51) - (2.52).

Algoritmo 3.5: Algoritmo P-LSQR.

Claramente que para P-LSQR ser computacionalmente vidvel, a dimensao do subespaco
N (L) deve ser pequena e os produtos do tipo matriz-vetor envolvendo as matrizes LT e Lt
devem ser realizados do modo mais eficiente possivel, isto é, todas as possibilidades devem ser
exploradas para reduzir o custo computacional, seja através de produtos matriz-vetor rapidos

ou através do uso de precondicionadores.

Comparacao do custo entre as técnicas SN-GMRES e P-LSQR

Vamos comparar o custo computacional entre os algoritmos com a abordagem SN e o
P-LSQR para o caso em que a matriz A nao é simétrica, ou seja, vamos usar SN-GMRES.

Na Tabela 3.9 usamos a notagao Q = (I, — W(AW)TA) e P = I, — AW(WTAW)1WT.
O caso 1 se refere quando os subespagos R(L?) e R(AW) nao sao complementares e o caso

2 se refere quando estes subespacos sao complementares.
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Produto caso 1 caso 2
Matriz-Vetor | SN-GMRES P-LSQR | SN-GMRES P-LSQR
Ltz ou LTz 2 2 2 2

Az ou ATz 1 2 1 2
Qx ou Oz 2 2 - 2
Px 1 - 1 -

Tabela 3.9: Produtos matriz-vetor para as abordagens SN-GMRES e P-LSQR por iteracao.

Podemos pensar em aplicar o algoritmo LSQR para resolver o sistema S f = d, porém, isto
¢ algo muito mais caro pois sao necessarios, por iteracao, 4 produtos matriz-vetor envolvendo
a matriz L. Logo, esta a abordagem nao serd considerada em nenhum momento.

A inicializacao de ambos os algoritmos também tem um custo. Considerando apenas
o caso 1, notemos que ambos os algoritmos realizam produtos envolvendo a matriz €2 e
isto requer o produto de (AW)T. Se W tem poucas colunas isto é extremamente barato
de ser calculado, assim, podemos calcular e armazenar a matriz ; = (AW)TA. Se W
tem apenas uma coluna, o que significa que dim(N (L)) = 1, entdo 4, que é apenas um
vetor linha, é obtido através de dois produtos matriz-vetor envolvendo a matriz A. O vetor
g = g— AW (AW)Tg, pode ser encontrado, considerando novamente dim(N (L)) = 1, de modo
muito eficiente com apenas mais um produto interno (pois o vetor AW pode ser previamente
armazenado no céalculo de €;). Para o algoritmo SN-GMRES, precisamos encontrar o vetor
d= LLTPg e isto requer resolver um sistema linear envolvendo a matriz LT e um produto
matriz-vetor com as matrizes 2 e P. Sob as mesmas condigoes de dim(N (L)) = 1, produtos
com a matriz P = I,,— AW(WTAW)~'IWT tem um custo pequeno, pois W7 AW é um escalar

e AW pode ser previamente armazenado.

3.6 Exemplos numéricos - parte 2

Finalizamos este capitulo com alguns experimentos usando os algoritmos P-LSQR e SN-X
no problema (3.65) com o critério de parada (3.29). Para isto, vamos considerar o problema
deriv2 e a matriz L como uma versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem.
Na Tabela 3.10 usamos as abreviagoes SN-R para SN-RRGMRES, P-L para P-LSQR e TGS

para TGSVD e apresentamos os resultados obtidos apds 20 execucoes dos algoritmos. As
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informagoes sdo as mesmas das tabelas anteriores, ou seja, os parametros minimos(maximos)
determinados pelo critério (3.29), os parametros minimos(maximos) 6timos e os respectivos
erros médios. Além disso, reportamos os resultados obtidos usando a GSVD do par (A4, L).
Todos os experimentos foram realizados em um PC com processador Core 2 Duo 2,53GHz,
4 GB de memoéria RAM, sistema operacional Linux e Matlab versao 7. Como estamos mais
interessados na qualidade (nimero de iteragoes, erro relativo, etc.) das solugoes obtidas, nao

reportamos os tempos gastos.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
SN-R P-L TGS | SNNR P-L TGS | SN-R P-L TGS
km(kar) | 9(11)  5(5)  5(6) | 5(6)  2(2)  2(2) | 4(5) 1(1)  1(1)
k(i) | 7(10)  7(9)  9(15) | 3(5)  3(5)  3(7) | 3(5)  3(4)  3(5)

Ex 0,0122 0,0162 0,0176 | 0,0291 0,0543 0,0609 | 0,0405 0,0689 0,0701
Ey- 0,0087 0,0091 0,0092 | 0,0210 0,0219 0,0221 | 0,0299 0,0306 0,0307
GSVD FP otimo FP otimo FP Otimo
A 0,0782 0,0122 0,9431 0,0794 2,8533 0,1681
E, 0,0175  0,0094 0,0570  0,0233 0,0968  0,0314

Tabela 3.10: Parametros minimos(méaximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(maximos) 6timos para SN-RRGMRES, P-LSQR e TGSVD e respectivos erros médios.
Média dos parametro de regularizacao determinados por FP e 6timo e respectivos erros mé-
dios para o problema deriv2 com uma versao discretizada do operador diferencial de primeira
ordem.

Analisando os dados, concluimos que usando um regularizador apropriado é possivel obter
solugoes proximas da solugdo fexato (compare com os resultados da Tabela 3.3) com um
nimero pequeno de iteracoes. Uma observacao importante a respeito deste experimento é
com relacao a NL = 0,025. Para p = 1 nao existe ponto fixo convexo nao nulo. Assim, de
modo a obtermos um ponto fixo convexo, ajustamos p = 0, 8.

Para finalizarmos, vamos considerar novamente o problema de restauracgao de imagem
anterior mas com a matriz de regularizagao sendo uma versao discretizada do operador dife-
rencial de primeira ordem bidimensional. Na Tabela 3.11 apresentamos os resultados obtidos
para os algoritmos P-LSQR e SN-RRGMRES (abreviado para SN-R). Além disso, apresen-
tamos os resultados obtidos aplicando o algoritmo GKB-FP como discutido no Capitulo 2.
Neste exemplo em particular, o algoritmo SN-RRGMRES apresentou resultados um pouco

melhores do que os obtidos por P-LSQR. No que diz respeito ao nimero de iteragoes, o
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critério de parada proposto foi bastante eficaz, exceto para o caso com NL = 0,05 em que

P-LSQR parou muito antes do nimero 6timo de iteracoes, e como consequéncia, a solucao

fr nao capturou informacao relevante do problema conforme Figura 3.16.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025 NL = 0,05
P-LSQR SN-R | P-LSQR  SN-R | P-LSQR SN-R | P-LSQR  SN-R
k 285(290) 182(183) | 67(68) 85(86) 33(33)  59(60) | 17(17)  45(46)
kstimo | 479(507) 208(216) | 160(173) 96(100) | 98(106) 69(73) | 67(73)  55(58)
Bz 0,1518 0,1498 0,1633 0,1576 0,1731  0,1627 | 0,1875 0,1684
koo | 0,1495 0,1493 0,1572 0,1571 0,1618 0,1617 | 0,1669  0,1667
GKB-FP GKB-FP GKB-FP GKB-FP
k 345(353) 124(128) 73(74) 47(48)
A 0,0133 0,1724 0,5299 1,5347
E, 0,1516 0,1628 0,1729 0,1901
Tabela 3.11:

Parametros minimos(maximos) encontrados por (3.29) e parametros mini-
mos(maximos) 6timos para P-LSQR e SN-RRGMRES e respectivos erros médios.

Média

dos parametros de regularizagao determinados pela versao estendida de GKB-FP e respec-
tivos erros médios para o problema de restauracao de imagem com regularizador como uma
versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem bidimensional.

NL = 0,001

NL = 0,01

—

NL = 0,025

NL = 0,05

Figura 3.16: Solucao obtida pelo algoritmo P-LSQR (linha superior) e SN-RRGMRES (linha
inferior) usando o critério de parada (3.29) e NL = 0,001, 0,01, 0,025, 0,05.
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Capitulo 4

Iteracoes de ponto fixo para o método
de regularizacao de Tikhonov com

multiplos parametros

O método de regularizagao de Tikhonov tem sido utilizado com sucesso em diversas areas
das ciéncias e engenharias desde seu surgimento com os trabalhos de Riley [122], Phillips
[115], Twomey [133], Tikhonov [131], Golub [48] e com a teoria do método de regularizagao
de Tikhonov para equagoes integrais de Fredholm de primeira espécie por Groetsch [52].
Contudo, tal método quase sempre esta restrito a um unico parametro de regularizacao. O
uso de varios parametros de regularizacao tem ganhado interesse nos tultimos anos nas mais
distintas dreas. Para o caso com um parametro existe quantidade significativa de métodos
para a sua selecao, porém, para o caso com multiplos parametros, ha uma caréncia de métodos
para seleciona-los. Neste capitulo revisamos o método original de Reginska e apresentamos

resultados tedricos que suportam a generalizacao para o caso com multiplos parametros.
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4.1 Meétodo de regularizacao de Tikhonov com multi-
plos parametros

Nos ltimos anos tem crescido o interesse no método de regularizagao de Tikhonov com
multiplos parametros e aplicagoes desta técnica tem aparecido nas mais diversas areas como
na determinagao de geopotenciais a partir de érbitas precisas de satélites [135], reconstrugao
de imagens de alta resolugao com erros de deslocamento [98], super-resolucao de imagens [142]
e estimagao de parametros em processos de difusao de salto [41]. Neste método, a solugao

(1.4) é substituida pela solugao regularizada f, dada por

q
i =argmin{Hg—Af||§+ZA?||LifH§}, (4.1)
fern i=1
em que L; € RPi*™ 4 =1,... ¢, sao as matrizes de regularizagdo e A = [Ay,..., \J", \i >0,

é o vetor de parametros de regularizacdo. Resolver o problema (4.1) é equivalente a encontrar

a solucao das equagoes normais regularizadas

q
<ATA +) A?LfLi) f=A%, (4.2)

i=1

cuja unicidade de solugao ¢é garantida com a condigao
N(A)NN(Ly)N---NN(L,) = 0. (4.3)

Esta condicao ¢ satisfeita quando, por exemplo, L; = I,, para algum ¢ ou quando A tem posto
coluna completo. Para calcularmos de modo eficiente a solucao do problema de minimizacao

(4.1), devemos considerd-lo como um problema de minimos quadrados

fr = argmin|[|g, — A3, (4.4)
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em que

A
- )\1L1 g

e 0 é o vetor nulo de dimensao apropriada. Como nao conhecemos uma decomposicao do

tipo GSVD para uma (¢ + 1)-upla de matrizes (A, Ly, ..., L,), ou seja, até onde sabemos,

nao existe uma decomposicao do tipo
A=US, XY L=V, S X (4.6)

com as matrizes U e V,; ortogonais, X nao-singular e >4 e ¥, diagonais, este problema deve ser
resolvido através da decomposicio QR ou da SVD da matriz Ay. Caso estas decomposicoes
nao sejam viaveis, métodos iterativos como CGLS e LSQR podem ser utilizados.

Com apenas um parametro de regularizagao, o erro E(A) = || fx — fexatol|2/|| fexato||2 € uma
curva em R2. Para o caso com dois parametros, o erro é uma superficie em R3. Na Figura 4.1
podemos apreciar a superficie do erro relativo na solugao regularizada para o caso com dois
parametros (esquerda), e temos as curvas do erro com apenas um parametro considerando

Ly = I,, e Ly uma versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem (direita).

04
3
0.4
0.3 2
0.2 0.2
0
0.08 0.1
0.08
0

0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 4.1: Superficie E(A1, Aa) = || fexato — [all2/ || fexatol|2 (esquerda) e curvas Ej(A,0) =

||fexato - f)\||2/||fexato||2 € EQ(Oa >\2) = ||fexato - f)\||2/||fexato||2 (direita) para o prOblema shaw
com n = 32, NL = 0,005 e regularizadores identidade e uma versao discretizada do operador
diferencial de primeira ordem.

A conclusao interessante ao compararmos o grafico da esquerda com o grafico da direita

é que, enquanto que no caso com um parametro (seja com L; ou com L) a intersecgao das
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curvas E1(A1,0) e Ey(0, A2) com a reta z = v para, por exemplo, v = 0, 1, tem dois pontos,
para o caso com multiplos parametros esta intersecgao, da superficie E (A1, Ay) com o plano
z = (A1, A2, V), é uma curva de parametros que fornecem solugoes com a mesma qualidade.
Sendo assim, a selecio de um par de parametros (A;, \y) torna-se uma tarefa muito mais

dificil quando comparado com o caso com um parametro.

4.2 Meétodos para a escolha dos parametros de regula-
rizacao

Diferentemente do caso com um parametro, nao temos disponivel muitas ferramentas para
escolher os parametros A = [A1,..., ;] e recentemente tem aparecido algumas propostas

interessantes. Usaremos ao longo deste capitulo as fungoes
2\ =llg = ALlE v =ILifilz i=1....q (4.7)

4.2.1 Principio da Discrepancia

De modo analogo ao caso com um parametro, a ideia é encontrar um conjunto de para-

metros A = [\, ..., Ag] tal que a soluc@o f satisfaca o principio da discrepancia (DP)
lg = Afill = cllela =96, ¢=>1. (4.8)

A interpretagao geométrica da equagao (4.8) para o caso com miltiplos parametros tem
o mesmo principio do caso com um parametro, ou seja, devemos encontrar a interseccao
da superficie z(A) C R?"' com o plano z = (A},...,\2,6%) C R?"'. Na Figura 4.2 temos
estas superficies para o caso com dois parametros. A esquerda temos a superficie z(\) e o
plano z, e a direita a curva da interseccao entre estas duas superficies projetada no plano
20 = (A1, A2, 0).

A principal dificuldade com este método é que podem existir, como mostrado na Figura
4.2, infinitos pares de parametros (A;, A\y) que satisfazem (4.8) e, escolher um ponto sobre

esta curva que produza bons resultados, é tao dificil quanto encontrar um ponto sobre ela.
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Figura 4.2: Superficie z(\) = ||g — Af,||3 e plano z = §? (esquerda) e projegao da curva da
intersecgio entre a superficie e o plano z = §2 sobre o plano z = 0 (direita) para o problema
shaw com n = 32, NL = 0,005 e regularizadores identidade e uma versao discretizada do
operador diferencial de primeira ordem.

Lu e Pereverzev [96] propuseram aproximar a fungao discrepancia ||g — Afy||3 por uma
fungao mais simples (chamada de fungdo modelo) e mostraram como estimar os parametros
de regularizacao a partir da equacao aproximada obtida. A func¢ao modelo para o caso com

dois parametros e com Ly = I, e Ly # I, é

C D
m(A, A) = llglls + 33 + 7 e (4.9)
' TN TN

em que C', D e T sao constantes relativamente simples de serem calculadas e dependem dos
parametros de regularizaciao. Ressaltamos que os quadrados dos parametros A2, A2 fazem
o papel de § e «, respectivamente, em [96]. Um algoritmo que implementa o principio da

discrepancia de acordo com o proposto por Lu e Pereverzev em [96] é:
1. dados 0,9, A, ()\(10))2, (/\éo))z, 0 < v < 1, definimos k = 0;
2. encontramos f) e calculamos os coeficientes C, D e T" como descrito na subsecao 3.1
em [96]. Atualizamos A" e definimos (A*)2 = (A2,
3. paramos se ||g — Afy|| < 6 ou se (AFT™)2 for muito pequeno, por exemplo (AST™)2 <

2,2 x 10716, Caso contrario definimos k = k + 1 e voltamos para 2.

Como ja comentamos, a dificuldade com o uso do principio da discrepancia estd no fato
de que em muitos problemas o nivel de ruido nao estd disponivel. Neste caso, a solugao

calculada pode nao ter utilidade pratica caso uma estimativa ruim seja fornecida. Além
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disso, como ()\(lk))2 sempre diminui com k, pode existir um inteiro k tal que ()\gk))Q ~ 0, e isto
pode resultar em solugoes regularizadas altamente influenciadas de um modo negativo pelo
parametro estimado por ()\gk))Q. Voltaremos com este ponto no Capitulo 5.

Mais recentemente, Wang [140] propds novas fungoes modelos para aproximar a equagao
da discrepancia. Como as ideias nao diferem muito do que Lu e Pereverzev descrevem, nao
vamos explorar tais abordagens, especialmente pelo fato de que neste trabalho consideramos

que estimativas para a norma do ruido nao estao disponiveis.

4.2.2 Combinacao Linear Restrita

Brezinski et al. [21] propuseram aproximar a solu¢ao f, pela combinacao linear das

solugoes dos problemas com apenas um parametro, ou seja, aproximar fy por f\(n) dada por

q
INOED (4.10)
=1
em que
fri = argmin {llg = AFI3+gNILFIZ}, i=1,...q, (4.11)
e n

e A\; é determinado por qualquer método disponivel na literatura, em particular FP. A utili-
zagao de g\? em vez A\? na equagao (4.11) é apenas por questoes numéricas [21].

Podemos perceber que na equagao (4.10) temos total liberdade na escolha dos parametros
)T

n;. Contudo, Brezinski et al. [21] sugerem escolher o vetor n = (1, ...,7,)" como solucao de

q

n= {argmin lox(m) |2, sujeito a Zm = 1} : (4.12)
neR4 i—1

em que

q q
pa(n) = Z i [quszTLi - Z A?L;Li] I (4.13)
i=1 =1

A ideia desta abordagem é que se o vetor de parametros A esta disponivel e 1 é escolhido
de acordo com (4.12), entdo a solugao (4.10) é uma boa aproximacao para a solu¢ao fr. No
entanto, isto ndo necessariamente garante que fy(n) seja uma boa aproximacao para fexato-

Vamos considerar dois parametros de regularizacao e analisar o comportamento do erro
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na solugao fy(n) com relagao a escolha dos parametros 7, e 7o = 1 —1n; e com os parametros
A1 e A escolhidos por diferentes métodos. O comportamento das curvas da Figura 4.3 nos
leva a concluir que, uma escolha ruim do par (7, 7,) pode produzir resultados insatisfatérios

mesmo que os parametros A; e Ay sejam escolhidos pelo principio da discrepancia.

)
0.8 o
' Aep
0.6 Aop
0.4
0.2
0

Figura 4.3: Erro Ey = || fexato — fa(0) |2/ || fexato |2 com Astimo, Arp € App para o problema shaw
com n = 32, NL = 0,005 e regularizadores identidade e uma versao discretizada do operador
diferencial de primeira ordem.

Se considerarmos, por exemplo, Ay = 0,0110, Ay = 0,0158, n; = 1,0789 e 1y = —0,0789,

a solucao fi(n), conforme equagdes (4.11) - (4.13), apresenta erro relativo igual a 0,0487.

4.2.3 Generalizacao da Curva-L e GCV

O método da curva-L foi generalizado em [14] para a hipersurperficie-L e o “canto” foi

definido como o ponto que maximiza a curvatura Gaussiana da superficie

L) ={(a,by,...,b,) [ a=1log(x(N)),b; =log(v:(N),i=1,...,q}. (4.14)

Contudo, determinar tal ponto é computacionalmente caro. Belge et al. [15] propuseram
substituir a curvatura Gaussiana por uma funcao, chamada de funcao distancia, que é mais
simples de ser otimizada. Infelizmente, a eficiéncia do algoritmo gerado depende fortemente
de uma origem que é especificada pelo usuério como mostram os resultados em [9].

O método da funcao GCV para multiplos parametros consiste em escolher o vetor A como
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o minimizador da func¢ao

lg — AfI3
(trago(l, — B()\)))?’

q -1
V(A = com B(\)=A <ATA +> A?L?Li) AL (415)

i=1

No entanto, minimizar esta funcao é uma tarefa computacional extraordinaria pois, para
determinarmos a matriz B(\), precisamos inverter uma matriz. Brezinski et al. [21] propuse-
ram uma modificacao da funcao GCV que é mais simples de ser otimizada e concluiu que sua
abordagem corresponde a escolher os parametros \; aplicando o método GCV separadamente
a cada subproblema (4.11) e calculando solugoes regularizadas de acordo com a aproximacao
(4.10). Na Figura 4.4 temos a superficie GCV (4.15) para o problema shaw, notemos que

existe uma regiao quase plana que dificulta a localizagdo do minimizador.

Figura 4.4: Superficie V(\) em escala log-log-log para o problema shaw com n = 32, NL
= 0,005 e regularizadores identidade e uma versao discretizada do operador diferencial de
primeira ordem.

4.3 Generalizacao do método de Reginska e o método
de ponto fixo

Conforme vimos no Capitulo 2, Reginiska [118] propos escolher como parametro de regu-

larizacao de Tikhonov um minimizador da fungao

V() =Ny = llg = ARIBILAL", x> 0. (4.16)
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Bazéan [9] mostrou que os minimizadores de W(\) s@o pontos fixos da fungao

— Afl
(A p) = \/ﬁ%, n>0, (4.17)

dando origem ao algoritmo FP [9, 13]. Na Figura 4.5 temos um tipico exemplo das fungoes

T(\) e ¢(\;1).

zZ=\ 4

10 — o

10

10
10

0 0

10 10

Figura 4.5: Fungoes W(A) e ¢(A; 1) para o problema i_laplace com n = 256 e NL = 0,005. O
circulo (quadrado) denota o minimizador (maximizador) local e o ponto fixo associado.

Sugerimos escolher como parametro de regularizagio A = [A1,...,A\,]7 do método de

regularizagao de Tikhonov com miultiplos parametros um minimizador local de

W(A) = 2Ny (M) - yg (M), i >0, (4.18)

em que fy é solugao do problema (4.1) e as fungoes x(A) e y;(A\) sdo dadas por (4.7).
Vamos agora discutir condigdes para que um ponto A = [Ay, ..., A\,]” seja um minimizador

local da fungao W(\). Das condigoes de otimalidade [99] temos o seguinte resultado.

Lema 4.1. O gradiente de V(\) pode ser escrito como

VU(A) = yr (M) -y, (N)H(JQ 4+ Vz(N)), (4.19)
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em que

Oy Yy z(A)
——(A —(A
8)\1( ) 8)\1( ) & y1(\)
J=J\) = : . : e Q=0Q\)= : (4.20)
I y, z(A)
Loy s 2y
aAq( ) aAq< ) oy O
Demonstragao. Do céalculo, segue de imediato que
O .. O z Or
6/\1 3/\1 i U1 a)\1
VU =yt - yho oo : + :
TR T WS L2 (421)
By axn, 1\ "7y, o,
=ty (JQ+ V).
[
Outro resultado imediato concerne as derivadas das fungoes z(A) e y;(A).
Lema 4.2. As derivadas parciais de x(X) e y;(X) com relagdo a \; sdo
dr _, (OHN" 4r Wi _ o (06N [
o2 ) AT(Af, — =2 =2| L'L;f. 4.22
N, (aAj) @h=a). 5y, =2 \ay,) Llh (4.22)

Demonstragdo. Seja z(N\) = ||lg — Afall3 = g7g — 297 Afs+ fL AT Af,. Entdo, derivando com
relacao a \;, temos

o, (06
N

) AR -9 (4.23)

Agora, para y;(\), i = 1,...,q, segue que y;(A\) = ||Lifrll3 = fLL] L;f\ Entdo, derivando

com relagao a A;, temos

Oy Ofa
—9( 222 [ Lifx. 4.94
(3)\] (13)\3) ! WA ( )

]

O lema a seguir relaciona as derivadas parciais das fungoes z(\) e y;(\) e nos fornece
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condigbes para garantirmos que os pontos extremos de W(\) sdo pontos fixos de uma fungao

vetorial que veremos adiante.

Lema 4.3. Sob a condigcdo (4.3), as sequintes propriedades valem

i)

ox 8y1 Ay
=N e 4.25
(9/\j ! O, T0N; ( )
i1) os vetores a—f\, 7 =1,...,q sao linearmente independentes se, e somente se, 0s vetores
J
L;‘-FLij, Jj=1,...,q sao linearmente independentes.
iii) J € nao-singular desde que —=, j =1,...,q sejam linearmente independentes.

aAJ

Demonstragao. A hipé6tese (4.3) implica que o problema (4.1) tem tnica solucao fy tal que

(ATA+ NL{ L+ -+ XLEL) L = ATg. (4.26)
Isto implica que AT(Afy —g) = =ML Lifx — -+ — A.L] L, fr. Agora, basta multiplicarmos
. on\" o
esta equagao por an ) 7 =1,...,q, e usarmos o Lema 4.2 para provar o primeiro item.
J
Por outro lado, diferenciando a equacao (4.26) com respeito a A; nos leva a
2N LT L ATA+ NLTL NLTL Oh) _ 4.2
Jj ij+( +A L Lyt ) a)\ =0. (7)

Seja B = ATA+ N L{ L1+ -+ ALl L,. Entao, podemos reescrever a equacao (4.27) como

Ofx O0fn  Ofa
B[a)\l mz--.mq :—[2A1L1TL1fA 2)\2L2TL2fA~~2>\quTquA}, (4.28)

e isto prova o segundo item pois pela condi¢ao (4.3) B é positiva definida. Por outro lado,

uma consequéncia imediata de (4.27) é

9 T 0 IR\
(aﬁ) (ATA+ N2LTLy + -+ NLT L) (a];) = -2\ (a_];> LyLifs (429)
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Usando o Lema 4.2 temos

afn\" Ofy By,
(c%) (ATA+ NL{ L+ -+ X LI'L,) (a_Aj :_AJO_AZ’ (4.30)

ou seja, FT(ATA+ NL{Ly + --- + NJLILy)F = —Jdiag(\y,...,\;), com a matriz F =
Ofx Ofx  Ofx
D e ON,

1 e o terceiro item esta demonstrado pois F' tem posto coluna completo.

]

No caso em que usamos apenas um parametro de regularizagao, a seminorma ||Lfy||2 é
uma fungao decrescente em \. Para o caso com miltiplos parametros podemos usar (4.30)

para provar o seguinte resultado similar.

Corolario 4.4. A derivada parcial de y;(\) com respeito a \; € sempre negativa.

.
Demonstragao. Da equagao (4.30) temos que se A; > 0 ent@o (9% < 0.
J
]
Voltando para a expressao do gradiente de W(\), podemos entdo usar a equagao (4.25)

em (4.19) e concluir que o gradiente de W(\) pode ser escrito como

VU(A) =yi" - ypedJ | Q- : . (4.31)
2
A
A expressao acima mostra que a condi¢do necessaria para W(\) ter um extremo local em
A=A, L AT #0, é que J(X*) seja nao-singular e
A
O N
2
Ag

i=1,....q. (4.32)

Portanto, se W(\) atingir um maximo/minimo local em \*, este \* deve ser um ponto
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fixo da funcao vetorial ®(\) : R? — R? definida por

P lg — Af
o= | | el = vl SR

A EY 2 —1.....q 4.33
AR (4.33)
(bq()‘:ﬂq)

A questao sobre existéncia de pontos fixos serd comentada no final desta secao. Agora,

temos o seguinte teorema que fornece condigoes para minimizar W(\).

Teorema 4.5. Uma condi¢ao suficiente para que o ponto fito \* de ®(\) seja um minimi-

zador local de W(\) € que a matriz
2J(A\")diag(\*) + J(N)YH (X)) J(A)T, (4.34)

seja negativa definida, em que

- )2 -
M) o /\gﬂ
h \2 Y1 Y1
H(\) = Y2 Y2 Y2 : (4.35)
u u Ay
N4 24 e A1 4p
N 3 q( a) _

Demonstracao. Se \* é um ponto fixo de ®(\), entdo o gradiente e a Hessiana de W(\) no

ponto \* satisfazem

N+ pr (V)
VE(A) =y (A7) - gla(AF) J(XY) : =0, (4.36)
_)\22 + ¢q(A*)2

VAU (N*) = =294 (A\F) - - Syl (AT J () diag(Af, - . A (I — Jg(A7)), (4.37)

em que Jy(\) denota a matriz Jacobiana da fungao ®(\).

Usando a equacao (4.25) em \* e o fato de que y;(A*)\;? = px(\*), podemos escrever a
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derivada parcial de ¢;(\) com respeito a A; como

P 1 o i OY1 Dy o Mi OYq
=— |- AN — = N1+ — === 4.38
Portanto, a matriz J,(\*) é
[ A\ 1 1 1 [ o oy
2 )\2 2 _J= _J-
Y1 (Lt m) 2 fyih O\ OA
1 22 M2 &(1 + ) 22 M2 % %
Jy(\*) = -5 Ypde e T Yoo O\ OAg |, (4.39)
0 0
\2_Ha \2_Ha 291+ 9Yq 9Yq
T Yo (L #a) X O\
e a expressao para a Hessiana de W(\) em A\* é
VAU (N) = =g () - gha(NF) [2J (A)diag(AL, ..., AL) + JN)H(A)J(A)T] . (4.40)

Por hipétese, a matriz [2J(X*)diag(A*) + J(A*)H (A*)J(A*)T] é negativa definida, logo a Hes-
siana V2W(\*) é positiva definida. Das condigoes de otimalidade de segunda ordem [99, 107]
segue que A\* é um minimizador local de W(\).

]

Sabemos que para o caso com um parametro e para A maior do que o maior valor singular
generalizado do par matricial (A, L) vale ¢(A; 1) > A (veja [9, Lema 1]). O seguinte resultado

similar vale para o caso com multiplos parametros.

Teorema 4.6. Assuma que uma matriz de reqularizagao, digamos Ly, tem posto coluna

completo. Seja 7, o maior valor singular generalizado do par (A, Ly). Assuma também que

Mg N(L;), i =2,...,q. Entao para todo X = (A1,...,A,) com M\ >7; e Ny >0 vale

o1 >N, i=1,....q. (4.41)
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Demonstracao. Vamos considerar o método de regularizacao de Tikhonov com um parametro

fe = argmin {|lg — Af[3 + &I LAfI3}, €>0, (4.42)
feRn
em que
A4
Ly = : . N>0i=1,...,q (4.43)
/\qu

Disto segue que f, ¢ tmica e f; = fr. Seja (&) = [lg — Afell2/| Lafell2, € > 0. Entéo para

todo \; > 0 temos

i A1 2 _ A 2 o A 2
¢( 72 ) _ “92 f>\||22 > - H2.g f)\”22 - 2902(1)7 (444)
A NILafallz — MDAz 4 -+ AZl LA l13
entao basta provarmos que ¢(1) > 1. Seja 7, e T o maior autovalor generalizado e o autovetor
correspondente do par matricial (A4, L)), respectivamente. Sabemos que ¢(&) > £ sempre que
€ > 7, (veja, [9, Lema 1]), logo precisamos provar que 7, < 1. Além disso, o maior valor
singular generalizado do par (A, L;) pode ser caracterizado por
9 2T AT Ax

i = —. 4.4
T T )

Entao, para todo z # 0

7o 7T AT Az S 2T AT Ax
)\% TT()\lLl)T()\lLl)T - IT()\lLl)T(AlLl)CL’ (4 46)
- xT AT Ax '
T 2T(ML)T (M Ly)x + -+ 2T (N Ly)T (N L)z
Mas isso implica que
=2 T AT
s v A A =72 (4.47)

X2 = 280 T ML)T(ML)T + -+ a7 (0N Ly)T (N L)z

Portanto, dado A; > 7, o maior valor singular generalizado do par matricial (A, L)) satisfaz

7y < 1, e o0 teorma esta provado.
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]

Na pratica, muitos problemas utilizam matrizes de regularizacao de posto incompleto, mas
o uso de regularizadores de posto completo aparece em diversas dreas (veja, por exemplo,
[121]). Uma consequéncia pratica do Teorema 4.6 é que se todas as matrizes de regularizagao

forem de posto completo, entao existe uma caixa
B =10,7] x [0,75] x ---[0,7,], (4.48)
em que 7; denota o maior valor singular generalizado do par matricial (A, L;), tal que
¢i(A, 1) >N com A\ >, >0,j#4,i=1,...,q, (4.49)

e este resultado generaliza o Lema 1 em [9].

Enquanto o Teorema 4.6 nos informa que os pontos fixos de ®(\) ndo podem estar fora da
regidao em R? que incluam pontos A com A\; > 7, a equagao (4.49) nos permite concluir que
os pontos fixos de ®(\) ndo podem estar fora da caixa B. Estas conclusoes sao importantes
pois nos ajudam a detectar divergéncia do algoritmo baseado em iteracoes de ponto fixo que
apresentaremos adiante.

Para o caso com um parametro, a existéncia de ponto fixo foi discutida em [9] e melhor
compreendida em [10]. Vamos agora fornecer uma breve discussao a respeito da existéncia de
pontos fixos para ®(\). Existéncia de pontos fixos de ®(\) para o caso com dois parametros
tem uma simples e elegante interpretagao geométrica. Para isto, vamos considerar os planos

II; e as superficies 7; em R? definidas, respectivamente, por:
Hz‘ = {()\1,)\2,2)/21:)\@'}, 7;: {()\1,)\2,2)/Z:¢i<)\,1>}, 1= 1,2 (450)

Seja C; = II; N T;. Entao, baseado em (4.32), ®(\) terd pontos fixos desde que C; N Cy # &,
neste caso, C; sao curvas em R? que se intersectam para fornecer os pontos fixos de @ ().
Na Figura 4.6 temos uma superficie z = W(\) e as respectivas projecoes C; sobre o plano
z = (A1, Ag,0).

Na Figura 4.7 temos um exemplo das superficies 7; e os planos II;. As curvas em azul sao
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Figura 4.6: Superficie z = W(\) (esquerda) e as projecoes das curvas C; sobre o plano
z = (A1, A2, 0) (direita) para o problema i_laplace com n = 256, NL = 0,01 e regularizadores
identidade e uma versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem. Notemos
que a intersec¢ao de C7 N Cy fornece dois pontos fixos de ®(N).

precisamente a interseccao entre as superficies 7; com os planos II;.
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Figura 4.7: Superficies 7; e planos II; para i = 1 (esquerda) e i = 2 (direita).

Nosso algoritmo para a sele¢ao dos multiplos parametros, denotado por MFP (Multi-
parameter Fized-Point), segue exatamente os mesmos passos do caso com um parametro.

Podemos descreveé-lo da seguinte maneira:

e fornecemos uma aproximacdo inicial A\(?) = [)\go) ey A((IO)]T e definimos p; = 1. Até

algum critério de parada ser satisfeito, calculamos a sequéncia

AR — . (A®:1), i=1,...,q e k>0; (4.51)
e se )\Ek) divergir para algum i, o parametro p; é ajustado e as iteragoes reiniciam. Ajustes

nos parametros p; sao realizados de modo similar ao caso com um parametro (veja [9]

para os detalhes).
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A escolha da aproximacao inicial é um ponto crucial para métodos iterativos e, provavelmente,

existem diversas alternativas para a aproximacao inicial de MFP. Descrevemos duas delas:

a) podemos escolher como aproximagao inicial um conjunto pequeno de parametros, di-

gamos \; = 107*, e entdo prosseguir conforme descrito acima;

b) podemos aplicar o algoritmo de ponto fixo para cada um dos ¢ subproblemas conside-
rando apenas um parametro, um para cada L;, e usar os parametros encontrados como

aproximacao inicial para MFP.

A principal vantagem da opgao b) é que o algoritmo FP para o caso com um parametro nos
fornece parametros p; # 1 quando ajustes sao necessarios. Nossos experimentos numéricos
no capitulo seguinte sao realizados utilizando esta opcao.

Como critério de parada optamos por interromper as iteracoes quando a distancia relativa

entre duas iteradas consecutivas é pequena, isto é, quando
INFFY = AB |y < e [AG, (4.52)

em que €; > 0 é um pequeno parametro de tolerancia ou, para prevenir baixa taxa de
convergencia, quando

INER = AWy < g5 A], (4.53)

em que €5 > 0 é outro pequeno parametro de tolerancia.

Terminamos esta secao com uma breve discussao sobre as propriedades de convergencia
das iteradas (4.51), nos concentrando, em particular, no caso com dois parametros. O caso
geral pode ser tratado de modo similar. Pelo fato da sequéncia (4.51) ser gerada por iteragoes
de ponto fixo, o0 melhor que conseguimos garantir é convergéncia local das iteradas. A ideia
central da andlise de convergéncia estd na dinamica das iteradas para o caso com multiplos
parametros apresentar, essencialmente, a mesma dinamica do caso com um parametro. Vamos
considerar apenas o caso com um parametro e que a norma do residuo nao se anule para A = 0.
Além disso, vamos considerar que a fun¢ao ¢(A; 1) tenha um tnico ponto fixo que minimiza
¥()), denotado por A, e um tnico ponto fixo que maximiza W()), denotado por . Tal

situacao ¢é ilustrada na Figura 4.8 para o problema i_laplace.
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Figura 4.8: Fungao ¢(\; 1) e regido de convergéncia das iteradas (2.13) (drea sombreada) para
o problema i_laplace com n = 256, NL = de 0,01 e L = I, (esquerda). Regiao de convergéncia
das iteradas (4.51) (drea sombreada) para o caso com dois parametros (direita), o segundo
regularizador é uma versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem. As curvas
C} e (5 sao as mesmas da Figura 4.6.

Assim, baseado na propriedade da funcdo ¢(\; 1) ser crescente, a andlise em [9] nos permite

concluir que:

e a regido de convergéncia para as iteradas A¥) é o intervalo aberto |0, X[,

e A\ converge para X desde que A(©) pertenca & regiao de convergéncia. Neste caso, A(¥)
serd uma sequéncia decrescente se A© € JX, [ (neste caso p(A@;1) < A ou serd

uma sequéncia crescente se A() € 0, A[ (neste caso ¢(A¥; 1) > \©).

No caso com dois parametros, seja R a regiao entre as curvas C e Cy e seja R, a regiao
limitada pelas curvas C; e Cy e pelas retas Ay = 0 e Ay = 0 (veja a regiao sombreada na
Figura 4.8). Entao, a sequéncia )\Ek)’ i = 1,2, convergird para ); desde que a aproximacio
inicial )\Z(-O), i = 1,2 esteja na regiao R U Ro, 0 que significa que @-(Aﬁ“), )\go)) < )\,(;0), 1=1,2
ou que ¢i(A§°),A§°)) > )\EO), 1 = 1,2. Em qualquer um dos casos, similar ao caso com um
parametro, a convergéncia é assegurada pois ¢;(A1, A\y) é uma fungao crescente de \; se o
outro parametro é mantido fixo como consequéncia do Lema 4.3 e do Corolario 4.4. Uma
analise mais rigorosa para a convergéncia do método MFP sera realizada em um trabalho

futuro.
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4.4 Extensao de GKB-FP para o método de regulari-
zacao de Tikhonov com miiltiplos parametros para
problemas de grande porte

Vimos que o algoritmo MFP requer que o problema de minimizagao (4.5) seja resolvido
repetidamente para diversos vetores de parametros A = [Aq, ..., A;], para que sejam calculadas
as seminormas ||L; fx||2 € a norma do residuo associado ||g — Afx||2, € que tal problema pode
ser resolvido eficientemente via decomposicio QR/SVD da matriz Ay. No entanto, se A,
for muito grande, a decomposicado QR/SVD desta matriz é computacionalmente invidvel.
Nosso propésito agora é estender o algoritmo GKB-FP para o método de regularizacao de
Tikhonov com muiltiplos parametros para problemas de grande porte. A ideia principal é
produzir uma sequéncia f)(\k) de solugoes aproximadas obtidas resolvendo o problema (4.1)
restrito ao subespaco K(ATA, ATg). Portanto, a solugao aproximada f)(\k) ¢ determinada

CO1mo

q
£V = argmin {Hg—AfH%JrZA?HLifH%}’ (4.54)
=1

fEKK(AT A,ATg)

que através do processo GKB aplicado a matriz A pode ser calculada por

q
9 = vd®, gl = argmin {||5le1 — Bidll3+) /\§||Lind||§} . (4.55)
deR

=1

Quando Ly =1, e L; = 0,7 # 1, o método apresentado se reduz ao algoritmo GKB-FP.
Seguindo as mesmas ideias do algoritmo PROJ-L descrito no Capitulo 2, podemos calcular
a decomposicao QR de L;V}, e assim, ||L;Vid||2 em (4.55) pode ser substituido por HRZ(k)dHQ.

Isto torna o problema de minimizagao mais simples, neste caso, (4.55) reduz a

A=, ) = arguin 3, ~ Bl (150
deR
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em que

By,
)\1R(k) _ Brer
AR

~ k . . . ,
entao, dg\ ) pode ser eficientemente calculado de diversas maneiras, por exemplo, por métodos

diretos ou por primeiro transformar a matriz B/(\ ) em uma matriz triangular superior, como

feito na implementacao de GKB-FP [10]. Além disso, a solugao aproximada f)(\k) e o residuo

correspondente rf\k) =g—A f)(\k), satisfazem
1Lt ll2 = 1 Redi N2, (1371l = [1Brer — Brd)l. (4.58)

Para cada k > 1, vamos considerar a funcao

T

By — [0k (k) (k) ~_lIBier = Byd|l2
M) = o7 ), )| 6P ) = Vi

k k
IRF |

(4.59)

Nossa proposta para o método de regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros
para problemas de grande porte segue os mesmos passos de GKB-FP. Isto é, dado py > 1 e

k > po, nosso algoritmo de projecao calcula pontos fixos A®)* de ®®)()\) que minimizam
VO = AP BILAY 1 - I (4.60)
e o processo € repetido até algum critério de parada ser satisfeito. Para tornar nossa proposta

computacionalmente viavel, os seguintes aspectos devem ser considerados:

1. A aproximacao inicial no passo k + 1 é escolhida como o ponto fixo do passo k.

2. A decomposicao QR ¢ feita uma tnica vez, isto é, no passo k = py temos L;V,, =
Qgp °)R§p %) ¢ nos passos subsequéentes esta é atualizada, ou seja, a decomposicao QR de

L;Vj.1 é atualizada a partir da decomposicao QR de L;V.

O custo para este algoritmo é um pouco maior do que o necessario pelo PROJ-L, isto é,

além das multiplicacoes matriz-vetor Au e ATv e de uma atualizacio QR, temos a atualizacao
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de mais ¢ — 1 decomposigoes QR. e, para cada vetor A = [Aq,..., A;], o problema (4.56) pode
ser resolvido pela decomposicao QR da matriz ng) via rotagoes de Givens, e isto, é da ordem

de O(k) operagoes.
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Capitulo 5

Experimentos numeéricos

Para ilustrar os algoritmos propostos neste trabalho, vamos aplica-los em alguns proble-
mas disponiveis na literatura. A primeira parte contém os resultados referentes aos Capitulos
2 e 3 que tratam, respectivamente, do método de regularizacao de Tikhonov na forma geral
e o uso de métodos iterativos. A segunda parte contém os resultados referentes ao Capitulo
4, no qual estudamos o método de regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros e
introduzimos o algoritmo MFP. O vetor de dados dos problemas sao da forma g = gexato + €,
em que € é gerado pela funcao randn do Matlab. Todos os experimentos foram realizados em
um PC com processador Core 2 Duo 2,53GHz, 4 GB de memoria RAM, sistema operacional

Linux e Matlab versao 7.

5.1 Método de regularizacao de Tikhonov na forma ge-
ral e regularizacao iterativa

Nesta primeira parte ilustramos os métodos propostos nos Capitulos 2 e 3 e, para isso,
dois exemplos de image deblurring e um de super-resolucao de imagem sao usados.

Para deixarmos nossa notagao simples, a extensao do algoritmo GKB-FP baseada na fa-
toragao LU (pégina 33) da matriz de regularizagao L serd denotada por FP-LU e chamaremos
de FP-Lp a extensao baseada na abordagem que utiliza a matriz Lp (2.68). Valores médios

A . - . . ~ k
para o parametro de regularizacao determinado, erro relativo na solugao f)(\ ) e tempo gasto
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durante o processo, ou seja, para a determinacao do parametro de regularizacao e calculo da

~ . k , . . ~ 3N 5
solugao regularizada f§ ), apos vinte diferentes vetores de dados g, sao denotados por A\, E
e t, respectivamente, enquanto que o niimero minimo/mdximo de iteragoes necessérias para

atingir o critério de parada sdo denotados por k,,/kys, respectivamente.

5.1.1 Problema 1: deblurring - imagem rice

O objetivo aqui é recuperar uma imagem armazenada na forma vetorial feao € RMY,
a partir de uma imagem embagada e contaminada com ruido armazenada na forma vetorial
G = Gexato + € € RMN tal que Aforato = Gexato, €M que a matriz A é responsavel pelo processo
de blurring (embagamento). A matriz A as vezes é conhecida como a matriz PSF (Point
Spread Function - Fun¢ao de Espalhamento de Ponto). O detalhamento deste processo foge
ao escopo desta tese, no entanto, sugerimos [68, 72] para mais informagoes. Por simplicidade,
vamos considerar imagens N x N e usar uma matriz PSF, N? x N2, definida por A =
(270?)7'T @ T. Nesta defini¢ao, o controla a largura da funcao de espalhamento de ponto
Gaussiana e a matriz T é uma matriz N x N, simétrica, Toeplitz e com largura de banda
igual a metade do parametro band (veja [84]). Usando os mesmos valores de [84], temos

o =2 e band = 16 e, como matriz de regularizacao, usamos

Lin®1 1 -1
Liop = P , Lin= o € RN, (5.1)

IN® Lin ’
1 -1

em que £ ¢ uma versao discretizada do operador diferencial de primeira ordem.

Rice 64

Temos dois propésitos principais nesta subsecao. O primeiro é ilustrar numericamente
que os métodos propostos neste trabalho sao mais eficientes do que o algoritmo da bidiago-
nalizagao simultanea (JBD) proposto por Kilmer et al., descrito em [84] e descrito de modo

sucinto no apéndice D. O segundo é entender melhor as capacidades do algoritmo pruning
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para a identificagao do “canto” da curva-L discreta.

No algoritmo baseado na bidiagonalizacao simultanea optamos por usar o método FP para
a selecao do parametro de regularizacao de Tikhonov e denotamos o algoritmo resultante por
JBD-FP. O algoritmo JBD-FP procede de modo andlogo ao PROJ-L no sentido de que, para
po > 1 ek > po, determinamos o maior ponto fixo convexo de ¢¥)(\; ) e o processo é
repetido até algum critério de parada ser satisfeito. Um ingrediente crucial do algoritmo
JBD ¢ o calculo de dois produtos do tipo matriz-vetor da forma o = QQ%v por iteracao.
Entao, a eficiencia de JBD-FP esta diretamente ligada com o modo como estes dois produtos
sao realizados. Notemos que o cdlculo de ¥ pode ser interpretado como encontrar a projecao

ortogonal de v sobre o espaco coluna da matriz A = [AT LT]” e isto é equivalente a

0= Aurg, com upg = argmin |v — Auljs, (5.2)
u€eR”

o que justifica a razao pela qual JBD-FP deve ser computacionalmente caro pois o problema
(5.2) deve ser resolvido duas vezes por iteracdao. Pela equacao (5.2), v pode ser calculado
de diversas maneiras e duas destas sao usadas aqui. A primeira calcula projecoes através
do algoritmo LSQR (veja [128]), e a outra ¢ baseada no algoritmo LSQR com subespago
precondicionador, como em [22, 78]. Optamos em exibir os resultados obtidos pela primeira
op¢ao, pois esta mostrou-se mais eficiente. Duas implementacoes distintas para JBD-FP sao
consideradas: a primeira, denotada por JBD-FP, lida com o problema (2.1) usando a matriz
L e a segunda, denotada por JBD-FPp, lida com o problema (2.71).

Vamos considerar a subimagem de tamanho 64 x 64 pixels usada em [84] (a imagem inteira
é de tamanho 256 x 256 pixels) para ilustrar os algoritmos baseados no processo JBD. Entao,
com N = 64, a matriz A € R+096x409% ¢ 3 matriz de regularizacao L € R3064x409 ~ Agqim
o nimero de condi¢ao de A é k(A) &~ 2,14 x 10'® e 0 posto numérico é de 3.946. Dada uma
tolerancia 6 > 0, o posto numérico de uma matriz A é k se oj > 5 > 0441+ Neste trabalho,
o posto numérico é determinado pelo comando rank do Matlab, usando seu valor padrao de
tolerancia.

Além disso, usamos dados perturbados com NL = 0,01. Em todos os casos, o processo

GKB e o processo JBD sao implementados com reortogonalizagao completa. O célculo de
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pontos fixos inicia com py = 10 e as iteragoes finalizam usando &; = €5 = 107% em (4.52) e
(4.53). Por motivos de comparagao, o parametro de regularizacao de Tikhonov determinado
pelos métodos LC e FP, o parametro 6timo e os erros relativos sao apresentados na Tabela
5.1. Os parametros encontrados pela curva-L e pelo ponto fixo foram determinados usando
a decomposicaio GSVD do par matricial (A, R), em que R € R*995*409% f4i ghtida através
da decomposicao QR da matriz de regularizacao L. Na mesma tabela também exibimos o
parametro k encontrado pelo método P-LSQR, o parametro étimo e o erros relativos.

Para o algoritmo P-LSQR, usamos A e g explicitamente obtidos pela transformacao para
a forma padrao através da rotina std_form, disponivel em [64], e o pardmetro étimo para
P-LSQR ¢ definido de modo analogo ao parametro de regularizagao 6timo para o método de
regularizacao de Tikhonov. Para este exemplo, a curva-L tem um “canto” bem definido e a
fungao ¢(A; 1) tem um tinico ponto fixo que minimiza W(\) (veja Figura 5.2). Na Figura 5.1
temos a imagem exata, a imagem embacada e as imagens reconstruidas com a GSVD do par

(A, R) e os parametros encontrados pela curva-L (LC) e pelo método FP.

LC FP  ¢timo | P-LSQR  dtimo
A 10,0783 0,0956 0,0409 | k* =48 k=83
E | 0,0303 0,0819 0,0775 || 0,0831  0,0782

Tabela 5.1: Parametros de regularizacao e erros relativos na solugao para LC, FP e P-LSQR.

Figura 5.1: Linha superior: imagem exata (esquerda) e embagada (direita). Linha inferior:
imagem reconstruida pela curva-L (esquerda) e pelo ponto fixo (direita).

Na Tabela 5.2 temos o tempo médio gasto em 20 execugoes (cada uma com um novo
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vetor de ruido €) dos algoritmos propostos e das duas versoes baseadas no processo JBD. A
conclusao é que o processo JBD ¢é consideravelmente mais lento do que os demais algoritmos.
Contudo, isto ja era esperado devido ao problema (5.2) ser resolvido duas vezes por iteracao.

Com relacao a qualidade dos resultados obtidos, todas as solugoes calculadas tiveram erro
aproximado de 0,082 com relagao a solugao exata e isto esta de acordo com a qualidade obtida

utilizando a GSVD do par matricial (A, R) (veja Tabela 5.1).

Curva-L continua Curva-L discreta

(P()\) a kLc(1 50) —_— IOQ(LPK)

10

10
10

2

10 10° 0 50 100 150

Figura 5.2: Curva-L, fungao ¢(A; 1) em escala log-log e Wy, para o problema rice64. Os circulos
mostram o canto da curva-L, o minimizador de W(\) (ponto fixo de ¢()\)) e o minimizador
de Wy, respectivamente.

‘JBD—FPL JBD-FPp FP-LU FP-Lp PROJ-L P-LSQR
f\ 95,2206 4,2688 2,0084 0,8863  0,2576 0,2809

Tabela 5.2: Tempo médio (em segundos) por execugao.

Com relacao as capacidades do algoritmo pruning para localizar o “canto” da curva-L
iscreta, chegamos na mesma conclusao do Capitulo 3. indice ode variar com o
d ta, ch 1 do Capitulo 3. O indice k¢ pod
nimero de pontos q da curva-L discreta. Na Tabela 5.3 exibimos o parametro retornado pela
rotina corner e o erro relativo na solugao iterada correspondente para diversos valores de q.
O valor inicial para q foi escolhido relativamente préximo do minimizador de ¥y, k = 48,
: 43 2 : N 13 7
para avaliarmos como o “canto” calculado pelo algoritmo pruning se comporta. Um “canto
falso, correspondendo a q = 150, é exibido na Figura 5.2. Por estas conclusoes o pruning nao

sera usado nos demais exemplos.

Rice 256

Agora vamos considerar a imagem inteira rice de 256 x 256 pixels. Assim, a matriz PSF

A € RO536x65536 com niimero de condicdo k(A) ~ 3,40 x 106 e a matriz de regularizacio
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q | 60 80 100 120 140 160 180 200
krc(@) | 3 3 43 43 3 3 46 43
Erro | 0,2065 0,2065 0,0846 0,0846 0,2065 0,2065 0,0838 0,0846

Tabela 5.3: “Canto”, krc(q), localizado pelo algoritmo pruning como funcao do numero de
pontos da curva-L discreta (log ||g — Af|l2,1og || f1]l2) em que f, é obtido por LSQR.

L € R130-560x65.536 = A&m disso, usamos py = 15. Para este exemplo, apenas FP-Lp, P-LSQR
e PROJ-L sao usados e as médias obtidas apds 20 execugoes com NL = 0,01 sao exibidos na

Tabela 5.4. Foram realizados experimentos sem e com reortogonalizacao completa.

FP-Lp P-LSQR  PROJ-L | FP-Lp P-LSQR PROJ-L
A 0,0706 - 0,0874 0,0746 - 0,0874
E 0,0820 0,0851 0,0831 0,0812 0,0845 0,0831
t 7,9603 4,3365 1,0652 04,6983 15,9995 1,8808
km(kar) | 433 (512) 242 (268) 28 (30) | 280 (290) 140 (141) 28 (30)
m 0,6519 - 1 0,6635 - 1
reortog = ( reortog = 1

Tabela 5.4: Resultados para a imagem inteira rice para NL = 0,01, pg = 15 e ¢, = g5 = 107°.

Como podemos observar, o algoritmo FP-Lp ajustou o parametro p. O algoritmo PROJ-
L, especialmente sem reortogonalizacao, foi o que precisou de menos tempo para atingir o
critério de parada. Todos os algoritmos apresentaram solugoes com qualidade semelhante
e, comparando o desempenho entre sem e com reortogonalizagao, houve, para FP-Lp e P-
LSQR, reducao entre 35,3% e 47,3% no ntimero de iteragoes, mas isso tem um custo, ou seja,
o tempo computacional aumentou, aproximadamente 6,8 vezes para FP-Lp e 3,6 vezes para
P-LSQR.

Teoricamente, o processo GKB gera uma base ortonormal para o subespago de Krylov
Kr(AT A, AT g). Porém, devido as imprecisdes numéricas e as dificuldades inerentes aos pro-
blemas mal-postos discretos, hd uma perda de ortogonalidade dos vetores v; e, também,
dos vetores u;, a medida que as iteragoes avancam. Logo, a reortogonalizacao destes veto-
res é necessaria para que a informagao calculada seja condizente com o que a teoria preve.
Contudo, conforme vimos na Tabela 5.4, em problemas praticos, ha um aumento no tempo

computacional gasto (apesar do nimero de iteragoes reduzir).
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5.1.2 Problema 2: deblurring - imagem pirate

Neste exemplo, vamos considerar uma imagem grande de 512 x 512 pixels chamada de
pirate (veja Figura 5.3). Assim, N = 512 e, portanto, a matriz A € R262144x262144 ¢y
nimero de condicao k(A) = 1,57 x 10! e a matriz de regularizagao [ € R523-264x262.144
Neste experimento usamos pg = 20. De modo analogo ao problema anterior, apresentamos
valores médios obtidos em 20 execucoes para os algoritmos FP-Lp, P-LSQR e PROJ-L com
e sem reortogonalizacao completa. Os resultados numéricos para NL = 0,01 sao exibidos na
Tabela 5.5. Neste caso, o erro relativo nas solugoes calculadas é de aproximadamente 0,14 e,
mais uma vez, o algoritmo mais rapido foi PROJ-L. A imagem original, a imagem embacada

e a reconstrugao que obtivemos pelo algoritmo PROJ-L sao exibidas na Figura 5.3. Para este

problema, a escolha = 1 funcionou satisfatoriamente em todas as execugoes.

FP-Lp P-LSQR PROJ-L | FP-Lp P-LSQR PROJ-L

A 0,1563 - 0,1491 0,1577 - 0,1492
E 0,1479 0,1483  0,1463 | 0,1472 0,1477  0,1462
t 64,5863 36,4999 12,5072 | 426,0727 156,7809 17,6866
kn(kar) | 516 (572) 309 (335) 39 (39) | 282 (282) 163 (163) 39 (39)

reortog=0 reortog=1

Tabela 5.5: Resultado para o problema pirate com NL = 0,01, po =20 e &, = g9 = 1076,

Observamos que, do mesmo modo como no exemplo anterior, o nimero de iteracoes
reduziu significativamente quando usamos reortogonalizagao, mas o tempo gasto foi conside-

ravelmente mais elevado, tanto para o algoritmo FP-Lp como para P-LSQR.

Figura 5.3: Imagem exata, imagem embacada e melhor restauracao obtida.
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5.1.3 Problema 3: Super-Resolugao de Imagens

O 1ltimo exemplo para ilustrar os algoritmos propostos para o método de regularizacao
de Tikhonov na forma geral consiste num problema de super-resolucao de imagens.

Imagens de alta resolucao (HR - High-Resolution) sdo importantes em intimeras dreas tais
como tomografia computadorizada e vigilancia eletronica. No entanto, devido as limitagoes
de equipamentos e sistemas de aquisicao de imagens (cameras, por exemplo), geralmente
temos disponivel apenas imagens de baixa resolugao (LR - Low-Resolution).

Vamos considerar o problema de estimar uma imagem de alta resolugao a partir de varias
imagens de baixa resolucio e, para isto, vamos denotar por f € RM a imagem de alta
resolucdo de tamanho M = M; x My e por g, € RN, k = 1,..., ko, a k-ésima imagem de
baixa resolucao de tamanho N = N; X Ny, com My = Ny x Dy e My = Ny X Dy, em que Dy e
D representam fatores down-sampling nas direcoes verticais e horizontais, respectivamente.
Assumindo que o processo de aquisicao de imagens em baixa resolucao envolve embagamento,
movimento, subsampling e ruido aditivo, um modelo que relaciona f com g, pode ser escrito
como [114]

gk = Axf + €k, (5.3)

em que a matriz A, € RV*M ¢ ¢, representa o ruido. Nosso objetivo é estimar a imagem em
alta resolucao f a partir de todas as imagens em baixa resolucao gx. Neste caso, o método

de regularizacao de Tikhonov é dado por

fr = argmin {|lg — Af[3 + N[ LfI3} . (5.4)
feR]\/[
em que g = [g] ---gp]", A= [A]--- AL ]" e a matriz de regularizacdo L dada como nos

exemplos anteriores mas com dimensoes apropriadas.
Neste exemplo, vamos estimar uma imagem de 96 x 96 pixels, chamada tree, a partir
de uma sequéncia de 5 imagens de baixa resolucao com D; = Dy = 2, ou seja, as imagens

de baixa resolucao tém 48 x 48 pixels. Portanto, a matriz A € R1-520x9216 54 matriz de

R18.240><9.216

regularizacao L € e optamos por usar pp = 15. O nimero de condicao de A

s

é k(A) ~ 7,1 x 10' e o posto numérico é de 9.021. Como ambas as matrizes nao sio
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muito grandes, os algoritmos baseados no processo JBD sao utilizados, novamente, com

reortogonalizagao completa. Valores médios para 20 execucoes sao mostrados na Tabela 5.6.

FP-LU  FP-Lp, P-LSQR PROJ.L JBD-FP JBD-FP
0,0309  0,0309 - 0,0300  0,0309  0,0309
0,0496  0,0496  0,0502  0,0535  0,0497  0,0497
16,4869  9,1734  3.2403 08753 21,6653 25,1221
km(kar) | 281 (284) 281 (284) 157 (160) 47 (57) 112 (114) 112 (114)

Tabela 5.6: Resultados para o problema de super resolucao com NL = 0,01, £, = g5 = 1076
e pg = 15.

Analisando os dados desta tabela podemos concluir que PROJ-L é superior aos demais,
pelo menos no sentido de ser o mais rapido. Para este exemplo, a escolha p = 1 funcionou
satisfatoriamente em todos os casos. A imagem original em alta resolucao e duas imagens
em baixa resolucao sao exibidas na primeira linha da Figura 5.4. Uma imagem obtida pelo
algoritmo PROJ-L é exibida na segunda linha da mesma figura.

Para ilustrar a performance dos algoritmos usando distintas matrizes de regularizacao,

vamos considerar L = Ij; (no qual aplicamos o algoritmo GKB-FP original) e L = Ly op

r -1 2 -1
® I
L2,2D — 2,N N 7 £27N _ c R(N—Q)XN7 (55>
In ® Lo n

em que Lo ¢ uma versao discretizada do operador diferencial de segunda ordem. Neste
caso, obtivemos solugoes com erro relativo de aproximadamente 0,28 e 0,04, respectivamente.
Isto é, enquanto a qualidade das solugoes deteriorou significativamente para o caso L = Iy,
as solugoes utilizando L = Ly op permaneceu com a mesma qualidade usando L = Ly op (veja

na Figura 5.4 as imagens obtidas).
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Figura 5.4: Primeira linha: Imagem em alta resolugao (esquerda) e duas imagens em baixa
resolugao. Segunda linha: imagem obtida com L = I); determinada por GKB-FP (esquerda),
com L de (5.1) determinada por PROJ-L (centro) e com Lssp determinada por PROJ-L
(direita).

5.2 Meétodo de Regularizacao de Tikhonov com maulti-
plos parametros

Nesta secao, vamos usar quatro problemas mal-postos discretos para ilustrar a perfor-
mance do algoritmo proposto no Capitulo 4, considerando regularizagao com dois e trés pa-
rametros. Dois problemas estao disponiveis no pacote RegularizationTools [64], um é sobre
espalhamento de onda [141] e um de super-resolugdo de imagens, o mesmo usado anteri-
ormente. Para cada problema foram gerados 20 vetores de dados na forma ¢ = gexato + €
satisfazendo NL = ||€|la/||gexatollz = 1073,107%,2,5 x 1072

Para comparacao, vamos apresentar os resultados obtidos pelo método proposto por Bre-
zinski et al. (CLC - Constrained Linear Combination) com o método FP para selecionar
o parametro de regularizacao no problema (4.11), e o principio da discrepancia (DP) como
descrito no Capitulo 4. Os valores iniciais para MFP foram considerados como os parame-
tros usados por CLC e as iteracdes finalizadas quando [[AFTD) — XF)||y, < [[A®)|,1076. A
aproximacao inicial e demais parametros para DP sdo os mesmos utilizados em [96], isto é,
consideramos A\ = /0,2, A\ = /0,1, c =1,7=0,5e 6 = ||¢||,. Para descrevermos os

resultados, assim como na se¢ao anterior, usamos a seguinte notacao:
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o IJs, A1, A2, Ag: valores médios do erro relativo em f) e valores médios dos parametros

calculados;

e Ly numero maximo de iteracoes requerido por MFP para convergir ou a dimensao
méxima do subespago de Krylov Kp(ATA, ATg) apés a versdao estendida de GKB-FP

convergir.
5.2.1 Problema 4: Equacoes integrais de Fredholm de primeira
espécie

Vamos considerar dois problemas mal-postos discretos originados da discretizacao de duas

equacoes de Fredholm de primeira espécie da forma

/bK(s,t)f(t)dt =g(s), c<s<d, (5.6)

gerados pelas fungoes i_laplace e phillips de [64]. Cada uma destas fungoes nos fornece triplas
{A, fexatos Jexato} tal que A fexato = Jexato- Para as matrizes de regularizacao vamos usar as

matrizes I, L1, e Lo, (veja equagdes (5.1) e (5.5)).

Inversao da transformada de Laplace

Neste exemplo, o nicleo K(s,t) em (5.6) é
K(s,t)=e¢®, s,t€]0,00), (5.7)
e as fungoes g(s) e f(t) sao dadas por

g(s)=1/(s+1/2), f(t) = e 2, (5.8)

Para o tamanho escolhido, n = 256, o posto numérico da matriz A é 36 e o ntmero de
condi¢do r(A) & 1,4 x 10%. Para as matrizes de regularizagao consideramos os casos: (i)
L1 = ]n € L2 = El,n» (§ (ZZ) Ll = ]n (§ L2 = ['2,71'

Os resultados numéricos para o caso (i) s@o exibidos na Tabela 5.7. Notemos que todos os
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algoritmos produziram resultados com a mesma ordem de acuracia e o nimero de iteragoes
para MFP atingir o critério de parada foi relativamente pequeno (menos de 5). Com relagao
ao DP, este também é rdpido (no sentido de exigir poucas iteragoes), mas notamos que a
constante ¢ = 1 pode exigir muitas iteragoes, como ocorreu com NL = 0,001, em que o
nimero méaximo de iteragoes (definido em 100) é atingido em algumas execugoes. A razao
é que o critério de parada para DP com ¢ = 1, ||g — Af||2 < 6§, pode precisar de muitas
iteragoes para ser satisfeito, assim, considerar ¢ g 1 pode ser mais interessante. Repetimos o
experimento com ¢ =1,1 e o niimero maximo de iteracoes foi 9.

Os resultados para o caso (ii), exibidos na Tabela 5.8, mostram que MFP produziu
resultados melhores do que DP e CLC com a observagao de que CLC produziu solugoes sem

utilidade pratica para NL = 0,01 e NL = 0,025.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

MFP CLC DP | MFP CLC DP | MFP CLC DP
E; [ 00170 0,0632 0,0104 | 0,0200 0,0597 0,0292 | 0,0277 0,0754 0,0579
i | 0,0023 0,0023 0,0002 | 0,0229 0,0231 0,0482 | 0,0580 0,0584 0,0859
o 10,0322 0,0322 0,1980 | 0,3262 0,3257 0,2106 | 0,8315 0,8265 0,2318
kar |3 - 100 4 - 8 5 - 6

Tabela 5.7: Resultados numéricos para o problema i_laplace com Ly = I,, e Ly = L ,.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
MFP  CLC DP MFP  CLC DP MFP CLC DP
E; | 0,0176  0,5148 0,0615 | 0,0792 1,4898 10,1469 | 0,0809 1,9383 0,1627
A1 | 0,0023 10,0023 0,0075 | 0,0255 0,0231 0,0429 | 0,0615 0,0584 0,0774
X2 | 0,3864 0,3868 0,0115 | 6,7183 6,8705 0,0323 | 18,0429 17,6902 0,0658
ks 6 - 13 10 - 8 10 - 7

Tabela 5.8: Resultados numéricos para o problema i_laplace com Ly = I,, e Ly = Lo .

No Capitulo 4 comentamos que DP pode produzir solugoes ruins. Para ilustramos esta
situagao vamos considerar como aproximacao inicial os mesmos valores utilizados por CLC
e manter os demais parametros inalterados. Os resultados sao mostrados na Tabela 5.9.
Notemos que para NL = 0,01 e NL = 0,025 as solucoes calculadas sao dominadas pelo ruido
(com erro relativo na solugao superando 100%). A razao é que pelo fato de Xf praticamente

se anular (veja Tabela 5.9), as solucoes determinadas por DP se comportam similarmente as

encontradas pelo método de regularizacao de Tikhonov com L = £, ,, e o parametro escolhido
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por DP, conforme visto na Tabela 5.10 em que os erros correspondentes as trés escolhas de

L sao apresentados. Notemos que os erros nas solugoes determinadas por DP (em negrito)

estao proximos dos erros apresentados na Tabela 5.9 (em negrito também).

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

MFP DP MFP DP MFP DP
E¢ | 0,0176 0,4883 | 0,0792 1,0634 0,0809 1,2596
A1 | 0,0023 0,0003 | 0,0255 0,00000001 | 0,0615 0,00000002
Ao | 0,3864 0,3376 | 6,7183 1,8030 18,0429 5,1006
kn 6 35 10 42 10

44

Tabela 5.9: Resultados numéricos para i_laplace com Ly = I,, e Ly = L5, e a mesma aproxi-
macao inicial para CLC.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025

FP DP | FP DP FP DP
L=1, |01552 0,1612]0,1793 0,1866 | 0,1930 0,1995
L=_Ly, | 00636 00127 |0,0600 0,0475 | 0,0758 0,0702
L =Ly, | 05146 0,6402 | 14897 1,1710 | 1,9383 1,2348

Tabela 5.10: Erros médios para regularizacao com um parametro para o problema i_laplace.

Problema Phillips

Este problema foi estudado primeiramente por Phillips [115] e posteriormente analisado
em diversos lugares. O niticleo é da forma

K(s,1) = ¢(s — 1),

s,t € [—6,6], (5.9)
com
olt) = 1+ cos(mt/3), |t <3 | (5.10)
0, t] =3
enquanto que as fungoes f(t) e g(s) s@o
f(t) = o(t), -
5.11
g(s) = (6 —[s]) {1 + % cos (7r5/3)} + %sen (@) :
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Como antes, consideramos n = 256 e matrizes de regularizacdo como em (i) e (i7) do
exemplo anterior. O niimero de condigao da matriz é x(A) ~ 1,13 x 10® e o posto numérico
é 256. O conjunto de dados é gerado pela funcao phillips e os resultados estao nas Ta-
belas 5.11 e 5.12. Notemos que, independentemente do nivel de ruido, todos os algoritmos
obtiveram bons resultados com um nimero pequeno de iteracoes.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
MFP  CLC DP MFP  CLC DP MFP  CLC DP
E; 10,0138 0,0143 0,0100 | 0,0218 0,0248 0,0238 | 0,0309 0,0328 0,0339
A1 | 0,0049 0,0048 0,0534 | 0,0502 0,0494 0,1614 | 0,1274 0,1247 0,2468

No | 01742 0,1741 0,0836 | 1,7829 1,7806 0,2155 | 4,5766 4,5476 0,3807
kv | 4 - 7 4 - 3 5 2

Tabela 5.11: Resultados numéricos para o problema phillips com L; =1, e Ly = L4 ,,.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
MFP  CLC DP MFP CLC DP MFP CLC DP
E; | 0,0097 0,0097 0,0174 | 0,0262 0,0262 0,0240 | 0,0477  0,0461 0,0344
A1 | 0,000 0,0048 0,1581 | 0,0507 0,0494 0,1614 | 0,1326  0,1247  0,2468
Ao | 3,7597 13,7591 0,00003 | 39,4760 39,3964 0,0009 | 110,507 109,297 0,1383
kar 4 - 3 ) - 3 9 - 2

Tabela 5.12: Resultados numéricos para o problema phillips com L; = I,, e Ly = Lo .

5.2.2 Problema 5: Problema de espalhamento

Apesar de considerarmos A € R™*" e g € R™, as discussoes e os resultados que apre-
sentamos neste trabalho podem ser facilmente estendidos para A € C"™*" e g € C™. Assim,
veremos agora um exemplo em que os dados estao no corpo dos complexos.

Problemas de espalhamento, que surgem naturalmente em diversas areas como acustica
e eletromagnetismo [36], estao relacionados com os efeitos que uma onda, chamada onda
incidente e denotada por u'(z), sofre ao colidir com um objeto D C R? gerando, assim,
uma onda espalhada u*(z). Na Figura 5.5 exibimos uma interpretagao fisica do problema de
espalhamento.

Para uma onda incidente u’(z) = e ¢ R? em que k > 0 é o ntimero de onda e d € R

a direcao da onda, a onda espalhada por um objeto impenetravel D C R? com fronteira do
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oD u®(z)

Figura 5.5: Tlustracao fisica do problema de espalhamento.

tipo sound-soft é descrita pelo sistema

Au + k?u = 0, em R?\D,
u=0, em 0D, (5.12)
ou®

1
5 tku® = QO (;) , T =] = oo,

em que u(x) = u®(z) + u'(x) é a onda total e u®(z) é a onda espalhada pelo exterior de D

que admite a seguinte assintética

x):%{uw(i)—k(’)(ﬁ)}, =" e oo, (5.13)

A funcao u.(Z) é chamada de amplitude de espalhamento de u*(z), também conhecida

como far-field pattern da onda espalhada e é fisicamente mensurdvel. Sugerimos [23, 33, 36,
94, 95, 116, 117] para mais informagdes sobre problemas de espalhamento direto e inverso.

O problema inverso que estamos interessados consiste na determinagao da onda espalhada
u®(z) a partir das informagoes obtidas da amplitude de espalhamento u.(Z) que pode ser
medida, ou seja, nao dispomos de u(Z) exata, e sim apenas de uma aproximacao de uq ().
Usando o potencial single-layer [36], podemos expressar a onda espalhada por

l

71" (Klle = yll2). (5.14)

u(z) = / )R )dst), D) =

em que Hél)(-) ¢ a funcao de Hankel de primeira espécie de ordem zero e a amplitude de
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espalhamento u.(Z) por

eiﬂ'/4

Uoo(T) = e~y g ., zeSt={zeR?/ ||z||, =1} 5.15
@) == | e sty (pe®/al=1}  (15)

Assim, dada u.(Z), ou uma aproximagcao, encontramos a fungao densidade ¢(y) resolvendo
o problema inverso (5.15) e, em seguida, calculamos u*(x) por (5.14), que é um problema
direto.

Para ilustrarmos numericamente o uso do método de regularizagao de Tikhonov com
multiplos parametros, usamos os mesmos dados usados em [141, Exemplo 3]. Assim, a
fronteira do conjunto D C R? é 9D = {(3cost,4sint) € R? / ¢ € [0,27]} e a onda incidente
é dada por u'(x) = %Hé”(k:”x —oll2) com k =2 e yo = [0 1]7. Neste caso particular, a onda
espalhada e a amplitude de espalhamento sao, respectivamente,

7

‘ -, 2 —ik(x T
u(@) = = H (Kl = wolla).  use(®) = =4/ e M) 516)

Discretizamos a equacao integral (5.15) usando quadratura de ponto médio com n = 256
pontos e obtemos um sistema linear Af = g em que A € C"*". O numero de condicao da
matriz gerada para este problema é k(A) ~ 2,72 x 10'® e o posto numérico é 55.

Inicialmente aplicamos o método de regularizagao de Tikhonov com apenas um parametro
ao sistema Af = g e, uma vez encontrada a solucao regularizada f\, ou seja, uma aproximacao
para a funcao densidade (), usamos esta informagao para calcular a onda espalhada u®(z).
Para a selecao do parametro A optamos por usar o método de ponto fixo e o principio da

discrepancia. Os resultados encontrados estao nas Tabelas 5.13 a 5.15.

L=1I, L=1", L=7CL,

FP DP | FP DP | FP  DP
E; [ 0,0023 0,0007 | 0,002 0,0019 | 0,0007 0,0011
X | 0,0001 0,0017 | 0,0019 0,0084 | 0,0220 0,0950

Tabela 5.13: Resultados numéricos para o problema de espalhamento com para diferentes
regularizadores e NL = 0,001.

Analisando a qualidade das solugoes encontradas, notamos que o uso de apenas um pa-

rametro é capaz de encontrar solugoes de boa qualidade.
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L=1I, L=1r, L=1C

FP DP FP DP FP DP
E; | 0,0074 0,0058 | 0,0054 0,0079 | 0,0043 0,0063
A | 0,0011 0,0053 | 0,0196 0,0619 | 0,2253 0,6375

Tabela 5.14: Resultados numéricos para o problema de espalhamento com para diferentes
regularizadores e NL = 0,01.

L=1, L=1L L=L,
FP DP | FP DP | FP  DP
0,0135 0,0134 | 0,0112 0,0153 | 0,0098 0,0135
0,0027 0,0083 | 0,0498 0,1203 | 0,5723 1,2482

By

A

Tabela 5.15: Resultados numéricos para o problema de espalhamento com para diferentes
regularizadores e NL = 0,025.

Utilizando o método de regularizagao de Tikhonov com multiplos parametros, os resulta-
dos encontrados estao nas Tabelas 5.16 e 5.17. Notemos que, independentemente do nivel de
ruido, tanto MFP quanto CLC produziram solugoes com étima qualidade enquanto que DP
falhou em todos os casos. Repetimos todos os experimentos considerando como aproximagcao
inicial para DP os mesmos valores utilizados por CLC e os demais parametros inalterados e,
assim, os resultados que obtivemos foram da mesma qualidade que MFP e CLC.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
MFP CLC DP MFP  CLC DP MFP  CLC DP
Ey 10,0012 0,0012 0,5489 | 0,0053 0,0054 0,5490 | 0,0111 0,0111 0,5491
A1 | 0,0001 0,0001 0,1581 | 0,0011 0,0008 0,1581 | 0,0027 0,0019 0,1581

A2 | 0,0019 0,0014 0,0002 | 0,0196 0,0139 0,0002 | 0,0499 0,0352 0,0002
kn 5 - 3 5 - 3 6 - 3

Tabela 5.16: Resultados numéricos para o problema de espalhamento com Ly = I, e Ly =
L.

NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
MFP  CLC DP MFP  CLC DP MFP  CLC DP

E; | 0,0007 0,0007  0,5489 | 0,0043 0,0043  0,5490 | 0,0099 0,0098  0,5491
A1 | 0,0001 0,000  0,1581 0,011 0,0008  0,1581 | 0,0028 0,0019  0,1581
A2 | 0,0220 0,0156 0,0000001 | 0,2254 0,1593 0,0000001 | 0,5739 0,4047 0,0000001
ke 5 - 3 ) - 3 6 3

Tabela 5.17: Resultados numéricos para o problema de espalhamento com L; = [, e Ly =
Loy
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Por fim, exibimos na Figura 5.6 a solucao exata u*(x) e a solugao u$(z) obtida pelo método
de regularizagao de Tikhonov com multiplos parametros e os parametros A\; e Ay escolhidos

por MFP. As matrizes de regularizacao neste caso foram L; = I,, e Ly = Lo ,.

Parte real de u®(x) Parte imaginaria de u®(x)
3
0.05 0.05
0 0
exato
S
-0.05 -0.05 x U
2 4 6 2 4 6

Figura 5.6: Parte real (esquerda) e parte imagindria da onda espalhada u®(z) e u3(x) para
o problema de espalhamento com n = 256, NL = 0,025 e regularizadores identidade e uma
versao discretizada do operador diferencial de segunda ordem.

5.2.3 Problema 6: Super-Resolugao de Imagens (revisitado)

Para finalizarmos, vamos usar novamente o problema de super-resolucao descrito na se-
cao 5.1.3, mas agora consideramos dois e trés parametros envolvendo a matriz identidade e
operadores diferenciais Ly op € Loap (veja equagoes (5.1) e (5.5)). Como Ly op € R18-240%9.216
e Lyop € RIBMEO2I6 tomos que a matriz Ay em (4.5) se torna grande demais e o problema
(4.1) nao pode ser resolvido eficientemente via decomposicao QR como feito nos exemplos
anteriores. Assim, usaremos nosso algoritmo de projecao.

Usaremos a seguinte notagao para designar o conjuntos de regularizadores: A = {L; =
Iy, Ly = L1,2D}; B= {Ll = Ip2, Lo = L2,2D}; C= {Ll = Ip2, Ly = L1,2D7L3 = L2,2D}- A
média dos erros relativos e parametros de regularizacao, e a dimensao méxima do subespaco
de Krylov necessario estao na Tabela 5.18. Podemos concluir que a qualidade da solucao
calculada para cada nivel de ruido fica dentro de valores aceitaveis independente do conjunto
de regularizadores. Na Figura 5.4 exibimos uma imagem em baixa resolucao, embacada e
com ruido, a imagem em alta resolucao exata, e trés imagems em alta resolucao correspon-
dentes aos conjuntos A, B e C. Como as imagens obtidas sao praticamente indistinguiveis
independente do nivel de ruido, concluimos que para este problema nao ha necessidade de

aplicarmos regularizagao com trés parametros.
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NL = 0,001 NL = 0,01 NL = 0,025
A B C A B C A B C
E¢ | 0,0361 0,0274 0,0310 | 0,0533 0,0493 0,0516 | 0,0709 0,0720 0,0703
A1 | 0,0007 0,0007 0,0007 | 0,0082 0,0086 0,0089 | 0,0222 0,0238 0,0257
X2 | 0,0025 0,0026 0,0027 | 0,0301 0,0335 0,0340 | 0,0827 0,0970 0,1019
A3 - - 0,0027 - - 0,0351 - - 0,1104
ka | 313 207 177 o1 47 46 38 41 54

Tabela 5.18: Resultados numérios para o problema de super-resolugao tree.

Figura 5.7: Linha superior: imagem embacada+ruido (esquerda) e imagem em alta resolugao
(direita). Linha inferior: imagens estimadas para A (esquerda), B (centro) e C (direita),
respectivamente. NL = 0,025.
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Capitulo 6

Conclusao

Desenvolvemos o algoritmo GKB-FP [10] com detalhes a respeito das suas propriedades
de convergéncia. Além disso, mostramos como podemos estendé-lo para ser aplicado ao mé-
todo de regularizacao de Tikhonov na forma geral, em especial para problemas de grande
porte. Como resultado, duas distintas abordagens que nao exigem conhecimentos a respeito
do ruido foram propostas e ilustradas numericamente em problemas de grande porte do
tipo deblurring e super-resolucao de imagens. Resultados numéricos dispostos no Capitulo 5
mostraram que em termos de acuracia e eficiéncia, as versoes estendidas de GKB-FP funcio-
naram satisfatoriamente do mesmo modo que a versao original do algoritmo e sao, portanto,
competitivos e atrativos para problemas de grande porte para o método de regularizacao de
Tikhonov na forma geral. Para contornar as dificuldades associadas com a determinacao do
parametro de regularizacao, propomos no Capitulo 3 um critério de parada automéatico para
métodos iterativos e mostramos, através do algoritmo P-LSQR (no qual informagoes a priori
da solugao do problema sao incorporadas nas solugoes iteradas), que esta abordagem ¢é uma
boa alternativa ao método de regularizacao de Tikhonov.

No Capitulo 4 apresentamos um algoritmo de ponto fixo para a escolha dos parametros de
regularizacao para o método de regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros que nao
requer nenhum conhecimento a respeito do nivel de ruido nos dados. A analise e o algoritmo
apresentados podem ser vistos como a generalizacao natural dos resultados e do algoritmo
publicados em [9]. Também, seguindo as mesmas ideias de GKB-FP (que pode ser visto

como o método de ponto fixo para o método de regularizacao de Tikhonov na forma padrao
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de grande porte), propomos um algoritmo do tipo GKB-FP para o método de regulariza-
¢ao de Tikhonov com multiplos parametros para problemas de grande porte. Os resultados
numéricos no Capitulo 5, indicaram que nosso algoritmo pode produzir solugoes regulariza-
das com acuracia comparavel a produzida pelo principio da discrepancia, porém, sem suas
dificuldades como a perda de unicidade dos parametros e a necessidade de conhecimentos a
priori da norma do ruido.

Experiéncias com os algoritmos propostos neste trabalho com problemas das mais diversas
areas sao necessarias para que todo o potencial destes seja explorado, bem como o uso de
outros regularizadores que incorporem mais caracteristicas nas solucoes regularizadas.

Como sugestoes para trabalhos futuros propomos:

1. analise de erro para as solugoes regularizadas fy e fr em que:

a) fn é calculada pelo método de regularizagao de Tikhonov com o parametro A
calculado pelo método de ponto fixo;
b) fir ¢ calculada por métodos iterativos e o parametro k selecionado pelo critério

automatico proposto;

2. resolver de modo mais eficiente o problema de minimizacao associado ao método de

regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros;

3. andalise mais rigorosa para existéncia de ponto fixo no caso de multiplos parametros,

analise de erro e de convergéncia do algoritmo MFP;
4. utilizacao de normas p em vez da norma 2:

e p € (1,2), em especial p =~ 1;
e analise da solucao em funcao de p;

e miultiplos parametros e para cada \; uma norma p;;

5. aplicar as técnicas aqui descritas em problemas de minimos quadrados nao-lineares [31]

em conjunto com métodos como Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt.
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Apeéendice A
Produto de Kronecker

Definicao A.1. Dadas duas matrizes A € R™*" e B € RP*Y, o produto de Kronecker entre
A e B é a matrizC = A® B € R™*" definida por [92]

CLHB s CLlnB

G,mlB s amnB

A seguir fornecemos uma série de resultados, alguns dos quais utilizados neste trabalho,

a respeito do produto de Kronecker.

Proposicao A.2. Sejam vetores x € R™ e y € R™ entao
r®yl =ay’ € R™",

Demonstracao.
iyr 0 TiYn
I@yT: :$yT€Rm><n.
ITm¥Y1 - TmlUn

]

Proposicao A.3. Sejam matrizes A, B e C' de dimensoes compativeis quando necessdario e

a escalar, entao
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1. AQ(B+C)=A®B+A®C,

2. (A+B)@C=A0C+B&C,

3. (A B)®@C=A® (B (),

4. (0A)®@ B=A® (aB) = a(A® B),
5. (A B)T = AT @ BT.

Demonstracao. Seguem imediatamente da definicao do produto de Kronecker.

O

Proposicao A.4. Sejam A e B matrizes simétricas, entdo a matriz A Q@ B também é simé-

trica.

Demonstracao. Pelo item 5 da proposicao A.3 temos
(A B)Y' = A" @ BT = A® B.

]

O préximo resultado relaciona o produto entre matrizes de Kronecker com um tinico
produto de Kronecker. Este resultado foi utilizado no Capitulo 2 (veja equagoes (2.71)-

(2.72)).

Proposicao A.5. Sejam A, B, C e D matrizes com dimensoes tal que o produto AC' e BD
seja possivel, entao

(A® B)(C ® D) = AC @ BD.
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Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente da definicao:

anB cee CllnB CllD cee ClpD
(A B)(Ce®D)=| : - : I :

amB - amnB cniD - cppD
Z alkcleD tee Z alkckpBD

k=1 k=1

Z amkcleD tee Z amkckpBD

L k=1 k=1 |
— (AC) ® (BD).

]

Proposicao A.6. Sejam A € R™™ e B € R™"™ matrizes nao-singulares, entao a matriz

(A® B) € nao-singular e sua inversa é dada por
(AB)'=A19 B
Demonstracao. Pela proposicao A.5 temos
(A9 B)(A'®@B ) =AA"'®@BB'=1®1=1.

]

Os proximos dois resultados mostram como o traco e a norma de Frobenius de uma matriz

C = A® B estao relacionados com o traco e as normas de Frobenius das matrizes A e B.

Proposicao A.7. Sejam A e B matrizes quadradas, entdo

tr(A® B) = tr(A)tr(B) = tr(B® A).
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Demonstracao. Seja A € R™"™ e B € R™*™, entao

tr(A® B) = Z tr(a;B) = Z agtr(B) = tr(B) Z ag; = tr(B)tr(A).

[
Proposicao A.8. Sejam as matrizes A € R™*™ e B € RP*4, entdo
A @ Blr=[[AllrlBlle-
Demonstragdo. Pelo fato de tr(AT A) = || A||% e pela proposigao anterior
lA® Blf = tr (A® B)' (A® B)) = tr(A"A)tr(B" B) = || A|[ ]| Bl
[
Na proposigao anterior, vale para outras normas como || - ||1, || - ||z € ||+ |- Veremos um

resultado sobre matrizes normais e posteriormente sobre a SVD.

Proposicao A.9. Sejam A e B matrizes normais, entdo a matriz A® B também é normal.

FE se A e B sao matrizes ortogonais, entdo a matriz A @ B também € ortogonal.
Demonstragao. Como as matrizes A e B sdao matrizes normais temos que AAT = ATA e
BBT = BTB. Assim, pelo item 5 da proposicao A.3 e pela proposicao A.5 segue que

(A B)(A® B)' = AA" @ BB = A"A® B"B=(A® B)'(A® B).

Se as matrizes A e B sdo ortogonais, entdo a matriz A ® B é normal (pois ATA = AAT =1
e BB = BBT = I). Falta provarmos que (A ® B)(A ® B)!T = I. Mas isto é imediato, pois
(A9 B)(A@ B = AAT@ BB =1I®1=1.

[

Para finalizarmos, vamos mostrar um resultado com relagao a decomposi¢cao em valores

singulares da matriz A ® B levando em consideragao a decomposi¢ao em valores singulares
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das matrizes A e B e como realizar eficientemente o produto matriz-vetor (A ® B)x sem

formar a matriz A ® B.

Proposicao A.10. Sejam as matrizes A € R™*" e B € RP*? e suas SVD’s A = UAEAV} e
B = UBEBVg Entao
(Ua®Up)(Za®Xp) (Vi @ Vi),

fornece uma SVD da matriz A® B (apds a reordenagao apropriada dos elementos da matriz

diagonal ¥4 ® Xp e dos vetores singulares correspondentes a direita e a esquerda).

Demonstracao. A demonstracao segue através da proposicao A.5

A® B = (UsS4V}])® (UgXpVy)
= (UsX4 ®@ Up¥p) (Vi @ V)

=(Ua®Up)(Ea®3p) (Vi @ Vg).
]

Por fim, dado um vetor x, o produto matriz-vetor (A ® B)x pode ser realizado sem a
necessidade da matriz A ® B ser formada. Para isto vamos usar a func¢do vec(X), em que

X =[xy x,] € R™*" dada por

X1

X2

vec(X) = e (A.1)

In

Em outras palavras, vec(X) transforma a matriz em um vetor empilhando suas colunas.

Teorema A.11. Sejam as matrizes A € R™*" B € RP*? ¢ o vetor x € R™ escrito como

1

T2




em que x; € RY. Seja a matriz X = [x1 xo -+ x,] € R tal que vec(X) = x, entdo

(A® B)x = vec(BXAT). (A.3)

Demonstracao. A demonstragao segue por verificagao direta. Primeiro temos

apnB -+ a1, B T anBxy + - 4+ a1, Bz,
(A@Bz=| 1+ . Cl, = : - (A4

amB - amnB Tn amiBri + -+ apnBry,

Vamos analisar a matriz BX AT,

a0 Gm air 0 Gmi
Blzy -+ xy) oo = [Bxy -+ Buxy]
(A.5)
Q1p  *° Qmn Q1n  * Qmn
= i'l jm] = X>
em que
Zfi = ailel + CLZ‘QBZL‘Q + - CLmBQ?n, (A6)
para i =1,...,m. O resultado segue fazendo vec(X).
O
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Apendice B
Angulo e distancia entre subespacos

O algoritmo GKB-FP calcula uma aproximacao para a solucao fy no subespago de Krylov
Kr(ATA, ATg) de dimensdo k. Podemos pensar em substituir este subespaco por qualquer
outro subespago e uma questao natural neste contexto é como comparar estes subespacos ou,
de um modo mais geral, dados dois subespacos nao-nulos U,V C R", que tipo de comparacao
pode ser feita entre eles?

No caso mais simples, ou seja, quando queremos comparar dois subespagos unidimensio-
nais U = span{u} e V = span{v} com |jul|s = ||v[|2 = 1, imediatamente pensamos no angulo
6 entre os vetores u e v dado por cos(f) = uTv. Pensar em definir este § como sendo o angulo
entre U e V pode nao ser interessante caso cos(f) < 0, assim, podemos escolher —u ou —v
de tal forma que cos(f) > 0. Logo, parece razoavel que o angulo entre U e V seja o ntmero
0 tal que

cos(f) = max uv, (B.1)
uel,ve
[[ull2=(lv]l2=1

e como consequéncia 0 < 0 < /2.

Com esta ideia em mente, temos a seguinte defini¢ao [102].

Definicao B.1. Sejam U,V C R™ subespacos nao-nulos. O angulo minimo entre eles € o
numero O, definido por

co8(Omin) = max uv. (B.2)
uEU v
ull2=(lv]l2=1

Claramente que do ponto de vista pratico, calcular este angulo através da definicao é
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inviavel. O lema a seguir fornece uma simples expressao para o calculo deste angulo minimo

através de projetores ortogonais.

Lema B.2. Sejam U,V C R" subespacos nao-nulos e Py, Py projetores ortogonais sobre U e

V respectivamente. Entao,

COS(Qmin) = ||PZ/{PV||2 (B?))

Demonstracao. Para todo z,y € R™ tal que ||z|]2 = ||y|l2 = 1 temos que Pyxz € U e Pyy € V.
Logo,
co8(Omin) = max  uw'v= max y' PyPyr = |PyPy|s, (B.4)

ueU,veY [z]l2<1,]lyll2<1
lullz=]lv]l2=1

em que, na igualdade do meio, usamos o fato de que se h : X — R é uma funcao definida
num subespaco X' tal que h(ax) = ah(x) para todo escalar av > 0, entdo maxjz,—1 h(z) =

max|;|,<1 2() e na tltima igualdade usamos o fato de que || Al = maxy|,—jz|.=1 |y* Az|.

]

Vamos agora nos concentrar na distancia entre dois subespacos nao-nulos e para isso

precisamos de alguns conceitos preliminares.

Definicao B.3. Seja U C R"™ um subespaco nao-nulo e v € R™ um vetor qualquer. A

distancia ortogonal entre v e U € definida por

rglelbr{l lv —ulla = dist(v,U). (B.5)
Lema B.4. Sob as condigoes da defini¢ao acima, existe um unico vetor u € U tal que

min [0 = ull2 = [lo = (B.5)

e este € dado por u = Pyv, em que Py é o projetor ortogonal sobre U.

Demonstracao. Se u = Pyv, entao u — u € U para todo u € U e consequentemente

v—a= (I, — PyvelU". (B.7)
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logo

lv = ullz = llo = all3 + 1o — ull3 > [lv - a5 (B.8)

Portanto, min,ey [|[v—ul|2 = ||v—1ul|s. Com relagao a unicidade, seja @ € U tal que ||[v—1al|; =

|v — |2, entao [Jv —a@l|3 = ||jv — @||3 + ||u — @3 = ||u — @]z = 0. Portanto @ = 4.

Isto nos conduz a definicao de distancia direta entre dois subespacos.

Definicao B.5. Sejam U,V C R"™ subespacos nao-nulos. A distancia direta entre eles € dada
por

d(U,V) = max dist(u,V) = max (I, — Py)ul|a. (B.9)

e =1
De modo geral, nao vale (U, V) = §(V,U). Por exemplo, seja V = span{(0,1,1)} el o
plano IT = {(x,y,0) / z,y € R}, entdo 6(U, V) =1 e s(V,U) = 1/V/2.
Assim, definimos a distancia entre dois subespacos como sendo o maximo entre as distan-

cias diretas.

Definicao B.6. Sejam U,V C R™ subespacos nao-nulos. A distancia, ou gap, entre eles é
dada por
gap(U,V) = max{6(U,V),6(V,U)} . (B.10)

Do mesmo como usamos projetores ortogonais para calcular o angulo minimo entre su-
bespacos, vamos usa-los para calcular a distancia entre subespacos. E isto é dado pelo lema

a seguir.

Lema B.7. Sejam U,V C R" subespagoes nao-nulos e Py, Py, projetores ortogonais sobre U

e V respectivamente. Entao
1. gap(U,V) = max {[|(L, — Pv)Full2, [|(Ln — Pu)Pv|2}-
2. gapU,V) = [Py — Pyll2.

3. gapU,V) =1 sempre que dim(U) # dim(V).
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Demonstracdao. Da definicao de distancia direta temos

0U. V) = max [|(I, = Py)ulla = max [[(I, — Py)ul>. (B.11)

[[ull2=1 flull2<1

Como para € R" com ||z|z = 1 vale Py = u € U com |jul|; < 1, segue que

mase (5, = Po)ull =
flull2<1

max [(In — Pv) Pyl = |(Ln — Pv) Bull2- (B.12)
x|lo=
Com um argumento similar provamos que 6(V,U) = ||(I, — Py)Py||2 e com isto o primeiro
item esta demonstrado.

Sejam U = [U; Uy] e V. = [V; V5] matrizes ortogonais tais que as colunas de Uy e Us
formam, respectivamente, bases ortonormais para U e U=+ e as colunas de V; e V, formam,

respectivamente, bases ortonormais para Y+ e V. Sob estas condicoes segue que

Py=UU], I,- Py =U0U],

(B.13)
Py=WV{,  I,— Py =V
e, portanto,

SU V) = [UfVilla, 5V, U) = ||UF Vao (B.14)

Notemos agora que

T UlTV1 0
1Py = Pyl = U7 (Fu — Py)V |2 = : (B.15)
0 -UyVy

Logo,
1P = Pyl2 = max {[|Uf Vil|2, [|U3 Vall2 } = max {6, V),6(V,U)} = gap(UU, V),  (B.16)

e o segundo item esta demonstrado.

Para o terceito item, vamos supor que dim(U) = r e dim(V) = k, em que r < k. Isto
implica que U+ NV # 0, seja entdo x € U NV # 0 tal que ||z|[; = 1. Consequentemente,
(I, — Py)x = = Pyx, entédo ||(I,, — Py)Pyzlls = 1, logo §(V,U) = 1.
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]

A consequéncia mais interessante deste lema é com relacao a distancia entre subespacos
ser facilmente calculada através de projetores ortogonais (veja item 2). Para subespagos de
dimensoes diferentes vimos que o gap tem sempre o mesmo valor. O lema a seguir fornece

alguns resultados para o caso de subespacgos de mesma dimensao.

Lema B.8. Sejam U,V C R"™ subespacos nao-nulos de mesma dimensao, entao
1. 6(U, V) =6V, U).
2. seUt NV #0 (ould N VL #0) entdao gap(U,V) = 1.

8. seUt NV =0 (ould N VL =0) entdo gap(U,V) < 1.

Demonstragao. Vamos supor que dim (i) = dim(V) = r. Entao, do teorema da dimensao da

soma de subespacos (veja [102, pp. 205]), segue que

dimU* NV) = dimU™") + dim(V) — dim(U" + V)
= (n—7) +7 —dim (U NV (B.17)

= dimU N V),

em que usamos o fato de que (U N V1)L = U+ + V. Precisamos, entdo, analisar a dimensao
do subespaco U N V+.

Se dim(U N V*) > 0, entdo existem vetores x € UL NV e y € U N VL tais que ||z]y =
[yll2 = 1. Logo, [[(In — Fu)Pvallz = [lzflz = 1 e [(In — Py) Fuyll2 = [lyll2 = 1. Portanto,

SV, U) = (I, — Pu)Pyll2 =1 = ||(In — Pv)Pull2 = 6(U, V). (B.18)

Se dim(U N V1) = 0, entao ULV} é ndo singular pois é uma matriz 7 X r e tem posto r

(basta lembrarmos que posto(Uf V;) = posto(V;) — dim(N (U]) N R(V1)), assim

(6@, V))? = lUfVillz = [[(1n — U203 VA3,

= max TVI(IL, — UUN iz = max (1= |US Viz][3) (B.19)
T|l2= Zlj2=
1
=1— min |[UTUz|2=1- —r~——— < 1.
lzll2=1 10, el (U5 V1)~H]3
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Logo (W, U) =o(U,V) < 1.

m

Corolario B.9. Sejam U,V C R"™ subespacos de mesma dimensao. Entdo
gapU, V) = [U{ Vil = [[V5 Us |- (B.20)
Demonstragao. Segue imediatamente da equagao (B.16). O]

Inicialmente definimos o conceito de angulo minimo entre dois subespacos, agora veremos

o angulo maximo.
Definicao B.10. Sejam U,V C R"™ subespacos nao-nulos. O angulo maximo entre eles é o
nimero 0 < Opax < /2 tal que
sen(Omax) = 9ap(U, V) = || Py — P2 (B.21)
O angulo minimo, 0,,;,, € o angulo maximo, ,,.,, sao dois dos chamados angulos principais
(ou angulos candnicos).

Definicao B.11. Sejam U,V C R"™ subespacos nao-nulos e k = min{dim(U), dim(V)}. Os

angulos principais sao definidos por

cos(6;) = maxmaxu’v = ul v;, (B.22)
ueld vey
sujeitos a
[ull2 = [v]l2 =1, (B.23)
ulu;j =0, j=1,...,i—1, (B.24)
vTo; =0, j=1,...,i—1 (B.25)
Os vetores {uy,...,ur} e {vy,..., v} sao os vetores principais.
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Apéndice C

Implementacao de FP-LU para
dim(N (L)) =1

A eficicia do algoritmo FP-LU depende de como as multiplicacdes matriz-vetor Liu e
LTTU7 que estao associadas com o problema de minimizacao (2.54), sdo realizadas. Vamos
discutir como o problema (2.54), mais especificamente como os subproblemas (2.64) podem
ser resolvidos eficientemente através da decomposicao LU e da férmula de Sherman-Morrison-
Woodbury

A+UVH) P = A - AT+ VTAIU) " WWTATY, (C.1)
em que A, (I + VTA~1U) € R™" sio matrizes nao-singulares e U,V € R™*F.

Neste caso temos posto(L) = n — 1 e, portanto, podemos encontrar matrizes P, € RP*P
e Qr € R™™ tais que

PLLQ = LU, (C.2)

em que L € RP*(=1 ¢ “triangular inferior com diagonal unitaria” e U € R(®=D*" & “triangular
superior”, ambas tendo posto n — 1.
. . . T .
Veremos agora como os produtos matriz-vetor @ = L'uev=L"u podem ser eficiente-

mente resolvidos.
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Produto matriz-vetor u = Liu

Dado um vetor u € RP, vamos usar a decomposi¢ao LU (C.2) para realizar o produto

matriz-vetor % = Lfu. O primeiro subproblema associado com 1 = Lfu é

YLs = argmin ||f/y — Prulls, (C.3)
yER”71

e, como este tem posto coluna completo, existe tnica solugao dada por
yis = (L"L) (LT Pru). (C.4)

Para o segundo problema,

tis = argn11n|]Ut—yLSH2, (C.5)
teRn

notemos que precisamos apenas de uma solug¢ao qualquer, pois, pelo lema 2.6, temos que

= Qrtrs — WWT(Qprtrs).
Vamos particionar a matriz U em U = [U; @y] com a matriz U; € R* "1 triangular

superior e ndo-singular, entdo consideramos como solugao de (C.5) o vetor

[
o= | 1S (C.6)
0

e finalmente @ = Qrtrs — WWT(QrtLs).

O produto matriz-vetor Uf Yyrs 6 um sistema triangular e este é resolvido rapidamente.
Teceremos alguns comentarios a respeito do sistema linear com a matriz LTL apos a discussao
sobre o produto matriz-vetor v = L.

Produto matriz-vetor © = L’ v

. ) T .
Dado um vetor v € R”, o produto matriz-vetor v = L" v é equivalente a resolver

0 = argmin [[t|l2, S = {t € RP /t = argmin ||v — LTt||2} : (C.7)

teS teRp
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Com a decomposicao LU da matriz de regularizacao L, P, LQ) = LU , temos que

lo = L¢3 = |QTv — QLL" P Putll3 = ||Q7v — UT LT P[5, (C.8)
e, assim, o primeiro subproblema associado com o produto matriz-vetor v = Lt é
Yus = art%%;m 1QTv — UTLT PFt|2. (C.9)
Fazendo a mudanca de varigvel 0 = Qv e { = LTPI't, temos
(C.10)

yrs = argmin |0 — UTE||3,
teRP

que tem tunica solugao pois a matriz UT tem posto coluna completo.
Vamos mostrar como usar a férmula de férmula de Sherman-Morrison-Woodbury (C.1)

para resolver eficientemente este problema.
A solugao do problema de minimizagao (C.10) é dada pelas equagoes normais

(C.11)

A

UU"ys = Udb.
Seja, novamente, a matriz U particionada em U = [U; 1] com a matriz U; triangular superior,

entao
Ur . R 0
i | ! e (C.12)

Temos, portanto,
yis = (0,0 + aa®) (U, + ay). (C.13)
Pela férmula de Sherman-Morrison-Woodbury (C.1) temos que
(O0) + aa”) ™t = (,07) " = (0]) a1+ a" (G07) )~ a 0]~ .14
C.14

= 077 |07 - g U7
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em que as variaveis v, a e 3 sao dadas por

. 1
Tla=7, a=7"17, p= . (C.15)

Notemos que o vetor U é extremamente simples de ser calculado pois a matriz U; é triangular
superior. Assim, segue que
S-T [fr—1 —Trr—1] [fr 5 o an
yrs = Uy [Ul — fov' U; } [Ulvl + uvg}

) (C.16)
U7 [o1 + (02 — B (070, + 050)) 7],

e temos mais um sistema linear triangular para ser resolvido.

Resumindo, o subproblema (C.10) pode ser resolvido através de dois sistemas lineares
triangulares - o primeiro para determinar v e o segundo para yis.

Agora, temos o sistema

L'Plt = yis, (C.17)

que tem mais colunas do que linhas. Este sistema pode ser resolvido pela abordagem descrita

pelas equacoes (2.60)-(2.61). Assim, com P}t =i, e t, = Lt, para algum #, temos
ﬁTIAftE = YLs; (C.18)

que tem unica solucao pois L' L é uma matriz quadrada e tem posto coluna completo. Entao

ty = (LTL) tys, (C.19)
ty = L, (C.20)
v = Plt. (C.21)

Analisando as equagoes (C.4) e (C.19) temos que sao resolvidos dois sistemas lineares com
a matriz LTL em cada iteragao, um no calculo de % e um no célculo de .

Apesar desta matriz ser quadrada e de posto completo, possivelmente esparsa e de banda,
nossas experiéncias numeéricas mostraram que realizar a decomposicao LU da matriz ITL

logo no inicio do algoritmo e resolver dois sistemas triangulares, um superior e um inferior,
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se mostrou mais eficiente do que usar, por exemplo, a contra-barra “\” do Matlab em cada
iteracao.

Portanto, mostramos como a abordagem baseada na decomposicao LU da matriz de
regularizacao L pode ser atrativa. As mesmas ideias aqui desenvolvidas podem ser aplicadas
para o caso em que dim (NV(L)) = k > 1, porém na equacio (C.15) o célculo de v envolvera
a resolugao de k sistemas lineares (o que significa que T é uma matriz), logo, @ que antes era

escalar serd uma matriz k x k e 8 = (I + a)~! serd uma matriz.
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Apeéendice D

Bidiagonalizacao simultanea do par

matricial (A, L)

A bidiagonalizagao simultanea [84] de duas matrizes, digamos A e L, consiste num proce-
dimento iterativo que, no passo k, existem matrizes Uy, € R™**+D e [, € RP** com colunas
ortogonais, uma matriz Z, € R™** e matrizes bidiagonais inferior e superior, B, € RE+1)xk

e By, € R¥** tais que

AZ;, = Up1 By, (D.1)
L7, = Uy,By, (D.2)
b1Ug+1e1 = g = frug. (D.3)

O Algoritmo D.1 apresenta o algoritmo para a bidiagonalizacao simultanea de duas ma-
trizes. Devemos notar que no passo 1 a fatoragao QR da matriz [AT LT]T é realizada e, caso
isto nao seja feito, entao o calculo de

Wit1

QQ" , (D.4)
0

é equivalente a resolugao de um sistema linear envolvendo a matriz [AT L7,

Independentemente de qual abordagem seja feita, o custo computacional é extremamente
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grande, seja para calcular a QR de [AT LT|T ou, entao, para resolver um sistema linear, em

cada iteragao, envolvendo a matriz [AT LT|T.

Entrada: A, L, g
Saida: Matrizes U1, Uk, Vk e By, By.

L [4] o

2. fuy =y, a1, = QQT [ t } G =v1(m+1:m+p)
3. Parai=1,2,...
B¢+1Uz‘+1 = @i(l : m) — Uy
A uz A
Qi41Vi41 = QQT [ o } - @'Hvi
Bi = (Oéi+15z‘+1)/% A
Qip1Uip1 = (—=1)'01(m + 1 m +p) — Bt
Bz i — Q4
z+1 7 Bz—i—l
Bz g ai
z i+l — Bz
Fim para
4. By=BP, P =diag(l,—1,1,—1,...) € R¥**

Algoritmo D.1: Processo da bidiagonalizagao simultanea.

Também em [84] um algoritmo que usa a bidiagonalizacdo simultanea de duas matrizes
foi proposto e ilustrado numericamente. Este algoritmo, que chamamos aqui de JBD (Joint-

Bidiagonalization), determina solugoes aproximadas definidas por

F =arfgrgin{Hg—AfII%+A2|!Lf\|§}, (D.5)
€2y

em que Zj; ¢ um subespaco de Krylov gerado durante o processo JBD aplicado as matrizes
Qs € R™" e Qp € R com Q = [Q} QF]" gerada pela decomposicio QR de A=
[AT LT]T. Assim, de modo andlogo ao algoritmo LSQR, resolver o sistema restrito (D.5) é

equivalente a resolver o problema irrestrito

fik) = def\k), df\k) = argmin {||5161 Byd||3 + )\2||Bde§} , (D.6)
deRF

em que as colunas da matriz Z; formam uma base para o subespaco Z.

146



Apendice E

Cdbdigos fontes

Na tabela E.1 apresentamos um resumo dos codigos fontes usados neste trabalho. Todos

os codigos estao em linguagem Matlab.

Regularizacao de Tikhonov na forma geral e regularizacao iterativa

ggkbfp_std_LU.m
ggkbfp_std_kronlLU.m
ggkbfp_std_D.m
ggkbfp_std_kronD.m
plsgqr_D.m
plsqr_kronD.m
projl.m
projl_kron.m

fp.m

fp_.n.m

fun_phi.m
kronmult.m
lambda_k.m
pinv_lu.m

Extensao de GKB-FP baseada na fatoracao LU.

Extensao de GKB-FP baseada na fatoragdo LU e A = (4; ® A,).
Extensao de GKB-FP baseada na matriz Lp.

Extensao de GKB-FP baseada na matriz Lp e A = (4; ® Ay).
Algoritmo P-LSQR baseado na matriz Lp.

Algoritmo P-LSQR baseado na matriz Lp e A = (A; ® Ay).
Algoritmo PROJ-L.

Algoritmo PROJ-L e A = (4; ® As).

Algoritmo FP para selegao do parametro .

Modificagao do codigo fp.m para projl.m e projl_kron.m.
Funcao auxiliar para avaliar ¢(\).

Funcao auxiliar para realizar o produto de Kronecker (A ® B)z.
Funcio auxiliar para atualizar A*)*.

Solucao de minimos quadrados via LU.

Regularizacao de Tikhonov com multiplos parametros

sevip.m
projfp_sev2.m

Algoritmo MFP.
Algoritmo MFP para problemas de grande porte.

Rotinas usadas do pacote RegularizationTools [64]

cgsvd.m
get_1l.m
tikhonov.m
tsvd.m

GSVD do par matricial (A, L).
Discretizacao de operadores diferenciais.

Método de regularizagao de Tikhonov.
Método da TSVD.

Tabela E.1: Programas e rotinas.
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function [x,lambda_new,k,mu,numfp,ll]=ggkbfp_std_LU(A,L,W,b,p,tol,reorth)
o

% Transf. to standard form using LU

h

% Usage

o

% [x,reg_fp,k,mul=ggkbfp_std_LU(A,L,W,b,p,tol,reorth)

h

% Input arguments:

h

% A,L,b: the matrix A, the regularizator and the right hand side
%  W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace

%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

YA 1, GKB with reorthogonalization
b

% Output arguments:

h

%  x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

%  k: the dimension of the Krylov subspace (number of iterations)
% mu: the parameter mu

pA
[m,n]=size(L);
if m<n
error(’L must have more rows than columns’)
end
[L_hat,U_hat,P,Q] = 1u(L);
Laa = L_hat(:,1:n-1)’*L_hat(:,1:n-1);
[Lh,Uh]l=1u(Laa);

%hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n

awa = pinv(A*W);
x_n = Wx(awax*b);

b = b-A*xx_n;

awa = awaxA;%awaxA;

% Inicialization with p steps of GKB
beta(l) = norm(b);

u = b/beta(l);

%v = A’xu;
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u_til = A’x*u;

u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));

hhhv = L’\u_til;

v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1);

alpha(1) = norm(v);
v = v/alpha(l);
k_max = 600;
if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
Uu(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p
%u = Axv - alpha(k)*u;
%v_til = L\v;
%v_til = v_til - Wx(W’*xv_til);
v_til = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,v,{Lh,Uh},0);
u = Ax(v_til - Wkx(awaxv_til)) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UUC(:,j)’*w)*UU(:,j);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*xu - beta(k+1l)*v;
u_til = A’x*u;
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
%htv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1) - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (W(:, ) *v)*VV(:,3);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
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B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UU(:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1) = v;
end
end

% Look for the first fixed-point
[U2,s2,V2]=svd(B,0) ;s2=diag(s2);
[lambda_old,k_g,mu] = fp(U2,s2, [norm(b) ;zeros(p,1)]1);
lambda_1l=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:n-1
% Perform one more step of GKB
%u = Axv - alpha(k)*u;
%v_til = L\v;
%hv_til = v_til - Wx(W’*v_til);
v_til = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,v,{Lh,Uh},0);
u = Ax(v_til - Wx(awaxv_til)) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j ) *u)*UU(C:,j);
end
end
beta(k+1l) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*xu - beta(k+1)*v;
u_til = A’xu;
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
%htv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1) - beta(k+l)*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(,j) *v)*VV(:,j);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);

if reorth==

UU(C:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

VV(:,k+1) = v;
end

% Look for the next fixed-point
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[lambda_new,numfp(k-p+1),y] = lambda_k(alpha,beta,lambda_old,sqrt(tol) ,mu);
11 (k) = lambda_new;
% Verify stopping criteria
if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||
(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol)
break;
end
lambda_old=1lambda_new;
end
%if reorth ==
% x=stdlsqr(A,L,W,b,k,lambda_new,0,tol);
%helse
x=VV(:,1:k)*y’;
%end

% back transf.

hx = L\x;

%x = x - Wk(W?*x);

x = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,x,{Lh,Uh},0);
x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;

function [x,lambda_new,k,mu,numfp,11]=ggkbfp_std_kronLU(T,L,W,b,p,tol,reorth)
h

% Transf. to standard form using LU and A = T kron T

h

% Usage

h

% [x,reg_fp,k,mul=ggkbfp_std_kronLU(T,L,W,b,p,tol,reorth)

h

% Input arguments:

h

% T,L,b: the matrix T, the regularizator and the right hand side
%  W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace

%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

pA 1, GKB with reorthogonalization

h

% Output arguments:

h

% x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

% k: the dimension of the Krylov subspace (number of iterations)
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% mu: the parameter mu

pA
[m,n]=size(L);

if m<n
error (’L must have more rows than columns’)
end

[L_hat,U_hat,P,Q] = 1u(L);
Laa = L_hat(:,1:n-1)’*L_hat(:,1:n-1);
[Lh,Uh]=1u(Laa);

hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n
awa = pinv(kronmult({T,T},W));

x_n = Wx(awaxb) ;

b = b-kronmult({T,T},x_n);

awa = kronmult({T,T},awa’)’;’%awaxA;

% Inicialization with p steps of GKB

beta(l) = norm(b);

u = b/beta(1);

%v = A’xu;

u_til = kronmult ({T,T},u);

u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));

hhlhv = L>\u_til;

v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1);

alpha(1l) = norm(v);
v = v/alpha(1);
k_max = 600;
if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros(length(v) ,k_max+1);
UU(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros(length(v) ,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p
%u = Axv - alpha(k)*u;

152



%hv_til = L\v;
%v_til = v_til - Wx(W’>*v_til);
v_til = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,v,{Lh,Uh},0);
u = kronmult ({T,T},v_til - Wx(awa*v_til)) - alpha(k)*u;
if reorth==

for j=1:k

u=u - (UU(:,j) *u)*UU(C:,j);

end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*xu — beta(k+1)*v;
u_til = kronmult({T,T},u);
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
Y%htv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1) - beta(k+1l)*v;
if reorth==

for j=1:k

v=v - (VWW(:,j) *v)*VV(:,j);

end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UU(C: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
V(:,k+1) = v;
end
end

% Look for the first fixed-point
[U2,s2,V2]=svd(B,0) ;s2=diag(s2);
[lambda_old,k_g,mu] = fp(U2,s2, [norm(b) ;zeros(p,1)]);
lambda_l=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:n-1
% Perform one more step of GKB
%u = Axv - alpha(k)*u;
%v_til = L\v;
%v_til = v_til - Wx(W>*v_til);
v_til = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,v,{Lh,Uh},0);
u = kronmult ({T,T},v_til - Wx(awa*v_til)) - alpha(k)=*u;
if reorth==
for j=1:k
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u=u - (UU(C:,j)’*w)*UU(:,j);
end

end
beta(k+1l) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*u - beta(k+1)*v;
u_til = kronmult({T,T},u);
u_til = (u_til - awa’*x(W’*xu_til));
%htv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,u_til,{Lh,Uh},1) - beta(k+l)*v;

if reorth==
for j=1:k
v=v - (VWW(,j)’*v)*VV(:,j);
end
end

alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);

if reorth==

UU(C: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

VV(:,k+1) = v;
end

% Look for the next fixed-point

[lambda_new,numfp(k-p+1),y] = lambda_k(alpha,beta,lambda_old,sqrt(tol) ,mu);

11(k) = lambda_new;

% Verify stopping criteria

if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||
(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol)

break;

end

lambda_old=lambda_new;
end
%if reorth ==
% x=stdlsqr(A,L,W,b,k,lambda_new,0,tol);
%helse

x=VV(:,1:k)*y’;
%end

% back transf.

hx = L\x;

%x = x - Wk(W2*xx);

x = pinv_lu(L_hat,U_hat,P,Q,W,n-1,x,{Lh,Uh},0);
x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;
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function [x,lambda_new,k,mu]=ggkbfp_std_D(A,L,W,b,p,tol,reorth)
yA

% Transf. to standard form using the L_D approach

pA

% Usage

pA

% [x,reg_fp,k,mul=ggkbfp_std_D(A,L,W,b,p,tol,reorth)
pA

% Input arguments:

h

% A,L,b: the matrix A, the small regularizator and the right hand side
%  W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace

%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

pA 1, GKB with reorthogonalization

b

% Output arguments:

h

% x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

%  k: the dimension of the Krylov subspace (number of iterations)
% mu: the parameter mu

T

[m,n]=size(L) ;m=n;

[Uss,Sss,Vss]=svd(full(L)) ;Sss=sparse(Sss);

D = zeros(n*n,1);

D = D+diag(sqrt(kron(Sss’*Sss,speye(n)) + kron(speye(n),Sss’*Sss)));

Dp = zeros(n*n,1);
TW = Dp;%hh
for i=1:n*n;
if D(i) >0
Dp(i)=1/D(1);
WW(i) = 0;
%else
W) = 1;
end
end

%hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n
awa = pinv(A*W);

x_n = Wx(awaxb) ;
b = b-Axx_n;
awa = awaxA;%awaxA;
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% Inicialization with p steps of GKB
beta(1) = norm(b);

u = b/beta(l);

%v = A’*u;

u_til = A’x*u;

u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
Dttty = L>\u_til;

v = Dp.*kronmult({Vss’,Vss’},u_til);

alpha(1) = norm(v);
v = v/alpha(l);

k_max = 600;
if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros(length(v) ,k_max+1);
UU(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros(length(v) ,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = kronmult({Vss,Vss},Dp.*v);
u = Ax(v_til - Wx(awaxv_til)) - alpha(k)*u;

if reorth==
for j=1:k
u=u - (UUC(:,j)’*w)*UU(:,j);
end
end

beta(k+1l) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*xu - beta(k+1)*v;
u_til = A’x*u;
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
%Aty = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = Dp.xkronmult({Vss’,Vss’},u_til) - beta(k+1)x*v;
if reorth==
for j=1:k
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v=v - (VW(,j)*v)*VV(:,5);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UU(: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1) = v;
end
end

% Look for the first fixed-point
[U2,s2,V2]=svd(B,0) ;s2=diag(s2);
[lambda_old,k_g,mu] = fp(U2,s2, [norm(b) ;zeros(p,1)]);
lambda_1=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:k_max
% Perform one more step of GKB
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = kronmult({Vss,Vss},Dp.*v);
u = Ax(v_til - Wx(awaxv_til)) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*w)*UU(:,j);
end
end
beta(k+1l) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’*u - beta(k+1)*v;
u_til = A’x*u;
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
%hhv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = Dp.*kronmult({Vss’,Vss’},u_til) - beta(k+1)x*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(,j)*v)*VV(:,5);

end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
if reorth==
UU(C:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

157



VV(:,k+1) = v;
end
% Look for the next fixed-point
[lambda_new,numfp(k-p+1),y] = lambda_k(alpha,beta,lambda_old,sqrt(tol) ,mu);
11(k) = lambda_new;
% Verify stopping criteria
if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||
(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol)
break;
end
lambda_old=1lambda_new;
end
%if reorth ==
% x=stdlsqr_kron(T,L,W,b,k,lambda_new,0,tol);
%helse
x=VV(:,1:k)*y’;
%end

% back transf.

hx = L\x;

%x = x - Wx(W’*xx);

x = kronmult({Vss,Vss},Dp.*x);
x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;

function [x,lambda_new,k,mul=ggkbfp_std_kronD(T,L,W,b,p,tol,reorth)
h
% Transf. to standard form using the L_D approach and A = T kron T
b

% Usage

pA

% [x,reg_fp,k,mul=ggkbfp_std_kronD(T,L,W,b,p,tol,reorth)
pA

% Input arguments:

pA

% T,L,b: the matrix T, the small regularizator and the right hand side
%  W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace

%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

b 1, GKB with reorthogonalization
h

% Output arguments:

b
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%  x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

% k: the dimension of the Krylov subspace (number of iterations)
pA mu: the parameter mu

T

[m,n]=size(L) ;m=n;

[Uss,Sss,Vss]=svd(full(L)) ;Sss=sparse(Sss);

D = zeros(n*n,1);

D = D+diag(sqrt(kron(Sss’*Sss,speye(n)) + kron(speye(n),Sss’*Sss)));
Dp = zeros(n*n,1);

W = Dp;%hh

for i=1:n*n;

if D(i) >0
Dp(i)=1/D(1);
W(i) = 0;
else
W(i) = 1;
end
end
TV = T*Vss;

hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n

awa = pinv(kronmult ({TV,TV},W));

x_n = Wx(awaxb) ;

b = b-kronmult ({TV,TV},x_n);

awa = kronmult({TV’,TV’},awa’)’;%awax*A;

% Inicialization with p steps of GKB
beta(l) = norm(b);

u = b/beta(l);

%v = A’xu;

u_til = kronmult ({TV’,TV’},u);

u_til (u_til - awa’*(W’*u_til));
kv = L>\u_til;

v = Dp.*u_til;

alpha(l) = norm(v);
v = v/alpha(1);

k_max = 1000;

if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
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end
if reorth==1
UU=zeros (n*n,k_max+1) ;
Vv=UU;
Uu(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros(n*n,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = Dp.*v;
u = kronmult ({TV,TV},v_til - Wx(awa*v_til)) - alpha(k)=*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j ) *u)*UU(:,j);
end
end
beta(k+1l) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’xu - beta(k+1)*v;
u_til = kronmult({TV’,TV’},u);
u_til = (u_til - awa’*x(W’*u_til));
%hhv = L’\u_til - beta(k+1)x*v;
v = Dp.*u_til - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(:,j) *v)*VV(:,j);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UU(C: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
V(:,k+1) = v;
end
end

% Look for the first fixed-point
[U2,s2,V2]=svd(B,0) ;s2=diag(s2);
[lambda_old,k_g,mu] = fp(U2,s2, [norm(b) ;zeros(p,1)]);
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lambda_1=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:k_max
% Perform one more step of GKB
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = Dp.*v;
u = kronmult ({TV,TV},v_til - Wx(awa*v_til)) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*w)*UU(:,3);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’xu - beta(k+1)*v;
u_til = kronmult({TV’,TV’},u);
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
kv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = Dp.*u_til - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(:, ) *v)*VV(:,3);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);

if reorth==

UU(: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

V(:,k+1) = v;
end

% Look for the next fixed-point
[lambda_new,numfp(k-p+1),y] = lambda_k(alpha,beta,lambda_old,sqrt(tol) ,mu);
11(k) = lambda_new;
% Verify stopping criteria
if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||
(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol)
break;
end
lambda_old=lambda_new;
end
%if reorth ==
% x=stdlsqr_kron(T,L,W,b,k,lambda_new,0,tol);
%helse
x=VV(:,1:k)*y’;
%end
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% back transf.

hx = L\x;
%x = x — Wk(W’*x);
x = Dp.*x;

x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;

% change of variable
x = kronmult ({Vss,Vss},x);

function [x,k,k_1,psil=plsqr_D(A,L,W,b,p,tol,reorth)
b

% P-LSQR algorithm using the L_D approach

h

% Usage

b

% [x,k]=plsqr_D(A,L,W,b,p,tol,reorth)

b

% Input arguments:

h

% A,L,b: the matrix A, the small regularizator and the right hand side
%  W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace
%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

b 1, GKB with reorthogonalization
b

% Output arguments:

h

% x: the regularized solution
% k: the dimension of the Krylov subspace

T

[m,n]=size(L) ;m=n;

[Uss,Sss,Vss]=svd(full(L)) ;Sss=sparse(Sss);

D = zeros(n*n,1);

D = D+diag(sqrt(kron(Sss’*Sss,speye(n)) + kron(speye(n),Sss’*Sss)));
Dp = zeros(n*n,1);

for i=1:n*n;

if D(i) >0
Dp(i)=1/D(1);
MW(i) = 0;
%else
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W) = 1;
end
end

%hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n

awa = pinv(A*W);
x_n = Wkx(awaxb) ;

b = b-Axx_n;

awa = awaxA;’awaxA;

% Inicialization with p steps of GKB
beta(1l) = norm(b);

u = b/beta(1);

%v = A’xu;

u_til = A’x*u;

u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
Whihv = L’\u_til;

v = Dp.*kronmult({Vss’,Vss’},u_til);
alpha(1) = norm(v);
k_max = 1000; k_1=0;
v = v/alpha(1l);
if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1

UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);

UU(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
W=V;
x=0;
phi_bar = beta;
rho_bar = alpha;
cc=0;
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for k=1:k_max
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = kronmult({Vss,Vss},Dp.*v);
u = Ax(v_til - Wkx(awaxv_til)) - alpha(k)*u;

if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j ) *u)*UU(:,j);
end
end

beta(k+1l) = norm(u);

u = u/beta(k+1);

%v = A’*xu — beta(k+1)*v;

u_til = A’xu;

u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));

%htv = L’\u_til - beta(k+1)*v;

v = Dp.*kronmult({Vss’,Vss’},u_til) - beta(k+1)*v;

if reorth==
for j=1:k
v=v - (VWW(:,j) *v)*VV(:,j);
end
end

alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==

UU(C:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

V(:,k+1) = v;
end

b

% Givens, null Beta

rho = sqrt(rho_bar*rho_bar + beta(k+1)*beta(k+1));
¢ = rho_bar/rho;

s = beta(k+1)/rho;

b

% update a few values

theta = s*alpha(k+1);

rho_bar = c*alpha(k+1);

phi = c*phi_bar;

phi_bar = -s*xphi_bar;

/)

% update solution

x = x + (phi/rho)x*w;

psi(k) = norm(x) * abs(phi_bar);
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if k>=p && cc==0
if psi(k-1)<=psi(k)

else
k_1 = k;
psi_1 = abs(psi(k));
cc=1;
end
elseif cc==
if psi(k-1)<=psi(k) || abs(psi(k)-psi(k-1))<=tolxpsi_1
break
end
end
yA
WX(C:,1)=x;
w = VV(:,k+1) - (theta/rho)*w;
end

% back transf.

hx = L\x;

%x = x - Wk(W2*x);

x = kronmult ({Vss,Vss},Dp.*x);
x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;

function [x,k,k_1,psil=plsqr_kronD(T,L,W,b,p,tol,reorth)

h

% P-LSQR algorithm using the L_D approach and A = T kron T
% also, a change of variables is done

h

% Usage

h

% [x,k]=plsqr_kronD(T,L,W,b,p,tol,reorth)

b

% Input arguments:

h

% T,L,b: the matrix T, the small regularizator and the right hand side
% W: basis for null space of the regularizator

% p: initial dimension of the projected subspace

% tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

pA 1, GKB with reorthogonalization

b

% Output arguments:
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b
% x: the regularized solution
% k: the dimension of the Krylov subspace

T

[m,n]=size(L) ;m=n;

[Uss,Sss,Vss]=svd(full(L)) ;Sss=sparse(Sss);

D = zeros(n*n,1);

D = D+diag(sqrt(kron(Sss’*Sss,speye(n)) + kron(speye(n),Sss’*Sss)));
Dp = zeros(n*n,1);

W = Dp;%hh

for i=1:n*n;

if D(i) >0
Dp(i)=1/D(1);
W(i) = 0;
else
W(i) = 1;
end
end
TV = T%Vss;

%hcomp. of (AW)"+A , x_n and b_bar=b-Ax_n

awa = pinv(kronmult ({TV,TV},W));

x_n = Wx(awaxb) ;

b = b-kronmult ({TV,TV},x_n);

awa = kronmult ({TV’,TV’},awa’)’;’%awax*A;

% Inicialization with p steps of GKB
beta(l) = norm(b);

u = b/beta(l);

%hv = A’*u;

u_til = kronmult ({TV’,TV’},u);
u_til = (u_til - awa’*(W’*u_til));
Thtev = L>\u_til;

v = Dp.*u_til;

alpha(1) = norm(v);

k_max = 1000; k_1=0;

v = v/alpha(1);

if p>=k_max
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error (’p must be smaller than k_max=1000’)

end

if reorth==
UU=zeros (n*n,k_max+1) ;
Vv=UU;
UU(:,1)=u;
VV(:,1)=v;

else
VV=zeros (n*n,k_max+1) ;
VV(:,1)=v;

end

W=V

x=0;

phi_bar = beta;

rho_bar = alpha;

cc=0;

for k=1:k_max
%u = Axv - alpha(k)*u;
v_til = Dp.*v;
u = kronmult ({TV,TV}, (v_til - Wkx(awa*v_til))) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*w)*UU(C:,j);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
%v = A’xu - beta(k+1)x*v;
u_til = kronmult({TV’,TV’},u);
u_til = (u_til - awa’*x(W’*u_til));
Whkv = L’\u_til - beta(k+1)*v;
v = Dp.*u_til - beta(k+1)x*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (W(:,j)*v)*V(:,3);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);
if reorth==
UU(:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
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else
VV(:,k+1) = v;
end
b
% Givens, null Beta
rho = sqrt(rho_bar*rho_bar + beta(k+1l)*beta(k+1));
¢ = rho_bar/rho;
s = beta(k+1)/rho;
b
% update a few values
theta = s*alpha(k+1);
rho_bar = c*alpha(k+1);
phi = c*phi_bar;
phi_bar = -s*xphi_bar;
/)
% update solution
x = x + (phi/rho)x*w;
psi(k) = norm(x) * abs(phi_bar);

if k>=p && cc==0
if psi(k-1)<=psi(k)

else
k_1 = k;
psi_1 = abs(psi(k));
cc=1;
end
elseif cc==
if psi(k-1)<=psi(k) || abs(psi(k)-psi(k-1))<=tolx*psi_1
break
end
end
yA
WX(:,1)=x;
w = VV(:,k+1) - (theta/rho)*w;
end

% back transf.

%x = L\x;
%x = x - Wk(W2*x);
x = Dp.*x;

x = (x - Wx(awa*x)) + x_n;

% change variables
x = kronmult({Vss,Vss},x);
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function [x,lambda_new,k,mul=projl(A,L,b,p,tol,reorth)
h

% Proj-L algorithm

h

% Usage

b

% [x,reg_fp,k,mul=projl(A,L,b,p,tol,reorth)

h

% Input arguments:

h

% A,L,b: the matrix, regularizator and the right hand side
% p: initial dimension of the projected subspace
%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

pA 1, GKB with reorthogonalization

b

% Output arguments:

b

% x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

% k: the dimension of the Krylov subspace

% mu: the mu parameter.

pA
[m,n]=size(A);

% Inicialization with p steps of GKB
beta(1l) = norm(b);
u = b/beta(l);
v = A’*u;
alpha(1) = norm(v);
v = v/alpha(l);
k_max=600;
if p>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
uu(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
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V(:,1)=v;
end
for k=1:p
u = Axv - alpha(k)x*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j ) *u)*UU(:,j);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
v = A’*xu - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v =v - (W(:,j)*v)*VV(:,3);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UUC: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1) = v;
end
end

h
[Qk,Rk]=qr (L*xVV(:,1:p),0);

% Look for the first fixed-point
[U2,s2]=cgsvd(B,Rk);
[lambda_old,k_fp,mu] = fp(U2,s2, [norm(b);zeros(p,1)]);
lambda_1l=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:k_max
% Perform one more step of GKB
u = Axv - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,3)’*w)*UU(:,3);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
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v = A’*u - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v =v - (W(:, ) *v)*VV(:,3);
end
end
alpha(k+1l) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
if reorth==
UU(:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1)=v;
end
% Look for the next fixed-point
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);
% Update QR
HhhQk(: k) = L*VV(:,k);
Yhhfor i=1:k-1
oot Rk(i,k)
Totolh Qk(:,k)
Yhhend
%hhRk(k,k) = norm(Qk(:,k));
%l hQk (: k) Qk(:,k)/Rk(k,k);
nv = L*xVV(:,k);
Rk(1:k-1,k) = Qk’*nv;
ng = nv-Qk*Rk(1:k-1,k);
Rk (k,k)=norm(nq) ;
Qk(:,k) = nq/Rk(k,k);
[U2,s2,X2]=cgsvd (B,Rk) ;
[lambda_new,k_g] = fp_n(U2,s2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_old,mu);
% Verify stopping criteria
if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||
(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol) ||
(lambda_new - lambda_old > 0)
break;

Qk(:,i)’*Qk(:,k);
Qk(:,k) - Rk(i,k)*Qk(:,1i);

end
lambda_old=lambda_new;

end

if reorth ==
%x=1lsqr_auto([A;lambda_newx*L], [b;zeros(pl,1)],n-1,0,0,tol);
y = tikhonov(U2,s2,X2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_new) ;
x=VV(:,1:k)*y;

else
y = tikhonov(U2,s2,X2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_new) ;
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x=VV(:,1:k)*y;
end

function [x,lambda_new,k,mu]=projl_kron(T,L,b,p,tol,reorth)
b

% Proj-L algorithm with A = (T kron T)

h

% Usage

b

% [x,lambda,iter,mul]=projfp_kron(T,L,b,p,tol,reorth);

b

% Input arguments:

pA

% T,L,b: the matrix T, regularizator and the right hand side
% p: initial dimension of the projected subspace

% tol: tolerance

%  reorth: 0, GKB without reorthogonalization

b 1, GKB with reorthogonalization
b

% Output arguments:

h

% x: the regularized solution

% reg_fp: the regularization parameter

% k: the dimension of the Krylov subspace
pA mu: the mu parameter.

pA
[m,n]=size(T); n=n*n;

% Inicialization with p steps of GKB
beta(l) = norm(b);
u = b/beta(1);
v = kronmult ({T,T},u);
alpha(1) = norm(v);
v = v/alpha(1);
k_max=1000;
if p>=k_max
error(’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros(n,k_max+1);
Vv=UU;
UU(:,1)=u;
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VV(:,1)=v;

else
VV=zeros(n,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p
u = kronmult({T,T},v) - alpha(k)x*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*w)*UU(C:,j);
end
end

beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
v = kronmult ({T,T},u) - beta(k+1l)x*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VWW(,j)*v)*VV(:,j);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);

if reorth==
UU(C: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1) = v;
end
end

b
[Qk,Rk]=qr (L*¥VV(:,1:p),0);

% Look for the first fixed-point
[U2,s2]=cgsvd (B,Rk) ;
[lambda_old,k_fp,mu] = fp(U2,s2, [norm(b);zeros(p,1)]1);
lambda_1=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p+1:k_max
% Perform one more step of GKB
u = kronmult({T,T},v) - alpha(k)*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j) *u)*UU(:,j);
end
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end

beta(k+1) = norm(u);

u = u/beta(k+1);

v = kronmult ({T,T},u) - beta(k+1l)x*v;

if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(:,j)*v)*VV(:,j);
end
end

alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
if reorth==

UU(C:,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else

VV(:,k+1)=v;
end
% Look for the next fixed-point
B(k,k)=alpha(k);
B(k+1,k)=beta(k+1);
% Update QR
%hhQk(C: k) = L*VV(:,k);
Yhhfor i=1:k-1
Totoths Rk(i,k)
Tototh Qk(:,k)
%hdhend
%% ARk (k,k) = norm(Qk(:,k));
hhhQk(: k) = Qk(:,k)/Rk(k,k);
nv = LxVV(:,k);
Rk(1:k-1,k) = Qk’*nv;
nqg = nv-Qk*Rk(1:k-1,k);
Rk (k,k)=norm(nq) ;
Qk(:,k) = nq/Rk(k,k);
[U2,s2,X2]=cgsvd(B,Rk) ;
[lambda_new,k_g] = fp_n(U2,s2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_old,mu);
% Verify stopping criteria
if (abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_old < tol) ||

(abs(lambda_new-lambda_old)/lambda_1< tol) ||
(lambda_new - lambda_old > 0)
break;

Qk(:,1i)’*Qk(:,k);
Qk(:,k) - Rk(i,k)*Qk(:,1i);

end
lambda_old=lambda_new;
end
if reorth ==
%x=1sqr_auto([A;lambda_newxL], [b;zeros(pl,1)],n-1,0,0,to0l);
y = tikhonov(U2,s2,X2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_new) ;
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x=VV(:,1:k)*y;

else

y = tikhonov(U2,s2,X2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_new) ;
x=VV(:,1:k)*y;

end

function [reg_fp,k,mu] = fp(U,s,b,reg_old,mu,tol)
WFP Locate the fixed-point of the function phi.

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

h
h

T

[reg_fp,k,mu] = fp(U,s,b,lambda_0,mu,tol)
[reg_fp,k,mu] fp(U,sm,b,lambda_0,mu,tol)

Locates one convex fixed-point of the function phi, possible
the largest one.

The initial guess lambda_O and the parameter mu (default mu=1) are optional.

The iterations stop when the relative difference between two consecutives
iterates are smaller than tol. Default is tol = 107-6.

Reference: F.S5.V. Bazan, Fixed-point iterations in determining Tikhonov
regularization parameter. Inverse Problems, vol. 24, 2008.

L. S. Borges, April 14, 2012.

[Um,Un] = size(U);
[p,pn] = size(s);

if pn ==

s = s(:,1)./8(:,2);
end
if nargin==

reg_old = max(s);
mu = 1;
tol = 107(-6);

elseif nargin==

mu = 1;
tol = 10°(-6);

elseif nargin==

tol = 107(-6);

elseif nargin < 3 || nargin > 6

error (’Invalid number of arguments.’)

end
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% Square of (gen) singular values
s2 = 8.72;

% Fourier coefficients
fc = U(:,1:p) ’*b;

% Square of the size of the incompatible componenet of b that lies outside

% the column space of A
delta = norm(b-Ux[fc;U(:,p+1:Un)’*b])"2;

% Square of Fourier coefficients
fc = abs(fc). 2;
k = 0;
if reg_old > max(s)/sqrt(mu) || nargin==
ratio = 1/(((max(s)/sqrt(mu))/(16*eps))~(1/(200-1)));
reg0 = reg_old;
ml = phi(fc,s2,delta,reg0,mu)/regl0; k=k+1;
for 1i=1:200
reg0 = ratio*reg0;
mln = phi(fc,s2,delta,reg0,mu)/regl; k=k+1;
if mln < 1
reg_old = reg0;
break
elseif mln < ml
reg_old = reg0;

ml = mln;
end
end
if 1==200
mu = 0.99*%(reg_old/phi(fc,s2,delta,reg_old,mu))"2; k=k+1;
end
end
for j=1:200

reg_fp = phi(fc,s2,delta,reg_old,mu); k=k+1;

if reg_fp > max(s)/sqrt(mu)
ratio = 1/(((max(s)/sqrt(mu))/(16*eps))~(1/(200-1)));
reg0 = reg_=£p;
ml = phi(fc,s2,delta,regl,mu)/regld; k=k+1;
for i=1:200
reg0 = ratio*reg0;
mln = phi(fc,s2,delta,reg0,mu)/regld; k=k+1;
if mln < 1
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reg_fp = reg0;
break

elseif mln < ml
reg_fp = reg0;
ml = mln;

end

end
if i==200
mu = 0.99%(reg_fp/phi(fc,s2,delta,reg _fp,mu))~2; k=k+1;
end
end

if abs(reg_fp - reg_old) < reg_oldxtol
return
else
reg_old = reg_£fp;
end
end
return

function val = phi(fc,s2,delta,lambda,mu)

v = fc./((s2+lambda~2)."2);
x = (lambda~4)*sum(v) + delta;
y = sum(s2.*v);

val = sqrt(mu*x/y);
return

function [reg_fp,k] = fp_n(u,sigma,b,reg_old,mu)
h
% Modification of fp.m used by projl.m and projl_kron.m

% size of u
[ur,uc] = size(u);

% if the GSVD is used, then sigma is changed to a column vector
% containing the generalized singular values
[tml,tm2] = size(sigma);
if tm2==2
sigma = sigma(:,1)./sigma(:,2);
end

% Tolerance, minimum and maximum value of lambda
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tol = 0.001;
1_min = 16%*eps;
1_max = max(sigma);

% Constant mu

if nargin<b
mu=1;

end

% squared (generalized) singular values
sigma2 = sigma.*sigma;

% squared Fourier coeficients
utb = u(:,1:tml) ’*b;
alpha = utb.*utb;

% size of the incompatible component of b that lies outside the
% column space of U and squared size.

delO = norm(b - ux[utb;u(:,tmil+1l:uc)’*b]);

del02 = delO*delO;

% max number of iteration
k_max = 100;

% max number of global-iteration
k = 0;

for k=1:k_max
reg_fp = fun_phi(alpha,sigma2,del02,reg_old,mu);
if abs(reg_fp - reg_old) <= tolxreg_old
break
end
reg_old = reg_=fp;
end

function phi = fun_phi(alpha,sigma2,del02,lambda,mu)
h
% This auxiliar function calculates \phi(lambda)

h

% Usage:

h

% phi = fun_phi(alpha,sigma2,del02,lambda,mu)
b
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% Input arguments:

b

% alpha: the squared Fourier coeficients

%  sigma2: the squared (generalized) singular values
%  del02: the squared size of incompatible part of b
% lambda: the variable to evaluate phi

% mu: the constant of the function phi.

h

% Output arguments:

b

% phi: the function \phi evaluated at lambda

b

% squared lambda
lambda2 = lambda*lambda;

% common quantities for residual and (semi)norm
s212 = sigma2 + lambda2; % s~2 + lambda“2

common = (s8212).%(s212); % (8”2 + lambda"2)"2
common = alpha./common; % alpha/(s”2 + lambda~2)"2

% residual and (semi)norm
rho = (lambda2*lambda2)*sum(common) + del02;
eta = sum(sigma2.*common) ;

% division of rho/eta
phi = sqrt(muxrho/eta);

function X = kronmult(Q, X)
n = sqrt(length(X));

X1 = Q{2}*(reshape(X,n,n)*Q{1}’);

X = X1(:);

function [lambda_star,numfp,y] = lambda_k(alpha,beta,lambda,tol,mu)
pA

% This auxiliar function evaluates de function

» \phi~“{(k)}(\lambda) of the projected problem

yA

% Usage:

=
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h

% [lambda_star,numfp,y] = lambda_k(alpha,beta,lambda,tol,mu)
h

% Input arguments:

h

% alpha,beta: the diagonal and subdiagonal of the matrix B_k.
%  lambda: the initial guess

%  tol: tolerance.

% mu: the constant for the function \phi_mu~{(k)}

h

% Output arguments:

h

%  lambda_star: the regularization parameter

% numfp: the number of evaluations of the function \phi

% y: the solution to the projected problem.
k=length(alpha)-1;

numfp=0;

exec=1;

ct = 0; % a counter

while exec==1 && ct <= 100

b
b

b
b

b
A

b
h

lambda2=1ambda*]lambda;
phi_bar = beta(l);
rho_bar = alpha(1);
ng2=0;

for i=1:k-1

Givens rotation

rho(i) = sqrt(rho_bar*rho_bar + lambda?2);
¢ = rho_bar/rho(i);
s = lambda/rho(i);

Update some quantities

rho_bar = rho(i);
ng2 = ng2+(s*phi_bar)*(s*phi_bar);
phi_bar = c*phi_bar;

Givens rotation

rho(i) = sqrt(rho_bar*rho_bar + beta(i+1)*beta(i+1));
¢ = rho_bar/rho(i);
s = beta(i+1)/rho(i);

Update some quantities

theta(i) = s*alpha(i+1);
rho_bar = c*alpha(i+l);
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b
h

h
h

h
h

h
h

T

h
h

h
h

phi(i) = c*phi_bar;
phi_bar = -s*phi_bar;
end
When i=k:
Givens rotation
rho(k) = sqrt(rho_bar*rho_bar + lambda2);
¢ = rho_bar/rho(k);
s = lambda/rho (k) ;

Update some quantities
rho_bar = rho(k);
ng2 = ng2+(s*phi_bar)*(s*phi_bar);
phi_bar = c*phi_bar;

Givens rotation
rho(k) = sqrt(rho_bar*rho_bar + beta(k+1)*beta(k+1));
¢ = rho_bar/rho(k);
s = beta(k+1)/rho(k);

Update some quantities
phi(k) = c*phi_bar;
phi_bar = -s*phi_bar;

Solve for y:
y (k) =phi (k) /rho(k);
for i=k-1:-1:1
y(i)=(phi(i)-theta(i)*y(i+1))/rho(i);
end

solution norm
soln = norm(y);

residual norm
resn = sqrt(phi_bar*phi_bar + ng2 - lambda2*soln*soln);
lambda_old=1lambda;
lambda=sqrt (mu) *resn/soln;
numfp=numfp+1;
if abs((lambda_old-lambda)/lambda_old) < tol
exec=0;
lambda_star=1lambda;
end
ct = ct + 1;

end
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function x = pinv_1lu(L,U,P,Q,W,k,b,Laa,t)
if t==
tre = Laa{2}\ (Laa{1}\(L(:,1:k)’*(P*b)));
tty = Q(:,1:k)*(U(1:k,1:k)\tre);
X = tty-Wk (W’ xtty);
else
%aux = (U(1l:k,:)’)\(Q’*b);
1d = Q’*b;
v = U(l:end-1,1:end-1)\U(1:end-1,end);
alpha = v’*v;
beta = 1/(1+alpha);
aux=U(1:end-1,1:end-1)’\(1d(1:end-1) + (1d(end)-(betax(v’*1d(1l:end-1)+...
1d (end) *alpha)))*v) ;
x = PPx(L(:,1:k)*(Laa{2}\ (Laa{1}\aux)));
end

function [x,lambda,k]=sevfp(A,L,b,tol,lambda)

b

% MFP algorithm

h

% Usage

b

% [x,lambda,k]=sevfp(A,L,b,p,tol,reorth)

o

% Input arguments:

h

% A,L,b: the matrix, regularizator and the right hand side
% p: initial dimension of the projected subspace
%  tol: tolerance

% reorth: 0, GKB without reorthogonalization

YA 1, GKB with reorthogonalization

b

% 0BS: L must be a cell array, e.g., L = {L1;L2}
b

% Output arguments:

o

% x: the regularized solution
%  lambda: the regularization parameter
%» k: the dimension of the Krylov subspace

b
q = length(L); p = zeros(q,1); mu = ones(q,1);
for i=1:q
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p(i) = size(L{i},1); % numero de linhas de cada regul.
sm = cgsvd(A,L{i});
gam(i,1) = max(sm(:,1)./sm(:,2));

end

[m,n] = size(A);

G = max(gam);

if nargin ==
lambda(:,1) = 10~ (-3)*ones(q,1);
end
Lstack = L;
for i=1:q
Lstack{i} = lambda(i)*L{i};
end

[U,s,V]=svd([A;cell2mat(Lstack)],0);s=diag(s);
x=tsvd(U,s,V, [b;zeros(sum(p),1)],n);
rho = norm(b-Ax*x) ;

for i=1:q
ph(i,1) = rho/norm(L{i}*x);
ss(i) = ph(i,1)/lambda(i,1);
end
sk(1) = min(ss);

quyt=0;
for k=1:200

for i=1:q
lambda(i,k+1) = sqrt(mu(i))*ph(i,k);
if lambda(i,k+1) > G
quyt = 1;
break
end
end
if quyt == 1;
break
end

Lstack = L;
for i=1l:q

Lstack{i} = lambda(i,k+1)*L{i};
end
[U,s,V]=svd([A;cell2mat(Lstack)],0);s=diag(s);
x=tsvd(U,s,V, [b;zeros(sum(p),1)],n);
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rho = norm(b-A*x);

for i=1:q
ph(i,k+1) = rho/norm(L{i}*x);
ss(i) = ph(i,k+1)/lambda(i,k+1);
end
sk(k+1) = min(ss);

if norm(lambda(:,k+1) - lambda(:,k)) < norm(lambda(:,k))*tol ||
norm(lambda(:,k+1) - lambda(:,k)) < norm(lambda(:,1))x*tol
break
end
end
return

% ajuste no mu
[val,kstar] = min(sk(1:k));
for j=1:q
if lambda(j,k) > G
mu(j) = 0.9%(lambda(j,kstar)/ph(j,kstar))"~2;
end
end

lambda(:,1) = lambda(:,kstar);

Lstack = L;
for i=1:q

Lstack{i} = lambda(i)*L{i};
end
[U,s,V]=svd([A;cell2mat(Lstack)],0);s=diag(s);
x=tsvd(U,s,V, [b;zeros(sun(p),1)],n);
rho = norm(b-A*x) ;

for i=1l:q
ph(i,1) = rho/norm(L{i}*x);
ss(i) = ph(i,1)/lambda(i,1);
end
sk(1) = min(ss);

for k=1:200
for i=1l:q
lambda(i,k+1) = sqrt(mu(i))*ph(i,k);

end

Lstack = L;
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for i=1l:q

Lstack{i} = lambda(i,k+1)*L{i};
end
[U,s,V]=svd([A;cell2mat(Lstack)],0);s=diag(s);
x=tsvd(U,s,V, [b;zeros(sum(p),1)],n);
rho = norm(b-A*x);

for i=1:q
ph(i,k+1) = rho/norm(L{i}*x);
ss(i) = ph(i,k+1)/lambda(i,k+1);
end
sk(k+1) = min(ss);

if norm(lambda(:,k+1) - lambda(:,k)) < norm(lambda(:,k))*tol ||...

norm(lambda(:,k+1) - lambda(:,k)) < norm(lambda(:,1))x*tol
break
end
end

function [x,lambda_new,k]=projfp_sev2(A,L,b,p0,tol,reorth)
b

% MFP algorithm for large-scale problems

b

% Usage

YA

% [x,reg_fp,kl=projfp_sev2(A,L,b,p,tol,reorth)

b

% Input arguments:

b

% A,L,b: the matrix, regularizator and the right hand side
% p: initial dimension of the projected subspace

% tol: tolerance

%  reorth: 0, GKB without reorthogonalization

b 1, GKB with reorthogonalization

h

% 0BS: L must be a cell array, e.g., L = {L1;L2}
h

% Output arguments:

b

%  x: the regularized solution
% reg_fp: the regularization parameter
% k: the dimension of the Krylov subspace

/.
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q = length(L); p = zeros(q,1); lambda = p;
for i=1:q
p(i) = size(L{i},1); % numero de linhas de cada regul.
end
[m,n] = size(A);

% Inicialization with p steps of GKB
beta(l) = norm(b);
u = b/beta(l);
v = A’xu;
alpha(1) = norm(v);
v = v/alpha(l);
k_max=1000;
if pO>=k_max
error (’p must be smaller than k_max=1000’)
end
if reorth==1
UU=zeros (length(u) ,k_max+1);
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
Uu(:,1)=u;
VV(:,1)=v;
else
VV=zeros (length(v) ,k_max+1);
VV(:,1)=v;
end
for k=1:p0
u = Axv - alpha(k)x*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*w)*UU(:,3);
end

end

beta(k+1) = norm(u);

u = u/beta(k+1);

v = A’*xu - beta(k+1)*v;

if reorth==
for j=1:k
v=v - (VWW(,j)’*v)*VV(:,j);
end
end

alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
B(k,k)=alpha(k) ;
B(k+1,k)=beta(k+1);
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if reorth==
UU(: ,k+1)

else
VV(:,k+1)

u; VV(:,k+1) = v;

v;
end
end

% calculate QR of each L{il}*V

for i=1:q
[Q{i,1},R{i,1}]=qr(L{i}*VV(:,1:k),0);

end

% Look for the first fixed-point
[x,lambda,iter,mu]=sevfp(B,R, [norm(b) ;zeros(p0,1)],t0l/100,.0001*ones(q,1));
lambda_old = lambda(:,iter);
%t [x,lambda] =sevconvex (B,R, [norm(b) ;zeros(p0,1)]1);
hhhlambda_old = sqrt(lambda);
lambda_1=lambda_old; % the first fixed-point
for k=p0O+1:k_max
% Perform one more step of GKB
u = Axv - alpha(k)x*u;
if reorth==
for j=1:k
u=u - (UU(:,j)’*uw)*UU(:,j);
end
end
beta(k+1) = norm(u);
u = u/beta(k+1);
v = A’*u - beta(k+1)*v;
if reorth==
for j=1:k
v=v - (VW(,j)*v)*VV(:,j);
end
end
alpha(k+1) = norm(v);
v = v/alpha(k+1);
if reorth==
UU(: ,k+1) = u; VV(:,k+1) = v;
else
VV(:,k+1)=v;
end
% Look for the next fixed-point
B(k,k)=alpha(k) ;
B(k+1,k)=beta(k+1);
% Update QR
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%hhQk(C: k) = L*VV(:,k);
hhhfor i=1:k-1
Jototo Rk(i,k)
Tooto Qk(:,k)
Yhdhend
%%%Rk (k,k)
%hhQk (: ,k)
for i=1:q
nv = L{i}*VV(:,k);
R{i}(1:k-1,k) = Q{i}’*nv;
nq = nv-Q{i}*R{i}(1:k-1,k);
R{i} (k,k)=norm(nq) ;
Q{i}(:,k) = nq/R{i}(k,k);

Qk(:,1i)’*Qk(:,k);
Qk(:,k) - Rk(i,k)*Qk(:,i);

norm(Qk(:,k));
Qk(:, k) /Rk(k,k) ;

end
[x,lambda,iter]=sevfp(B,R, [norm(b) ;zeros(k,1)],to0l/100,lambda_old) ;
lambda_new = lambda(:,iter);
% Verify stopping criteria
if (norm(lambda_new-lambda_old)/norm(lambda_old) < tol) ||
(norm(lambda_new-lambda_old) /norm(lambda_1)< tol)%] |
%(lambda_new - lambda_old > 0)
break;
end
lambda_old=lambda_new;
end
if reorth ==
% %x=lsqr_auto([A;lambda_newxL], [b;zeros(pl,1)],n-1,0,0,to0l);
% y = tikhonov(U2,s2,X2, [norm(b) ;zeros(k,1)],lambda_new) ;
% x=VV(:,1:k)*y;
else
MR = 0;
for i=1l:q
MR = MR + lambda_new (i) 2%(R{i}’*R{i});
end
y = (B’*B + MR)\(B’*[norm(b) ;zeros(k,1)]);
x=VV(:,1:k)*y;
end

function [U,sm,X,V,W] = cgsvd(A,L)

%CGSVD Compact generalized SVD of a matrix pair in regularization problems.
yA

% sm = cgsvd(A,L)

% [U,sm,X,V] = cgsvd(A,L) , sm = [sigma,mu]

% [U,sm,X,V,W] = cgsvd(A,L) , sm = [sigma,mu]
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yA
% Computes the generalized SVD of the matrix pair (A,L). The dimensions of
% A and L must be such that [A;L] does not have fewer rows than columns.

h

% If m >=n >= p then the GSVD has the form:

b [A]=[U 0 1*[ diag(sigma) 0 I*inv(X)
b (L] [0 VITI 0 eye(n-p) ]

YA [ diag(mu) 0 ]

% where

pA U is m-by-n , sigma 1is p-by-1

YA V is p-by-p , mu is p-by-1

yA X is n-by-n .

b

% Otherwise the GSVD has a more complicated form (see manual for details).
h
% A possible fifth output argument returns W = inv(X).

% Reference: C. F. Van Loan, "Computing the CS and the generalized
% singular value decomposition", Numer. Math. 46 (1985), 479-491.

% Per Christian Hansen, IMM, March 17, 2008.

% Initialization.
[m,n] = size(A); [p,nl] = size(L);
if (n1 "= n)
error(’No. columns in A and L must be the same’)
end
if (m+p < n)
error (’Dimensions must satisfy m+p >= n’)
end

% Call Matlab’s GSVD routine.
[U,V,W,C,S] = gsvd(full(A),full(L),0);

if (m >= n)
% The overdetermined or square case.
sm = [diag(C(1:p,1:p)),diag(S(1:p,1:p))];
if (nargout < 2)

U = sm;
else
% Full decomposition.
X = inv(W’);
end
else

% The underdetermined case.
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sm = [diag(C(1l:m+p-n,n-m+1:p)),diag(S(n-m+l:p,n-m+1:p))];
if (nargout < 2)

U = sm;
else
% Full decomposition.
X = inv(W’);
X = X(:,n-m+1:n);
end
end

if (nargout==5), W = W’; end

function [L,W] = get_1(n,d)

%GET_L Compute discrete derivative operators.

h

% [L,W] = get_1(n,d)

b

% Computes the discrete approximation L to the derivative operator
% of order d on a regular grid with n points, i.e. L is (n-d)-by-n.
h

%» L is stored as a sparse matrix.

b

% Also computes W, an orthonormal basis for the null space of L.
% Per Christian Hansen, IMM, 02/05/98.

% Initialization.
if (d<0), error (’Order d must be nonnegative’), end

% Zero’th derivative.
if (d==0), L = speye(n); W = zeros(n,0); return, end

% Compute L.
c = [-1,1,zeros(1,d-1)];
nd = n-d;

for i=2:d, ¢ = [0,c(1:d)] - [c(1:d4),0]; end
L = sparse(nd,n);
for i=1:d+1
L =L + sparse(l:nd,(1:nd)+i-1,c(i)*ones(1,nd),nd,n);
end

% If required, compute the null vectors W via modified Gram-Schmidt.
if (nargout==2)
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W = zeros(n,d);
W(:,1) = ones(n,1);
for i=2:d, W(:,i) = W(:,i-1).*%x(1:n)’; end
for k=1:d
W(:,k) = W(:,k)/norm(W(:,k));
W(C:,k+1:d) = W(C:,k+1:d) - WL,k *(W(CE L k) 2 W L,k+1:d))
end
end

function [x_lambda,rho,eta] = tikhonov(U,s,V,b,lambda,x_0)
%TIKHONOV Tikhonov regularization.

b

% [x_lambda,rho,etal] = tikhonov(U,s,V,b,lambda,x_0)

% [x_lambda,rho,etal tikhonov(U,sm,X,b,lambda,x_0) , sm = [sigma,mul
YA

% Computes the Tikhonov regularized solution x_lambda. If the SVD
% is used, i.e. if U, s, and V are specified, then standard-form

% regularization is applied:

% min { || Ax-b ||"2 + lambda"2 || x - x_0 [|"2 } .

% If, on the other hand, the GSVD is used, i.e. if U, sm, and X are
% specified, then general-form regularization is applied:

% min { || Ax-b ||"2 + lambda"2 || L (x - x_0) ||"2 } .

b

% If x_0 is not specified, then x_0 = 0 is used

YA

% Note that x_0 cannot be used if A is underdetermined and L ~= I.
b

% If lambda is a vector, then x_lambda is a matrix such that

% x_lambda = [ x_lambda(l), x_lambda(2), ... ]

YA

% The solution norm (standard-form case) or seminorm (general-form
% case) and the residual norm are returned in eta and rho.

% Per Christian Hansen, IMM, April 14, 2003.

% Reference: A. N. Tikhonov & V. Y. Arsenin, "Solutions of
% Il1-Posed Problems", Wiley, 1977.

% Initialization.
if (min(lambda)<0)
error(’Illegal regularization parameter lambda’)
end
m = size(U,1);
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n = size(V,1);

[p,ps] = size(s);

beta = U(:,1:p) ’*b;

zeta = s(:,1).*beta;

11 = length(lambda); x_lambda = zeros(n,11);
rho = zeros(11l,1); eta = zeros(1l,1);

% Treat each lambda separately.
if (ps==1)

% The standard-form case.
if (nargin==6), omega = V’*x_0; end
for i=1:11
if (nargin==5)
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*(zeta./(s.”2 + lambda(i)~2));
rho(i) = lambda(i) "2*norm(beta./(s.”2 + lambda(i)~2));
else
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*...
((zeta + lambda(i) "2*omega)./(s.”2 + lambda(i)~2));
rho(i) = lambda(i) “2*norm((beta - s.*omega)./(s.”2 + lambda(i)~2));
end
eta(i) = norm(x_lambda(:,i));
end
if (nargout > 1 & size(U,1) > p)
rho = sqrt(rho.”2 + norm(b - U(:,1:n)*[beta;U(:,p+l:n)’*b])"2);
end

elseif (m>=n)

% The overdetermined or square general-form case.
gamma2 = (s(:,1)./s(:,2)).72;
if (nargin==6), omega = V\x_0; omega = omega(l:p); end
if (p==n)

x0 = zeros(n,1);

else

x0 = V(:,p+1:n)*U(:,p+l:n) ’*b;
end
for i=1:11

if (nargin==b)
xi = zeta./(s(:,1).72 + lambda(i) "2*s(:,2).72);
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0;
rho(i) = lambda(i) "2*norm(beta./(gamma2 + lambda(i)“~2));
else
xi = (zeta + lambda(i)~2x*(s(:,2).72).*omega)./...
(s(:,1).72 + lambda(i) "2*xs(:,2).72);
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x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0;
rho(i) = lambda(i) "2*norm((beta - s(:,1).*omega)./...
(gamma2 + lambda(i)~2));
end
eta(i) = norm(s(:,2).%*xi);
end
if (nargout > 1 & size(U,1) > p)
rho = sqrt(rho.”2 + norm(b - U(:,1:n)*[beta;U(:,p+l:n)’*bl)"2);
end

else
% The underdetermined general-form case.

gamma2 = (s(:,1)./s(:,2)).72;
if (nargin==6), error(’x_0 not allowed’), end

if (p==m)
x0 = zeros(n,1);
else
x0 = V(:,p+1:m)*U(:,p+l:m) ’*b;
end
for i=1:11

xi = zeta./(s(:,1).72 + lambda(i) "2*s(:,2).72);
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0;
rho(i) = lambda(i) “2*norm(beta./(gamma2 + lambda(i)~2));
eta(i) = norm(s(:,2).%*xi);

end

end

function [x_k,rho,eta] = tsvd(U,s,V,b,k)

%TSVD Truncated SVD regularization.

b

% [x_k,rho,etal] = tsvd(U,s,V,b,k)

b

% Computes the truncated SVD solution

% x_k = V(:,1:k)*inv(diag(s(1:k)))*U(:,1:k)’*b .
% If k is a vector, then x_k is a matrix such that
yA x_k = [ x k1), x_k(2), ... ]

b

% The solution and residual norms are returned in eta and rho.

% Per Christian Hansen, IMM, 12/21/97.
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% Initialization.
[n,p] = size(V); 1k = length(k);
if (min(k)<0 | max(k)>p)
error(’Illegal truncation parameter k’)
end
x_k = zeros(n,1lk);
eta = zeros(lk,1); rho = zeros(lk,1);
beta = U(:,1:p) ’*b;
xi = beta./s;

% Treat each k separately.

for j=1:1k
i=%k(3);
if (i>0)

x_k(:,3) = V(:,1:i)*xi(1:1);
eta(j) = norm(xi(1:1));
rho(j) = norm(beta(i+l:p));
end
end

if (nargout > 1 & size(U,1) > p)

rho = sqrt(rho.”2 + norm(b - U(:,1:p)*beta)”2);
end
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