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Resumo

Nesta tese obtemos resultados de existéncia, ndo-existéncia e multiplicidade de solucdes para a
classe de problemas elipticos, com condicdo de Neumann homogénea,—Au — Au = a(x)u? +
f(x, u), sobre um dominio limitado e suave do espaco euclidiano, 0 < g < 1, a & Holder
continua, podendo mudar de sinal e f é Holder continua em x, localmente Holder continua
em u e com crescimento critico. A existéncia da primeira solucao é obtida através do método

de sub-super solucao e a segunda solucao é obtida através do Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-Chave: Problema Critico, Existéncia de Solucdo, Multiplicidade de Solucdes, Sub-
Super Solucdo, Teorema do Passo da Montanha, Trudinger-Moser, Crescimento Exponencial.
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Abstract

In this thesis results of existence, nonexistence and multiplicity of solutions for a class of
elliptic problems with homogeneous Neumann condition, —Au — Au = a(x)u? + f(x, u), on a
bounded and smooth domain of Euclidean space, 0 < g < 1, a is Holder continuous and may
change sign and f is Holder continuous in x, locally Holder continuous in v and with critical
growth. The existence of the first solution was obtained by the method of upper and lower

solution and the second solution was obtained by Mountain Pass Theorem.

Keywords: Critical Problem, Solution Existence, Multiplicity of Solutions, Upper and Lower

Solution, Pass Mountain Theorem, Trudinger-Moser, Exponential Growth.
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Introducao

Equacdes elipticas com nado-linearidades de crescimento critico, tem sido extensivamente
estudadas nos dltimos anos. Em dimensao NN > 3 o crescimento critico é do tipo poténcia e
é determinado pelas imersdes de Sobolev, ja no caso N = 2 o crescimento critico é do tipo
exponencial e é determinado pela desigualdade de Trudinger-Moser. Enquanto equacdes com
crescimento subcritico sdo abordadas por métodos variacionais classicos, as equacdes com
crescimento critico necessitam de métodos variacionais especificos, devido principalmente a

perda de compacidade.

Em diversos trabalhos recentes, vide [1, 5, 6, 7, 8, 9, 17, 16, 18, 24, 25, 26, 42, 44, 45,
46, 52], pudemos notar um enorme interesse sobre solugdes positivas de problemas elipticos
da forma:

—Au=g(x,u ), xeQcR" XeR.

Quando g é sublinear na origem em algum aberto 2" C €2, ou seja,

. S, A
s—0*t S

uniformemente em x € Q" e para cada A € R fixado, os resultados versam que, para todo A em
um fixado intervalo limitado ou ilimitado da reta, o problema —Au = g(x, u, \) admite pelo
menos duas solucdes positivas. Dentre estes podemos citar o trabalho pioneiro de Ambrosetti-
Brezis-Cerami [8], bem como [1, 5, 7, 9, 24, 25, 26, 44, 45, 46, 52].

Em todo o nosso trabalho, assumimos 2 como um dominio limitado em R" com bordo
suave C27, 0 <y < 1 e trabalhamos com a condicdo de Neumann homogénea na fronteira,
para tanto consideramos 11 como o vetor normal unitario apontando para fora da fronteira de
Q.



No Capitulo 1, estudamos a existéncia de solucdo para a seguinte classe de problemas
elipticos parametrizados,

—Au—Au=a(x)u?+f(x,u) emQ

u>0 em 2 (Ny)
g—;:O na o2

onde N>2,0<qg<1, A€Réum parametro real, a € C7(Q) para algum 0 < v < 1.

No caso de A =0 e f(x,u) =0, as solu¢bes de (Ny—g), correspondem a solugcdes estaci-

onarias da equacao parabdlica

ow

E:A(W’”)Jra(x)w, m>1, (1)
sob a transformacdo w = um. Conforme Alama ([5], Pg. 813), a equacdo (1) tem sido
considerada como um modelo de densidade populacional w(x, t) de uma Gnica espécie movel
em meios heterogéneos, nesse caso a(x) muda de sinal e representa a taxa de crescimento

local, tomando valores negativos apenas fora de uma regiao fixada.

N6s consideramos que f(x, s) tem crescimento sublinear na origem e crescimento super-

linear no infinito, ou seja, assumimos que

f(x,
o sl
s—0* S
) f
. , S
s——+oo S

uniformente em 2.

Problemas com esse tipo de comportamento, tem sido estudado recentemente, por diver-
sos autores, tendo como precursor o trabalho de Ambrosetti, Brezis & Cerami [8], onde os
autores estudam o problema

—Au=vu?+ uP,
com condicdo de fronteira de Dirichlet, 0 < g<1<pev >0.

Posteriormente, o trabalho de De Figueiredo, Gossez & Ubilla [25], que nos inspirou a

fazer esse estudo, aborda por exemplo o problema

—Au = Xa(x)u? + b(x)uP,
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com condicao de fronteira de Dirichlet, A > 0 € um parametroreal, 0 < g <1< p <2* -1,
seN>3el0<g<1l<p<+oose N=1,2. Dentre outros trabalhos que nos motivaram
nesse trabalho, para obter solugdo para o problema (N, ), podemos citar [5, 25, 44, 45].

De maneira semelhante ao feito por Rabinowitz, veja [49](Apéndice B) e por Berestycki
e Lions, veja [10](Apéndice), mostra-se que sob certas hipéteses sobre f, o funcional energia
associado ao problema é de classe C! e conforme o Apéndice A temos que toda solucdo no
sentido fraco € um solucdo classica em C27(Q), para algum 0 < 7y < 1. Ainda mais, assumindo
certas hipéteses sobre a, essa solucdo é positiva em QO, onde Q% = int {x € Q; a(x) > 0}.
Para obtermos a solucdo usamos o método de sub-super solucdo e o resultado é de certa
forma global relativo a A, ou seja, obtemos solucdo para todo A < A* e nenhuma para A > \*
e sob certas hipoteses obtemos solucao para A = \*.

No capitulo 2, consideramos N > 3 e obtemos resultados de multiplicidade de solucdes
para a seguinte subclasse de problemas elipticos parametrizados, com condicao de Neumann

homogénea na fronteira,

—Au—u=a(x)u?+ b(x)uP em Q

u=0 em Q (Ny)
ou __
an =0 em OS2
N+ 2
onde X\ é um pardmetroreal, 1< g<p=2*—1= N—t2
aebeC'(Q), paraalgum 0 <y < 1. (aby)

Resultados de multiplicidade de solugdes para o problema (N, ), com p subcritico e b(x) =
v > 0,7 € R, foram obtidos por Alama [5]. Resultados para (N,), com condi¢do de Dirichlet
e p subcritico, foram obtidos por de Paiva [44]. Alguns outros problemas motivaram o nosso
estudo no caso critico: como os trabalhos de [25, 45], com condicdo de Dirichlet na fronteira

e os trabalhos de [17, 21, 29], com condicdo de Neumann na fronteira.

A primeira solucao é devido ao resultado do Capitulo 1, ja para a segunda solu¢cdo, usamos
o Teorema do Passo da Montanha, veja Corolario 5.11, em Ghoussoub ([35], Pg. 96).
Inicialmente, usando as ideias de Alama ([5], Pg. 832), mostramos que a primeira solugcdo
€ um minimo local. Assumindo certas hipdteses sobre a, b e motivados pelos resultados
de [6, 44], mostramos a limitacdo das sequéncias de Palais-Smale. Utilizamos as ideias de
[17, 29] para mostrar que o funcional satisfaz (PS)., para ¢ abaixo de um determinado

nivel de energia. Além dos trabalhos de [17, 29], também motivados pelos trabalhos de
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[16, 19, 21, 25, 39, 40, 45, 56|, obtemos a segunda solugdo assumindo hipdteses adequadas

sobre a, b e em um dos casos estudados, uma restricao em X\, quando a dimensao N > 6.
No capitulo 3, consideramos N = 2 e obtemos resultados de multiplicidade de solucdes

para a seguinte subclasse de problemas elipticos parametrizados, com crescimento critico do

tipo exponencial, com condicdo de Neumann homogénea na fronteira,

—Au—xu= a(x)u? + b(x)h(u)e®* em Q

u>0 em Q (Nx)
ou __
oy = 0 em 02
onde ag > 0, XA € um pardametro real,
aebec C"Q), paraalgum 0 <y < 1. (aby)
e
he C) (R), paraalgum 0 <y < 1. (hy)

Diversos trabalhos nos motivaram a estudar essa classe de problemas criticos, veja [27,
28, 33, 34, 46, 47, 48]. As técnicas utilizadas nestes trabalhos para obterem as solugdes,
consiste em aplicar o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha.

Neste trabalho, seguimos um caminho diferente, onde a primeira solucao é devido ao
resultado do Capitulo 1, ou seja, via método de sub-super solucdo e para a segunda solucao,
usamos o Teorema do Passo da Montanha, veja Corolario 5.11, em Ghoussoub ([35], Pg. 96).
Inicialmente, usando as ideias de Alama ([5], Pg. 832), mostramos que a primeira solu¢do
€ um minimo local. Assumindo certas hipéteses sobre a, b e h, motivados pelos resultados
do Odair ([44], Pg. 1250021-8), mostramos a limitacdo das sequéncias de Palais-Smale.
Utilizamos as ideias de [27, 46, 47, 48] para mostrar que o funcional satisfaz (PS),., para
c abaixo de um determinado nivel de energia e motivados pelos trabalhos de [46, 47, 48],

obtemos a segunda solucao assumindo hipéteses adequadas sobre a, b e h.



Capitulo 1

Existéncia e Nao-Existéncia de Solucao

1 Introducdo

Considere © como um dominio limitado em R" com bordo suave C?>?, 0 <y <1, N> 2
e m o vetor normal unitario apontando para fora do bordo de 2. Nesse capitulo, temos
por objetivo estudar, mais especificamente, a existéncia de solucdo para seguinte classe de
problemas elipticos parametrizados, com condicdo de Neumann homogénea no bordo de 2

—Au—du=a(x)u?+f(x,u) em

u>0 em €2 (M5)
se=0 em 052

onde 0 < g < 1eX &R éum pardmetro real. Assumimos que a € C'(Q2), 0 < v < 1,
quando a muda de sinal em 2, entdo o Principio do Maximo ndo é aplicavel, portanto as
solucBes podem se anular em parte de Q. Também assumimos que f : Q x R — R é uma
funcdo Holder continua em x e localmente Holder continua em v, com f(x, t) = 0, para todo
t <O0.

Como estamos interessados em estudar esse problema com o crescimento de f critico,

primeiro vamos definir o que é crescimento critico quando N = 2.

Definicdao 1.1 Dizemos que a funcdo f tem crescimento TM-critico (resp. TM-subcritico),

se existe Bq > 0 (resp. By = 0), tal que

lim 22 = (Ss)

5—00 61852

1f(x,s)] 0 VB> B, uniformemente em Q
+o0o VB < Bo, uniformemente em Q

5



Considerando as desigualdades de Trudinger-Moser, veja o trabalho de Adimurthi e Yadava
([3], Pg. 469), temos que

e LYQ), YV ue HYQ), VB> 0.
e existe C > 0, tal que

sup /eﬁ“degC, VB <2mue H(Q).

||“HH1(Q)§1 Q

Definimos agora os seguintes conjuntos:

Qo ={xeQalx)>0}; Q, ={xeQalx)<0} e Q=int{xeQ; a(x)>0}
Consideremos aqui as seguintes hipoteses sobre a e f:
(Ha+) O conjunto QF é ndo-vazio.

(H%) Q% = UkU;, k < +oo, U; componente conexa, U; com bordo suave C2 e U, N QF #
0, Vi=1,.. k.

(H}) Para N > 3, assuma que existem 1 < 0 < 2*—1, ¢, > 0, tal que |[f(x, t)| < o(1+t9),
aqtp x € 2,V t > 0. Para N =2, assuma que para todo u € H*(Q), existe C,8 > 0 tal
que |f(x, u)| < CeP*, qtp x € Q.

(H?) Existem to > 0 e ¢ > 0, tal que |f(x,t)| < cot, qtp x € Q e para todo 0 < t < t.
(H?) Existem 6 > 2, 0 < q; < 1 e t3,¢c3 > 0, tal que OF(x,t) < tf(x, t) + ct®, gtp
S

x €,V t>t; onde F(x,s) = / f(x, t)dt.
0

(H%) Existem um subdominio Q C Qe t;, ¢4 > 0, tal que F(x, t) > c4t?, qtpx € Q, V t > t,.

Observe que u = 0 é solugdo do nosso problema, mas estamos interessados em solucdes

fracas ndo-triviais u € H*(Q2), para o problema (M), isto &, u > 0 tal que

/Vqudx—A/ uvdx:/a(x)uqux+/ f(x, u)vdx, ¥ v e HY(Q).
Q Q Q Q

Os pontos criticos do funcional energia

I(u) = %/Q(Wu\z-i-u dx—ﬂ/( ) —1/Qa(x)(u+)q+1dx

- /Q F(x, u)dx



s

onde F(x,s) = / f(x, t)dt, serdo solucdes fracas do nosso problema, ainda mais sdo nio-

negativas. Sob aOhipétese (H}), temos que Iy esta bem definido em H'() e sem muitas
alteragdes ao resultado de Rabinowitz, veja [49](Apéndice B) e de Berestycki e Lions, veja
[10](Apéndice), mostramos que /5 é de classe C*.

Sob a hipétese (H}) acima, conforme Apéndice A, temos que toda solugdo fraca uy €
H'(Q) é uma solucdo classica uy € C>7(Q) para algum v € (0,1). O lema a seguir € uma
versdo do Lema 2.1 de Alama ([5], Pg. 818).

Lema 1.1 Assuma (H9) e (H?). Suponha que uy € C?7(Q) seja uma solucdo classica de

0
a’

(M), com uy ndo-trivial em QO, entdo uy(x) > 0 para todo x € QO.

Demonstracdo: Como uy # 0 em Q2. Para x € QY tal que 0 < uy(x) < to, to em (H?)

temos
—Auy —Aun = a(x)uy + f(x, uy) (11)
> a(x)uy — coun '
Portanto,
—AU>\+(C0+|>\‘)U>\ >0, (12)

para 0 < uy(x) < to, tomando B(s) = (co+|A|)s, pelo principio do Maximo de Vazquez, vide
Teorema 1, em ([54], Pg. 192), obtemos que uy > 0, em Q2. Suponha entdo que uy(x) =0
para algum x € 999, entdo x € AU; para algum / fixado, aplicando o Lema de Hopf, veja
Evans ([22], Pg. 330), obtemos que %(x) > 0, com v o vetor normal exterior a U; em
x. Observe que x ¢ OU; N €2, pois em um minimo no interior temos Vuy(x) = 0. Mas se
x € 0U; N 052, neste caso o vetor normal exterior a U; em x, coincide com o vetor normal
exterior a {2, e entdo temos uma contradicao com a condicdo de Neumann sobre o bordo de
Q. Portanto uy > 0 em Q0. m

Sob a hipétese (H}), temos que toda solucdo fraca uy € H*(Q2) & uma solugdo classica
uy € C27(Q), para algum v € (0,1) e sob as hipéteses (H9) e (H?) temos, do Lema 1.1,
as solugdes ndo-triviais de (M,) em QO sdo positivas em Q0. Isto nos motiva a considerar o

problema
—Au—du=a(x)u?+f(x,u) em S
u>0 em QO (M)
Ge=0 em 09

O resultado principal desse Capitulo, versa sobre a existéncia e ndo-existéncia de solucao
para o problema (M,). O trabalho de De Figueiredo, Gossez & Ubilla [25], foi o principal

motivador para o resultado enunciado a seguir
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Teorema 1.1 (Existéncia e Ndo-Existéncia) Assuma (H,+), (H2), (H}) e (H?), entdo existe

A* € (—o0, +00], tal que:
1. Para todo A\ < \* o problema (M) possui ao menos uma solucdo com energia negativa.

2. Assuma que existe uma bola By C Q9 tal que f(x,t) >0, gtp x € Bf eV t > 0, entdo

\* < 400 e ainda mais o problema (M) ndo possui solugdo, para A > \*.

3. Assuma (H2), [ya(x)dx < 0, Q = Q em (H}) e existe B € R, ts > 0, tal que
f(x,t) > Bt, V t > ts. Entdo o problema (M,) admite ao menos uma solugcdo para
A= A%

A demonstracdo do Teorema 1.1, serd feita mais adiante, como consequéncia dos resul-

tados que iremos estabelecer a sequir.

2 Existéncia de Solucao para A\ < \*

Lema 1.2 Assuma (H.+), (H2), (H}) e (H?), entdo existe Ao < O, tal que o problema (M)

admite uma solucdo uy, para todo X < .

Demonstracdo: Conforme Abreu, Carrido e Miyagaki ([1], Pg. 137), seja e a Unica solu¢do

positiva do problema
—Ae+e=1 emQ

e>0 em Q2 (1.3)
=1 em 0%

Sabemos que e € C?(Q2). Entdo considere m > 0, tal que me(x) < ty, qtp x € Q, ty como
em (H?), entdo f(x, me(x)) < come(x). Sejad > 0e Q5 = {x € Q e(x) < §}, entdo
tomando um § > 0O suficientemente pequeno, de modo que ||a|| =) (md)? + comd < m,
temos que

|all L) (me(x))? + come(x) < m

para todo x € Q5. Portanto para A < —1, temos que
ame(x) + ||al| (o) (me(x))? + come(x) < m — me(x)
para todo x € Q2s. De onde segue que

—A(me) = m— me > X(me) + a(x)(me)? + f(x, me), V x € Qs. (1.4)



Seja A < —1, tal que
Amé + ||al| = @)llmellf« gy + collme|lix@) < m— me
para todo A < X, x € Q. Portanto, se A < X, temos que
—~A(me) = m — me = Amb + [|all =l mell ¢ q + Coll melle
Portanto, para x € Q2 \ €25, temos Ad > Ae(x), pois A é negativo, de onde segue que
—A(me) > Ame + a(x)(me)? + f(x, me), ¥V x € Q\ . (1.5)

Portanto, de (1.4) e (1.5), obtemos que me é supersolucdo para (My), se A < X.
Dado A < X, temos que U := me €& uma supersolucdo para (M,). Como, u :=0 é uma

subsolucdo para (M,). Considere o seguinte problema de minimizagdo
inll\‘/l Ix(u), onde M = {u € HY(Q): u(x) < u(x) <T(x), qtp x € Q}.
ue

Com algumas modificagdes no Teorema 1.2.4 do Struwe ([51], Pg. 17), veja Alama ([5], Pg.
826), o minimo é atingido em uy € M e, ainda mais, uy resolve fracamente (M,). Vamos
mostrar que uy é ndo-trivial. De fato, suponha por contradi¢do, que uy = 0, qtp x € Q2. Seja
¢ € C5(B) positiva, com B uma bola contida em QF C Q0. Entdo observe que existe s; > 0
suficientemente pequeno, tal que Spl[@|[ o) < m-min{e(x),x € B} <tyepara0<s < s,

temos uy + s¢ € M, pois uy = 0, em B. Portanto de (H?), temos
IN(ux+s¢) = I(un) + \(sd)
by 2
= /A(ux)+§/ |V¢\2dx—i/q52dx—
Q 2 Ja
- / F(x,s¢)dx
Q

Sat1
q+1/a(x)¢q+1dx
Q

(1.6)

a(x)pat?
< Ia(un) + Cys? — q+1/—
< L(un) +Cs*—s gl
= /)\(U)\)+5q+1(C1517q—C2)
< Ix(uy)

para s > 0O suficientemente pequeno. Mas isso € uma contradicdo com a definicdo de uy.
Portanto uy & ndo-trivial em Q9. m
Defina \* := sup{\ € R; M, tem solugdo}. Observe que do Lema 1.2, temos que \* esta

bem definido.
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Lema 1.3 Assuma (H.+), (H), (H}) e (H?), entdo o problema (M) admite uma solucdo
uy, para todo X < \*, com Iy(uy) < 0.

Demonstracdo: Seja A < \*, pela definicdo de A", existe A < u < A" e U := u, a solu¢do
de M, dada pelo Lema 1.2, observe que

—Auy, = puy + a(x)ul + f(x, uy) = Aoy + a(x)ul + F(x, uy).

Portanto U é supersolucdo de (M,). Ainda mais u := 0 é subsolugdo de (M,).

Agora considere o seguinte problema de minimizacao
|r€1/1\; Ix(u), onde M = {u € HY(Q): u(x) < u(x) <T(x), qtpx € Q}.

Com algumas modificacdes no Teorema 1.2.4 do Struwe ([51], Pg. 17), veja Alama ([5],
Pg. 826), o minimo ¢é atingido em uy € M e, ainda mais, uy € solu¢do de (M,).

Vamos mostrar que uy € uma solucdo ndo-trivial. De fato, suponha por contradicdo,
que uy = 0, qtp x € Q0. Seja ¢ € C}(B), onde B & uma bola contida em Q.+, ¢ positiva.
Entdo observe que existe sy > 0 suficientemente pequeno, de modo que s||@|| o) || U] L= (0) <
m-min{e(x),x € B} <tyeu+s¢uc M, para 0 < s < sy, haja vista que uy =0, em B e

s¢u < u. Portanto

IN(ux +s¢u) = Ii(ux) + Ix(s¢u)
2 _ As? _
— () +% [ [voupdx— - [ @aydx-
- / F(x, spu)dx
Q

77)q+1
< / C 2_ q+1/ a(X)(d)U)
< I(un) +Cis*—s . g+l

= />\(U)\) + 5q+1(C1517q — C2)
< ()

5q+1

g+1

/ a(x) (o) tdx
Q

(1.7)
para s > 0O suficientemente pequeno, o que é uma contradicao com a definicao de uy. Portanto
uy € ndo-trivial em Q9. Ainda mais, como s¢u € M, vimos que /y(s¢u) < 0, para s > 0

suficientemente pequeno, portanto /5(uy) < 0. [

3 Nao-Existéncia de Solucao para A > \*

Nesta secdo vamos mostrar que A* é finito.
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Lema 1.4 Assuma (H.+), (HY), (H}) e (H?), e que existe uma bola Bf C Q9 tal que
f(x,t) >0, gtpx € B eV t >0, entdo o problema (M, ) ndo admite solucdo, para A\ muito
grande.

Demonstracao: De fato, suponha por contradicdo que uy seja uma solucdo de (M,). Con-
sidere entdo w; o primeiro autovalor positivo e ¢; > 0 a autofuncdo associada a w;, do

problema de Dirichlet
—Au=puu em Bf
u=20 em OBf

Usando a restricao de uy a Bf como funcao teste, temos que

8
VUAngldx—/ uxﬂdS:p,l/ sy dx.
By

B 8B ov

Como uy, é solugcdo de (M) e supp ¢1 C By, temos

VUAVQ')ldX = >\/
B

U>\d)1dX+/ a(x)ui’d)ldx—k/ f(x, un)pLdx.
f Bf Bf

By

Dessas duas equacdes, obtemos que

(k1 — ) undrdx +/ uA%dS = a(x)usgadx +/ f(x, un)p1dx > 0.
By oB;, OV By By

Como % < 0 em 0By, obtemos

(w1 — ) [ uxgprdx > / a(x)uypadx +/ f(x, ux)p1dx > 0.
By By Br

O que é uma contradicdo para A > 0 suficientemente grande. ]

4 Existéncia de Solucdo para A = \*

Nesta secdo vamos obter uma solugdo pra o problema (My).

Lema 1.5 Assuma (H,+), (H9), (H}), (H2), (H2), Q= Q em (H}), |, a(x)dx < 0 e existe
BeR, ts >0, tal que f(x,t) > Bt, ¥V t < ts. entdo o problema (M, ) admite ao menos uma

solucdo para A = \*.

Demonstracdo: Do Lema 1.4, obtemos que \* < 4+o00. Considere A, — \*, com A, < \* e

u, a solugdo dada pelo Lema 1.3, associada a (M,,), portanto /y,(u,) < 0.
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Vamos mostrar que u, € limitada em H'(Q). De fato, como /5, (u,) < 0e (/5 (up), us) =0,

tomando 6 como em (H2), obtemos que

9(1+>\) 0

HUHHHl(Q) H nHLQ(Q) q+1

/ a(x)udtdx — / OF (x, u,)dx <0
Q Q

unllF ey = (14 A Unll 20 — /Q a(x)uTtdx — /Q f(x, up)updx = 0.

Subtraindo a equagdo acima da desigualdade anterior e usando (H%), obtemos

0 2 2 9 1 1+1
(5 1) (honliecer = 4 Alenliae) = (57 ~1) [ abougrian- [ caupriax<c
(1.8)

Como Q = Q em (H?), existe t,, ¢, > 0, tal que F(x,t) > c4t? para todo t > t,,
procedendo como em [24], observe que existe tg > t; e ¢g > 0, tal que F(x, t) > cst? + 1,
Vt>ts.

Dividindo (H3) por tF(x, t), com t > t;, obtemos

f(x,t) tn

< F( , )+C4F(X,t).

0
t

Integrando de tg a t obtemos

e aplicando a exponencial a desigualdade, obtemos
0 t

t F(x,t)\ . sh

— | < - _

(t6) . (F(x, r6>) o (C/ Fx.s) "5)

£\° -

F(x,t) > F(x,ts) | — — ds ).
0= P () oo (o [ s

Usando (H}) novamente, obtemos que

Portanto

F(x,t) > Ctl, YVt >t (1.9)

e alguma constante C > 0.
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Defina entdo g,(x,t) = f(x,t) + (L + A\p)t e Go(x, t) = fot gn(x,s)ds. Vamos mostrar
que para € > 0, tal que 2 < 6 — ¢, existe t; > 0, tal que

(0 —€)Ga(x, t) < tgn(x, t) + ct™ V>t (1.10)
De fato,

t2

(6 —€)Gu(x,t) =(0—€)F(x, t)+ (6 —€)(1+ A\, )2

Usando (H3) e (1.9), para t > max{ts, ts}, temos que
6 —
—€)Gu(x, t) < tf(x, t)+ gt? —eCt” + e (14 X,)t2
(0= )Gy(x. £) < tF(x, 1) + 65t " —eCt” + (=
Portanto
6 —
(0 — €)Gh(x, t) < tgn(x, t) + cst®tt — (eCt@—2 — (Te — 1) (1+ A,,)) t2

Como 0 > 2, existe t; > 0, tal que

6 —c¢

eCt?2 > ( —1)(14—AJ

e assim temos (1.10).

Voltando a prova da limitacdo de u,, como /y,(u,) <0 e (/5 (u,), u,) =0, obtemos que

6 — 6 — (14 A2
- - g+1 o n)“n
HunHHl(Q) o / a(x)ud™tdx — /(0 € ( (x, up) + — ) dx <0

lunllF () — /Q a(x)uitdx — /Q (F(x, up)up + (L + Xp)u3) dx =0

Subtraindo a equacdo acima da desigualdade anterior e usando (1.10), obtemos

0—¢ 0—c¢
( 5 1) lunllF 0y — <m — 1) /Qa(x)u;’”lex—/QC3uﬁl+ldx < C.

Das imersdes de Sobolev, temos

0—e¢
(555 1) ol < € (14 Nl + lenlid)-

Como 0 < g, g1 < 1, temos que ||ty () € limitada.
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Assim, a menos de subsequéncia, podemos assumir que u, converge fracamente para
alguma uy- em HY(Q), ainda mais, converge em quase todo ponto em  para uy-, converge
fortemente para uy- em L°(€2), para todo s > 1 quando N = 2 e para todo 1 < s < 2*
quando N > 3. Passando o limite, na formulacao fraca de solucao, obtemos que uy- resolve
0 nosso problema. Para concluir, precisamos mostrar que uy- # 0, em Q0.

Das hipéteses que Q = Q em (H%), Joa(x)dx < 0 e que existe B € R e t; > 0, tal que
f(x,t) > Bt, V t < ts, podemos encontrar B € R, tal que f(x,t) > Bt, V t > 0.

Conforme Alama ([5], Pg. 829), considere para X = min{min{\,} + B,0} < 0, V' €
C27(Q) a (nica solucdo do problema

o — em Of2

{ —AV =XV 4+ a(x)vV'?1 em Q
on

Observacao 1.1 A hipotese que / a(x)dx < 0 é fundamental ao considerar esse resultado,

Q2 . .
bem como no uso do Lema de Comparacdo feito abaixo.

Como u, € C>7(Q) e
—Aup = Mty + a(x)u? + £(x, up) > Mt + a(x)u? + Bu, > Nu, + a(x)u?

usando um lema de comparacdo, Lema 4.6 do Alama ([5], Pg. 828), temos que v/ < u,, para
todo n. Como v/ > 0 em Q9 temos o resultado. [
Demonstracdo do Teorema 1.1: (1) segue do Lema 1.3, (2) segue do Lema 1.4 e (3)

segue do Lema 1.5. m



Capitulo 2

Multiplicidade de Solucoes para o caso
N >3

1 Introducdo

Neste capitulo, vamos obter um resultado de multiplicidade de solucdes, para um caso
particular do problema (M,), com N > 3 e f(x,u) = b(x)uP, onde 1 < p =2*—1e
2N

2% =
N—2
limitado em RY com bordo suave C?7, 0 < v < 1 e m o vetor normal unitario apontando

€ o expoente critico de Sobolev. Como no Capitulo 1, considere 2 um dominio

para fora do bordo de 2. Mais precisamente, temos por objetivo estudar a multiplicidade
de solucdes para a seguinte classe de problemas elipticos parametrizados, com condicdo de

Neumann homogénea no bordo de 2

—Au—Au=a(x)u? + b(x)uP em Q

u>0 em Q (Ny)
g—;:O em Of2

onde0<g<l<p=2*—1eXcR éum parametro real. Assumimos que a, b € C?(Q),
0 <« <1eamudadesinal em €, entdo o Principio do Maximo nao é aplicavel, assim as

solucdes podem se anular em parte de €.

Como no Capitulo 1, considere os seguintes conjuntos relativos ao coeficiente a:

Qo ={xeQalx)>0}; Q ={xeQalx)<0} e Q=int{xeQ;a(x)>0};
15
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e definimos, de forma analoga, os seguintes conjuntos relativos a b:

Qf ={xeQb(x)>0}, Q,={xeQbx)<0} e Q={xeQbx)>0}; e

Qp =Q\ {x € Q; b(x) # 0}.

Consideremos aqui, as seguintes hipéteses sobre a e b:
(Hs+) O conjunto QF é ndo-vazio.
(H,+) Assuma (H,+) e que Q & ndo-vazio.

(H) UkU;, k < +o0, U; componente conexa, U; com bordo suave C2 e U; N QF #

Q0 =

0, Vi=1,.., k.

(Hp+) O conjunto Q) é ndo-vazio.

(Hp+) Assuma (Hp+) e que o conjunto €, € ndo-vazio, e ainda mais, Q_jﬂQ_g = 0.
(Hap) O conjunto QF N Q) é ndo-vazio.

(Hy) O conjunto Q4 tem bordo suave C? e Q0 C Q.

Observe que u = 0 é solucdo do nosso problema, mas estamos interessados em solucoes

fracas ndo-triviais u € H*(Q2), para o problema (N}), isto é, u > 0 tal que

/Vqudx—k/ uvdx:/a(x)uqux—l—/b(x)upvdx, Vv e HY Q).
Q Q Q Q

Naturalmente, u sera ponto critico do funcional energia

1+ A 1
I(u) = %/ (IVul® + v*) dx — 1A (uM)?dx — —— [ a(x)(u")9*dx
Q 2 Ja g+1Jg
— ﬁ/ b(x)(u™)Ptdx
Q

Note que / esta bem definido em H*(Q), ainda mais /5 &€ C!, veja os trabalhos de Rabinowitz
[49](Apéndice B) e de Berestycki e Lions [10](Apéndice).

Sob as hipéteses acima, temos que toda solucdo fraca uy € H*(2) € uma solucdo classica
uy € C>7(Q), para algum « € (0,1), veja Apéndice A. Ainda mais, sob a hipétese (H?),
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temos do Lema 1.1, que as solucdes de (N}), ndo-triviais em Q9, sdo positivas em Q0. Isto

nos motiva a considerar o problema

—Au—Au=a(x)u? + b(x)uP em Q

u>0 em QO (Nx)
g—;:O em 002

Assim podemos enunciar o seguinte teorema de existéncia e ndo-existéncia

Teorema 2.1 (Existéncia e Ndo-Existéncia) Assuma (H,+) e (HY), entdo existe \* € (—oo, +00],
tal que:

1. Para todo A\ < \* o problema (N, ) possui ao menos uma solucdo, com energia negativa.
2. Assuma (H.p). Entdo

(a) \* < +oo e ainda mais o problema (Ny) ndo possui solucdo, para A > \*.

(b) Assuma que Qp+ = Q e [, a(x)dx < 0. Entdo o problema (Ny) possui ao menos
uma solucdo, para A = \*.

Definimos by, := maxq b(x) e by, := maxasq b(x). Assim podemos enunciar o Teorema

2.2, onde temos um resultado de multiplicidade de solucdes
Teorema 2.2 (Multiplicidade) Assuma (H,+), (H2), (Hab) €
(a) Qp+ =, ou

(b) (Hp+), (Hi) e X & (=1, Hp(Q0)).

Entdo para \* € R, dado no Teorema 2.1:

1. considere A < \*, entdo se by < N b, sem perda de generalidade, podemos supor
bm := b(0), a curvatura média do bordo de Q2 positiva em 0, |b(x) — by,| = o(|x|), para

x proximo de 0 e a(x) > ag > 0 numa vizinhanca de 0; ou

2. considere para N 6, que 0 < X < X epara3 < N < 5, que A < X\*, entdo

N-2
2

se b(xy) = by 2%z by, Ib(x) — by| = o(|x — xu|z), para x proximo de xy,

a(x) > ap > 0 numa vizinhanca de Xy,

o problema (Ny) possui ao menos duas solucdes.
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O Teorema 2.1, a menos do item (2.b), & consequéncia do Teorema 1.1, os detalhes
apresentamos a seqguir. Ja a demonstracdo do Teorema 2.2, sera feita mais adiante, como
consequéncia de uma sequéncia de resultados que iremos estabelecer posteriormente a de-

monstracao do Teorema 2.1.

Demonstracao do Teorema 2.1: Vamos mostrar que (1) e (2.a), sdo consequéncia do
Teorema 1.1, do Capitulo 1, para isso basta tomar f(x, t) = b(x)(t*)P, como b € C'(Q) e
p > 1, é imediato que (H}) é verificada. Observe que f(x, t) < ||b|| ~(q)t, para0 <t <1, de
onde seqgue que (H?) é verificada. Observe que de (H,,), podemos tomar uma bola B C QY
tal que f(x,t) > 0 em B, assim utilizando os itens (1) e (2) do Teorema 1.1, obtemos (1) e
(2.a). Ja a prova de (2.b) é analoga a prova de (3) no Teorema 1.1, a Gnica diferenca esta
na prova de que se A\, — \*, com X\, < A\* e u, a solugdo obtida no item (1) para (N,,),

entdo [|up|/p(q) € limitada.

De fato, como /y,(u,) < 0 e (/3 (un), u,) = 0, obtemos que

1 DI+ X, 1
D-l- ——llu n||H1(Q) o+ )( il )/ Pl a(X)U,(,’+1dX—/b(X)uﬁ+ldX<O
Q Q

+1

Hu,,Hﬁl(Q)—(1+>\n)/Quﬁdx—/Qa(x)u,‘,’“dx—/gb(x)uﬁ“dx:O

Subtraindo a equacdo acima da desigualdade anterior, obtemos

p—1 (p— 1)(1+>\n)/

—q
5 ||Un||/2—/1(Q) — a(x)u,‘;’“dx <0

+1

“Un”iﬂ(g) <C (/Q U,%dX—l- /Q U,Cfrldx) )

de onde segue, pela imersdo de H}(Q2) em L91(Q), que

Portanto,

1
lunlZn ey < € (lenliZaqq + lunll i iay) - (2.1)
Como g+ 1 < 2, basta mostrarmos que ||up||,2(q) € limitada, para obtermos que ||u,||p1(q) €
limitada.
De fato, suponha por contradicdo, que a menos de subsequéncia, HunHLz(Q) — +o00. Defina

. Dividindo a desigualdade (2.1) por ||u,,]|f2(9), obtemos

o Ilu””L2(Q)

IvallZiscay < € (1+ 1l Ty IVl Gy )
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Como g < 1 e ||upl|12(q) = +00, obtemos que v, & limitada em H*($2). Portanto, a menos
de subsequéncia, podemos assumir que v,, converge fracamente para alguma v em H(Q),
converge fortemente para v em L*(2), para todo 1 < s < 2*. Em particular ||v]/;2q) = 1.

Por outro lado, como (/3 (u,), ) = 0, dividindo essa equacdo por ||u,||>(), obtemos
/QVV,,Vd)dX — An/Q Vapdx — || up| 22_(12) /Q a(x)vipdx — ||u,| ‘L’Z(IQ) /Q b(x)vPpdx = 0.

Portanto ||un||’Z§(1Q) /Q b(x)vP¢dx é limitado, mas como ||un||’Z§(1Q) — 400, temos que

/Qb(x) vPpdx = lrLTJIFQI/Q b(x)vPpdx = 0.

Como b > 0, qtp x € Q, segue que v = 0, o que & uma contradi¢cdo, pois [|v||;2(q) = 1. Logo
| tnll2() € limitada.

Para concluir a prova, basta proceder como na prova do item (3) do Teorema 1.1. [

2 A Primeira Solucao € um Minimo Local

Nesta secdo vamos mostrar que a solucdo dada no Teorema 2.1 &€ um minimo local do
funcional I, em H(Q).

Lema 2.1 Assuma (H,+), (H2), X < X*, 0 < uy < T = uy, onde uy é solucdo do problema
(Ny) e u, é solugdo do problema (N,), com A < p < X*. Entdo uy < U em A, onde
A= {xecQu>0}.

Demonstracdo: Seja v =10—uy > 0 em Q. Como u, é solucido do problema (Ny) et = u,
€ solugcdo do problema N, com XA < p < A*, temos

Av = Au— Auy
= —ul — a(x)u? — b(x)uP + Aux + a(x)uy + b(x)u}
(b 8- M@ = 0) = 200 (S8 ) @ )~ 600 (25 ) (@ )

AT — 1)+ a (%) (_U - U:) (@ i Z:) + b (x) (

-
uP —uy

IN

U — uy

IN

m(x)v
(2.2)
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onde

m(x) := (%) (U_q - Uél)_:z)—(x) (E_p — Ui) A ,se A >0

Observe que m esta bem definida em A, mesmo possivelmente, onde U = uy, pois U > g > O,
em A. Suponha que v(xg) = 0, para algum xq € A. Caso xp € (2, entdo existe uma bola B;
com centro em xp, com B; C ANQ. Como em By, T é limitada uniformemente por baixo por
uma constante positiva, temos que m é uniformemente limitada em B;. Entdo pelo principio
do Maximo de Vazquez, veja ([54], Pg. 192), v =0, em By, logo U = u, em B;. Entretanto,
como

—AU — pt=a(x)u?+ b(x)u? e —Aux—Auy = a(x)uy + b(x)uf

temos

(u—XN)u=0, gtp em By,

0 que € uma contradicdo pois 4 > A eu > 0, em B;. No caso de xg € 052, como A é
relativamente aberto em Q, existe uma bola B, com centro em xp, tal que Bo N Q C A.
Como o bordo de Q é suave, o vetor normal exterior a B, N Q em x, é igual ao vetor normal

exterior a 2 em xp. Aplicando o Lema de Hopf, veja Evans ([22], Pg. 330), para v > 0 em
xo € 0(B>NQ), temos que g—;(xo) > 0, no entanto isso é uma contradi¢cdo, com o fato que
T2 00) = o) =0, o
Lema 2.2 Assuma (H,+), (HY), X < X\* e que uy uma solucdo de (Ny), tal que 0 < uy, <
u = uy,, onde u, € a .;o/ucé“o do problema (N,), para algum A < p < \*, ainda mais que
Ix(uy) = infuepm Ih(u), onde M = {u € H(Q2);0 < u <T, gtp x € Q}. Entdo uy é minimo

local do funcional energia I em H ().

Demonstracdo: Suponha, por contradicdo, que exista u, € H*(Q), tal que u, — uy em
HY(Q), com Ix(u,) < Ih(uy) < 0.
Defina v, = max{0, min{u,,u}}, w, = (v, — 0)" = max{u, — 0,0} >0e z,=(—u,)" =

max{—u,, 0} > 0. Observe que
0<v,<U, logov,eM

e up(x) >1u(x) >0, qtp x € supp(w,), logo z,(x) = 0, qtp x € supp(w,), assim temos que

| supp(w,) Nsupp(z,)| = 0. Além disso, temos que
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1. Se up(x) > u(x), entdo v,(x) = U(x), w,(x) = u,(x) —U(x) e z,(x) =0;

2. Se up(x) <0, entdo v,(x) =0, wy(x) =0 e z,(x) = —un(x); e

3. Se 0 < uy(x) < U(x), entdo v,(x) = uy(x), wy(x) =0 e z,(x) =0.

Portanto em qualquer um dos casos, temos que u, = v, + w,, — z, em 2. Considere

Rn = {X € ;0 < Un(X) < U(X)}, Sn = SUpp(Wn) € 7_n = SUpp(Zn)-

A partir das definicdes anteriores, podemos reescrever /5 (u,) da seguinte forma,

/A(Un) =

7N\
N~

(IVu, > + uv?) — 1-|—>\( Uy - :(_:)1( )t - 5:_)1( +)p+1> dx

/
1 14+ a(x) b(x)
-/ (§<\vUnr2+u3>—T<u:>2— 2wy - p—l—l( i) dx
NPy LN (e - 00 ey
+ : SUV U™+ ) = (up)” — m( ) p+1( ) dx
"1 14 A b
[ (G0vur ) -2 : B - 20w - 2 e ax
Rp
(2.3)
Como
1. Se x € S, temos u,(x) = U(x) + w,(x) > 0;
2. Se x € T,, temos u,(x) = —z,(x) <0; e
3. Se x € R, temos u,(x) = v,(x) > 0.
Portanto,
1 1+ A
W) = 5 [ (9@+w)P+ @+ w)) dx— 222 [ @+ w)dx
n Sn
— ﬁ ( )(U + w, )q+1dX — ﬁ b(X)(U+ Wn)p+1dX
1 1 (2.4)
+ 2/ (IVzn|2+z)dx+§/ (!an|2+vn)dx
T, "
1+ A ) 1 1
— vidx — —— [ a(x)viTldx — —— [ b(x)vPldx.
2 Rnf'l q_|_1Rn()n p"—an()n
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Como, v, =tuemS,ev,=0em T,, temos

_ 1 2 n 1+, a(x) ya+L b(x) P+
I(v,) = /(2 (IVval? + v7) >V ] A | s dx

Q
_ 1 —12 —2 1 + >\—2 a(X) —q+1 b(X) —p+1
= /Sn(2(|VUI +7°) > U o1t o1V dx (2.5)

+ / (% (Vv +v2) — 1522 20 Jqn D) P+1) dx.

2 n q+ln p_|_ln

Assim de (2.4) e (2.5), obtemos que

I\(up) = 1(va) ) . o o
n /Sn(\V(U+Wn)\ V] +((U+bW;) —u )_(1+>\)((U+W;) ~T ))dx
_ ? gw : (H;)H T+ S (@m0
+ . dx
e portanto, 20
I(un) = I\(va)
(o T () o o

B / (a X) ((U+ w,) 7t —U"“) $<)1 ((U+ w,)P T —H”+1)> dx

Como T é supersolucdo de (Ny). Além de que w, =0 em Q\ S, temos que

/VUVW,,dX—)x/ UW,,dXZ/ a(X)U"Wndx—i—/ b(x)uPw,dx
n Sn n Sh
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Portanto, de (2.7) obtemos que

/A(Un) Z /A(Vn)
/ |VW”| —(1~|—>\)/ Yo gx

2
(u + w,)tt — ittt Sn_q
T7 p+1 _ p+1
_ / b(x) ((u—i— W’;))+ 1 - —Uan) dx

|VZ,,’2 n
+ / PN

Comow,=0em Q\S,ez,=0em Q\ T,, obtemos

1 1
Ix(un) = Ix(v) + 5 ||Wn||H1(Q §||Zn“%41(§z) —L (2.9)

onde

14 T+ w, )9+ — ot
L = L/ W,fdx+/ a(x) <(U+W) ! —U"Wn> dx
2 ; s qg+1

N / bx) ((U+ w,)P1 -7 ﬁ%) N (2.10)

p+1

Assuma, por enquanto, que L < o(l)HWn||,241(Q). Como, por hipétese de contradigcdo, /x(u,) <

Ix(uy) e temos também que /5(v,) > Ix(uy), pois v, € M e Ix\(uy) = inf,enm In(v), logo

Ix(un) — Ix(vi) = Ix(up) — Ix(ux) + Ix(ux) — Ix(v,) < 0.

Portanto, da desigualdade (2.9), segue que

1 1 1
(5~ o) Il + o < il + 3l L <0 (211

Para n suficientemente grande, temos que w, = z, = 0, qtp €2, de onde seque que u, € M,
0 que é uma contradigdo, ja que uy € minimo de Iy em M e Iy (u,) < Ix(uy). Portanto uy é
minimo local de / em H(Q).

Vamos agora, mostrar que L < O(l)HWnH/—/l(Q) Lembramos que

14X T+ w,)otl — o+l
L = % . ngX—f—/ a(x)((u+wq)+l - —Uqwn> dx

n Sn
= p£1 _ ptl
+ / b(x) ((u+ ) - —U”Wn) dx
Sn

(2.12)

p+1
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Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < 6;(x) < 1, i = 1,2 tal que

(E + Wn)q+l _ ECH-l

qg+1

— 0w, = (U+ 01w,)w, — 7w, >0,

(U—f— Wn)p+1 _ UP+1

p+1

—uPw, = (U+ 6w,)’w, — 1w, > 0,

Portanto,

14X\ T+ w,)o+l — ot
L < L/ W,fdx—i-/ a(x) (@t wn) Ww, ) dx
2 Js, s q+1

N / b+ () <(U + )P T Upwn) N (2.13)

p+1

Observacdo 2.1 A principio, no termo que contém a, podiamos considerar apenas a*, mas
a parte a~ é essencial para controlarmos o termo que contém w2 em um certo conjunto que

ficara explicito mais adiante.

Vamos inicialmente, obter uma estimativa crucial para o nosso propdsito. Do lema 2.1,
temos que |[{x € A;u(x) < ux(x)}| =0, como
T +00 T 1
{x e Atlx) <un()} = [N {x e At(x) < un(x) + 7}|
_ _ 1
= limjsie [{x € A T(x) < un(x) + j}|

dado € > 0, existe 6 > 0, tal que [{x € A;U < uy + 0} < 5. Como u, — uy, fortemente em
L%(Q), existe n; € N, tal que, se n > n;, temos

/Q(un —uy)? <

6%

N ™

Por outro lado,
/(un—ux)2 > / (Up—tn)? > / 6% = 6%|{x € Q; u, > T > ux+6}|.
Q {xeQup>u>un+6} {x€Q;up>u>u)+06}
Portanto [{x € QN A; u, >T > uy +6}| < 5. Como,
Sh=A{x€Qu, >0} C{xeQu,>T>u\+0}U{xeQ,;u<u\+6}.

Temos que |S, N A| <€, de onde segue que |S, N A| = o(1).
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Agora vamos estimar o termo que contém b, pois o mesmo nao depende dos demais termos
em L. Como p=2*—1>1, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < 6»(x), 03(x) < 1, tal

que
(U—f— Wn)erl _ Up-i-l

p+1
Para alguma constante C > 0, temos que

— (U)Pw, = p(U + O3w,))P 10w

T p+1 _ p+1
/ b(x) <(“ )T — U (U)Pw,,) dx < C [ (T+ 8sw,)P *wldx
Sh p+1 Sn

Como em A = {x € Q; U > 0}, temos (T + 03w,)P"'w? < Cw? + CwP*!, segue que

/ (T + 63w,)P tw2dx < C/ w2dx + C/ wP T dx
SunA SunA

n

como || Wy || 410y — 0, pois u, — uy em H'(2), usando as ImersGes de Sobolev, p > 1, temos

que
/ wfHdx < o(1)[Wal2n e,

Sn

como |S,NAl=o0(1) e £ + X2 =1, onde N > 3, pela Desigualdade de Holder, temos

2 N-2

o n N
/ w2dx < (/ 1dx) (/ (w?)n=2 dX) < O(l)HWnH/al(Q)-
SnNA SnNA SpNA

De onde segue que

(T+ w,)Ptt —oPtt
/SmA b(x) ( o —uPw, ) dx < 0(1)||Wn‘|/241(9)-

Em B=Q\ A, temos (T + 63w,)""tw? < CwP'L, portanto

/ (T + 63w,)P tw2dx < C/ wPldx,
SiNB

n

como || Wyl ) — 0, pois u, — uy em H'(Q), usando as Imersdes de Sobolev, p > 1 e o

fato que ||wpl[p2(q) = o(1), obtemos

/ wPHdx < o(1)[Wall2n e,
S,NB

Assim

(T+ wy)Ptt =Pt
/5 b ( L — TPy ) dx < o(1)[WallZ e,
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Portanto

(T+ w,)PHt —oPtt
/ b(x)( ) —ww, ) dx < oDl ey

Os termos que contém a e w2, possuem uma dependéncia, conforme ja observado ante-
riormente. Precisamente, isso ocorre quando A > —1. Por isso vamos quebrar em dois caso,

o primeiro quando A > —1 e o segundo caso, naturalmente, quando A < —1.

Caso A > —1: Neste caso, primeiro vamos estimar os termos sobre o conjunto A. Como
2 4+ 0-2 — 1, onde N > 3, pela Desigualdade de Hélder, temos

N
2
A+1 A+1 N v
AT widx < AT (/ 1dx) (/ (WS)NN2dX>
2 Js,na 2 SunA SunA

2
CIS, A~ Wn||/2-/1(Q)

0(1)||Wn||/241(9)-

Observe que Q.+ C Ae B C Q\ Q.+, assim

U—w qg+1 __ UCH-l
/ a(x) (( ) +UC’W,,) dx <0
SAN(A\Q,+) q+1

ainda mais, 7 > 0 em Q0 e QFf C QO, entdo existe § > 0, tal que T(x) > 6, para todo

x € Qg+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediario, obtemos 0 < 0;(x), 84(x) < 1, tal

que

5 g+1 __ 159+1
/ a(x) ((U ) - + Uqwn> dx < / at(x) (T + 6,w,)? —T%) w,dx
SN+ qg+1 SN 1

= at(x)q(U + 046.w,)9 10, w2dx
SanQ, ¢

C 69 w2 dx

ShNQ+

C / wadx
SunA

2
CIS,n Al Wn||/2-/1(Q)

0(1)||Wn||/241(9)-

IA

IN

IA N

Jaem B=Q\ A, observe que =0, em B e B C Q,-. Agora definimos

B | 2a-(x) \™
“”‘{XEQa'W"(X)Z(<A+1><q+1>> }
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Nesse ponto é fundamental que A > —1. Como u, — uy, em HY(Q) e uy < T, em Q, temos
que w, = (U — u,)™ — 0 em HY(Q), logo |U,| — 0. Assim

A+1 A+1 A+1
— widx < —— w2dx + —— wadx.
2 Jsns \ 2 , SoA(B\Un) }s\nmunl
= % wiIwItdx + % w2dx.
Snﬂéé\(‘% N Snn (2.14)
< / — L witldx + —— w2 dx.
snm(B\un)( Cg+ 1 S0y
a(x
- mWﬁ'HdX + o(V)[[WallZ e

onde usamos para a segunda desigualdade, a definicdo de U, e para a terceira desigualdade,
a desigualdade de Holder e as imersdes de Sobolev. Como

U— w,)dtt —gatt a (x
—/ a(x) (( ) —I—Uan) dx = —/ LW,ﬁ’“dx,
S,NB qg+1 s, 4+ 1

pois u =0, em B C Q,-, temos que

A 1 u— w, g+1 _ j59+1
% w2 dx —/ a (x) <(u Wq)—i-l u +Uan) dx < 0(1)||Wn||%/1(§z)-
S,NB SaNB

Portanto, temos que se A > —1,

A+1 T—w,)"t -7t
ML e | a(x)(( Sile +qun) dx < o(1) | Wl agey.

Caso )\ < —1: Neste caso, temos que

A+1
2 2
5 w,dx <0 < o(1)[|wallin q)-
Sn
Ja para o termo que contém a, observe que ndao precisamos mais do termo onde a < 0, ja
que 0 mesmo era somente necessario para controlar o termo que contém w?2. Observe que

Qs CAe BCQ\QF, assim

U—w q+1 __ ECH-I
/ a(x) (( ) +Eqw,,) dx <0
SaN(A\Q,+) qg+1
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ainda mais, 7 > 0 em Q0 e QF C QO, entdo existe § > 0, tal que T(x) > 6, para todo
x € Q.+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediario, obtemos 0 < 6;(x), 64(x) < 1, tal

que

77— g+1 _ 759+1
/ a(x) ((U i) . U"Wn> dx < / at(x) (T + 6w,)? —T%) w,dx
) qg+1 S,NQ

= / at(x)q(T + 040.w,)? 10 w2 dx
SN0

IN

C 69 w2 dx

SaNQ,+

C w2dx
SanA

€152 N A Wl 0y
(1)”WNHH1(Q

IN

IA TN

Portanto, temos que se A < —1,

A+ 1 T—w q+1_Uq+1
| w2dx —/ a(x) (( ) + 0w, | dx < o(1)[|WallF o
S .

2 qg+1

Assim, independente do valor de X\, temos
L < o()IwallZn ).

De onde segue o resultado do Lema. [ ]

3 O Problema Modificado

Considere X < A\* e uy a solucdo dada pelo Lema 1.3. Considere agora, o problema

modificado

—Av = Av = a(x) ((ux+ v)T—uf) + b(x) ((un +v)P —uf) em Q

v>0 em €2 (NY)
ov
o = =0 em OS2

Observe que se v é solugdo do problema (NY), entdo u = uy + v resolve o problema (N,).

Defina
h(x, t) = a(x) ((ux +t7)7 = uf) + b(x) ((ux + t1)? — f)
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H(x,s) = /Sh(x,t)dt

0
Uy + 5+ qg+1 __ uqJFl
— 3 X) (( A ) A

g+1

+\p+1 p+1
(uy +sT)Prt —u
A —stub ).

—5+u§’) + b(x) ( T

O funcional energia associado ao problema (NY) é

1 1+ A
Ahv) = 5/ (IVv]>+ v?) dx — % vidx — / H(x, v)dx.
Q Q Q

Sem muita dificuldade, mostra-se que
+ Lo o
I(v) = Lo+ vT) = I(un) + §||V 17 (2.15)

Proposicdo 2.1 Assuma as hipéteses do Lema 2.2, entdo 0 é minimo local de Jy em H*(Q).

Demonstracdo: Conforme o Lema 2.2, uy € minimo local de /5 em H(Q). Portanto, existe
0 > 0, tal que
Ix(ux) < Ix(u), para todo [[uy — ullprq) < 0

Da identidade (2.15), temos que
1
In(0) =0 < I(ux +vF) = I(un) + EHW”%#(Q) = h(v)

para todo [|v|[piq) = l|ur — ullmi(q) < 8. Portanto, 0 é minimo local de J\ em H'(Q). [

Proposicao 2.2 Se Iy satisfaz (PS)cii,(uy). para algum c € R, entdo o funcional Jy satisfaz

a condicdo (PS)..

Demonstracao: Seja v, uma sequéncia (PS). para Jy, ¢ € R, ou seja,
Ivy) = c e h(v,) =0, em HY(Q).
onde H=(Q2) é o espaco dual de H*(Q2). De (2.15), temos
(K)o vo) = B+ v D™ + IV ey = IV oy
Portanto v, — 0, em H(2). Colocando u, = uy + v.", temos de (2.15)

Ix(un) — Ix(ux) + ¢
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(I5(un), ) = o) Bll 10y, ¥V & € HH(R).

Portanto u, € uma sequéncia (PS);,(u,)+c Para o funcional /5. Portanto, a menos de sub-
sequéncia, u, é convergente em H'(Q2), logo v, é convergente em H*(Q). [

4 Limitacdo das Sequéncias de Palais-Smale
Este resultado foi motivado por [6, 44].
Lema 2.3 Toda sequéncia (PS). é limitada em H'(Q), caso:
1. Qup =Q; ou
2. (Hy), (Hw) valem e X ¢ o(—A, H3(Qp0)).
Demonstragdo: De fato, considere u, € H*(Q2) uma sequéncia (PS)., ou seja,
Ix(uy,) = ¢, e [I'(u,) =0

a (ltima convergéncia em H~1(Q), o dual de H*(Q). De fato, podemos assumir que /x(u,) <

C e (I3(tn), up) = o(1)||tn]| 1), OU sE€ja,

1 2 1+>\ \2 1 +\g+1 1 +\p+1
Slenlfuy = 5> [ D= — [ abowi) ax—— [ boowrridx < c

e

nwﬁmy41+M/‘

QwﬁdeAJEWD“d%jéMMWD“dXZdDMww@-

Observe que (p + 1)/x(un) — (I5(un), tn) < C —o(1)||tnl| (). OU sEja,

p—1. 5 (P—1(A+XN) v, P4 ngt
THun”Hl(Q)_ 5 Q(Un) dX—m Qa(x)(un)q dx < C+o(1)|unll(a)-

Portanto,
il < € + o) tnll iy + C (Il + Nunll 2 gy )

De onde segue, pela imersdo de H1(Q2) em L91(Q), que

il gy < € + o) tnll iy + C (Il + Nenll ) - (2.16)
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Como g+ 1 < 2, basta mostrarmos que |[|u,||,2(q) € limitada, para obtermos que ||u,l|p(q) €
limitada.

De fato, suponha por contradi¢do, que a menos de subsequéncia, ||uy|| 2(q) —+ +oo. Defina

Vy . Dividindo a desigualdade (2.16) por ||un||f2(m, obtemos

= U
||UI7||L2(Q)

||Vn||/2—/1(§2) S ||Un||222(§2)k + ||Un||221(Q)O(1)||VnHHl(Q) + C (1 + “UnHZ;(lQ)HVanHT(lQ)) .

Como g < 1 e ||ty 2(q) = 400, obtemos que v, & limitada em H*($2). Portanto, a menos
de subsequéncia, podemos assumir que v,, converge fracamente para alguma v em H(Q),
converge fortemente para v em L*(2), para todo 1 < s < 2*. Em particular ||v[;2q) = 1. Por
outro lado, considere como (/3 (un), §) = o(1)[|@|| 41(q). dividindo essa equacdo por ||yl 2(q).

obtemos

oWl el@line = [ VviTodx+ [ vigdx—(143) [ g
Q Q

- ||U,7||Z2_(1§2)/Q(3(X)V,?¢dx— ||Un||‘Z2_(IQ)/;b(X)Vﬁ¢dX

Portanto |]unH‘Z§(1Q) /Q b(x)vP@dx é limitado, mas como |]u,,H‘Z§(1Q) — 400, temos que

/ b(x)vPpdx = lim inf/ b(x)vPpdx = 0.
Q n—+oo Jo
Caso (i): Se b > 0 qtp em €2, temos que v = 0, o que & uma contradi¢cdo, pois ||v|| 2(q) =

Caso (ii): Ja no caso de b mudar de sinal. Pela arbitrariedade de ¢ € H'(S2), obtemos
que v =0, qtp x € Q\ Q. Como Qe C Q, podemos considerar v € H}(Q0), considerando
que [[v|l2qq) = 1, temos tabém que v # 0 em 4. Por outro lado, para ¢ € CZ(Q0),
denotamos por ¢ a sua extensdo natural a ©, com ¢ = 0 em Q \ Qo e pelo fato que
(I\(tn), ®) = o(1) @]l (o), temos que

oWl Aell@line = [ VuiTodx—x [ wdx—lunlizt, [ aviodx
Qbo Q QO

b0 b

Como |[upl[12¢0) — 0 e g < 1, obtemos que

J

VVV¢dX—>\/ vodx =0, ¥V ¢ € C(Qp),

b0 2,0
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o que é uma contradicdo com a hipétese que A ¢ o(—A, H§(2p0)). Logo ||u,||2(q) € limitada,

consequentemente ||u, ||y (q) € limitada. n

5 Multiplicidade

Para os resultados dessa se¢do, noés utilizamos, principalmente, as ideias de [17, 29], mas
também de [16, 19, 21, 25, 39, 40, 45, 56].

5.1 Condicao de Palais-Smale

Nesta secdo utilizamos as ideias de Garcia-Azorero, Peral e Rossi ([29], Pg. 112). Consi-

dere
S = inf{ |Vul?dx, ue D1'2(RN);/ lu|? dx = 1}
RN RN

onde D'2(RM) é o espaco de Sobolev, obtido com o completamento de C°(R"), com a

norma ||ull prz@ny = Jew [Vul?dx. A constante S é atingida por

C
U(x) = —NH
(1+x2)2
com Cy = (N(N — 2))% Ainda mais,

—AU=U?"1 em RN

/ |VU|2dx:/ U2 dx = S%.
RN RN

Recordamos as definicbes

by = maxb(x) >0 e by = maxb(x).
x€Q x€0Q2

Lema 2.4 Assuma as hipoteses do Lema 2.3. Se u = 0 e u = uy sdo os (inicos pontos
criticos de I, entdo Iy satisfaz a condicdo (PS).,

1. Caso b,, > 0, para

s% s% }

c < c* = Iy(uy)+ min {
Nb,? 2Nb,?
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2. Caso b, <0, para

Demonstracdo: Para essa demonstracao, precisamos de algumas definicdes, enunciadas a

seqguir:

Definicdo 2.1 Seja Q um conjunto aberto em RN . Definimos Co(Q2) como o fecho de K(Q) =
{u € C(Q2);suppu é compacto em Q} em C(Q2) N L>(2) com respeito a norma uniforme.

Uma medida finita sobre Q2 é um funcional linear continuo sobre Co(2).
Agora, considere uma sequéncia u, € H(2), que satisfaz (PS)., isto &,
Ix(u,) = ¢, e I'(u,) =0

a Gltima convergéncia em H=1(2), o dual de H*(Q).

Sabemos do Lema 2.3, que u, é limitada em H*(Q2), portanto existe u € H*(2), a menos
de subsequéncia, o limite fraco da sequéncia u,. Ainda mais, pelo Principio de Concentracdo
de Compacidade de Lions, vide [39, 40], bem como [16, 19] existe um conjunto finito de
pontos {xx, k € K} C Q e nlimeros reais positivos {u; k € K} e {px; k € K}, tal que

(U, — u, fracamente em H'(Q)
u, — u, fortemente em L°(Q2), 1 <s<2*
V2 = dp > [Vul?+ ) by, em medida M(Q)

keK
|l — dp=[ul* + ) piby, em medida M(Q)

\ keK

onde M(£2) é o espaco das medidas finitas sobre 2. Ainda mais,

Lk > SpZ, se xx € 2 (2.17)
e
S 2
Kk = 2—;Pi*, se xx € 0S2. (2.18)
N

Vamos mostrar agora que ux < b(xx)px. Para isso vamos considerar uma familia de
funcdes concentrando em x,. Dado € > 0 suficientemente pequeno, considere ¢ € CgO(RN),
tal que

=1 x€B(xk), =0, x € Bo(x), |V| < %
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e Xx seja o Unico ponto singular contido no supp¢. Como a sequéncia u,¢ é limitada em
HY(Q2) e u, € uma sequéncia (PS)., temos que

(I'(un), unp) — 0.

Portanto,
/Q VUV ()t / bdx—(142) / (uF pdx— / 2()(uF) T pdx— / b()(ut Y ddx = o(1).

Como u? — dp em medida, obtemos que

/QVU,,V(und)) = —/Qu,2,<z>dx+(1+x)/Q(u,,+)2qf>dx+/Q a(x)(u,j)q“d;dx+/Q b(x)pdp+o(1).

Por outro lado,
Vu,V(Us®) = UV, Vo + [Vuu|*d

como, |Vu,|?> = du, em medida, temos

— _ 2 +32 +\qg+1
/QunVuanb = /Qun¢dx+(l+>\)/9(un) ¢dx+/ﬂa(x)(un)" ddx+

-I-/Qb(x)d)dp—/gd)du,—l—o(l).

(2.19)

Como u, é limitada em H*(Q) e converge para u em L2(Q), pela desigualdade de Holder,

< (/ ]Vunlzdx)2 : (/ u,2,|V(1)\2dx)2 <C (/ u2|Vd)\2dx)2.
Q Q Q

Considere Q¢ = Bae(x) N2, como 2 + =2 = 1 e |[Vp| < 2, temos pela desigualdade de

Holder, que

(fes) < ([ o)™ (] oo < (o) (] )

Como Q. C Bo.(xx), temos que

temos que

0< /u,,Vu,,Vd)dx
Q

| Bae(Xi) 12

0< < C||u||f2*me)€—2 — 0, quando € — 0.

/ u,Vu,Vodx
Q




35

De onde segue que
/ u,Vu,Vopdx — 0
Q

quando € — 0. Portanto de (2.19)

e—0

0= lim (—/ vpdx + (1 +>\)/(U,T)2¢dx+/ a(x)(u;r)"“d)dx—l—/ b(x)pdp — / d)du) .
Q Q Q Q Q
Como |supp ¢| — 0, quando € — 0, temos da identidade anterior, que

0= ll_% (/Q b(x)pdp — /Qd)du) .

Pela continuidade de b, quando € — 0, obtemos que

[ beovdn= [ (b(x>¢|u|2*+b<x>¢zpkéxk> dx — b )px

—/ odu < —/ <<IJ|VL/|2 +¢Zukéxk> dx — — k.
Q Q p

Consequentemente,
b(xk) ok > k- (2.20)

Observe aqui, que xx & Qp-.

Voltamos a prova que u, converge em H(). Pelo Lema de Brezis-Lieb, temos que

/Qb(x)(uf{)ydx:/Qb(x)(qu)z*dX-l—/Qb(x)(v,f)z*dx-l—o(l)

/!Vu,,|2dx:/]Vu|2dx+/|an]2dx+o(1),
Q Q Q

onde v, = u, — u. Como I(u,) = c+ o(1), temos que

1 2 2 1 A +32 1 g+1 1 +3\2% __
5 [ (vl + ) dx—2 [ =g [ abow™ =5 [ beou;)? = o).

e como u, — uem L°(Q2), para 1 < s < 2%, das identidades anteriores, temos que

Ix(u) + % /Q IV, [2dx — %/Qb(x)(vj)y =c+o(1). (2.21)
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Analogamente, como (/3 (u,), us) = o(1)||tnll 42 (e, temos que

L 0vu+ ey ax— @) [ @)= [ aawn™ = [ 6o = ol
e como /4(u) =0, temos que

[ 1vutax— [ o)

o(1).

(2.22)
De (2.21) e (2.22), obtemos que
1 2 1 2
ILh(u)+ = [ |Vva7dx — = [ |Vv,|7dx = c+ o(1).
2 Jo 2* Jo
Como 3 — = = +, segue que
1 2
/A(u)+N IVVv,|?dx = c+ o(1). (2.23)
Q
De (2.23), obtemos
1
I(u) + —/ |Vu, — Vul?dx = c + o(1).
N Jo
Como |Vu,|? = du > |Vul|?> + Zukéxk, temos que
K
1
I\(u) + N <c, VkeK. (2.24)

Agora precisamos mostrar que se u = 0 ou u = uy, entdo px = ux = 0 para todo k.

Caso 1: Suponha b,, > 0. Observe também, que de (2.20), temos b,k > Wk, S€ Xx € O

e bypx > Wi, se xx € 2. Agora, se ux > 0, temos que p, > 0, entdo para obtermos uma
contradicdo, é suficiente supor que p, > 0, para algum k.

De (2.20), temos que se xx € €2, temos bypx > ux € de (2.17), temos

2
=

2 2
e > Spp =S (ﬁ) .
b
2 2
Como 1 — 5x = 7y, temos




De onde segue que

(SR

S
b

Mok =

<

Analogamente, de (2.20), se xx € 0%, entdo bnpx > Uk € de (2.18), temos

S 2 S [ Kk
> 2 > — | ——
= 27Pk =53 (bm>

N

£3

N

=

Como 1— 2 = 2, temos

2 S
B 2 — 7=
28 by
De onde segue que
Sz
Uk 2 —x3
2bm2
Assim, de (2.24), seque
5% Q
1 772 Se Xi €
I(u) <c— s <c—4q "y,
225 se x; € 09
2Nb,,?
Portanto
[ s s
Ix(u) 4+ min =g v ¢ < C.
Nb,; 2Nbp’

Como /(uy) < 0, temos que se u =0 ou u = uy, entdo

| sz S5
Ix(uy) + min = v < C.
Nb,Z  2Nby7

O que é uma contradicdo, pois por hipdtese

[ s st
c < /)\(Ux)ﬁ—mln D N2 .
Nb,/ 2Nby

Portanto px = ux = 0, para todo k € K.

Logo, a menos de subsequéncia, u, converge em H(), de onde segue que Iy, satisfaz

(PS). para

z| vz

| S?
c < Ix(ux) + min = T (-
Nb,? 2Nby?

37
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Caso b, < 0:
No caso b, < 0, se x, € 992, temos de (2.20), que

bmpk > k.

N

S
Portanto ux = 0. Como de (2.18), ux > 2—2p,§*, temos também p, = 0.
N

2
Se xx € Q, temos de (2.17), ux > Sp?, e de (2.20), bypx > 1k, de onde segue que,
se px = 0, entdo u, = 0. Suponha entdo que p, > 0 para algum k, com x, € €2, entdo

2
bmpk > wk > Sp;;, portanto
S5
Yk = -

b

Assim de (2.24), temos
1
/ —ux < C.
au) + NPk S C

De onde segue que

S

S
Nb

/>\(LI>\)+ S C

=

-2

!

0 que é uma contradicao.
Portanto px = wx = 0, para todo kK € K. Logo, a menos de subsequéncia, u, converge

em H'(Q), de onde segue que /5, satisfaz (PS). para

Sz
c < /)\(U)\) + Y

5.2 Nivel de Energia

Para obtermos a segunda solugdo para (Ny), utilizaremos o Teorema do Passo da Mon-
tanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Os Teoremas a seguir sdo baseados nos resultados de [17],

veja também [21].

Teorema 2.3 Assuma que by < o7 bm. Sem perda de generalidade, suponha que 0 € 0X2 e
bm = b(0), suponha também que a(x) > ag > 0 em uma vizinhanca de 0 e H(0) > 0, onde

H(O) é a curvatura média do bordo de Q2 em 0 e que

|b(x) — b(0)| = o(|x|), para x proximo de 0. (2.25)
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Entdo para todo A < \*, com X\ & o(—A, H*(Qu)) ou b > 0 em Q, o problema (N, ) tem ao
menos duas solugoes.

Demonstracdo: Como nesse caso /y satisfaz (PS)., apenas abaixo de um certo nivel, con-

forme Lema 2.4, vamos obter um caminho com energia abaixo do nivel critico. Observe que
N—2 N—=2
N

by < Qﬁbm implica que b, >0, b, < 2by" e portanto

. S? Sz S%
min = T (= =g
Nb,Z 2Nb,? ONb,?

Por simplicidade assumimos que 0 € 002 e b,, = b(0). Para estimar o nivel de energia de /,

abaixo de ¢, onde /, satisfaz (PS)., nos usaremos a seguinte familia de funcdes

n-2
Chez

(@ x—yP)T

Ue:y

onde € > 0 e x,y € RY. Simplificamos a notacdo, usando apenas v, para denotar ue.q.

Precisamos concentrar essa familia de funcées em torno de 0. Para isso, seja ¢ €
C'(B,(0)), tal que ¢ = 1,B:(0), ¢ = 0,B,(0)°e 0 < ¢ < 1, onde r > 0 & tal que

a(x) > ap > 0, b(x) > by > 0 e |b(x) — byl = o(|x]), V x € B,(0) N Q, denotaremos
B, := B,(0).

Defina v, = ¢u.. Primeiro, vamos mostrar que

N

rrthaox Ix(ux + tve) < I(uyn) +

N=2

2N b,
para € > 0 suficientemente pequeno.

Temos as seguintes estimativas, conforme [17],

/ IV ue|2dx 2% — AyH(0)elogL + O(e) se N=3
i2 < 2% — AyH(0)e + O(€? log %) se N=4 (2.26)

7 <
(/ uf*dx) zi% — AyH(0)e + O(€?) se N>5
Q

onde Ay > 0 é uma constante dependendo de N. Temos também que

/ U2 dx = O(e")
BS N
2
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/ IVul?dx = O(e"2).
BS N

Portanto, v, satisfaz a mesma identidade (2.26), trocando v, por v.. Pela definicdo de Iy,

temos

A
In(uy +tve) = /|VU>\+?.LVV€|2O'X— —/(ux—i— tve)?dx
Q

- g a(x)(uy + tv.)? rdx — / b(x)(ux + tve)? dx

Cl+1

2

21/b_(x)(ux+tv€)2*dx

A
= %/ IVurl? + 2tVuaVve + [tV Ve *dx — —/ U3 4 2tunve + (tve)?dx
Q

- o3 a(x)(ux +tv) T dx +

— %/ () (un + tve)? dx

Para estimar /Iy(uy + tv.), t > 0, conforme [17], para @ > 2 e k € (1,0 — 1), podemos

encontrar C > 0, tal que

(s+ 1) >+t 4+ 0% 1t +0st%F — Cths® % vs t>0.

Usando esta de5|gualdade comf=p+1=2%el<k:=RN1<M2=2*_1 Observe

que 2* — k = m e portanto

2
— a(x)(uy + tv) " dx + — / b~ (x)u3 dx

Q+1

— 2*/b*(x)ux dx—/b*(x)uktvedx
o) Q

N 1
— %/ bt (x) <(tv€)2* + (2F)urtPvP — CuN 2v6 w2 > dx
Q

A
I(uy+tve) < l/ IVuy|? +2tVinVve + [tV v [2dx — —/ U3 4 2tunve + (tve)?dx
Q
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PoIS V., = @u,, e supp ¢ C supp b™. Assim

A 1 .
I(ux +tve) < AN dx——/ u3dx — —— a(x)ui’“dx——/ b(x)u3 dx
2 Jo g+1 2 o

+ fVUAVVEdX— t>\/ Uy Vedx — t/ a(x)uivedx — t/ b(x)u3 vedx
Q Q

+ t2/|Vve\ dx——/vdx

t qg+1 g+1
- [ )
Q

. N-1 N1
- %/ b*(x) ((tve)2 + (2%)urtPvP — Cuy™ ve’“) dx
Q

Conforme [44], temos a desigualdade,

(r + s)Q+1 _ rq+1
qg+1

—ris < C(q)s*t, ¥V r,s >0,

que juntamente com o fato, que uy € solucdo fraca de (N, ), obtemos que

t2 2
I(uy + tve) < /A(UA)—F?/ |Vv6|2dx—7/V3dX+th+l/ v+ dx

1 o N—1 N+1 &
— g/ b (x) | (tve)® + 2 untPvP — Cuf v 2 | dx.
Q

Como
N2(g+1) N2 (q+1)
/ vitldx < C/ Lz dx+C/ € ux
o = 5 e(N=2)(g+1) B,\B. |x|(N=2)(a+1)
< CeTETT 4 et / pI=MHdp,
€
Temos que
(-2)(-g)+4 N-2(g11) 2
Ce 2 + Cez Wati), se q 7é T
/ vitldx < N2 2
Q Ce" 5 4 Ce" D) 4 Ce"F @) | Ing|, se g = N5
Logo

2
/ idx < | o) seN =20 (2.27)
Q o(e2), se3<N<5H
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Analogamente,

=2
T
A

A
Aa

N-2 D
N+1 € 2
/ Wdx < / BN
Q . (€2+IXI)
N

S CfBe ENFT dX+ CfB \Be |X|N+1 dX (228)
< Ce +C€ > f p_2dp
< Ce'7.
e
N+2
E% N—2
/vfdx < C/ —N_Q)
’ ' (62 + ‘X’ ) N+2
< CfB Ee’\/‘Q*'2 dx + CfB \Be |X|/\/+2dX (229)
< Ce'T +Cer f,O_3dp
< Ce's
ainda mais,
2\
/Vde < c/ e
Q ; (€2+ |x[2)=
< CfB 52(/\/ 2) dx + CfB \Be ‘X|2/\(IN22)C/
< Ce2+ CeN2 [T p~N*3dp
Portanto
Ce? + CeMN=2, se N>5
/ vZdx < { Ce2 4 Ce?|Ine?|, se N=4 (2.30)
? Ce? + Ce, se N=3

Para N > 5, considere

I\J\w

¢(t):=C <t262 FtPe'T 4 thze T+ tIte

)

De (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30), para algum C > 0, podemos escrever

Ix(ux + te) < Ix(un) + Pe(t)

onde

P o
Ye(t) ::%/lemzdx—;—*/Qb(x)vf*dx—l—&(t).

Portanto, como v, = 0, quando b(x) < 0, temos que / b(x)v? dx > 0, entdo
Q

I € ) li € -
ST YA <0 e i weln) =0
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Como YL(t) > 0, para t > 0 proximo de 0, existe t, > 0, tal que, maxy>o Ye(t) = Pe(te).
Como /x(uy) < 0, temos que

max [y (ux + tve) < I(tn) + Be(te) < Pe(te)

Vamos mostrar que existe 0 < T; < t. < T,, para todo € > 0, suficientemente pequeno.

Como
'l/)é(te) =0,
temos que
te/ |Vv€|2dx—tf/ b(x)v? < 0.
Q Q
Portanto,

/]Vve|2dx /\Vvelzdx
Q Z C Q

/ bOV /
Q Q

para € > 0 pequeno. Portanto existe 0 < 77 < t., V € > 0, suficientemente pequeno.

tPt >

>C >0,

Suponha agora, por contradi¢do, que exista t.,, — +oo, quando €, — 0. Como ¥.(t.) =0,

temos que

0 = ten/|Vv€n|2dx—tfn/b(x)v3:
Q Q

N-1

N=2 _3 3
+ C <2t€ne§ +pth e, + 5t Cen” +(q+ l)t;"ne,%) :
Portanto,

/b(x)vfn* = teln”/ Vv, |2dx
Q Q

+ C <2t€1n‘pe% + pte‘nle% + M2 e 4+ (g + 1)1‘37_‘)6%) .

Como b(x) > g, no supp v, para algum dg > 0, temos que o lado esquerdo da identidade
acima é limitada inferiormente por uma constante positiva que independe de €,, ja o lado
direito da identidade converge pra zero, quando €, — 0 e assim obtemos uma contradicao.

Portanto, existe 0 < T; < t. < T,, para € > 0 suficientemente pequeno.



44

Como |b(x) — b(0)| = o(|x]), para x € B,, entdo |b(x) — b(0)| = o(1)|x|, portanto

/(b(x) —by)vZdx < o(1) | |x|vZdx
Q

B,

o(1) / Ix|vZ dx + O(e")
Br

IN

~ o(1) / ey|vZ (ey)eMdy + O(")
Br

€

. v N
= O(l)e/sr —(1+|y|2)Ndy+O(€ )

€ +OO
< o(l)e <C + C/ r‘2N+1r’V_1dr> + O(eM)

o

= o(e).
Logo
/b(x)vf*dx:/bmvf*dx-l-o(e).
Q Q
Assim
I(ux+tve) < I(uy) + "Pe(t)
< I(un) + /]Vve| dx — = /b vZdx + o(e) + £.(t)
. _ A
Considere A, B > 0, temos que maxt>o{ —A— —B} se realiza com t = (E
assim , , \
t % 1 A2
Tf?{zA_ 2*8} NB%
Portanto




Logo,

I(ux +tve) < Ix(un) +¢e(f)
2
< h(uy) + /|Vv5| dx—26 /b vZdx + o(e) + £.(t)

(/ |vVeyde>
(/Qb v2*dx)

A

IN

/A(UA (] +O( )"—Ee(t)

Como &.(t.) = o(e€), temos que

(/ |Vv€|2dx>
Q

/>\(U>\+tV€) S /A(U)\)—i—— N72+O(€)

N . =
(bm/ V2 dx)
Q
(/ !Vv€|2dx>
Q

1
I(uy +tve) < I(un) + —5= 2 + o(e)

Portanto

De (2.26), temos

/|Vv€]2dx
o

— < — — AyH(0)e + O(€?) se N >5.

. N 2N
(/ v2 dx)
Q

Portanto

oz

1 S
/A(U)\ + tVe) < /A(U)\) + N2 <2—2 - ANH(O)E + O(E)) + O(E).
Nb,? N

Para algum C > 0, temos

N

S2 N
/A(U)\ —+ tVe) S />\(U>\) —+ E— T (1 —Ce + O(E))2 + O(E)
2Nb,y?

45
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Tomando ¢ suficientemente pequeno, obtemos que

N

S>
MaX¢>o /)\(UA —+ tVE) < />\(U>\) —+ = - (231)
2Nb,;?

Para o caso N = 4, temos

I(ux +tve) = L(un) + /]Vv6| dx— /v2dx+
Uy + tve)‘f’+1 uqul
_ q+1/ +()< ot A —tuive | dx+
(ux + tv )Pt — ot
Y N (ST GET SR P

Da desigualdade, conforme [45],

(r -+ S)'D+1 _ rP+1
p+1

—rPs > PP 4 C(p)rP™1s? VY r,s >0
Obtemos a seguinte estimativa

t? ) 22 )
I(uy+tve) < Ix(uy) + — |Vv6| dx — - | v dx
Q
1
- > b+(x) ((tvs)2 + Cuf 1 ?V2) dx.

Portanto, ,
t

In(ux +tve) < Ih(uy) + E/ |V Ve|?dx + t2O(€?| log €?|)

t2

2%

bJr (x)v? dx

Como / b (x)v? dx > 0 temos que
Q
lim /y(uy + tve) = —oc0.
t——+o0

Entdo existe t. > 0, que realiza o maximo do lado direito da desigualdade anterior. De forma
analoga a prova feita no caso N > 5, mostra-se que existe 0 < T; < t. < T,, para todo

€ > 0, suficientemente pequeno.
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Portanto,

%

t2 t .
In(uy + tve) < /A(ux)—%é/wve!zdx—?/bmvf dx + O(€?|log €?|).
0 Q

*

De onde se conclui que

</ |Vv€\2dx)
0

= + O(€?|log €|).
(/ bmvf*dx>
Q

1
IL(ux+tve) < I(un)+ N

De (2.26), segue que

N
maxeso Ia(tx + tve) < Ia(un) + —a=.
2Nb,2
para € > 0, suficientemente pequeno.
Para o caso N = 3, segue de maneira idéntica ao caso N = 4.
Vamos agora obter a segunda solu¢do. Fixado € > 0, tal que (2.31) acontece, como

lim I (uy + tve) = —o0,
t—+o00

de (2.15), seque que Jy(tv.) — —oo, quando t — +oo. Da Proposicdo 2.1, 0 € minimo local
de Jy em H(Q), portanto existe r > 0 tal que J(u) > J(0) = 0, para todo u € H(Q),

com ||ul|pq) < r. Entdo existe wy = tove € H*(2), com [[wa|pi(q) > r tal que Jy(wy) < 0.

Suponha que 0 é o Gnico ponto critico de Jy, entdo da Proposicao 2.2 e 2.4, Jy satisfaz

(PS)., para
| { s¥  s% }
c < min —, — .
2b,;  2Nbn?
Defina
M=T={yeC([0,1]; H(Q));7(0) = 0,7(1) = wx}
e

= inf J .
& = inf max NGI(©)
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Da Proposicdo 2.1, temos que ¢, > 0 e J5(0B,(0)) > 0. De 2.31 e de (2.15), temos que

. { st s% }
Gy < min = I (-
2b,F  2Nb,?

Como max{J,(0), /(wy)}| <0, temos as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, vide

Corolario 5.11, em [35], que nos d& um ponto critico ndo-trivial v para o problema modificado,

0 que é uma contradicao. Assim existe um ponto critico ndo-trivial vy de Jy, é claro que v,

é ndo-negativa, portanto u = uy + v5 € uma segunda solucdo do problema (Ny). ]

Teorema 2.4 Assuma para N > 6, que 0 < X < X*, epara3 < N <5, que A < \*, ainda
mais by, > pYe b, onde by = b(xp) e a(x) > ag > 0 em uma vizinhanca de x,,. Suponha
também que

|b(x) — b(xm)| = o(|x — XM’¥), para x proximo de Xp. (2.32)

Entdose X ¢ o(—A, H*(Q4)) ou b > 0 em 2, o problema (Ny) tem ao menos duas solugées.

N-—2
Demonstracdo: Observe que, se b,, > 0, entdo a hipétese by, > Py by implica que b,; >

. { S S5 } S
min =X N2 ( —
Nb,?  2Nby Nb

Logo, o nivel critico € o mesmo do caso onde b, < 0,

N—2
2b,? e portanto

N[z

=| Nz

=

2

=

S%
C* = /)\(UA) + N5 -

Nb,?

Para estimar o nivel de energia de /, abaixo de ¢, onde /, satisfaz (PS)., nés usaremos

a seguinte familia de funcdes

ondee >0ex,y € RN
Precisamos concentrar essa familia de funcdes em x;, assim seja ¢ € C*(Bs(xy)), tal que
¢=1Bs(xm), ¢ =0,Bs(xm) e 0<¢ <1, ondes >0 étal que a(x) > ao, b(x) > by >0
e |b(x) — bu| = o(|x — xu| "2 ), ¥ x € By(xm) C S, denotaremos Bs := By(xu).
Simplificamos a nota¢do, usando apenas v, para denotar u.,,,. Defina v. = ¢u.. Vamos

mostrar que
N

Sy
max Ix(ux + tve) < I(un) + %
20 Nb,;
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para € > 0 suficientemente pequeno.

Suponha 3 < N < 5. Procedemos como na prova do Teorema 2.3. Para estimar /5 (uy +
tve), considere 6 > 2 e k € (1,0 — 1), podemos encontrar C > 0, tal que

(s+ 1) >s% + 19 4+ 0591t +0s5t%"1 — Cths® % Vs t>0.

Usando esta desigualdade com 6 = 2% el < k = 31 < $55 = 2" — 1. Observe que

=
2=

2F — k= , portanto

1 A
I(uy + tv,) = 5/ \Vux-i—thE]zdx—E/(ux—i-tve)zdx
)

Q
1 1 .
— —— [ a(x)(un + tv.)? tdx — —/ b(x)(ux + tve)* dx
§/+1 2* Ja \
— 2/ IVun|? +2tVin Vv, + \the\de—E/u§+2tuxve+(tv€)2dx
Q Q
1 1 .
- — a(x)(uAthve)"“der—/ b~ (x)(ux + tve)* dx
Ci+1 Q 2* Ja
— —/ bT(x)(ux + tve)* dx
2* Jq

de onde segue que,

1 A
In(uy +tve) < 5/ IVuy|? + 2tVinVve + [tV v [2dx — 5/ U3 4 2tunve + (tve)?dx
Q Q
1 1 .
- — tve)9ttd —/ b~ (x)u3 d
| Qa(x)(ux—l— Ve) X+ > | (x)us dx

1 *
— —*/b+(x)u§ dx—/b*(x)uxtvedx
2" Jg Q

L[ pr >y (o B
- o b (x) | (tve)® + (2)uatPvP — Cul 2 (tve) V=2 | dx
Q
pois Ve = @ue, e supp ¢ C supp bT. Assim

1 A 1 .
I(uy + tve) < 5/ ]Vuxl2dx—§/9u§dx—m Qa(x)ui’ﬂdx—;/gb(x)ui dx

+ /QVUAVVEC/X— t>\/ UnVedXx — t/ a(x)usvedx — t/ b(x)uf vedx
Q

Q
t . g+1 _ ,,q+1
+ /|Vve| dx— /v dx—/a(x) ((UA—F ‘;)+1 S tuﬂv€> dx

N-1 1 N+1

-y [ re (<tve>2*+<2 JuntPvp — CHict e‘2>dx
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Usando a desigualdade,

(r —+ S)Q+1 _ qurl

o —ris < C(q)s*t, Vr,s>0

e o fato que wuy € solucdo fraca de (N,), obtemos que

t? 2\
I(ux +tve) < /A(UA)—FE/ ]VV€|2C/X—7/ Vezdx_|_(:tq+1/v€q+1dx
Q Q
1 + 2 * L =
T bT(x) | (tve)® + (2")untPvP — Ctv=2u) " uf dx
Q

Sem muitas dificuldades, veja [17, 45], obtemos as seguintes estimativas

/ Ly < { o(e?), se N>6
o ¢ N

o(e'z), se3<N<5,
Nt1 _
/v€N+2dx§C€N21,
Q

N—2
/ vPdx < Ce 7.
Q

e
Ce? 4+ CeN—2, se N>5
/vfdxg Ce?+ Ce?|Ine?|, se N=4
. Ce? + Ce, se N = 3.

Usando essas desigualdades acima, obtemos

-2

t2 _
In(uy + tve) < lx(ux)—i—a/|VV€|2dX—|—Ct20(eN2)—1—Ct"+1o(eNz2)
Q

t2* . _ _
- bH(x)vZ dx — CtPe 2 + Ctize = .
Q

Como / b (x)v? dx > 0 temos que
Q

lim /y(uy + tve) = —c0.
t—+o00

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Entdo existe t, > 0, que realiza o maximo do lado direito em (2.37). De forma anéaloga

a prova feita no Teorema 2.3, mostra-se que existe 0 < T; < t. < T,, para todo € > 0,

suficientemente pequeno.
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Como |b(x) = b(xu)| = o(|x — xm|""), para x € Bs, entdo |b(x) — b(xu)| = o(1)|x —

N-2
Xu| 2, portanto

/(b(x) —by)vZdx < o(1) [ |x—xul'T v¥dx
Q

Bs

< o(1) Ix — xu| = v¥ dx + O(eV)
Bs (xm)

= o) [ eyl (e)edy + O(e)

Bs (0
€

N-2
— o(1)eF _ = N
o(1)e"s /52(0) ey O

400
< o(l)e'z (C + C/ rydr) + O(eM)
= o(e'2).

Portanto
/ (b(x) — by) vZ dx = o(e'2 ). (2.38)
Q

Assim temos

t2 t2* . -~ _ _
L(ux+tve) < Ih(uy) + 5/ IV ve[2dx — 2—/ byvZ dx —Ce'z +Cez +o(e2)
Q Q

Portanto

N
2

1 / IV ve|?dx)
N=2 N=2
oy +tve) < h(u) +—22 i +ole=) —Ce>. (2.39)

N *
buyvZ dx
Q

De [13], temos
/ IVve]?dx = S2 + O(e"?) e / v2'dx = S7 4+ O(e)
Q Q

juntamente com (2.39), segue que

maxeso Ia(Ux + tve) < h(uy) + 2=

para €, suficientemente pequeno.
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Para o caso N > 6. Das desigualdades, conforme [45],

(r + S)Q‘f‘l _ rCH-l

) —ris < C(q)s*t, ¥ r,s>0

(r + s)PHl — ppel
p+1
Obtemos a seguinte estimativa

—rPs > PP L C(p)rP™1s? YV r,s >0

t? 2
I(uy +tve) < />\(U>\)+§/ !Vv€|2dx——/ vfdx—l—thH/ vatldx
Q o)
1
- > bt (x) ((tve)® + Cuy ' t2v2) dx.
Q

Por hipétese, A > 0, portanto existe C > 0, tal que

I(uy+tve) < I(un)+ ’;—2 (/ |Vve|?dx — C/ vfdx) + t9%1o(€?)
Q Q

b (x)v2 dx
Q

Como / bT(x)v? dx > 0 temos que
Q
lim /y(uy + tve) = —c0.
t——+o0

Entdo existe t. > 0, que realiza o maximo do lado direito da desigualdade anterior. De forma
analoga a prova feita no Teorema 2.3, mostra-se que existe 0 < T; < t. < T,, para todo

€ > 0, suficientemente pequeno.

Da estimativa (2.38), temos

I(ux +tve) < Iz(uyn) +%2 </ IVve2dx — C/ vfdx) — %/ buyvZ dx + o(€?).
Q Q Q

Portanto

(/ IVve|?dx — C /|v€| dx)
(/ bv2 dx) -

IN(ux +tve) < Ix(un) N + o(€?).
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De onde segue, vide [45], que

N
max:>o I(Ux + tve) < I(ux) + 5@.

Nb,,

para € > 0, suficientemente pequeno.
Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha, basta seguir como na prova do Teorema
2.3. [ |

Demonstracdo do Teorema 2.2: A prova segue dos Teoremas 2.3 e 2.4. [ |
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Capitulo 3

Multiplicidade de Solucoes para o caso
N=2

1 Introducdo

Neste capitulo vamos obter um resultado de multiplicidade de solugdes para um problema
critico em R2, caso particular do problema (My) para N = 2, com f(x,s) = b(x)h(s)es’.
Mais precisamente, temos por objetivo estudar a multiplicidade de solucao para seguinte classe
de problemas elipticos parametrizados, com condicdo de Neumann homogénea no bordo de
Q

—Au—Au = a(x)u? + b(x)h(u)e*” em Q,

u>0 em €2, (P)
g—;’,:O em 09,

onde © é um dominio limitado com bordo suave em R?, 1 & o vetor normal unitario

apontando para fora do bordo de €2, A € R é um pardmetro, 0 < g < 1, ag > 0 € um nlimero

real fixado, a, b € C7(Q2), para algum 0 <y < 1.

(H) As seguintes hipoteses sobre h serdo consideradas:
(a) h é localmente Holder continua sobre R;
(b) h(s) >0, paras >0e h(s) =0, paras <0;
(c) W(s) >0, Vs>0;

(d) limsup his)

s—0 S
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h
(e) lim im‘ﬁ > 0;
S——+oo S
h
(f) lim supﬂzo, para algum p > 1.
s—4o00 SP

/

h
(g) limsup (S)—O, para algum 7 > 0.

5—0 sT

Essas hipdteses aparecem no trabalho de Prashanth e Sreenadh ([47], Pg. 1247) e também
no trabalho de Figueiredo, Do O e Ruf ([27], Pg. 466), exceto a hipétese (g) que é neces-

saria para mostrarmos que a primeira solucao é um minimo local. Exemplos de funcdes que
p+2

,comp>1.
1 P

satisfazem essas hipdteses sdo: h(s) = sP, h(s) = s + 2aq
Primeiro, vamos ver o que entendemos por crescimento critico em R?.
Definicdao 3.1 Dizemos que a fungdo g tem crescimento TM-critico (resp. TM-subcritico),

se existe By > 0 (resp. Bo = 0), tal que

(Cﬁo)

5—00 6652

i lg(x,s)| 0 VB>po, uniformemente em 2
im ——= = _
+oo VB < By, uniformemente em <2

Como no Capitulo 1, considere os seguintes conjuntos relativos ao coeficiente a:
Qo ={xeQalx)>0}; Qr ={xeQalx)<0} e Q=int{xeQ;a(x)>0};
e definimos, de forma analoga, os seguintes conjuntos relativos a b:

Qf ={xeQ;b(x) >0}, Q,={xeQbx)<0} e Q={xeQbx)>0}; e

Qpo = Q\ {x € Q; b(x) #0}.
Consideremos aqui, as seguintes hipoteses sobre a e b:
(Ha+) O conjunto QF é ndo-vazio.
(H,+) Assuma (H,+) e que Q & ndo-vazio.

(H%) Q% = UfU;, k < 400, U; componente conexa, U; com bordo suave C? e U, N QF #
0, Vi=1,.. k.

(Hp+) O conjunto 2} é ndo-vazio.

(Hp+) Assuma (Hp+) e que o conjunto £2, € ndo-vazio, e ainda mais, Q_ZDQ_; = 0.
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(Hab) O conjunto QF N Q) é ndo-vazio.
(Hy) O conjunto €4 tem bordo suave C2.

Considerando as desigualdades de Trudinger-Moser (conforme [3]), temos que
e LY(Q), YV ue HYQ), VB> 0.
e existe C > 0, tal que

sup / Pl dx < C, VB < 2m ue HY(Q).
1Ja

”U”HI(Q)S

Observe que u = 0 é solucdo do nosso problema, mas estamos interessados em solucoes
fracas ndo-triviais u € H*(Q2), para o problema (F), isto é, u > 0 tal que

/Vqudx—A/ uvdX:/a(X)u"vdx—l—/ b(x)h(u)e™* vdx, ¥ v e H'(S).
Q Q Q Q

Naturalmente, u sera ponto critico do funcional energia I : H*(Q) — R, dado por

Ih(u) = %/Q(|Vu|2 + u?) dx—1 —; A /Q(u+)2dx— /Qa(><)(u+)"“dx—/Q b(x)G(u)dx,

g+1

onde G(s) = [ h(t)e* dt.
Como h satisfaz o crescimento TM-subcritico (¢,), com By = 0, temos das desigualdades

de Trudinger-Moser que /y estd bem definido em H(€2), ainda mais I é C!, veja os trabalhos
de Freitas ([28], Pg. 19), Rabinowitz [49](Apéndice B) e Berestycki e Lions[10](Apéndice).

Neste capitulo, assumiremos a seguinte hipotese do tipo Ambrosetti-Rabinowitz, que apa-
rece no trabalho de Padua, Silva e Soares ([46], Pg. 1092).

(G) Para todo 6 > 2, existe R(0) > 0, tal que

0 < 6G(s) < sh(s)e**", V s > R(H).

Sob a hipétese (H), temos que toda solugdo fraca uy € HY(Q) € uma solugdo classica
uy € C>7(Q), para algum « € (0,1), veja Apéndice A. Ainda mais, sob a hipétese (H?),
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temos do Lema 1.1, que as solucdes de (P}), ndo-triviais em Q0, sdo positivas em Q0. Isto

nos motiva a considerar o problema

—Au—u=a(x)u? 4+ b(x)h(u)e®* em Q

u>0 em QO (P)
g—;:O em 052

Assim podemos enunciar os teoremas abaixo. No Teorema 3.1, temos um resultado de
existéncia e ndo-existéncia de solucdo, uma consequéncia do resultado central do Capitulo 1,

Teorema 3.1 [Existéncia e Ndo-Existéncia] Assuma (H,+), (H9) e (H), entdo existe \* €

(—o0, +o0], tal que:

1. Para todo A\ < \* o problema (Py) possui ao menos uma solugcdo, com energia negativa.
2. Assuma (H,p). Entdo

(a) \* < 400 e ainda mais o problema (Py) ndo possui solugcdo, para A > \*.

(b) Assuma que b >0, em Q, (G) e / a(x)dx < 0. Entdo o problema (P\) admite

Q
ao menos uma solucdo para A\ = \*.

Ja no Teorema 3.2, temos um resultado de multiplicidade de solucdes

Teorema 3.2 [Multiplicidade] Assuma (H,+), (H3), b > 0, (H) e (G), suponha que exista
Xo € 0%, tal que a > ag > 0, b > by > 0, ux > ry > 0, numa bola Br(x) N2, entdo para
X\* dado no Teorema 3.1, se \* < 0 ou b > 0 em Q, o problema (Py) possui ao menos duas

solucdes para todo A < A\*.

O Teorema 3.1, a menos do item (2.b), é consequéncia do Teorema 1.1, os detalhes
apresentamos a seguir. Ja a demonstracao do Teorema 3.2, sera feita mais adiante, como
consequéncia de uma sequéncia de resultados que iremos estabelecer posteriormente a de-
monstracao do Teorema 3.1.

Demonstracido do Teorema 3.1: Este Teorema é uma consequéncia do Teorema 1.1, do
Capitulo 1, para isso basta tomar f(x, t) = b(x)h(t)e*t, como b € C¥(Q), de (H) temos
que (H}) é verificada. Observe que de (H.d), existe ¢, to > 0, tal que f(x,t) < cot, para
0 < t < ty, de onde seqgue que (H?) é verificada. Observe que de (Ha) e (H.b), podemos
tomar uma bola B C QY, tal que f(x,t) > 0 em B, assim utilizando os itens (1) e (2) do
Teorema 1.1, obtemos (1) e (2.a). Ja para obtermos (2.b), observe que b > 0, em Q e (G),
nos da (H2), juntamente com (H) nos fornece Q = Q e f(x, s) > 0, logo de (3), no Teorema
1.1 temos (2.b). [
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2 A Primeira Solucao € um Minimo Local
Lema 3.1 Assuma (H,+), (H2), X < X*, 0 < uy < T := u,, onde uy é solucdo do problema

(P\) e u, é solucdo do problema (P,), com A < u < X*. Entdo uy, < U em A, onde
A:={xeQu>0}

Demonstracdo: Seja v =1u— uy > 0 em . Como uy € solugdo do problema (Py) e U = uj,

¢ solugdo do problema F,, com A < u < A*, temos

Av = Au-— ALIA
= —ul — a(x)T — b(x)h(T@)e™™ + Aux + a(x)ud 4+ b(x)h(uy)e*:

= (—u+Nu—XT—u) —a(x) (?::’5) (U — un)+
B b(X) (h(U)e%L;: Z(UQ@O@U%) (U— u>\) (3.1)
< —Av+a(x) <U_uq__:;>\) v+ b (x) (h(U)eaouU: Z}(\UA)GO{OUA) v
< m(x)v
onde
A +a(x) (U;__:&) + b7 (x) (h(n)eaouH: Z(UX)e%l&) ,se A< 0
m(X) = 779 q " ) pOo T a>(\)u2
a-(x>(‘i__f)+b—<x)<h(“)e e ) seAz0

Observe que m esta bem definida em A, mesmo possivelmente, onde 7 = uy,. Suponha que
v(xg) = 0, para algum x; € A. Caso xp € , entdo existe uma bola B; com centro em
Xo, com By C ANQ. Como em By, U é limitada uniformemente por baixo, temos que m é
uniformemente limitada em B;. Entdo, pelo principio do Maximo de Vazquez, veja ([54], Pg.

192), v =0, em By, logo U = uy em B;. Entretanto, como
—AT — pT = a(x)T? + b(x)h(@)e™™ e — Aup — Auy = a(x)ud + b(x)h(uy)e

temos
(u—XN)u=0, qtpem By,

0 que é uma contradicdo pois 4 > A e U > 0 em B;. No caso de x5 € 02, como A é

relativamente aberto em Q, existe uma bola B> com centro em xp, tal que B, N Q C A.
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Como o bordo de Q é suave, o vetor normal exterior a B, N Q em x, é igual ao vetor normal

exterior a Q em xp. Aplicando o Lema de Hopf, veja Evans ([22], Pg. 330), para v > 0 em
— ov _ .
Xo € 0(B2 N ), temos que 8_?7(X0) > 0, no entanto isso é uma contradicdo, com o fato que

Ouy ou
an —— (%) = —(Xo) 0. u

Lema 3.2 Assuma (H,+), (H3), A < X* e que uy uma solugcdo de (Py), tal que 0 < uy <
U = u,, onde u, é a solugdo do problema (P,), para algum X\ < p < X*, ainda mais que
Ix(un) = infuem Ih(u), onde M = {u € H'(Q);0 < u <1, gtp x € Q}. Entdo uy é minimo

local do funcional energia I em H().

Demonstracdo: Suponha, por contradicdo, que exista u, € H*(Q), tal que u, — uy em
HY(Q), com Ix(u,) < Ixh(uy) < 0.
Defina v, = max{0, min{u,, u}}, w, = (u, — )" = max{u, — 1,0} >0e z,=(—u,)" =

max{—u,, 0} > 0. Observe que
0<v,<1, logov,eM

e uy(x) >1u(x) >0, qtp x € supp(w,), logo z,(x) =0, qtp x € supp(w,), assim temos que
| supp(w,) Nsupp(z,)| = 0. Além disso, temos que

1. Se u,(x) > U(x), entdo v,(x) = T(x), wy(x) = u,(x) —U(x) e z,(x) =0;
2. Se uy(x) <0, entdo v,(x) =0, wy(x) =0 e z,(x) = —up(x); e
3. Se 0 < u,(x) < U(x), entdo v,(x) = uy(x), wy(x) =0 e z,(x) = 0.

Portanto em qualquer um dos casos, temos que u, = v, + w,, — z, em 2. Considere
Ry, ={x€ ;0 <uy(x) <u(x)}, S,=supp(w,)e T,=-supp(z,).

A partir das definicdes anteriores, podemos reescrever /5 (u,) da seguinte forma,

w) = [ (G090 ) - w2 - 225 (u*)ﬁl—b(x)@(u») dx
= [ (307uk+ i) - 1”<n>2—j(j)1< D = 006 (w,) ) o -
" 3.2

b [ (G004 ) - R = 2 - 06 (w,) ) o

b [ (Bvenr e - 1“( e - q(+)1<+>q+l ()G (wn) ) dx
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1. Se x € S, temos u,(x) = U(x) + w,y(x) > 0;

2. Se x € T, temos u,(x) = —z,(x) < 0; e

3. Se x € R, temos u,(x) = v,(x) >0,

temos,

/x(Un)

Ix(va)

14+ A

1
Y (|V(U+ Wn)|2 + (U+ Wn)2>dX - T 5 (U+ Wn)de
2 Sh 2 Sn
1
—— | a(x)(u+ Wn)q+1dX—/ b(x)G(u + w,)dx
q+1 Sy Sh (33)
1 2, 2 1 2, .2 1+ A 2 '
— | (IV@)I"+2z))dx+ = | (IVVa|"+ v;)dx — —— vodx
2 )7, 2 Jr, 2 R,
1
— axv,f“dx—/bvandx.
o1 ) 20 | b0)G(v)
Como, v, =uem S,ev,=0em T, temos
1 5 5 I+X 5, a(x) g1
/9(2(|an| +v7) 5 Vn q+1vn b(x)G(v,) | dx
Lo po 14X, alx) o, -
/n <2|Vu] u 5 U q+1u b(x)G (1) | dx (3.4)

1 14+ X
/ (EIVV,,\2 + v — J2r V2 — ;$<)1 vatt — b(x)G(vn)) dx.

Assim de (3.3) e (3.4), obtemos que

Ix(un)

Ix(Va)

V(@ + wa)? — VTP (T + wn)> — T
;n(g + ) ((Ui Wn)? — U2)>+<3(X) ((23+ W, )q>+jx 7) d
n g X (3.5)

2 g+1
b(x) (G(u + w,) — G(U)) dx

Sn

! / (IV(2)P + (2)%) dx

Th
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e portanto,

/)\(Lln) = /A(Vn)

2 2 2
+ / (VUVW,,—%—’V‘;/”' +UW,,+%—(1+>\) <UWn+%>)dx

A GG ) - ) 0 (G(3 + ) — G ) o

|V z,|?
+ /n< 5 +2 dax.

Como T é supersolucdo de (Py), w, =0em Q\ S,, temos que

(3.6)

(VuVw, +tw,)dx — (1 + A)/ Uw,dx > / a(x)ufw,dx + / b(x)h(U)eo‘Oﬂz w,dx.
Sh Sn Sn Sn

Portanto, de (3.6) obtemos que

/A(Un) Z /A(Vn)

+ /H(WW”'2 )d —(1-1—)\ /n—”dx

2

a ( q + 1

- / (G(u +w,) — G(T) — h(T)e™™ W,,> dx
2

—i—/ d—|—/—”dx

Comow,=0em Q\S,ez,=0em Q\ T,, obtemos

- U"Wn) dx (3.7)

1 1
Ix(un) = I\(va) + 5 ||Wn||H1 @ t5 ||Zn||H1(Q L, (3.8)

onde

14X T+ w,)9+ — ot
L = L/ Wst—i-/ a(x) ((U+W) u —E"Wn) dx
2 X s, qg-+1

+ / b(x) (G(T + w,) — G(TU) — g(t)w,) dx.

Sn

(3.9)

Assuma, por enquanto, que L < o(1 )HWnHH1 (- Como, por hipétese de contradicdo, /x(u,) <

Ix(uy) e também Ix(v,) > Ix(uy), pois v, € M e Ih(ux) = inf,epm In(v), temos que

Ix(un) — Ix(vi) = Ix(up) — Ix(ux) + Ix(ux) — Ix(v,) < 0.
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Portanto, da desigualdade (3.8), segue que

1 1 1 1
(5~ o) Iwnlisey + i < Gl + 3l ~ L <0 (310)

Portanto, para n suficientemente grande, temos que w, = z, = 0, qtp €2, de onde segue que
u, € M, o que é uma contradigdo, pois uy € minimo de /[, em M e que I\(u,) < Ix(uy).

Portanto uy € minimo local de [, em H().

Vamos agora mostrar que L < o(l)Hw,,Hf_,l(Q). Lembramos que

14X\ T+ w,)otl — o+l
| = 1A ngx—i—/ a(x) ((U+ ) - —Uqwn> dx
2 s, Sn q+1 (3.11)
+ / b(x) (G(U+ w,) — G(1) — g(U)w,) dx.
Sn
Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < 6;(x) < 1, / = 1,2 tal que

(T + w,)7+! — G+l

q+1 _Uan:(H+91Wn)an_EanZO,

G(U+ Wn) - G(U) - g(U)Wn = g(U"‘f_ 02Wn)Wn - g(H)Wn 2 O,

pois g é nao-descrescente, haja vista, que h é ndo-decrescente.

Portanto,
14X\ m A g+l _ 759+1
L < % Wfdx+/ a(x)<(u+w) . u —Uan> dx
S . q-+ (3.12)
+ / bt (x) (G(T+ w,) — G(u) — g(T)w,) dx
Sn

Observacdo 3.1 A principio, no termo que contém a, podiamos considerar apenas a*, mas
a parte a~ € essencial para controlarmos o termo que contém w? em um certo conjunto que

ficara explicito mais adiante.

Vamos, Inicialmente, obter uma estimativa crucial para o nosso propésito. Do lema 2.1,

temos que |[{x € A;u(x) < un(x)}| =0, como

{x e Au(x) <)} =

N {x € A T(x) < ua(x) + Jl}‘

— 1ime |{X € A T(X) < tn(x) + H ,
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dado € > 0, existe § > 0, tal que [{x € A;u < ux + 0} < 5. Como u, — uy, fortemente em
L2(Q), existe n; € N, tal que, se n > ny, temos

/(u,, — uy)?dx < 5.
O 2
Por outro lado,

/(un—uA)2dx > / (Up—uy)?dx > / 62dx = 6%|{x € Q; u, > T > uy+6}|.
Q {xeQ;us>T>ur+0}

{x€Qup>T>ur+6}

Portanto [{x € QN A; u, > T > uy +6}| < 5. Como,
Sy={x€e€Qu, >0} C{xeQu,>tu>u\+0}U{xeQ,u<uy+6}.

Temos que |S, N A| < ¢, de onde segue que |S, N A| = o(1) .

Agora vamos estimar o termo que contém b, pois € um termo que ndo depende dos demais

termos em L. Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < 6>(x), 64(x) < 1, tal que
G(T+ wa) — G(T) — g(M)wy = ¢ (T + Oawn)Bowy,
como g'(s) = (W(s) + 2apsh(s))e*, de (H), existe C > 0, tal que
W (s)], |sh(s)| < CsPe™,
para algum p > 0. Como e (@H6:w)* < CeCwi temos que

/ b(x) (G(u+ w,) — G(1) — g(t)w,) dx < C/ (T + O4w,)Pw2 e dx.

n n

Como em A= {x € Q; T > 0}, temos (U + 04w,)Pw? < Cw? + CwP*?, segue que

— 2 2 2
/ (T + Oaw,)Pw2e " dx < C/ w2e " dx + C/ wPt2e“ndx.
SpNA SpNA n

Considere r1, 1,51, > 1, com++L =1e L1+ 2L =1 por Holder, temos
S2

rn r2 S1
2 wn
/ eCr2||Wn||H1(Q)(HWnHH1(Q>) dx
SnNA

2 1
/ w2e dx < (/ w2 dx>
SpNA SanA
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1

1
1 2 5
. 5 Corllwall2, (W—)
/ Wr;73+2ervn dx S (/ W:Sp+2)51 dX) / e HL(Q) HWnHHl(Q) dx ’
SaNA SpNA SaNA

como || Wyl — 0, pois u, — uy em H'(2), pela Desigualdade de Trudinger-Moser,

1
2 1
/ w2eC"ndx < C (/ w2 dx)
SanA SunA

1
2 1
/ W,f+2€'CW” dx < C (/ Wr(,p+2)51 dX) _
SpNA SpNA

Usando Holder novamente, e o fato que |S, N A| = o(1), obtemos que

obtemos que

/ w2eS dx < o(1)[|Wal|2u ey
SpNA

e como p > 0, usando as Imersdes de Sobolev e o fato que ||w, |41 ) = o(1), obtemos

W2
| wprzeriae < oVl
SaNA
De onde segue que
/5 . b(x) (G(T + wy) — G(T) — g(T)w,) dx < o(1)IWallZ (-
nM
Como em B =Q\ A, temos (T + 04w,)Pw? < CwP2, segue que

— 2 2
/ (T + Oaw,)PW2e“ " dx < C/ wPt2eWi dx.
S.NB SaNB

Considere t;,t, > 1, com + + % =1, por Holder, temos

ty

g Ctollwall3 S g
5 1 toflwalls ( wa )

/ wpt?e " dx < (/ WP +2)“dx) / e @\nhae ) dx |,
SpNB SpnB SpNB

como || Wyl — 0, pois u, — uy em H'(Q2), pela Desigualdade de Trudinger-Moser,

1
2 f
/ wPt2eWidx < C (/ W,(,p+2)t1dx) ,
S.NB S,NB

obtemos que
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como p > 0, usando as Imersdes de Sobolev e o fato que ||w|x1(q) = o(1), obtemos

| et < o)l ey
SyNB
De onde segue que
/S i b(x) (G(T + wn) — G(T) — g(@)wa) dx < o(1)[WallFi(g)-
nN

Portanto
/ b(x) (G(T + wy) — G(T) — g(T)w,) dx < o(1)[WallZ(q-

Sn

Os termos que contém a e w2, possuem uma dependéncia, conforme ja observado ante-
riormente. Precisamente, isso ocorre quando A > —1. Por isso vamos quebrar em dois caso,

o primeiro quando A > —1 e o segundo caso, naturalmente, quando A < —1.

Caso )\ > —1: Neste caso, primeiro vamos estimar os termos sobre o conjunto A. Consi-

dere r,s > 1, tais que, %+ % =1, pela Desigualdade de Holder, temos

A+ 1 A+1 ; :
;/ wodx < ATt (/ 1dx> (/ W,fsdx>
2 Js,na 2 SunA SunA

1
CISn N A Wil 26

O(l)HWn”i{l(Q)-

(3.13)

IA TN

Observe que Q2,+ CAe BC Q\ QF, assim

U — W g+l _ Uq+1
/ a(x) <( n) —|—U‘7Wn> dx <0,
SiN(A\Q2,+) qg+1
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ainda mais, 7 > 0 em Q0 e QF C QO, entdo existe § > 0, tal que T(x) > 6, para todo
x € Q.+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediario, obtemos 0 < 6;(x), 65(x) < 1, tal

que

(T — w,)o+! — g9+t
/ a(x) ( + Uan> dx < / at(x) (T + 6w,)? —T%) w,dx
SN2+ qg+1 SN+

= / at(x)q(u + 030,w,)? 10 w2 dx
SnﬁQa+

IN

C 69 w2 dx

SaNQ,+

C w2dx
SNA i
ClsnmA’N||Wn||/241(Q)

O(l)”WnH/z-/l(Q)-

IN

IA TN

Em B=Q\ A, observe que t =0, em B e B C §,-. Agora definimos

| 2a~(x) )T
U= {X < a0 = ((H (g + 1)) }

Como u, — uy, em H}(Q) e uy <7, em Q, temos que w, = (T — u,)™ — 0 em HY(Q), logo

|U,| — 0. Assim

A+1 A+1 A+1

— widx < —— wodx + —— w; dx
2 Jsne 2 Js,n(B\Uy) SUp
_ At wiIwItdx + Arl w2dx
2 Snﬁ(g\(uni >\ + 1 2 SnﬁUn (3 14)
a (x :
< / Bl VA Al b M w2 dx
snm(B\un)( Cg+ 1 SanUn
a (x
/S . mW,?HdX + oMWl Zn ey

onde usamos na segunda desigualdade, a definicdo de U, e na terceira desigualdade, a desi-
gualdade de Holder e as imersées de Sobolev. Como

= _ )+l _ patl -
—/ a(x) ((U wn) ! +U"Wn) dx = —/ ﬁwﬁ“dx
SaNB qg+1 s, d+1

pois U =0, em B C Q,-, temos que

>\ 1 u— n gl gatt
ML e | a—(x)<(“ e +qun)dxﬁoa)nwnn%,m)-
S,NB SpNB
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Portanto, temos que se A > —1,

A+1 0 —w,)9t -7t
. W,?dx—/S a(x) (( q)+ : + 0w, | dx < o(1)|[WallFi (o

Caso X\ < —1: Neste caso, temos que

A1
5 w2dx <0< o(1)|[willZ: .

Para o termo que contém a, observe que nao precisamos mais do termo onde a <0, ja que o
mesmo era somente necessario para controlar o termo que contém w?. Observe que Q.+ C A
e BC Q\QF, assim

a 1
/ a(x) (( ) +U‘7Wn) dx <0
SaN(A\Q,+) qg+1

ainda mais, 7 > 0 em Q0 e QFf C QO entdo existe § > 0, tal que T(x) > 4, para todo

x € Qg+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediario, obtemos 0 < 6;(x), 63(x) < 1, tal

que

77— g+1 _ 759+1
/ a(x) ((U i) Ty U"Wn) dx < / at(x) ((T+ 6,w,)? —T9) w,dx
) qg+1 S

= at(x)q(u + 030,w,)? 10 w2 dx
SnﬁQa+

C S w2 dx
SnﬁQa+

C / w2dx
SunA

2
ClS, N Al ||WI7H/2—/1(Q)

O(l)”WnH/z-/l(Q)-

VAN IN

VARVAN

Portanto, temos que se A < —1,

A+1 0 —w,)Ttt —gott
. w2 dx —/ a(x) (( ZI)*F 1 + 0w, | dx < o(1)|[WallFr o

Assim, independente do valor de A, temos
L < o()IwallZnq).

De onde segue o resultado do Lema. [ ]
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3 O Problema Modificado

Considere X < \* e uy, a solucdo dada pelo Teorema 3.1. Considere agora, o problema

modificado

—Av — v = a(x) ((ux +v)7 = uf) + b(x) (h(ux + v)exo i+ — h(uy)e®®)*)  em Q

v>0 em

ov __

i 0 em Of2
(PY)

Observe que se v é solugdo do problema ('), entdo u = uy + v resolve (P).
Defina

h(x, t) = a(x) ((ux + t1)7 = uf) + b(x) (h(ux + ettt _ h(ux)e%“i)

S

H(x,s) = /h(x,t)dt

0
5+ g+1 __ ,,9+1
— a(X) (U)\ + ) u)\
g+1

570 ) + 506) (6 + 5) ~ Glus) — 57905
onde g(s) = h(s)e®*". O funcional energia associado ao problema (P}’)

1 1+ X -
A(v) = —/ (IVv]* + v?) dx — L/ v dx —/ H(x, v)dx.
2 Jq 2 Jg Q
Sem muita dificuldade, mostra-se que
+ L2
A(v) = L(uy+vT) = L(un) + EHV [y (3.15)
Proposicdo 3.1 Assuma as hipéteses do Lema 3.2, entdo 0 é minimo local de Jy em H*(Q).

Demonstracdo: Conforme o Lema 3.2, uy € minimo local de /5 em H(Q). Portanto, existe
0 > 0, tal que
Ix(ux) < Ix(u), para todo [[uy — ul|prq) < O

Da identidade (3.15), temos que
1
H(0) =0 < I(un+vT) = I(un) + §HV7H?41(Q) = Ah(v)

para todo [|v|[piq) = |lux — ullmi(q) < 8. Portanto, 0 é minimo local de J\ em H'(Q). [
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Proposicao 3.2 Se /) satisfaz (PS)cii,(uy), para algum c € R, entdo o funcional J, satisfaz
a condigcdo (PS)..

Demonstracdo: Seja v, uma sequéncia (PS). para Jy, ¢ € R, ou seja,
Ava) = c e S(v,) =0, em HY(Q).
De (3.15), temos
(Ava) v ™) = B(un + v v~ + IV i) = IV i e)-
Portanto v, — 0, em H(2). Colocando u, = uy + v.", temos de (3.15)

Ix(up) — Ix(ux) + ¢

(I\(un), ¢) = oW $llne). ¥V ¢ € H().

Portanto u, € uma sequéncia (PS);,(u,)+c Para o funcional /5. Portanto, a menos de sub-

sequéncia, u, € convergente em H*(Q), logo v, é convergente em H*(Q). [

4 Limitacdo das Sequéncias de Palais-Smale

Lema 3.3 Assuma (H,+), (H2), b >0, (H) e (G), entdo se \* < 0 ou b > 0 em Q, toda
sequéncia (PS). é limitada em H*(Q).

Demonstracido: De fato, considere u, € H*(Q2) uma sequéncia (PS), ou seja,
Ix(u,) = c e [I'(uy) =0,

a (ltima convergéncia em H~1(Q), o dual de H*(Q). De fato, podemos assumir que /x(u,) <
C e I5(un)(un) = o(1)||un|l2 (). tomando 6 > 2 fixado, obtemos que
9 6(1+ ) 0

Slenlfiey = 25wl = g [ aG0ugax = [ ()G (u,)dx < €

lunllF (@) — (1 + M) lluallF20) — /Q a(x)uf ™t dx — /Q b(x)g(un)undx = o(1)l[tn|| ().
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Subtraindo a equacdo acima da desigualdade anterior e usando (G) e que b > 0 em €,

obtemos

0 0
(3 1) (lonliecor = 4 Mlanlian) = (557 ~1) [ abugriax < Cromulmy
(3.16)
Considere o primeiro caso, onde assumimos que A* < 0, neste caso da desigualdade (3.16),

e das imersdes de Sobolev, temos que

)
(5 - 1) (ol gy = (14 MlltnlZogey ) < C (14 Nl + lunllincey ) -

Como0<g<leX<A* <O, temos que Hu,,H,Qﬂ(Q) é limitada, ja que o primeiro autovalor
do operador Laplaciano com condicdo de Neumann em H(Q) é zero.

Para o segundo caso, em que \* > 0, assumimos que b > 0 em €, portanto existe
ty, ¢4 > 0, tal que F(x,t) > c4t? para todo t > t,, procedendo como em [24], observe que
existe ts > t; e s > 0, tal que F(x,t) > cst?2+ 1, V t > t5. Dividindo (G) por tG(t), com
t > t5, obtemos

_ o)

()

" (ti) =0 (&(t?)) |

e aplicando a exponencial a desigualdade, obtemos

(t_i,)e = GG((ti,))'

~+ | D

Integrando de t5 a t obtemos

Portanto ]
6(0) 2 6(s) (1) -
Logo
G(t)>Ct?, Vt>ts (3.17)

e alguma constante C > 0.
Defina entdo h(x, t) = b(x)g(t)+(1+N)te H(x, t) = fot h(x, s)ds. Vamos mostrar que
para € > 0, tal que 2 < 6 — ¢, existe tg > 0, tal que

(6 —e)H(x,t) < th(x,t), Vt >t (3.18)
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De fato, ,
(0— )H(x. t) = (6 — )b(x)G(t) + (6 — e)(1 + A)%.
Usando que b > 0, em Q, (G) e (3.17), para t grande, temos que
(0 — €)H(x, t) < b(x)tg(t) — eCt® + (9 - E) (1+ )2

Portanto

(60— €)H(x, t) < th(x, t) — (eCt“ - <9 ; € 1> (1+ >\)> £2.
Como 6 > 2, existe tg > 0, tal que
6 —
eCtfi=2 > (TE — 1) (1+X)

e assim temos (3.18).
Voltando a prova da limitacdo de u,, como /x(u,) < C e (I53(up), us) = o(1)||tupllH(q).

obtemos que

0—e 6—e¢ (1+N)u?
el — o [ Ao [ 0= (006G + ) ax <

Hun|\,241(9) - /Q a(x)udtdx — /Q (b(x)g(un)up + (L + X)) dx = o(1)||upll ().

Subtraindo a equacdo acima da desigualdade anterior e usando (3.18), obtemos

0 —e 0 —e
(555 - 1) by ~ (555 = 1) [ atusax < € + o@)lunlncor

Das imersoes de Sobolev, temos

0—c¢
(555 1) ol < € (14 Nl + lenlhace)

Como 0 < g < 1, temos que ||up|| 1) € limitada. [
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5 Multiplicidade de Solucoes

5.1 Condicao de Palais-Smale

Nesta secdo seguimos as ideias de De Figueiredo, Do O e Ruf ([27], Pg. 466) e Padua,
Silva e Soares ([46], Pg. 1103).

Lema 3.4 Considere as hipoteses dos Lema 3.3. Se u = 0 e u = uy sdo 0s Unicos pontos

criticos de Iy, entdo Iy satisfaz a condicdo (PS)., para

7r
c<c=hL(u)+—.
Qo

Demonstracdo: Considere uma sequéncia u, € H(Q), que satisfaz (PS)., isto &,
Ix(u,) = ¢, e I'(u,) =0

a Gltima convergéncia em H=1(Q2), o dual de H*(Q).

Sabemos do Lema 3.3 que u, € limitada em H($2). Portanto,

u, — u, em HY(Q)
U, — u, em L°(Q), 1 <s< 40
u, — u, qtp em

Além de que existe uma fungdo M € LP(Q2), tal que u,(x) < M(x), paratodo x € Qe p > 1.

Pelo crescimento TM-critico de g, temos que
Ib(x)g(s)s| < C|s|e?", x €, s€R.

Usando a Desigualdade de Holder, juntamente com a Desigualdade de Trudinger-Moser, ob-

temos que

/|b(x)g(u,,)u,,]dx§C//\/I(X)sdx,

onde E é qualquer subconjunto mensuravel de Q. Entdo, b(x)g(u,)u, € uniformente integravel

e pelo Teorema de Vitali, temos que

/b(x)g(u,,)undx—>/b(x)g(u)udx.
Q Q
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Como na prova do Lema 6.1, em [50], obtemos que

/ x)G(uy) —>/ x)G(u).

Caso 1: Se u =0, como /y(u,) = c+ o(1), temos

/Q (%(|Vun|2 + u?) — 1+ >\( )2 ;(f)l( ot _ b(X)G(u,,)) dx = c + o(1)

Portanto, como /5(uy) < 0, temos
s

||UI7HH1(Q) — O(l) =2c<?2 /)\(LI)\) + OL_ < —
0

Considere t, s > 1, tais que %4— % =1, entdo temos

/ b(x)g(un) undx
Q

< blx [ [h(un)le™ o < Cllunll ey [ hun)eiox)

Como u, — u, em L*(Q2), 1 <'s, temos que

1

/ b()g(un) undx
Q

< bllcw) [ 1hen)lelurlax < o(1) ( / \h(umem“%dx)
Q Q

Para obtermos que

\ [ pdgtuundx| = o)
Q

basta mostrar que

/ |h(u,) e dx < C.
Q

De fato, como h tem crescimento TM-subcritico, para todo a > g, temos que

2
. sallunll?, (—)
/|h(un)\seso‘°”"d><§/ e\ mhe ) gy
Q Q

Pela Desigualdade de Trudinger-Moser, basta mostrar que
soz||u,,||,241(9) < 2.

Tome a > ag, de modo que

™
c < —.
(04
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2T
Para 0 <e < o 2c, temos
5 2m
saflunlliniq) < sa(2c +€) < sa—- = S2T.

Como s > 1 é arbitrario, é possivel tomar s proximo de 1, tal que 5a||un]|i,1(m < 27. Logo

‘/Qb(x)g(u,,)undx =o0(1).

Como (/4 (ux), un) = o(1), temos que || tp|| 1) = o(1), ou seja, uj, € relativamente compacta
em HY(Q).

Caso 2: Se u = uy, como /y(u,) = c+ o(1), temos

1
E”UnH%—ll(Q) =c+d+o(1)

onde

1+ a(x)
d:="—— [ ddx— —= [ ul"d —/b G(un)dx.
5 /qu X | QuA X A (x)G(un)dx

1 .
Observe que d = EHUAH%(Q) — Ix(uy). Considere v, = W’% entdo
Vy — V= i
’ [2(c+d)]:
Seja a > ay, tal que
T
c < />\(U>\) + a
Observe que
1‘_"VH2 B __’|Uk”ﬁlgn B 2(c+d)— HUAHiﬂ(Q) B 2c —2/\(uy) - 2T
HH) 20c+d) 2(c+d)  2(c+d) 2a(c+d)’

Logo
1

a
2a(c+d)— < ————.

2w 1= IvIiZag
Como ”“”H%ﬂ(ﬂ) — 2(c+d), existe r > 0, tal que

1

2a(c+ d) Ul < r <
1- “VHHI(Q)
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Da desigualdade

2
/b(X)g(un)undx < C/ e dx < C/ e”(%) ,
Q Q

Q

pelo Lema 3.5 de [3], temos que / b(x)g(u,)u,dx é uniformemente limitada, pelo Teorema
Q

da Convergéncia Dominada, segue que

/b(x)g(un)u,,dx—>/b(x)g(ux)uxdx.
Q Q

Como (/5 (un), up) = o(1), e

ummmzmw¢w+u+n/

u,fdx%—/a(x)u;’“dx—l—/ b(x)g(u,)u,dx,
Q Q Q

temos que

me@%ﬂ+M/

Bt [ atoustdxr [ bgu)undx = il
Q Q Q

pois uy € ponto critico de /. Logo em ambos os casos, temos que u, € relativamente

compacta, portanto /, satisfaz (PS)., para ¢ < Ix(ux) + alo [

5.2 Nivel de Energia

Para obtermos a segunda solugdo ndo-trivial para (Py), utilizaremos o Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Aqui seguimos as ideias de Padua, Silva e Soares
([46], Pg. 1106-1109) e Prashanth e Sreenadh ([47], Pg. 1253).

Teorema 3.3 Assuma as hipoteses do Lema 3.3. Suponha que exista xo € 0X2, tal que
a>ao>0eu,>r,>0, numa bola Br(x) N Q. Entdo para todo A < X\*, o problema (Py)

tem ao menos duas solucdes.

Demonstracdo: Vamos inicialmente estimar o nivel de energia do funcional, para o uso do
Teorema do Passo da Montanha. Pelo Lema 3.3 de [3], sem perda de generalidade, existe
R>0, tal que para cada n € N, existem funcdes W, € H*(Q2), para n € N, tal que % < R,

com as seguintes caracteristicas:
1. W, >0, com suppW, C B(x, R) N Q.

2. |Wallpo) = 1.
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3. W, & constante em B (xo, ) e W2 = Llog nR + O(1), quando n — +oc.

onde W, conforme construcdo na prova do Lema 3.3 de [3], sdo obtidas a partir das fungdes
de Moser (ver [41]), definidas por:

(log nR)% se 0 < |x — x| <
_ 1 log(R/Ix = x0l) 1
V2T (log nR)% n-—

considerando M, = M,lq, ou seja, a restricdo de M, ao conjunto Q2 e tomando W, =
M,

Mol 20
Lema 3.3 de [3], que utilizaremos posteriormente:

_ 1
24,
/Q\Mn| dx =0 (Iog nR)

_ 1 L
2 _
Ml = 5 +0 (Iog nR> '

Vamos agora mostrar que existe n € N, tal que

. Algumas estimativas importantes a cerca dessas funcdes sao dadas na prova do

s
max Iy (uxy + tW,) < I(ux) + —.
t>0 Qo

Suponha por contradicdo que

max Iy (ux + tW,) > L(uy) + 1, vV neN.
t>0 Qo

Primeiro, vamos mostrar que tlirp Ix(uy + tW,) = —oco. De fato,
—+o00
1 2 >\ 2
/>\(U>\ + th) = = |VU>\ + tVWn‘ dx — = (U>\ + th) dx
2 Jo 2 Ja
1
— —— [ a(x)(ux + tW,)7 " tdx — / b(x)G (uy + tW,)dx
(f+ 1 Q Q
— 5/ (IVur + 2tV VW, + 2|[VW,|?) dx+
A
- 5] (U3 + 2tuW, + t°W7) dx+
Q

a(x)(ux + tW,) 7 tdx + / b(x)G(ux + tW,)dx,
Q

Q
+ | =
=

Q
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Portanto

I(uy + tW,) = /A(ux)—l—t/VuxVW dx — t>\/ W, dx—I——/ VW, |[2dx+

A o (uy + tW,)9 — uf*t
5 /QWndx /Qa(x)( | dx+

— / b(x) (G(ux + tW,) — G(uy)) dx
Q

Do fato que wuy € solucdo de (Py), obtemos que

t2 21+
B+ tW,) = h() + % W2dx
Q
th g+l Cl-‘rl
- /a(x)(wA+ ) o\ tuAW)dx
Q qg-+1

_ /Qb(X) (G(ux + tW,) — G(uy) — tg(un)W,) dx.

Conforme [44], temos a desigualdade a seguir,

(r +5)9+1 — patl

g+1

—ris < C(q)s*t, Vr,s>0

e como feito na prova do Lema 3.3,do fato que b > 0 em Q, temos que G(t) > Ct? paras
grande, portanto de (G), fixado 6 > 2, existe s; > 0, tal que

G(s) > Cs® s> s,

Considere E C suppW,, |E| > 0, tal que W, > 6 > 0 em E, entdo para t suficientemente

grande, temos

£2

I(us +tW,) < I(uy) + CE + Ctatl — Cte/ WPdx + C + Ct.
Q

Como 6 > 2, temos que lim¢ ;o Ix(uxy + tW,) = —oo. Logo existe t, > 0, tal que,

T
Ix(ux + t,W,) = max Ix(ux + tW,) > Ix(uy) + o > Ix(un).
> 0
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Em particular, t, > 0. Como g é ndo-decrescente, a e b sdo ndo-negativas em Br(Xp),
obtemos que

T
o < I(ux+ t.W,) — Ix(un)
0
2 t2(1+ X
A Ch ) )/andx
D 2 0 1
thn g+1 _ ,,q+
— /a(x)<(uAJF cH)—l ) —t,,ufW,,) dx
Q

(3.19)
- / b(x) (G(un + £Wa) — G(1h) — tag(1n)W,) dx

¥ o
t t2(1
< _"_M/ngx
A
t
< —”+Ct§/vv,?dx.
2 Q

Como W, é limitada em H*(Q2), mais precisamente ||W, | 1) = 1, temos que inf t, > 0.
Portanto existe 0 < 77 < t,,.

Vamos mostrar que t, é limitada superiormente. Pela definicdo de t,, temos que (/4 (uy +
t.W,), t.W,) = 0, portanto

0 = /V(ux + t,W,)V(t,W,)dx + /(ux + t, W) (t.W,)) dx+
Q Q
— (1+ A)/(ux + t,W,)(t,W,,)dx — / a(x)(uxy + t,W,)9(t,W,,)dx+
Q Q

- /b(x)g(ux + t,W,)(t,W,,)dx.
Q
Como uy > ry > 0, temos por Holder,

t,W,
tollux + Wl oy > / [(1 4+ XN)(un + taWo)? + a(x) (ux + t,W,) 7] (—> dx
Q Uy + thn

+ /Q [b(X)g(UA + thn)(UA + t"Wn)] (Wi—%> o

De (H.b) e (H.c), como g(s) = h(s)e®s* existe C > 0, tal que
(1A (U a0 +a06) (un + 8aWo) T4 D) G (un + W) (Un + W) > ettt

atp x € Br(xp) N Q, pois b(x) > by > 0. Portanto,

t, W, taW
tllus + taWoll i) > / eotaWs (—) dx — C/ <— dx.
nll Wallri(@) B4 o) uy + t,W, Br(xp)r \ Ux + Wy
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Como t, » 0 e W? = LlognR + O(1), em Bi(x) N, existe ny € N, tal que

1 t,\W, —
— < ——— qtp X € B1(xg) N2, n > nyg.
> = oo 4 1(x0) > g
Juntamente com o fato que
t,\W, —
—— <1, qtp x € Br(xy) N 2.
U+ EW, = qip r(X0)
Temos que,
1
thUA + thnHHl(Q) > ‘B%(XO)Ieaotﬁ(%IognR+O(1)) . 5 - C
_ T %% (ognR0O(1)) _
2n?
— Ee%(log nR+0(1))—2logn __ C
[e1 t% ogn
_ T plegr| ()
2
Logo,

T 2|ogn{# log nR+0(1) 71}
thU>\|‘H1(Q) + tI%HWnHHl(Q) 2 Ee 2 ( log _C

Portanto, t, tem que ser limitada superiormente, ou seja, existe T, > 0, tal que, T; < t, < T,

para n > ng. Ainda mais, a menos de subsequéncia, temos que t, — t;. Como

apt? (Iog nR+O(1)) -1

lim
n—too 27 log n
temos que
aotg <1
2w T
2T
Portanto t5 < —.
Qo
De (3.19), temos que
T b +Ct2/W2dx
ap 2 n o n :

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos mostrar que

lim / W2dx = 0.
Q

n—-+o00
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. . . _ 2T
Como t, €& limitada, passando o limite na desigualdade anterior, obtemos que t3 > =
0

2m
Portanto t2 — —.
Qo

Por outro lado, analogamente ao feito anteriormente, temos
tollux+taWallhi (o) = /Q [(14+ XN)(un + taw,) + a(x)(ux + taw,)? + b(x)g(ux + taw,)] (taw,)dx.
Pelas hipoteses sobre b e h, existe C > 0, tal que
(1 4+ A)(ux + taw,) + a0 (Ux + tawn)? + B(X)g(Un + tyw,) > e — C.

Como t, é limitada, temos

v

tallux + taWal (o) / et "(taw,)dx — C
Bl(XQ)mQ

eaotQ( log nR+0O(1 [1 log I'IR—}—O(].)] T C
7TR2t [1 Iog nR + O( )} aotﬁ(}rlognR—i-O(l)) 2lognR C
TR2t, [1 log nR + O(1 )}* e(g—gt§+0(1)—1)2|ognR e
VTR, (log nR)? e(Ft+0@-1)2I0ank _ .

vV 1V

(AVARIY,

De (3.19), temos das estimativas de W, e que t, € limitada, que

T t2 t2 C
b Ct2 | W2dx< 2 .
g~ 2 * / Xs 2 + lognR
ou seja,
5 2T C
t- > — — .
"7 ag lognR
Portanto

> JTRt,(log nR)?e(5r6+0M-1)2kank _ ¢
> ﬁRQ (Iog HR)2€(O(1 IognR‘)2|OgnR - C
> C(lognR)z — C,

tollux + taWallhr o)

O que é uma contradicdo, ja que o lado esquerdo é limitado. Portanto existe n € N, tal que

T
T;g( />\(U>\ + an) < /)\(UA) + Oé_o (320)
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Vamos agora aplicar o Teorema do Passo da Montanha. Como ja vimos, Jy(sW,) — —oo0,
quando s — +oo. Da Proposicdo 3.1, 0 € minimo local de Jy em H(), portanto existe
r > 0 tal que Jy(u) > Jy(0) = 0, para todo u € H'(Q2), com ||umq) < r. Entdo existe
wy € HY(Q2), com [[wy || ) > r tal que Jy(wy) < 0. Da Proposicao 3.2 e do Lema 3.4, J
satisfaz (PS),, para ¢ < alo. Defina

=T = {yeC([0,1]; H*(Q2));7(0) = 0,v(1) = wy}

= inf J .
& = inf max M(Y(s))

Da Proposi¢do 3.1, temos que ¢, > 0 e Jy(0B,(0)) > 0. De (3.15) e (3.20), temos que
o < alo' como max{Jy(0), A(wy)} < 0, temos as hipoteses do Teorema do Passo da
Montanha Relaxado, vide Corolario 5.11, em [35], que nos da uma solu¢do ndo-trivial vy para
o problema modificado, observe que vy € ndo-negativa, portanto u = uy 4+ v» € uma segunda
solugdo do problema (Py). [

Demonstracao do Teorema 3.2: Segue do Teorema 3.3. [ |



Apéndice A
Regularidade

Para obtermos resultados de regularidade para as solucdes encontradas, seguimos as ideias
de Brezis e Kato [12], veja também Struwe [51](Apéndice B), que versam sobre a regularidade
de solucdes para problemas de Dirichlet, mas que podem ser adaptadas para problemas de
Neumann, veja [1](Apéndice). Ainda mais, procedemos como em Brezis e Nirenberg [14] para
obtermos regularidade C%7(Q), para algum « € (0, 1).

Assuma N > 2, Q um dominio limitado suave em R" de classe C>7, 0 < 7y < 1 e considere

0 seguinte problema
—Au="f(x,u), em Q

Al
@:O, em 0%, (A-1)
on

com f : Q2 x R — R Holder continua em x e localmente Holder continua em u. Ainda mais

assumimos que f satisfaz a seguinte condicao

Para N >3, |f(x,u)| < C(1+|ul*), x€Q, ueR,
Para N=2, 3t>1; f(x,u) € LY(Q), ¥V ue HY(Q).

(A.2)

1 A solucio pertence a L*(Q)

Lema A.1 Seja Q um dominio limitado suave em RN de classe C>7, 0 <y <1lef : OxR —
R uma fungdo Holder continua em x e localmente Holder continua em u, satisfazendo (A.2).
Considere u € H'(Q2) uma solucdo fraca do problema (A.1), entdo u € L5(QQ), para todo
1 < s < 400. Ainda mais, u € L=(Q).

Demonstracdo: Sob essas hipdteses, temos regularidade interior C2(Q), vide [38, 53], veja
também Struwe [51](Apéndice B). Vamos nos preocupar com a limitagdo L> até o bordo do

dominio da solugdo, veja o Teorema 3 de Trudinger [53] e Teorema 1 de Cherrier [20].
83
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Considere o primeiro caso em (A.2). Sejam /,m>1e

0, set <0
H(t) =< t™, se0<t</
mim 1t —(m—1)I", sel <t

Definimos

: set <0
tm(m=1), se0<t<]|
Mt (mImtt — (m—1)I"), sel <t

_H@®)-H(t)
===

G(t)
Conforme Cherrier ([20], Pg. 160), H(u), G(u) € HY(Q), ainda mais, vale que os tragos
Y(H(u)) = H(v(u)) e ¥(G(u)) = G(v(u)) sobre 622 Sejam
E={xeQux)>1} e E ={yedu(y)>1}.

Denote x4 a fungdo caracteristica de um conjunto A. Como em Q\ E temos 0 < G(u) <1,

segue que

1F(x, u)|G(u)xa\e < A1 :=sup{|f(x,t)[,0 <t < 1,x€Q}.

Considere agora

f(x, u) = flx, u)

XE-

Pelas imersdes de Sobolev, juntamente com a condicdo (A.2), (-, u) € L2 ().
Seja p € Q, U uma vizinhanca limitada de pe ¢ > 0, ¢ € C>®°(R") com suporte compacto
e igual a 1 sobre U. Como u é solugdo fraca do problema (A.1), temos para a fungdo teste
¢*G(u), que
0 = / VuV($°G(u))dx —/ f(x, u1)p°G(u)dx
Q
= [ Vu@eVeG(u) + ¢*G'(u)Vu)dx — / f(x, u)¢*G(u)dx.
Q Q

de onde segue que

/d)QG’(u)]Vu\de §2/¢|VUV¢]G(u)dX+/ |f(x, u)|¢*G(u)dx
Q
<2 ¢|Vuv¢|G(u)dx+j|f(x, )| ug?G(u)dx + A |Q\ E|,
Q E
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onde |2\ E|, representa a medida de Q \ E. Defina A= A;|Q\ E|, temos entdo
/¢2 u)|VulPdx < 2/¢|VuV¢>\G(u)dx+/ 1F(x, u)|ug?G(u)dx + A. (A.3)

Como para nimeros reais a, b vale (2ab < a®+2b?), para isso basta considerar (a—2b)? > 0,

temos que

() ()

2[(¢pVu) - (uVe)|—— < ¢2|V *—— +2ulVe[G(u)u. (A.4)

Observe que
G(u) < uG'(u), uG(u) < (HW))? e (H'(u))?<mG'(u).
Considere ¥ = H(u), pelas desigualdades anteriores, temos
i/¢2|wj|2dx :i/&w’(u)vm?dx
2m Jq 2m
L 2
2m & |V ul>?mG’(u)dx
1
_ §/¢2\Vu|2 dx.
Assim, por (A.3), (A.4) temos

6(u) dx+

%/Qabzlwr%’(u)dx S(A.a)/cmw-vmu
+5 [ 170 u>|u¢2G<u>dx+§

<(A4) 4/¢2|V P—— ( dx +/£\Z|V¢|2u6(u)dx+
51/Q|f X, U) |¢2(H(u)) dx+3
< | FIVEE Wdx+ [ [TOR(H()dx+

]‘ rad 2
+§ g |f(x, u)|[(pY) dx + 5

Portanto,

3 [ FIVeEG Wax < [ [VeRH)Pdx+ 5 [ 17 wlewydx+ 5
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Pela Desigualdade de Holder, concluimos que

5 [ GG wax <2 [ [VeRHwYdx+ [ IFx wl(@wrax+ A

<2 | IVOR(H)ax 4 17 0)l, 3 09I )+ A
(A.5)

Pelas Imersdes de Sobolev

16912 0y < K (V) (s + 801122
€ cComo
V($w)I? = |V + $VYI? < 2 (VP92 + $2IVl?)

temos

6912y < 2K | (VP02 + IV dx+ K | [gfax
<2k [ @IVeFdx+ K | (21908 + 10F) [9fdx
— 2K f FIVuP(H @) dx+ K [ (21V6F +10F) ofax
:2Km/9q52\VulzG(u)dx+K/Q(2]V(b|2+\(bl ) |9[2dx.

Usando (A.5), temos

16912 g +A) n

L 2 (supp ¢)

Il o <4mK< /|V¢| (H(w)2dx + (. o)l 4
<K [ @V +10F) [WPdx
< 4mK (IFC )l o, 0912 g+ A)
+K/Q((4m+1)2|v¢|2+|d)| ) [P dx.

Escolhendo o suporte de ¢, de modo que

1
4mK|1f (-, D% uppey = 5°

Obtemos

1
||¢||L2 v =58l < 2|I¢¢||Lz (supp 6)
< 8mKA+ K/ ((4m+1)2[Vo[ + [9°) [¥[dx.
Q
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Observamos que, para | — +oo, temos que ¥ = H(u) — (u™)™, gtp x € Q. Tomando
m= 27 passando o limite, quando / — 400 e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona,

obtemos

10 e <€ (Il +1) < +oo

Analogamente vale o mesmo para u~. Portanto, pela compacidade de Q, temos que u €
(2)?

L= (Q).
Observe que % > 2*. Agora vamos repetir o mesmo raciocinio feito até aqui, consi-
derando & —(2*)2 > N ea 24 € (2,2%). Como f(x,u) Fix. u) temos
r = —_— == , . X, u = 1
202 —2) ~ 2 a1 u XE
que

Fx, u)]” < C(1+uP27) < 40,
Como v é solucdo fraca do problema (A.1), temos
/Q(VUVG(U) — f(x,u)G(u))dx = 0.
Portanto

/Q|Vu| G’(u)dxg/ﬂ\f(x, u)|G(u)dX:/E|f(X, u)\G(u)dX—l—/Q |f(x, u)|G(u)dx.

\E
Logo
/|Vu]26’(u)dxg/|f(x, )| uG(u)dx + A. (A.6)

Como G(u) < uG'(u), uG(u)<(H(u))?> e (H(u))*> < mG'(u), obtemos

1 1
E/Q’VWQC’X :E/Q(H’(u))ﬂVu\deg/QG’(u)|Vu|2dx

<o) [ 1Fx 0)lu6(a)dx + A
Q

§/|7E(x, W|(H(u))?dx + A
= [ |f(x, u)|y?dx+ A

Q
<G Dl olllfagy + A
Portanto, existe C; que n3o depende de m, tal que

VYl 2 < Civm ([|[9]l ) + 1) -
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Pelas Imersdes de Sobolev e a desigualdade anterior, vem
[l ) < C(IVYllz@ + 1Wlize)

< C(Cuym ([Wlleae) + 1) + Col[Wlloey)
< Cav/m ([[Yllag) + 1),

onde Cs independe de m. Passando o limite nessa desigualdade, quando /| — 400, como
u € L%(Q) temos
||U+||Tmz*(9) < Csvm (||U+||Tam(9) +1).

*

Tomando \ := - > 1, temos

[t | Pomgqy < Cav/m <||U+||’[’am(g) + 1) : (A7)

Considere os valores m, = A%, k =0,1,2,... Como X > 1, temos m, — +oo, de onde segue
que ut € LP(Q), V p < +o0. Ainda mais, se

limsup [[u* | Lom) < 1,
m——+o0

obtemos que [[u™]| =) < 1. Por outro lado, se

limsup || u™ || Lam(q) > 1,
m—+o0

tome m, = X""tmg, n=1,2, ..., para algum my > 1 fixado. Portanto, existe uma subsequén-

cia mp,, k=1,2,..., tal que
”UJFHLamnk(Q) Z 1, V k € N.

Assim de (A.7), segue que

mnk

m,
||u+HL;§mnk (Q) S 2C3 V mnk”u+||[_am”k (Q)’

ou seja,
_1
||u+||LXame(Q) < (2C3, /mnk‘) e ||t || amng Q)

Portanto, dessa desigualdade, por inducao em k segue que

||“+||U”“mo(§z) < (2C3y/mo)™ Nk [|ut || amo ),
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_ 1 k 1 ;1 k nji—1
onde Sx = -1 1 3T € Sk = 3np Duic1 NI

. N / N /
Seja s = liMkq00 Sk € S" = liMg_, 400 5. Como

lim sup ||u+||LA"kamo(Q) < (2C3y/mg)° A [|ut || Lamo() < o0,

k—400

temos que ut € L*°(€2). De maneira analoga, mostra-se que u~ € L*(Q) e portanto
ue L>(Q).

Agora considere o segundo caso em (A.2), ou seja, quando N = 2. Neste caso H}(Q) C

LP(QQ), Vp < +o00. Sejag>1ler= _ql Como u é solucdo fraca do problema (A.1),

temos
/ (VuVG(u) — f(x,u)G(u))dx = 0.

Portanto

/|VU\QG’(u)dX §/|f(x, u)]G(u)dx:/|f(X, u)\G(u)dx%—/ [f(x, u)|G(u)dx

Q\E
< / I (x, 1)|uG(u)dx + AR\ E].
E

Logo
/|Vu]26’(u)dx§/|f(x, )| uG(u)dx + A. (A.8)
Q Q

Como G(u) < uG'(u), uG(u) < (H(u))*> e (H(u))?> < mG'(u), para ¢ = H(u) obte-
mos
%/lewlzdx :%/Q(H’(u))Q]Vu\zdxg/QG’(U)|VU|2dX
S(A_g)/Q|f(x, n|uG(u)dx + A
§/|f(x, W)|(H(w))2dx + A
= [ |f(x, u)|?dx+ A

<G @9l ) + A.

Portanto, existe C; que ndo depende de m, tal que
VY120 < Civ/m ([l ey + 1) -
Pelas Imersdes de Sobolev

192y < C (IVll2) + [1¥]]12@)) < Csvm (|9llir@) + 1),
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onde C3 independe de m. Passando o limite nessa desigualdade, quando / — 400, temos que
P = H(u) — (u*)™ temos

||U+||T2rm(§z) < Csvm (||U+Hanfm(Q) + 1) -

Se

limsup [lu™ || Lm@) < 1,
m——+00

obtemos que [[u™]| =) < 1. Por outro lado, se

limsup [[u™ || rm) > 1,
m—-+400

tome m, = 2""*my, n=1,2, ..., para algum my > 1 fixado. Portanto, existe uma subsequén-

cia mp, k=1,2,..., tal que
HUJrHernk(Q) Z 1, V k € N.

Portanto, para todo k, temos

mnk

m
‘|U+|’L2nf§ﬂnk (Q) S 2C3 V mnkHu+HL””"k (Q)!

ou seja,
1
Hu-‘r”LMrmnk @ < (2C3, /mnk) My ||u+||ernk Q)

Portanto, dessa desigualdade, por inducao em k > 1 segue que

||U+||L2"krm0(Q) S (2C3\/ mO)Sk _2$L||U+||ern0(Q),

_ 1 k 1 ;1 k ni_1
onde Sk—FO izlﬁesk—rmzle 2n,,_,1

Seja s = liMks 400 Sk € S’ = liMy 400 S,.. Como

|Lmiup ||U+||szrmo(9) < (2C3y/mg)° 2% ||ut || Loy < oo,
—400

temos que ut € L*°(2). De maneira analoga, mostra-se que u~ € L*(Q2) e portanto
ue L>(Q).

Temos até aqui que u € L>(Q2). Vamos mostrar agora que o traco y(u) € L>(02). De
fato, seja u; € C=(Q), com u; — uem HY(Q) e qtp x € Q.
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Sejad >0, T = |lul|i~) e v:R—=[0, 1], uma funcdo C*(R), v=1em [-T =0, T +9],
v=0em (—oo, =T —20) U (T 420, +00). Considere ¢; = v o uj;, observe que pela defini¢cdo
de v, temos que ¢; — u, qtp x € €2, pelo teorema da Convergéncia Dominada, temos que
¢; — uem L2(Q) e entdo em D'(Q). Assim

IVéilliz) < sup V(DIIVL @) < €= cte,
(S

ainda mais ||@; || 1) < +oo0. Como H'(Q2) é reflexivo e o trago v : H' — L?(0£2) é compacta,
existe uma subsequéncia ¢; — u fracamente em HY(Q) e vy(¢;) — ~y(u) fortemente em
L2(02) e em toda parte de 82. Consequentemente ||y(u)||1=(0) < T, pois para todo i € N,
Y(®;) = & 15 € limitado por T + 25 com 6 > O arbitrario.

Logo u € L>=(£2), ainda mais ||7(u)||ixaa) < |[ullL=@)- m

2 u€ WP implica u e W?P

Lema A.2 Seja Q2 um dominio limitado suave em RN de classe C>7, 0 <y<lef: QxR —
R uma fungdo Holder continua em x e localmente Holder continua em u, satisfazendo (A.2).
Suponha u € HY(Q) uma solucdo fraca do problema (A.1), com u € WYP(Q), p > 2, entdo
uewr(Q).

Demonstracdo: Sob essas hipoteses, temos regularidade interior C27(Q), vide [38, 53], veja
também Struwe [51](Apéndice B). Temos do Lema A.1, que u € L>°(). Agora procedemos
como no Teorema 1 de Cherrier [20], para concluirmos o resultado do lema.

Considere a seguinte notagdo: By(r) = {x = (x1, %, . . ., xy) € RV, x| < r} e Bfi(r) =
{x=(x1, %, ..., xy) € Bn(r); xy > 0}.

Vamos estudar a regularidade numa vizinhanca de 02. Seja P € 052, (U, ) uma carta
em Q, com p € U =9 (Bi(r) e UNdQ = ¢~ 1(By_1(r)), para algum r > 0 e sejam
V=9 (B (3) W=y (B() epeC(Q),0<¢p<1 ¢=1sobre Wep=0
sobre V©.

A partir desde ponto h denotara um vetor em R", paralelo ao hiperplano RV=! = {x =
(X1, %o, ..., xy) € RV:xy = 0}, com 0 < |h| < % e todas as constantes consideradas nao
dependem de h. Identificamos u sobre U com sua express3o local uo1~! sobre Bﬁ(r) e com

prolongamento nulo fora de B}, (r).
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Considere entao

u(x+h) — u(x)
D'u(x) = |h| '
0, se x ¢ U

sex e U

Sabemos que u € H'($2), é limitada por T em Q e seu traco y(u) também é limitada por

T sobre 0€2. Vamos mostrar que O;u = 2—5 e H*(W),Vi=1,...,N. Considere £ € Coo(ﬁ),

como D"(¢u) € H(2), temos conforme um classico calculo de Agmon [4] e do fato que u

é solucdo fraca de (A.1), que

/QV(Dh(qbu))Vﬁdx :/QVUV(qu_hé)dx—i—/(u,&)

:_/ f(x, u)pD "Edx + I(u, &)

onde |/(u, §)| < Asllull g ll€llHi (@), com A; dependendo de N, r, ¢. Pela continuidade de f,

temos que

/ f(x, u)qu’hédx <sup{|f(x,t)];|t| <T,x € V}/ ]D*h£|dx
Q Vv
< CIIVE| 1wy £ AIVE] 12wy

Portanto,
| 9@ @u)Vedx < Al + AVElew
Q
Considere S = {€ € C®(Q), ||€]lm(a) < 1}. Portanto para todo € € S, temos

’/QV(thU))VEdX < Aqllul| gy + Az =1 C(u),

onde A, depende de u e de T = ||ul| =(q). Pela Proposicdo A.1 a seguir, temos que

IVVlicewy £ K(Nwp(v) + DIVIlir(ey), ¥ v € WHP(Q),

£ € S}. Tomando v = D"(¢u), temos

onde Ny ,(v) :=sup{ / VvVEdx
Q

IVD" (@)l oy < K (C(u) + ID"(du)llp o) -

Como [|ID"(¢u) |1,y < Asllullwrew), temos
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VD" (pu) || ey < K (C(u) + Asllullwroy) = Ki.

Observe que K; ndo depende de h, temos do resultado do Lema 3.3" de Agmon [4], que
Oi(pu) e WHP(U), Vi=1,...N—1.
Lembrando que ¢ = 1 sobre W, temos 8;(u) € WYP(W), Vi=1,...,N— 1. Portanto
8% (u) € LP(W), Y (i,J) # (N, N).

Como u é solucdo de
—Au = f(x,u)

pela continuidade de f e limitagdo L>°(Q2) de u, podemos concluir que O, (u) € LP(W).
Logo u € W2P(W) e consequentemente u € W?2P(Q). m

Proposicao A.1 Seja Q um dominio limitado suave em RV de classe C>7, 0 <y < 1. Seja
p>1qg= prl S ={£ € C®Q), l€llme) < 1}. Entdo existe uma K(N, p, Q) tal que
YV uewtr(Q),

[ullwre@) < K(N1p(u) + [ull o)),

;&65}.

Demonstracao: Procedemos como no Teorema 1 de Cherrier [20], para concluirmos o re-

onde Ny ,(u) = sup {

/ VuVEdx
Q

sultado do lema. Considere a seguinte notacdo:
Bun(r) ={x= (%, ..., xy) € RY; |x| < r},

Bi(r)={x=(x1x,..., xn) € By(r); xy > 0}

By(r) ={x= (1, x,..., xy) € By(r); xy < 0}.

Também considere
Bn-1(r) = By(r)nRN"1,

onde RV = {x = (x1, %, .. ., xy) € RV; xyy = 0}.
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Pela compacidade Q, é suficiente provar, que para todo P € Q, existe um vizinhanca U
de P e uma constante K(N, P, U) tal que, se u € W1P(Q),

IVUllowy < K(Nwp(u) + [[ulloqwy)-

Quando P € Q, esta afirmacdo é um resultado imediato do Corolario 5.1 de Agmon [4].

Suponha entdo P € 0. Seja V um aberto em Q, com P € V e o difeomorfismo 4 : V —
B (r), com ¥(VNOQ) = By_1(r). Nos identificamos toda fungdo v com sua expressdo local
v o1t sobre o sistema de coordenadas local (xi, %, ..., xn) = (v, xy),y € RV-1,

Seja u € W'P(Q), facamos a seguinte extensdo a restricio de u sobre By (r) a um
elemento de WYP(Bp(r)), colocando u(y, xn) = u(y, —xn), xy < 0. Se & € C>(Bn(r)),

/ uédS = —/ uédS
Bn-1(r) n Bn-1(r) U

onde M & o vetor unitario normal a By_1(r), exterior a By_;(r). Ainda mais, temos a férmula
de Stokes

temos

/ uA€dx = VuVEdx + VuVeEdx.
Bn(r) By (r) By(r)

Pela definicdo de N; ,(u) temos

/ VuVEdx
By (r)

por outro lado, pondo £(y, t) = &(y, —t), temos

/ VuVédx
B} (r)

como ||é||W1vq(B,J\fl(r)) = [I€llwraey (). temos

/ uNEdx
Bn(r)

Desta desigualdade e do Lema 5.1 de [4], obtemos que existe um niimero real r' < r e

< Nl,p(U)||§HWLq(B;(r))'

VuVEdx

By(r)

< /\/1,p(U)H5HWLa(B;(r))'

< Nip(W)[€llwraay(r)-

uma constante K dependendo apenas de N, p, r, tal que

HUHWLP(BN(N)) < 2K(N1,p(U) + HUHLP(BN(r))),
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como [[ullwrsgy(ry) = 2llullwrsss(ry), Obtemos a desigualdade desejada com U = Y H(BL(r).

Proposicao A.2 Seja Q um dominio limitado suave em RN de classe C>7, 0 < y < 1l e
f: QxR — R uma funcdo Hdélder continua em x e localmente Hdélder continua em u,
satisfazendo (A.2). Considere u € HY(Q) uma solucdo fraca do problema (A.1), entdo
ue C>(Q), para algum 0 <~y < 1.

Demonstracao: Usaremos aqui a Proposicao A.1, de forma iterativa. Iniciamos com pg = 2,
como u € W2(Q), pela Proposicdo A.1 temos que u € W?22(Q), pelas Imersdes de Sobolev,

u € WLP(Q), com p; arbitrario, se N = 2 e p; = 2%, se N > 3. lIterando k — 1 vezes, de
2N

N — 2k’
N > 2, pela Proposicdo A.1, temos que u € W?2P<(Q), como px > N, e 89 é suave, temos

que u € C*7(Q).
Agora basta proceder usando a teoria de Schauder, veja o Teorema 6.31 de Gilbarg e

modo que 2k < N, temos u € WP«(Q), onde px é qualquer se N = 2k e p, =

se

Trudinger ([36], Pg. 128 e as observagdes subsequentes na Pg. 130), veja também o trabalho
de Garcia-Mellian, Rossi e Sabina de Lis ([31], Pg. 8), para obter que u € C>?(Q2) e é uma

solucdo classica para o problema (A.1). ]
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Consideracoes Finais

Este trabalho nos propiciou discutir, compreender e apresentar um pouco sobre as par-
ticularidades que os problemas elipticos semilineares criticos possuem, bem como algumas
diferencas que aparecem no tratamento de problemas com a condicdo de neumann homogé-
nia na fronteira.

Paralelamente, essa pesquisa nos deixou uma gama de indagacdes e possibilidades, diversas
questdes ficaram em aberto, como no Teorema 2.4 do capitulo 2, ndo foi mostrado se ocorre
multiplicidade ou unicidade de solucdes no caso em que N > 6 e A < 0, como no trabalho
de Naito & Sato ([42], Teorema 1.4), existe um resultado de unicidade nesse sentido, essa
situacao pode ocorrer para esse problema.

Fica também como projeto futuro, a generalizacdo desses resultados para o operador
p-Laplaciano, bem como a generalizacdo do problema em R?, olhando para b(x) mudando
de sinal, e ainda mais com o coeficiente de criticidade ag como uma funcdo essencialmente

limitada em €.
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