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Resumo

Nesta tese obtemos resultados de existência, não-existência e multiplicidade de soluções para a

classe de problemas elípticos, com condição de Neumann homogênea,−∆u − λu = a(x)uq +
f (x, u), sobre um domínio limitado e suave do espaço euclidiano, 0 < q < 1, a é Hölder

contínua, podendo mudar de sinal e f é Hölder contínua em x , localmente Hölder contínua

em u e com crescimento crítico. A existência da primeira solução é obtida através do método

de sub-super solução e a segunda solução é obtida através do Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-Chave: Problema Crítico, Existência de Solução, Multiplicidade de Soluções, Sub-

Super Solução, Teorema do Passo da Montanha, Trudinger-Moser, Crescimento Exponencial.
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Abstract

In this thesis results of existence, nonexistence and multiplicity of solutions for a class of

elliptic problems with homogeneous Neumann condition, −∆u − λu = a(x)uq + f (x, u), on a

bounded and smooth domain of Euclidean space, 0 < q < 1, a is Holder continuous and may

change sign and f is Holder continuous in x , locally Holder continuous in u and with critical

growth. The existence of the first solution was obtained by the method of upper and lower

solution and the second solution was obtained by Mountain Pass Theorem.

Keywords: Critical Problem, Solution Existence, Multiplicity of Solutions, Upper and Lower

Solution, Pass Mountain Theorem, Trudinger-Moser, Exponential Growth.
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Introdução

Equações elípticas com não-linearidades de crescimento crítico, tem sido extensivamente

estudadas nos últimos anos. Em dimensão N ≥ 3 o crescimento crítico é do tipo potência e

é determinado pelas imersões de Sobolev, já no caso N = 2 o crescimento crítico é do tipo

exponencial e é determinado pela desigualdade de Trudinger-Moser. Enquanto equações com

crescimento subcrítico são abordadas por métodos variacionais clássicos, as equações com

crescimento crítico necessitam de métodos variacionais específicos, devido principalmente a

perda de compacidade.

Em diversos trabalhos recentes, vide [1, 5, 6, 7, 8, 9, 17, 16, 18, 24, 25, 26, 42, 44, 45,

46, 52], pudemos notar um enorme interesse sobre soluções positivas de problemas elípticos

da forma:

−∆u = g(x, u, λ), x ∈ Ω ⊂ RN, λ ∈ R.

Quando g é sublinear na origem em algum aberto Ω′ ⊂ Ω, ou seja,

lim
s→0+

g(x, s, λ)

s
= +∞

uniformemente em x ∈ Ω′ e para cada λ ∈ R fixado, os resultados versam que, para todo λ em

um fixado intervalo limitado ou ilimitado da reta, o problema −∆u = g(x, u, λ) admite pelo

menos duas soluções positivas. Dentre estes podemos citar o trabalho pioneiro de Ambrosetti-

Brezis-Cerami [8], bem como [1, 5, 7, 9, 24, 25, 26, 44, 45, 46, 52].

Em todo o nosso trabalho, assumimos Ω como um domínio limitado em RN com bordo

suave C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e trabalhamos com a condição de Neumann homogênea na fronteira,

para tanto consideramos η como o vetor normal unitário apontando para fora da fronteira de

Ω.
1
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No Capítulo 1, estudamos a existência de solução para a seguinte classe de problemas

elípticos parametrizados,















−∆u − λu = a(x)uq + f (x, u) em Ω

u ≥ 0 em Ω
∂u
∂η
= 0 na ∂Ω

(Nλ)

onde N ≥ 2, 0 < q < 1, λ ∈ R é um parâmetro real, a ∈ Cγ(Ω) para algum 0 < γ ≤ 1.

No caso de λ = 0 e f (x, u) = 0, as soluções de (Nλ=0), correspondem a soluções estaci-

onárias da equação parabólica

∂w

∂t
= ∆(wm) + a(x)w, m > 1, (1)

sob a transformação w = u
1
m . Conforme Alama ([5], Pg. 813), a equação (1) tem sido

considerada como um modelo de densidade populacional w(x, t) de uma única espécie móvel

em meios heterogêneos, nesse caso a(x) muda de sinal e representa a taxa de crescimento

local, tomando valores negativos apenas fora de uma região fixada.

Nós consideramos que f (x, s) tem crescimento sublinear na origem e crescimento super-

linear no infinito, ou seja, assumimos que

lim
s→0+

|f (x, s)|
s

= +∞

e

lim
s→+∞

|f (x, s)|
s

= +∞,

uniformente em Ω.

Problemas com esse tipo de comportamento, tem sido estudado recentemente, por diver-

sos autores, tendo como precursor o trabalho de Ambrosetti, Brezis & Cerami [8], onde os

autores estudam o problema

−∆u = νuq + up,

com condição de fronteira de Dirichlet, 0 < q < 1 < p e ν ≥ 0.

Posteriormente, o trabalho de De Figueiredo, Gossez & Ubilla [25], que nos inspirou a

fazer esse estudo, aborda por exemplo o problema

−∆u = λa(x)uq + b(x)up,
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com condição de fronteira de Dirichlet, λ > 0 é um parâmetro real, 0 < q < 1 < p ≤ 2∗ − 1,
se N ≥ 3 e 0 < q < 1 < p < +∞ se N = 1, 2. Dentre outros trabalhos que nos motivaram

nesse trabalho, para obter solução para o problema (Nλ), podemos citar [5, 25, 44, 45].

De maneira semelhante ao feito por Rabinowitz, veja [49](Apêndice B) e por Berestycki

e Lions, veja [10](Apêndice), mostra-se que sob certas hipóteses sobre f , o funcional energia

associado ao problema é de classe C1 e conforme o Apêndice A temos que toda solução no

sentido fraco é um solução clássica em C2,γ(Ω), para algum 0 < γ < 1. Ainda mais, assumindo

certas hipóteses sobre a, essa solução é positiva em Ω0a, onde Ω0a = int {x ∈ Ω; a(x) ≥ 0}.
Para obtermos a solução usamos o método de sub-super solução e o resultado é de certa

forma global relativo à λ, ou seja, obtemos solução para todo λ < λ∗ e nenhuma para λ > λ∗

e sob certas hipóteses obtemos solução para λ = λ∗.

No capítulo 2, consideramos N ≥ 3 e obtemos resultados de multiplicidade de soluções

para a seguinte subclasse de problemas elípticos parametrizados, com condição de Neumann

homogênea na fronteira,















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)up em Ω

u ≥ 0 em Ω
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(Nλ)

onde λ é um parâmetro real, 1 < q < p = 2∗ − 1 = N + 2

N − 2 ,

a e b ∈ Cγ(Ω), para algum 0 < γ ≤ 1. (abγ)

Resultados de multiplicidade de soluções para o problema (Nλ), com p subcrítico e b(x) ≡
γ ≥ 0, γ ∈ R, foram obtidos por Alama [5]. Resultados para (Nλ), com condição de Dirichlet

e p subcrítico, foram obtidos por de Paiva [44]. Alguns outros problemas motivaram o nosso

estudo no caso crítico: como os trabalhos de [25, 45], com condição de Dirichlet na fronteira

e os trabalhos de [17, 21, 29], com condição de Neumann na fronteira.

A primeira solução é devido ao resultado do Capítulo 1, já para a segunda solução, usamos

o Teorema do Passo da Montanha, veja Corolário 5.11, em Ghoussoub ([35], Pg. 96).

Inicialmente, usando as ideias de Alama ([5], Pg. 832), mostramos que a primeira solução

é um mínimo local. Assumindo certas hipóteses sobre a, b e motivados pelos resultados

de [6, 44], mostramos a limitação das sequências de Palais-Smale. Utilizamos as ideias de

[17, 29] para mostrar que o funcional satisfaz (PS)c , para c abaixo de um determinado

nível de energia. Além dos trabalhos de [17, 29], também motivados pelos trabalhos de
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[16, 19, 21, 25, 39, 40, 45, 56], obtemos a segunda solução assumindo hipóteses adequadas

sobre a, b e em um dos casos estudados, uma restrição em λ, quando a dimensão N ≥ 6.
No capítulo 3, consideramos N = 2 e obtemos resultados de multiplicidade de soluções

para a seguinte subclasse de problemas elípticos parametrizados, com crescimento crítico do

tipo exponencial, com condição de Neumann homogênea na fronteira,















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)h(u)eα0u2 em Ω

u ≥ 0 em Ω
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(Nλ)

onde α0 > 0, λ é um parâmetro real,

a e b ∈ Cγ(Ω), para algum 0 < γ ≤ 1. (abγ)

e

h ∈ Cγloc(R), para algum 0 < γ ≤ 1. (hγ)

Diversos trabalhos nos motivaram a estudar essa classe de problemas críticos, veja [27,

28, 33, 34, 46, 47, 48]. As técnicas utilizadas nestes trabalhos para obterem as soluções,

consiste em aplicar o Princípio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha.

Neste trabalho, seguimos um caminho diferente, onde a primeira solução é devido ao

resultado do Capítulo 1, ou seja, via método de sub-super solução e para a segunda solução,

usamos o Teorema do Passo da Montanha, veja Corolário 5.11, em Ghoussoub ([35], Pg. 96).

Inicialmente, usando as ideias de Alama ([5], Pg. 832), mostramos que a primeira solução

é um mínimo local. Assumindo certas hipóteses sobre a, b e h, motivados pelos resultados

do Odair ([44], Pg. 1250021-8), mostramos a limitação das sequências de Palais-Smale.

Utilizamos as ideias de [27, 46, 47, 48] para mostrar que o funcional satisfaz (PS)c , para

c abaixo de um determinado nível de energia e motivados pelos trabalhos de [46, 47, 48],

obtemos a segunda solução assumindo hipóteses adequadas sobre a, b e h.



Capítulo 1

Existência e Não-Existência de Solução

1 Introdução

Considere Ω como um domínio limitado em RN com bordo suave C2,γ, 0 < γ ≤ 1, N ≥ 2
e η o vetor normal unitário apontando para fora do bordo de Ω. Nesse capítulo, temos

por objetivo estudar, mais especificamente, a existência de solução para seguinte classe de

problemas elípticos parametrizados, com condição de Neumann homogênea no bordo de Ω















−∆u − λu = a(x)uq + f (x, u) em Ω

u ≥ 0 em Ω
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(M ′λ)

onde 0 < q < 1 e λ ∈ R é um parâmetro real. Assumimos que a ∈ Cγ(Ω), 0 < γ ≤ 1,
quando a muda de sinal em Ω, então o Princípio do Máximo não é aplicável, portanto as

soluções podem se anular em parte de Ω. Também assumimos que f : Ω × R → R é uma

função Hölder contínua em x e localmente Hölder contínua em u, com f (x, t) = 0, para todo

t ≤ 0.
Como estamos interessados em estudar esse problema com o crescimento de f crítico,

primeiro vamos definir o que é crescimento crítico quando N = 2.

Definição 1.1 Dizemos que a função f tem crescimento TM-crítico (resp. TM-subcrítico),

se existe β0 > 0 (resp. β0 = 0), tal que

lim
s→∞

|f (x, s)|
eβs2

=

{

0 ∀ β > β0, uniformemente em Ω̄

+∞ ∀ β < β0, uniformemente em Ω̄
(cβ0)

5



6

Considerando as desigualdades de Trudinger-Moser, veja o trabalho de Adimurthi e Yadava

([3], Pg. 469), temos que

eβu
2 ∈ L1(Ω), ∀ u ∈ H1(Ω), ∀ β > 0.

e existe C > 0, tal que

sup
‖u‖

H1(Ω)≤1

∫

Ω

eβu
2

dx ≤ C, ∀ β ≤ 2π, u ∈ H1(Ω).

Definimos agora os seguintes conjuntos:

Ωa+ = {x ∈ Ω; a(x) > 0}; Ωa− = {x ∈ Ω; a(x) < 0} e Ω0a = int {x ∈ Ω; a(x) ≥ 0}

Consideremos aqui as seguintes hipóteses sobre a e f :

(Ha+) O conjunto Ω+a é não-vazio.

(H0a) Ω
0
a = ∪k1Ui , k < +∞, Ui componente conexa, Ui com bordo suave C2 e Ui ∩ Ω+a 6=
∅, ∀i = 1, ..., k .

(H1f ) Para N ≥ 3, assuma que existem 1 < σ ≤ 2∗−1, c2 > 0, tal que |f (x, t)| ≤ c2(1+ tσ),
qtp x ∈ Ω, ∀ t ≥ 0. Para N = 2, assuma que para todo u ∈ H1(Ω), existe C, β > 0 tal

que |f (x, u)| ≤ Ceβu2, qtp x ∈ Ω.

(H2f ) Existem t0 > 0 e c0 > 0, tal que |f (x, t)| ≤ c0t, qtp x ∈ Ω e para todo 0 ≤ t ≤ t0.

(H3f ) Existem θ > 2, 0 ≤ q1 < 1 e t3, c3 > 0, tal que θF (x, t) ≤ tf (x, t) + c3t
q1+1, qtp

x ∈ Ω, ∀ t ≥ t3, onde F (x, s) =

∫ s

0

f (x, t)dt.

(H4f ) Existem um subdomínio Ω̃ ⊂ Ω e t4, c4 > 0, tal que F (x, t) ≥ c4t2, qtp x ∈ Ω̃, ∀ t ≥ t4.
Observe que u = 0 é solução do nosso problema, mas estamos interessados em soluções

fracas não-triviais u ∈ H1(Ω), para o problema (M ′λ), isto é, u 
 0 tal que

∫

Ω

∇u∇vdx − λ
∫

Ω

uvdx =

∫

Ω

a(x)uqvdx +

∫

Ω

f (x, u)vdx, ∀ v ∈ H1(Ω).

Os pontos críticos do funcional energia

Iλ(u) :=
1
2

∫

Ω

(

|∇u|2 + u2
)

dx − 1 + λ
2

∫

Ω

(u+)2dx − 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+)q+1dx

−
∫

Ω

F (x, u)dx
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onde F (x, s) =

∫ s

0

f (x, t)dt, serão soluções fracas do nosso problema, ainda mais são não-

negativas. Sob a hipótese (H1f ), temos que Iλ está bem definido em H1(Ω) e sem muitas

alterações ao resultado de Rabinowitz, veja [49](Apêndice B) e de Berestycki e Lions, veja

[10](Apêndice), mostramos que Iλ é de classe C1.

Sob a hipótese (H1f ) acima, conforme Apêndice A, temos que toda solução fraca uλ ∈
H1(Ω) é uma solução clássica uλ ∈ C2,γ(Ω) para algum γ ∈ (0, 1). O lema a seguir é uma

versão do Lema 2.1 de Alama ([5], Pg. 818).

Lema 1.1 Assuma (H0a) e (H2f ). Suponha que uλ ∈ C2,γ(Ω) seja uma solução clássica de

(M ′λ), com uλ não-trivial em Ω0a, então uλ(x) > 0 para todo x ∈ Ω0a.

Demonstração: Como uλ 6= 0 em Ω0a. Para x ∈ Ω0a, tal que 0 ≤ uλ(x) ≤ t0, t0 em (H2f )

temos
−∆uλ − λuλ = a(x)uqλ + f (x, uλ)

≥ a(x)uqλ − c0uλ
(1.1)

Portanto,

−∆uλ + (c0 + |λ|)uλ ≥ 0, (1.2)

para 0 ≤ uλ(x) ≤ t0, tomando β(s) = (c0+ |λ|)s, pelo princípio do Máximo de Vazquez, vide

Teorema 1, em ([54], Pg. 192), obtemos que uλ > 0, em Ω0a. Suponha então que uλ(x) = 0

para algum x ∈ ∂Ω0a, então x ∈ ∂Ui para algum i fixado, aplicando o Lema de Hopf, veja

Evans ([22], Pg. 330), obtemos que
∂uλ
∂ν
(x) > 0, com ν o vetor normal exterior a Ui em

x . Observe que x /∈ ∂Ui ∩ Ω, pois em um mínimo no interior temos ∇uλ(x) = 0. Mas se

x ∈ ∂Ui ∩ ∂Ω, neste caso o vetor normal exterior a Ui em x , coincide com o vetor normal

exterior a Ω, e então temos uma contradição com a condição de Neumann sobre o bordo de

Ω. Portanto uλ > 0 em Ω0a.

Sob a hipótese (H1f ), temos que toda solução fraca uλ ∈ H1(Ω) é uma solução clássica

uλ ∈ C2,γ(Ω), para algum γ ∈ (0, 1) e sob as hipóteses (H0a) e (H2f ) temos, do Lema 1.1,

as soluções não-triviais de (Mλ) em Ω0a são positivas em Ω0a. Isto nos motiva a considerar o

problema














−∆u − λu = a(x)uq + f (x, u) em Ω

u > 0 em Ω0a
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(Mλ)

O resultado principal desse Capítulo, versa sobre a existência e não-existência de solução

para o problema (Mλ). O trabalho de De Figueiredo, Gossez & Ubilla [25], foi o principal

motivador para o resultado enunciado a seguir
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Teorema 1.1 (Existência e Não-Existência) Assuma (Ha+), (H
0
a), (H

1
f ) e (H

2
f ), então existe

λ∗ ∈ (−∞,+∞], tal que:

1. Para todo λ < λ∗ o problema (Mλ) possui ao menos uma solução com energia negativa.

2. Assuma que existe uma bola Bf ⊂ Ω0a, tal que f (x, t) ≥ 0, qtp x ∈ Bf e ∀ t ≥ 0, então

λ∗ < +∞ e ainda mais o problema (Mλ) não possui solução, para λ > λ∗.

3. Assuma (H3f ),
∫

Ω
a(x)dx < 0, Ω̃ = Ω em (H4f ) e existe B ∈ R, t5 > 0, tal que

f (x, t) ≥ Bt, ∀ t ≥ t5. Então o problema (Mλ) admite ao menos uma solução para

λ = λ∗.

A demonstração do Teorema 1.1, será feita mais adiante, como consequência dos resul-

tados que iremos estabelecer a seguir.

2 Existência de Solução para λ < λ∗

Lema 1.2 Assuma (Ha+), (H
0
a), (H

1
f ) e (H2f ), então existe λ0 < 0, tal que o problema (Mλ)

admite uma solução uλ, para todo λ ≤ λ0.

Demonstração: Conforme Abreu, Carrião e Miyagaki ([1], Pg. 137), seja e a única solução

positiva do problema














−∆e + e = 1 em Ω

e > 0 em Ω
∂e
∂η
= 1 em ∂Ω

(1.3)

Sabemos que e ∈ C2(Ω). Então considere m > 0, tal que me(x) ≤ t0, qtp x ∈ Ω, t0 como

em (H2f ), então f (x,me(x)) ≤ c0me(x). Seja δ > 0 e Ωδ = {x ∈ Ω; e(x) < δ}, então

tomando um δ > 0 suficientemente pequeno, de modo que ‖a‖L∞(Ω)(mδ)q + c0mδ ≤ m,

temos que

‖a‖L∞(Ω)(me(x))q + c0me(x) ≤ m

para todo x ∈ Ωδ. Portanto para λ ≤ −1, temos que

λme(x) + ‖a‖L∞(Ω)(me(x))q + c0me(x) ≤ m −me(x)

para todo x ∈ Ωδ. De onde segue que

−∆(me) = m −me ≥ λ(me) + a(x)(me)q + f (x,me), ∀ x ∈ Ωδ. (1.4)
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Seja λ̃ < −1, tal que

λmδ + ‖a‖L∞(Ω)‖me‖qL∞(Ω) + c0‖me‖L∞(Ω) ≤ m −me

para todo λ ≤ λ̃, x ∈ Ω. Portanto, se λ ≤ λ̃, temos que

−∆(me) = m −me ≥ λmδ + ‖a‖L∞(Ω)‖me‖qL∞(Ω) + c0‖me‖L∞(Ω)

Portanto, para x ∈ Ω \Ωδ, temos λδ ≥ λe(x), pois λ é negativo, de onde segue que

−∆(me) ≥ λme + a(x)(me)q + f (x,me), ∀ x ∈ Ω \Ωδ. (1.5)

Portanto, de (1.4) e (1.5), obtemos que me é supersolução para (Mλ), se λ ≤ λ̃.

Dado λ ≤ λ̃, temos que u := me é uma supersolução para (Mλ). Como, u := 0 é uma

subsolução para (Mλ). Considere o seguinte problema de minimização

inf
u∈M

Iλ(u), onde M = {u ∈ H1(Ω); u(x) ≤ u(x) ≤ u(x), qtp x ∈ Ω}.

Com algumas modificações no Teorema I.2.4 do Struwe ([51], Pg. 17), veja Alama ([5], Pg.

826), o mínimo é atingido em uλ ∈ M e, ainda mais, uλ resolve fracamente (Mλ). Vamos

mostrar que uλ é não-trivial. De fato, suponha por contradição, que uλ = 0, qtp x ∈ Ω0a. Seja

φ ∈ C10(B) positiva, com B uma bola contida em Ω+a ⊂ Ω0a. Então observe que existe s0 > 0

suficientemente pequeno, tal que s0‖φ‖L∞(Ω) ≤ m ·min{e(x), x ∈ B} ≤ t0 e para 0 ≤ s ≤ s0,
temos uλ + sφ ∈ M, pois uλ = 0, em B. Portanto de (H2f ), temos

Iλ(uλ + sφ) = Iλ(uλ) + Iλ(sφ)

= Iλ(uλ) +
s2

2

∫

Ω

|∇φ|2dx − λs
2

2

∫

Ω

φ2dx − sq+1

q + 1

∫

Ω

a(x)φq+1dx

−
∫

Ω

F (x, sφ)dx

≤ Iλ(uλ) + C1s
2 − sq+1

∫

B

a(x)φq+1

q + 1

= Iλ(uλ) + s
q+1(C1s

1−q − C2)
< Iλ(uλ)

(1.6)

para s > 0 suficientemente pequeno. Mas isso é uma contradição com a definição de uλ.

Portanto uλ é não-trivial em Ω0a.

Defina λ∗ := sup{λ ∈ R;Mλ tem solução}. Observe que do Lema 1.2, temos que λ∗ está

bem definido.
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Lema 1.3 Assuma (Ha+), (H
0
a), (H

1
f ) e (H2f ), então o problema (Mλ) admite uma solução

uλ, para todo λ < λ∗, com Iλ(uλ) < 0.

Demonstração: Seja λ < λ∗, pela definição de λ∗, existe λ < µ < λ∗ e u := uµ a solução

de Mµ dada pelo Lema 1.2, observe que

−∆uµ = µuµ + a(x)uqµ + f (x, uµ) ≥ λuµ + a(x)uqµ + f (x, uµ).

Portanto u é supersolução de (Mλ). Ainda mais u := 0 é subsolução de (Mλ).

Agora considere o seguinte problema de minimização

inf
u∈M

Iλ(u), onde M = {u ∈ H1(Ω); u(x) ≤ u(x) ≤ u(x), qtpx ∈ Ω}.

Com algumas modificações no Teorema I.2.4 do Struwe ([51], Pg. 17), veja Alama ([5],

Pg. 826), o mínimo é atingido em uλ ∈ M e, ainda mais, uλ é solução de (Mλ).

Vamos mostrar que uλ é uma solução não-trivial. De fato, suponha por contradição,

que uλ = 0, qtp x ∈ Ω0a. Seja φ ∈ C10(B), onde B é uma bola contida em Ωa+, φ positiva.

Então observe que existe s0 > 0 suficientemente pequeno, de modo que s‖φ‖L∞(Ω)‖u‖L∞(Ω) ≤
m ·min{e(x), x ∈ B} ≤ t0 e uλ + sφu ∈ M, para 0 ≤ s ≤ s0, haja vista que uλ = 0, em B e

sφu ≤ u. Portanto

Iλ(uλ + sφu) = Iλ(uλ) + Iλ(sφu)

= Iλ(uλ) +
s2

2

∫

Ω

|∇φu|2dx − λs
2

2

∫

Ω

(φu)2dx − sq+1

q + 1

∫

Ω

a(x)(φu)q+1dx

−
∫

Ω

F (x, sφu)dx

≤ Iλ(uλ) + C1s
2 − sq+1

∫

B

a(x)(φu)q+1

q + 1

= Iλ(uλ) + s
q+1(C1s

1−q − C2)
< Iλ(uλ)

(1.7)

para s > 0 suficientemente pequeno, o que é uma contradição com a definição de uλ. Portanto

uλ é não-trivial em Ω0a. Ainda mais, como sφu ∈ M, vimos que Iλ(sφu) < 0, para s > 0

suficientemente pequeno, portanto Iλ(uλ) < 0.

3 Não-Existência de Solução para λ > λ∗

Nesta seção vamos mostrar que λ∗ é finito.
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Lema 1.4 Assuma (Ha+), (H
0
a), (H

1
f ) e (H2f ), e que existe uma bola Bf ⊂ Ω0a, tal que

f (x, t) ≥ 0, qtp x ∈ Bf e ∀ t ≥ 0, então o problema (Mλ) não admite solução, para λ muito

grande.

Demonstração: De fato, suponha por contradição que uλ seja uma solução de (Mλ). Con-

sidere então µ1 o primeiro autovalor positivo e φ1 > 0 a autofunção associada a µ1, do

problema de Dirichlet
{

−∆u = µu em Bf

u = 0 em ∂Bf

Usando a restrição de uλ a Bf como função teste, temos que

∫

Bf

∇uλ∇φ1dx −
∫

∂Bf

uλ
∂φ1
∂ν

dS = µ1

∫

Bf

uλφ1dx.

Como uλ é solução de (Mλ) e suppφ1 ⊂ Bf , temos

∫

Bf

∇uλ∇φ1dx = λ
∫

Bf

uλφ1dx +

∫

Bf

a(x)uqλφ1dx +

∫

Bf

f (x, uλ)φ1dx.

Dessas duas equações, obtemos que

(µ1 − λ)
∫

Bf

uλφ1dx +

∫

∂Bf

uλ
∂φ1
∂ν

dS =

∫

Bf

a(x)uqλφ2dx +

∫

Bf

f (x, uλ)φ1dx ≥ 0.

Como ∂φ1
∂ν
< 0 em ∂Bf , obtemos

(µ1 − λ)
∫

Bf

uλφ1dx >

∫

Bf

a(x)uqλφ2dx +

∫

Bf

f (x, uλ)φ1dx ≥ 0.

O que é uma contradição para λ > 0 suficientemente grande.

4 Existência de Solução para λ = λ∗

Nesta seção vamos obter uma solução pra o problema (Mλ∗).

Lema 1.5 Assuma (Ha+), (H
0
a), (H

1
f ), (H

2
f ), (H

3
f ), Ω̃ = Ω em (H4f ),

∫

Ω
a(x)dx < 0 e existe

B ∈ R, t5 > 0, tal que f (x, t) ≥ Bt, ∀ t ≤ t5. então o problema (Mλ) admite ao menos uma

solução para λ = λ∗.

Demonstração: Do Lema 1.4, obtemos que λ∗ < +∞. Considere λn → λ∗, com λn < λ∗ e

un a solução dada pelo Lema 1.3, associada a (Mλn), portanto Iλn(un) < 0.
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Vamos mostrar que un é limitada emH1(Ω). De fato, como Iλn(un) < 0 e 〈I ′λn(un), un〉 = 0,
tomando θ como em (H3f ), obtemos que

θ

2
‖un‖2H1(Ω) −

θ(1 + λn)

2
‖un‖2L2(Ω) −

θ

q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

θF (x, un)dx < 0

e

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λn)‖un‖2L2(Ω) −
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

f (x, un)undx = 0.

Subtraindo a equação acima da desigualdade anterior e usando (H3f ), obtemos

(

θ

2
− 1

)

(

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λn)‖un‖2L2(Ω)
)

−
(

θ

q + 1
− 1

)
∫

Ω

a(x)uq+1n dx−
∫

Ω

c3u
q1+1
n dx < C.

(1.8)

Como Ω̃ = Ω em (H4f ), existe t4, c4 > 0, tal que F (x, t) ≥ c4t
2 para todo t ≥ t4,

procedendo como em [24], observe que existe t6 ≥ t4 e c6 > 0, tal que F (x, t) ≥ c6t2 + 1,
∀ t ≥ t6.

Dividindo (H3f ) por tF (x, t), com t ≥ t6, obtemos

θ

t
≤ f (x, t)

F (x, t)
+ c4

tq1

F (x, t)
.

Integrando de t6 a t obtemos

ln

(

t

t6

)θ

≤ ln
(

F (x, t)

F (x, t6)

)

+ c4

∫ t

t6

sq1

F (x, s)
ds

e aplicando a exponencial à desigualdade, obtemos

(

t

t6

)θ

≤
(

F (x, t)

F (x, t6)

)

˙exp

(

c4

∫ t

t6

sq1

F (x, s)
ds

)

.

Portanto

F (x, t) ≥ F (x, t6)
(

t

t6

)θ

exp

(

−c4
∫ t

t6

sq1

F (x, s)
ds

)

.

Usando (H4f ) novamente, obtemos que

F (x, t) ≥ Ctθ, ∀ t ≥ t6 (1.9)

e alguma constante C > 0.
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Defina então gn(x, t) = f (x, t) + (1 + λn)t e Gn(x, t) =
∫ t

0
gn(x, s)ds. Vamos mostrar

que para ǫ > 0, tal que 2 < θ − ǫ, existe t7 > 0, tal que

(θ − ǫ)Gn(x, t) ≤ tgn(x, t) + c3tq1+1, ∀ t ≥ t7 (1.10)

De fato,

(θ − ǫ)Gn(x, t) = (θ − ǫ)F (x, t) + (θ − ǫ)(1 + λn)
t2

2

Usando (H3f ) e (1.9), para t ≥ max{t3, t6}, temos que

(θ − ǫ)Gn(x, t) ≤ tf (x, t) + c3tq1+1 − ǫCtθ +
(

θ − ǫ
2

)

(1 + λn)t
2

Portanto

(θ − ǫ)Gn(x, t) ≤ tgn(x, t) + c3tq1+1 −
(

ǫCtθ−2 −
(

θ − ǫ
2
− 1

)

(1 + λn)

)

t2

Como θ > 2, existe t7 > 0, tal que

ǫCtθ−2 ≥
(

θ − ǫ
2
− 1

)

(1 + λn)

e assim temos (1.10).

Voltando a prova da limitação de un, como Iλn(un) < 0 e 〈I ′λn(un), un〉 = 0, obtemos que

θ − ǫ
2
‖un‖2H1(Ω) −

θ − ǫ
q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

(θ − ǫ)
(

F (x, un) +
(1 + λn)u

2
n

2

)

dx < 0

e

‖un‖2H1(Ω) −
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

(

f (x, un)un + (1 + λn)u
2
n

)

dx = 0

Subtraindo a equação acima da desigualdade anterior e usando (1.10), obtemos

(

θ − ǫ
2
− 1

)

‖un‖2H1(Ω) −
(

θ − ǫ
q + 1

− 1
)
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

c3u
q1+1
n dx < C.

Das imersões de Sobolev, temos

(

θ − ǫ
2
− 1

)

‖un‖2H1(Ω) ≤ C
(

1 + ‖un‖q+1H1(Ω) + ‖un‖
q1+1
H1(Ω)

)

.

Como 0 ≤ q, q1 < 1, temos que ‖un‖H1(Ω) é limitada.
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Assim, a menos de subsequência, podemos assumir que un converge fracamente para

alguma uλ∗ em H1(Ω), ainda mais, converge em quase todo ponto em Ω para uλ∗, converge

fortemente para uλ∗ em Ls(Ω), para todo s ≥ 1 quando N = 2 e para todo 1 ≤ s < 2∗

quando N ≥ 3. Passando o limite, na formulação fraca de solução, obtemos que uλ∗ resolve

o nosso problema. Para concluir, precisamos mostrar que uλ∗ 6= 0, em Ω0a.

Das hipóteses que Ω̃ = Ω em (H4f ),
∫

Ω
a(x)dx < 0 e que existe B ∈ R e t5 > 0, tal que

f (x, t) ≥ Bt, ∀ t ≤ t5, podemos encontrar B̃ ∈ R, tal que f (x, t) ≥ B̃t, ∀ t ≥ 0.
Conforme Alama ([5], Pg. 829), considere para λ′ = min{min{λn} + B̃, 0} ≤ 0, v ′ ∈

C2,γ(Ω) a única solução do problema

{

−∆v ′ = λ′v ′ + a(x)v ′q em Ω
∂v ′

∂η
= 0 em ∂Ω

Observação 1.1 A hipótese que

∫

Ω

a(x)dx < 0 é fundamental ao considerar esse resultado,

bem como no uso do Lema de Comparação feito abaixo.

Como un ∈ C2,γ(Ω) e

−∆un = λnun + a(x)uqn + f (x, un) ≥ λnun + a(x)uqn + B̃un ≥ λ′un + a(x)uqn

usando um lema de comparação, Lema 4.6 do Alama ([5], Pg. 828), temos que v ′ ≤ un, para

todo n. Como v ′ > 0 em Ω0a, temos o resultado.

Demonstração do Teorema 1.1: (1) segue do Lema 1.3, (2) segue do Lema 1.4 e (3)

segue do Lema 1.5.



Capítulo 2

Multiplicidade de Soluções para o caso

N ≥ 3

1 Introdução

Neste capítulo, vamos obter um resultado de multiplicidade de soluções, para um caso

particular do problema (Mλ), com N ≥ 3 e f (x, u) = b(x)up, onde 1 < p = 2∗ − 1 e

2∗ =
2N

N − 2 é o expoente crítico de Sobolev. Como no Capítulo 1, considere Ω um domínio

limitado em RN com bordo suave C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e η o vetor normal unitário apontando

para fora do bordo de Ω. Mais precisamente, temos por objetivo estudar a multiplicidade

de soluções para a seguinte classe de problemas elípticos parametrizados, com condição de

Neumann homogênea no bordo de Ω















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)up em Ω

u ≥ 0 em Ω
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(N ′λ)

onde 0 < q < 1 < p = 2∗ − 1 e λ ∈ R é um parâmetro real. Assumimos que a, b ∈ Cγ(Ω),
0 < γ ≤ 1 e a muda de sinal em Ω, então o Princípio do Máximo não é aplicável, assim as

soluções podem se anular em parte de Ω.

Como no Capítulo 1, considere os seguintes conjuntos relativos ao coeficiente a:

Ωa+ = {x ∈ Ω; a(x) > 0}; Ωa− = {x ∈ Ω; a(x) < 0} e Ω0a = int {x ∈ Ω; a(x) ≥ 0};
15



16

e definimos, de forma análoga, os seguintes conjuntos relativos a b:

Ω+b = {x ∈ Ω; b(x) > 0}; Ω−b = {x ∈ Ω; b(x) < 0} e Ωb = {x ∈ Ω; b(x) ≥ 0}; e

Ωb0 = Ω \ {x ∈ Ω; b(x) 6= 0}.

Consideremos aqui, as seguintes hipóteses sobre a e b:

(Ha+) O conjunto Ω+a é não-vazio.

(Ha+−) Assuma (Ha+) e que Ω−a é não-vazio.

(H0a) Ω
0
a = ∪k1Ui , k < +∞, Ui componente conexa, Ui com bordo suave C2 e Ui ∩ Ω+a 6=
∅, ∀i = 1, ..., k .

(Hb+) O conjunto Ω+b é não-vazio.

(Hb+−) Assuma (Hb+) e que o conjunto Ω−b é não-vazio, e ainda mais, Ω+b ∩Ω−b = ∅.

(Hab) O conjunto Ω+a ∩Ω+b é não-vazio.

(Hb0) O conjunto Ωb0 tem bordo suave C2 e Ωb0 ⊂ Ω.

Observe que u = 0 é solução do nosso problema, mas estamos interessados em soluções

fracas não-triviais u ∈ H1(Ω), para o problema (N ′λ), isto é, u 
 0 tal que

∫

Ω

∇u∇vdx − λ
∫

Ω

uvdx =

∫

Ω

a(x)uqvdx +

∫

Ω

b(x)upvdx, ∀ v ∈ H1(Ω).

Naturalmente, u será ponto crítico do funcional energia

Iλ(u) :=
1
2

∫

Ω

(

|∇u|2 + u2
)

dx − 1 + λ
2

∫

Ω

(u+)2dx − 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+)q+1dx

− 1
p+1

∫

Ω

b(x)(u+)p+1dx

Note que Iλ está bem definido em H1(Ω), ainda mais Iλ é C1, veja os trabalhos de Rabinowitz

[49](Apêndice B) e de Berestycki e Lions [10](Apêndice).

Sob as hipóteses acima, temos que toda solução fraca uλ ∈ H1(Ω) é uma solução clássica

uλ ∈ C2,γ(Ω), para algum γ ∈ (0, 1), veja Apêndice A. Ainda mais, sob a hipótese (H0a),
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temos do Lema 1.1, que as soluções de (N ′λ), não-triviais em Ω0a, são positivas em Ω0a. Isto

nos motiva a considerar o problema















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)up em Ω

u > 0 em Ω0a
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(Nλ)

Assim podemos enunciar o seguinte teorema de existência e não-existência

Teorema 2.1 (Existência e Não-Existência) Assuma (Ha+) e (H
0
a), então existe λ∗ ∈ (−∞,+∞],

tal que:

1. Para todo λ < λ∗ o problema (Nλ) possui ao menos uma solução, com energia negativa.

2. Assuma (Hab). Então

(a) λ∗ < +∞ e ainda mais o problema (Nλ) não possui solução, para λ > λ∗.

(b) Assuma que Ωb+ = Ω e
∫

Ω
a(x)dx < 0. Então o problema (Nλ) possui ao menos

uma solução, para λ = λ∗.

Definimos bM := maxΩ b(x) e bm := max∂Ω b(x). Assim podemos enunciar o Teorema

2.2, onde temos um resultado de multiplicidade de soluções

Teorema 2.2 (Multiplicidade) Assuma (Ha+−), (H
0
a), (Hab) e

(a) Ωb+ = Ω; ou

(b) (Hb+−), (Hb0) e λ /∈ σ(−∆, H10(Ωb0)).

Então para λ∗ ∈ R, dado no Teorema 2.1:

1. considere λ < λ∗, então se bM ≤ 2
2
N−2bm, sem perda de generalidade, podemos supor

bm := b(0), a curvatura média do bordo de Ω positiva em 0, |b(x)− bm| = o(|x |), para

x próximo de 0 e a(x) ≥ a0 > 0 numa vizinhança de 0; ou

2. considere para N ≥ 6, que 0 ≤ λ < λ∗ e para 3 ≤ N ≤ 5, que λ < λ∗, então

se b(xM) := bM ≥ 2
2
N−2bm, |b(x) − bM | = o(|x − xM |

N−2
2 ), para x próximo de xM,

a(x) ≥ a0 > 0 numa vizinhança de xM;

o problema (Nλ) possui ao menos duas soluções.
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O Teorema 2.1, a menos do item (2.b), é consequência do Teorema 1.1, os detalhes

apresentamos a seguir. Já a demonstração do Teorema 2.2, será feita mais adiante, como

consequência de uma sequência de resultados que iremos estabelecer posteriormente a de-

monstração do Teorema 2.1.

Demonstração do Teorema 2.1: Vamos mostrar que (1) e (2.a), são consequência do

Teorema 1.1, do Capítulo 1, para isso basta tomar f (x, t) = b(x)(t+)p, como b ∈ Cγ(Ω) e

p > 1, é imediato que (H1f ) é verificada. Observe que f (x, t) ≤ ‖b‖L∞(Ω)t, para 0 ≤ t ≤ 1, de

onde segue que (H2f ) é verificada. Observe que de (Hab), podemos tomar uma bola B ⊂ Ω0a,
tal que f (x, t) ≥ 0 em B, assim utilizando os itens (1) e (2) do Teorema 1.1, obtemos (1) e

(2.a). Já a prova de (2.b) é análoga a prova de (3) no Teorema 1.1, a única diferença está

na prova de que se λn → λ∗, com λn < λ∗ e un a solução obtida no item (1) para (Nλn),

então ‖un‖H1(Ω) é limitada.

De fato, como Iλn(un) < 0 e 〈I ′λn(un), un〉 = 0, obtemos que

p + 1

2
‖un‖2H1(Ω) −

(p + 1)(1 + λn)

2

∫

Ω

u2ndx −
p + 1

q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

b(x)up+1n dx < 0

e

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λn)
∫

Ω

u2ndx −
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

b(x)up+1n dx = 0

Subtraindo a equação acima da desigualdade anterior, obtemos

p − 1
2
‖un‖2H1(Ω) −

(p − 1)(1 + λn)
2

∫

Ω

u2ndx −
p − q
q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx < 0

Portanto,

‖un‖2H1(Ω) ≤ C
(
∫

Ω

u2ndx +

∫

Ω

uq+1n dx

)

,

de onde segue, pela imersão de H1(Ω) em Lq+1(Ω), que

‖un‖2H1(Ω) ≤ C
(

‖un‖2L2(Ω) + ‖un‖q+1H1(Ω)
)

. (2.1)

Como q + 1 < 2, basta mostrarmos que ‖un‖L2(Ω) é limitada, para obtermos que ‖un‖H1(Ω) é

limitada.

De fato, suponha por contradição, que a menos de subsequência, ‖un‖L2(Ω) → +∞. Defina

vn =
un

‖un‖L2(Ω)
. Dividindo a desigualdade (2.1) por ‖un‖2L2(Ω), obtemos

‖vn‖2H1(Ω) ≤ C
(

1 + ‖un‖q−1L2(Ω)‖vn‖
q+1
H1(Ω)

)

.
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Como q < 1 e ‖un‖L2(Ω) → +∞, obtemos que vn é limitada em H1(Ω). Portanto, a menos

de subsequência, podemos assumir que vn, converge fracamente para alguma v em H1(Ω),

converge fortemente para v em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < 2∗. Em particular ‖v‖L2(Ω) = 1.
Por outro lado, como 〈I ′λn(un), φ〉 = 0, dividindo essa equação por ‖un‖L2(Ω), obtemos

∫

Ω

∇vn∇φdx − λn
∫

Ω

vnφdx − ‖un‖q−1L2(Ω)
∫

Ω

a(x)v qn φdx − ‖un‖p−1L2(Ω)
∫

Ω

b(x)v pnφdx = 0.

Portanto ‖un‖p−1L2(Ω)
∫

Ω

b(x)v pnφdx é limitado, mas como ‖un‖p−1L2(Ω) → +∞, temos que

∫

Ω

b(x)v pφdx = lim inf
n→+∞

∫

Ω

b(x)v pnφdx = 0.

Como b > 0, qtp x ∈ Ω, segue que v = 0, o que é uma contradição, pois ‖v‖L2(Ω) = 1. Logo

‖un‖L2(Ω) é limitada.

Para concluir a prova, basta proceder como na prova do item (3) do Teorema 1.1.

2 A Primeira Solução é um Mínimo Local

Nesta seção vamos mostrar que a solução dada no Teorema 2.1 é um mínimo local do

funcional Iλ em H1(Ω).

Lema 2.1 Assuma (Ha+−), (H
0
a), λ < λ∗, 0 ≤ uλ ≤ u := uµ, onde uλ é solução do problema

(Nλ) e uµ é solução do problema (Nµ), com λ < µ < λ∗. Então uλ < u em A, onde

A := {x ∈ Ω; u > 0}.

Demonstração: Seja v = u − uλ ≥ 0 em Ω. Como uλ é solução do problema (Nλ) e u = uµ

é solução do problema Nµ, com λ < µ < λ∗, temos

∆v = ∆u − ∆uλ
= −µu − a(x)uq − b(x)up + λuλ + a(x)uqλ + b(x)upλ
= (−µ+ λ)u − λ(u − uλ)− a(x)

(

uq − uqλ
u − uλ

)

(u − uλ)− b(x)
(

up − upλ
u − uλ

)

(u − uλ)

≤ −λ(u − uλ) + a−(x)
(

uq − uqλ
u − uλ

)

(u − uλ) + b−(x)
(

up − upλ
u − uλ

)

(u − uλ)

≤ m(x)v

(2.2)
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onde

m(x) :=















−λ+ a−(x)
(

uq − uqλ
u − uλ

)

+ b−(x)

(

up − upλ
u − uλ

)

, se λ < 0

a−(x)

(

uq − uqλ
u − uλ

)

+ b−(x)

(

up − upλ
u − uλ

)

, se λ ≥ 0

Observe que m está bem definida em A, mesmo possivelmente, onde u = uλ, pois u ≥ δ0 > 0,
em A. Suponha que v(x0) = 0, para algum x0 ∈ A. Caso x0 ∈ Ω, então existe uma bola B1

com centro em x0, com B1 ⊂ A∩Ω. Como em B1, u é limitada uniformemente por baixo por

uma constante positiva, temos que m é uniformemente limitada em B1. Então pelo princípio

do Máximo de Vazquez, veja ([54], Pg. 192), v = 0, em B1, logo u = uλ em B1. Entretanto,

como

−∆u − µu = a(x)uq + b(x)up e − ∆uλ − λuλ = a(x)uqλ + b(x)upλ

temos

(µ− λ)u = 0, qtp em B1,

o que é uma contradição pois µ > λ e u > 0, em B1. No caso de x0 ∈ ∂Ω, como A é

relativamente aberto em Ω, existe uma bola B2 com centro em x0, tal que B2 ∩ Ω ⊂ A.

Como o bordo de Ω é suave, o vetor normal exterior a B2 ∩Ω em x0 é igual ao vetor normal

exterior a Ω em x0. Aplicando o Lema de Hopf, veja Evans ([22], Pg. 330), para v ≥ 0 em

x0 ∈ ∂(B2 ∩Ω), temos que
∂v

∂η
(x0) > 0, no entanto isso é uma contradição, com o fato que

∂uλ
∂η
(x0) =

∂u

∂η
(x0) = 0.

Lema 2.2 Assuma (Ha+−), (H
0
a), λ < λ∗ e que uλ uma solução de (Nλ), tal que 0 ≤ uλ ≤

u := uµ, onde uµ é a solução do problema (Nµ), para algum λ < µ < λ∗, ainda mais que

Iλ(uλ) = infu∈M Iλ(u), onde M = {u ∈ H1(Ω); 0 ≤ u ≤ u, qtp x ∈ Ω}. Então uλ é mínimo

local do funcional energia Iλ em H1(Ω).

Demonstração: Suponha, por contradição, que exista un ∈ H1(Ω), tal que un → uλ em

H1(Ω), com Iλ(un) < Iλ(uλ) < 0.

Defina vn = max{0,min{un, u}}, wn = (un − u)+ = max{un − u, 0} ≥ 0 e zn = (−un)+ =
max{−un, 0} ≥ 0. Observe que

0 ≤ vn ≤ u, logo vn ∈ M

e un(x) ≥ u(x) ≥ 0, qtp x ∈ supp(wn), logo zn(x) = 0, qtp x ∈ supp(wn), assim temos que

| supp(wn) ∩ supp(zn)| = 0. Além disso, temos que
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1. Se un(x) > u(x), então vn(x) = u(x), wn(x) = un(x)− u(x) e zn(x) = 0;

2. Se un(x) < 0, então vn(x) = 0, wn(x) = 0 e zn(x) = −un(x); e

3. Se 0 ≤ un(x) ≤ u(x), então vn(x) = un(x), wn(x) = 0 e zn(x) = 0.

Portanto em qualquer um dos casos, temos que un = vn + wn − zn em Ω. Considere

Rn = {x ∈ Ω; 0 ≤ un(x) ≤ u(x)}, Sn = supp(wn) e Tn = supp(zn).

A partir das definições anteriores, podemos reescrever Iλ(un) da seguinte forma,

Iλ(un) =

∫

Ω

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)

p + 1
(u+n )

p+1

)

dx

=

∫

Sn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)

p + 1
(u+n )

p+1

)

dx

+

∫

Tn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)

p + 1
(u+n )

p+1

)

dx

+

∫

Rn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)

p + 1
(u+n )

p+1

)

dx.

(2.3)

Como

1. Se x ∈ Sn, temos un(x) = u(x) + wn(x) ≥ 0;

2. Se x ∈ Tn, temos un(x) = −zn(x) ≤ 0; e

3. Se x ∈ Rn, temos un(x) = vn(x) ≥ 0.

Portanto,

Iλ(un) =
1

2

∫

Sn

(

|∇(u + wn)|2 + (u + wn)2
)

dx − 1 + λ
2

∫

Sn

(u + wn)
2dx

− 1

q + 1

∫

Sn

a(x)(u + wn)
q+1dx − 1

p + 1

∫

Sn

b(x)(u + wn)
p+1dx

+
1

2

∫

Tn

(

|∇zn|2 + z2n
)

dx +
1

2

∫

Rn

(

|∇vn|2 + v 2n
)

dx

− 1 + λ

2

∫

Rn

v 2n dx −
1

q + 1

∫

Rn

a(x)v q+1n dx − 1

p + 1

∫

Rn

b(x)v p+1n dx.

(2.4)
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Como, vn = u em Sn e vn = 0 em Tn, temos

Iλ(vn) =

∫

Ω

(

1

2

(

|∇vn|2 + v 2n
)

− 1 + λ
2

v 2n −
a(x)

q + 1
v q+1n − b(x)

p + 1
v p+1n

)

dx

=

∫

Sn

(

1

2

(

|∇u|2 + u2
)

− 1 + λ
2

u2 − a(x)

q + 1
uq+1 − b(x)

p + 1
up+1

)

dx

+

∫

Rn

(

1

2

(

|∇vn|2 + v 2n
)

− 1 + λ
2

v 2n −
a(x)

q + 1
v q+1n − b(x)

p + 1
v p+1n

)

dx.

(2.5)

Assim de (2.4) e (2.5), obtemos que

Iλ(un) = Iλ(vn)

+

∫

Sn

( |∇(u + wn)|2 − |∇u|2
2

+

(

(u + wn)
2 − u2
2

)

− (1 + λ)
(

(u + wn)
2 − u2
2

))

dx

−
∫

Sn

(

a(x)

q + 1

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

)

+
b(x)

p + 1

(

(u + wn)
p+1 − up+1

)

)

dx

+

∫

Tn

( |∇zn|2
2
+
z2n
2

)

dx

(2.6)

e portanto,

Iλ(un) = Iλ(vn)

+

∫

Sn

(

∇u∇wn +
|∇wn|2
2

+

(

uwn +
w 2n
2

)

− (1 + λ)
(

uwn +
w 2n
2

))

dx

−
∫

Sn

(

a(x)

q + 1

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

)

+
b(x)

p + 1

(

(u + wn)
p+1 − up+1

)

)

dx

+

∫

Tn

( |∇zn|2
2
+
z2n
2

)

dx

(2.7)

Como u é supersolução de (Nλ). Além de que wn = 0 em Ω \ Sn, temos que

∫

Sn

∇u∇wndx − λ
∫

Sn

uwndx ≥
∫

Sn

a(x)uqwndx +

∫

Sn

b(x)upwndx
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Portanto, de (2.7) obtemos que

Iλ(un) ≥ Iλ(vn)

+

∫

Sn

|∇wn|2 + w 2n
2

dx − (1 + λ)
∫

Sn

w 2n
2
dx

−
∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

−
∫

Sn

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx

+

∫

Tn

|∇zn|2 + z2n
2

dx

(2.8)

Como wn = 0 em Ω \ Sn e zn = 0 em Ω \ Tn, obtemos

Iλ(un) ≥ Iλ(vn) +
1

2
‖wn‖2H1(Ω) +

1

2
‖zn‖2H1(Ω) − L (2.9)

onde

L =
1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx

(2.10)

Assuma, por enquanto, que L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω). Como, por hipótese de contradição, Iλ(un) <

Iλ(uλ) e temos também que Iλ(vn) ≥ Iλ(uλ), pois vn ∈ M e Iλ(uλ) = infv∈M Iλ(v), logo

Iλ(un)− Iλ(vn) = Iλ(un)− Iλ(uλ) + Iλ(uλ)− Iλ(vn) < 0.

Portanto, da desigualdade (2.9), segue que

(

1

2
− o(1)

)

‖wn‖2H1(Ω) +
1

2
‖zn‖2H1(Ω) ≤

1

2
‖wn‖2H1(Ω) +

1

2
‖zn‖2H1(Ω) − L < 0 (2.11)

Para n suficientemente grande, temos que wn = zn = 0, qtp Ω, de onde segue que un ∈ M,

o que é uma contradição, já que uλ é mínimo de Iλ em M e Iλ(un) < Iλ(uλ). Portanto uλ é

mínimo local de Iλ em H1(Ω).

Vamos agora, mostrar que L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω). Lembramos que

L =
1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx

(2.12)
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Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < θi(x) < 1, i = 1, 2 tal que

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn = (u + θ1wn)qwn − uqwn ≥ 0,

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn = (u + θ2wn)pwn − upwn ≥ 0,

Portanto,

L ≤ 1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b+(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx

(2.13)

Observação 2.1 A princípio, no termo que contém a, podíamos considerar apenas a+, mas

a parte a− é essencial para controlarmos o termo que contém w 2n em um certo conjunto que

ficará explícito mais adiante.

Vamos inicialmente, obter uma estimativa crucial para o nosso propósito. Do lema 2.1,

temos que |{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x)}| = 0, como

|{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x)}| = | ∩+∞j=1 {x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x) +
1

j
}|

= limj→+∞ |{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x) +
1

j
}|,

dado ǫ > 0, existe δ > 0, tal que |{x ∈ A; u ≤ uλ + δ}| < ǫ
2
. Como un → uλ, fortemente em

L2(Ω), existe n1 ∈ N, tal que, se n ≥ n1, temos

∫

Ω

(un − uλ)2 ≤
ǫ

2
δ2.

Por outro lado,

∫

Ω

(un−uλ)2 ≥
∫

{x∈Ω;un>u>uλ+δ}

(un−uλ)2 ≥
∫

{x∈Ω;un>u>uλ+δ}

δ2 = δ2|{x ∈ Ω; un > u > uλ+δ}|.

Portanto |{x ∈ Ω ∩ A; un > u > uλ + δ}| ≤ ǫ
2
. Como,

Sn = {x ∈ Ω; un > u} ⊆ {x ∈ Ω; un > u > uλ + δ} ∪ {x ∈ Ω; u ≤ uλ + δ}.

Temos que |Sn ∩ A| ≤ ǫ, de onde segue que |Sn ∩ A| = o(1).
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Agora vamos estimar o termo que contém b, pois o mesmo não depende dos demais termos

em L. Como p = 2∗ − 1 > 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < θ2(x), θ3(x) < 1, tal

que
(u + wn)

p+1 − up+1
p + 1

− (u)pwn = p(u + θ3wn)p−1θ2w 2n .

Para alguma constante C > 0, temos que

∫

Sn

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− (u)pwn

)

dx ≤ C
∫

Sn

(u + θ3wn)
p−1w 2n dx

Como em A = {x ∈ Ω; u > 0}, temos (u + θ3wn)p−1w 2n ≤ Cw 2n + Cw p+1n , segue que

∫

Sn∩A

(u + θ3wn)
p−1w 2n dx ≤ C

∫

Sn∩A

w 2n dx + C

∫

Sn

w p+1n dx

como ‖wn‖H1(Ω) → 0, pois un → uλ em H1(Ω), usando as Imersões de Sobolev, p > 1, temos

que
∫

Sn

w p+1n dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω),

como |Sn ∩ A| = o(1) e 2
N
+ N−2

N
= 1, onde N ≥ 3, pela Desigualdade de Hölder, temos

∫

Sn∩A

w 2n dx ≤
(
∫

Sn∩A

1dx

)
2
N
(
∫

Sn∩A

(w 2n )
N
N−2dx

)
N−2
N

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

De onde segue que

∫

Sn∩A

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Em B = Ω \ A, temos (u + θ3wn)p−1w 2n ≤ Cw p+1n , portanto

∫

Sn∩B

(u + θ3wn)
p−1w 2n dx ≤ C

∫

Sn

w p+1n dx,

como ‖wn‖H1(Ω) → 0, pois un → uλ em H1(Ω), usando as Imersões de Sobolev, p > 1 e o

fato que ‖wn‖H1(Ω) = o(1), obtemos

∫

Sn∩B

w p+1n dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Assim
∫

Sn∩B

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).
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Portanto
∫

Sn

b(x)

(

(u + wn)
p+1 − up+1

p + 1
− upwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Os termos que contém a e w 2n , possuem uma dependência, conforme já observado ante-

riormente. Precisamente, isso ocorre quando λ > −1. Por isso vamos quebrar em dois caso,

o primeiro quando λ > −1 e o segundo caso, naturalmente, quando λ ≤ −1.

Caso λ > −1: Neste caso, primeiro vamos estimar os termos sobre o conjunto A. Como
2
N
+ N−2

N
= 1, onde N ≥ 3, pela Desigualdade de Hölder, temos

λ+ 1

2

∫

Sn∩A

w 2n dx ≤
λ+ 1

2

(
∫

Sn∩A

1dx

)
2
N
(
∫

Sn∩A

(w 2n )
N
N−2dx

)
N−2
N

≤ C|Sn ∩ A|
2
N ‖wn‖2H1(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Observe que Ωa+ ⊂ A e B ⊂ Ω \Ωa+, assim

∫

Sn∩(A\Ωa+)

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ 0

ainda mais, u > 0 em Ω0a e Ω+a ⊂ Ω0a, então existe δ > 0, tal que u(x) ≥ δ, para todo

x ∈ Ωa+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediário, obtemos 0 < θ1(x), θ4(x) < 1, tal

que

∫

Sn∩Ωa+

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤
∫

Sn∩Ωa+

a+(x) ((u + θ1wn)
q − uq)wndx

=

∫

Sn∩Ωa+

a+(x)q(u + θ4θ1wn)
q−1θ1w

2
n dx

≤ C

∫

Sn∩Ωa+

δq−1w 2n dx

≤ C

∫

Sn∩A

w 2n dx

≤ C|Sn ∩ A|
2
N ‖wn‖2H1(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Já em B = Ω \ A, observe que u = 0, em B e B ⊂ Ωa−. Agora definimos

Un =

{

x ∈ Ωa−;wn(x) ≥
(

2a−(x)

(λ+ 1)(q + 1)

)
1
1−q

}

.
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Nesse ponto é fundamental que λ > −1. Como un → uλ, em H1(Ω) e uλ ≤ u, em Ω, temos

que wn = (u − un)+ → 0 em H1(Ω), logo |Un| → 0. Assim

λ+ 1

2

∫

Sn∩B

w 2n dx ≤
λ+ 1

2

∫

Sn∩(B\Un)

w 2n dx +
λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx.

=
λ+ 1

2

∫

Sn∩(B\Un)

w 1−qn w q+1n dx +
λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx.

≤
∫

Sn∩(B\Un)

a−(x)

q + 1
w q+1n dx +

λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx.

≤
∫

Sn∩B

a−(x)

q + 1
w q+1n dx + o(1)‖wn‖2H1(Ω).

(2.14)

onde usamos para a segunda desigualdade, a definição de Un e para a terceira desigualdade,

a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev. Como

−
∫

Sn∩B

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx = −
∫

Sn∩B

a−(x)

q + 1
w q+1n dx,

pois u = 0, em B ⊂ Ωa−, temos que

λ+ 1

2

∫

Sn∩B

w 2n dx −
∫

Sn∩B

a−(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Portanto, temos que se λ > −1,

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx −
∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Caso λ ≤ −1: Neste caso, temos que

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx ≤ 0 ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Já para o termo que contém a, observe que não precisamos mais do termo onde a ≤ 0, já

que o mesmo era somente necessário para controlar o termo que contém w 2n . Observe que

Ωa+ ⊂ A e B ⊂ Ω \Ω+a , assim

∫

Sn∩(A\Ωa+)

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ 0
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ainda mais, u > 0 em Ω0a e Ω+a ⊂ Ω0a, então existe δ > 0, tal que u(x) ≥ δ, para todo

x ∈ Ωa+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediário, obtemos 0 < θ1(x), θ4(x) < 1, tal

que

∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤
∫

Sn∩Ωa+

a+(x) ((u + θ1wn)
q − uq)wndx

=

∫

Sn∩Ωa+

a+(x)q(u + θ4θ1wn)
q−1θ1w

2
n dx

≤ C

∫

Sn∩Ωa+

δq−1w 2n dx

≤ C

∫

Sn∩A

w 2n dx

≤ C|Sn ∩ A|
2
N ‖wn‖2H1(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Portanto, temos que se λ < −1,

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx −
∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Assim, independente do valor de λ, temos

L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

De onde segue o resultado do Lema.

3 O Problema Modificado

Considere λ < λ∗ e uλ a solução dada pelo Lema 1.3. Considere agora, o problema

modificado














−∆v − λv = a(x)
(

(uλ + v)
q − uqλ

)

+ b(x)
(

(uλ + v)
p − upλ

)

em Ω

v ≥ 0 em Ω
∂v
∂η
= 0 em ∂Ω

(N ′′λ)

Observe que se v é solução do problema (N ′′λ), então u = uλ+ v resolve o problema (Nλ).

Defina

h(x, t) = a(x)
(

(uλ + t
+)q − uqλ

)

+ b(x)
(

(uλ + t
+)p − upλ

)
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e

H(x, s) =

∫ s

0

h(x, t)dt

= a(x)

(

(uλ + s
+)q+1 − uq+1λ
q + 1

− s+uqλ
)

+ b(x)

(

(uλ + s
+)p+1 − up+1λ
p + 1

− s+upλ
)

.

O funcional energia associado ao problema (N ′′λ) é

Jλ(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇v |2 + v 2
)

dx − 1 + λ
2

∫

Ω

v+
2
dx −

∫

Ω

H(x, v)dx.

Sem muita dificuldade, mostra-se que

Jλ(v) = Iλ(uλ + v
+)− Iλ(uλ) +

1

2
‖v−‖2H1(Ω). (2.15)

Proposição 2.1 Assuma as hipóteses do Lema 2.2, então 0 é mínimo local de Jλ em H1(Ω).

Demonstração: Conforme o Lema 2.2, uλ é mínimo local de Iλ em H1(Ω). Portanto, existe

δ > 0, tal que

Iλ(uλ) ≤ Iλ(u), para todo ‖uλ − u‖H1(Ω) < δ

Da identidade (2.15), temos que

Jλ(0) = 0 ≤ Iλ(uλ + v+)− Iλ(uλ) +
1

2
‖v−‖2H1(Ω) = Jλ(v)

para todo ‖v‖H1(Ω) = ‖uλ − u‖H1(Ω) < δ. Portanto, 0 é mínimo local de Jλ em H1(Ω).

Proposição 2.2 Se Iλ satisfaz (PS)c+Iλ(uλ), para algum c ∈ R, então o funcional Jλ satisfaz

a condição (PS)c .

Demonstração: Seja vn uma sequência (PS)c para Jλ, c ∈ R, ou seja,

Jλ(vn)→ c e J ′λ(vn)→ 0, em H−1(Ω).

onde H−1(Ω) é o espaço dual de H1(Ω). De (2.15), temos

〈J ′λ(vn), vn−〉 = I ′λ(uλ + vn+)vn− + ‖v−‖2H1(Ω) = ‖v−‖2H1(Ω).

Portanto v−n → 0, em H1(Ω). Colocando un = uλ + v+n , temos de (2.15)

Iλ(un)→ Iλ(uλ) + c
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e

〈I ′λ(un), φ〉 = o(1)‖φ‖H1(Ω), ∀ φ ∈ H1(Ω).

Portanto un é uma sequência (PS)Iλ(uλ)+c para o funcional Iλ. Portanto, a menos de sub-

sequência, un é convergente em H1(Ω), logo vn é convergente em H1(Ω).

4 Limitação das Sequências de Palais-Smale

Este resultado foi motivado por [6, 44].

Lema 2.3 Toda sequência (PS)c é limitada em H1(Ω), caso:

1. Ωb+ = Ω; ou

2. (Hb+−), (Hb0) valem e λ /∈ σ(−∆, H10(Ωb0)).

Demonstração: De fato, considere un ∈ H1(Ω) uma sequência (PS)c , ou seja,

Iλ(un)→ c, e I ′(un)→ 0

a última convergência em H−1(Ω), o dual de H1(Ω). De fato, podemos assumir que Iλ(un) ≤
C e 〈I ′λ(un), un〉 = o(1)‖un‖H1(Ω), ou seja,

1

2
‖un‖2H1(Ω) −

1 + λ

2

∫

Ω

(u+n )
2dx − 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1dx − 1

p + 1

∫

Ω

b(x)(u+n )
p+1dx ≤ C

e

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λ)
∫

Ω

(u+n )
2dx −

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1dx −

∫

Ω

b(x)(u+n )
p+1dx = o(1)‖un‖H1(Ω).

Observe que (p + 1)Iλ(uλ)− 〈I ′λ(un), un〉 ≤ C − o(1)‖un‖H1(Ω), ou seja,

p − 1
2
‖un‖2H1(Ω)−

(p − 1)(1 + λ)
2

∫

Ω

(u+n )
2dx− p − q

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1dx ≤ C+o(1)‖un‖H1(Ω).

Portanto,

‖un‖2H1(Ω) ≤ C + o(1)‖un‖H1(Ω) + C
(

‖un‖2L2(Ω) + ‖un‖q+1Lq+1(Ω)
)

.

De onde segue, pela imersão de H1(Ω) em Lq+1(Ω), que

‖un‖2H1(Ω) ≤ C + o(1)‖un‖H1(Ω) + C
(

‖un‖2L2(Ω) + ‖un‖q+1H1(Ω)
)

. (2.16)
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Como q + 1 < 2, basta mostrarmos que ‖un‖L2(Ω) é limitada, para obtermos que ‖un‖H1(Ω) é

limitada.

De fato, suponha por contradição, que a menos de subsequência, ‖un‖L2(Ω) → +∞. Defina

vn =
un

‖un‖L2(Ω)
. Dividindo a desigualdade (2.16) por ‖un‖2L2(Ω), obtemos

‖vn‖2H1(Ω) ≤ ‖un‖−2L2(Ω)k + ‖un‖−1L2(Ω)o(1)‖vn‖H1(Ω) + C
(

1 + ‖un‖q−1L2(Ω)‖vn‖
q+1
H1(Ω)

)

.

Como q < 1 e ‖un‖L2(Ω) → +∞, obtemos que vn é limitada em H1(Ω). Portanto, a menos

de subsequência, podemos assumir que vn, converge fracamente para alguma v em H1(Ω),

converge fortemente para v em Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < 2∗. Em particular ‖v‖L2(Ω) = 1. Por

outro lado, considere como 〈I ′λ(un), φ〉 = o(1)‖φ‖H1(Ω), dividindo essa equação por ‖un‖L2(Ω),
obtemos

o(1)‖un‖−1L2(Ω)‖φ‖H1(Ω) =
∫

Ω

∇vn∇φdx +
∫

Ω

vnφdx − (1 + λ)
∫

Ω

vnφdx+

− ‖un‖q−1L2(Ω)
∫

Ω

a(x)v qn φdx − ‖un‖p−1L2(Ω)
∫

Ω

b(x)v pnφdx

Portanto ‖un‖p−1L2(Ω)
∫

Ω

b(x)v pnφdx é limitado, mas como ‖un‖p−1L2(Ω) → +∞, temos que

∫

Ω

b(x)v pφdx = lim inf
n→+∞

∫

Ω

b(x)v pnφdx = 0.

Caso (i): Se b > 0 qtp em Ω, temos que v = 0, o que é uma contradição, pois ‖v‖L2(Ω) =
1.

Caso (ii): Já no caso de b mudar de sinal. Pela arbitrariedade de φ ∈ H1(Ω), obtemos

que v = 0, qtp x ∈ Ω \Ωb0. Como Ωb0 ⊂ Ω, podemos considerar v ∈ H10(Ωb0), considerando

que ‖v‖L2(Ω) = 1, temos tabém que v 6= 0 em Ωb0. Por outro lado, para φ ∈ C∞c (Ωb0),
denotamos por φ a sua extensão natural a Ω, com φ = 0 em Ω \ Ωb0 e pelo fato que

〈I ′λ(un), φ〉 = o(1)‖φ‖H1(Ω), temos que

o(1)‖un‖−1L2(Ω)‖φ‖H1(Ω) =
∫

Ω
b0

∇vn∇φdx − λ
∫

Ω
b0

vnφdx − ‖un‖q−1L2(Ω)
∫

Ω
b0

a(x)v qn φdx

Como ‖un‖L2(Ω) → 0 e q < 1, obtemos que

∫

Ω
b0

∇v∇φdx − λ
∫

Ω
b0

vφdx = 0, ∀ φ ∈ C∞c (Ωb0),
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o que é uma contradição com a hipótese que λ /∈ σ(−∆, H10(Ωb0)). Logo ‖un‖L2(Ω) é limitada,

consequentemente ‖un‖H1(Ω) é limitada.

5 Multiplicidade

Para os resultados dessa seção, nós utilizamos, principalmente, as ideias de [17, 29], mas

também de [16, 19, 21, 25, 39, 40, 45, 56].

5.1 Condição de Palais-Smale

Nesta seção utilizamos as ideias de Garcia-Azorero, Peral e Rossi ([29], Pg. 112). Consi-

dere

S = inf

{
∫

RN

|∇u|2dx, u ∈ D1,2(RN);
∫

RN

|u|2∗dx = 1
}

onde D1,2(RN) é o espaço de Sobolev, obtido com o completamento de C∞o (R
N), com a

norma ‖u‖D1,2(RN) =
∫

RN
|∇u|2dx . A constante S é atingida por

U(x) =
CN

(1 + x2)
n−2
2

,

com CN = (N(N − 2))
N−2
4 . Ainda mais,

−∆U = U2∗−1, em RN

e
∫

RN

|∇U|2dx =
∫

RN

U2
∗

dx = S
N
2 .

Recordamos as definições

bM := max
x∈Ω

b(x) > 0 e bm := max
x∈∂Ω

b(x).

Lema 2.4 Assuma as hipóteses do Lema 2.3. Se u = 0 e u = uλ são os únicos pontos

críticos de Iλ, então Iλ satisfaz a condição (PS)c ,

1. Caso bm > 0, para

c < c∗ = Iλ(uλ) + min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

.
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2. Caso bm ≤ 0, para

c < c∗ = Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

Demonstração: Para essa demonstração, precisamos de algumas definições, enunciadas a

seguir:

Definição 2.1 Seja Ω um conjunto aberto em RN. Definimos C0(Ω) como o fecho deK(Ω) =

{u ∈ C(Ω); supp u é compacto em Ω} em C(Ω) ∩ L∞(Ω) com respeito a norma uniforme.

Uma medida finita sobre Ω é um funcional linear contínuo sobre C0(Ω).

Agora, considere uma sequência un ∈ H1(Ω), que satisfaz (PS)c , isto é,

Iλ(un)→ c, e I ′(un)→ 0

a última convergência em H−1(Ω), o dual de H1(Ω).

Sabemos do Lema 2.3, que un é limitada em H1(Ω), portanto existe u ∈ H1(Ω), a menos

de subsequência, o limite fraco da sequência un. Ainda mais, pelo Princípio de Concentração

de Compacidade de Lions, vide [39, 40], bem como [16, 19] existe um conjunto finito de

pontos {xk , k ∈ K} ⊂ Ω e números reais positivos {µk ; k ∈ K} e {ρk ; k ∈ K}, tal que



































un ⇀ u, fracamente em H1(Ω)

un → u, fortemente em Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗
|∇un|2 ⇀ dµ ≥ |∇u|2 +

∑

k∈K

µkδxk , em medida M(Ω)

|un|2∗ ⇀ dρ = |u|2∗ +
∑

k∈K

ρkδxk , em medida M(Ω)

onde M(Ω) é o espaço das medidas finitas sobre Ω. Ainda mais,

µk ≥ Sρ
2
2∗

k , se xk ∈ Ω (2.17)

e

µk ≥
S

2
2
N

ρ
2
2∗

k , se xk ∈ ∂Ω. (2.18)

Vamos mostrar agora que µk ≤ b(xk)ρk . Para isso vamos considerar uma família de

funções concentrando em xk . Dado ǫ > 0 suficientemente pequeno, considere φ ∈ C∞0 (RN),
tal que

φ ≡ 1, x ∈ Bǫ(xk), φ ≡ 0, x ∈ B2ǫ(xk)c , |∇φ| ≤
2

ǫ
.
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e xk seja o único ponto singular contido no suppφ. Como a sequência unφ é limitada em

H1(Ω) e un é uma sequência (PS)c , temos que

〈I ′(un), unφ〉 → 0.

Portanto,

∫

Ω

∇un∇(unφ)+
∫

Ω

u2nφdx−(1+λ)
∫

Ω

(u+n )
2φdx−

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1φdx−

∫

Ω

b(x)(u+n )
2∗φdx = o(1).

Como u2
∗

n ⇀ dρ em medida, obtemos que

∫

Ω

∇un∇(unφ) = −
∫

Ω

u2nφdx+(1+λ)

∫

Ω

(u+n )
2φdx+

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1φdx+

∫

Ω

b(x)φdρ+o(1).

Por outro lado,

∇un∇(unφ) = un∇un∇φ+ |∇un|2φ

como, |∇un|2 ⇀ dµ, em medida, temos

∫

Ω

un∇un∇φ = −
∫

Ω

u2nφdx + (1 + λ)

∫

Ω

(u+n )
2φdx +

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1φdx+

+

∫

Ω

b(x)φdρ−
∫

Ω

φdµ+ o(1).
(2.19)

Como un é limitada em H1(Ω) e converge para u em L2(Ω), pela desigualdade de Hölder,

temos que

0 ≤
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

un∇un∇φdx
∣

∣

∣

∣

≤
(
∫

Ω

|∇un|2dx
)
1
2

·
(
∫

Ω

u2n |∇φ|2dx
)
1
2

≤ C
(
∫

Ω

u2|∇φ|2dx
)
1
2

.

Considere Ωǫ = B2ǫ(xk) ∩ Ω, como 2
N
+ N−2

N
= 1 e |∇φ| < 2

ǫ
, temos pela desigualdade de

Hölder, que

(
∫

Ωǫ

u2|∇φ|2dx
)
1
2

≤
(
∫

Ωǫ

u
2N
N−2dx

)
N−2
N

·
(
∫

Ωǫ

|∇φ|Ndx
)
2
N

≤
(
∫

Ωǫ

u
2N
N−2dx

)
N−2
N

·
(
∫

Ωǫ

2N

ǫN
dx

)

2
N

Como Ωǫ ⊂ B2ǫ(xk), temos que

0 ≤
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

un∇un∇φdx
∣

∣

∣

∣

≤ C‖u‖2
L2
∗
(Ωǫ)

|B2ǫ(xk)|2
ǫ2

→ 0, quando ǫ→ 0.
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De onde segue que
∫

Ω

un∇un∇φdx → 0

quando ǫ→ 0. Portanto de (2.19)

0 = lim
ǫ→0

(

−
∫

Ω

u2nφdx + (1 + λ)

∫

Ω

(u+n )
2φdx +

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1φdx +

∫

Ω

b(x)φdρ−
∫

Ω

φdµ

)

.

Como | suppφ| → 0, quando ǫ→ 0, temos da identidade anterior, que

0 = lim
ǫ→0

(
∫

Ω

b(x)φdρ−
∫

Ω

φdµ

)

.

Pela continuidade de b, quando ǫ→ 0, obtemos que

∫

Ω

b(x)φdρ =

∫

Ω

(

b(x)φ|u|2∗ + b(x)φ
∑

k

ρkδxk

)

dx → b(xk)ρk

e

−
∫

Ω

φdµ ≤ −
∫

Ω

(

φ|∇u|2 + φ
∑

k

µkδxk

)

dx → −µk .

Consequentemente,

b(xk)ρk ≥ µk . (2.20)

Observe aqui, que xk /∈ Ωb−.

Voltamos a prova que un converge em H1(Ω). Pelo Lema de Brezis-Lieb, temos que

∫

Ω

b(x)(u+n )
2∗dx =

∫

Ω

b(x)(u+)2
∗

dx +

∫

Ω

b(x)(v+n )
2∗dx + o(1)

e
∫

Ω

|∇un|2dx =
∫

Ω

|∇u|2dx +
∫

Ω

|∇vn|2dx + o(1),

onde vn = un − u. Como Iλ(un) = c + o(1), temos que

1

2

∫

Ω

(

|∇un|2 + u2n
)

dx−1 + λ
2

∫

Ω

(u+n )
2− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1− 1

2∗

∫

Ω

b(x)(u+n )
2∗ = c+o(1).

e como un → u em Ls(Ω), para 1 ≤ s < 2∗, das identidades anteriores, temos que

Iλ(u) +
1

2

∫

Ω

|∇vn|2dx −
1

2∗

∫

Ω

b(x)(v+n )
2∗ = c + o(1). (2.21)
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Analogamente, como 〈I ′λ(un), un〉 = o(1)‖un‖H1(Ω), temos que

∫

Ω

(

|∇un|2 + u2
)

dx − (1 + λ)
∫

Ω

(u+n )
2 −

∫

Ω

a(x)(u+n )
q+1 −

∫

Ω

b(x)(u+n )
2∗ = o(1)‖un‖H1(Ω).

e como I ′λ(u) = 0, temos que

∫

Ω

|∇vn|2dx −
∫

Ω

b(x)(v+n )
2∗ = o(1). (2.22)

De (2.21) e (2.22), obtemos que

Iλ(u) +
1

2

∫

Ω

|∇vn|2dx −
1

2∗

∫

Ω

|∇vn|2dx = c + o(1).

Como 1
2
− 1
2∗
= 1
N
, segue que

Iλ(u) +
1

N

∫

Ω

|∇vn|2dx = c + o(1). (2.23)

De (2.23), obtemos

Iλ(u) +
1

N

∫

Ω

|∇un −∇u|2dx = c + o(1).

Como |∇un|2 ⇀ dµ ≥ |∇u|2 +
∑

k

µkδxk , temos que

Iλ(u) +
1

N
µk ≤ c, ∀ k ∈ K. (2.24)

Agora precisamos mostrar que se u = 0 ou u = uλ, então ρk = µk = 0 para todo k .

Caso 1: Suponha bm > 0. Observe também, que de (2.20), temos bmρk ≥ µk , se xk ∈ ∂Ω
e bMρk ≥ µk , se xk ∈ Ω. Agora, se µk > 0, temos que ρk > 0, então para obtermos uma

contradição, é suficiente supor que ρk > 0, para algum k .

De (2.20), temos que se xk ∈ Ω, temos bMρk ≥ µk e de (2.17), temos

µk ≥ Sρ
2
2∗

k ≥ S
(

µk
bM

)
2
2∗

.

Como 1− 2
2∗
= 2
N
, temos

µ
2
N

k ≥
S

b
N−2
N

M

.
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De onde segue que

µk ≥
S
N
2

b
N−2
2

M

.

Analogamente, de (2.20), se xk ∈ ∂Ω, então bmρk ≥ µk e de (2.18), temos

µk ≥
S

2
2
N

ρ
2
2∗

k ≥
S

2
2
N

(

µk
bm

)
2
2∗

.

Como 1− 2
2∗
= 2
N
, temos

µ
2
N

k ≥
S

2
2
N b

N−2
N
m

.

De onde segue que

µk ≥
S
N
2

2b
N−2
2
m

.

Assim, de (2.24), segue

Iλ(u) ≤ c −
1

N
µk ≤ c −











S
N
2

Nb
N−2
2

M

se xk ∈ Ω
S
N
2

2Nb
N−2
2

m

se xk ∈ ∂Ω

Portanto

Iλ(u) + min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

≤ c.

Como Iλ(uλ) < 0, temos que se u = 0 ou u = uλ, então

Iλ(uλ) + min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

≤ c.

O que é uma contradição, pois por hipótese

c < Iλ(uλ) + min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

.

Portanto ρk = µk = 0, para todo k ∈ K.

Logo, a menos de subsequência, un converge em H1(Ω), de onde segue que Iλ, satisfaz

(PS)c para

c < Iλ(uλ) + min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

.
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Caso bm ≤ 0:
No caso bm ≤ 0, se xk ∈ ∂Ω, temos de (2.20), que

bmρk ≥ µk .

Portanto µk = 0. Como de (2.18), µk ≥
S

2
2
N

ρ
2
2∗

k , temos também ρk = 0.

Se xk ∈ Ω, temos de (2.17), µk ≥ Sρ
2
2∗

k , e de (2.20), bMρk ≥ µk , de onde segue que,

se ρk = 0, então µk = 0. Suponha então que ρk > 0 para algum k , com xk ∈ Ω, então

bMρk ≥ µk ≥ Sρ
2
2∗

k , portanto

µk ≥
S
N
2

b
N−2
2

M

.

Assim de (2.24), temos

Iλ(u) +
1

N
µk ≤ c.

De onde segue que

Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

≤ c

o que é uma contradição.

Portanto ρk = µk = 0, para todo k ∈ K. Logo, a menos de subsequência, un converge

em H1(Ω), de onde segue que Iλ, satisfaz (PS)c para

c < Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

5.2 Nível de Energia

Para obtermos a segunda solução para (Nλ), utilizaremos o Teorema do Passo da Mon-

tanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Os Teoremas a seguir são baseados nos resultados de [17],

veja também [21].

Teorema 2.3 Assuma que bM ≤ 2
2
N−2bm. Sem perda de generalidade, suponha que 0 ∈ ∂Ω e

bm = b(0), suponha também que a(x) ≥ a0 > 0 em uma vizinhança de 0 e H(0) > 0, onde

H(0) é a curvatura média do bordo de Ω em 0 e que

|b(x)− b(0)| = o(|x |), para x próximo de 0. (2.25)
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Então para todo λ < λ∗, com λ /∈ σ(−∆, H1(Ωb0)) ou b > 0 em Ω, o problema (Nλ) tem ao

menos duas soluções.

Demonstração: Como nesse caso Iλ satisfaz (PS)c , apenas abaixo de um certo nível, con-

forme Lema 2.4, vamos obter um caminho com energia abaixo do nível crítico. Observe que

bM ≤ 2
2
N−2bm implica que bm > 0, b

N−2
N

M ≤ 2b
N−2
N
m e portanto

min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

=
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

.

Por simplicidade assumimos que 0 ∈ ∂Ω e bm = b(0). Para estimar o nível de energia de Iλ

abaixo de c , onde Iλ satisfaz (PS)c , nós usaremos a seguinte família de funções

uǫ;y =
Cnǫ

n−2
2

(ǫ2 + |x − y |2) n−22

onde ǫ > 0 e x, y ∈ RN. Simplificamos a notação, usando apenas uǫ, para denotar uǫ;0.

Precisamos concentrar essa família de funções em torno de 0. Para isso, seja φ ∈
C1(Br(0)), tal que φ ≡ 1, B r

2
(0), φ ≡ 0, Br(0)c e 0 ≤ φ ≤ 1, onde r > 0 é tal que

a(x) ≥ a0 > 0, b(x) ≥ b0 > 0 e |b(x) − bm| = o(|x |), ∀ x ∈ Br(0) ∩ Ω, denotaremos

Br := Br(0).

Defina vǫ = φuǫ. Primeiro, vamos mostrar que

max
t≥0

Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

para ǫ > 0 suficientemente pequeno.

Temos as seguintes estimativas, conforme [17],

∫

Ω

|∇uǫ|2dx
(
∫

Ω

u2
∗

ǫ dx

)
2
2∗

≤



















S

2
2
N

− ANH(0)ǫ log 1ǫ +O(ǫ) se N = 3
S

2
2
N

− ANH(0)ǫ+O(ǫ2 log 1ǫ ) se N = 4
S

2
2
N

− ANH(0)ǫ+O(ǫ2) se N ≥ 5
(2.26)

onde AN > 0 é uma constante dependendo de N. Temos também que

∫

Bcr
2
∩Ω

u2
∗

ǫ dx = O(ǫ
N)
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e
∫

Bcr
2
∩Ω

|∇uǫ|2dx = O(ǫN−2).

Portanto, vǫ satisfaz a mesma identidade (2.26), trocando uǫ por vǫ. Pela definição de Iλ,

temos

Iλ(uλ + tvǫ) =
1
2

∫

Ω

|∇uλ + t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

(uλ + tvǫ)
2dx

− 1
q+1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx − 1

2∗

∫

Ω

b(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

= 1
2

∫

Ω

|∇uλ|2 + 2t∇uλ∇vǫ + |t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λ + 2tuλvǫ + (tvǫ)
2dx

− 1
q+1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx +

1

2∗

∫

Ω

b−(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

− 1
2∗

∫

Ω

b+(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

Para estimar Iλ(uλ + tvǫ), t ≥ 0, conforme [17], para θ > 2 e k ∈ (1, θ − 1), podemos

encontrar C > 0, tal que

(s + t)θ ≥ sθ + tθ + θsθ−1t + θstθ−1 − Ctksθ−k , ∀ s, t ≥ 0.

Usando esta desigualdade com θ = p+1 = 2∗, e 1 < k := N+1
N−2

< N+2
N−2
= 2∗ − 1. Observe

que 2∗ − k = N−1
N−2

e portanto

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ 1
2

∫

Ω

|∇uλ|2 + 2t∇uλ∇vǫ + |t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λ + 2tuλvǫ + (tvǫ)
2dx

− 1
q+1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx +

1

2∗

∫

Ω

b−(x)u2
∗

λ dx

− 1
2∗

∫

Ω

b+(x)u2
∗

λ dx −
∫

Ω

b+(x)uλtvǫdx

− 1
2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + (2∗)uλt

pv pǫ − Cu
N−1
N−2

λ v
N+1
N−2
ǫ

)

dx



41

pois vǫ = φuǫ, e suppφ ⊂ supp b+. Assim

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ 1
2

∫

Ω

|∇uλ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λdx −
1

q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1λ dx − 1
2∗

∫

Ω

b(x)u2
∗

λ dx

+ t

∫

Ω

∇uλ∇vǫdx − tλ
∫

Ω

uλvǫdx − t
∫

Ω

a(x)uqλvǫdx − t
∫

Ω

b(x)upλvǫdx

+ t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx

−
∫

Ω

a(x)

(

(uλ + tvǫ)
q+1 − uq+1λ

q + 1
− tuqλvǫ

)

dx

− 1
2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + (2∗)uλt

pv pǫ − Cu
N−1
N−2

λ v
N+1
N−2
ǫ

)

dx

Conforme [44], temos a desigualdade,

(r + s)q+1 − r q+1
q + 1

− r qs ≤ C(q)sq+1, ∀ r, s ≥ 0,

que juntamente com o fato, que uλ é solução fraca de (Nλ), obtemos que

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx + Ct
q+1

∫

Ω

v q+1ǫ dx

− 1
2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + 2∗uλt

pv pǫ − Cu
N−1
N−2

λ v
N+1
N−2
ǫ

)

dx.

Como
∫

Ω

v q+1ǫ dx ≤ C

∫

Bǫ

ǫ
N−2
2
(q+1)

ǫ(N−2)(q+1)
dx + C

∫

Br\Bǫ

ǫ
N−2
2
(q+1)

|x |(N−2)(q+1)dx

≤ Cǫ
(N−2)(1−q)+4

2 + Cǫ
N−2
2
(q+1)

∫ r

ǫ

ρq(2−N)+1dρ.

Temos que

∫

Ω

v q+1ǫ dx ≤











Cǫ
(N−2)(1−q)+4

2 + Cǫ
N−2
2
(q+1), se q 6= 2

N − 2
Cǫ

(N−2)(1−q)+4
2 + Cǫ

N−2
2
(q+1) + Cǫ

N−2
2
(q+1)| ln ǫ|, se q =

2

N − 2

Logo
∫

Ω

v q+1ǫ dx ≤
{

o(ǫ2), se N ≥ 6
o(ǫ

N−2
2 ), se 3 ≤ N ≤ 5

(2.27)
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Analogamente,
∫

Ω

v
N+1
N−2
ǫ dx ≤ C

∫

Br

(

ǫ
N−2
2

(ǫ2 + |x |2)N−22

)
N+1
N−2

≤ C
∫

Bǫ

ǫ
N+1
2

ǫN+1
dx + C

∫

Br\Bǫ

ǫ
N+1
2

|x |N+1
dx

≤ Cǫ
N−1
2 + Cǫ

N+1
2

∫ r

ǫ
ρ−2dρ

≤ Cǫ
N−1
2 .

(2.28)

e
∫

Ω

v pǫ dx ≤ C

∫

Br

(

ǫ
N−2
2

(ǫ2 + |x |2)N−22

)
N+2
N−2

≤ C
∫

Bǫ

ǫ
N+2
2

ǫN+2
dx + C

∫

Br\Bǫ

ǫ
N+2
2

|x |N+2
dx

≤ Cǫ
N+2
2 + Cǫ

N+2
2

∫ r

ǫ
ρ−3dρ

≤ Cǫ
N−2
2 .

(2.29)

ainda mais,
∫

Ω

v 2ǫ dx ≤ C

∫

Br

(

ǫ
N−2
2

(ǫ2 + |x |2)N−22

)2

≤ C
∫

Bǫ

ǫN−2

ǫ2(N−2)
dx + C

∫

Br\Bǫ

ǫN−2

|x |2(N−2)
dx

≤ Cǫ2 + CǫN−2
∫ r

ǫ
ρ−N+3dρ

Portanto

∫

Ω

v 2ǫ dx ≤















Cǫ2 + CǫN−2, se N ≥ 5
Cǫ2 + Cǫ2| ln ǫ2|, se N = 4

Cǫ2 + Cǫ, se N = 3

(2.30)

Para N ≥ 5, considere

ξǫ(t) := C
(

t2ǫ2 + tpǫ
N−2
2 + t

N+1
N−2 ǫ

N−1
2 + tq+1ǫ

3
2

)

.

De (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30), para algum C > 0, podemos escrever

Iλ(uλ + tǫ) ≤ Iλ(uλ) + ψǫ(t)

onde

ψǫ(t) :=
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

2∗

∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫ dx + ξǫ(t).

Portanto, como vǫ = 0, quando b(x) ≤ 0, temos que

∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫ dx > 0, então

lim
t→+∞

ψǫ(t) < 0, e lim
t→0+

ψǫ(t) = 0
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Como ψ′ǫ(t) > 0, para t > 0 próximo de 0, existe tǫ > 0, tal que, maxt≥0ψǫ(t) = ψǫ(tǫ).

Como Iλ(uλ) < 0, temos que

max
t≥0

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) + ψǫ(tǫ) ≤ ψǫ(tǫ)

Vamos mostrar que existe 0 < T1 ≤ tǫ ≤ T2, para todo ǫ > 0, suficientemente pequeno.

Como

ψ′ǫ(tǫ) = 0,

temos que

tǫ

∫

Ω

|∇vǫ|2dx − tpǫ
∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫ ≤ 0.

Portanto,

tp−1ǫ ≥

∫

Ω

|∇vǫ|2dx
∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫ

≥ C

∫

Ω

|∇vǫ|2dx
∫

Ω

v 2
∗

ǫ

≥ C > 0,

para ǫ > 0 pequeno. Portanto existe 0 < T1 ≤ tǫ, ∀ ǫ > 0, suficientemente pequeno.

Suponha agora, por contradição, que exista tǫn → +∞, quando ǫn → 0. Como ψ′ǫ(tǫ) = 0,

temos que

0 = tǫn

∫

Ω

|∇vǫn |2dx − tpǫn
∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫn

+ C
(

2tǫnǫ
2
n + pt

p−1
ǫn

ǫ
N−2
2
n + N+1

N−2
t
3
N−2
ǫn ǫ

N−1
2
n + (q + 1)tqǫnǫ

3
2
n

)

.

Portanto,

∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫn
= t1−pǫn

∫

Ω

|∇vǫn |2dx

+ C
(

2t1−pǫn ǫ2n + pt
−1
ǫn
ǫ
N−2
2 + N+1

N−2
t
3
N−2
−p

ǫn ǫ
N−1
2 + (q + 1)tq−pǫn

ǫ
3
2

)

.

Como b(x) ≥ δ0, no supp vǫ, para algum δ0 > 0, temos que o lado esquerdo da identidade

acima é limitada inferiormente por uma constante positiva que independe de ǫn, já o lado

direito da identidade converge pra zero, quando ǫn → 0 e assim obtemos uma contradição.

Portanto, existe 0 < T1 ≤ tǫ ≤ T2, para ǫ > 0 suficientemente pequeno.
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Como |b(x)− b(0)| = o(|x |), para x ∈ Br , então |b(x)− b(0)| = o(1)|x |, portanto

∫

Ω

(b(x)− bm) v 2
∗

ǫ dx ≤ o(1)

∫

Br

|x |v 2∗ǫ dx

≤ o(1)

∫

B r
ǫ

|x |v 2∗ǫ dx +O(ǫN)

= o(1)

∫

B r
ǫ

|ǫy |v 2∗ǫ (ǫy)ǫNdy +O(ǫN)

= o(1)ǫ

∫

B r
ǫ

|y |
(1 + |y |2)N dy +O(ǫ

N)

≤ o(1)ǫ

(

C + C

∫ +∞

r0

r−2N+1rN−1dr

)

+O(ǫN)

= o(ǫ).

Logo
∫

Ω

b(x)v 2
∗

ǫ dx =

∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx + o(ǫ).

Assim

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) + ψǫ(t)

≤ Iλ(uλ) +
t2ǫ
2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

ǫ

2∗

∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx + o(ǫ) + ξǫ(t)

Considere A,B > 0, temos que maxt>0

{

t2

2
A− t

2∗

2∗
B

}

, se realiza com t =

(

A

B

)
N−2
4

,

assim

max
t>0

{

t2

2
A− t

2∗

2∗
B

}

=
1

N

A
N
2

B
N−2
2

.

Portanto

t2ǫ
2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

ǫ

2∗

∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx ≤
1

N

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx
)
N
2

(
∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx

)
N−2
2

.
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Logo,

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) + ψǫ(t)

≤ Iλ(uλ) +
t2ǫ
2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

ǫ

2∗

∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx + o(ǫ) + ξǫ(t)

≤ Iλ(uλ) +
1

N





∫

Ω

|∇vǫ|2dx




N
2





∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx





N−2
2
+ o(ǫ) + ξǫ(t).

Como ξǫ(tǫ) = o(ǫ), temos que

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

N

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx
)
N
2

(

bm

∫

Ω

v 2
∗

ǫ dx

)
N−2
2

+ o(ǫ)

Portanto

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

Nb
N−2
2
m

·





∫

Ω

|∇vǫ|2dx




N
2





∫

Ω

v 2
∗

ǫ dx





N−2
2
+ o(ǫ)

De (2.26), temos

∫

Ω

|∇vǫ|2dx
(
∫

Ω

v 2
∗

ǫ dx

)
N−2
N

≤ S

2
2
N

− ANH(0)ǫ+O(ǫ2) se N ≥ 5.

Portanto

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

Nb
N−2
2
m

(

S

2
2
N

− ANH(0)ǫ+ o(ǫ)
)
N
2

+ o(ǫ).

Para algum C > 0, temos

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

(1− Cǫ+ o(ǫ))N2 + o(ǫ)
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Tomando ǫ suficientemente pequeno, obtemos que

maxt≥0 Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

. (2.31)

Para o caso N = 4, temos

Iλ(uλ + tvǫ) = Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx+

− 1
q+1

∫

Ω

a+(x)

(

(uλ + tvǫ)
q+1 − uq+1λ

q + 1
− tuqλvǫ

)

dx+

− 1
p+1

∫

Ω

b+(x)

(

(uλ + tvǫ)
p+1 − up+1λ

p + 1
− tupλvǫ

)

dx

Da desigualdade, conforme [45],

(r + s)p+1 − r p+1
p + 1

− r ps ≥ sp+1 + C(p)r p−1s2, ∀ r, s ≥ 0

Obtemos a seguinte estimativa

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)
(

(tvǫ)
2∗ + Cup−1λ t2v 2ǫ

)

dx.

Portanto,

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx + t2O(ǫ2| log ǫ2|)

− t2
∗

2∗

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx

Como

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx > 0 temos que

lim
t→+∞

Iλ(uλ + tvǫ) = −∞.

Então existe tǫ > 0, que realiza o máximo do lado direito da desigualdade anterior. De forma

análoga a prova feita no caso N ≥ 5, mostra-se que existe 0 < T1 ≤ tǫ ≤ T2, para todo

ǫ > 0, suficientemente pequeno.
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Portanto,

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2ǫ
2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

ǫ

2∗

∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx +O(ǫ
2| log ǫ2|).

De onde se conclui que

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

N

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx
)
N
2

(
∫

Ω

bmv
2∗

ǫ dx

)
N−2
2

+O(ǫ2| log ǫ2|).

De (2.26), segue que

maxt≥0 Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

2Nb
N−2
2

m

.

para ǫ > 0, suficientemente pequeno.

Para o caso N = 3, segue de maneira idêntica ao caso N = 4.

Vamos agora obter a segunda solução. Fixado ǫ > 0, tal que (2.31) acontece, como

lim
t→+∞

Iλ(uλ + tvǫ) = −∞,

de (2.15), segue que Jλ(tvǫ)→ −∞, quando t → +∞. Da Proposição 2.1, 0 é mínimo local

de Jλ em H1(Ω), portanto existe r > 0 tal que Jλ(u) ≥ Jλ(0) = 0, para todo u ∈ H1(Ω),
com ‖u‖H1(Ω) ≤ r . Então existe wλ = t0vǫ ∈ H1(Ω), com ‖wλ‖H1(Ω) > r tal que Jλ(wλ) < 0.

Suponha que 0 é o único ponto crítico de Jλ, então da Proposicao 2.2 e 2.4, Jλ satisfaz

(PS)c , para

c < min

{

S
N
2

2b
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

.

Defina

Γ = Γλ = {γ ∈ C([0, 1];H1(Ω)); γ(0) = 0, γ(1) = wλ}

e

cλ = inf
γ∈Γ
max
s∈[0,1]

Jλ(γ(s)).
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Da Proposição 2.1, temos que cλ ≥ 0 e Jλ(∂Br(0)) ≥ 0. De 2.31 e de (2.15), temos que

cλ < min

{

S
N
2

2b
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

.

Como max{Jλ(0), Jλ(wλ)}| ≤ 0, temos as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha, vide

Corolário 5.11, em [35], que nos dá um ponto crítico não-trivial v para o problema modificado,

o que é uma contradição. Assim existe um ponto crítico não-trivial vλ de Jλ, é claro que vλ

é não-negativa, portanto u = uλ + vλ é uma segunda solução do problema (Nλ).

Teorema 2.4 Assuma para N ≥ 6, que 0 ≤ λ < λ∗, e para 3 ≤ N ≤ 5, que λ < λ∗, ainda

mais bM > 2
2
N−2bm, onde bM = b(xM) e a(x) ≥ a0 > 0 em uma vizinhança de xM. Suponha

também que

|b(x)− b(xM)| = o(|x − xM |
N−2
2 ), para x próximo de xM. (2.32)

Então se λ /∈ σ(−∆, H1(Ωb0)) ou b > 0 em Ω, o problema (Nλ) tem ao menos duas soluções.

Demonstração: Observe que, se bm > 0, então a hipótese bM > 2
2
N−2bm implica que b

N−2
2

M >

2b
N−2
2
m e portanto

min

{

S
N
2

Nb
N−2
2

M

,
S
N
2

2Nb
N−2
2
m

}

=
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

Logo, o nível crítico é o mesmo do caso onde bm ≤ 0,

c∗ = Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

Para estimar o nível de energia de Iλ abaixo de c , onde Iλ satisfaz (PS)c , nós usaremos

a seguinte família de funções

uǫ;y =
Cnǫ

n−2
2

(ǫ2 + |x − y |2) n−22
onde ǫ > 0 e x, y ∈ RN.

Precisamos concentrar essa família de funções em xM, assim seja φ ∈ C1(Bs(xM)), tal que

φ ≡ 1, B s
2
(xM), φ ≡ 0, Bs(xM)c e 0 ≤ φ ≤ 1, onde s > 0 é tal que a(x) ≥ a0, b(x) ≥ b0 > 0

e |b(x)− bM | = o(|x − xM |
N−2
2 ), ∀ x ∈ Bs(xM) ⊂ Ω, denotaremos Bs := Bs(xM).

Simplificamos a notação, usando apenas uǫ, para denotar uǫ;xM . Defina vǫ = φuǫ. Vamos

mostrar que

max
t≥0

Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M
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para ǫ > 0 suficientemente pequeno.

Suponha 3 ≤ N ≤ 5. Procedemos como na prova do Teorema 2.3. Para estimar Iλ(uλ +

tvǫ), considere θ > 2 e k ∈ (1, θ − 1), podemos encontrar C > 0, tal que

(s + t)θ ≥ sθ + tθ + θsθ−1t + θstθ−1 − Ctksθ−k , ∀ s, t ≥ 0.

Usando esta desigualdade com θ = 2∗, e 1 < k := N+1
N−2

< N+2
N−2

= 2∗ − 1. Observe que

2∗ − k = N−1
N−2

, portanto

Iλ(uλ + tvǫ) =
1

2

∫

Ω

|∇uλ + t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

(uλ + tvǫ)
2dx

− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx − 1

2∗

∫

Ω

b(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

=
1

2

∫

Ω

|∇uλ|2 + 2t∇uλ∇vǫ + |t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λ + 2tuλvǫ + (tvǫ)
2dx

− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx +

1

2∗

∫

Ω

b−(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)(uλ + tvǫ)
2∗dx

de onde segue que,

Iλ(uλ + tvǫ) ≤
1

2

∫

Ω

|∇uλ|2 + 2t∇uλ∇vǫ + |t∇vǫ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λ + 2tuλvǫ + (tvǫ)
2dx

− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(uλ + tvǫ)
q+1dx +

1

2∗

∫

Ω

b−(x)u2
∗

λ dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)u2
∗

λ dx −
∫

Ω

b+(x)uλtvǫdx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + (2∗)uλt

pv pǫ − Cu
N−1
N−2

λ (tvǫ)
N+1
N−2

)

dx

pois vǫ = φuǫ, e suppφ ⊂ supp b+. Assim

Iλ(uλ + tvǫ) ≤
1

2

∫

Ω

|∇uλ|2dx −
λ

2

∫

Ω

u2λdx −
1

q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1λ dx − 1
2∗

∫

Ω

b(x)u2
∗

λ dx

+ t

∫

Ω

∇uλ∇vǫdx − tλ
∫

Ω

uλvǫdx − t
∫

Ω

a(x)uqλvǫdx − t
∫

Ω

b(x)upλvǫdx

+
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx −
∫

Ω

a(x)

(

(uλ + tvǫ)
q+1 − uq+1λ

q + 1
− tuqλvǫ

)

dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + (2∗)uλt

pv pǫ − Ct
N+1
N−2u

N−1
N−2

λ v
N+1
N−2
ǫ

)

dx
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Usando a desigualdade,

(r + s)q+1 − r q+1
q + 1

− r qs ≤ C(q)sq+1, ∀ r, s ≥ 0

e o fato que uλ é solução fraca de (Nλ), obtemos que

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx + Ct
q+1

∫

Ω

v q+1ǫ dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)

(

(tvǫ)
2∗ + (2∗)uλt

pv pǫ − Ct
N+1
N−2u

N−1
N−2

λ u
N+1
N−2
ǫ

)

dx

Sem muitas dificuldades, veja [17, 45], obtemos as seguintes estimativas

∫

Ω

v q+1ǫ dx ≤
{

o(ǫ2), se N ≥ 6
o(ǫ

N−2
2 ), se 3 ≤ N ≤ 5,

(2.33)

∫

Ω

v
N+1
N−2
ǫ dx ≤ CǫN−12 , (2.34)

∫

Ω

v pǫ dx ≤ Cǫ
N−2
2 . (2.35)

e

∫

Ω

v 2ǫ dx ≤















Cǫ2 + CǫN−2, se N ≥ 5
Cǫ2 + Cǫ2| ln ǫ2|, se N = 4

Cǫ2 + Cǫ, se N = 3.

(2.36)

Usando essas desigualdades acima, obtemos

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx + Ct2o(ǫ
N−2
2 ) + Ctq+1o(ǫ

N−2
2 )

− t2
∗

2∗

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx − Ctpǫ
N−2
2 + Ct

N+1
N−2 ǫ

N−1
2 .

(2.37)

Como

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx > 0 temos que

lim
t→+∞

Iλ(uλ + tvǫ) = −∞.

Então existe tǫ > 0, que realiza o máximo do lado direito em (2.37). De forma análoga

a prova feita no Teorema 2.3, mostra-se que existe 0 < T1 ≤ tǫ ≤ T2, para todo ǫ > 0,

suficientemente pequeno.
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Como |b(x) − b(xM)| = o(|x − xM |
N−2
2 ), para x ∈ Bs , então |b(x) − b(xM)| = o(1)|x −

xM |
N−2
2 , portanto

∫

Ω

(b(x)− bM) v 2
∗

ǫ dx ≤ o(1)

∫

Bs

|x − xM |
N−2
2 v 2

∗

ǫ dx

≤ o(1)

∫

B s
ǫ
(xM)

|x − xM |
N−2
2 v 2

∗

ǫ dx +O(ǫ
N)

= o(1)

∫

B s
ǫ
(0)

|ǫy |N−22 v 2∗ǫ (ǫy)ǫNdy +O(ǫN)

= o(1)ǫ
N−2
2

∫

B s
ǫ
(0)

|y |N−22
(1 + |y |2)N dy +O(ǫ

N)

≤ o(1)ǫ
N−2
2

(

C + C

∫ +∞

r0

r
−N−4
2 dr

)

+O(ǫN)

= o(ǫ
N−2
2 ).

Portanto
∫

Ω

(b(x)− bM) v 2
∗

ǫ dx = o(ǫ
N−2
2 ). (2.38)

Assim temos

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2ǫ
2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2
∗

ǫ

2∗

∫

Ω

bMv
2∗

ǫ dx − Cǫ
N−2
2 + Cǫ

N−1
2 + o(ǫ

N−2
2 )

Portanto

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

N

∫

Ω

|∇vǫ|2dx)
N
2

(
∫

Ω

bMv
2∗

ǫ dx

)
N−2
2

+ o(ǫ
N−2
2 )− CǫN−22 . (2.39)

De [13], temos

∫

Ω

|∇vǫ|2dx = S
N
2 +O(ǫN−2) e

∫

Ω

v 2
∗

ǫ dx = S
N
2 +O(ǫN)

juntamente com (2.39), segue que

maxt≥0 Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

para ǫ, suficientemente pequeno.
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Para o caso N ≥ 6. Das desigualdades, conforme [45],

(r + s)q+1 − r q+1
q + 1

− r qs ≤ C(q)sq+1, ∀ r, s ≥ 0

e
(r + s)p+1 − r p+1

p + 1
− r ps ≥ sp+1 + C(p)r p−1s2, ∀ r, s ≥ 0

Obtemos a seguinte estimativa

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

∫

Ω

|∇vǫ|2dx −
t2λ

2

∫

Ω

v 2ǫ dx + Ct
q+1

∫

Ω

v q+1ǫ dx

− 1

2∗

∫

Ω

b+(x)
(

(tvǫ)
2∗ + Cup−1λ t2v 2ǫ

)

dx.

Por hipótese, λ ≥ 0, portanto existe C > 0, tal que

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2

2

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx − C
∫

Ω

v 2ǫ dx

)

+ tq+1o(ǫ2)

− t2
∗

2∗

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx

Como

∫

Ω

b+(x)v 2
∗

ǫ dx > 0 temos que

lim
t→+∞

Iλ(uλ + tvǫ) = −∞.

Então existe tǫ > 0, que realiza o máximo do lado direito da desigualdade anterior. De forma

análoga a prova feita no Teorema 2.3, mostra-se que existe 0 < T1 ≤ tǫ ≤ T2, para todo

ǫ > 0, suficientemente pequeno.

Da estimativa (2.38), temos

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
t2ǫ
2

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx − C
∫

Ω

v 2ǫ dx

)

− t2
∗
ǫ

2∗

∫

Ω

bMv
2∗

ǫ dx + o(ǫ
2).

Portanto

Iλ(uλ + tvǫ) ≤ Iλ(uλ) +
1

N

(
∫

Ω

|∇vǫ|2dx − C
∫

Ω

|vǫ|2dx
)
N
2

(
∫

Ω

bMv
2∗

ǫ dx

)
N−2
2

+ o(ǫ2).
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De onde segue, vide [45], que

maxt≥0 Iλ(uλ + tvǫ) < Iλ(uλ) +
S
N
2

Nb
N−2
2

M

.

para ǫ > 0, suficientemente pequeno.

Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha, basta seguir como na prova do Teorema

2.3.

Demonstração do Teorema 2.2: A prova segue dos Teoremas 2.3 e 2.4.
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Capítulo 3

Multiplicidade de Soluções para o caso

N = 2

1 Introdução

Neste capítulo vamos obter um resultado de multiplicidade de soluções para um problema

crítico em R2, caso particular do problema (Mλ) para N = 2, com f (x, s) = b(x)h(s)eα0s
2
.

Mais precisamente, temos por objetivo estudar a multiplicidade de solução para seguinte classe

de problemas elípticos parametrizados, com condição de Neumann homogênea no bordo de

Ω















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)h(u)eα0u2 em Ω,

u ≥ 0 em Ω,
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω,

(P ′λ)

onde Ω é um domínio limitado com bordo suave em R2, η é o vetor normal unitário

apontando para fora do bordo de Ω, λ ∈ R é um parâmetro, 0 < q < 1, α0 > 0 é um número

real fixado, a, b ∈ Cγ(Ω), para algum 0 < γ ≤ 1.

(H) As seguintes hipóteses sobre h serão consideradas:

(a) h é localmente Hölder contínua sobre R;

(b) h(s) > 0, para s > 0 e h(s) = 0, para s ≤ 0;

(c) h′(s) ≥ 0, ∀ s > 0;

(d) lim sup
s→0

h(s)

s
= 0;

55
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(e) lim inf
s→+∞

h(s)

s
> 0;

(f) lim sup
s→+∞

h(s)

sp
=0, para algum p > 1.

(g) lim sup
s→0

h′(s)

sτ
=0, para algum τ > 0.

Essas hipóteses aparecem no trabalho de Prashanth e Sreenadh ([47], Pg. 1247) e também

no trabalho de Figueiredo, Do Ó e Ruf ([27], Pg. 466), exceto a hipótese (g) que é neces-

sária para mostrarmos que a primeira solução é um mínimo local. Exemplos de funções que

satisfazem essas hipóteses são: h(s) = sp, h(s) = sp + 2α0
sp+2

p + 1
, com p > 1.

Primeiro, vamos ver o que entendemos por crescimento crítico em R2.

Definição 3.1 Dizemos que a função g tem crescimento TM-crítico (resp. TM-subcrítico),

se existe β0 > 0 (resp. β0 = 0), tal que

lim
s→∞

|g(x, s)|
eβs2

=

{

0 ∀ β > β0, uniformemente em Ω̄

+∞ ∀ β < β0, uniformemente em Ω̄
(cβ0)

Como no Capítulo 1, considere os seguintes conjuntos relativos ao coeficiente a:

Ωa+ = {x ∈ Ω; a(x) > 0}; Ωa− = {x ∈ Ω; a(x) < 0} e Ω0a = int {x ∈ Ω; a(x) ≥ 0};

e definimos, de forma análoga, os seguintes conjuntos relativos a b:

Ω+b = {x ∈ Ω; b(x) > 0}; Ω−b = {x ∈ Ω; b(x) < 0} e Ωb = {x ∈ Ω; b(x) ≥ 0}; e

Ωb0 = Ω \ {x ∈ Ω; b(x) 6= 0}.

Consideremos aqui, as seguintes hipóteses sobre a e b:

(Ha+) O conjunto Ω+a é não-vazio.

(Ha+−) Assuma (Ha+) e que Ω−a é não-vazio.

(H0a) Ω
0
a = ∪k1Ui , k < +∞, Ui componente conexa, Ui com bordo suave C2 e Ui ∩ Ω+a 6=
∅, ∀i = 1, ..., k .

(Hb+) O conjunto Ω+b é não-vazio.

(Hb+−) Assuma (Hb+) e que o conjunto Ω−b é não-vazio, e ainda mais, Ω+b ∩Ω−b = ∅.
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(Hab) O conjunto Ω+a ∩Ω+b é não-vazio.

(Hb0) O conjunto Ωb0 tem bordo suave C2.

Considerando as desigualdades de Trudinger-Moser (conforme [3]), temos que

eβu
2 ∈ L1(Ω), ∀ u ∈ H1(Ω), ∀ β > 0.

e existe C > 0, tal que

sup
‖u‖

H1(Ω)≤1

∫

Ω

eβu
2

dx ≤ C, ∀ β ≤ 2π, u ∈ H1(Ω).

Observe que u = 0 é solução do nosso problema, mas estamos interessados em soluções

fracas não-triviais u ∈ H1(Ω), para o problema (P ′λ), isto é, u 
 0 tal que

∫

Ω

∇u∇vdx − λ
∫

Ω

uvdx =

∫

Ω

a(x)uqvdx +

∫

Ω

b(x)h(u)eα0u
2

vdx, ∀ v ∈ H1(Ω).

Naturalmente, u será ponto crítico do funcional energia Iλ : H1(Ω)→ R, dado por

Iλ(u) :=
1

2

∫

Ω

(

|∇u|2 + u2
)

dx−1 + λ
2

∫

Ω

(u+)2dx− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(u+)q+1dx−
∫

Ω

b(x)G(u)dx,

onde G(s) =
∫ s

0
h(t)eα0t

2
dt.

Como h satisfaz o crescimento TM-subcrítico (cβ0), com β0 = 0, temos das desigualdades

de Trudinger-Moser que Iλ está bem definido em H1(Ω), ainda mais Iλ é C1, veja os trabalhos

de Freitas ([28], Pg. 19), Rabinowitz [49](Apêndice B) e Berestycki e Lions[10](Apêndice).

Neste capítulo, assumiremos a seguinte hipótese do tipo Ambrosetti-Rabinowitz, que apa-

rece no trabalho de Pádua, Silva e Soares ([46], Pg. 1092).

(G) Para todo θ > 2, existe R(θ) > 0, tal que

0 < θG(s) ≤ sh(s)eα0s2, ∀ s ≥ R(θ).

Sob a hipótese (H), temos que toda solução fraca uλ ∈ H1(Ω) é uma solução clássica

uλ ∈ C2,γ(Ω), para algum γ ∈ (0, 1), veja Apêndice A. Ainda mais, sob a hipótese (H0a),
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temos do Lema 1.1, que as soluções de (P ′λ), não-triviais em Ω0a, são positivas em Ω0a. Isto

nos motiva a considerar o problema















−∆u − λu = a(x)uq + b(x)h(u)eα0u2 em Ω

u > 0 em Ω0a
∂u
∂η
= 0 em ∂Ω

(Pλ)

Assim podemos enunciar os teoremas abaixo. No Teorema 3.1, temos um resultado de

existência e não-existência de solução, uma consequência do resultado central do Capítulo 1,

Teorema 3.1 [Existência e Não-Existência] Assuma (Ha+), (H
0
a) e (H), então existe λ∗ ∈

(−∞,+∞], tal que:

1. Para todo λ < λ∗ o problema (Pλ) possui ao menos uma solução, com energia negativa.

2. Assuma (Hab). Então

(a) λ∗ < +∞ e ainda mais o problema (Pλ) não possui solução, para λ > λ∗.

(b) Assuma que b > 0, em Ω, (G) e

∫

Ω

a(x)dx < 0. Então o problema (Pλ) admite

ao menos uma solução para λ = λ∗.

Já no Teorema 3.2, temos um resultado de multiplicidade de soluções

Teorema 3.2 [Multiplicidade] Assuma (Ha+−), (H
0
a), b ≥ 0, (H) e (G), suponha que exista

x0 ∈ ∂Ω, tal que a ≥ a0 > 0, b ≥ b0 > 0, uλ ≥ r0 > 0, numa bola BR(x0) ∩ Ω, então para

λ∗ dado no Teorema 3.1, se λ∗ < 0 ou b > 0 em Ω, o problema (Pλ) possui ao menos duas

soluções para todo λ < λ∗.

O Teorema 3.1, a menos do item (2.b), é consequência do Teorema 1.1, os detalhes

apresentamos a seguir. Já a demonstração do Teorema 3.2, será feita mais adiante, como

consequência de uma sequência de resultados que iremos estabelecer posteriormente a de-

monstração do Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1: Este Teorema é uma consequência do Teorema 1.1, do

Capítulo 1, para isso basta tomar f (x, t) = b(x)h(t)eα0t
2
, como b ∈ Cγ(Ω), de (H) temos

que (H1f ) é verificada. Observe que de (H.d), existe c0, t0 > 0, tal que f (x, t) ≤ c0t, para

0 ≤ t ≤ t0, de onde segue que (H2f ) é verificada. Observe que de (Hab) e (H.b), podemos

tomar uma bola B ⊂ Ω0a, tal que f (x, t) ≥ 0 em B, assim utilizando os itens (1) e (2) do

Teorema 1.1, obtemos (1) e (2.a). Já para obtermos (2.b), observe que b > 0, em Ω e (G),

nos dá (H3f ), juntamente com (H) nos fornece Ω̃ = Ω e f (x, s) ≥ 0, logo de (3), no Teorema

1.1 temos (2.b).
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2 A Primeira Solução é um Mínimo Local

Lema 3.1 Assuma (Ha+−), (H
0
a), λ < λ∗, 0 ≤ uλ ≤ u := uµ, onde uλ é solução do problema

(Pλ) e uµ é solução do problema (Pµ), com λ < µ < λ∗. Então uλ < u em A, onde

A := {x ∈ Ω; u > 0}.

Demonstração: Seja v = u − uλ ≥ 0 em Ω. Como uλ é solução do problema (Pλ) e u = uµ

é solução do problema Pµ, com λ < µ < λ∗, temos

∆v = ∆u − ∆uλ
= −µu − a(x)uq − b(x)h(u)eα0u2 + λuλ + a(x)uqλ + b(x)h(uλ)eα0u

2
λ

= (−µ+ λ)u − λ(u − uλ)− a(x)
(

uq − uqλ
u − uλ

)

(u − uλ)+

− b(x)

(

h(u)eα0u
2 − h(uλ)eα0u2λ
u − uλ

)

(u − uλ)

≤ −λv + a−(x)
(

uq − uqλ
u − uλ

)

v + b−(x)

(

h(u)eα0u
2 − h(uλ)eα0u2λ
u − uλ

)

v

≤ m(x)v

(3.1)

onde

m(x) :=























−λ+ a−(x)
(

uq − uqλ
u − uλ

)

+ b−(x)

(

h(u)eα0u
2 − h(uλ)eα0u2λ
u − uλ

)

, se λ < 0

a−(x)

(

uq − uqλ
u − uλ

)

+ b−(x)

(

h(u)eα0u
2 − h(uλ)eα0u2λ
u − uλ

)

, se λ ≥ 0

Observe que m está bem definida em A, mesmo possivelmente, onde u = uλ. Suponha que

v(x0) = 0, para algum x0 ∈ A. Caso x0 ∈ Ω, então existe uma bola B1 com centro em

x0, com B1 ⊂ A ∩ Ω. Como em B1, u é limitada uniformemente por baixo, temos que m é

uniformemente limitada em B1. Então, pelo princípio do Máximo de Vazquez, veja ([54], Pg.

192), v = 0, em B1, logo u = uλ em B1. Entretanto, como

−∆u − µu = a(x)uq + b(x)h(u)eα0u2 e − ∆uλ − λuλ = a(x)uqλ + b(x)h(uλ)eα0u
2
λ

temos

(µ− λ)u = 0, qtp em B1,

o que é uma contradição pois µ > λ e u > 0 em B1. No caso de x0 ∈ ∂Ω, como A é

relativamente aberto em Ω, existe uma bola B2 com centro em x0, tal que B2 ∩ Ω ⊂ A.
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Como o bordo de Ω é suave, o vetor normal exterior a B2 ∩Ω em x0 é igual ao vetor normal

exterior a Ω em x0. Aplicando o Lema de Hopf, veja Evans ([22], Pg. 330), para v ≥ 0 em

x0 ∈ ∂(B2 ∩Ω), temos que
∂v

∂η
(x0) > 0, no entanto isso é uma contradição, com o fato que

∂uλ
∂η
(x0) =

∂u

∂η
(x0) = 0.

Lema 3.2 Assuma (Ha+−), (H
0
a), λ < λ∗ e que uλ uma solução de (Pλ), tal que 0 ≤ uλ ≤

u := uµ, onde uµ é a solução do problema (Pµ), para algum λ < µ < λ∗, ainda mais que

Iλ(uλ) = infu∈M Iλ(u), onde M = {u ∈ H1(Ω); 0 ≤ u ≤ u, qtp x ∈ Ω}. Então uλ é mínimo

local do funcional energia Iλ em H1(Ω).

Demonstração: Suponha, por contradição, que exista un ∈ H1(Ω), tal que un → uλ em

H1(Ω), com Iλ(un) < Iλ(uλ) < 0.

Defina vn = max{0,min{un, u}}, wn = (un − u)+ = max{un − u, 0} ≥ 0 e zn = (−un)+ =
max{−un, 0} ≥ 0. Observe que

0 ≤ vn ≤ u, logo vn ∈ M

e un(x) ≥ u(x) ≥ 0, qtp x ∈ supp(wn), logo zn(x) = 0, qtp x ∈ supp(wn), assim temos que

| supp(wn) ∩ supp(zn)| = 0. Além disso, temos que

1. Se un(x) > u(x), então vn(x) = u(x), wn(x) = un(x)− u(x) e zn(x) = 0;

2. Se un(x) < 0, então vn(x) = 0, wn(x) = 0 e zn(x) = −un(x); e

3. Se 0 ≤ un(x) ≤ u(x), então vn(x) = un(x), wn(x) = 0 e zn(x) = 0.

Portanto em qualquer um dos casos, temos que un = vn + wn − zn em Ω. Considere

Rn = {x ∈ Ω; 0 ≤ un(x) ≤ u(x)}, Sn = supp(wn) e Tn = supp(zn).

A partir das definições anteriores, podemos reescrever Iλ(un) da seguinte forma,

Iλ(un) =

∫

Ω

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)G(un)
)

dx

=

∫

Sn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)G(un)
)

dx

+

∫

Tn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)G(un)
)

dx

+

∫

Rn

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)G(un)
)

dx

(3.2)
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Como

1. Se x ∈ Sn, temos un(x) = u(x) + wn(x) ≥ 0;

2. Se x ∈ Tn, temos un(x) = −zn(x) ≤ 0; e

3. Se x ∈ Rn, temos un(x) = vn(x) ≥ 0,

temos,

Iλ(un) =
1

2

∫

Sn

(|∇(u + wn)|2 + (u + wn)2)dx −
1 + λ

2

∫

Sn

(u + wn)
2dx

− 1

q + 1

∫

Sn

a(x)(u + wn)
q+1dx −

∫

Sn

b(x)G(u + wn)dx

+
1

2

∫

Tn

(|∇(zn)|2 + z2n )dx +
1

2

∫

Rn

(|∇vn|2 + v 2n )dx −
1 + λ

2

∫

Rn

v 2n dx

− 1

q + 1

∫

Rn

a(x)v q+1n dx −
∫

Rn

b(x)G(vn)dx.

(3.3)

Como, vn = u em Sn e vn = 0 em Tn, temos

Iλ(vn) =

∫

Ω

(

1

2
(|∇vn|2 + v 2n )−

1 + λ

2
v 2n −

a(x)

q + 1
v q+1n − b(x)G(vn)

)

dx

=

∫

Sn

(

1

2
|∇u|2u2 − 1 + λ

2
u2 − a(x)

q + 1
uq+1 − b(x)G(u)

)

dx

+

∫

Rn

(

1

2
|∇vn|2 + v 2n −

1 + λ

2
v 2n −

a(x)

q + 1
v q+1n − b(x)G(vn)

)

dx.

(3.4)

Assim de (3.3) e (3.4), obtemos que

Iλ(un) = Iλ(vn)

+

∫

Sn

( |∇(u + wn)|2 − |∇u|2
2

)

+

(

(u + wn)
2 − u2
2

)

dx

−
∫

Sn

(1 + λ)

(

(u + wn)
2 − u2
2

)

− a(x)

q + 1

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

)

dx

+

∫

Sn

b(x) (G(u + wn)− G(u)) dx

+ 1
2

∫

Tn

(

|∇(zn)|2 + (zn)2
)

dx

(3.5)
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e portanto,

Iλ(un) = Iλ(vn)

+

∫

Sn

(

∇u∇wn +
|∇wn|2
2

+ uwn +
w 2n
2
− (1 + λ)

(

uwn +
w 2n
2

))

dx

−
∫

Sn

(

a(x)

q + 1

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

)

+ b(x) (G(u + wn)− G(u))
)

dx

+

∫

Tn

( |∇zn|2
2
+
z2n
2

)

dx.

(3.6)

Como u é supersolução de (Pλ), wn = 0 em Ω \ Sn, temos que

∫

Sn

(∇u∇wn + uwn)dx − (1 + λ)
∫

Sn

uwndx ≥
∫

Sn

a(x)uqwndx +

∫

Sn

b(x)h(u)eα0u
2

wndx.

Portanto, de (3.6) obtemos que

Iλ(un) ≥ Iλ(vn)

+

∫

Sn

( |∇wn|2
2

+
w 2n
2

)

dx − (1 + λ)
∫

Sn

w 2n
2
dx

−
∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

−
∫

Sn

b(x)
(

G(u + wn)− G(u)− h(u)eα0u
2

wn

)

dx

+

∫

Tn

|∇zn|2
2

dx +

∫

Tn

z2n
2
dx.

(3.7)

Como wn = 0 em Ω \ Sn e zn = 0 em Ω \ Tn, obtemos

Iλ(un) ≥ Iλ(vn) +
1

2
‖wn‖2H1(Ω) +

1

2
‖zn‖2H1(Ω) − L, (3.8)

onde

L =
1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx.
(3.9)

Assuma, por enquanto, que L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω). Como, por hipótese de contradição, Iλ(un) <

Iλ(uλ) e também Iλ(vn) ≥ Iλ(uλ), pois vn ∈ M e Iλ(uλ) = infv∈M Iλ(v), temos que

Iλ(un)− Iλ(vn) = Iλ(un)− Iλ(uλ) + Iλ(uλ)− Iλ(vn) < 0.
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Portanto, da desigualdade (3.8), segue que

(

1

2
− o(1)

)

‖wn‖2H1(Ω) +
1

2
‖zn‖2H1(Ω) ≤

1

2
‖wn‖2H1(Ω) +

1

2
‖zn‖2H1(Ω) − L < 0. (3.10)

Portanto, para n suficientemente grande, temos que wn = zn = 0, qtp Ω, de onde segue que

un ∈ M, o que é uma contradição, pois uλ é mínimo de Iλ em M e que Iλ(un) < Iλ(uλ).

Portanto uλ é mínimo local de Iλ em H1(Ω).

Vamos agora mostrar que L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω). Lembramos que

L =
1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx.
(3.11)

Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < θi(x) < 1, i = 1, 2 tal que

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn = (u + θ1wn)qwn − uqwn ≥ 0,

G(u + wn)− G(u)− g(u)wn = g(u + θ2wn)wn − g(u)wn ≥ 0,

pois g é não-descrescente, haja vista, que h é não-decrescente.

Portanto,

L ≤ 1 + λ

2

∫

Sn

w 2n dx +

∫

Sn

a(x)

(

(u + wn)
q+1 − uq+1

q + 1
− uqwn

)

dx

+

∫

Sn

b+(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx
(3.12)

Observação 3.1 A princípio, no termo que contém a, podíamos considerar apenas a+, mas

a parte a− é essencial para controlarmos o termo que contém w 2n em um certo conjunto que

ficará explícito mais adiante.

Vamos, inicialmente, obter uma estimativa crucial para o nosso propósito. Do lema 2.1,

temos que |{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x)}| = 0, como

|{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x)}| =
∣

∣

∣

∣

∩+∞j=1{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x) +
1

j
}
∣

∣

∣

∣

= limj→+∞

∣

∣

∣

∣

{x ∈ A; u(x) ≤ uλ(x) +
1

j
}
∣

∣

∣

∣

,
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dado ǫ > 0, existe δ > 0, tal que |{x ∈ A; u ≤ uλ + δ}| < ǫ
2
. Como un → uλ, fortemente em

L2(Ω), existe n1 ∈ N, tal que, se n ≥ n1, temos

∫

Ω

(un − uλ)2dx ≤
ǫ

2
δ2.

Por outro lado,

∫

Ω

(un−uλ)2dx ≥
∫

{x∈Ω;un>u>uλ+δ}

(un−uλ)2dx ≥
∫

{x∈Ω;un>u>uλ+δ}

δ2dx = δ2|{x ∈ Ω; un > u > uλ+δ}|.

Portanto |{x ∈ Ω ∩ A; un > u > uλ + δ}| ≤ ǫ
2
. Como,

Sn = {x ∈ Ω; un > u} ⊆ {x ∈ Ω; un > u > uλ + δ} ∪ {x ∈ Ω; u ≤ uλ + δ}.

Temos que |Sn ∩ A| ≤ ǫ, de onde segue que |Sn ∩ A| = o(1) .

Agora vamos estimar o termo que contém b, pois é um termo que não depende dos demais

termos em L. Pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < θ2(x), θ4(x) < 1, tal que

G(u + wn)− G(u)− g(u)wn = g′(u + θ4wn)θ2w 2n ,

como g′(s) = (h′(s) + 2α0sh(s))eα0s
2
, de (H), existe C > 0, tal que

|h′(s)|, |sh(s)| ≤ CspeCs2,

para algum p > 0. Como eα0(u+θ4wn)
2 ≤ CeCw2n , temos que

∫

Sn

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx ≤ C
∫

Sn

(u + θ4wn)
pw 2n e

Cw2n dx.

Como em A = {x ∈ Ω; u > 0}, temos (u + θ4wn)pw 2n ≤ Cw 2n + Cw p+2n , segue que

∫

Sn∩A

(u + θ4wn)
pw 2n e

Cw2n dx ≤ C
∫

Sn∩A

w 2n e
Cw2n dx + C

∫

Sn

w p+2n eCw
2
n dx.

Considere r1, r2, s1, s2 > 1, com 1
r1
+ 1
r2
= 1 e 1

s1
+ 1
s2
= 1, por Hölder, temos

∫

Sn∩A

w 2n e
Cw2n dx ≤

(
∫

Sn∩A

w 2r1n dx

)
1
r1

(

∫

Sn∩A

e
Cr2‖wn‖

2
H1(Ω)

(

wn
‖wn‖

H1(Ω)

)2

dx

)

1
r2
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e
∫

Sn∩A

w p+2n eCw
2
n dx ≤

(
∫

Sn∩A

w (p+2)s1n dx

)
1
s1

(

∫

Sn∩A

e
Cs2‖wn‖

2
H1(Ω)

(

wn
‖wn‖

H1(Ω)

)2

dx

)

1
s2

,

como ‖wn‖H1(Ω) → 0, pois un → uλ em H1(Ω), pela Desigualdade de Trudinger-Moser,

obtemos que
∫

Sn∩A

w 2n e
Cw2n dx ≤ C

(
∫

Sn∩A

w 2r1n dx

)
1
r1

e
∫

Sn∩A

w p+2n eCw
2
n dx ≤ C

(
∫

Sn∩A

w (p+2)s1n dx

)
1
s1

.

Usando Hölder novamente, e o fato que |Sn ∩ A| = o(1), obtemos que

∫

Sn∩A

w 2n e
Cw2n dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω)

e como p > 0, usando as Imersões de Sobolev e o fato que ‖wn‖H1(Ω) = o(1), obtemos

∫

Sn∩A

w p+2n eCw
2
n dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

De onde segue que

∫

Sn∩A

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Como em B = Ω \ A, temos (u + θ4wn)pw 2n ≤ Cw p+2n , segue que

∫

Sn∩B

(u + θ4wn)
pw 2n e

Cw2n dx ≤ C
∫

Sn∩B

w p+2n eCw
2
n dx.

Considere t1, t2 > 1, com 1
t1
+ 1
t2
= 1, por Hölder, temos

∫

Sn∩B

w p+2n eCw
2
n dx ≤

(
∫

Sn∩B

w (p+2)t1n dx

)
1
t1

(

∫

Sn∩B

e
Ct2‖wn‖

2
H1(Ω)

(

wn
‖wn‖

H1(Ω)

)2

dx

)

1
t2

,

como ‖wn‖H1(Ω) → 0, pois un → uλ em H1(Ω), pela Desigualdade de Trudinger-Moser,

obtemos que
∫

Sn∩B

w p+2n eCw
2
n dx ≤ C

(
∫

Sn∩B

w (p+2)t1n dx

)
1
t1

,
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como p > 0, usando as Imersões de Sobolev e o fato que ‖wn‖H1(Ω) = o(1), obtemos

∫

Sn∩B

w p+2n eCw
2
n dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

De onde segue que

∫

Sn∩B

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Portanto
∫

Sn

b(x) (G(u + wn)− G(u)− g(u)wn) dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Os termos que contém a e w 2n , possuem uma dependência, conforme já observado ante-

riormente. Precisamente, isso ocorre quando λ > −1. Por isso vamos quebrar em dois caso,

o primeiro quando λ > −1 e o segundo caso, naturalmente, quando λ ≤ −1.

Caso λ > −1: Neste caso, primeiro vamos estimar os termos sobre o conjunto A. Consi-

dere r, s > 1, tais que, 1
r
+ 1
s
= 1, pela Desigualdade de Hölder, temos

λ+ 1

2

∫

Sn∩A

w 2n dx ≤
λ+ 1

2

(
∫

Sn∩A

1dx

)
1
r
(
∫

Sn∩A

w 2sn dx

)
1
s

≤ C|Sn ∩ A|
1
r ‖wn‖2L2s(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

(3.13)

Observe que Ωa+ ⊂ A e B ⊂ Ω \Ω+a , assim

∫

Sn∩(A\Ωa+)

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ 0,
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ainda mais, u > 0 em Ω0a e Ω+a ⊂ Ω0a, então existe δ > 0, tal que u(x) ≥ δ, para todo

x ∈ Ωa+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediário, obtemos 0 < θ1(x), θ3(x) < 1, tal

que

∫

Sn∩Ωa+

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤
∫

Sn∩Ωa+

a+(x) ((u + θ1wn)
q − uq)wndx

=

∫

Sn∩Ωa+

a+(x)q(u + θ3θ1wn)
q−1θ1w

2
n dx

≤ C

∫

Sn∩Ωa+

δq−1w 2n dx

≤ C

∫

Sn∩A

w 2n dx

≤ C|Sn ∩ A|
2
N ‖wn‖2H1(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Em B = Ω \ A, observe que u = 0, em B e B ⊂ Ωa−. Agora definimos

Un =

{

x ∈ Ωa−;wn(x) ≥
(

2a−(x)

(λ+ 1)(q + 1)

)
1
1−q

}

.

Como un → uλ, em H1(Ω) e uλ ≤ u, em Ω, temos que wn = (u − un)+ → 0 em H1(Ω), logo

|Un| → 0. Assim

λ+ 1

2

∫

Sn∩B

w 2n dx ≤
λ+ 1

2

∫

Sn∩(B\Un)

w 2n dx +
λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx

=
λ+ 1

2

∫

Sn∩(B\Un)

w 1−qn w q+1n dx +
λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx

≤
∫

Sn∩(B\Un)

a−(x)

q + 1
w q+1n dx +

λ+ 1

2

∫

Sn∩Un

w 2n dx

≤
∫

Sn∩B

a−(x)

q + 1
w q+1n dx + o(1)‖wn‖2H1(Ω),

(3.14)

onde usamos na segunda desigualdade, a definição de Un e na terceira desigualdade, a desi-

gualdade de Hölder e as imersões de Sobolev. Como

−
∫

Sn∩B

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx = −
∫

Sn∩B

a−(x)

q + 1
w q+1n dx

pois u = 0, em B ⊂ Ωa−, temos que

λ+ 1

2

∫

Sn∩B

w 2n dx −
∫

Sn∩B

a−(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).
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Portanto, temos que se λ > −1,

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx −
∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Caso λ ≤ −1: Neste caso, temos que

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx ≤ 0 ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Para o termo que contém a, observe que não precisamos mais do termo onde a ≤ 0, já que o

mesmo era somente necessário para controlar o termo que contém w 2n . Observe que Ωa+ ⊂ A
e B ⊂ Ω \Ω+a , assim

∫

Sn∩(A\Ωa+)

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ 0

ainda mais, u > 0 em Ω0a e Ω+a ⊂ Ω0a, então existe δ > 0, tal que u(x) ≥ δ, para todo

x ∈ Ωa+, portanto pelo Teorema do Valor Intermediário, obtemos 0 < θ1(x), θ3(x) < 1, tal

que

∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤
∫

Sn∩Ωa+

a+(x) ((u + θ1wn)
q − uq)wndx

=

∫

Sn∩Ωa+

a+(x)q(u + θ3θ1wn)
q−1θ1w

2
n dx

≤ C

∫

Sn∩Ωa+

δq−1w 2n dx

≤ C

∫

Sn∩A

w 2n dx

≤ C|Sn ∩ A|
2
N ‖wn‖2H1(Ω)

≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Portanto, temos que se λ < −1,

λ+ 1

2

∫

Sn

w 2n dx −
∫

Sn

a(x)

(

(u − wn)q+1 − uq+1
q + 1

+ uqwn

)

dx ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

Assim, independente do valor de λ, temos

L ≤ o(1)‖wn‖2H1(Ω).

De onde segue o resultado do Lema.
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3 O Problema Modificado

Considere λ < λ∗ e uλ a solução dada pelo Teorema 3.1. Considere agora, o problema

modificado














−∆v − λv = a(x)
(

(uλ + v)
q − uqλ

)

+ b(x)
(

h(uλ + v)e
α0(uλ+v)

2 − h(uλ)eα0(uλ)2
)

em Ω

v ≥ 0 em Ω
∂v
∂η
= 0 em ∂Ω

(P ′′λ )

Observe que se v é solução do problema (P ′′λ ), então u = uλ + v resolve (Pλ).

Defina

h̃(x, t) = a(x)
(

(uλ + t
+)q − uqλ

)

+ b(x)
(

h(uλ + t
+)eα0(uλ+t

+) − h(uλ)eα0u
2
λ

)

e

H̃(x, s) =

∫ s

0

h(x, t)dt

= a(x)

(

(uλ + s
+)q+1 − uq+1λ
q + 1

− s+uqλ
)

+ b(x) ((G(uλ + s
+)− G(uλ))− s+g(uλ))

onde g(s) = h(s)eα0s
2
. O funcional energia associado ao problema (P ′′λ )

Jλ(v) =
1

2

∫

Ω

(

|∇v |2 + v 2
)

dx − 1 + λ
2

∫

Ω

v+
2
dx −

∫

Ω

H̃(x, v)dx.

Sem muita dificuldade, mostra-se que

Jλ(v) = Iλ(uλ + v
+)− Iλ(uλ) +

1

2
‖v−‖2H1(Ω). (3.15)

Proposição 3.1 Assuma as hipóteses do Lema 3.2, então 0 é mínimo local de Jλ em H1(Ω).

Demonstração: Conforme o Lema 3.2, uλ é mínimo local de Iλ em H1(Ω). Portanto, existe

δ > 0, tal que

Iλ(uλ) ≤ Iλ(u), para todo ‖uλ − u‖H1(Ω) < δ

Da identidade (3.15), temos que

Jλ(0) = 0 ≤ Iλ(uλ + v+)− Iλ(uλ) +
1

2
‖v−‖2H1(Ω) = Jλ(v)

para todo ‖v‖H1(Ω) = ‖uλ − u‖H1(Ω) < δ. Portanto, 0 é mínimo local de Jλ em H1(Ω).
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Proposição 3.2 Se Iλ satisfaz (PS)c+Iλ(uλ), para algum c ∈ R, então o funcional Jλ satisfaz

a condição (PS)c .

Demonstração: Seja vn uma sequência (PS)c para Jλ, c ∈ R, ou seja,

Jλ(vn)→ c e J ′λ(vn)→ 0, em H−1(Ω).

De (3.15), temos

〈J ′λ(vn), vn−〉 = I ′λ(uλ + vn+)vn− + ‖v−‖2H1(Ω) = ‖v−‖2H1(Ω).

Portanto v−n → 0, em H1(Ω). Colocando un = uλ + v+n , temos de (3.15)

Iλ(un)→ Iλ(uλ) + c

e

〈I ′λ(un), φ〉 = o(1)‖φ‖H1(Ω), ∀ φ ∈ H1(Ω).

Portanto un é uma sequência (PS)Iλ(uλ)+c para o funcional Iλ. Portanto, a menos de sub-

sequência, un é convergente em H1(Ω), logo vn é convergente em H1(Ω).

4 Limitação das Sequências de Palais-Smale

Lema 3.3 Assuma (Ha+−), (H
0
a), b ≥ 0, (H) e (G), então se λ∗ < 0 ou b > 0 em Ω, toda

sequência (PS)c é limitada em H1(Ω).

Demonstração: De fato, considere un ∈ H1(Ω) uma sequência (PS)c , ou seja,

Iλ(un)→ c e I ′(un)→ 0,

a última convergência em H−1(Ω), o dual de H1(Ω). De fato, podemos assumir que Iλ(un) ≤
C e I ′λ(un)(un) = o(1)‖un‖H1(Ω), tomando θ > 2 fixado, obtemos que

θ

2
‖un‖2H1(Ω) −

θ(1 + λ)

2
‖un‖2L2(Ω) −

θ

q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

b(x)θG(un)dx ≤ C

e

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λ)‖un‖2L2(Ω) −
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

b(x)g(un)undx = o(1)‖un‖H1(Ω).
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Subtraindo a equação acima da desigualdade anterior e usando (G) e que b ≥ 0 em Ω,

obtemos

(

θ

2
− 1

)

(

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λ)‖un‖2L2(Ω)
)

−
(

θ

q + 1
− 1

)
∫

Ω

a(x)uq+1n dx < C+o(1)‖un‖H1(Ω).
(3.16)

Considere o primeiro caso, onde assumimos que λ∗ < 0, neste caso da desigualdade (3.16),

e das imersões de Sobolev, temos que

(

θ

2
− 1

)

(

‖un‖2H1(Ω) − (1 + λ)‖un‖2L2(Ω)
)

≤ C
(

1 + ‖un‖q+1H1(Ω) + ‖un‖H1(Ω)
)

.

Como 0 ≤ q < 1 e λ < λ∗ < 0, temos que ‖un‖2H1(Ω) é limitada, já que o primeiro autovalor

do operador Laplaciano com condição de Neumann em H1(Ω) é zero.

Para o segundo caso, em que λ∗ ≥ 0, assumimos que b > 0 em Ω, portanto existe

t4, c4 > 0, tal que F (x, t) ≥ c4t2 para todo t ≥ t4, procedendo como em [24], observe que

existe t5 ≥ t4 e c5 > 0, tal que F (x, t) ≥ c5t2 + 1, ∀ t ≥ t5. Dividindo (G) por tG(t), com

t ≥ t5, obtemos
θ

t
≤ g(t)

G(t)
.

Integrando de t5 a t obtemos

ln

(

t

t5

)θ

≤ ln
(

G(t)

G(t5)

)

.

e aplicando a exponencial à desigualdade, obtemos

(

t

t5

)θ

≤ G(t)

G(t5)
.

Portanto

G(t) ≥ G(t5)
(

t

t5

)θ

.

Logo

G(t) ≥ Ctθ, ∀ t ≥ t5 (3.17)

e alguma constante C > 0.

Defina então h(x, t) = b(x)g(t)+ (1+λ)t e H(x, t) =
∫ t

0
h(x, s)ds. Vamos mostrar que

para ǫ > 0, tal que 2 < θ − ǫ, existe t6 > 0, tal que

(θ − ǫ)H(x, t) ≤ th(x, t), ∀ t ≥ t6. (3.18)
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De fato,

(θ − ǫ)H(x, t) = (θ − ǫ)b(x)G(t) + (θ − ǫ)(1 + λ)t
2

2
.

Usando que b > 0, em Ω, (G) e (3.17), para t grande, temos que

(θ − ǫ)H(x, t) ≤ b(x)tg(t)− ǫCtθ +
(

θ − ǫ
2

)

(1 + λ)t2.

Portanto

(θ − ǫ)H(x, t) ≤ th(x, t)−
(

ǫCtθ−2 −
(

θ − ǫ
2
− 1

)

(1 + λ)

)

t2.

Como θ > 2, existe t6 > 0, tal que

ǫCtθ−2 ≥
(

θ − ǫ
2
− 1

)

(1 + λ)

e assim temos (3.18).

Voltando a prova da limitação de un, como Iλ(un) ≤ C e 〈I ′λ(un), un〉 = o(1)‖un‖H1(Ω),
obtemos que

θ − ǫ
2
‖un‖2H1(Ω) −

θ − ǫ
q + 1

∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

(θ − ǫ)
(

b(x)G(un) +
(1 + λ)u2n
2

)

dx ≤ C

e

‖un‖2H1(Ω) −
∫

Ω

a(x)uq+1n dx −
∫

Ω

(

b(x)g(un)un + (1 + λ)u
2
n

)

dx = o(1)‖un‖H1(Ω).

Subtraindo a equação acima da desigualdade anterior e usando (3.18), obtemos

(

θ − ǫ
2
− 1

)

‖un‖2H1(Ω) −
(

θ − ǫ
q + 1

− 1
)
∫

Ω

a(x)uq+1n dx < C + o(1)‖un‖H1(Ω).

Das imersões de Sobolev, temos

(

θ − ǫ
2
− 1

)

‖un‖2H1(Ω) ≤ C
(

1 + ‖un‖q+1H1(Ω) + ‖un‖H1(Ω)
)

.

Como 0 ≤ q < 1, temos que ‖un‖H1(Ω) é limitada.
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5 Multiplicidade de Soluções

5.1 Condição de Palais-Smale

Nesta seção seguimos as ideias de De Figueiredo, Do Ó e Ruf ([27], Pg. 466) e Pádua,

Silva e Soares ([46], Pg. 1103).

Lema 3.4 Considere as hipóteses dos Lema 3.3. Se u = 0 e u = uλ são os únicos pontos

críticos de Iλ, então Iλ satisfaz a condição (PS)c , para

c < c∗ = Iλ(uλ) +
π

α0
.

Demonstração: Considere uma sequência un ∈ H1(Ω), que satisfaz (PS)c , isto é,

Iλ(un)→ c, e I ′(un)→ 0

a última convergência em H−1(Ω), o dual de H1(Ω).

Sabemos do Lema 3.3 que un é limitada em H1(Ω). Portanto,

un ⇀ u, em H1(Ω)

un → u, em Ls(Ω), 1 ≤ s < +∞
un → u, qtp em Ω

Além de que existe uma função M ∈ Lp(Ω), tal que un(x) ≤ M(x), para todo x ∈ Ω e p ≥ 1.
Pelo crescimento TM-crítico de g, temos que

|b(x)g(s)s| ≤ C|s|eβs2, x ∈ Ω, s ∈ R.

Usando a Desigualdade de Hölder, juntamente com a Desigualdade de Trudinger-Moser, ob-

temos que
∫

E

|b(x)g(un)un|dx ≤ C
∫

E

M(x)sdx,

onde E é qualquer subconjunto mensurável deΩ. Então, b(x)g(un)un é uniformente integrável

e pelo Teorema de Vitali, temos que

∫

Ω

b(x)g(un)undx →
∫

Ω

b(x)g(u)udx.
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Como na prova do Lema 6.1, em [50], obtemos que

∫

Ω

b(x)G(un)→
∫

Ω

b(x)G(u).

Caso 1: Se u = 0, como Iλ(un) = c + o(1), temos

∫

Ω

(

1

2
(|∇un|2 + u2n)−

1 + λ

2
(u+n )

2 − a(x)

q + 1
(u+n )

q+1 − b(x)G(un)
)

dx = c + o(1)

Portanto, como Iλ(uλ) < 0, temos

‖un‖H1(Ω) − o(1) = 2c < 2
(

Iλ(uλ) +
π

α0

)

<
2π

α0

Considere t, s > 1, tais que 1
t
+ 1
s
= 1, então temos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

b(x)g(un)undx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖b‖L∞(Ω)
∫

Ω

|h(un)|eα0u
2
n |un|dx ≤ C‖un‖tLt(Ω)

(
∫

Ω

|h(un)|sesα0u
2
ndx

)
1
s

.

Como un → u, em Ls(Ω), 1 ≤ s, temos que

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

b(x)g(un)undx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖b‖L∞(Ω)
∫

Ω

|h(un)|eα0u
2
n |un|dx ≤ o(1)

(
∫

Ω

|h(un)|sesα0u
2
ndx

)
1
s

.

Para obtermos que
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

b(x)g(un)undx

∣

∣

∣

∣

= o(1),

basta mostrar que
∫

Ω

|h(un)|sesα0u
2
ndx ≤ C.

De fato, como h tem crescimento TM-subcrítico, para todo α > α0, temos que

∫

Ω

|h(un)|sesα0u
2
ndx ≤

∫

Ω

e
sα‖un‖2

H1(Ω)

(

un
‖un‖

H1(Ω)

)2

dx.

Pela Desigualdade de Trudinger-Moser, basta mostrar que

sα‖un‖2H1(Ω) ≤ 2π.

Tome α > α0, de modo que

c <
π

α
.
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Para 0 < ǫ <
2π

α
− 2c , temos

sα‖un‖2H1(Ω) ≤ sα(2c + ǫ) < sα
2π

α
= s2π.

Como s > 1 é arbitrário, é possível tomar s próximo de 1, tal que sα‖un‖2H1(Ω) ≤ 2π. Logo

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

b(x)g(un)undx

∣

∣

∣

∣

= o(1).

Como 〈I ′λ(uλ), un〉 = o(1), temos que ‖un‖H1(Ω) = o(1), ou seja, un é relativamente compacta

em H1(Ω).

Caso 2: Se u = uλ, como Iλ(un) = c + o(1), temos

1

2
‖un‖2H1(Ω) = c + d + o(1)

onde

d :=
1 + λ

2

∫

Ω

u2λdx −
a(x)

q + 1

∫

Ω

uq+1λ dx −
∫

Ω

b(x)G(uλ)dx.

Observe que d =
1

2
‖uλ‖2H1(Ω) − Iλ(uλ). Considere vn =

un
‖uλ‖

2
H1(Ω)

, então

vn → v =
uλ

[2(c + d)]
1
2

.

Seja α > α0, tal que

c < Iλ(uλ) +
π

α
.

Observe que

1− ‖v‖2H1(Ω) = 1−
‖uλ‖2H1(Ω)
2(c + d)

=
2(c + d)− ‖uλ‖2H1(Ω)

2(c + d)
=
2c − 2Iλ(uλ)
2(c + d)

<
2π

2α(c + d)
.

Logo

2α(c + d)
α

2π
<

1

1− ‖v‖2
H1(Ω)

.

Como ‖un‖2H1(Ω) → 2(c + d), existe r > 0, tal que

2α(c + d)‖un‖2H1(Ω) < r <
1

1− ‖v‖2
H1(Ω)

.
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Da desigualdade

∫

Ω

b(x)g(un)undx ≤ C
∫

Ω

eαu
2
ndx ≤ C

∫

Ω

e
r2π

(

un
‖un‖

H1(Ω)

)2

,

pelo Lema 3.5 de [3], temos que

∫

Ω

b(x)g(un)undx é uniformemente limitada, pelo Teorema

da Convergência Dominada, segue que

∫

Ω

b(x)g(un)undx →
∫

Ω

b(x)g(uλ)uλdx.

Como 〈I ′λ(un), un〉 = o(1), e

‖un‖2H1(Ω) = 〈I ′λ(un), un〉+ (1 + λ)
∫

Ω

u2ndx +

∫

Ω

a(x)uq+1n dx +

∫

Ω

b(x)g(un)undx,

temos que

‖un‖2H1(Ω) → (1 + λ)
∫

Ω

u2λdx +

∫

Ω

a(x)uq+1λ dx +

∫

Ω

b(x)g(uλ)uλdx = ‖uλ‖2H1(Ω).

pois uλ é ponto crítico de Iλ. Logo em ambos os casos, temos que un é relativamente

compacta, portanto Iλ satisfaz (PS)c , para c < Iλ(uλ) +
π
α0

.

5.2 Nível de Energia

Para obtermos a segunda solução não-trivial para (Pλ), utilizaremos o Teorema do Passo

da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Aqui seguimos as ideias de Pádua, Silva e Soares

([46], Pg. 1106-1109) e Prashanth e Sreenadh ([47], Pg. 1253).

Teorema 3.3 Assuma as hipóteses do Lema 3.3. Suponha que exista x0 ∈ ∂Ω, tal que

a > a0 > 0 e uλ ≥ r0 > 0, numa bola BR(x0) ∩Ω. Então para todo λ < λ∗, o problema (Pλ)

tem ao menos duas soluções.

Demonstração: Vamos inicialmente estimar o nível de energia do funcional, para o uso do

Teorema do Passo da Montanha. Pelo Lema 3.3 de [3], sem perda de generalidade, existe

R>0, tal que para cada n ∈ N, existem funções Wn ∈ H1(Ω), para n ∈ N, tal que 1
n
< R,

com as seguintes características:

1. Wn ≥ 0, com suppWn ⊂ B(x0, R) ∩Ω.

2. ‖Wn‖H1(Ω) = 1.
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3. Wn é constante em B
(

x0,
1
n

)

e W 2
n =

1
π
log nR +O(1), quando n → +∞.

onde Wn, conforme construção na prova do Lema 3.3 de [3], são obtidas a partir das funções

de Moser (ver [41]), definidas por:

Mn(x) =
1√
2π























(log nR)
1
2 se 0 ≤ |x − x0| ≤

1

n
log(R/|x − x0|)
(log nR)

1
2

se
1

n
≤ |x − x0| ≤ R

0 se |x − x0| ≥ R

,

considerando Mn := Mn|Ω, ou seja, a restrição de Mn ao conjunto Ω e tomando Wn :=
Mn

‖Mn‖H1(Ω)
. Algumas estimativas importantes a cerca dessas funções são dadas na prova do

Lema 3.3 de [3], que utilizaremos posteriormente:

∫

Ω

|Mn|2dx = O
(

1

log nR

)

e

‖Mn‖2H1(Ω) =
1

2
+O

(

1

log nR

)

.

Vamos agora mostrar que existe n ∈ N, tal que

max
t≥0

Iλ(uλ + tWn) < Iλ(uλ) +
π

α0
.

Suponha por contradição que

max
t≥0

Iλ(uλ + tWn) ≥ Iλ(uλ) +
π

α0
, ∀ n ∈ N.

Primeiro, vamos mostrar que lim
t→+∞

Iλ(uλ + tWn) = −∞. De fato,

Iλ(uλ + tWn) =
1

2

∫

Ω

|∇uλ + t∇Wn|2dx −
λ

2

∫

Ω

(uλ + tWn)
2dx

− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(uλ + tWn)
q+1dx −

∫

Ω

b(x)G(uλ + tWn)dx

=
1

2

∫

Ω

(

|∇uλ|2 + 2t∇uλ∇Wn + t2|∇Wn|2
)

dx+

− λ

2

∫

Ω

(

u2λ + 2tuλWn + t
2W 2
n

)

dx+

− 1

q + 1

∫

Ω

a(x)(uλ + tWn)
q+1dx +

∫

Ω

b(x)G(uλ + tWn)dx,
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Portanto

Iλ(uλ + tWn) = Iλ(uλ) + t

∫

Ω

∇uλ∇Wndx − tλ
∫

Ω

uλWndx +
t2

2

∫

Ω

|∇Wn|2dx+

− t2λ

2

∫

Ω

W 2
n dx −

∫

Ω

a(x)

(

(uλ + tWn)
q+1 − uq+1λ

q + 1

)

dx+

−
∫

Ω

b(x) (G(uλ + tWn)− G(uλ)) dx.

Do fato que uλ é solução de (Pλ), obtemos que

Iλ(uλ + tWn) = Iλ(uλ) +
t2

2
− t

2(1 + λ)

2

∫

Ω

W 2
n dx

−
∫

Ω

a(x)

(

(uλ + tWn)
q+1 − uq+1λ

q + 1
− tuqλWn

)

dx

−
∫

Ω

b(x) (G(uλ + tWn)− G(uλ)− tg(uλ)Wn) dx.

Conforme [44], temos a desigualdade a seguir,

(r + s)q+1 − r q+1
q + 1

− r qs ≤ C(q)sq+1, ∀ r, s ≥ 0

e como feito na prova do Lema 3.3,do fato que b > 0 em Ω, temos que G(t) ≥ Ct2, para s

grande, portanto de (G), fixado θ > 2, existe s1 > 0, tal que

G(s) ≥ Csθ, s ≥ s1.

Considere E ⊂ suppWn, |E| > 0, tal que Wn ≥ δ > 0 em E, então para t suficientemente

grande, temos

Iλ(uλ + tWn) ≤ Iλ(uλ) + C
t2

2
+ Ctq+1 − Ctθ

∫

Ω

W θ
n dx + C + Ct.

Como θ > 2, temos que limt→+∞ Iλ(uλ + tWn) = −∞. Logo existe tn ≥ 0, tal que,

Iλ(uλ + tnWn) = max
t≥0

Iλ(uλ + tWn) ≥ Iλ(uλ) +
π

α0
> Iλ(uλ).
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Em particular, tn > 0. Como g é não-decrescente, a e b são não-negativas em BR(x0),

obtemos que

π

α0
≤ Iλ(uλ + tnWn)− Iλ(uλ)

=
t2n
2
− t

2
n (1 + λ)

2

∫

Ω

W 2
n dx

−
∫

Ω

a(x)

(

(uλ + tnWn)
q+1 − uq+1λ

q + 1
− tnuqλWn

)

dx

−
∫

Ω

b(x) (G(uλ + tnWn)− G(uλ)− tng(uλ)Wn) dx

≤ t2n
2
− t

2
n (1 + λ)

2

∫

Ω

W 2
n dx

≤ t2n
2
+ Ct2n

∫

Ω

W 2
n dx.

(3.19)

Como Wn é limitada em H1(Ω), mais precisamente ‖Wn‖H1(Ω) = 1, temos que inf tn > 0.

Portanto existe 0 < T1 ≤ tn.

Vamos mostrar que tn é limitada superiormente. Pela definição de tn, temos que 〈I ′λ(uλ+
tnWn), tnWn〉 = 0, portanto

0 =

∫

Ω

∇(uλ + tnWn)∇(tnWn)dx +
∫

Ω

(uλ + tnWn)(tnWn)dx+

− (1 + λ)

∫

Ω

(uλ + tnWn)(tnWn)dx −
∫

Ω

a(x)(uλ + tnWn)
q(tnWn)dx+

−
∫

Ω

b(x)g(uλ + tnWn)(tnWn)dx.

Como uλ ≥ r0 > 0, temos por Hölder,

tn‖uλ + tnWn‖H1(Ω) ≥
∫

Ω

[

(1 + λ)(uλ + tnWn)
2 + a(x)(uλ + tnWn)

q+1
]

(

tnWn
uλ + tnWn

)

dx

+

∫

Ω

[b(x)g(uλ + tnWn)(uλ + tnWn)]

(

tnWn
uλ + tnWn

)

dx.

De (H.b) e (H.c), como g(s) = h(s)eα0s
2
, existe C > 0, tal que

(1+λ)(uλ+ tnWn)
2+a(x)(uλ+ tnWn)

q+1+b(x)g(uλ+ tnWn)(uλ+ tnWn) ≥ eα0(uλ+tnWn)
2−C,

qtp x ∈ BR(x0) ∩Ω, pois b(x) ≥ b0 > 0. Portanto,

tn‖uλ + tnWn‖H1(Ω) ≥
∫

B 1
n
(x0)∩Ω

eα0t
2
nW

2
n

(

tnWn
uλ + tnWn

)

dx − C
∫

BR(x0)∩Ω

(

tnWn
uλ + tnWn

)

dx.
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Como tn 9 0 e W 2
n =

1
π
log nR +O(1), em B 1

n
(x0) ∩Ω, existe n0 ∈ N, tal que

1

2
≤ tnWn
uλ + tnWn

, qtp x ∈ B 1
n
(x0) ∩Ω, n ≥ n0.

Juntamente com o fato que

tnWn
uλ + tnWn

≤ 1, qtp x ∈ BR(x0) ∩Ω.

Temos que,

tn‖uλ + tnWn‖H1(Ω) ≥ |B 1
n
(x0)|eα0t

2
n( 1π log nR+O(1)) · 1

2
− C

=
π

2n2
e
α0t
2
n
π
(log nR+O(1)) − C

=
π

2
e
α0t
2
n
π
(log nR+O(1))−2 log n − C

=
π

2
e
2 log n

[

α0t
2
n

2π (
log nR+O(1)
log n )−1

]

− C.

Logo,

tn‖uλ‖H1(Ω) + t2n‖Wn‖H1(Ω) ≥
π

2
e
2 log n

[

α0t
2
n

2π (
log nR+O(1)
log n )−1

]

− C.

Portanto, tn tem que ser limitada superiormente, ou seja, existe T2 > 0, tal que, T1 ≤ tn ≤ T2,
para n ≥ n0. Ainda mais, a menos de subsequência, temos que tn → t0. Como

lim
n→+∞

α0t
2
n

2π

(

log nR +O(1)

log n

)

≤ 1.

temos que
α0t

2
0

2π
≤ 1.

Portanto t20 ≤
2π

α0
.

De (3.19), temos que
π

α0
≤ t2n
2
+ Ct2n

∫

Ω

W 2
n dx.

Usando o Teorema da Convergência Dominada, podemos mostrar que

lim
n→+∞

∫

Ω

W 2
n dx = 0.
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Como tn é limitada, passando o limite na desigualdade anterior, obtemos que t20 ≥
2π

α0
.

Portanto t2n →
2π

α0
.

Por outro lado, analogamente ao feito anteriormente, temos

tn‖uλ+tnwn‖H1(Ω) ≥
∫

Ω

[(1 + λ)(uλ + tnwn) + a(x)(uλ + tnwn)
q + b(x)g(uλ + tnwn)] (tnwn)dx.

Pelas hipóteses sobre b e h, existe C > 0, tal que

(1 + λ)(uλ + tnwn) + a(x)(uλ + tnwn)
q + b(x)g(uλ + tnwn) ≥ eα0t

2
nw
2
n − C.

Como tn é limitada, temos

tn‖uλ + tnwn‖H1(Ω) ≥
∫

B 1
n
(x0)∩Ω

eα0t
2
nw
2
n (tnwn)dx − C

≥ eα0t
2
n( 1π log nR+O(1)) · tn ·

[

1
π
log nR +O(1)

]
1
2 π
n2
− C

≥ πR2tn
[

1
π
log nR +O(1)

]
1
2 eα0t

2
n( 1π log nR+O(1))−2 log nR − C

≥ πR2tn
[

1
π
log nR +O(1)

]
1
2 e(

α0
2π
t2n+O(1)−1)2 log nR − C

≥ √
πR4tn (log nR)

1
2 e(

α0
2π
t2n+O(1)−1)2 log nR − C.

De (3.19), temos das estimativas de Wn e que tn é limitada, que

π

α0
≤ t2n
2
+ Ct2n

∫

Ω

W 2
n dx ≤

t2n
2
+

C

log nR
.

ou seja,

t2n ≥
2π

α0
− C

log nR
.

Portanto

tn‖uλ + tnWn‖H1(Ω) ≥
√
πR2tn(log nR)

1
2 e(

α0
2π
t2n+O(1)−1)2 log nR − C

≥ √
πR2tn(log nR)

1
2 e(O(1)−

C
log nR)2 log nR − C

≥ C(log nR)
1
2 − C,

O que é uma contradição, já que o lado esquerdo é limitado. Portanto existe n ∈ N, tal que

max
t≥0

Iλ(uλ + tWn) < Iλ(uλ) +
π

α0
. (3.20)
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Vamos agora aplicar o Teorema do Passo da Montanha. Como já vimos, Jλ(sWn)→ −∞,

quando s → +∞. Da Proposição 3.1, 0 é mínimo local de Jλ em H1(Ω), portanto existe

r > 0 tal que Jλ(u) ≥ Jλ(0) = 0, para todo u ∈ H1(Ω), com ‖u‖H1(Ω) ≤ r . Então existe

wλ ∈ H1(Ω), com ‖wλ‖H1(Ω) > r tal que Jλ(wλ) < 0. Da Proposicao 3.2 e do Lema 3.4, Jλ

satisfaz (PS)c , para c <
π

α0
. Defina

Γ = Γλ = {γ ∈ C([0, 1];H1(Ω)); γ(0) = 0, γ(1) = wλ}

e

cλ = inf
γ∈Γ
max
s∈[0,1]

Jλ(γ(s)).

Da Proposição 3.1, temos que cλ ≥ 0 e Jλ(∂Br(0)) ≥ 0. De (3.15) e (3.20), temos que

cλ <
π

α0
, como max{Jλ(0), Jλ(wλ)}| ≤ 0, temos as hipóteses do Teorema do Passo da

Montanha Relaxado, vide Corolário 5.11, em [35], que nos dá uma solução não-trivial vλ para

o problema modificado, observe que vλ é não-negativa, portanto u = uλ + vλ é uma segunda

solução do problema (Pλ).

Demonstração do Teorema 3.2: Segue do Teorema 3.3.



Apêndice A

Regularidade

Para obtermos resultados de regularidade para as soluções encontradas, seguimos as ideias

de Brezis e Kato [12], veja também Struwe [51](Apêndice B), que versam sobre a regularidade

de soluções para problemas de Dirichlet, mas que podem ser adaptadas para problemas de

Neumann, veja [1](Apêndice). Ainda mais, procedemos como em Brezis e Nirenberg [14] para

obtermos regularidade C2,γ(Ω), para algum γ ∈ (0, 1).
Assuma N ≥ 2, Ω um domínio limitado suave em RN de classe C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e considere

o seguinte problema
−∆u = f (x, u), em Ω

∂u

∂η
= 0, em ∂Ω,

(A.1)

com f : Ω × R → R Hölder contínua em x e localmente Hölder contínua em u. Ainda mais

assumimos que f satisfaz a seguinte condição

Para N ≥ 3, |f (x, u)| ≤ C(1 + |u|2∗−1), x ∈ Ω, u ∈ R,
Para N = 2, ∃ t > 1; f (x, u) ∈ Lt(Ω), ∀ u ∈ H1(Ω).

(A.2)

1 A solução pertence a L∞(Ω)

Lema A.1 Seja Ω um domínio limitado suave em RN de classe C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e f : Ω×R→
R uma função Hölder contínua em x e localmente Hölder contínua em u, satisfazendo (A.2).

Considere u ∈ H1(Ω) uma solução fraca do problema (A.1), então u ∈ Ls(Ω), para todo

1 ≤ s < +∞. Ainda mais, u ∈ L∞(Ω).

Demonstração: Sob essas hipóteses, temos regularidade interior C2(Ω), vide [38, 53], veja

também Struwe [51](Apêndice B). Vamos nos preocupar com a limitação L∞ até o bordo do

domínio da solução, veja o Teorema 3 de Trudinger [53] e Teorema 1 de Cherrier [20].
83
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Considere o primeiro caso em (A.2). Sejam l , m ≥ 1 e

H(t) =















0, se t ≤ 0
tm, se 0 ≤ t ≤ l
mlm−1t − (m − 1)lm, se l ≤ t

Definimos

G(t) =
H(t) ·H′(t)

m
=















0, se t ≤ 0
tm(m−1), se 0 ≤ t ≤ l
lm−1(mlm−1t − (m − 1)lm), se l ≤ t

Conforme Cherrier ([20], Pg. 160), H(u), G(u) ∈ H1(Ω), ainda mais, vale que os traços

γ(H(u)) = H(γ(u)) e γ(G(u)) = G(γ(u)) sobre ∂Ω. Sejam

E = {x ∈ Ω, u(x) ≥ 1} e E ′ = {y ∈ ∂Ω; u(y) ≥ 1}.

Denote χA a função característica de um conjunto A. Como em Ω \E temos 0 ≤ G(u) ≤ 1,
segue que

|f (x, u)|G(u)χΩ\E ≤ A1 := sup{|f (x, t)|, 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ Ω}.

Considere agora

f̃ (x, u) =
f (x, u)

u
χE.

Pelas imersões de Sobolev, juntamente com a condição (A.2), f̃ (·, u) ∈ LN2 (Ω).
Seja p ∈ Ω, U uma vizinhança limitada de p e φ ≥ 0, φ ∈ C∞(RN) com suporte compacto

e igual a 1 sobre U. Como u é solução fraca do problema (A.1), temos para a função teste

φ2G(u), que

0 =

∫

Ω

∇u∇(φ2G(u))dx −
∫

Ω

f (x, u)φ2G(u)dx

=

∫

Ω

∇u(2φ∇φG(u) + φ2G ′(u)∇u)dx −
∫

Ω

f (x, u)φ2G(u)dx.

de onde segue que

∫

Ω

φ2G ′(u)|∇u|2dx ≤ 2
∫

Ω

φ|∇u∇φ|G(u)dx +
∫

Ω

|f (x, u)|φ2G(u)dx

≤ 2
∫

Ω

φ|∇u∇φ|G(u)dx +
∫

E

|f̃ (x, u)|uφ2G(u)dx + A1|Ω \ E|,
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onde |Ω \ E|, representa a medida de Ω \ E. Defina A = A1|Ω \ E|, temos então

∫

Ω

φ2G ′(u)|∇u|2dx ≤ 2
∫

Ω

φ|∇u∇φ|G(u)dx +
∫

Ω

|f̃ (x, u)|uφ2G(u)dx + A. (A.3)

Como para números reais a, b vale (2ab ≤ 1
2
a2+2b2), para isso basta considerar (a−2b)2 ≥ 0,

temos que

2|(φ∇u) · (u∇φ)|G(u)
u
≤ 1
2
φ2|∇u|2G(u)

u
+ 2u|∇φ|2G(u)u. (A.4)

Observe que

G(u) ≤ uG ′(u), uG(u) ≤ (H(u))2 e (H′(u))2 ≤ mG ′(u).

Considere ψ = H(u), pelas desigualdades anteriores, temos

1

2m

∫

Ω

φ2|∇ψ|2dx = 1

2m

∫

Ω

φ2|H′(u)∇u|2dx

≤ 1

2m

∫

Ω

φ2|∇u|2mG ′(u)dx

=
1

2

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx.

Assim, por (A.3), (A.4) temos

1

2

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx ≤(A.3)
∫

Ω

φ|∇u · ∇φ|uG(u)
u

dx+

+
1

2

∫

Ω

|f̃ (x, u)|uφ2G(u)dx + A
2

≤(A.4)
1

4

∫

Ω

φ2|∇u|2G(u)
u

dx +

∫

Ω

|∇φ|2uG(u)dx+

+
1

2

∫

Ω

|f̃ (x, u)|φ2(H(u))2dx + A
2

≤ 1
4

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx +
∫

Ω

|∇φ|2(H(u))2dx+

+
1

2

∫

Ω

|f̃ (x, u)|(φψ)2dx + A
2
.

Portanto,

1

4

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx ≤
∫

Ω

|∇φ|2(H(u))2dx + 1
2

∫

Ω

|f̃ (x, u)|(φψ)2dx + A
2
.
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Pela Desigualdade de Hölder, concluímos que

1

2

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx ≤ 2
∫

Ω

|∇φ|2(H(u))2dx +
∫

Ω

|f̃ (x, u)|(φψ)2dx + A

≤ 2
∫

Ω

|∇φ|2(H(u))2dx + ‖f̃ (·, u)‖
L
N
2 (suppφ)

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω) + A.

(A.5)

Pelas Imersões de Sobolev

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω) ≤ K

(

‖∇(φψ)‖2L2(Ω) + ‖φψ‖2L2(Ω)
)

e como

|∇(φψ)|2 = |∇φψ + φ∇ψ|2 ≤ 2
(

|∇φ|2ψ2 + φ2|∇ψ|2
)

,

temos

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω)
≤ 2K

∫

Ω

(

|∇φ|2ψ2 + φ2|∇ψ|2
)

dx +K

∫

Ω

|φψ|2dx

≤ 2K
∫

Ω

φ2|∇ψ|2dx +K
∫

Ω

(

2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx.

= 2K

∫

Ω

φ2|∇u|2(H′(u))2dx +K
∫

Ω

(

2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx.

= 2Km

∫

Ω

φ2|∇u|2G ′(u)dx +K
∫

Ω

(

2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx.

Usando (A.5), temos

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω)
≤ 4mK

(

2

∫

Ω

|∇φ|2(H(u))2dx + ‖f̃ (·, u)‖
L
N
2 (suppφ)

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω) + A

)

+

+K

∫

Ω

(

2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx

≤ 4mK
(

‖f̃ (·, u)‖
L
N
2 (suppφ)

‖φψ‖2
L2
∗
(Ω)
+ A

)

+K

∫

Ω

(

(4m + 1)2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx.

Escolhendo o suporte de φ, de modo que

4mK‖f̃ (·, u)‖
L
N
2 (suppφ)

≤ 1
2
.

Obtemos

1

2
‖ψ‖2

L2
∗
(U)
=
1

2
‖φψ‖2

L2
∗
(U)
≤ 1
2
‖φψ‖2

L2
∗
(suppφ)

≤ 8mKA+K
∫

Ω

(

(4m + 1)2|∇φ|2 + |φ|2
)

|ψ|2dx.
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Observamos que, para l → +∞, temos que ψ = H(u) → (u+)m, qtp x ∈ Ω. Tomando

m = 2∗

2
, passando o limite, quando l → +∞ e usando o Teorema da Convergência Monótona,

obtemos

‖u+‖2∗
L
(2∗)2

2 (U)
≤ C

(

‖u+‖2∗
L2
∗
(U) + 1

)

< +∞.

Analogamente vale o mesmo para u−. Portanto, pela compacidade de Ω, temos que u ∈
L
(2∗)2

2 (Ω).

Observe que (2∗)2

2
> 2∗. Agora vamos repetir o mesmo raciocínio feito até aqui, consi-

derando a′ =
(2∗)2

2(2∗ − 2) >
N

2
e a =

2a′

a′ − 1 ∈ (2, 2
∗). Como f̃ (x, u) =

f (x, u)

u
χE, temos

que

|f̃ (x, u)|a′ ≤ C(1 + u(2∗−2)a′) < +∞.

Como u é solução fraca do problema (A.1), temos

∫

Ω

(∇u∇G(u)− f (x, u)G(u)) dx = 0.

Portanto

∫

Ω

|∇u|2G ′(u)dx ≤
∫

Ω

|f (x, u)|G(u)dx =
∫

E

|f (x, u)|G(u)dx +
∫

Ω\E

|f (x, u)|G(u)dx.

Logo
∫

Ω

|∇u|2G ′(u)dx ≤
∫

Ω

|f̃ (x, u)|uG(u)dx + A. (A.6)

Como G(u) ≤ uG ′(u), uG(u) ≤ (H(u))2 e (H′(u))2 ≤ mG ′(u), obtemos

1

m

∫

Ω

|∇ψ|2dx = 1
m

∫

Ω

(H′(u))2|∇u|2dx ≤
∫

Ω

G ′(u)|∇u|2dx

≤(A.6)
∫

Ω

|f̃ (x, u)|uG(u)dx + A

≤
∫

Ω

|f̃ (x, u)|(H(u))2dx + A

=

∫

Ω

|f̃ (x, u)|ψ2dx + A

≤ ‖f̃ (·, u)‖La′(Ω)‖ψ‖2La(Ω) + A.

Portanto, existe C1 que não depende de m, tal que

‖∇ψ‖L2(Ω) ≤ C1
√
m

(

‖ψ‖La(Ω) + 1
)

.
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Pelas Imersões de Sobolev e a desigualdade anterior, vem

‖ψ‖L2∗(Ω) ≤ C
(

‖∇ψ‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(Ω)
)

≤ C
(

C1
√
m

(

‖ψ‖La(Ω) + 1
)

+ C2‖ψ‖La(Ω)
)

≤ C3
√
m

(

‖ψ‖La(Ω) + 1
)

,

onde C3 independe de m. Passando o limite nessa desigualdade, quando l → +∞, como

u ∈ L2∗(Ω) temos

‖u+‖m
Lm2

∗
(Ω) ≤ C3

√
m

(

‖u+‖mLam(Ω) + 1
)

.

Tomando λ :=
2∗

a
> 1, temos

‖u+‖m
Lλam(Ω)

≤ C3
√
m

(

‖u+‖mLam(Ω) + 1
)

. (A.7)

Considere os valores mk = λk , k = 0, 1, 2, ... Como λ > 1, temos mk → +∞, de onde segue

que u+ ∈ Lp(Ω), ∀ p < +∞. Ainda mais, se

lim sup
m→+∞

‖u+‖Lam(Ω) ≤ 1,

obtemos que ‖u+‖L∞(Ω) ≤ 1. Por outro lado, se

lim sup
m→+∞

‖u+‖Lam(Ω) > 1,

tome mn = λn−1m0, n = 1, 2, ..., para algum m0 > 1 fixado. Portanto, existe uma subsequên-

cia mnk , k = 1, 2, ..., tal que

‖u+‖Lamnk (Ω) ≥ 1, ∀ k ∈ N.

Assim de (A.7), segue que

‖u+‖mnk
L
λamnk (Ω)

≤ 2C3
√
mnk‖u+‖

mnk
L
amnk (Ω)

,

ou seja,

‖u+‖
L
λamnk (Ω) ≤

(

2C3
√
mnk

)
1
mnk ‖u+‖Lamnk (Ω).

Portanto, dessa desigualdade, por indução em k segue que

‖u+‖
Lλ
nk am0(Ω)

≤ (2C3
√
m0)

sk .λs
′
k‖u+‖Lam0(Ω),



89

onde sk =
1
m0

∑k

i=1
1
λni−1

e s ′k =
1
2m0

∑k

i=1
ni−1
λni−1

.

Seja s = limk→+∞ sk e s ′ = limk→+∞ s ′k . Como

lim sup
k→+∞

‖u+‖
Lλ
nk am0(Ω)

≤ (2C3
√
m0)

s
.λs

′‖u+‖Lam0(Ω) < +∞,

temos que u+ ∈ L∞(Ω). De maneira análoga, mostra-se que u− ∈ L∞(Ω) e portanto

u ∈ L∞(Ω).

Agora considere o segundo caso em (A.2), ou seja, quando N = 2. Neste caso H1(Ω) ⊂
Lp(Ω), ∀ p < +∞. Seja q ≥ 1 e r =

2q

q − 1 . Como u é solução fraca do problema (A.1),

temos
∫

Ω

(∇u∇G(u)− f (x, u)G(u)) dx = 0.

Portanto
∫

Ω

|∇u|2G ′(u)dx ≤
∫

Ω

|f (x, u)|G(u)dx =
∫

E

|f (x, u)|G(u)dx +
∫

Ω\E

|f (x, u)|G(u)dx

≤
∫

E

|f (x, u)|uG(u)dx + A1|Ω \ E|.

Logo
∫

Ω

|∇u|2G ′(u)dx ≤
∫

Ω

|f (x, u)|uG(u)dx + A. (A.8)

Como G(u) ≤ uG ′(u), uG(u) ≤ (H(u))2 e (H′(u))2 ≤ mG ′(u), para ψ = H(u) obte-

mos
1

m

∫

Ω

|∇ψ|2dx = 1
m

∫

Ω

(H′(u))2|∇u|2dx ≤
∫

Ω

G ′(u)|∇u|2dx

≤(A.8)
∫

Ω

|f (x, u)|uG(u)dx + A

≤
∫

Ω

|f (x, u)|(H(u))2dx + A

=

∫

Ω

|f (x, u)|ψ2dx + A

≤ ‖f (·, u)‖Lq(Ω)‖ψ‖2Lr (Ω) + A.

Portanto, existe C1 que não depende de m, tal que

‖∇ψ‖L2(Ω) ≤ C1
√
m

(

‖ψ‖Lr (Ω) + 1
)

.

Pelas Imersões de Sobolev

‖ψ‖L2r (Ω) ≤ C
(

‖∇ψ‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(Ω)
)

≤ C3
√
m

(

‖ψ‖Lr (Ω) + 1
)

,
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onde C3 independe de m. Passando o limite nessa desigualdade, quando l → +∞, temos que

ψ = H(u)→ (u+)m temos

‖u+‖mL2rm(Ω) ≤ C3
√
m

(

‖u+‖mLrm(Ω) + 1
)

.

Se

lim sup
m→+∞

‖u+‖Lrm(Ω) ≤ 1,

obtemos que ‖u+‖L∞(Ω) ≤ 1. Por outro lado, se

lim sup
m→+∞

‖u+‖Lrm(Ω) > 1,

tome mn = 2n−1m0, n = 1, 2, ..., para algum m0 > 1 fixado. Portanto, existe uma subsequên-

cia mnk , k = 1, 2, ..., tal que

‖u+‖Lrmnk (Ω) ≥ 1, ∀ k ∈ N.

Portanto, para todo k , temos

‖u+‖mnk
L
2rmnk (Ω)

≤ 2C3
√
mnk‖u+‖

mnk
L
rmnk (Ω)

,

ou seja,

‖u+‖
L
λ2rmnk (Ω) ≤

(

2C3
√
mnk

)
1
mnk ‖u+‖Lrmnk (Ω).

Portanto, dessa desigualdade, por indução em k ≥ 1 segue que

‖u+‖
L2
nk rm0(Ω)

≤ (2C3
√
m0)

sk .2s
′
k‖u+‖Lrm0(Ω),

onde sk =
1
m0

∑k

i=1
1
2ni−1

e s ′k =
1
2m0

∑k

i=1
ni−1
2ni−1

.

Seja s = limk→+∞ sk e s ′ = limk→+∞ s ′k . Como

lim sup
k→+∞

‖u+‖
L2
k rm0(Ω)

≤ (2C3
√
m0)

s
.2s

′‖u+‖Lrm0(Ω) < +∞,

temos que u+ ∈ L∞(Ω). De maneira análoga, mostra-se que u− ∈ L∞(Ω) e portanto

u ∈ L∞(Ω).

Temos até aqui que u ∈ L∞(Ω). Vamos mostrar agora que o traço γ(u) ∈ L∞(∂Ω). De

fato, seja uj ∈ C∞(Ω), com uj → u em H1(Ω) e qtp x ∈ Ω.
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Seja δ > 0, T = ‖u‖L∞(Ω) e v : R→ [0, 1], uma função C∞(R), v ≡ 1 em [−T −δ, T +δ],
v ≡ 0 em (−∞,−T − 2δ)∪ (T +2δ,+∞). Considere φj = v ◦ uj , observe que pela definição

de v , temos que φj → u, qtp x ∈ Ω, pelo teorema da Convergência Dominada, temos que

φj → u em L2(Ω) e então em D′(Ω). Assim

‖∇φj‖L2(Ω) ≤ sup
t∈R
|v ′(t)|‖∇uj‖L2(Ω) ≤ C := cte,

ainda mais ‖φj‖H1(Ω) ≤ +∞. Como H1(Ω) é reflexivo e o traço γ : H1 → L2(∂Ω) é compacta,

existe uma subsequência φji ⇀ u fracamente em H1(Ω) e γ(φji ) → γ(u) fortemente em

L2(∂Ω) e em toda parte de ∂Ω. Consequentemente ‖γ(u)‖L∞(∂Ω) ≤ T , pois para todo i ∈ N,

γ(φji ) = φji |∂Ω é limitado por T + 2δ com δ > 0 arbitrário.

Logo u ∈ L∞(Ω), ainda mais ‖γ(u)‖L∞(∂Ω) ≤ ‖u‖L∞(Ω).

2 u ∈ W 1,p implica u ∈ W 2,p

Lema A.2 Seja Ω um domínio limitado suave em RN de classe C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e f : Ω×R→
R uma função Hölder contínua em x e localmente Hölder contínua em u, satisfazendo (A.2).

Suponha u ∈ H1(Ω) uma solução fraca do problema (A.1), com u ∈ W 1,p(Ω), p ≥ 2, então

u ∈ W 2,p(Ω).

Demonstração: Sob essas hipóteses, temos regularidade interior C2,γ(Ω), vide [38, 53], veja

também Struwe [51](Apêndice B). Temos do Lema A.1, que u ∈ L∞(Ω). Agora procedemos

como no Teorema 1 de Cherrier [20], para concluirmos o resultado do lema.

Considere a seguinte notação: BN(r) = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN; |x | < r} e B+N (r) =

{x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ BN(r); xN > 0}.
Vamos estudar a regularidade numa vizinhança de ∂Ω. Seja P ∈ ∂Ω, (U1, ψ) uma carta

em Ω, com p ∈ U = ψ−1(B+N (r)) e U ∩ ∂Ω = ψ−1(BN−1(r)), para algum r > 0 e sejam

V = ψ−1
(

B+N
(

3r
4

))

, W = ψ−1
(

B+N
(

r
2

))

e φ ∈ C∞(Ω), 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 1 sobre W e φ ≡ 0
sobre V c .

A partir desde ponto h denotará um vetor em RN, paralelo ao hiperplano RN−1 = {x =
(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN; xN = 0}, com 0 < |h| < r

4
e todas as constantes consideradas não

dependem de h. Identificamos u sobre U com sua expressão local u ◦ψ−1 sobre B+N (r) e com

prolongamento nulo fora de B+N (r).
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Considere então

Dhu(x) =







u(x + h)− u(x)
|h| , se x ∈ U

0, se x /∈ U







Sabemos que u ∈ H1(Ω), é limitada por T em Ω e seu traço γ(u) também é limitada por

T sobre ∂Ω. Vamos mostrar que ∂iu =
∂u

∂xi
∈ H1(W ), ∀ i = 1, ..., N. Considere ξ ∈ C∞(Ω),

como Dh(φu) ∈ H1(Ω), temos conforme um clássico cálculo de Agmon [4] e do fato que u

é solução fraca de (A.1), que

∫

Ω

∇(Dh(φu))∇ξdx =
∫

Ω

∇u∇(φD−hξ)dx + I(u, ξ)

= −
∫

Ω

f (x, u)φD−hξdx + I(u, ξ)

onde |I(u, ξ)| ≤ A1‖u‖H1(U)‖ξ‖H1(Ω), com A1 dependendo de N, r, φ. Pela continuidade de f ,

temos que

∫

Ω

f (x, u)φD−hξdx ≤ sup{|f (x, t)|; |t| ≤ T, x ∈ V }
∫

V

|D−hξ|dx

≤ C‖∇ξ‖L1(U) ≤ A2‖∇ξ‖L2(U).

Portanto,

∫

Ω

∇(Dh(φu))∇ξdx ≤ A1‖u‖H1(U)‖ξ‖H1(Ω) + A2‖∇ξ‖L2(U)

Considere S = {ξ ∈ C∞(Ω), ‖ξ‖H1(Ω) ≤ 1}. Portanto para todo ξ ∈ S, temos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∇(Dh(φu))∇ξdx
∣

∣

∣

∣

≤ A1‖u‖H1(U) + A2 =: C(u),

onde A2 depende de u e de T = ‖u‖L∞(Ω). Pela Proposição A.1 a seguir, temos que

‖∇v‖Lp(U) ≤ K(N1,p(v) + ‖v‖LP (Ω)), ∀ v ∈ W 1,p(Ω),

onde N1,p(v) := sup{
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∇v∇ξdx
∣

∣

∣

∣

; ξ ∈ S}. Tomando v = Dh(φu), temos

‖∇Dh(φu)‖Lp(U) ≤ K
(

C(u) + ‖Dh(φu)‖LP (Ω)
)

.

Como ‖Dh(φu)‖LP (Ω) ≤ A3‖u‖W 1,p(U), temos
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‖∇Dh(φu)‖Lp(U) ≤ K
(

C(u) + A3‖u‖W 1,p(U)
)

= K1.

Observe que K1 não depende de h, temos do resultado do Lema 3.3’ de Agmon [4], que

∂i(φu) ∈ W 1,p(U), ∀ i = 1, ..., N − 1.

Lembrando que φ ≡ 1 sobre W , temos ∂i(u) ∈ W 1,p(W ), ∀ i = 1, ..., N − 1. Portanto

∂2i j(u) ∈ Lp(W ), ∀ (i , j) 6= (N,N).

Como u é solução de

−∆u = f (x, u)

pela continuidade de f e limitação L∞(Ω) de u, podemos concluir que ∂2NN(u) ∈ Lp(W ).
Logo u ∈ W 2,p(W ) e consequentemente u ∈ W 2,p(Ω).

Proposição A.1 Seja Ω um domínio limitado suave em RN de classe C2,γ, 0 < γ ≤ 1. Seja

p > 1, q =
p

p − 1 , S = {ξ ∈ C
∞(Ω), ‖ξ‖H1(Ω) ≤ 1}. Então existe uma K(N, p,Ω) tal que

∀ u ∈ W 1,p(Ω),

‖u‖W 1,p(Ω) ≤ K(N1,p(u) + ‖u‖Lp(Ω)),

onde N1,p(u) = sup

{∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∇u∇ξdx
∣

∣

∣

∣

; ξ ∈ S
}

.

Demonstração: Procedemos como no Teorema 1 de Cherrier [20], para concluirmos o re-

sultado do lema. Considere a seguinte notação:

BN(r) = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN; |x | < r},

B+N (r) = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ BN(r); xN > 0}

e

B−N (r) = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ BN(r); xN < 0}.

Também considere

BN−1(r) = BN(r) ∩ RN−1,

onde RN−1 = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN; xN = 0}.
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Pela compacidade Ω, é suficiente provar, que para todo P ∈ Ω, existe um vizinhança U

de P e uma constante K(N, P, U) tal que, se u ∈ W 1,p(Ω),

‖∇u‖Lp(U) ≤ K(N1,p(u) + ‖u‖Lp(U)).

Quando P ∈ Ω, esta afirmação é um resultado imediato do Corolário 5.1 de Agmon [4].

Suponha então P ∈ ∂Ω. Seja V um aberto em Ω, com P ∈ V e o difeomorfismo ψ : V →
B+N (r), com ψ(V ∩∂Ω) = BN−1(r). Nós identificamos toda função v com sua expressão local

v ◦ ψ−1 sobre o sistema de coordenadas local (x1, x2, ..., xN) = (y , xN), y ∈ RN−1.

Seja u ∈ W 1,p(Ω), façamos a seguinte extensão à restrição de u sobre B+N (r) à um

elemento de W 1,p(BN(r)), colocando u(y , xN) = u(y ,−xN), xN < 0. Se ξ ∈ C∞(BN(r)),
temos

∫

BN−1(r)

u
ξ

η
dS = −

∫

BN−1(r)

u
ξ

η
dS

onde η é o vetor unitário normal à BN−1(r), exterior a B−N−1(r). Ainda mais, temos a fórmula

de Stokes
∫

BN(r)

u∆ξdx =

∫

B+
N
(r)

∇u∇ξdx +
∫

B−
N
(r)

∇u∇ξdx.

Pela definição de N1,p(u) temos

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B+
N
(r)

∇u∇ξdx
∣

∣

∣

∣

∣

≤ N1,p(u)‖ξ‖W 1,q(B+
N
(r)),

por outro lado, pondo ξ̂(y , t) = ξ(y ,−t), temos

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B−
N
(r)

∇u∇ξdx
∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B+
N
(r)

∇u∇ξ̂dx
∣

∣

∣

∣

∣

≤ N1,p(u)‖ξ̂‖W 1,q(B+
N
(r)).

como ‖ξ̂‖W 1,q(B+
N
(r)) = ‖ξ‖W 1,q(B−

N
(r)), temos

∣

∣

∣

∣

∫

BN(r)

u∆ξdx

∣

∣

∣

∣

≤ N1,p(u)‖ξ‖W 1,q(BN(r)).

Desta desigualdade e do Lema 5.1 de [4], obtemos que existe um número real r ′ < r e

uma constante K dependendo apenas de N, p, r , tal que

‖u‖W 1,p(BN(r ′)) ≤ 2K(N1,p(u) + ‖u‖Lp(BN(r))),
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como ‖u‖W 1,p(BN(r ′)) = 2‖u‖W 1,p(B+N (r ′)), obtemos a desigualdade desejada com U = ψ−1(B+N (r
′)).

Proposição A.2 Seja Ω um domínio limitado suave em RN de classe C2,γ, 0 < γ ≤ 1 e

f : Ω × R → R uma função Hölder contínua em x e localmente Hölder contínua em u,

satisfazendo (A.2). Considere u ∈ H1(Ω) uma solução fraca do problema (A.1), então

u ∈ C2,γ(Ω), para algum 0 < γ < 1.

Demonstração: Usaremos aqui a Proposição A.1, de forma iterativa. Iniciamos com p0 = 2,

como u ∈ W 1,2(Ω), pela Proposição A.1 temos que u ∈ W 2,2(Ω), pelas Imersões de Sobolev,

u ∈ W 1,p1(Ω), com p1 arbitrário, se N = 2 e p1 = 2∗, se N ≥ 3. Iterando k − 1 vezes, de

modo que 2k ≤ N, temos u ∈ W 1,pk (Ω), onde pk é qualquer se N = 2k e pk =
2N

N − 2k , se

N > 2, pela Proposição A.1, temos que u ∈ W 2,pk (Ω), como pk > N, e ∂Ω é suave, temos

que u ∈ C1,γ(Ω).
Agora basta proceder usando a teoria de Schauder, veja o Teorema 6.31 de Gilbarg e

Trudinger ([36], Pg. 128 e as observações subsequentes na Pg. 130), veja também o trabalho

de García-Mellián, Rossi e Sabina de Lis ([31], Pg. 8), para obter que u ∈ C2,γ(Ω) e é uma

solução clássica para o problema (A.1).
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Considerações Finais

Este trabalho nos propiciou discutir, compreender e apresentar um pouco sobre as par-

ticularidades que os problemas elípticos semilineares críticos possuem, bem como algumas

diferenças que aparecem no tratamento de problemas com a condição de neumann homogê-

nia na fronteira.

Paralelamente, essa pesquisa nos deixou uma gama de indagações e possibilidades, diversas

questões ficaram em aberto, como no Teorema 2.4 do capítulo 2, não foi mostrado se ocorre

multiplicidade ou unicidade de soluções no caso em que N ≥ 6 e λ ≤ 0, como no trabalho

de Naito & Sato ([42], Teorema 1.4), existe um resultado de unicidade nesse sentido, essa

situação pode ocorrer para esse problema.

Fica também como projeto futuro, a generalização desses resultados para o operador

p-Laplaciano, bem como a generalização do problema em R2, olhando para b(x) mudando

de sinal, e ainda mais com o coeficiente de criticidade α0 como uma função essencialmente

limitada em Ω.
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