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SUMMARY

In this work, we present a new characterization
of exponencial distribution by using the technique of conditio
nal expectation and permutations, which are parallel to that
used in the paper of Wang & Srivastava (1980) (9], we generali
ze their result especially in the part of exponencial distribu
tion.

For this purpose, we consider a random sample

Xi/Xoreee,X_, where n 2 2, and their corresponding order sta-
1772 n

tistics Yl < Y2 < ...< Yn; we define two statistics

Z, = —-E—E 5 (v,=v, )%, 15k = -1
N=X j=k+1
and
1 k=1 Qa
Wk = "k—_—i' iil (Yk—Yi) ' 2 -k - n

where o is a positive integer,
and we characterize the exponencial distribution by the follow

ing properties.

Elz /Y, = vl =8 ,q.c. (AF)

or

E[wk/Yk =y| =8 ,d.c. (dF)
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respectively, where B is a positive constant.

The way to present this work is divided in three parts
which are from chapter 1 through chanter 3.

Chapter 1 is an introduction of the inicial ideas which
motivates this study and sketches the way through which the work
develops.

Chapter 2 presents the basic tools which are necessary
to the development of the principle theofems. In se¢tion 2.1 ,’
varias notations and definitions which are foundamental to,the
technique to be used in the next chapter. In section 2.2, we es
tablish the basic properties and preliminary lemmas will be
used later in the development of the proofs.

Chapter 3 contains the presentation of own work,with
two principles theorems of the characterization of the exponen
cial distribution expressed, and as well as their proofs. We
first develop several lemmas to prove theorem 3.2.1. Then, the
proof of the sufficient condition of theorem 3.2.2 is pmarallel
to theorem 3.2.1 while to necessary condition is proved by anply

ing theorem 3.2.1
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SUMARIO

Pretendemos neste trabalho apresentar uma nova
caracterizagao da distribuicao exponencial utilizando técni-
ca que envolve esperanca condicional e permutaqus, paralela
dquela usada por Wang e Srivastava(1980) |9], mas generalizan
do o seu resultado na parte especifica da distribuicao expo -
nencial.

Para este fim consideramos uma amostra aleato-
ria Xl,..,,Xn onde n 2 2, as suas correspondentes estatisticas

de ordem Y,< Yo<ouan <Y, definimos as estatisticas

n
1 o
Z,=—:—'Z (Y-Y) ,lsksn—l
Xk n-k i=k+1 i "k
e
R . (Y, -y, )% 2 Sk Sq
k-1 TR | ’

onde a & um inteiro positivo
Entao caracterizamos a distribuicao exponencial

pelas seguintes propriedades:

i

Bl2,/Y, =yl =8 , q.c.(@F)
ou

E[w /¥, =y| =8 , g.c.(dF)

O esquema de apresentacao do presente trabalho,

foi dividido em trés partes que sao as constituidas -pelos carl



tulos 1 a 3.

O capitulo 1 é introdutorio das idéias iniciais
que motivaram o estudo ora apresentado e delineia o caminho a
traves do qual serad ele desenvolvido.

O capitulo 2 apresenta as ferramentas basicas
necessarias ao desenvolvimento do tema principal, ou seja, co-
loca na seccao 2.1 as notacgoes e definicoes que fundamentam a
técnica a ser desenvolvida no préximo capitulo; na seccao 2.2,
estabelece as propriedades basicas e lemas preliminares que
serao usadas no desenvolvimento de nrovas posteriores.

O capitulo 3 encerra a apresentacao de nosso tra
balho com o enunciado dos dois teoremas principais a caracteri
zacao da distribuigao exponencial, bem como desenvolve suas de

monstragoes.



caAPITULO 1

INTRODUGAO

Sejam Xy0 Xgreeo X variaveis aleatdérias indepen
dentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao
F(x) continua. Sem perda de generalidade podemos assumir suas

estatisticas de ordem como

(1.1) Y, < Y. < ... <Y

Existem muitos trabalhos publicados referentes a
caracterizagao de distribuicao exponencial por propriedades da

estatIstica de ordem. FISZ(1958) provou o seguinte teorema:

TEOREMA 1.1 Sejam X; X, variiveis aleatdrias indepen

dentes com uma comum funcao de distribuig¢ao continua F(x).Assuma

que F(0) = 0 e que F(x) & estritamente crescente pata todo x> 0.
Entao, Y, - Y, e Y, sao independentes,se e somente se

- -bx *
(1.2) F(x) =1 - e , dg.c.(dF)

com algum b > o.
Motivado pelo teorema acima, T.S. FERGUSON (1967)

[3] estendeu o teorema acima usando a condicao
(1.3) E[Yz—Yl/Yl=y§ = constante, q.c. (dF)

ao invés da independéncia de Y -Yl e Yl' Ferguson realmente ohte

2

* g.c.(dF) = quase certamente em distribuicao




ve a mesma conclusao quando o tamanho da amostra nao estd res-

trito a n = 2, isto &, em lugar de usar (1.3), tomou

(1.4) E [Ym+l—Ym / Yo =y|= constante, g.c. (dF)
Em [2]/ DALLAS mostrou o sequinte teorema:
TEOREMA 1.2 . Se a distribuicao F(x) de X & continua

com E(X) finita, entao

n
(1.5) E [ 1 L (Y2—Yl) / Yl=y] = constante, q.c. (dF)

i=2

é uma propriedade caracterizadora da distribuicao exponencial,

isto e,
1
"g(x—u)
(1.6) F(x) =1 - e , X > |
= 0 , em outros casos
onde - ®» < 1 < © , 8 > 0,sao parametros.

Y.H. WANG e R.C. SRIVASTAVA (1980) |[9]generali-

zaram os resultados acima considerando condig¢oes sobre

(1.7) E (2, / Y,=v] =ay + 8 , g.c. (4F)
onde -» < a < » , B >, s3ao constantes e
1 n
(1.8) Zk = ok igkilYi - Yk)
No mesmo artigo, além de (1.7), também foi prova

do paralelamente um outro teorema utilizando



(1.9) E[Wk / Yk= yJ = oy + 8 r d.c. (dF)

Agora, neste trabalho, tentamos generalizar o tra
balho de Wang e Srivastava tomando em consideracan as estatIsti-

cas Zk e W, definidas como

k
n
1 o
(1.11) 2, = = X (Y, - Y,)
k n-k 1=k+1 i k
e
k-1
1
= [t ) - 6]
(1.12) Wy 1,0, (Y, = ¥,)

onde ® & um inteiro positivo

A técnica empregada neste trabalho é paralela a
utilizada no trabalho de Wang e Srivastava (1980). Nos decompo-
mos o conjunto {Yk = y} em uma sequencia finita de conijuntos

disjuntos A os quais definem alguma permutacao especifica de

) SIPRIS S entao ao invés de considerar E [Zk/ Yy = jj ,consi

deramos cada uma das E [Zk/ A Isto permite reduzir nos

0,S L

so problema para a seguinte relacao:
(1.13) E sz/ Y, =yl = E[(xn—y)“/ X, > vl =8, q.c.(ar)

Desenvolvendo a sequir o lado direito desta ex-



pressao estabelecemos a equagao diferencial
(1.14)  8F @ (y) = ar [F(y)-1]

Resolvendo entao esta equacao diferencial junto
com algumas condigoes limitativas e propriedades da funcao de dis
tribuicao chegamos finalmente a determinar F (x).

Por simples substituicao direta obtemos a prova da
condigao necessaria e por um método semelhante resolvemos a outra

parte de nosso trabalho.



CAPITULO 2

NOTAGCDOES E DEFINIGOES PRELIMINARES E

PROPRIEDADES BASICAS

RESUMO - Apresentaremos, no presente capitulo, as notagaes e de
finigoes que serao utilizadas na exposicao do presente trabalho,
bem como as propriedades basicas, alqumas das quais com suas de

monstragoes, necessarias ao seu desenvolvimento.

2.1 - DEFINICOES E NOTACOES

Preliminarmente apresentaremos algumas definigées

Definigao 2.1.1 A fungao de distribuicao F(x) & abso-

lutamente continua se e somente se ela & diferenciavel quase cer

tamente e sua derivada f(x) & uma fungao de densidade.

Definicao 2.1.2 Uma variavel aleatoria X tem uma distri

bui¢so exponencial se

_b(X~a)
(2.1.1) F(x) = P(X < x) e

1l - s, X ~>a, b>0

0 , caso contrario

H

onde -» < a < ®, b > 0 sao constantes.

Atraves de todo este trabalho,quando dizemos que
a variavel aleatdoria X é continua, deve ser entendido que sua
fungao de distribuigao Fy(x) & absolutamente continua,ou, equi-

valentemente, a funcao de densidade fx(x) existe e



X
(2.1.2) Fylx) = J‘ f(t)dt , ¥x € R

- 0

Definicao 2.1.3 - Sejam Xy ,Xg,... X variaveis aleatorias
independentes e com fungao de distribuicao comum F(x). Rearran-

jemos os X's em ordem crescente

Entao denominamos Y a r-ésima estatistica de ordem.
Agora iremos introduzir algumas notacoes especi-

ficamente relativas a técnica que utilizaremos neste trabhalho

NOTACAO 2.1.1 Para k fixo tal que 1 = k £ n-1 seja

c< {1,2,...,n}
um subconjunto de tamanho k e tomemos um particular o
o, = {1,2,...,k}

0

NOTAGCAO 2.1.2 S £ o, denotamos

Xj <y,se jeocei# S}

-~

l,...,Xn): XS =y >

L Xj>y,sej¢o J

Bys =5 (X

Para efeito de familiarizacao com estas nocoes

apresentaremos o seguinte exemplo



Exemplo 2.1.1 Sejam Xl’XZ’X3 , n =3, k=2
Temos

0y = {1,2} , oy = {1,3} e 0, = {2,3}
Entao construimos, os seguintes conjuntos disjuntos

By 1 = UK Xy, Xq) s Xy <y, Xy=y, X3

OO,

Un~,
Boy,3 T LR XpuXgds Xy < ve Xyove X,
Aoz 2 = L(XphXy X390 s Xy <y, Xp=y, Xy

14
Bo,,3 = LRy %y, %3) 2 Xy <y, X35y, X

E interessante notar que

oUs Bys = (¥p=vl

= {Xi=y,X2<y,X} y ou Xlzy,X3<y,X2>y ou
X2=Y,Xl<y,X3>y ou X,=y,X,<y,Xy>y ou

X3=y,Xl<y,X2>y OU>X3=YrX2<YIX1>Y}



2.2 - PROPRIEDADRS RBRASICAS

Nesta segao vamos apresentar algumas proprieda-
des da distribuicao exponencial e alguns Lemas que vamos usar

no desenvolvimento de nossos teoremas do Capitulo 3.

LEMA 2.2.1 Seja X 2 u uma variavel aleatdria com a fun
¢3o de distribuicdo F(x). Assuma que E(xJ) & finita para algum

j > 0. Entao, para qualguer M < y < o,

e

(2.2.1) X arw) = yj[l-F(y)J*jg X

y Y

17 1or(x)] ax

PROVA

Seja y < N < +» arbitrario. Entao a integracao
por partes da
rNo : . PL
J xJar (x) = NIF(N) - y]F(v) ﬂ‘( xITF (x) dx
/y y
porque

N
-3 J’ xI71 ax = yJ—Nj . Entao temos
Y

N N
. . ) ] 11 .
)/ xJar(x) = yI[1-F(y)] - v [1-F0) ]+ 3 | xI711-F (x) Jdx
Y y
Assim, para provar 2.2.1 basta provar que

lim {Nj[l—FUU ]}: 0

N+



Por hipotese

© > E(x)) :J’ xJ aF (x)
y

r N 5 ;o
=J x-dF (x) + 3 xde(x)
Y N
e tomando o limite quando N+», em ambos os lados da equagao aci
ma, temos como implicagao que
- 00
lim (

(2.2.2) Moo . XIAF(x) =0
N

e por outro lado temos

e}

xIaF (x) 2 N[ aF(x) = N [1-F () ]2 0

t\/
(2.2.3) )
N N

Tendo em vista (2.2.2) e (2.2.3) obtemos

lim
N+

Nj{l—FxN)l = 0
Isto completa a prova do Lema 2.2.1

Tendo em vista que a estatIiIstica de ordem é& fer-
ramenta essencial a ser utilizada neste trabalho,daremos, a
seguir a funcao de distribuicao da r-ésima estatistica de or-

dem Yr ,Ou seja

(2.2.4) F.(y) = PLYr <y)] =
- n 131025 n-j
PN [F(y)] 7 [1-F(v)]
S Fly) -
= (D) £ -e)" Tae,1 S r € n
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e também colocaremos sua funcdao de densidade conjunta.
Para isto, sejam 1 £ ry < r, < ... < ry *n inteiros; seja F(x)
absolutamente continua; entao a densidade conjunta do vetor

(Yr Yo reeal Y ), onde Y & uma estatistica de ordem,existe e &
1l 2 k

dada por

-T . -r.-1
' - i+l 73
[Flys,1)-Flyy)

0 (r

k
£(ys)] ™

1 3 j+l—rj-l)!

k(y,r) = 0, em outros casos

onde y = (yl,yz,...,yk) er = (rl,rz,...,rk)

Yo T ¥ s Yp41 T F @ Ty = 0 e Tyel = n+l

Para a distribuicao exponencial nadronizada,uma
direta substituicao em (2.2.5) produz o seguinte resultado que

foi inicialmente observado por P.V. SUKHATMF(1937) [8]

bx >

LEMA 2.2.2 Seja F(x)= l-e ~, x 2 0.

Entao as diferencgas
d_ =Y =Y ,r 20, ¥Y,=0

sao variaveis independentes exponenciais com

P(dr < y) =1 - e—b(n—r)Y , Y 2 0
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Este Lema capacita-nos verificar gque qualquer es
tatistica baseada em {dr: r > k 2 1} é independente da estatis
tica baseada em Hdr: 1 $r Sk} . Entdao se nos apresenta uma
questao interessante: Seria esta uma propriedade caracteristica
da distribuicao exponencial quando temos alqguma estatistica es

pecifica sob consideracao? Responderemos parte desta questao no

presente trabalho.

LEMA 2.2.3 Sejam Xyrkgreon X variaveis aleatorias
continuas. Entao, sem perda de generalidade, podemos escrever

as suas estatisticas de ordem como

Yl <Y, < ... <Y
PROVA

B suficiente mostrar que

P(Xi = Xj) =0 Vi,j tal que i # j
De fato
P(X; = xj) ={ dFi'j!x,y)
J
{X=vy}

= { f(x).f(y) dx dy = 0

" {X=y}

onde Fij(x,y) e a distribuicao conjunta de (xi,xj) e f(x) & a

densidade c¢e X, porque a medida bidimensional de Lebesque de uma
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linha X=y & zero.
Isto completa a prova do Lema 2.2.3.

O seguinte Lema & facil de ser observado através

do exemplo 2.1.1.

LEMA 2.2.4 j
Todos os conjuntos em {AO'S} 5,8

sao disjurtos e

U A = {

Y. = vy}
0, 0,8 k

Claramente, para S fixado existem (Q:%)disjuntos

A0 S todos equiparaveis, e portanto podemos estabelecer o seguin
14

te

LEMA 2.2.5 pla. ./ v.=y| = —*

—_—= “'g,8 k n-1Y
k-1

PROVA

P(AO,S/Yk=y)
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CAPITULO 3

CARACTERIZAGAO DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

RESUMO Dois teoremas de caracterizacao da distribui-
cao exponencial sao discutidos aqui, usando-se a técnica da es-
peranga condicional e permutacoes. A técnica desenvolvida neste
trabalho & paralela 3 usada no trabalho de Wang e Srivastava

(1980) [9]

3.1 - INTRODUCRO sejam Xy ,Xp,...,X (n % 2) uma amos
tra aleatdria de uma varidvel aleatdria cuja funcao de distri-
buicao & F(x) e Yy¢ Y,z ... <Y as correspondentes estatisti-

cas de orden.

Consideremos a funcao de distribuicao

1
- g (x-u)
(3.1.1) F(x) =1 - e , X > u
=0
onde - ® < y < o 8 > 0 sao narametros,

Definamos as estatisticas:

1 a
(3.1.2) 2, = — L (Y, - Y,) - _
k n-k i=k+1 1 k , k=1, , n-1
k-1 a
(3.1.3) Wk = o1 121 (Yk - Yi) , k=2, ,n

Wang e Srivastava (1980) [qszrovaram um resul-

tado mais geral do que o obtido por Dallas (1937)[:2] ,usando
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E [Z /Y, = y} =ay +b , g.c. (dF) quando a = 1,on

k k -

de a, b sao constantes. Especialmente quando a = 0 & caracteri-

zada a distribuigao exponencial. Nosso trabalho de caracteriza
cao da distribuic¢ao exponencial & uma generalizagao daquele

trabalho de Wang e Srivastava.

3.2 - CARACTERIZACAO DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Nesta seccao apresentaremos e provaremos dois teo

remas de caracterizagao da distribuicao exponencial.

TEOREMA 3.7.1 Suponha a funcao de distribuicao F

- - b g > (
da variavel aleatoria X) X ™~ u ,continua, e que existe a F‘,(Xx )

para algum o inteiro positivo. Entao para alqum 1 S k Sn-1

l
w

(3.2.1) E [Zk /Yk = Yl ' q.c. (dF)

-

onde 8 > 0 & uma constante, se e somente se F & dada por (3.1.1)

1/
com 8 = (al/R) o e finito
TEQOREMA 3.2.2 Suponha a funcao de distribuicao F da
variavel aleatoria X, -X 4y , continua, e que existe a E(XQ)pa—

<
-—

ra algum a inteiro positivo. Entao rara alqum 2 = k £
(3.2.2) E [W /¥, =y ]| =8 ,  a.c.(dF)

onde 8 > 0 & uma constante, se e somente se, a funcao de distri

buicao de -X & como especificada em (3.1.1), isto é
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- %(x-u)
F_X(x) =1 - @ , =X > U > -

A fim de monstrar estes teoremas precisamos pre

liminarmente estabelecer e provar os Lemas a sequir:

LEMA 3.2.1 Para Yk e AO gcomo definidos anteriormente,
, S

_n ~
(3.2.3) E_ L (Y,-vy)%/v. =y]| =
i=k+1 1 K k

= % El: (Xj—Y)a/AG’é} P[AO,S/Yk = y|

0,8 jfo
PROVA Desde que., pelo Lema 2.2.4 {Yk=y} =OUq Ao g onde
{AO,S}G,S sao disjuntos, entao sobre Ao,s temos a sequinte rela
cao
(3.2.4) .1 (Y.~ )%= 1 (-
t o 2k+1 i "k oL j
i=k jfo 3j
n o
e isto possibilita-nos calcular a E[ T (Yi—Yk) /Yk = y]
i=k+1
pelo seguinte caminho:
'n o
FliLyer (Y374 /Y =y]
. o )
= iLppp (YimY) T AP(Xy,een, X))
{Yk=y}
Py, =v]
/ : * ap |
= L (Y,-y)" dP[Xy,...,X
‘U. A iZk+1 i 1 n

0,8 0,8 PlY, =y



Isto prova

]
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dP[Xy, ..o X ]

n o
z wf X (Yi—y) [ y
g,S i=k+1 PlY, =y
Ac,s ko
drP{X.;jfo}
2 J ) (xj-y)“ J
0,5 “A; Siro PLYk=yJ
dP{X.;j¢o} P(A )
z I(Ximy) ——d . — 9.8
0,58, ¢ 3ta 0 P ) Ply)
[ o : ‘
I | X.- ) . 1] ] P Y, =
oo | a jio( 57Y)T dP{Xy gl [Ao,sn {v, =y}]
" Lars B(A, o) | T PlY,=y]

: B[ (x-v% A ] P A, /Y, =yl
g, o 3j ag,s 0,8 "k
Lema 3.2.1 .

Agora desde que X .,Xn sao independentes e iden

17"

ticamente distribuidas,observamos aqui os dois sequintes fatos:

(a)

\ a
(b) E {(Xj—y) /B4

E{z

o _

E{ % (X.-y)¥/A
j¢o 3 ook

. 3
o,

} = E{(xn—v)“/A }

amk

para j>k
Ok

onde 0g = 1,2,...,k}.

* n}

Na parte (a) o resultado & imediato porque

sao identicamente distribuidas
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A parte (b) vem do fato que

[0}
E {(xj y) /Aomk}

[0
E {(xj Y) /xl<y,...,xk_l<y,xk-y,xk+1>y,...,xj>y,..,xn>y}

a —
E { (Xn Y) /xl<YI° .. ka_1<YIXk—YIXk+l>y1' .. rxj>Yv- . an>y}

a
E {(Xn-y) /A0 }

oK

Observe-se que no Lema 2.2.5 mencionamos que

isto Jjunto com o0s dois fatos acima permite-nos provar o seguinte

lema:

LEMA 3.2.2 Para Zk' Yk como definido anteriormente, temos
: o

(3.2.5) Elz, /¥, =vy| =©E[(X-v) /X > vl

PROVA Usando o Lema 3.2.1, obtemos

E 2,/Y,=Y]
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-1
1 [ n-1 } o y
= o 1D, L. E [ I (X.~v) /A !
n-k | (k l» S 4o 3j 0,S]

1 o
= — E[ ¢ (X;-y) /A_
S P okl
=1 (ax E [(x_-y)%a |
n-k S L n cmk

. ) .
B[R =y) /X <Y e X Y KTV X 1Y e XY

B [(x,-v)%/x_ > vy)

Observe-se aqui que éxistem (n-k) termos sob o so
matorio OZC e que a Ultima igualdade decorre do fato de X, ser
e
independente de todos os XyreoanX _q-

Isto completa a prova do presente Lema.

LEMA 3.2.3 Se F & funcao de distribuicao continua de X,on-

de X >p >0 e R e uma constante positiva e

r ) & : - «
E[ (X -Y) /xn > v R g.c. (d4F)
Entao

(3.2.6) 87 (y) = ar [F(y)-1]
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PROVA - Para fazer sentido, suponhamos que P(Xn> y)>0

ou F(y) # 1. Entao

. dFX(X)
o
E[(Xn—y) /X, >y ] = J' ) (Xx-y)* —2
“Ix>y] P (x>y)
Tomando FX = F porque as variaveis aleatorias
n

Xl,...,Xn sao identicamente distribuidas com fungéo de distribui

— - . . * 3 a
¢ao F e, como a e um inteiro positivo, podemos escrever (X-y)

em uma expansao Binomial e obteremos entao

—oya
F [(xn yIT/X >

|

N

_ 1 ® j,ay i a3

T ITF(y) }; ];0( 1) (j)X y dF(x)

N W SRS N Tne |3 ar ()
I-F(y) 320 37y Y

Desde que E(X™) existe, usando o Lema 2.2.1 pode-

mos escrever

las
-4

[x v %/x > v]

;

- TF T @y Iy 317y p (x1]ax}
By 3ot 0 Gy e )+ s Ll F (x1)
. ‘00 \ ‘
——l—— ] a=73 | =1y, _

Y

Considerando, no entanto, que
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a .
- J oy _
jgo (-1) (J) =0 e que
. ! . (a-1)! o-1"
(q)J_—_._.____L_.'J_—_ o - (l(,_
J 3! (a=9) ! (3-1) ! (a=7) ! ) 1>

e, ainda mais, pela hipdtese dada que

—yy & ] = 3
E | (X =¥) /X, > y| = , q.c. (dF)

obteremos a expressao

[~ e]

_ a a 5 a-1 j-1¢ }
8 = pry R D) (501) | T [ereo ] ax
Y
ou, equivalente
(3.2.7) B8[1-F(y)] =a % (-1 9" Ly0m3 ® -1
o ' j=1 -1 X [1-F(x)] ax

onde a > 1.

Como F(x) & contlnua, entao x]_l[ 1-F (x) | também
o,
é continua e isto significa que f %371

Y
absolutamente continua de y. O lado direito de (3.2.7) & uma

1-F(x)| dx & uma funcao

combinagao linear de fungoes absolutamente continuas de y e no

vamente & uma fungao absolutamente continua; isto significa que

o lado esquardo ou ainda F(y) & absolutamente continua em y e
logo podemos diferenciar ambes os lados de (3.2.7) com respei

to a y e temos

UNMICAMP

Dimeoreto Ty TR TDAY

9¢cH
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BF' (y)

"

o]
j

[ [l ac ke

1(-1)3(?:i\{ya—jyj"llF(y)I+

-1 i *°

. xI7 [ 1-F(x) | ax)

(a-3)y*3

a . .
J,a-1y

F(y)-1] af  (-1)3(¢
(y)-1] 1z, (=107 {3°7]

ya—l[ +

© 0o

a » - . (. .
al (-1)3(9_1)(a—j)ya -1 t I 1-F(x) ] ax
j=1 =L N4

Como o primeiro termo da expressao acima é obvia-

mente nulo e no segundo termo podemos usar

Q

-1 oy _fa-2
(21! (a=3) _(j-l (a-1)

J

podemes escrever

a-1 .. el F~1y,_ )
(3.2.8) =BF'(y)= a(a-1) 'Zl (_l)J(g_i y@~ 3 1 x [1-F(x) |dx
j= J-i-

Pela mesma razao desenvolvida antes, o lado direi
to da equagao supra & absolutamente continuo o que implica que
F'(y) & absolutamente contlInua e portanto F''(y) existe.

Seja agora para y fixo

(-1 (o7t y“’j‘[ I i1-p(x) | dx

(3.2.9) Gy(a) = a 1 -1 ,

.
Ho R
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Entao (3.2.7) e (3.2.8) ficam como

B[1-F(x)] = G, (a)

-BF' (y) = aGy(a—l)

respectivamente.
Diferenciando, pelas razoes anteriores, ambos os

lados da Ultima equacgao, em relacao a y, obteremos
-8F''(y) = a{a-1l) Gy(a—2)

Desde que Gy(t) é absolutamente continua para

t < 1 continuaremos diferenciando ambos os lados até obtermos

(a-1)

-BF (y) = oafa-1l)...2 Gy(l)
onde G (1) = - J; [1-F(x)]| ax
ou seja
-BF(a_l)(y) = - a! f' |1-F (x) |dx
Yy

(a-1)

Como, ainda F é absolutamente continua, obteremos finalmen-

te
gF (%) (y) = a! |F(y)-1]

Isto completa a prova do presente Lema .
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LEMA 3.2.4 - A equagao diferencial

(3.2.10) F(a)(y) = a! |F(y) - 1]

onde F(y) & uma funcao de distribuicao tem a seguinte solucao

para F(y)
a - N
VNel/8) (y-u)
F(Y)=l—e y Y > u > -
PROVA De (3.2.6) obtemos
(@) (o) _ ol __al
F (y) g Fly) B
al _ (o) — no =
ou fazendo i C e tomando F (y) = D'F(y), temos a expressao

(3.2.10) como

(3.2.11) (p*-c) Fly) = -C.

Resolvendo a equac¢ao homogénea

(3.2.12) (p%-C) F (y) =0
obtemos

a-1 & - 2k , 2k
(3.2.13) Fo(y) = Iy Cp e .¢ (cos == + i sen =)

e a solucan geral da equagao nao homogénea &, portanto,

(3.2.14) F (y) =F (y) +b
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onde b & uma constante. Assim temos que
(3.2.15) 7y = p®(y)

Substituindo agora a solucao geral em (3.2.11)
ficamos com
m*-o)[ F (y) +b] =-cC
ocu

(3.2.16) (D*-C)F(y) + (D*-C)b = - C

Considerando o primeiro termo da expressao acima

como nulo (conforme 3.2.12) e que p% = 0, ficamos com

(3.2.17) ~Cb = =C

o que implica b = 1. Obtemos, assim a solucao da equacao nao ho-

mogénea

i
—
+
[y
0

ou seja

1

)y

R a— o o
1+ Coeg’\/C Yy ¢ Ckeﬂ/c (cos 2%1 + i sen 25"

k=1

(3.2.19) F(y)

se o € impar

s/ a
=1 + C Cy ’“\/’/Cy
Oe + Ca/2e

a-1 2kn
+ z

k#a/2 k

by

a 2k .
c e‘JE—(cos —;1 + i sen

se a é par
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E facil observar que o segundo termo da ultima ex-

pressao para F(y) quando o é par se justifica pois temos

sen 2k = (0 se k = 0 , sen Zkn = 0 e cos 2kw = -1 se k = = .
a o 2
Considerando por outro lado, que F(y) somente as-
sume valores reais, entao C, = 0 para k = 1,..., a-l/k # o/?2 e

podemos desprezar os termos

“gl C. e %C\(cos Zgz + 1 sen Z%E )
k=1 Tk
e
(=1 = 2k . 2km
5 Ck e C (cos = + 1 sen ~a—)
k#oa/2
k=1
]
Sob estas consideracoes e tomando C = %L , podemos escrever
_?'al78y _
(3.2.20) Fly) = 1+CO e 7t , Se o e impar
a oy (o \
= Val/B Y Lo /By =
l+CO e + Ca/2e , Se o e par

Determinaremos agora os valores das constantes Co e
Ca/2'
Considerando que X > p >- o entao F(u) = 0 e que o

limite de F(y) quando y tende a +~ & 1, temos em (3.2.20) para o

impar

|

[

+

0
Q
™~
™
=

(3.2.21) 0

e isto implica
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- ' 1/a

Também para o por temos

®(u) = 0, e logo por (3.2.20), obtemos
B¢ SN

(3.2 23) -1 =C e,(l.'/B +C o "u(!:/B\ u
o 0 o/?2

Como 1lim F(y) = 1, obtemos por (3.2.20)
Yoo

Q a -
et/ Y yym —-lal/R

(3.2.24) ) = C e\

e
y+o 0 Yoo a/2

Como o sequndo termo do lado direito desta expressao & zero, te-

mos

o que implica que

(3.2.25) cC, =20

Agora substituindo este valor de C, em (3.2.23), obtemos

0

c e Va8

0/2 =1

o0 que implica

(3.2.26) Ca = - e
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Finalmente, substituindo os valores das constan-

tes C0 e Ca‘/2 em (3.2.20) para o par, obtemos

a

_Yuf/B

C(y=u)
(3.2.27) F(y) =1 - e

que € a mesma expressao encontrada para ¢ impar em (3.2.20) to-

mando como (3.2.22) ., _ e _(a:/efl/a)u

0
Portanto, para algum ¢ inteiro positivo podemos

escrever finalmente

- (a!/B}/a(y"u)

I
-+

(3.2.28) F(y) - e y>u>-—o

= 0 , em outros casos
Isto completa a prova do presente Lema.
Agora, com os Lemas apresentados e provados ante

riormente, neste canitulo, poderemos efetuar a demonstracao da

condicao suficiente do Teorema 3.2.1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.1

(1) CONDICAO SUFICIENTE

Parte(A): quando p > 0 . Considerando que, por hipotese, a fun

cao de distribuicao F das Xy 1 ~-1i<n, & contfnua e

(3.2.29) E[ 2. /Y, =y ] =8 g.c. (AF)

onde B > 0 & uma constante, e tendo em vista os TLemas 3.2.2 e

3.2.3 obtemos a equacgao diferencial
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(3.2.30) 3¢ M (y) = a! [F(y)-1]

Atraves do Lema 3.2.4 conhecemos que esta equa-

cao diferencial tem a solucao para uma fungao de distribuicao

/
1/ (y=u)

14

i
}—l

- 1! /B)
- e {a! /B)

(3.2.31) F{y) Yy > U > -«

= 0 , em outros casos

Parte (B) : quando p < 0
Neste caso consideramos as variaveis aleatorias

X;- w, 1 £ i S n ., cujas estatisticas de ordem sao

- < - —
Yl M Y2 H < ...< Yn u

Agora, usando a parte (A), desde que Xi - u >0
obteremos
1 ) 1 n - qa - -
(3.2.29 E {—= T [ (Y, ~w)= (Y, -m) |7 /Y _~u=y-u} =B qg.c.(dF)
n-k i=k+1 i k k

o que implica que X - p tem distribuicao exponencial com parame

1/a

tro (a!/B) ou seja

- ) 1l/a
FX*u(Y) =1 - e (@B Y,y >0

Isto & equivalente a dizer que a condicao

' 1 n o
(3.2.30") E {=—= I (Y.-Y. )" /Y, = v} =R , q.c. (dF)
n=k e ik k )

o que implica que X tem a distribuicao



- ' 1/a
(3.2.3f) F(y) = 1- e (al/B) 4

As partes(A) e (B) juntas

digcao suficiente

(II) - CONDICAO NECESSARIA

Podemos verificar por
definida por (3.2.31) a equacao (3.2
De fato, substituindo

de (3.2.7) temos

o .
- ] = -1)7 (¢
(3.2.32)  B[1-F(y)] = o ,I,(-1) (j

1

fazendo (o!/B)“ = C para simplificar

por partes sucessivamente ohtemos

29

completam a prova da con-

cilculo direto que com F
.7) & verdadeira.

(3.2.31) no lado direito

:i) y* I %7l

{(x-n)dx

e utilizando a integracao

Bl1-F(y)]
a . jo=1) w _~Cx, ._ . -2
_a (-135oy o {%_E_{XJ 1_(3-L)x_ °
j:l - ) ("'C)
G-1) G=2)x37 L =nIThg-n
e —1 J
(-c)” (-C)
a L (01 o =Cx. ._ . -2
=at (—1)3(3-1)ec (Ze—|xI7hy Lzhx
j=1 L C
(3-1) ( -

S UGS IEIE
c ’
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V4 .
Mo o1 - -C . . -2
= ae" .2 (—l)j(j— ) A l{e . [‘yj L il~%lx——— +
j=1 )
G-1) G=2)yI 73 G0y,
c? It
ou distribuindo o somatério
1-1"(y)
W Cy a a-1 o o1
C" e a-1 _and _ -1l a-2 1) )t
= ae . {y jgl( 1) (j l)+ < j§2( 1) 7 \j-1
- - _ o 0.“3\‘ - '
(a-1) (a=2) o-3 § (j_33+...+ (a-1)! ,
C2 j=3 Ca-l

£ evidente que, com excessao do ultimo termo

(a-1)1!

1 todos os demais sao nulos e, portanto, nodemos escrever
C

BLl - F(y)] - 9_-: e"C(Y‘H)
C(l

ou tomando C pelo seu valor

Bl1 - F(y)] =B e

Tomando no lado esquerdo F(y) nelo seu valor em(3.2.31)
obtemos uma identidade e isto completa a prova da condicao sufi-

ciente, ficando portanto completamente demonstrado o Teorema 3.2.1.
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Agora iremos estabelecer condiqaes preliminares
para a prova do teorema 3.2.2.

O processo que utilizaremos na demonstracao do
teorema 3.2.2 & analogo ao utilizado para o teorema 3.2.1. Pre
cisamos semelhantemente estabelecer alquns lemas que servirao

de base para sua demonstracao, a saber:

LEMA 3.2.5 Para Yk e A0 s como definido anteriormente
1 4

k-1
(3.2.33)  E[ L, (Y,-Y)* /v, =]

a ——
=% E| I (y—Xj) /B SJ . P(AO'S/Y = vy)

4

g,S jeo
PROVA Desde que, pelo lema 2.2.4, {Yk=y} = UO,S Ao,s
onde {A } sao disjuntas, entao sob A temos a seguinte
O',SOS 0,S
14
relagao
k-1
(3.2.34) £ (Y.-Y)%= .I (y-x.)°
t e . k "1 jEa J
i=1
e entao é facil saber que
[k—l o l
Bl & (Y,-Y)%/Y, =y
o ki Pk
j k-1 o
= sE(v=¥ )% AP Xy, -, X))
{Yk=y}
P (Y, =y)
‘ k-1 N
= | izl(y—yi) dP (Xy e en X
U aq P (Y, =Y)

0,5
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Q
(y—Yi) dp(xl,...,xn)

A P(Yk=y)

a K .
- o%s JA R (Y-Xj) dP{Xj,]gg}
0,87 P(Y, =
( k—Y)
Tl | z (Y'X‘)a drP{X.;jec} ©P(A )
g j ] J 7,8
0,S "A; o Jeo
P(AO,S) P(Yk=y)
a —
= gZS JA jio(y-xj) dP{Xj,jeo} P(Ao,s (¥, =y})
' —_—
O’S P(AO,S) p(Yk y)

= 2 B[z (yv-x0%A_ ] . P(A. /Y =Y)
. g,s 0,S k
o,S Jjeo

Isto prova o lema 3.2.5

Por analogia as explicacoes utilizadas nara o

desenvolvimento do lema 3.2.2, temos, tambem, evidentemente,

os fatos
(a) E [z (y-X;) */A ]= e[ B (y-x)%A_, ]
jeo ] 9,8 jea,, ) 9ok
a ) _ ' _ a
®  E [-xg) Mol = El mxp /g k)
para j < k e Og = {1,2,...,k}
Também aqui utilizaremos o fato demonstrado no lema
2.2.5 que
_ _ . n-1\,-1
P(A; o/Yy) = fn 9}
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Tudo isto possibilita-nos enunciar e demonstrar o

seguinte lema

LEMA 3.2.6 Para W, Y, ja definidos temos

(3.2.25) E[wW /Y. =y] = E|(y-%x,)%/x ‘
2,25 E[w/ve=y] = Bl X)X <y

PROVA Usando o lema 3.2.5, obtemos

| 1
EW /Y, = Y]

= %=1 Bl (YY) /Yy = v
= E%I I E[ 2 (y—Xj)a/AO ol -+ P(A_ /Y =Y)
o,S jeo e r
= =1 [l/n(n_l)lnlz EL 2 (y=Xy) /Ay ¢
k-1 k=11 s T yeo j 0,S|
= L tn(n'l\l_l [n;n—l\] B[ T (y-X %A ]
k-1 k-1 - k-1 " jeo j o,k
-2 Bl x)%A ]
k-1 - Y= 25 0.k

jeo 0

a
=1 EleD) B exp%/mg ]

H

]

g a N A
E[(y—xl) /Xl<y,...,Xi<y,...,Xk_l<y,xk—y,xk+l>y,...Xn>y]

E[(y-X)%/%X) < y]

Isto completa a prova do lema 3.2.6
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Antes de prosseguirmos e para efeito de simpli-
ficacao de andlise e dos calculos posteriores, vamos comparar

as expressoces (3.2.5) e (3.2.35) que rescreveremos abaixo

I

(3.2.5) E[z,/v,.=y] = ELX -"%/X > v)]

(3.2.35) E[W /Y, =y] = B[ (=X~ -y ¥/=X; > (=)

Verifica-se, facilmente, que as expressoes acima
sao perfeitamente semelhantes diferindo essencialmente apenas
no sinal das variaveis e, consequentemente tudo que se anlicou
na demonstracao do teorema 3.2.1 para a variavel X de (3.2.5)
tambéem se aplica a variavel -X; de (3.2.35). Entao o Lema 3.2.3

pode agora sSer expresso como
LEMA 3.2.7 Se F & uma funcao de distribuicao continua de

-X;, onde ~X;> u e 8 € uma constante positiva e

(3.2.36) E [(y-x)%/% <y | =8 , q.c. (dF)

Entao

(3.2.37) 8% (y)=a: [Py (v) - 1]

Consequentemente, também o lema 3.2.4 pode ser es

crito como

LEMA 3.2.8 A equacao diferencial (3.2.37) onde F_y(Y) é

uma funcao de distribuigao tem a sequinte solugao nara F_,( )

Y
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- v e 1/a) (y=u)
(3.2.38)  F_,(y) =1 - e ©@/% , y > ou

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.2

(I) CONDICAO SUFICIENTE

Considerando que, por hipdtese, a funcao de dis-

tribuicao F das -X;, 1 < i 2 n, é continua e

(3.2.39) E{wk/Yk =yl =8 ,g.c. (dF)

onde 8 > 0 & uma constante, e tendo em vista os lemas 3.2.6 e

3.2.7 obtemos as equacgoes diferenciais
(@) (_uy = ot ol
(3.2.40)  BF . (-y) = a! [F_ (-y)-1]

Através do lema 3.2.8 reconhecemos que esta equa

cao diferencial tem a solucao para a funcao de distribuicao

/

L - o (@B gy

(3.2.41)  F_,(y) y oo

= (0 , em outros casos

Isto completa a prova da condicao suficiente

(I1) CONDICAO NECESSARIA

Sabemos que a variavel aleatoria -X tem a distri
buicao da forma (3.2.38), por hipdtese do teorema 3.2.2.

Por outro lado, também conhecemos pelo lema 3.2.6



que e verdadeira a expressao (3.2.35), ou seja
| - o
E\W /Y, =yl= E [(y-X{) /X< vyl

Entao & suficiente mostrar que

(3.2.42)  EL(y-x%/x< vyl =8 , g.c.(dF)

é verdadeira.

Mas,pelo teorema 3.2.1 ja sabemos que é verdadeiro que

(3.2.43) E sz/yk =y] =8 , q.c. (dF)

onde Z, & a estatiIstica correspondente das variaveis “Xysee.

k

Entao usando o lema 3.2.2 obtemos
(3.2.44)  F {[(-x)-y]%/(-X) > y} = B , g.c.(aF)

que & verdadeira para todo y.

36

Agora colocamos -y por y e tendo em vista que Xl e Xn sao iden-

ticamente distribuidos, (3.2.44) fica como

(3.2.45) E [(y—xl)“/ X, <v] =8, q.c.(@r)

Isto completa a prova da condigao necessaria.
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