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IN'i'RODUÇ!fO 

O objetivo fundamental desse trabalho e discutiJ:> 

e aoresentar soluções para o nroblema da transferência de calor em 

um escoamento de fluidos newtonianos entre dois discos rotativos. 

-Para tal problema,necessitamos das equaçoes que 

descrevem o movimento do fluido, equações da continuidade, de Na-

vier-Stokes e da Energia que apresentamos no Capítulo I. Temos tam-

bém nesse capitulo, uma introdução elementar a teoria de perturba-

çao e a técnica fundamental que utilizamos nas soluções das equa-

çoes diferenciais resultantes do problema abordado. Devido a nao-

linearidade das equações e consequentemente não possuírem soluções 

análiticas exatas, obtemos soluções aproximadas nara as equaçoes 

propostas. Escolhemos como narârnet,ro de Perturbação, o -nume.ro ad-

mensional de Reyno.lds, I R I < 1. 

o CapÍtulo II caracteriza o problema princinal de~ 

sa 9esquisa e apresenta as soluções para a distribuição de velocida 

de para o escoamento proposto entre os discos rotativos. 

No caoitulo III, analisamos o comportamento da tem 

peratura para o escoamento permanente,laminar entre discos rotati-

vos submetidos a várias condições térmicas. Discut.imos a variação 

da temperatura para diversos valores da velocidade angular do disco 

superior. Podemos notar que
1

quando os discos giram com velocidades 



angulares iguais, o sistema todo roda como um corr:;o rigido. 

Aindu nesse capitulo, temos os resultados discuti

dos e graficamente expostos para o nroblema da transferência de ca

lor entre discos na ausência de forças externas. 

No Capitulo IV, apresentamos a solução oara a equ~ 

ção da energia no escoamento entre discos rotativos quando aplica

se um campo magnético constante numa direção ~erpendicular aos dis

cos. 

O disco superior, nesse caso, ?ermanece parado e 

estudamos o comportamento da tem?eratura para diversas condições de 

contorno dos discos. Analisamos os dados obtidos e esboçamos os pe~ 

fis da distribuição de temoeratura. 

No A?êndice A,fazemos a dedução da equaçao da ener 

gia que utilizamos nos capítulos III e IV. 

E, finalmente nos Apêndices B e C, temos os coefi

cientes relativos às soluções obtidas para a equação da energia, ca 

pÍtulos III e IV, :respectivamente. 



CAPITULO I 

EQUACÕES GERAIS 

Este capítulo introduz os conceitos necessários 

para a análise do rr.ovimento do fluido. Serão deduzidas aqui, as e-

quaçoes básicas que permitem prever o comportamento dos fluidos. 

Tais equações são: da continuidade, do movimento e da energia. Pa-

ra deduzir estas equações será utilizado o método do volume de con 

trole. 

um volume de controle refere-se a uma região no 

espaço e é útil em situações nas quais haja escoamento através des 

ta região. A fronteira do volume de controle é a suoerfície de .con 

trole. A forma e o tamanho do volume de controle são arbitrários , 

no entanto, 9ode-se fazer com que uma parte do seu volume coincida 

com paredes sÓlidas e as outras paredes são tomadas como normais 

ao escoamento para simplificar o estudo. o volume de controle -e 

chamado, as vezes, de sistema aberto. 

Um sistema é caracterizado por uma quantidade da 

massa fixa de matéria, que difere do restante da massa para a qual 

dá-se o nome de "meio". A fronteira do sistema oode variar com o 

tempo desde que sua massa permaneça constante. 

• 



2 

r.. título de visualizar mE';lhor o que foi doscL-ito 

mostramos a variação de um sisten1a num volume de controle (t}, :Fiq. 

", e no instunte (t+ l\t), fie-r. b. 

' 

' 
ln>l.";wftAf 

(b) 

O sistema se ocupa no instante (t) , dos 

I e II e cno instant.e (t+l\t) dos volumes 1! e III. 

volume!::; 

A seguir, vamos introduzir alqumas das leis bási 

cas necessfLrias ao estudo do movimento de urn fluido, aplicáveis às 

si tuacões fLücas que sao descri tas pelas equações inteqrais, obtt 

das no decorrer deste trabalho. são elas: 

a) Lei da conservação da massa, 

b) Segunda Lei de Newton anlicada ao movimento, 

e 

c} Lei da consn_rV.õt'>'w da energiu 
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1.1- JCquaçap da Continuidade 

Irei da conscrvaçao do. massa. 

F.s.sa lei nos cliz que 3. massa <ic um sistema perm9_ 

nece constante com o temno e é representada rn.atematicnmentc como: 

dm o Qf = ' 
(l-1) 

ou ainda, 

~ dm a pdu + = at dt v.c. 
o (l--2) 

'Jnde 

m e a mass.l., 

p a densidJ.d~ volumétric:'l d~ massa 

e l-li as comp,nr~ntes de velocirlad0 

l\ e•!lli'lcao (1-~) afirma que a taxa Cl.e variação da 

massa :1o volume de c0nt.role l':•.cd.s o saldo dos fluxof; de massa atra 

vés da sunerfície c1~ controle, de-ve ser nula. 

Anl icando o tf!orema de Gauss na e<p1RÇUO (1-2) ,t~ 

:'lOS 
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a ~ pdu ãt + j a~i (pui) du = o (1- 3) 

v.c. v.c. 

ou 

) [%% + ~(pu.] du 
xi 1 

= o (1-4) 

v,c. 

Como o volume é arhitrário, o integrando neve ser 

-r.ulo, isto e, 

ar + a 
ãt dxf (l-5) 

Em se tratando de um fluido i.ncomoreeRs1vel onde 

densidade se mantém constante, a equação (1-5) torna-se 

a!i "i = o . 

ser escri t,õ\ como 

Em coordenadas cnrtezianas a equaçao 

+ ÔW , O 
az 

(l-6) 

(1-6) pode 

onde u, v, tv 1 sao as cor1nonentes de velocidade nas direções de x, 

y e z, reS>Jecti.vamente. 
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1.2 - Equ,·.lçÕes do 'iovi:nento 

l\ secrund,, lei de 1\Je'rrton afirr,.u. !1Ue n rc:mltunte 

de todas as forças externas nue a~ren num sistema e diretamente 

nronorcional ao nroduto da massa nela aceleracão do sistema. 

Em linrJuarrem ma·temática, 

r F .. 
= m.a (l-8), 

ou ainda 

Du. 
3 J \li 

/.Fi 
) 

pdv J u.pu .• <lA = Dt = 
dt + 

J.. ) J 
(l-9 I 

v.c s.c 

Tradu?.indo em nalavrn.s, r:t forcn resultante que a 

ge num volume de. c0ntrolr>. é i. qual .::i ta.xa rlA Vén:·tn0?i.o, cnro o tPmpo 

da rruantidade de m'r\Timento v.c., nwis o saldo 1lns fluxos da quan-

tidade de movimento ntrnvês da superfÍcie de cont.role. 

mos, 

ou seja 

Anlicn.ndo o teoreMa de Gauss na equacão{l-9) te-

r pu i du + J 
v.c. v.c. 

pu. du 
J 

(l-lO) 

• 

• 



( [ au. 

) c-"~ 
1J • c . 

3 u .-,-(pu.) 
la X. J l . 

6 

au. 
+ou.~ d\), 

J r1X • J . J 

(l-ll) 

Como o vnlume é axl)itrárt.o e fazP-nno-~c uso da ~';-

C{lVtr::ão da continuidade (1-S)' -a enun.cao (1-11) torna-se 

onde 

sendo 

onde 

EF. -
l 

(1-l?) 

u~ outrr.\ fo:rma a forçr1. resultante que urre num sis-

fi + T ... 
11 .J 

f
1 

sao as forças externas que atuam sobre o sistema, 

Ti j, o tensor de tensão para UM flutdo nel;oJtoniano; 

T .. -- p 8 .. + ~11 E
1
.

1
. 

J. J l J 

n 0 umn. nressao .u-_~otrónic;l , 

(l-13) 

(l-14) 
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ó
1 
i, o delta de Kronecb~r, 

~~, n. vi~cosidade 

r .. - -2
1 ( u .. tu .. l 

.11 l,] l,l 

7 

(1-15) 

o tensor de deformc·wã.o. Rstc tens0r P. de on1el'1 doü; e simétrico 

isto 8, 

obtemos 

LF i = 

B ..• 
Jl 

Conclui-se então , da equação {1-14) oue 

Substituindo a equaçao (1-15) na ermaqao 

+ p 

Exr)<"..ndindo os tC'!rmos e uti liza.ndo-,,e 

(l-6) , a en;uação (l-lR) tornn-se, 

I:F. = 
l 

2 

_)_"' __ (U . ) 

dxi oX~i 1 

Igualando-se as equaçoes (1-19) e (l-12) 

(1-16) 

(1-17) 

(1-14) 

(1-18) 

-equuçao 

(1-19) 

temos, 

• 



r 
I ~u. 

p I ,f 
L 

-:1n 
;lx_."_ 

1 

+ \.! f. 
.1 

8 

(1-20) 

Em caor0enadas cartezianas a e0uasao (1-20) e exoressa co~0: 

Lu 
au au ;tu } :)p ~2 

p '~t 
+ u- + v- + w- - 1x + u + f x' ax :ty 'z . u (1--21) 

Bv + a v + ~v + 1v } rin íl?.v 
f Y' p dt uh V·-·- "''r -

3y + " + ::ly ,z 
(1-22) 

{~~ 
aw "w ,,,, J an 

+ íJ2w + f z' + u-- + V·-- + w- ~ az 11 
Jt ax I v 'iz 

(1-23) 

onde 

92 a ' 1 
- -""')- + -:z + ---:-? 

1x 
,_ 

1y ;Jz 

(1-24) 

e 

u, v, \·.', :;ao as r;oT1nonentpq rle veloci<larlc direçÕe!" 

crescentes de x, v, e z, :resnc;ctivarncnt0.. 

- (' 21) (l '"I (l ')"\ ·----ao ('~<"lrtF'l.d<ts de f.-.s eo:u.--\''OC<:; _._-,. r .- .. - f" .- ••. J, ·' 

~avi.cr--StCJkes. 
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1.3 - Euu:1cÕes da Enerr-ri0. 

A Driflleira lei da termodinâm.ica afirma nue o calor 

fornecido ao siste.mn menos o trabalho realizado nelo sistemA:, denen 

de somente dos estados inicial e final do nr6nrio. 

I:m linquaqem matP..mática, 
• 

n_-r·•=r,- T;' IV ,, f - J,,
1 

(l-25) 

Utllizando o Método de volume de controle, temos, 

dE a 

~ ne
1

du r peu1 r1Ai_ (l-26) 
(f f 

~ ·rr + 

v.c. s.c. 

Na ausência dR efeitos nuclenres, F;!&tricos, m;:J.gn~ 

ticos e tensão superficial a enerqia e, {enerqia nor unictade de ma~ 

sa) ,é a soma das en0rqias ootencial, cinética e interna do sistema. 

Isto é, 

rrz + + u (l-27) 

onde 

~z e a ener~i~ Dotencifl:l nravitacional, 

e a ener~in cinética 
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12 u 1 a. enerqia interna a.s~0ciada. ao comnortamento molecuL:tr 

ou atônüca. 

Per ()"ll t.ro ln.r'lo, temo::;, 

dQ 

~ n ê r. ~ ~ " " (ft -· n. t\. 
1. 1. 

(J.-28) 

s • (; . s. c. 

onde 

0 , reoresenta o fluxo ct~ calor nor conc"'.ur:ão e raCli,cH;:ão. 

O trabulho (H) realizndo nela sistei'f'\a sohre o rneio, 

nade ser di vi·:Udo en duas nartes: o trahnlho das forças çle rressao 

anlicadas n.:1s nartes mó;.rois da fronteira e o trahalho das forças 

elas tensões de cisalhamento na superfrcie. 

Em terJT1os do tensor de tensão, o trabalho w, é 

dw 
ât = 

5 .c. 

u, T, .• dA. 
..._ 1.] 1 

(1-29) 

Fazen~r1-se o hal~n~o d~ en~r0ia total, ncJ sistema, 

incluindo-s"'! cts enerqiõ'~ cin0t:ica, notenr.::i.rlJ e qrMvita.cion:'ll, o'ht_Ó!fl. 

-~se nue 

voe. R.C. 

07-\. = 
1 ~ 0. r1A. 

l l 

s .c. 

f,, i r 

+ •_r i·'! (1J\ i + \q1c1\J 
.) 

s.c. v.c. 

(1-30) 



11 

n' e a 'ferar;.'<o int;o.rna de calor no r unirladr:; de volurte. 

Anlicando-se o teoremi":l de f;au.ss na eauo.ção (l-29), 

tr;mos 

d 
) pe du + ) " (nepi) du 

~ 
a 

rr
1

fl-v "ít 3x. + "dxi 
l 

v.c. v.c. v.c. 

s q' 
du +r 

a 
du n . (l-31) + ,-(u.'l' .. ) ~ 

x
1 

.l 11 

.c. v.c. 

Substituindo-se o tensor de tens~o, (1-lS), na equ~ 

çao (l-3l),obtemos 

ou ainda, 

a 
) pe d;J + n 

v.c. 

[a!(pe) + 

v.c. 

) 
v.c. 

3 
--(p<,U.) 
;)x. 1 

l 

( d~i L. 

a 
3 -(peu.) 

x
1 

1 

- ,Cl.- ( u. uE .. )J 
<IX. ) ll 

' 

du + ~ 
3 

-rr.du 
xi J. +) ll'd\J 

v.c. v.c. 

(l-32) 

' a ( + q +--
axi 

du = 0. (l-33) 
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Como o volume é arbitrário, devemos ter : 

na-se 

íl ãt ( pe J 

De 
Pot = 

~ - _ <l_ ( peu . ) + ax1 l 

a 
-3-(q , )+ 
. xi 1. 

' n '+;f-<ru.)
xi J. 

(l- 34) 

Uti lizando- se a equacao (1- o), a eauaçao (1-3A)tO.E, 

+ a +q' . \J C . . -,--u, 
1 1uX. ] 

l 

(1- 35) 

Considerr-,r.os aqora , a equaçao do MOvimento(l- l<'lJ 

multiplica~do ambos os l~ dn~ desta equaçao nor u1 obt~~-se a equ~ 

ção da energia mecânica, a saber 

).I C . • 
J. 1 

(1-36) 

Na eq uace? aci ma , (1-36) desprezou- se a energia 02 

tenc ial gr ~vitac i onal. Subtraind<J-se a equaçao {1- 36 J é! a equação 

( l - 35), t emos a expressão final nara a e~uacao na enerqia 

Du 
p Dt = 

êu 
i 

ãX'- -
i 

(l- 37) 
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onde u e a enf.!nria interna nor unidar1G de r:tassa e 

' rt função de dissin;"t.cão cJe enercria. 

1\ e,-ruacao (1-37) node sPr escr1ta em terMos térmi-

cos e nara tal c n~cess~rio utilizar-se a lei da conduçâo de ca -

lor de Fourier, , 

CJ=-kVT (1-38) 

e assumindo ainda a condutividade térmica como constante e o gaz 

co~o ~erfeito, du = cv dT , temos então 

DT = Dt - n 
a 

)X," 
1 

a 
qr + q' axi 

onde qr é o vetor fluxo de calor por irradiação. 

(1-39) 

Fazendo-se uso da entalpia, admitindo o fluido co-

mo incompressivel , ~!, u 1 =O, e desnrezando-se os termos 
1 

a equação (1-39) reduz-se a 

a !? q'' 
-r 

(1-40) 

onde c é a capacidade calorÍfica à nressão constante. p 
-Em coordenadas cartesianas a equaçao (1-40\ e 



expressa como 

. once 

e 

~ = 

~T v
dy 

2 { m~; 2+ 

+ l ['" + 3wJ 2 dz dy 

' 

2 
k'i7 'I' -!"· )Jlf' 

0~) 2+ c~~) 2+ 
1 [au 
2 3y 

2 

auJ 
2 } + 1 ['w + 2 3x dZ 

1. 4 - IN'fl\ODUÇÃO A TEORII\ Rt:GULAR DE PERTURBAÇÃO 

14 

(l-41) 

+ '"] 2 ax 
(1-42) 

1./luitos problemas que aparecem em Engenharia, FÍs~ 

ca e Hatemática Aplicada ,3?resentam dificuldades devido 3s equaçÕes 

resultan·tes serem não-lineares , e1]Uê!.ÇÕes cujos coeficientes são va 

riávei.s, problemas que envolvem formas complicadas de contorno ou 

ainda equações diferenciais com condições de contorno não-lineares. 

Levando-se em consideração que esses problemas 

nao possuem soluções analíticas exatas, somos forçados a recorrer 

às formas de soluções aproximadas. 
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Vamos introduzir uma técnica de aproximaçao basea 

da na teoria fundamental de perturbação de parâmetros -em equaçocs 

diferenciais tendo-se a expansão da solução de uma equação em uma 

série de potências de um parâmetro. 

1.4 1 - T~CNICA FUNDAMENTAL. 

Suponhamos que estamos interessados em resolver a 

equaçao 

F(x)=y, (1-43) 

-onde F e um operador.linear. 

Consideremos uma equaçao auxiliar da seguinte for 

ma diferencial linear 

(l-44) 

Essa equaçao apresenta uma forma de solução expl! 

cita unicamente da seguinte maneira. 

X ~ T (y) (l-45) 

Utilizando-se as equaçoes (l-44)e (l-45) temos a 

equação(l-43)escrita como segue: 

L(X) +[ F(x) - L(x) J ~ y (l-46) 

Introduzindo-se uma nova função 

N (x) ~ L (x) - F (x) (l-47) 

• 
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e um parâmetro E de tal forma que possamos escrever 

L(x) = y + E N(x). (l-48) 

Para E O, tem-se a solução de aproximação line-

ar, 

(1c49) 

ou ainda, 

X = T (y) - XQ , (1-50) 

Consideremos agora que a solução da equação(l-48) 

possa ser expandida em uma série de potências em torno 

isto é, 

X = X + -x + o c 1 
2 

E "z ..... 
sendo os termos x1 independentes do parâmetro E. 

de s = o, 

(l-51) 

A equação (1-48) admite portanto a seguinte forma: 

L(x0 + EXl + 
2 

E 
"" " + E 

3 
"3 + ••••• ) = y 

N(x0 
2 

+ E + t::Xl + E "2 + 
3 

E "3 + .... (l-52) 

e assumindo N(x) analÍtica em x, temos 

2 3 
N (x0 + Ex1 + s x 2 +c x 3 + ... ) = 

2 = N(x0 ) + EN 1 (x
0

,x1 > +e N2 (x0 ,x1 ,x2 ) 

3 
+E N3 (x0 ,x1 ,x2 ,x3 ) + •...• (l-53) 

k 
sendo que o coeficiente de E depende unicamente das variáveis x0 , 
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xl' x2, ... ,xk. 

Combinando-se as expressoes (1-53) e (l-54) e igu~ 

!ando-se os coeficientes de mesma potência de s, obtemos um sistema 

infinito de equaçoes como segue 

L (x0) = y 

L (x1) = N(x0 ) 

L(x
2

) = Nl(xO,x2) 

L(x3) = N2(xO,xl,x2) 

~ importante notar que esse sistema infinito de e-

quaçoes pode ser resolvido recursivamente, isto e, a determinação 

< < de xk envolve o conhecimento de x
0 

para O - n - k-1. 
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CAPrl'ULO TT 

'FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

EQUAÇÕES DAS COMPONENTES DA VELOCIDADE E SOLUÇÕES 

2.1- FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Consideremos um escoamento permanente de um 

fluido viscoso newtoniana que ocupa o espaço entre dois discos in

finitos coaxiais giratórios. 

O sistema de coordenadas usado sera o sistema 

de coordenadas cilíndricas polares (r,e ,z). 

As componentes de velocidade serao (u,v,w} nas 

direções crescentes de r,8 e z, respectivamente. (Q) será a velo

cidade angular do disco inferior, (no plano z = O) e (sn) ser a a 

velocidade angular do disco superior, (no plano z = d), sendo suma 

constante qualquer que indicará o sentido do movimento do disco su 

perior. 

Passemos agora, a descrever as equaçoes que re 

gem o escoamento deste fluido a fim de obtermos a temperatura do 

fluido quando os discos estão submetidos a certas condições térmi

cas, considerando três situações distintas: 

a) quando os discos rodam no mesmo sentido, 

b) quando o disco superior mantém-se parado, 

ls = O I 

" 
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e 

c) quando os discos rodam em sentido contrário. 

2.2 - EQUAÇÔES DO PROBLEMA 

ParA descrever o escoamento do fluido utiliza-

remos as equaçoes da continuidade (1-7) c do movimento (1- 20), (1- 21) 

(l-:2) e (l-23), deduzidas no capÍtulo anterior, escritas agora em 

coordenadas cilÍndricas polares. Com estas equações teremos as 

cornnonentes de velocidade u, v, w que nosteriormente serao neces-

sárias parn a ohtenção da temperatura. 

são elas: 

3u + u + aw 
8 o (2-l) 

ar r az 

PG :lu + :lu ~1 _:l___!2 + ~ u 2u + 1 :lu + a2u )] Tr w-- = :lr2 -az a r ar2 r ar 

(2-2) 

o [u :lv +~i] [2 :lv a'-v -)] + a v \l a v + l 
ar w- = 

~ . ar- + 
az 2 az 'Zlr- r 

(2-3) 

ru aw -a ,;a [? ,2 ~ :lo + ll ~ + l aw p :lr + ';J ~ - ;\2 ar- + w . 
L ':J ôr

2 r az' 

(2-4) 

As condicões de contorno do prohlema sao: 
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o I 
u ~ v - r~ w ~ o na r a z ~ o ~ ( 2-5) 
u ~ o v c ,-0 

" ~ o na r a z - d[ ,, -· '" 
) 

1~9 ctnatrn equaçoes acima formam u:m coniunto de e-

guações diferenciais narciais não lineares envolvendo dez incógni-

tas: seis comnonentes-do tensor de tensão, três componentes da ve-

locidade e a pressão isotrónica. 

Para resolvê-las usaremos as sequintcs transforma 

çoes de variáveis com o objetivo de adimensionalizá-las e reduzi -

las a um outro con·junbJ de equações. Estas relaçÕes satisfazem a 

equação da continuidade, (2-1): 

u :oo r )F ( ~) 

(2-6) 

onde I; ~ z cr 
Derivando as relações acima em relação a r,ç e 

substituindo-as nas e'{uações (2-1), (2-2), (2-3), (2-4) e (2-5) obte-

mos 

de (2-ll . . 
H' 

F "" - -2- ' 

de (2-3 l 

G'' = R(H'G-G'H) =O , 

e elimJnando a oressao 

(2-7) 

(2-8) 

• 
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de (2-?.) e (2-4): 

H'V-R (11 1 11 H-4GG'} = 0 (2-9) 

onde R = é o número de Reynolds. 

Rste novo conjunto de equacoes diferenciais ordi-

nárias nao lineares será resolviôo com as sequintes condições de 

contorno: 

G(O) = s 

H (0) = O 

H' (O)= O ' 

G(1) = 1 

H (1) = 0 

H'(1)=0 

(2-10) 

Para resolver o sistema das eauaçoes (2-8)e(2-9), 

assumimos o número de H.eynolds R menor que 1. Assim, podemos usar 

a teoria de oerturbações requlares, exnandindo as funções G e H em 

~érie de potências de R. Isto é; 

2 + R G2 (I;) + 

+ R2H2(1;) + ....... 1. 
' 

Substituindo estas funções G e H nas equaçoes 

(2-8) ,(2-9) e (2-10) teremos equações de várias ordens escritas a-

baixo: 

G •• 
'o 
G'' 1 

U;J = o 

( 0 + H o ( 1; ) G0 (E; ) + Gr) ( 1;) 110 (I;) = O (2-11) 



e de (2-9) 

i v 
H0 1 ~) = o 

Ff{(l;)- ~! 0 "(f;)H 0 (F,) + 4G 0 (1;)G 0 (~)J =O 

!l;'' (<) - [ H0" (U H1 (S) + !!l" I I;) H0+ 4G0 ( <l Gi I/;) 

+4G
1 

I I;) c0 (I;)J = O , 

sujeitas às condições de contorno: 

= Gn (1) = o 

para n 
, 

1 

> o para n -
e 

2.3 - SOLUÇl\ES 

22 

(2-12) 

12-13) 

-l'l.s soluções obtidos oara as ecTUacoes de ordem 

zero sao 

c0 1 I;) = (1-s) 

H
0 

1 o - o 

r2 
c, + 5 , (2-14) 

12-15) 

e é facilmente verific5vel que estas soluções satisfazem às condi-

ções de contorno 

e l (2-16) 

Fazendo-se uso das funç~es (2-14) e (2-15) 

juntamente com as condiçÕes de contorno: 
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e 

H (0) = H (l) = O H' (O) = H' (l) = O 
l l ' l l 

(2-17) 

obtemos as seguintes soluções para as equações de ordem um, 

G1 I') = O (2-18) 

Hl ~~ l = al ~ 5 + a2 ~ 4 + a3 f; 3 + a4 ~ 2 • (2-19) 

Para a obtenção das soluções das equaçoes de or-

dem 2, utilizaremos {2-14), (2-15), (2-18) e (2-19) com o auxÍlio 

das condições de contorno 

(2-20) 

teremos 

(2-21) 

H
2

i<l = o (2-22) 

E com as soluções (2-14), (2-5), (2-17), (2-18), (2-21) e 12-22) tere-

mos as funções G e H 

G(i;) = 1;2+ R2 ~l 7 i; 6 +h r; 5+b 4 
1;3 +b6<] ( l-s) s + r; +bz 3 4 r; +b5 

e (2-23) 

H(i;) =R ~l 1;5+ a2 ~4+ 3 f;~ (2-24) a3 i; + a4 

obtendo portanto, as componentes de velocidade, equações (2-6} 

u "' - r ( 2-2 5) 



v "" r'J 

e 

Apêndice B. 

Os coeficientes b.,(i=J.,6) 
l 

estão 

24 

(2-26) 

I 2-27) 

dados no 
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CAPITULO TI_T 

DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURA EM UM 

ESCOAMENTO PE.'RMANENTE DE FLUIDOS NEWTONIANOS 

NA AUSENCIA DE FORÇAS EXTERNAS 

Neste capítulo estudaremos o problema da transfe-

rencia ~e calor em um escoamento permanente de um fluido newtonia-

no sem a aplicação de forças externas, quando os discos estão sub

metidos a dois tipos de condições térmicas. 

3.1. 19 Caso 

Vamos considerar neste caso, que o disco inferi -

or (plano z =O), está mantido a uma temperatura constante T = T 
1 

e o disco superior, (?lano z = d), a uma temperatura constante 

T = T 
2

. Isto é, 

T = T
1 

para z = O e T = T 2 para z = d. (3-1) 

Consideremos a equaçao da energia (l-46), escri-

ta agora em coordenadas cilíndricas oolares, 

( 3T 3T) __ K'2T + "' , pcp u r + w -z Ll !--''~-' (3-2) 

onde 

T + 
r 
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e 

e 

T* = 

2 

T-T 
l 

r = r 
a 

z 
d 

/ 
/ --.... -

au \ 2l 
+ az) J 

Introduzindo- se as variáveis adimensionais 

a equaçao (3 -2) torna- se 

- H I (~) 
r 2 

aT* 
-::-+ 
ar 

H( ~) aT*] 
a~ 
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( 3- 3) 

(3-4 ) 

(3-5) 

~A-1) 

Desde que a equacao acima depende somente de r e 

~ , vamos e screver sua solução como 

( 3. 6) 
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sujeita às seguintes condições de contorno 
I 

T*(O) =O 

e I 3-71 

T*(l) ~O. 

Derivando-se a equação (3-6) em relação à r e ~ , 

e substituindo na equação (A-1) , obtemos 

Ra [- r2
H' (i;) T(i;) + H(l;) ( T' (I;) + r

2
T' mTI 

=Hii;l + T"li;l + r2 'i''"li;l + 

. + ET{3(H'(i;))
2 

+ r2 [! (H"(I;)) 2 +(G'(I;))~} (3-8) 

ou a1nda, 

;:
2 

[-'!'"(I;) -oRH' (I;) Til;) +oRH(I;) 'I" (I;) -Eo 

.~IH'~I;))
2 

+ (G'(i;))
2
) J- T"(l;) + Ro~(I;)T'(I;) 

+ 3Eo (H' (I;)) 
2 

- 4T(I;) ~ O,. (3-9) 

Igualando-se os termos de mesma potência , temos 

T"(l;l - RoH(I;)T' (l;l + RoH' (I;) T(l;) 

[1H"
4
10) 

2 
2] +Eo L + (G'(F,)) = o. (3-10) 

e 

T"(l;) - RoH(I;I T' (i;) + 3Eo(H' 11;11
2 + 4'1'10 =O. (3-111 

As equaçoes (3-H.l) e (3-11) serão agora resolvidas 
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com as seguintes conàicões de contorno: 

T (O) = O T(1) = O 

(3-12) 

TIO) =o Ti1l = 1 

O coniunto de equações (3-10) e (3-11) ,é formado 

nor duas equaçõesldiferenciais não-lineares e para resolvê-lo uti 

lizaremos a teoria de perturbações requlares. Escrevemos as fun-

çoes T e T em série de notências de R, isto é: 

-
TI~) = T0 (é) + RT 1 1Ç) + 

e I 3-13 l 

SubStituindo as expressoes (3-13) iuntamente con 

aS funçÕeS (2- 23), (2-24) 

introduzidas no capitulo II, em (3-10) e (3-11) e nas condicÕes 

de contorno (3-12), obtemos um coniunto de equacões diferenciais 

ordinárias lineares de várias ordens. De (3-10) temos 

T0' 10 + Ea IG01U )
2 

=O 

T2' (f;) - aH1 lél T~ lr.l + o~J. IF.l T0 (f;) 

+E a [ ~ (Hj' (C))
2 

+ 2Go(f;)G21é~= O 

(3-14) 

) 
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de (3-11) 

To' (E, I + 4 To (I;) ~ o ' 

T''(O + 4 T1 (O ~ o (3-15) 
1 

e 
(H' (f,) I 2+4T2 (f,) T''(l;) - aH

1 
(I;) TO ( Ç) + 3 E o ~ 0 2 

-----
Estes novos conjuntos terão que satisfazer as se-

guintes condições de contorno: 

T n(O) ~ o T (11 ~ o para n > o 1 n I 

e I (3-16) 

- - -
T0 (0) ~ o T0 (11 ~ 1 ' Tn (O)~Tn (1)~0 o ara n > l.j 

Vamos aqora às soluções dessas equacoes. 

Para as equações representando a ~nroximação de 

ordem zero, temos as sequintes soluçÕes: 

(3-171 

(3-18) 

que satisfazem às seguintes condições de contorno. 

e 
(3-19) 
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Utilizando-se as equaçoes (3-17} e (3-18) iunta-

mente com as condições de contorno 

1\(0) ~ ój\(1) ~o 

e (3~20) 

T1 (0) ~ ~ 1 (1) ~O 

deduzimos que as soluçÕes das equações de ordem um sao: 

( 3-21) 

e 

( 3-2 2) 

A fim de obter-se as soluçÕes das equaçÕes de or 

dem dois, utilizamos as equações (3-17), {3-18}, {3-22), (3-21) com 

as condiçÕes de contorno 

(3-23) 

T
2

(1) ~ ~ 2 (1) ~O. 

Estas soluções nadem ser expressas nas seguintes 

formas polinomiais : 

( 3-2 4) 
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T2 (F,) dl (l(J+ g 8 r7 n 
~ d2 r, + d3 é + d4 o + ds F, 

r:s+ 4 [3 
(3-25) 

+ d6 d7 r, + ds o + dqG, 

ond0 as exnrc.ssoes nara os coeficientes c 1 e di, ( J = 1, !I), san da 

Nos no <1nêndice B 

~;uhstituindo-sc as soluc~es cte ord~ns zero, um e 

dois nc1 exnressao (3-13), funcões ;p e T, ternos 

't (I;) ~(l-s)2 (.1;-1;2)+ 2 

Gl 
8 1;7+ r6 ~ R r, +c2 c3 

+ c4 r:s+ cs E;4+ c6 1'3+ c7 i;2+c8r; J (3-26) 

p 

En 2 3 I; 4) + R2 [al r, lo+ (9 T (i;) = 6 (1-s) (1;- 2F, + d2 

ss+d4 7 F,6+d t;s+d 1;4+ d 1'3 + d3 s +ds 6 7 8 

+ dg r.l (3-27) 

obtendo, portanto, n solução final nara a temperatura neste caso: 

T*(r, Ç) = 2 
+ R 

(3-28) 
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3. 2 - 1\NÂLISE DOS RESULTADOS. 

Nas figuras 1,2,3, é mostrado o comporta-{ 

menta de T* em função de [,, para diferentes valores de r e do núrne 

rode Reynolds, R , com os discos girando com diversas velocidades 

pu.ra nÚiaeros de Eckert e Prandtl fixos. 

dados por 

T -
T* = 

T -2 

R = pDd 2 

w 

Tl 

Tl 

' 

Convém relembrar que estes parâmetros são 

z 
~ = d 

a = U.Cp 
K 

r 
r = d 

e que em z ~= O localiza-se um disco que gira com velocidade angular 

n e em z = d, um outro disco com velocidade ns. 

Na figura 1, para os valores de a = O.Sr 

E = 0.3 e r = 0.5 onde r r = - = tqe d -
o 

e portanto, e = 26.5 , o est~ 

do do efeito da velocidade na distribuição de temperatura será fei 

to paras= O {o disco superior parado), s = -1,-4 (disco superi-

ar girando uma e quatro vezes mais rápido, porém em sentido centrá 

rio) e o; = 4 ( o disco superior girando quatro vezes mais rápido e 

no mesmo sentido) . 

vê-se nessa figura que para um mesmo núrne 

ro de Reynolds, a medida que se aumenta. o módulo da velocidade an-
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gular do disco superior, a distribuição de temperatura,T*, em fu~ 

ção de E, perde seu carátG~r linear, assumindo p•3!rfis quase parabÓli 

cos. Este efeito é mais pronunciado com o aumento do número de 

Reynolds. 

Um aspecto interessante que pode ser ob~ 

strvado é que para s ""0,-1,-4 e para R= 0.4e O 8 O máximo V?J.lor . ' 

para T* é obtido em F,; = 1, ou seja r sobre o disco superior . Isto 

não acontece quando s = -4, R = O. 8. Nota-se que neste caso, devi .o. 

do ao fato do disco superior estar girando com uma velocidade qua-

tro vezes maior que o disco inferior, em sentido contrário, há t~ 

aumento e um deslocamento do máximo de T* para o entorno do oonto 

1; = 0.8. 

o 
Na Fig. 2, para r= 1.0, 8 = 45 observa-

se o mesmo tipo de comportamento de T* com o aumento do rnóOulo 

da velocidade do disco superior, ou seja, para s= -4 e R= 0.8, o 

máximo de T* cheqa a deslocar-se até o ponto~= 0.65. 

o 
Na Fig. 3, para r= 2.0, 6 = 63 , verifi-

ca-se que o máximo de T* assume o valor unitário somente quando o 

disco superior está parado, (s =O). Com o aumento do módulo de s, 

obtém-se o máximo de T* cada vez mais prÓximo da meia distância en 

tre os discos. 

A seguir, mostra-se uma tabela onde compa 

ramos os valores aproximados de T*, para div0rsos valores de s, ou 

seja, para diferentes variações da velocidade angular , do 

disco superior(z = d). 
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TABELA I 

-
Figura l Figura 2 Figura 3 

-
r 0.5 l.O 2.0 

R 0.4 0,3 0.4 0.8 04. 0.8 

s = o 1'* = max l.O 1.0 1.0 l.O l.O l.O 

~ = 1.0 l.O l.O l.O l.O l.O 

s = -1 T* = max l.O l.O l.O l.O l. 02 1.10 

ç = l.O l.O l.O l.O 0.9 0.75 
-

s = 4 T* max = l.O l.O 1.0 l.Ol l. 32 1.60 

E, l.O l.O l.O 0.9 0.65 0.6 

s = -4 T* = max 1.0 1. 06 1. 23 1.48 2.57 3.40 

E, = l.O 0.8 0.7 0.65 0.55 0.55 

s = 5 T* = max 
l.O l.O 1. 04 1.18 1.83 2.37 

f, = l.O l.O o.8 0.7 0.6 0.55 

s = lO T* max = l.O 1.71 l. 98 3.28 6.55 9.6 

E, = l.O 0.55 0.5 0.55 0.5 0.5 

s = -lO T* = max l.H 2.32 2.R4 4.63 g.67 14.21 

i; = 0.55 0.55 o.s o.s 0.5 0.5 

s = -15 T* = max l.O 3.45 3.39 8.49 13.02 27.89 

i; = l.O o. 5 0.4 0.5 0.4 0.4 

-
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As figuras 4,5,6 diferem das primeiras por 

um aumento do número de Prandtl, <1 =0. 7, e um decréscimo eo numero 

de Eckert,E = 0.3, variando portanto , o produto oE. Nota-se que com 

o aumento desse produto,crE = 0.21, a ternperatura,T* tem um cresci-

rnento mais acentuado em função de t . 

Observa- se que para r crescente há um des 

locamento dos máximos de T* para a meia distância entre os discos. 

Urna vez que os perf is de temperatura, T*, 

sao semelhantes aos das f i guras anteriores , é mos trada aoenas uma 

tabela referente aos máximos de T* com o disco superior girando com 

diversas velocidades angu lares, sn . 
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TABELA II 

Figura 4 Figura 5 Figura 6 

-r 0.5 1.0 2.0 

R 0.4 0.8 0.4 0.8 0.4 0.8 

s = o T* = max 1.0 1.0 l.O 1.0 1.0 1.0 

f, = l.O 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

s = -1 T* -max 1.0 l.O 1.0 1.0 1.10 1.35 

f, = 1.0 1.0 l.O l.O 0.75 0.65 

• s = 4 1'* = max 1.0 1.0 l.Ol 1.16 l. 58 2.26 

f; = 1.0 1.0 0.9 0.7 0.6 0.55 

s = -4 T* max = 1.04 1.29 1.45 2.07 3.38 5.31 

i; = 0.8 o. 65 0.65 0.6 0.55 o.s 

s = 5 T* = max 1.0 1.07 1.14 1.52 2.33 3.58 

f; = l.O 0.75 0.7 0.6 0.55 0.55 

s ~ lO T* rnax = l.O 2.47 2.56 5.12 8.94 15.76 

f, = 1.0 0.55 0.5 0.5 0.45 0.5 

-
s = -10 ~·· = rnax 1.37 3.51 3.76 7.48 l3. 30 23.37 

f, = 0.5 0.5 0.45 o.s 0.45 0.5 

-

s - -15 1'* = rnax l.O 5. 4 5 4.63 l3. 85 24.94 47.50 

é l.O 0.45 0.35 0.5 0.4 0.5 
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3.3 - 29 Caso 

Neste caso, supomos que o rU.sco infPrior, situado 

no plano z =' O , ser~ mantido a uma teD,peratura con;:;tanl:~ 'T' = T
1 

e 

o di:::;co superior, no plano z = d, permanecerE. térrnicamente isolado. 

Isto é, 

T = Tl para z = o e 
3T = o na r a az z = d • (3"29 I 

Assumiremos que a solucão na r a a temperatura nes-

te problema -ser a como no caso 1' 

submetidas aqora às condiçÕes de contorno, 

T*(O) = O 

e (3-30) 

T* I (1) = o . 
' J 

Os con-juntos de ecruaçnes a serem rPsoJvidas c-tqui, 

serao os mesmos da seção (.1.1), conjuntos(3-ld.) (3-IS), sujeitas 

.. ls seguintes condirÕes de contr)rno: 

Tn(OI = o 1" !1) n· "" o para n> o 
e (3-31) 

Tn(O) = o T~ (l) = o na r a n> o 

Obtém-se então como soluções rara as equac:;oe.s de 

tJrdens menores ou irruais a dois, as exnressÕes 
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E o 2 ? 
~ 2 (1-s) (?.s - Ç) (3-32) 

e 

1 
~ 

3 Eo (1-s)?.( (3-33) 

su~jcitas às se'Juintes co!1dic0es de contorno: 

T 
0 

(O) - T 0 ( 1 l ~ n 

(3-3A) 

T 
0 

(O) ~ TO ( 1) ~ o . 

-Resulta entao que as soluções de ordem um sao: 

(3-35) 

e 

(3-36) 

submetidas às condiçÕes de contorno 

''\iül ~ Tilll ~o 
e (3-37) 

'i\ (O) ~ Tl (l) ~O. 

Dessrt forma, pnra as cquayoes de ordem dois , as 

soluqÕes o:Jtidas se escrevem como: 

'f, (Ç I E 8 + 7 .n ' 4 é3 él e 1 E + e3r + e 4 p-- + e 5 F + e6 

+ e7 
.2 
t -1· 
' e8 [ 

' 
(3-38) 
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T 2 (é) 
- I 0 9 H 

f4S7+ F ,fi f!SF,s " f J C, + _f2[, + c ' + + J 'o ... 5'-> + 

+ r r 4 
~7' + c r 3 

-s, + f 9r (3-39) 

onde oS coeficientes e i e fi, (i = 1,9), são dados no api~ndice i\. 

-1\s equaçoes (3-38) e (3-39) satisfazem as sequin-

tes condições de contorno: 
• 

T 
2 

(O) ~ T2 111 ~ o 

e (3-40) 

T 2 (0) ~ T2 111 ~ o 

Substituindo as snlur;Ões de ordens zero, um e 

-dois na expressao (3-13), temos 

- I Ec; (l 2( 0 r2) 2 [ r8 ,7+ _6 TU,:= -
2
- -s) c. I;-, +R e 1 ,+e2 -, e 1 r-, 

(3-41) 

e 

l (l-s)
2 G r.]-

2 

4] + R2 ~lslo+ 9 
T lU ~ 

3 E:J 2f; + f 2 F, 

+ 8 
f 3 r, + 

7 
f41; + 

6 fsr, + 
5 f 6 r, + f7[, 

4 
+ fsi;J+ fgi'J. (3-42) 

Loqo, a equaçao para a temperatura 1'* equaçao 

(3-6) neste 29 Caso torna-se 



'r*(r,F,) 

f' 
+ f ' ' 3 ,, + 
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3-4, DISCUSSÃO DOS RESULTADOS. 

Nas figuras 7,8,9 têm-se as curvas da temperatura, 

T*, para diferentes valores de r , R= 0.4, 0.8, com o disco supe -

rior girando com diversas velocidades e termicamente isolado. o dis 

co inferior gira com velocidade angular constante. são fixados os 

valores dos números de Prandtl e Eckert. 

A Fig. 7 mostra o comportamento de T* em função de 

o 
~ para r= 0.5, 9 = 26.5 , E= 0.3 e a= 0.5. Aumentando-se o mó-

dulo da velocidade angular \sn\, obtém-se a temperatura crescente , 

sendo acentuado esse crescimento com o aumento do número de Reynolds. 

Para s = -4, isto é, quando o disco superior gira 

quatro vezes mais rápido que o disco inferior, porém em sentido con 

trãrio, nota-se que para ambos os valores de R, 0.4 e 0.8, o cresc~ 

menta de T* é bastante pronunciado se comparado com os outros valo-

res de s. 



47 

Na figura 8, para r = 1.0 e portanto, 8 

observa-se o tipo de comportamento semelhante para T*, isto e, o 

crescimento de T* depende do aumento do módulo da velocidade angu

lar do disco superior. Esse crescimento é mais rápido à medida que 

aumenta-se o numero d~ Reynolds. 

A Fig. 9 apresenta as curvas de T* para r = 2.0, 

0 = 63°. vê-se com esse aumento um tipo de comportamento similar, 

ou seja, variando-se o valor de r, obtém-se a temperatura sempre 

crescente. Nota-se que os máximos de T* assumem valores maiores pa

ra os diversos módulos da velocidade angular do disco superior. 

A seguir é mostrada uma tabela que fornece todos 

os dados obtidos oara os máximos de T* para diversos valores de s e 

R. Tem-se mais dados sobre comportamento de T* em função de ~ para 

s = 5.0, 10.0, -7.0 1 -8.75. Note que com o aumento do módulo de s, 

T* diminui em relação a 

s = -8.87, R= 0.8. 

, chegando a obter o valor nulo para 



r 

R 

s - o 

s = -1 

s = 4 

! --

s = -4 

s = 5 

s = lO 
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TABELA III 

Figura 7 Figura 8 

0.5 1.0 I 
I 

0.4 0.8 o. 4 

0.21 0.44 I 

' 

I 
I 

___ ,_ --

I I 
0.8 

I i 5.22 
i 
i 

0.8 0.4 

1.4 l. 62 

--- ____ J __ 
I 

I 
i o. 4 

I - -- -------1----~ ------1 -----
! 

1.97 I 
------1 

I 

0.65 0.66 1.09 2.87 6.41 I 

i i· -----------··-·---- --- I ... ,.,. _______ ------------------r·--

t -'~ -7 --t 1-.6-~-- __ 2_. 0-8--+-----2 .94--

. 3.65 I 3.85 5.13 5.54 

4.94 8.29 

~-i-----
11.04 12.32 

·----+------l------- -------

2.38 2.64 3.45 4.22 7. 72 

--+- ------ ----~---- .. --- ---t -- --- ---·--·-·-·· 
I 

I 11.94 12 . 8 3 15 . 20 12.23 



3.'2· 

• 1-

1.6 

0.3 

--+-+ $:: 

----$•-



3.3 

• .... 

-------·----

-·-S=-4 

- • 4 -+--+ s 
-s=-' 

---S= O 

---



I 

I : 
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'_,] 

a e 
1
v.v• 

7.5 

• 
f-

6.0 

15 

--s·-4 
--+---1 - S• 4 

---s·--1 



52 

As figuras 10, 11, 12 representam as curvas da 

temoeratura, T* para diversos valores de r, R, s. Elas diferem das 

figuras anteriores na variação do oroduto uE, isto é, aE ~ 0.21, en 

quanto que anteriormente, aE 0.15. 

Os números de Prandtl e Eckert assumem os valores, 

0.7 e 0.3 respectivamente. 

Pode-se dizer que aumentando-se o numero de Pran

dtl e diminuindo-se o valor de E, os perfis obtidos para a distri -

buição de tem~eratura são bem similares aos das figuras 7, 8, 9. Is 

so pode ser visto pelcts curvas traçadas de T* em função de Ç nas fi 

guras e na Tabela IV onde têm-se os máximos de T* para diferentes va 

lares de s inclusive alguns outros resultados relativos ao máximos 

de T* que não foram ~lotados. 

• 



TABELA IV 

I 
Figura lO Figura 11 

1.0 

I 
0.4 

I 
s = o 0.3 0.61 0.7 

----··------+--··-·· ....... - ... . 

s = -1 i, 0.9 1.21 1.53 

s = 4 1.92 2.25 2.91 

0.8 

1. 95 

2.77 

4.11 
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__ 2_._o -~-----~ 
i .1 

0.4 
1 

0.8 I 
2.27 

4.03 

6.91 

: 
7.30 J 
8.98 

11.57 

I 
! 

i 
i 

.---+----·~----1--- -·-- --······-· -------- ···- .... 
1 
I 

s ~ -4 I 5.12 5.32 7.18 

---!--·······~-+--

s = 5 3.33 3.69 4.83 

---· ---------- ..... . 

s = 10 16.65 17.71 21.14 

7. 74 

5.88 

16.52 

\-----··-+---~--- --+-- -----···-·· 
s ~ -7L- -1~:~5-- _13 .17 i _16.8~ _ ~-3~-7~-

19.21 19.46 23.88 15.67 

------'-------L ____ -----··--------· 

15.44 17 .15 

10.79 14.62 

i -I 
' 

39.08 

32.60 

11.77 I 
I 

I 

I ! . 
• 

I 16.19 I 
I 

42.54 0.49 
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CAPITULO IV 

TRANSFERENCIA DE CALOR EM DISCOS COM A APLICAÇÃO 

DE FORÇAS EXTERNAS 

4.1 - Introdução 

Consideremos neste capítulo, o problema da trans-

ferência de calor no escoamento entre dois discos quando aplica-se 

externamente, um campo magnético constante, H0 , numa direção per

pendicular aos discos. o disco superior mantém-se parado, s = O , 

e o disco inferior gira com uma velocidade constante sn. 

Para tal problema, utilizamos as equar;oes 

r.taxwell, para o estado estacionário juntamente com as equaçoes do 

movimento onde foram introduzidas as contribuições devido ã força 

de Lorentz. 

Consideremos agora, a equaçao do movimento (l-20J 

escrita na forma vetorial, isto é, 

pu:+ CV.VI v] 2 
:=: - 'Vp + )1 'V " + (4-l I 

onde f representa a força eletromagnética dada por 

sendo 

j a densidade de corrente 

• 



e 

onde 

~ 

B o campo de indução magnética. 

j ~ r 
o 

Fazendo-se uso da lei de Ohm, 

-~ + + 
E+Vxl') 

To é a condutividade , 

E, o campo elétrico, 

-a equaçao {4-2) torna-se 

1 ~ •o (E+ v x ÊJ x s . 

-
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(4-2) 

( 4-3) 

Utilizando as equaçoes de Maxwell e escrevendo-se 

i'i ~ 
~ 

flo H, eliminamos o campo elétrico E, da equaçao (4-4) e esta 

eguaçao pode ser expressa da seguinte forma 

2 
~ + + + 
< ~ T O~O ( V X I! ) X H (4-5) 

onde 

~O representa a permeabilidade magnética 

e 

·H o campo magnético ~ 

Substituindo a equaçao (4-5) na equaçao do movi-

menta (4-l), ternos 

[
a v 

p ãt + (4-6 I 

-Escr12vemos agora a equaçao (4-6) em coordeliadas 
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+ 
cilíndricas polares usando as componentes da velocidade,V, corno de 

finidas no capítulo I, isto é, u,v,w, nas direções crescentes de 

r, O, z, respectivamente. A saber, 

G au + w 
au ~2] p -- ;rz ar 

[a2u a2u 
- ~2] 

2 ~ 1 au -2 ( 4-7) = + ~- + rã"r + 
az2 -uo To u H o ar ar2 

L av + w a v 
+ 

uv J p u- ai -ar r 

2 
a2v ~3 v + 1 a v L] 2 -2 = r ar + az 2 -

- ~orov !l ' ar2 r2 o 
( 4-8) 

p úw ar + w aw J az 

- ~ -- az (4-9) 

As condições de contorno para o problema s5.o: 

u = o v = rD w::z:::O emz=O, 

I 4-10) 

u = o w=O emz=d. 

Para resolver as equaçoes (4-7), (4-8) e (4-9) ju~ 

tamente com as condiçÕes de contorno (4-10) vamos utilizar as trans 

formaC'(,es De variáveis como definicl.us anterior.fllente: 

• 
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u ~ rnF (~) 

v ~ r>JG(f;) (4-11) 

w = dnH(U 

onde 

ç z - d (4-12) 

Derivando-se as expressoes acima, (4-11) em rela-

çao a r, S e substituindo-as nas equações (4-7), (4-8) e (4-9), ob•· 

temos 

p [rQF(f;),(QG(Ç))+ WH(f;)).(rQG'(f;)) 

+ (QF(f;)), (rDG(é)]~ ~ [~n G(l;) 

+ l 
d2 

r G'' (f,) - ~ QG(f;~ -

ou ainda, 

pn [H' (f;~G(f; 

---
\J 

·~ G" (Ç) - (4-13) 
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Vamos agora, os parâmetros a.dmensionais, 

-numero de Reynolds, R 

introduzir 

p~d2 
~ -- e 

~ ' 

- T 0 
o numero de Hartmann, fJl = dJJ

0
H

0 
-

P 11 

na equctçao acima, tendo-se então a equação escrita da seguinte for-

1na: 

(4-14) 

-Das equaçoGs (4-7) e (4-9), temos 

p GDF(i;) . i:F(~) + (DH(F) .(rDF' (0 + r~ 2 c 2 ct] 

-Derivando-se ambos os lados da equz1çao acima em re 

!ação a ~. e usando-se (2-7), temos 

2[-H'"(/;) !!(/;) pD -

ou ainda, 

u0. 
=--::z 

d 

Dl!" (0 
+ 2 

[ -H"'_(~)Il(F,) - 2G(S)G' (i;~ 
. 2 -2 

H'v(S) "otllO 
2 + --rfio- H" (i;) 
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é finalmcnt:e, 

RH"' (~) H(Ç) + 4G(é) G' (f;}- H
2

H" (I;) ~ 0. (4-15) 

Temos,portanto, um conjunto de duas equaçoes (4-14) 

(4-15) para ser resolvido com as seguintes condições de contorno; 

G (O) ~ O 

H(O) ~ O 

H'(O)~O 

G (li ~ l 

H(l) ~ 1 

H'(l)~l 

(4-16) 

Este problema foi pesquisado e concluido recenteme~ 

te por BHA'l'NAGAR (112} para distribuição de velocidade em escoamentos 

de fluidos viscoelásticos entre discos. Para a solução das equaçoes 

(4-14), (4-15) utilizou-se o método regular de perturbaç~o. A seguir 

temos as soluções de ordens de aproximação zero, um e do.is Para as 

funções G e I-I , 

I 4-17 I 
2 

R Hz (é) 

onde 

l 
G o (f,) ~ sanh M scnh (MO ' 
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senh H 
l 

senh(Mi;) , 

G
2 

(f;) ~ P
1 

(cosh (Mi;) - 1) + P2 senh (MI;) 

+ P
3

1; cosh(MI;) + P4 (2cl; + Ds 2 J senh (Msl 

+ P
5 

senh (3M!;) , 

e 

C + DI; + cosh (MI;) + senh (MI;) + a 0 senh (2M!;), 

Os coeficientes A,B,C,D, a 0 , b 0e P1 ,i = 1,4, es -

tão dados no Apêndice C. 

Passemos agora à resolução da equaçao da energia, 

equaçao (3-2), para o problema atual de transferência de calor. 

4-2 - l'i' CASO 

Nesta seção- vamos obter a solução da equação para 

distribuição de temperatura, 

' 
( 3-6) 



64 

quando submetida as ser_1uintes condições de contorno 

T* (0) ~ o 1 
e 

1 
(3-7) 

T* ( l) ~ l. 

Fazendo-se uso do conjunto de soluçÕes (4-17), pa

ra as funções G e H, resolvemos as equaçoes (3-14) e (3-15), sujei

tas as condições de contorno (3-16) .. 

onde 

Do conjunto de equações (3-14), temos 

2 2 
= -Ea K 

+ ( Y3 + Y4s+ Y5 r, 2 
}cosh (MF,) 

+ ( Y6 + Y7 t. ) • senh (2Hf;;) 

(4-20) 

(4-21) 

(4-22) 



- Eo [:13 senh (2M') + Y14 cosh(2M') 

+ Y15 cosh (4M") + Aa0 {~ sen(3M') + sen(M' 

+ Ba0 (i cosh (3~11:;) - cosh(M~)) + Y 16 ~ 2 J 

IrY17 + Y18r.). senh (2MF,) - Ea 

+ 019 + Y2o + Y 21 r;
2). cosh (2M!;) 

+ N2 (P4D 4 p D 3 
+ y22 cosh ( 4Mf;) 12f; + 4 F; -3-

+ 
K12 

F; 2) J + Kl4f; + Kl5 -2-

e para o conjunto de equaçoes (3-15)' obtemos 

onde 

65 

(4-23) 

(4-24) 



-E o 
~-i 

M 

+ A
6 

cosh (3Mf;) + 

66 

fiJ-2F.) 

A7 cosh ( 4Mf;) + A8 é
2 

+ A9 f;~ 

+ + A11 f; + A
12 

r;2 
+ A

13 
r; 3J. senh (MS) 

+ (Al4 + hlS r; + Al6 r; 
2 

+hl7r;3). senh (2Mf;) 

+ ( AlB +F<.19 s+ A20 f; 
2 

+ A21 <:
3

) . cosh eM <1 

+ (A22 2 ) + A23 S + A24" cosh { 2~t () 

+ A
25 

senh (3M!;) + A
26 

cosh (3M!;) 
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(4-27) 

As soluções acima das equaçoes (4-20) e(4-24) 

satisfazem as seguintes condições de contorno: 

T(O) = T(l) =o 

e (4-28) 

T(O) , T(l) = 1 • 

Os coeficientes que aparecem nas soluções des-

tas equaçÕes, K, L, N, P, Q, Yi, Ki e A1 ,i = 1,37, estão dados no 

apêndice C. 
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4.3 -ANALISE DOS RESULTADOS. 

Na Fig. 13 é mostrado o comportamento da tem-

peratura T* em função de Ç,~ z = d , quando o disco superior (z = d) 

está parado (s = 0) e o disco inferior (z = 0) giru com uma veloci 

dade angular constante, Q sendo fixados os valores dos números de 

Reynolds, R = 0.8, Hartmann, M = 1.0 e r, r = ~ , para diversos va 

iores dos números de Prandtl e Eckert. 

Tem-se nessa figura, r = 2.0 , isto e, 8 

a= 0.5, 0.6, 0.8, 1.0 e E= 0.3, 0.7. 

Nota-se que pura um produto maior de aE, a tem-~ 

peratura, T*, é sempre crescente • Verifica-se que para um produto 

de aE < O. 56, o máximo de T* é obtido em ~ ::o l. O, isto e, sobre o 

disco superior. 

Na figura 14, vê-se que para um aumento do nu-

mero de Hartrnann, M = 5.0, a temperatura, T* cresce mais rapidarnen-

te com o produto aE. Observa-se , nessa figura que somente para 

aE i. 0.15, o máximo de T* assume o valor unitário. Para os denais 

valores de aE, os máximos de T* se deslocam para o entorno do ponto 

~ = 0.85, ou seja, a temperatura T* para ct= l.O,Ea = .0.1 atinge o 

valor aproximado 1.3 em ~ = 0.85. 

Na Fig. 15 , sao fixados os valores nara P_=O. 8 

M = 1.0, . - 0 r = s.o, lsto e, e = 78,5 . Nota -se que para um valor 
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maior de r f o ntâximo de T* e sempre maior que a unidade pp.ra qua_l 

quer variação d.o prod1.1t:.o aE, ou seja, os máximos Cle T* 0uando 

':"E O .15 são obtidos na distância médiu. entre os dois discos. 

Vê-se que para um , produto maior de OE 

temperatura de T* e sempre crescente. 

Na Fig. 16, há apenas um aumento do numero 

de Hartmann, M:=S.O,e nota-se que os máximos da temperatura, T* são 

obtidos em torno de S ~0.8 formando-se portanto, uma camada térmi 

ca próxima ao disco superior, ApÓs estes pontos máximos, verifi-:-

ca-se que a temperatura, T* , desce rápidamente até atingir o va-

lar unitário, para todos os produtos de oE. 

Nessa figura, todos os máximos de T* assumem 

valores maiores bastante pronunciado para a.temperatura. 

Na Pig. 17, tem-se um aumento de r = 10.01 

isto -e' 
o 

9 = d4. 2 sendo fixados os valores para R = O. 8, M -- l. o . 

Vê-se;: que para esse valor de r, os rnáx.j.:mos 

de T* se deslocam para a meia distância entre os discos :oara o 

respectivo valor de M = 1.0. 

f interessante de se notar que a medida que 

-aumentamos o numero de Hartmann, H.= 5, Fig4 18, para um mesmo r, 

r = 10.0, os pontos máximos de T* são obtidos no entorno de ~=0.8 

par~ qualquer varia~ão de cE. 

Concluimos que para um maior valor de r, a 

-temperatura e sempre crescente, para os diversos produtos de aE se 
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acentuando para um valor maior de aE. Para pequenos valores do nú 

mero de Hartmann, figuras 13, 15, 17, os máximos de T* são obtidos 

na meia distância entre os discos e para um valor maior de M, fig~ 

ras, 14, 16, 18, os máximos de T* se sao deslocados em direção ao 

disco superior. 

A seguir é mostrada uma tabela onde compara·· 

mos os pontos máximos de T* para diversos valores do produto aE. 

l 

• 



TABELA V 

Pig. 13, 14 Pig. 15,16 Fiq. 17,18 
-

- 2.0 5.0 10.0 r 
-

H 1.0 5.0 1.0 5.0 1.0 5.0 
-

or,o~O.l5 T* ~ 1.0 1.0 1.13 l. 44 2.4 3. 3 max 
f; ~ 1.0 1.0 0.8 0.85 0.6 0.8 

... 

rrE=O.l8 T* max 
~ 1.0 1. 01 1.20 1.56 2.8 3.8 

t; ~ l.O 0.95 0.75 0.85 0.6 0.8 

·-
aE~0.24 T* max 

~ 1.0 l. 03 1. 36 1.80 3.5 4.8 

t; ~ 1.0 0.95 0.7 0.8 0.6 0.8 

OE~0.30 T* max 
~ 1.0 l. 06 1. 53 2.06 4.21 5.8 

t; ~ l.O 0.95 0.65 0.8 0.55 0.8 

- . -
0E~0.35 ·r• ~ 1.0 l. 09 l. 67 2.27 4.83 6.63 max 

E; ~ 1.0 0.9 o. 65 0,8 0,55 0.8 

~ 

OE~0.42 T* max 
~ 1.0 1.13 l. 88 2.56 5. 6 8 7.80 

f; 1.0 0.9 0.65 0.8 0.55 ' 0.8 -

-· 
• E~ O. 56 T* ~ 1. OQ l. 22 2.30 3.15 7.4 10.2 max 

f; ~ 0,9 0.85 0.6 0.8 0.55 0.8 

- ·-
oE~0.70 

, .. 
~ 1.06 1.31 2.73 3.74 9.11 12.5 max 

E; ~ 0.85 0.85 0.6 0.8 0.55 o. 75 
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4.4 - 29 CASO 

Vamos resolver a equaçao para distribuição de Tem

peratura quando o disco superior, além de parado (s=O), permanece 

termicamente isolado. 

A solução sera da forma da equaçao (3-6) sujeita 

agora as condições de contorno: 

T*(O)=O 

e 

T*' ( 1) = O 

Temos as soluções (4-20) e (4-24) para T e T, a me 

nos das constantes de integração que serão mudadas nas equaçoes de 

ordens de aproximação zero, um e dois. Os coeficientes éllterados 

- - -são N, K
14

, P e K
16 

nas equações (4-21), (4-23), (4-25), (4-27) 

respectivamente. 

Esses novos coeficientes estão dados no apêndice c. 

4.5 - DISCUSSAO DOS RESULTADOS. 

-Nas Figuras 19,21 e 23 e mostrado ·O cornoartamento 

da temperatura, T* em função de S, Ç = ~ 

de rr e dos números de Hartmann e Eckert. 

para diversos -valores 

• 



• 
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Convér:~ lembrar que nesse caso analisamos a variacão 

de l'* q:uando o disco superior (z :.:: d) , mantém-se parado (S = 0) é 

termicamente isolado. O disco inferior gira. com urna velocidade ang:t~ 

lar constante, n. 

Na Fig. 19 têm-se as curvas de T* para r = 0.5 

o 
8 = 26.5 , E= 0.3, M = 0.5 para diferentes valores de o e R. No-

ta-se que a temperatura é sempre crescente com o aumento do número 

~e Prandtl e Reynolds, sendo ainda mais acentuado esse crescimen~ 

to quando o número de Reynolds assume um valor maior, isto é, R= 

o. 8 • 

A distribuição de temperatura admite um comportame~ 

to linear proporcional a distância ~. ~ = ~ • vê-se que o máxim0 

de T* para a= 1.0 e R- 0.8 assume aproximadamente o valor 3.5 x 

10
3

• 

A Fig. 21 mostra a variação de T* para r = 5.0, is 

n -to e, e ~ 78.5 eM= o.s. Verifica-se que o comportamento de T* 

é bastante sirnilar 1 ou seja, ã medida que aumenta-se o número de 

Prandtl, tem-se a temperat-ura crescente, sendo mais pronunciado es 

se crescimento com o aumento do número de Reynolds. 

Na Fig. 23 observa-se que para r= 10.0, O = 84° a 

distribuição de temperatura é semelhante aos comportamentos anter~ 

ormente obtidos pelas curvas de T* traçadas para os diversos val~ 

res dos numeras de Prandtl e Reynolds. Pode-se dizer que para es-

se valor de r , o máximo de T* atinge aproximadamente 3.6 X lO] 
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'J,lra 0 = 1.0 1 R'"' 0.8, 

Nas Fig. 20,22,24, têm~se as curvas de T* para di-

versos valores dos números de Prandtl, Reynolds e r mantendo-se fi 

xos os numeres de Hartmann, M = 1.0 e Eckert, E o. 3. 

Na Figura 20, é mostrado o comportamento de T* pa-
o 

ra r= 0.5, e = 26.5 , M = 1.0. Aumentando-se o valor de M, nota-

se que a temperatura diminui em função de ~ para os diferentes va-

leres de a e R. No entanto, a temperatura e crescente, tendo seu 

crescimento mais acentuado para um maior valor do número de Rey-

nolds. O valor máximo de T* para a = 1.0 e R = 0.8 é obtido apro-

ximadamente 1.6 x 10. 
o 

Na Fig. 22, tem-se r = 5.0 e portanto e = 78.5 • 

O comportamento de 'I'* para o valor fixo do número 

de Hartmann , M = 1.0, é semelhante, isto é, à medida que aumenta-

mos os valores de rr e R, a temperatura diminui em função de E;, ob

tendo-se entretanto o máximo de T* aproximadamente 2.2 x lO, para 

cr = 1.0 e R = 0.8. A temperatura T* tem um crescimento mais acen-

tuado que na Fig. 20, mas se comparada com a Fig.21, vê-se um de -

crescimo de T* bastante acentuado em função de Ç. 

Na Fig.24, para r o 
= r o. o, e = 84 verifica-se que 

a distribuição de temperatura perde seu caráter retilineo em al~ 

mas curvas traçadas de T* para valores dos números de Prandtl e 

Reynolds. Observa-se que o máximo de T* para a= 1.0 e R= 0.8 a

tinge aproximadamente o valor 3.8 x 10. o crescimento de1 T* e 

' 
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bastahte t?ronunciado, emboro. a temDeratura diminua quando oomparacl2 

com a fig.23. 

Pode-se concluir que para M = 0.5, o cresci1'1en+-o 

de T* é mais pronunciado em função de ç:, enquanto que aumentando-se 

o valor de M, M:::: 1.0 vê-se que a temperatura cresce menos acentua 

damente em relação a~-
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LEGENDA 

Fig.l - Curvas de T* para 

a= 0.5 E = 0.3 ' r = 0.5 ' R = 0.4, 0.8 

Fig.2 - Curvas de T* para 

O= 0.5 ' E = 0.3 r = 1.0 ' R = o . 4 , 0.8 

Fig.3 - Curvas de T* para 

0= 0.5 E = 0.3 r = 2.0 ' R = o .4, 0.8 

Fig. 4 - Curvas de T* para 

a= 0.3 E = 0.7 r = 0.5 R = 0.4, 0.8 
' ' 

Fig.5 - Curvas de T* paru 

a= 0.3 E = 0.7 r = 1.0 R = 0.4, 0.8 ' ' 
Fig.6 - CUrvas de T* para 

o ' 0.3 ' E = 0.7 ' r = 2.0 ' R = 0.4, 0.8 

Fig.7 - Curvas de T* para 

a= 0.5 E = 0.3 ' r = 0.5 ' R = o o 4 1 0.8 

Fig ;8 - curvas de T* pãra 

a= 0.5 ' E = 0.3 r = 1.0 ' R = o o 4 1 0.8 

Fig.9 - Curvas de T* para 

a= 0.5 E = 0.3 r = 2.0 ' R = o. 4, 0.8 

Fig .lO - Curvas de T* para 

a = 0.3 E ~ 0.7 r = 0.5 R = o. 4, 0.8 
' ' 

Fig.ll - Curvas de T* para 

a= 0.3 ' 
E = 0.7 r = 1.0 ' R = o. 4 , 0.8 
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Fig.l:! - Curvas de T* para 

o= 0.3 E = 0.7 r = 2.0 ' R = 0.4, 0.8 

Fig. l3 - Curvas de T* para 

M = l.O ' 
r = 2.0 ' 

R = 0.8 ' E = 0.3, 0.7 

Fig .14 - Curvas de T* para 

-M = 5.0 r = 2.0 ' 
R = 0.8 ' E = 0.3, 0.7 

Fig.l5 - Curvas de T* para 

-M = l.O r = 5.0 ' R = 0.8 ' E = 0.3, 0.7 

Fig.l6 - Curvas de T* para 

-M = 5.0 r = 5.0 ' R = 0.8 ' E = o . 3 , 0.7 

Fig.l7 - Curvas de T* para 

M = l.O r = 10.0 ' R = 0.8 ' 
E = o. 3 t 0.7 

Fig .18 - Curvas de T* para 

-M = 5.0 ' 
r = 10.0 ' R = 0.8 E = o . 3, 0.7 ' 

Fig,l9 - Curvas de T* para 

M = o.s ' r = 0.5 ' 
E = 0,3 

' R = 0.4, 0.8 

Fig. 20 - Curvas de T* para 

M = l.O ' r = 0.5 ' E = 0.3 ' R = 0.4, 0.8 

Fig.2l - Curvas de T* para 

M = 0.5 r = 5.0 ' 
E = 0.3 ' R = o . 4 , 0.8 

Fig,22 - Curvas de T* para 

M = l.O ' 
r = 5.0 ' 

E = 0.3 ' R = o . 4 , 0.8 

Fig. 23 - Curvas de T* para 

M = 0.5 r = lO .O ' 
E = 0.3 ' R = o . 4 , 0.6 

Fig. 24 - Curvas de T* para 

M = l.O r - 10.0 ' ' 
E = 0.3 ' R = o. 4, 0.6 
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APÊNDICE A 

DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO PARA A TEMPERATURA 

R 
[-

-r H'
2
(() qT* oT* J 
~ + H(i;) ar 

• 

(}\-1) 

Consideremos a equaçao da temneratura, (3-2) 

dT oTJ +u-+w-ar dZ 
~ ( 3-2) 

onde 

~ ~ 2 {(;i)\ (n\ H:f} 
+ o~-~) 

2 +oi r+(~; +:i) 2 

Vamos utilizar a seguinte transformação de variá 

vel 

T* = ( A-2) 



ou u.indo, 

e 

u == - r 

Consideremos as sequintes transformac;Ões: 

nH'(f;) 
" 2 

w = d~ H(i;) 

z 
f; = d 

9l 

( p.-3) 

(A-4) 

(A-5) 

Derivando-s~ as relaçÕes (A-3) e (A-4) em relacão 

a r e Ç e substituindo-as juntamente com a exnressão (A-S) na egua-

-çao (3-2) , obtemos 

pc 
p 

H'(!;)~ 
2 I 

= K ~T 2 -T 1 ) ;:~• + ~ (T2-T1) ;~• + ~ 2 ('l'2-T1) 

+ P{2 ~~H;(f;~2+ (-QH;.(Ç02+ ~0H'(<)) 2 

~ [roc• <sJ} l [-r ~H'' 10]2 

+ 2 2 + 
d 

(A-6) 



oU ainda, 

H' (i:) 3T* + !!(F) T*] 
2 ar , ar, 

!_ 3T* + ___! a
2

T* J 
r Tr d2 a< 2 

Introduzindo-se a variável adimensional 

equaçao (A-7) , temos 

(
T -T\.-, [-rH'(f,) (d) 

pcp 2 ~' 2d 

~ltiplicando ambos os lados ~a equa~ao (A-8) por 

obtemos: 

92 

( A-7) 

- r 
r = d na 
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(}\-9) 

2 
Substituindo os -numeres de Reynolds, (R ~ d pQ) 

\l c 
Prandtl,( cr= ~ 

K 

Q2d2 
, e Eckert, (E = "--"'-=--) 

c (T2 -Tl) p 
teremos a equaçao (A-l) deduzida. 

, na equação (A-9), 



'11 ( 

c 

G2 

e 

APÊNDICE E 

COEFICIENTES REFERENTES ÂS SOLUÇÕES DAS 

EQUAÇÕES DOS CAPÍTULOS II F. III 

Coeficientes a. (i=l,4) referentes 
l ' 

2-19}, 

al = (1-sl 2 

30 

a2 = s(1-sl 
6 

a3 = 1 
3D (1-sl (7s + 31 

1 ( 1-s I (3s+21 a4 = 3õ . 

94 

a função 

Coeficientes bi (i = 1 1 6) 1 referentes a funcão 

(2-211, 

b1 
-1 3 

= 315 (1-s I 

b2 
-1 2 

= 45 s (1-s) , 

b3 
1 (1-sl (-17s 2+ 4s + 3 I = 

300 ' 

b4 
-1 (1-sl (-12s 2 4s 11 = 180 

- + ' 
- 1 

b5 90 .o; (1-s) ( 3s + 2 I ' 



{3-27): 

1 ? 
bG - roo {1-s) (27s- + lGs ·· f3). 

Coeficientes c. (i= 1,8),referentes 
' 

c 1 - E<J [ ~-(1-s) 2
a - 100 a

2 
- 14 {1-s) b J 56 2 1 1 l 

c2 
- + 42 

I 
2{1-s) b 0 ' 

J 

6{1-s) hs] 

c7l 
+-z-j 

95 

. -
i1 equaçao 

• 

Coeficientes d. 
1 

(i = 1 ,9}, referentes à equaqao 
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d1 
1 

(g 1 h1 4 ) ~ - -
90 cl 

2 2 Ea 
onde g1 ~ -3- (1-s) a1 

h1 75EO 2 
e ~ a1 

d2 
1 - h 4 ) = n<9 2 -

2 c2 

onde '!2 ~ Ea
2 2@2 (1-s) 3 - a8 

e h2 = 120 Ea a
1

a 2 ; 

d3 ~ 
1 

56 (g3 - h3 - 4 
c3 

) ' 

onde g3 = E a 2 2G3 a9 (1-s) 3 - 2 

e h3 = E a (48ai + 90 a 1a 3 ) ; 

onde + 

e 
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ds 
1 

(g 5 hs 4 ) = 3õ - -
c, 

o 

onde 
2 2 

+ 
a2 

+ qs = - Eo (1-s) a4 + 6 aa
2 

e hs = EO 2 48a2a 4 l (27a
3 + ; 

d" = 1 
(g6 h -4 ) 2õ fi Cfi ' 

onde g6 = [1 2 2 
6 Ea (1-s) + a] a3 

e h6 - 3h EO a
3

a
4 

d., 
,_ 

(g7 )17 4 ) = I2 - -
c7 ' 

onde l1 2 ? a] g7 = L"Eo (1-s)- + a4 

h7 12Eo 2 e = a4 

- -Coeficientes ei(i=l,7),referentes a equaçao 

(3-40): 
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' 

e 

[Eu a~ + 2 (l-s) b,] 

Coeficientes fi (i = 1,9) referentes à equaçao 
' 

(3-41): 



e 

f2 

f3 

f4 

f5 

f6 

f7 

~ -

~ -

1 
90 

1 
72 

l 
56 

l 
~ -42 

l 
~ -

30 

l = -2õ" 

1 
~ -

12 

l 
fl = - 6 

[h2 + 4 

G3 + 
4 

t4 + 
4 

rs + 
4 

t6 + 
4 

G7 + 4 

c2 

c3 

c4 

cs 

c6 

c7 

3. a
1

(1-s) 2 
3 

E~ 2 (l-s) 2 (j a 2 -2a~ 

2 2 ? ( -~ - EO (l-s) ') a 3 -2a~ ' 

2 2 2 Ea (l-s) (
3 a 4-2a3+ t a~ 

2 2 4 
a2] 

Ea (l-s) (-2a
4
+ 

3 

! Eo 2 (l-s) 2 
3 a3 J 

4 2 2 
a4] 3 

p,a (1-s) 
' 
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\ 
c 
' 
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APf:JDICE C 

COEFICIENTES REFERENTES ÂS SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES 

DO Cl'.PÍTULO IV 

Coeficientes referentes a eauaçao H1 , ( 4-17 l 

1 ao = --,3-=--"""2-
GM senh M 

b
0 

= M senh M + 2 (l- cosh Ml, 

100 

A r.f [1 - cosh Ml senh 2M + 2 (M cosh M - senh M) 

+ 2( senh M- M) cosh 2~, 

B 

c 

D 

ao· 2[ = bo M 2 (1-cosh 2M) (cosh M- 1)- senh M (2M- senh 2M], 

ao 
= bo 

ai) 
,..b 

o 

[< cosh M - l) senh 2M-2 (~I cosh t1- senh M) 

- 2 cosh 2M (senh M-M)J 

M [- senh t,f senh 2M+2 ( cosh r-<-1 l (l+cosh 2M] 

Coeficientes P.,(i = 1,5), referentes à equaçao 
~ ' 

U N I C t:, MP 



c
2

, ( 4-17), 

pl ~ 

p2 ~ 

p4 ~ 

e 

Ps ~ 

K ~ 

L ~ 

e 

a 
3 

H senh H 

pl 
-Senh H 

2C + D 

4senhM 

3 
4senh H 

1 
4 senh M 

ao 

( 1-cosh ,1) -
3 

+ 

4 

aOsenh 3M 
2 l6H .:;enh M 

-16M senh/'c1 

cosh M [ao- ~JJ -:--r 
senh H 

-Coefi.cientes referentes a equacao (4- 21), 

1 
senh H 

-1 

8 H
2 

J 



Coeficientes K1 , (i = 

t.es ' -a equacao ( 4- 2 3 1 

-D 
K4 = SM2 + 2a0L M , 

"s = -~ ~N - LA + ~:ti J 

+ NC - LD 

' 

IJ,l7)eY(i 
i 

-0,22) 

102 

r12-feren 



+ 
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l cosh 2~,~ + Aa
0 

Cq senh 3~1 + senh H) 

4 1 An 
,'Jf t- Ba

0 
<c-: cosh :IH - cosh M} + ---~~ senh 2H 

,, lhM-

a6H
2 

-8-

KlB -

cosh 4HJ + E-r
2

K
2 [~5 +~ 1\ 3 1\ 

M2 "-r.~ 2 M3 

2K7) 
+ (:' 

K9 aOF + a~.senh r;r ~. senh M + 4 + -2- 4 

K? _ 2~18) , 

- a~M)..cosh 

cosh M 

a
0

FM 3a0 
-2-- 16M 

2H 

f Ks o c) I --'1--.;. -- + 
\ 2 48 l? 

A 
3 

senh 3M + -~B~ 
l44H 144M3 cosh 3~ 

cosh 4H + 

P4D) 
2M 

~. senh 2M 

\ 
3DP 4 ). 

+ --2- • 
SM ; 

( P
4

C 
2 \ l1 - + 

\ 3 

cosh 2M 
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y1 Ko 
B = - 7 

y2 = -A 
4M 

y3 K6 
2K 0 3B = - -r:! - 2M3 ' 

y4 K7 
A = -
H2 ' 

Ys 
-B = '411 I 

1 ( ](; \ 
y6 = 2 + a 0N) 

y7 = 1 
( K~ + ) 4 ao 

1 ( K4 
Kq - Jao) 

Ys = 4 M 4M 

y9 = 
a

0
NN 

-2- ' 

Y1o= -
a

0
M 

-8-

Yu= 
A 

144M3 
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yl2 
B 

~ 

144M
3 

yl3 
AB 

~ 

4;7 

yl4 
K2 

~ ·--o 
4M'" 

M2 2 

yl5 
ao 

~ -8-

K 
y 16 ~ 

__ 1 _ H4a2 
2 o 

1 ( KlO p 4C ) 
yl7 ~ 2 -2- +r;~ 

yl8 
1 ( K~3 + P

4
D ) ~ 

2 

yl9 i ( Kll + 
xl3 

+ 3DP_i) 
~ 

M 
2rl

2 

y10 

P
4

C 
~ :r 

y~l 

P
4

D 
~ -2-

e 3P
5 

y:!2 
~ 

16 

Coeficientes referentes à equacão { 4- 25 ) 



Q = 

e 

p = 

(4-27), 

A1 = 

A2 = 

A3 = 

A4 = 

As = 

A6 = 

A7 = 

As = 

106 

1 

J2M4 

1 cosh 2M 1 N L 
() 48 - 2 - . 

4EaJ.l
2

K
2 

3 2114 6 

Coeficientes A.,(i = 1,37) referentes a equaçao 
l 

2A(~D - 5 a 0) ' 

llAB 

16M2 ' 

50 
(Aa 0) 8I 

2B ~o + sa0) 

e B2 3 8 + 8 +aDM---K2 ) 
o 12112 

~~ ~a 0 ) ' 

ll ( 2,,2) 
32 a0 1 

' 

3 (0~11 2 - A2 
+ 

n2 2 4) -4- 4 + u.OM 



Alo= 
-l9A 

8~1 3 

All= 4c\ 2M-

Au= 
B 
3 

A14= 
c <· 7_ 
16M 4 

A1s= l(D 4 4M + 

2 

Al6= 
a

0
NM 

2 

' 

12NB 

7 
8LA 4 4 i'~ + PB + KS -

2NA 
-y 

a
0

N + 

7a 0 
--r- + 

2 K3 
a

0
M p + 4 

2 

Kg) a 0 LM 
4 + 

12NA + 8LB + 4PA + 4K _ 
~~ M 6 

'. 

' 

' 

A -)B + 2NA 
20= M 

107 
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A2l 
A = 3 ' 

A22 
l CD ao 

- 4a LM + K -
2K9 _ syMJ = 4 4M2 - M o 4 M 

A23 
3 hNMJ = 2 ' 

A24 = _ 3a0M 

-----a-

A25 = A ( l ;r 324 + 
l\ 

n) 

A26 B ( l 1\ = M3 3"14 + 72 ) ' 

A27 
ao 

= 128M 

A28 
M 

( 4PCM
3

- a~) = 2 ' 

A29 = ~ M
4 

( PD + LC) 

A30 
M4 (no + 2Nc + K8) = 6 

A31 
M4 0o+j) = 10 

A32 
M4D = 72 
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KlO P4C 

A33 = ~4~ - M 

1\34 
Kl3 P 4P 

= ~4~ - --:·.'i 

1\35 = 
Kll 1 ~13 

+ 
SDP 4 

-4- 2rT ~T-

4M 

1\36 

CP 4 = 2 

1\37 = 
DP 4 
4 

EO = 
M2 

EO = ;1 senh M + A
2 

senh 2M + A
3 

senh 3M 

+ A4 cosh H + A
5 

cosh 2M + A6 cosh 3M + A7 cosh 4M 



-
N = 

Kl4 

110 

+ A
25 

senh 3M + A
26 

cosh 3M + A27 cosh 4M 

EaK 
[(A33 

+ A34;.senh 2M + (A35 + A36 + A3v,cosh 2M 
M2 

3P5 4 (P4C 
P

4
D 

+ K~2 )] + 64 cosh 4M + M • -r5 + 9õ 

= 

Coeficientes referentes à equa9ão ( 4- 21) 

senh 2M 
4M 

l 
2 

Coeficientes referentes a eguaçao (4- ?3) 

EciK2 
[ ~1K 6 -K 0 + MK 7 + A B ~ J .senh 2M 4 

2M 

+ ( MKS - K7 + MKO + 
B A 

A 2) .cosh 2M - 4-
2M 

2 

M 

2M 

( MK4 Kg 2 a 0M 
a 0 J + --y-- - a

0
NM - 4 -a- - 16 .senh 2M 



+E o 

+ H ( :3 + K~ + af + :o ) . cosh 2M 

+ M
2 

( K8 + ~ + ~2) J 
+ EoK [HK~l + K~ 3 + !lP 4c +GP ~D - P :,

0
) senh 2M 

+l2(MK M 10+ 

+ ~ 
4 

HP
5 

senh (4M 
r p D 

) + M2 \+ + 

senh 2M + AB cosh 2M + ãM 

u senh 3M - senh ~ 
2 3 

2M 

+ MA0 (} 

+ cosh M) 

a 0M 
+- senh 4M - 2 2a0 M4] 

2 

cosh 3M 

Coeficien·te referente a equaçao (4- i~) 

- Lenh 2M 1 N L] p e: - 3·- + I2 + 2 + 
16M 

lll 

Coefj_cientes L. (i 
l 

-- 1, 20) e K 16 referentes a equ~ 

çao (4-- 27) 

Ll = MA + A · 10 19 ' 
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' 

' 

' 

L9 = Al5 + 211A22 ' 

L lO = 2 (Al6 + MA2~ 

Lll = 3Al7 + 211A24 ' 



Ll6 

Ll7 

LlS 

e 

' 

= 2M A33 + A36 

= 2 0 A34 + A37) 

= A34 + 2M A35 

+ ( L5 + L6 + L7 + La) . senh M + ( L9 + L lO + Lll) 

. senh 2M + (L12 + L13 + L14 + L10 . cosh 2~1 

+ 3M A25 cosh 3M + 31\'I A
26 

senh 3r-1 + 4M A
27 

senh 4M 
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cosh M 



l 
+ 

2
M l\.

2 
cosh 2!'-1 + 3M A

3 
cosh 3M + M A

4 
senh M + 

+ 2M n5 senh 2M+ 3M A6 senh 3M+ 4M\A7 senh 4~ 

~~K • [ G16 + L 17) .cosh 2M+ 

L 20) .• senh 2M+ 
''~~'s 
16 senh 4M + 
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