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INTRODUCAO

0 objetive fundamental desse trabalho & discutin
e apresentar solugaes para o problema da transferéncia de calor em
um escoamento de fluidos newtonianos entre dois discos rotativos.

Para tal problema,necessitamos das equacoes que
descrevem ¢ movimento do fluido, equagaes da continuidade, de Na-
vier-Stokes e da Energia que apresentamos no Capitulo I. Temos tam-
bém nesse capitulo, uma introdugao elementar a teoria de perturba-
cdac e a técnica fundamental que utilizamos nas solugoes das equa-
goes diferencials resultantes do problema abordado. Devide a nao-
linearidade das equacoes e conseguentemente nao possuirem solucoes
aniliticas exatas, obtemos solugbes aproximadas para as equagoes
propostas. Escolhemos como parametro de perturbacaoc, o nlmero ad-
mensional de Reynolds, |R| < 1.

O Capitulo II caracteriza o problema principal des
sa pmesquisa e apresenta as solugoes para a distribuigao de velocida
de para o escoamento proposto entre os discos rotativos.

No capitulo III, analisamos o comportamento da tem
peratura para © escoamento permanente, laminar entre discos rotati-
vos submetidos a virias condigdes térmicas. Discutimes a variagao
da temperatura para diversos valores da velocidade angular do disco

superior. Podemos notar que, quando os discos giram com velocidades



angulares iguails, o sistema todo roda ccomo um corpo rigido.

Ainda nesse capitulo, temos os resultados discuti-
dos e graficamente expostos para o nroblema da transferéncia de ca-
lor entre discos na ausencia de forcgas externas.

No Capitulo 1V, apresentamos a solugao para a equa
cac da energia no escoamento entre discos rotativos guando aplica-
se um campo magnético constante numa direcao perpendicular aos dis-
CcOS.

O disco supericr, nesse casc, permanece parado e
estudamos o comportamento da temperatura para diversas condigoes de
contorno dos discos. Analisamos os dados obtidos e esbogamos os per
fis da distribuigao de temperatura.

No Apéndice A, fazemos a dedugado da eguagac da ener
gia que utilizamos nos capitulos III e IV.

E, finalmente nos Apéndices B e C, temos os coefi-
cientes relativos as solugoes obtidas para a equacac da energia, ca

pitulos ITII e IV, respectivamente.



CAPITULG T

EQUACOES GERAIS

Este capitulo introduz os conceitos  necessarios
nara a analise do movimento do fluido. Serao deduzidas agui, as e-
quacgoes basicas que permitem prever o comportamento dos fluidos.
Tais equagoes sao: da continuidade, do movimento e da energia. Pa-
ra deduzir estas equacoes serad utilizado o método do volume de con
trole.

Um volume de controle refere-se a uma regiac no
espago e € util em situagdes nas quais haja escoamento através des
ta regiao. A fronteira do volume de controle & a sunerficie de .con
trole, A forma e o tamanho do volume de controle sao arbitrarios ,
no entanto, node-se fazer com gque uma parte do seu volume coincida
com paredes sdlidas e as outras paredes sao tomadas como normais
a0 escoamento para simplificar o estudo. O volume de controle &
chamado, as vezes, de sistema aberto.

Um sistema &€ caracterizado por uma gquantidade da
massa fixa de matéria, gque difere do restante da massa para a qual
da-se o nome de "meio". A fronteira do sistema pode variar com ©

tempo desde que sua massa permaneca constante.



A titulo de visualizar melhor o que fol descrito

mostramos a variacao de um sistema num volume de controle (t),Fig.

", e no instante [(t+ AR), fig. b.
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Q sistema se ogcuna no instante (t), dos volunes

I ¢ IT e wno instante (t+At) dos volumes IT e TIT.

A seqgulr,; vamos introduzir algumas das leis bés;

cag necessirias ao estude do movimento de um fluido, apliciveis ds
situacoes Iisicas que sao descritas velas eguacoes integrais, obti

das no decorrer deste trabalho. Sao elas:

a) Lel da conservacao da massa,

k) Segunda ILei de Newton aplicada ao movimento,

¢} Lei da conservacao da energia



1.1 - Fouacao da Continuidade

Lei da conscrvacao da massa.

Fssa lei nos diz que a massa de um sistema perma

nece constante com o tempo e & representada matematicamente como:

dm -

dr — 0 ! (=1
ou ainda,

dm _ 2 — -

3t - 7E pduy  + puidAi =0 ' (1-2)

ande

m & a massa s
p a densidade volumetrica de massa

vy as componentes de velocidade

A equacac (1-2) afirma que a taxa de variacao da
massa no volume de controle mais o saldo dos fluros de massa atra
vas da sunerficie de controle, deve ser nula.

Anlicando o teorema de Gauss na equacao (1-2),te

nos



3 3
o pdu  + w—{pu,) duv = 0 (1-3)
2t Bxi i
v.C. v.C.
ou
20 v 2wl av = o . (1-4)
at Bxi i
V’G'

Como o volume & arbitrario, o integrando deve ser

nulo, isto &,

s

P, _8_ - S
=%t 5%, {pui) = 0 . (1~5)

Em se tratando de um fluido incompreemnsivel onde

densidade se mantem constante, a equagéo (1-5) torna-se

3 = -
g;z Wy = o . (1-6)

Em coordenadas cartezianas a equacac (1-6) pode

ser aescrita como

2y 22 LM = (147)

onde u, v, W, sao as commonentes de velocidade nas direcoes de x,

y e 2z, respectivamente.



1.2 -~ Eguagoes do “Movimento

A gsequnda lei de YNewton afirma aque a resultante
de todas as forcas externas cue agem num sistema & diretamente
nroporcional ao produto da massa nela aceleracao do sistema.

Em linguagem matematica,

P = m.a (1-8),
ou ainda
Du, 3
= —_— T e ' . . (1_9
EFi BT £ u, pdvy  + uipuj.dhj )
v.C 5.C

Traduzindo em nalavras, a forga resultante gue a
ge num volume de controle & iqual 3 taxa de varianao, com o tempo
da quantidade de movimanto v.c., mais o saldo dns fluxes da guan-
tidade de movimento através da superficie de controle.

Anlicando o teorema de Gauss na equacao{l-9) te-
mos ,

a(m a,) 3 g ? a )
F, = mwae—"F" = r pu, au + a1 pu, du {1-10
v.C. VaC.

nu seja ,



di{n u,} u, 3,
— i’ i ap 3 i
LFy = =3 © T uiﬁxj(puj) tougmy dve
v.C.
(1-11)

Como o volume & arhitrario e fazendo=-se uso da e-
quacio da continuidade (1-5%), a equacao (1-11) torna-se
na., au gu,
1

e 1 X
i Bt

|5t U (1-12)
L

.::‘X-
3Ry

De putra forma a forca resultante que age num sis-

tema wpode s2r escrito como

zFi = f‘ + T- . : (1_13)

onde

f1 sao as forcas externas que atuam sobre o sistema,

Tij’ o tensor de tenszao para um fluido newtoniano,
sendo

Tij = - D Sij + s Eij (1-14)
onde

p & uma pressao isoctrdpica ,
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dij’ o delta de Kronecker,
i, a viscosidade
¢ 1
3 == . 11
Pij 3 { ui,j+ ui,i} , (1-15)
o tensor de deformacao. Fste tensor é de ordem dois & simétrico
isto &,
L4
E.. = R... {1-16)
17 Ji
Conclui-se entao , da equagao {1-14) que
Lo T, 1-17
Ty Tji ( )
Substituindo a equacao (1-15) na equacao (1-14)
obtemos
- 9 Bui 'r}u_i (1-18)
P, = f, - i 4 u — — 4 ot -
‘. . A%
i i I¥ Sx] x4 Bxi
Expandindo os termos e utilizando-se a equagan

(1-6) , a equacao {1-18) torna-se,

)
3D 3
- = ) = Ay, 1-19
LF, £1 Bxi + 1 ijaxﬁ (ul) { )

Igualando-se as equagoes (1-19) e (1-12) temos,



o
i 3‘\-}- - %‘\J - et
ploee + U, o o= -in +Ll‘”i§”(u.)+ £ (1-20)
at i Ix. I, N 1 kS

Em cnordenadas cartezianas a equacao (1-20) & exnressa como:

o o
l :ulc:)[ oo
cH< Hs

aw
P13t
onde
V2 =
e
u, vV,

crescentes de

Wavier—-Stokes.

T

du Ju s | ap > _
FUFe t vED Fwes [= - spd w YTu ok £, (1-21)
L av a My ] an )
+ ums + Vﬁ% + o O i §L + qu vy o+ fy’ (1-22)
+ u.:a_}E + V?'W'* + W"‘”‘i{ = - i.r.?. + 1 v?'w 4+ f (1“23)
X v 5z oz z’
3 ‘ 3 (1-243
Tttt Ty
3 3 G4
w, sao as ~ormonentes de velocidacde nas direcgoer
¥, v, e z, resncctivamente.
As equaches (1-21),{1-22) e (1-23) sao chamadas &e



1.3 - Eauacoes da Fnerqia

A nrimeira lel da termodinamica afirma aue o calor
fornecido ac sistema menos o trahalho realizade nelo sistema, deven
de somente dos estados inicial e final do pronrio.

Em linguagem matematica,

N -W= B, -F (1-25)

Utllizando o método de volume de controle, temos,

dk B
—— TR - — (
SE ST pe, du + peu dn, . (1-26)

Na auséncia de efeitos nucleares, eletricos, magné
ticos e tensaoc superficial a energia e, (energia nor unidade de mas
sa) ,& a soma das energias notencial, cinética e interna do sistema.

Isto &,
a = gz + %; +u (1-27)

onde

gz e a enerala notencial aravitacional,

a ener~ia oinetica

|
Dy
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e u , a enardia interna assaciada ao compeortamento molecular

ou atomica.

Por outrvo lado, temos,

dg . _ . T
E e a dop = - a1, 4 F\i . (1-28)
5,0, 5.0
onde
r

i

, reoresenta o fluxo de calor wor conducao e radiacao.

0O trabalhe (W) realizado nelo sistema sobre o meio,

pode ser dividido em duas nartes: o trahalho das forgas de pressac
anlicadas nas partes mdveis da fronteira e o trabalho das forgas

das tensces de cisalhamento na superflicie.

Em termos do tensor de tensao, o trabalho w, e

dw
e u, T,.. dA. . (1-29)
at i 14 j
s.C.
Fazendo-se o balanco da eneragia total, no sistema,
v . . . - . ) » r £
incluindo-s2 as energias cinetica, notencial & aravitacional, ohteom
~s5e aue
”
2 Sedu+ e, dA a. dp, F Lo ah o+ K ‘A
o e ey, b, = - o1, A, F T C VA q o aw
it ' PR i i LT Rt j]
v.C. £.0. S.C, S.C. v.C.

{1-30)
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e

;' & a qeracao interna de calor nor unidade de volume.

Anlicando-se o teorema de lauss na equacao {1-29),

+ aq' dv o+ ggﬂ(u.T..) dv = 0. (1-31)

Substituindo-se o tensor de tensao, {1-1%), na aqua

¢ao (1-31), obtemos

3 . 3 . 3 '
X pe du + 5;:{pmui) du + §£;Iidu + ag'dv
v.C, v.C. v.C. V.C.
+ "a“(pu ydu - 2 u (puE,.)dv = 0 {1-32)
axi i DXi i id
v.C c.
ou ainda,
d, . ] P v, 9
g (pe) + s (rew) + a—f{a ) + alhs—0 puy)
i i i
v.c.

- . \ = ~33
Sxi(u'pEij} du n, (1-33)
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|
N

Como o volume & arbitrario, devemos ter:

2 3 3 i B 3 -
=g lpe) + Eﬁzfpeuil+ ﬁ;I{qi}+ a +g§1{nui} ﬁi;(”juﬁijl = 0,

(1-34)

Utilizando-se a ecquacao (1-6), a eguacao (1-34)tor

na—se

De _ 3 i an a 3 '
= e, s - RCATRTIES B —E, . FUE ., L+ 0,
PBE Qxi g3 ﬁxi et ﬂxi ”fuiﬁx~511} *LETjﬂxi q

(1-35)

Consideremos agora, a equacan do movimento(1-19)
multiplicando ambhos os ladns desta eguacao nor ui obtém-se a equa

¢ao da enaragia mecdnica, a saber

Da,

3, ar 8
Phype ©

e T . Lo = 1-36
B ax. T Miax, HEi4 \ )
1 1

Na equacan acima, (1-36) desprezou-se a energia no

tencial gravitacional. Subtraindo-se a equacaoc (1-16) da edquacao

(1-35) , temos a expressao final mara a equacan da enerqgia :

au 3T

b 5E = - 5 = ﬁg% b oud o+ oat o, (1-=37)
3 1
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onde u & a energia interna nor unidade de massa e

au.,
5

£,
"1)8x,
]rX_J

, a funcao de dissinacao de enerqgia.

A eruacdn (1-37) node ser escrita em termos térmi-
cos e para tal é necessario utilizar-se a lei da conducac de ca -

lor de Fourier,

+3

q=-%kV (1-38)}
e assumindo ainda a condutividade térmica como constante e o gaz

como nerfeito, du = c,, dT , temos entao

oc, B = - ﬁgw ugb K 7T 4 g s, (1-39)
' i

1

onde q, € o vetor fluxo de calor por irradiacao.

Fazendo-se usoc da entalpia, admitindo ¢ fluido co-
. 3

mo incompressivel , T u; = 0, e degprezando-se os termos qré?q,
1

a equacao (1-39) reduz-se a
o VT =% 97 m+ 4 & (1-40)

onde ey & a capacidade calorifica a pressao constante.

Em coordenadas cartesianas a equacac (1-40) &
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exXpressa comno

3T o 3T T N 2., . e
Dcp{:uax i iy Q%Ei} = kYT 4+ ud o, {1 )
onde
v aé e i
IxX "3y dz
e

2 2 2 2
2
;[.g_+g.g] N [gxgj , (1-12)

1.4 - INTRODUGAO A TEORIA REGULAR DE PERTURBACAO .

Muitos problemas gque aparecem em Engenharia, Fisg
ca e Matematica Aplicada avresentam dificuldades devido ds equactes
resultantes serem ndo-lineaves , equagdes cujes coeficientes saoc va
riaveis, problemas que envcolvem formas complicadas de contorno ou
ainda equa¢fes diferenciais com condigdes de contorno nao-lineares.

Levando-se em consideragac que esses problemas
nao possuem solu¢Ses analiticas exatas, somos forgados a recorrer

ds formas de solugdes aproximadas.
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Vamos introduzir uma técnica de aproximagao basea
da na teoria fundamental de perturbacaoc de pardametros em equacoes
diferenciais tendo-se a expansac da solucao de uma equagao em  uma

série de poténcias de um parametro.

1.4 1 -~ TECNICA FUNDAMENTAL.

Suponhamos que estamos interessados em resolver a

equagao

onde F & um operador.linear.

Consideremos uma equagao auxiliar da seguinte for

ma diferencial linear

L(x}) = vy. (1-44)
Essa equagao apresenta uma forma de solugao expli

cita unicamente da seguinte maneira.
x = T(y) (1-45)

Utilizando-se as equagoes (l-44)e (1-45) temos a

equagao (1-43)escrita como segue:

L(x) +l:F(x} - L(x):l =y . (1-46)

Introduzindo~se uma nova funcao

N{x) = L(x) - F(x} (1-47)
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e um parametro £ de tal forma que possamos escrever

L(x) =y + & N{x). (1-48)
Para ¢ = 0, tem-se a solugao de aproximagao line-

ar,
L(xg) =y (1-49)

cu ainda,

X = T(y) 3 X (1-50)

0 L]
Consideremos agora que a solugao da equagao{l-48)
possa ser expandida em uma série de poténcias em torno de € = 0,

isto e,

3
X = Xg t exy ¢t e2x2 teTXy £ o (1-51)

sendo os termos x; independentes do parametro €.

A equagdo (1-48) admite portanto a seguinte forma:

3

2
L{xo + £X4 + € X, + £ X+ +o000.) = ¥

+ € N(xo + €4 + azxz + e3x3 o, (1~52)

e assumindo N(x) analitica em X, temos

+ 62x + e3x 4+ ... ) =

N (x 2 3

+ EX

0 1

- 2
= N(xo) + eNl(xo,xl) + € Nztxo,xl,xz)
3 _
+ & NB{xO,xl,xz,xa) + ... (1-53)

k Le
sendo que o coeficiente de e depende unicamente das variaveis Xy s
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Xys XpreeesXyo
Combinando~se as expressoes (1-53) e (1-54) e igua

lando-se os coeficientes de mesma poténcia de €, obtemos um sistema

infiniteo de equagoes como segue

il

L(xo) Y

Li(x = N(xo}

l)
L(xz) = Nl(xo,xz}

L(xz) = Nz(xo,xl,xz)

L(xk+l) = Nk(xo,xl,xz,...,xk).
E importante notar gue esse sistema infinito de e-
quagaes pode ser resolvido recursivanmente, isto &, a determinagao

<
de Xy envolve o conhecimento de X, para 0 ~n = k-1,
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CAPTTULD TT

FORMULACAO DO PROBLEMA

EQUAGOES DAS COMPONENTES DA VELOCIDADE E SOLUCOES

2.1 - PORMULACAO DO PROBLEMA

Consideremos um escoamento permanente de um
fluido viscoso newtoniano que ocupa o espago entre dois discos in-
finitos coaxiais giratérios.

0 sistema de coordenadas usado serd o gistema
de coordenadas cilindricas polares (x,9 ,z).

As componentes de velocidade serao (u,v,w) nas
diregoes crescentes de r,8 e z, respectivamente. (Q) serd a velo-
cidade angular do disco inferior, (no plano z = 0) e (s{l) sera a
velocidade angular do disco superior, (no planc z = d), sendn S uma
constante gqualquer que indicara o sentido dc movimento do disco su

perior.

Passemos agora, a descrever as equagoes que re
gem o escoamento deste fluido a fim de obtermos a temperatura do
fluido guando os discos estao submetidos a certas condigoes térmi-
cas, considerando tres situagoes distintas:

a) quande os discos rodam no mesmo sentido,

b) gquando o disco superior mantém-se parado,

(s = 0)
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¢) quando os discos rodam em sentido contrario.

2.2 - EQUACBES DO PROBLEMA

Para descrever o escoamento do fluido utiliza-
remos as ecquacoes da continuidade (1-7)e do movimento (1-20), (1-21)
(1-22) e (1~23), deduzidas no capitulo anterior, escritas agora en
coordenadas cilindricas polares. Com estas equagoes teremos as
comnonentes de velocidade u, v, w gque nosteriormente serao neces-
sarias para a ohtencgdo da temperatura.

sac elas:

e - (2-1)
ar o az
D [} du 8w vl _3p o,y 333 1 @E:+_§EE _on
- 8r 32 r 3 r oy r a¥r Brz r2
{(2-2)
ST Y A
ar 3z r 3r2 r ar 822 r2
(2-3)
- 2
(2-4)

As condicoes de contorno do prohlema sao:
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3

U s
4

u = 0 v = il w =0 nara z

u = 0 v = srl w = 0 para z i
J

As quatro equacdes acima formam um coniunto de e-
quagoes diferenciais marciais nao lineares enveolvendo dez incdgni-
tag: sels comnonentes-do tensor de tensgap, trés componentes da ve-
locidade e a pressao isotrdnica.

Para resclve-las usaremos as sequintes transforma
coes de varidveis com o objetivo de adimensionalizéd~las e reduzi -

las a um outro conijuntn de equacgoes. Fstas relacoes satisfazem a

equacao da continuidade, (2-1):

u = r OF(&) ,
v = r QGLL) ' {2-67
w = d RH{E} ,
_ oz
onde & = —
Derivando as relacdes acima em relagao a r,r e

substituindo-as nas equacoes (2-1),(2~2),{2-3),(2-4) e (2-5) obte-

mos
de (2-1)
F o= - —gl , {2-7})
de {2-3}
G'' = RH'G-G'H) = 0 , (2-8)

e eliminando a pressaoc
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de (2-2) e (2-4):

H'V-R (H'''H-4GG') = 0 (2-9)
onde R = —~~—— & o nimero de Reynolds.

Este novo conjunto de equacdes diferenciais ordi-

narias nao lineares serd resolvido com as sequintes condicdes de

contorno:
G(0) = s ' G(1) =1
H{0) = O , H(1) = 0 (2-10)
H' (Q)= 0 ’ H'{1)= 0

Para resoclver o sistema das eouacoes (2-8)e(2-9),
assumimos o nimero de Reynolds R menor cue l. Assim, podemos usar
a teoria de perturbagoes requlares, exnandindo as fungoes G e H em

«@rie de poténcias de R. Isto &;

GlE) = Gy (f) + RO (E) + RG,(E) + .......

HUE) = Hy(E) + RE;(E) + ROH,(E) + oovennn |,

Substituindo estas funcoes G e H nas  equagoes

(2-8),(2-9) e (2-10) teremos equacoes de varias ordens escritas a-

baixo:
de (2-R):
b
Gy' gy =0
GI' () + Hy(E)G,(g) + Gy{g) Hylg) = 0 P (2-11)
Gyt (g)  ~ Hy (8)6 {E) -H (E) G (E) +H, () Gy (£)

+ Hl(sjcﬁig = { E
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e de (2-9)

_ 1
iv
Hy (8 =0
iv RANTLE: t = -
(e - [yt ey (e + 4640658 | = 0 - (2-12)
i‘}- LA A | ; LI B o ¥
, (6) =[ Hy''(EVH(6) + B (EYHgE 46, (86 (8)
g 06y ] =0,
sujeitas as condicoes de contorno:
GO(O} = 8 3 GO(l) =1 : Gn(O) = Gn(l) =0 ;
para n < 1
e N (2-13)
Hn(O} = Hn(l) = {0, II;I(l) = 0 para n - 0

2.3 - SOLUCOES

As solugdes obtidas para as equacoes de ordem

zero £ao
Gy(B = (1-3) &% + s, (2-14)
HO(E') = 0 {2-15)

e & facilmente verificavel gque estas solugOes satisfazem s condi-

¢Oes de contorno

GG(O) s ' Go(l) =1 .
e (2-16)
HO(O) Hofl] =0 . Hé{O) = Hé(l) = 0.

i

Fazendo-ge uso das funcgoes (2-14) e (2-15)

juntamente com as condicoes de contorno:
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I
o

Gl(O) Gl(l)

]

H, (0}

1 Hl(l) =0 , Hi(O) = Hi{(l) =0 (2-17)

1

obtemos as seguintes solugbes para as equacoes de ordem um,

(2-18)

fi
@

Gy (8)

Hy () e 4+ ag e’ a, £ (2-19)

|
AF
—
fagl
+
Qo

2
Para a obtencao das solugbes das equagoes de or-
dem 2, utilizaremos {2-14),(2-15),(2-18) e (2-19) com © auxilio

das condicoes de contorno

I

Gz(O) Gz(l) =0 ,

(2-20)

It

Hz(O) H2(1) =0 , Hé(O) = Hé{l) =0
teremos

_ 7 6 5 4 3 _
Gy(E) = by '+ by £+ by E7+ by E+ b £°+ b £, (2-21)

]

Hz(i) o . (2-22)
E com as solugoes (2-14),(2-5),(2-17),(2-18),(2-21) e (2-22) tere-

mos as fungdes G e H ,

3
G(E) = (1l-s) £2+ s + Rz [%l €7+b2 €6+b3 55+b4 £4+b5 3 +b6%}
e (2~23)
H(E) = R [él £9, a, g4y a, £34 a, a%} , (2-24)

obtendo portanto, as componentes de velocidade, equagodes (2-6)

: R 4 3 2
z - r E - 3
Q r Q—! ‘531 L T+ 4a2 £+ 3a3 LT+ 2a45|, (2-23)
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~ o2, 2 7., .6, .5 4 3 ‘m _
v = rf \l\il s)E +s 1 + R [blg +b2€__, rb3£, +b4g +b5{, +b6 Jf (2-26)
)

Os coeficientes a,, bi,(i = ],6) estao dados no

Apéndice B.
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CAPITULO TIT

DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM UM
ESCOAMENTC PERMANENTE DE FLUIDOS NEWTONIANOS

NA AUSENCIA DE FORCAS EXTERNAS

Neste capitulo estudaremos o problema da transfe-
rencia de calor em um escoamento permanente de um fluido newtonia-
no sem a aplicagao de forgas externas, quando os discos estao sub-

metidos a dois tipos de condigdes térmicas.

3.1, 1@ Caso

Vamos considerar neste case, aque o disco inferi -
or (plano z = 0), estd mantido a uma temperatura constante T = Tl
e o disco superior, (plano z = d), a uma temperatura constante

T = T,. Isto e,
T = Tl para z =0 e T =T, para z = d. (3-1)

Consideremos a egquacao da energia (1-46), escri-

ta agora em coordenadas cilindricas vpolares,

T 3T, ., 2 : _
pcp(u =W "E) = KAT + ud , {3~2)
onde
2 2
2 _ 3T 1 T  3°r
vT o= >t r Tt 2 !



L —

e}
2 2 2
_ Ju u EE}
& = 2 ("r) +(;)+(EZ 4
EE,_E_EJrﬂE,, ﬂ+ﬂ2
ar r Az ar 3z 2
Introduzindo-se as variaveis adimensionais
N (3-3)
TE = e ' -
T-Ty
r = ¢ (3-4)
d
e
wes Lol
5 = d 4 (3-5)

a equacao (3-2) torna-se

B [;_ T _léﬁl EE*+ H(E) aT*

aF 9&
_ L | 8% .1 ame . 3Pn
o 382§ a7 a2

+ B {3 (H'[E)z ¥ P2 —} (H"[El) % (ﬂ‘tﬂﬁz] (A-1)

Desde cue a equacac acima depende somente de r e

£ , vamos escrever sua solucdo como

TH(E,E) = T(E) + T2 T(E) . (3.6)
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sujeita ds seguintes condicoes de contorno

T*¥(0) = 0
(3~7)

S T*(l) = 0.
Derivando-se a equacao (3-6) em relacso & r e £ ,

e substituindo na equacao {A~l}, obtemos

Ro [- F2H1(E) T(E) + H(E) (i"(é:l + rz‘f'(a))] |

= 4T(E) + T"(E) + ©2 T (E) +

+ ET{3(H'(E})2 + [%(H"(E))?‘HG‘(E)){[} (3-8)
cu ainda, -

72 - B(E) -orH'(E) T(E) +oRH(E) T (E) -Eo
' 2 _ _
(Q}_{,@_}_ ' (G'(g))z)J - TU(E) + ROH(E)T (£)
+ 3Eo (H'(£))° - af(£) = o, (3-9)
Igualando-se os termos de mesma poténcia , temos

TU(E) - ROH(EIT' (8) + ROH'(§) T(&)

. " 2
+ Eo [————(H el (G'm)i = 0. (3-10)

T(E) -~ ROH(E) T' () + 3EG(H'(£))2 + 4T(E) = 0. (3-11)

As equagoes (3-10) e (3-11) serao agora resolvidas
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com as segquintes condicoes de contorno:

Il
=

. T

1§
fo=

7 (0)
(3-12)

I
b—l

. T(1)

it
jo

T(0)

O conjunto de equacoes (3-10) e (3-11),& formado
por duas equagoes!diferenciais nao-lineares e para resolve-lo uti
lizaremos a teoria de perturbacoes requlares. Escrevemos as fun-

coes T e T em serie de notancias de R, isto é:

%(5) = 'EO(E) + R’El(a) + R252(§)+
e {3-13)
T(5) = Ty(€) + R, (5) + R (E)+....

Substituindo as expressoes (3-13) juntamente  c¢om

as funcoes (2- 23}, (2-24)

.y 2
G(E) = Gy(E) + RiG (8) ,
H(Z) = RH (5)
introduzidas no capitulo II, em (3-10} e {3-11) e nas condicoes

de contorno (3-12), obtemos um conjunto de equacoes diferenciais

ordiniArias lineares de varias ordens. De (3-10) temos

- 2 ~
TLUE) + Eo (6y(E) )7 =0,
TLi(gy =0 ,
1 (3-14)
T3(E) - oHy (E) FL(D) + o) (R) R (E)
)

+ Eg [% (Hi‘(f, )2 + 2(‘:‘-5(5)%(5)]: o,
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de (3-11) :

3!

5l E) + 4T gy =0
T + 4 T (€) =0 (3-15)

T30 (£) = oby(E) THE) + 3 Bo (H'(5)) 4T, (5) = o

Estes novos conjuntos terac que satisfazer as se-

guintes condicoes de contorno:

Tn(O) =0 , Tn(l) = para n> 0
e (3-16)

S

Te(0) =0 , Ty(l) = 1, T (0)=T (1)=0 para n> 1.

Vamos agora ds solucOes dessas equacoes.
Para as equagoes representando a anroximagao  de

ordem zero, temos as seguintes solucoes:

T8 = 50 a-e)? (- gD, (3-17)
_ o 2
To) = g+ BCUTSL o g% 0 ety (3-18)

que satisfazem ds sequintes condigoes de contorno.

2
&

r—
=

S
I
o
|

o

A UN48
(3-19)

-3
=
=
|
=
!
o

;o Tl
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Utilizando-se as equacoes (3-17) e (3-18) junta-

mente com as condicOes de contorno

i

H
o

Tl(O) Tl(l)

T,(0) = T, (1) =0,

™

deduzimos que

}.at
—
o]
1l
o

(3-20)

as solucgoes das equacoes de ordem um sao:

(3-21)

(3=~22)

A fim de obter-se as solugoes das equacoes de or

dem deois, utilizamos as equagoes {3-17),(3-18),(3-22),(3~21} com
as condicoes de contorno
T2(0} = Tz(l) = Q,
(3-23)
T2(1) = Tz(l) = 0.

Estas soluc¢oes podem ser expressas nas seqguintes

formas polinomiais :

L 8 7 6 5
thg)_ cl E +C2 E +CB g +C4 g +C5 >

+08 ‘Zf

F4

3 2
+Cg ET4C, ET4

(3-24}
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= 14 9 , 6
= r
T, (£) dy L4+ dy, &4 dy E7+ 4, £+ dg &
5 4 3 {3-25)
+ d6 £+ d? £+ dB E7 4+ dqg,
onda as exnressoes nara os coeficientes ¢; e d,, (4 =1,9, sao da

dos no apendice B .

Substituindo-se as solucoes de ordesns zero, um e

dois na exoressao (3-13), funcoes T e T, temos

1) = B ¥ s-eh e »7 El ; +c2 e’ e,k

(3~26)

g

B 3 2 [} 9

T(E) = (1-s)% (g~ 227+ 1) + r 1 3
+dy £ +d4 £ +d5 g +dg £ +d £4+ dgﬁ
+ dg & :] , (3-27)

obtendo, portanto, a solucao final para a temperatura neste caso:

TE(E, £) = + EE!{1~0)~(FM a3ty 4 g2 [;}510
ﬂ
+ d?E + d E + d g + ﬂ556+ d €5+ d?g4

6
ag0t d, 4]+ w2 P a-e)? e szcl &

-+

| -

7 5 >
oo, 4 0356+ C4ES+ c554+06€3+ cab c{ﬂl
kA - . ; = {

[

i

(3-28)
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3.2 - ANALISE DOS RESULTADOS,

Nas figuras 1,2,3, & mostrado o comporta=t
mento de T* em funcgao de £, para diferentes valores de r e do nﬁmg
ro de Reynolds, R , com os discos girando com diversas velocidades

para numeros de Eckert e Prandtl fixos.

Convem relembrar que estes parametros sao

dados porx
™ - 7T
1 z - r
* = - — — —
T T - T r E d F r d r
2 1
R = ﬂg‘i o = LLC—E E = E_ii__

e que em z/= 0 localiza-se um disco gue gira com velocidade angular
2 e emz = d, um outro disco com velocidade @s.

Na figura 1, para os valores de g = 0.5,
E=03er=0.5o0nder = g = tg® e portanto, 9 = 26.5 , o estu
do do efeito da velocidade na distribuigao de temperatura serd fei
to para $ = 0 { o disco superior parado), s = -1,-4 {(disco superi-
or girando uma e quatro vezes mais rapido, porém em sentido contré
rio} e 5 = 4 ( o disco superior girando gquatro vezes mais rapido e
no mesme sentido).

Vé-se nessa figura que para um mesmo nﬁmg

ro de Reynolds, a medida que se aumenta o mddulo da velocidade an=-
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gular do disco superior, a distribuigao de temperatura,T*, em fug
gao de § perde seu carater linear, assumindo perfis quase parabdli
cos. Este efeito & mais pronunciado com o aumento do nimero de
Reynolds.

Um aspecto interessante gque pode  ser Ob-
scrvado & que para s =0,-1,-4 e para R = 0.4e 0.8, o maximo valor
para T* & obtido em £ = 1, ou seja, sobre o disco superjor - Isto
1na0 acontece quando s= -4, R = 0,8, Nota-se que neste caso, devis
do ac fato do disco superior estar girando com uma velocidade qua-
tro vezes malor que © disco inferior, em sentido contrario, ha um
aumento e um deslocamentc do maximo de T* para o entorno do ponto
& = 0.8,

Na Fig. 2, para r = 1.0, 6 = 450, observa-
se 0 mesmo tipo de comportamentce de T* com o aumento do modulo
da velocidade do disco superior, ou seja, para s= -4 e R = 0.8, o
maximo de T* chega & deslocar—~se até o ponto § = 0.65,

Na Fig. 3, para r=2,0, 6 = 630, verifi-
ca-se que O maximo de T* assume o valor unitario somente quando o
disco superior esta parado, (s = 0). Com o aumento do mddulo de s,
obtém-se o maximo de T* cada vez mals proximo da meia distancia en
tre os discos.

A seguir, mostra-se uma tabela onde compa
ramos os valores aproximados de T*, para diversos valores de S, ou
seja, para diferentes variagaes da velocidade angﬁlar ' st  do

disco superiorf{z = d).



34

TABELA I
Figura 1 Figura 2 Figura 3
0.5 1.0 2.0
0.4 0.3 0.4 0.8 04 . 0.8
1% =
0 lmax 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
£ = 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
— * =
1 ax 1.0 1.0 1.0 1.0 1,02 1.10
£ =1.0 1.0 1.0 1.0 0.9 0.75
T*
4 max = . 1.01 1.32 1.60
£ . . . 0.9 0.65 0.6
-4 * = 1.06 1.23 1,48 2.57 3.40
max
£ = 1. 0.8 0.7 0.65 0.55 0.55
5 * = 1. . 1.04 1.18 1.83 2.37
max
£ = 1. . 0.8 0.7 0.6 .55
® =
10 T % . 1.71 1.98 3.28 6.55 .
£ = 1. 0.55 0.5 0.55 0.5 .
-10{T* = 1,14 2.32 2.84 4.68 9.67 14.21
max
& = 0.53 .55 0.5 0.5 0.5 0.5
-15 ;ax = 1. 3.45 3.39 8.49 13.02 27.89
& = 1. 0, G.4 0.5 0.4 0.4




++++++++
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As figquras 4,5,6 diferem das primeiras por
um aumento do numero de Prandtl, ¢ =0.7, e um decréscimo <o numert
de Eckert,E = 0.3, variando portanto, o produto oE. Nota-se que com
o aumento desse produto,oE = (.21, a temperatura,T* tem um cresci-
mento mais acentuado em fungao de £.

Observa-se que para r crescente ha um des-
locamento dos maximos de T* para a meia distdncia entre os discos.

Uma vez que os perfis de temperatura, T¥*,
sao semelhantes aos das figuras anteriores, & mostrada arpenas uma
tabela referente aos maximos de T* com o disco superior girando com

diversas velocidades angulares, s{,
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TABELA IXY
Figura 4 Figura 5 Figura 6
H
{3z 0. 1.0 2.0
R 0.4 0.8 0.4 0.8 0.4 0.8
s 0 Taax = 1, . 1.
£ = . . 1.
2 -— * =
s 1 rax .0 1.10 1.35
£ = 0 0.75 0.65
S 4 ‘;ax = 1. . 1.01 1.16 1.58 2.26
& = 1, 1.0 0.9 0.7 0.6 0.55
. - ® |
s 4 Tmax 1.04 1.29 1.45 2.07 3.38 5.31
E = 0.8 0.65 0.65 0.6 0.55 0.5
* =
S 5 max 1. 1.07 1.14 1.52 2.33 3.58
E = 1.0 0.75 6.7 0.6 0.55 0.55
* =
s 1c Tmax . 2.47 2.56 5.12 8.94 15.76
£ = 1. 0.55 0.5 0.5 0.45 0.5
- 1% _
s 10 qmax 1,37 3.51 3.76 7.48 13.30 23.37
£ = 0.5 0.5 0.45 0.5 (.45 0.5
P T =
S 15 qmax .0 5.45 13.85 24 .94 47 .50
2 .0 0.45 35 0.5 0.4 0.5







N W,
Fig 5



T | VA IVWES FRPR
0.8

0.2

0.3

o8

Q.7

Fig &



43

3.3 ~ 29 Caso

Neste caso, supomos gue o disco inferior, situado

no plano z = 0 , serd mantido a uma temperatura constanbte T = Tl e
o disco superior, no plano z = 4, permanecera térmicamente isolado.
Isto e,

T = Tl para 2 = 0 e %% = 0 para 2 = d. (3-29)

Assumiremos que a solucao nara a temperatura nes-
te problema sera como no caso 1,
TH(x,£) = T(F) + 2 A(E) (346)
submetidas agora as condicoes de contorno,

T*(0)} =0
(3-30)

T*'{1l) = O .

[N

0Os conjunteos de equagoes a serem resolvidas agui,
serao ¢s mesmos da secac (3.1), conjuntos(3-14) (3-15), sujeitas

As sequintes condicdes de contdrno:

1=,

T 0y =0 , i1} = 0 paran> 0
@ _ {3-31)

o , Tﬁ(l)

At
>
S
I
i
o

paran> 0

Obtém-se entao como solucOes para as equactes de

ordens menores ou irguals a dols, as expressoes
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-

1}
P

S
I}
e

=3
~

L
ot

1
[F)]
—
)

—

b

e |
1

[
e ]

+

3=

—

-

sujeitas ds sequintes condiqﬁes de contorno:

TO(G) = Té(l) =N
o
T — M —
TO(O) = To{l) = 0,
Resulta entao que as solucdes de ordem um sao:
Tl(g) = 0
=
TI(E) =0,

submetidas as condigodes de contorno

@1(0} = Ti{l}

il
<O

+
—
—
[}
S
)

= T'l(l}

Il
]
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(3-32)

{3-33)

(3-34)

{(3-35)

(3-386)

{3-37)

Dessa forma, para as equagoes de ordem dois , as

solugoes ohtidas se escrevem como:

TQ(E} = g, £8+ e?E7+ e_F6+ e

3 4

-2

5 4 3
Fld e5F + esg

(3-38)
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- 1o G A 7 A 5
£y = £ T+ £o8 4 FL8 4 F ' Fog -
Tz(’} f]' f?‘g + 3_; + 43 + 5_’ -+ j-‘,'){—:' +
.4 3
£ 7 £
Figh ot Fghib fgt , (3-39)
onde 05 ccoeficientes e, e fi,{i = 1,9), sao dados no apaéndice A.

As equacoes (3-38) e (3-39) satisfazem as sequin-
tes condigoes de contorno:
5 — =
TZ(G) = Tzfl) =0

=) {(3—-4m)
TE(O) Té{l)

il

if
[}

Substituindo as snlucoes de ordens zero, um e

dois na exprassao {3-13), temos

- 5 : 5
Te) = Bges?(2 g £ + R [Ealag+ e,n T ef
5, . A 3 2 )
+84£ toeci T egg + eqb eRé:] (3-41)

1
Sy 6 e et o fg£3+ f95:]. (3-42)

Logo, a equagac para a temperatura T* equagao

(3=-6) neste 29 Caso torna-se
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T*(r,£)

I
W]
e |
]
i_l
1
n
]
]Ni
o
Lat
1
[ %]
v'-ﬂ!
2]
+
L)
+
o]
[ ]
l " |
}.._I
iy
[
o]
+
.
{3
Uy
(]

-2 1, 22 2 3

[ 5 i 3 2
+ eBE + e4£ + eSE 4 e6€ + e7E + eBQ:]

{3~43)

3-4, DISCUSSAO DOS RESULTADOS.

Nas figuras 7,8,9 tém-se as curvas da temperatura,
T*, para diferentes valores de r , R= 0.4, 0.8, com o disco supe -
rior girando com diversas velocidades e termicamente isolado. O dis
co inferiler gira com velocidade angular constante. Sdo fixados os
valores dos nimeros de Prandtl e Eckert.

A Fig. 7 mostra o comportamento de T* em fungao de
£ para r = 0.5, 8 = 26.50, E=20.3e ¢=0.5%5 Aumentando-gse ¢ mo-
dulo da velocidade angular |sfi|, obtém-se a temperatura crescente ,
sendo acentuado esse crescimento com o aumento do nimero de Reynolds.

Para s = -4, isto &, quando o disco superior gira
quatro vezes mais rapido que o disco inferior, porém em sentido con
trario, nota-se gue para ambos os valores de R, 0.4 e 0.8, o cresci
mento de T* & bastante pronunciado se comparadc com os outros valo-

res de s,
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Na figura 8, para r = 1.0 e portanto, 9 = 45°
observa-se o tipo de comportamentc semelhante para T*, isto e, o
crescimento de T* depende do aumento do mddulo da velocidade angu-
lar do disco superior. Esse crescimento € mais rapido a medida que

aumenta-se o numero d= Reynolds.

A Fig. 9 apresenta as curvas de T* para r = 2.0,

o - , o )

9 = 632 , Ve~se com esse aumento um tipo de comportamentoe similar,
ou seja, variando-se o valor de r, obtém-se a temperatura sempre

crescente. Nota-se que os maximos de T* assumem valores maiores pa-
ra os diversos mddulos da velocidade angular do disco superior.

A seguir & mostrada uma tabela que fornece todos
os dados obtidos vara os maximos de T* para diversos valores de s e
R. Tem—-se mais dados sobre comportamento de T* em funcao de & para
s = 5.0, 10.0, -7.0, —-8.75. Note que com o aumento do modulo de s,
T* diminui em relagac a , chegando a obter o valor nulo para

s = -8.87, R= 0.8.
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Figura 7 Figura 8 i Figura 9
- : b
r 0.5 1.0 ; 2.0 |
e ., _1 S I
R 0.4 0.8 0.4 0.8 | 0.4 0.8
i L e Ll T T T e —_— — —_— I{
s = 0 0.2 | 0.44 0.4 1.4 | 1.62 5,22 |
SR N — 1 - 1
s = =1 0.65 0.86 1.09 1.97 2.87 6.41
s = 4 1.37 1.61 2.08 2.94 4.94 8.29
s = -4 3.65 3.85 5.13 5.54 | 11.04 |12.32
s =5 2.38 2.64 3.45 4.22 7.72 | 10.51
s =10 | 11.94 12,83 | 15.20 12.23 | 28.27 | 9.84
s o= -7 9.27 9.48 ¢ 12.10  10.0 23.42 | 12.11
| f
i e . —_— -
i i :
5 | é
B e I -




i ﬁ | | MU:

| YRR
3 / ”G
// \ / /* o M M/_ MW Mu
ﬁ/w/,u.v : N o« =\ R/ M_ F_ o ~

_ " VoL ks

//, ,/// WY ks

Sa O A\ L

R
; ‘ AL T
T b " A .
/ .// /, =
. e
/ﬁrq /V/,..M ,...,. ,
h..,...,!r,...ﬂur..r// :
=3 ! - W % )
B F o =1 < =




33k

T'ﬁ

2%

4143

-l

//// /“{ ﬁﬂ I

— G- |

- X A =
/ /{//,// e ———5= 0
< '

T ) R ' ¥ - T T 1
o o2 0.3 A 3 0.5 0.6 (A 3rs on 0.8 .0




0.2

i
!
;
|
=)
s
T o
L)
@
s
[}

Fig. 9

ar

o4

0.4

0.3




52

As figuras 10, 11, 12 representam as curvas da
tempveratura, T* para diversos valores de r, R, s. Elas diferem das
figuras anteriores na variagéo do produto oE, isto &, oE = 0.21, en
quantc que anteriormente, ¢E = (.15,

Os numeros de Prandtl e Eckert assumem os valores,
0.7 e 0.3 respectivamente.

Pode=-se dizer que aumentando-se o numero de Pran-
dtl e diminuindo-se o valor de E, os perfis obtidos para a distri —
buigao de temperatura sac bem similares aos das figuras 7, 8, 9. Is
so pode ser visto peldas curvas tracadas de T* em fungao de £ nas fi
guras e na Tabela IV onde tém-se os mdximos de T* para diferentes va
lores de s inclusive alguns outros resultados relativos ao maximos

de T* que nao foram plotados.
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TABELA IV
A —— e
‘ Figura 10 Figura 11 Fiqura 12 {
|
| 0.5 1.0 2.0 l
| - o T 1
R 0.4 0.8 0.4 | 0.8 0.4 0.8
L S I )
s = 0 0.3 0.61 0.7 1.95 2.27 7.30 |
i - . J
|
s = -1 0.9 1.21 1.53 2.77 4.03 8.98 |
5 = 4 1,92 2.25 2.91 4.11 6.91 11.57
s = -4 5.12 5.32 7.18 7.74 15.44 17.15
'-— e e —— e e <‘
s = 5 3.33 3.69 4.83 5.88 10.79 14.62
SRS R W R o . e mmi
s = 10 16.65 17.71 21.14 16.52 39,08 11,77
- . I
s = =7 12.95 12.17 | 16.88 13.78 | 32.60 | 16.19
— - |. ................ s b — —---IE-.. e T _'_ .................. — —
|
|
s=8.75 19.21 19.46 ; 23,88 15.67 42,54 0.49
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CAPITULO IV

TRANSFERENCIA DE CALOR EM DISCOS COM A APLICAGAO

DE FORGAS EXTERNAS

4.1 - Introdugao

Consideremos neste capitulec, o problema da trans-
feréncia de calor no escoamento entre dois discos quando aplica-se
externamente, um campo magnetico constante, EO’ numa direcaco per-
pendicular aos discos, O disco superior mantém-se parado, s = 0 ,
e o disco inferior gira com uma velocidade constante s@.

Para tal problema, utilizamos as equaéées Se
Maxwell, para o estado estacionadrio juntamente com as equacoes do
movimento onde foram introduzidas as contribuigﬁes devido & forca

de Lorentz.

Consideremos agora, a equagao do movimento (1-20)

escrita na forma vetorial, isto e,
v
o [ﬁ; + (V.V)'V] = - Vp + u Vzv + F (4-1)

onde f representa a forga eletromagnética dgada por
e
t=Fx8

sendo

3 a densidade de corrente
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e
B o campo de indugao magnética.
Fazendo-se uso da lei de Ohm,
3:-r0(i§+§x§) (4-2)
onde

Ty € a condutividade ,

%, o campo eldtrico,

a equagao {4-2) torna-se

¥ = Ty (B +VxB) xB . (4-3)

Utilizando as equagoes de Maxwell e escrevendo-se&
B = Mg ﬁ, eliminamos ¢ campo eletrico E, da equagﬁo {4~4) & esta

equagaoc pode ser expressa da seguinte forma

2
f=T u (U xil) x% {4-5)
00
onde
iy Trepresenta a permeabilidade magnética
e

%3 - .
H o campo magnetico .

Substituindc a equagac (4-5) na equagaoc do movi-—

mento (4-1), temos

P [-g:é‘ + (V.V’)\:’—‘ = - VP +UV2 Vv +TOU§($ ® ?{} ¥ é_ {4—6)
o

Escrevemos agora a equagao (4-6) em coorderiadas
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>
cilindricas polares usando as compenentes da velocidade,V, como de

finidas no capitulo I, iste &, u,v,w, nas direcoes crescentes de

r, 9, z, respectivamente. A saber,

) 9z
ap 2%a 1 ou, 2%u _u 2. 4 72
=—ar+u ~é~;-2—-+E-a—i_—+-a—-z—2—“‘—z-§- "UO TOU HU r (4"7)
av av uv
p[u-g-i:+w-a—z-+?—]
2 2
- d v _ lav _ 3v _ v _ 2 =2 _
ow aw
2 2
__2p w1 aw , 3w
et ou o i 822 (4-9)

As condi¢Oes de contorno para © problema sao:

u =0 v = ril w=0 emz =0,

(4-10}

Para resolver as equagoes (4-7),(4~-8) e (4-9) jun
tamente com as condicoes de contorno (4-10) vamos utilizar as trans

formacoes de varidvels como definidas anteriormente:



u = rafF(g) ¢

v = rQG(E) '

w = dQH (L} .
onde

=

Derivando-se as expressoes acima,

60

(4-11)

(4-12)

(4-11) em rela-

¢ao a r, £ e substituindo-as nas equacoes (4-7),{(4-8) e (4-9), ob=~

temos

p [rQF(E,) HAQGLEY )+ (QH(E)) - (6’ ()
+ (QF(E)), {ma(a)} u[%ﬂ G(&)

1, 2
+ 57 r G''(E£) - % QG(EE] - rﬂpgTGG(ElHO

ou ainda,

pil [ﬂ%&&g + H(F,)G'(C)w H'(%)G(E)‘]

. U 1 __‘_* 2 =2

5

2 2. =2
d UUIOHO

" Glg)

= G'NE) -

{4~-13)
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Vamos introduzir agora, os parametros admensionais,

2
- . Q - -
numero de Reynelds, R = Eﬂé_ , 2 0 numero de Hartmann, M = du HOWB%
na equagao acima, tendo-se entao a equagdo escrita da seguinte for-

ez

G''(§) - R EI(E)G'{&) -H'(i)G(E)] %G () = 0 (4-14)

Das equagoes (4-7) e (4-9), temos

—

2

QE:QF(E) CQF(E) + (QH(F) (rQF'(£) + r02a? (&)

L.

[}

. Ip 1 1 ore _ 2 =2
= - =% +”[jff arre '(g{} rQuO IOHOF(EL

Derivando-se ambos os lados da equagac acima em re

lacao a &, e usando-se (2~7), temos

002 [:—H"‘(Eé H(E) _ 2G(g}(;'{62]

e | -mtVi) QU (E) 2 =2
*dz[ 3 T3 oo Ho

ou ailnda,

u 2

7 Bgop
o924 [:_H EYHLE)  _ acieya (&)
. 2 —.2
HV (), Moo H"
, ; {
up

=

£)
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e finalmente,

BV (E) - RH'™(E) H(E) + 4G(E)G' (B}~ MPH"(E) = 0. (4-15)

Temos,portanto, um conjunto de duas equagoes (4-14)

(4-15) para ser resolvido com as seguintes condigoes de contorno:

G(0) = 0 (1) =1
H(O) = 0O H(l) = 1 | (4-16)
H'(0) = 0 H'(1) = 1

Este problema foi pesquisado e concluide recentemen
te por BHATNAGAR[@Z], para distribuicac de velocidade em escoamentos
de fluidos viscoelasticos entre discos. Para a solugic das equagoes
{4-14}, (4-15) utilizou~se o metodo regular de perturbagﬁo. A seqguir
temos as scolugGes de ordens de aproximacao zero, um e dois Para as

fungoes G ¢ H ,

G(E) = Gy(E) + RG(E) + R°G, ()
(4-17)
2
H(E) = Hy(E) + RHy(£) + Ry, ()
onde
G () = =
o't) = sgrmw senh(ME)
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_ 1
Go(f,) = senh M senh (M§) ,

G, (€)= o,

Gz(g) = Pl(cosh(ME) - 1) + P2 senh (M£)

+ P,E cosh(ME) + P, (2CE + DE®) senh (M)

+ P5 senh (3M§) ,
2
Ho(E) =0,
Hy(E) = C + DE + ‘% cosh (ME) + —-2- senh (ME) + a, senh (2ME),
M M
Hy(§) = 0

Os coeficientes A,B,C,D, ag s boe Pi,i = 1,4, es =~
tao dados no Apéndice C.
Passemos agora & resolugao da equagao da energia,

equagao (3-2), para o problema atual de transferéncia de calor.

4=-2 - 19 CASQO

Nesta segao vamos obter a solucac da equagao para

distribuigao de temperatura,

TH(T,E) = T(E) + T2 T(E) , (3-6)
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quando submetida as sequintes condigaes de contorno

T*(0)

il
L]
—

Il
H

T*(1)

Fazendo-se uso do conjunto de solucoes (4-17), pa-
ra as fungoes G e H, resolvemos as equacgoes {(3-14) e (3-15), sujei-
tas as condigoes de contorno (3-16)-

Do conjunto de equacgdes {3-14), temos

T(E) = T () + RT, (£) + ROF(E) (4-20)
onde
B9 = - mexows | SRS L2 g (4-21)
8M

Tz(i) = -Eo’K® {}Eﬁ + Y 8+ Y, Ez>. senh (M£)

3
(YB + Y4£+ YS £”>-cesh{ME)

+

+ (Y6 * Yk ).senh (2ME)

. 2
+(Y8 + Yg £ o+ ?{10 £ ) cosh {2ML)
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senh (3M£) + Y cosh (3Mf)

12

K
2D .4 C _3 8 .2
+M("§€+EE *"@5>

=9

« RO Y13 senh (2ME)} + Y14 cosh (2ZM§)

i

+ ylS cosh (4MEZ) + Aao (% sen(3ME} + sen(M§

+ Bag (% cosh (3ME) - cosh(MgJ) + ¥ e

- Eg (§l7 + YlSé)’ sanh (2M&)

2
+ (%19 + Y20 + 2215 ). cosh (2ME)

» [B4D 4 P,D 3
+ Y22 cosh (4ME) + M 13 3 + 3 £
o Ko 2
T £ + K14£ + Kig (4-23)

e para o conjunto de equagoes (3~15), obtemos

T(&) = EOIE) + REI(E) + RZEZ(E) (4-24)

onde

To(6) = BoxoM® | Soshi2ME) 14,
0 8M

A HI_2" NE r

Wit

+ 2L E2 + 40 + apl|, (4-25)



T (5)

'1‘2(«‘;)

66

= 0, (426}
= -Eg (ME A. senh (2ZME
= Ay senh (ME) + A, sen (ZME)
. 1
+ A, senh (3ME) + A, cosh(ME) + A_. cosh (2M&)

3 4 5

+ AG cosh (3ME) + Aq cosh (4ME) + A85,2 + Agiﬂ

2_2
E0°K [ 2 3 )
+ 2 ( 0t Allg + Alzg + A13€ ) . senh(M&)

2 3
+(A14 +hcE Ay &+ Al7€ ) senh (2ME)

2 3
s £ .
(\Ala + Rygb A20€ + By b ) cosh (M)

Z
(}.\22 + }.\245 ) cosh {ZME)

senh (3%%) + A, . cosh (3ME)

+ A 26

25

cosh (4ME) + A 5,2 + A

A 28 29 ¥

29
+ A3054 + z‘*3.155 + B3, 56]

N EUK [ ( 33 + 334 E). senh (2Mg)



. 2
35 365 + AS? £ ) cosh (2ME)
P4D 6 PqD 5

4
+ ~Z1 cosh (4ME) + M (Tgﬁ £+ 15 £
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K. 4
12 2 3 2
o 5) =g Kyt m 2Ky g8 4 Ry B4 K)o (4-27)

As solugoes acima das equagces (4-20) e(4-24)

satisfazem as seguintes condicoes de contorno:

T(L)

It
o

(0}

H
=

T(0) , T(1)

{4-28)

0s coeficientes que aparecem nas solugoes des-

tas equacgoes, K, L, N, P, Q, Y,» K oe Aj,i = 1,37, estao dados

apéndice C.

no
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4.3 - ANALISE DOS RESULTADOS.

Na Fig. 13 & mostrado o comportamento da tem-

peratura T* em fungéo de £, = % , quando o disco superior (z = d)

esti parado (s = 0) e o disco inferior (z = 0) gira com uma veloci
dade angular constante, © sendo fixados os valores dos nimeros de
Reynolds, R = 0.8, Hartmann, M = 1.0 e ;, r = % , para diversos va
lores dos nimeros de Prandtl e Eckert,

- - o)
Tem~se nessa fiqura, r 2.0 , isto e, 6 = 63,

i

g=20.,5, 0.6, 0.8, 1.0 e E=10.3, 0.7.

Nota—~se que para um produto maior de ok, atem-
peratura, T*, & sempre crescente , Verifica-se que para um produto
de OE < 0.56, o maximo de T* & obtido em £ = 1.0, isto &, sobre o
disco superior.

Na figura 14, vé-se gue para um aumento do nﬁf
mero de Hartmann, M = 5.0, a temperatura, T* cresce mais rapidamen-
te com o produto OE. Observa-se , nessa figura que somente para
oE £ 0.15, o maxime de T* assume o valor unitlrio. Para o5 denais
valores de oF, os maximos de T* se deslocam para o entorno do ponto
£ = 0.85, ou seja, a temperatura T* para o= 1.0,Ec = 0,7 atinge o
valor aproximado 1.3 em £ = 0.85.

Na Fig. 15 , sao fixados os valores nara R=0.8

- - - o
M=1.0, r=5.0, isto &, 8 = 78,5 . Nota =se gque para um valor
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maior de r, o miximo dc T* & sempre malor que a unidade para qual
quer variacao do produto cE, ou seja, os miximos de T* cuando
OE » D.15 sAo obtidos na distdncia média entre os dois discos.

Vé-se gue para um. produto maior de CE , &
temperatura de T* & sempre crescente.

Na Fig. 16, ha apenas um aumento do numero
Ae Hartmann, -M=5.0,e nota-se gue os maximos da temperatura, T* saoc
chtidos em torno de £ =0.8 formando-se portanto, uma camada térmi
ca proxima ao disco superior., Apds estes pontos maximos, verifi-
ca-se que a temperatura, T* , desce rdpidamente até atingir o va-
lor unitario, para todos os produtos de ¢vE,

Nessa figura, todos os maximos de T* assumem

valores maiores bastante pronunciado para atemperatura.

i

ot
)
g

Na Pig. 17, tem-se um aumento de ., T
istc &, 8 = 34.20 senco fixados os valores para R = 0.8, M = 1,0,

Vé-se que para esse valor de r, os mMaxdmos
de T* se deslocam para a meia distancia entre os discos , para o
respectivo valor de M = 1.0.

E interessante de se nctar que a medida que
aumentamos o nimero de Hartmann, M = 5, Fig. 18, para um mesmo r,
r = 10.0, os pontos méximos de T* gdo obtidos no entorno de £=0.8
para oualauer variacao de CE.

Concluimos gue para um maior valor de r, &

temperatura & sempre crescente, para os diversos produtos de oE se
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acentuando para um valor maior de oFE. Para pequenos valores do ni
mero de Hartmann, figuras 13, 15, 17, os maximos de T* sac obtidos
na meia distancia entre os discos e para um valor maior de M, figu
ras, 14, 16, 18, os maximos de T* se sao deslocados em direcao ao

disco superior.

A sequir & mostrada uma tabela onde compara-

mos os pontos maximos de T* para diversos valores do produtc oE.



TABELA

7k

Fig. 13, 14 Fig. 15,16 Fig. 17,18

T 2.0 5.0 10.0
M .0 5.0 1.0 5.0 1.0 5.0
ogfp=0.15 aax = 1.13 1.44 .4 3.

£ = 1.0 0.8 .85 0.
oE=0.18 Taax = 1.01 1.20 1.56 3.

E = 0.95 0.75 0.85 .

1

oE=0.24 %ax .0 1.03 1.36 1.80

E O 0.95 0.7 0.8 .
0E=0.30 '%ax .0 1.06 1.53 2.06 4.21 8

g .0 0.95 0.65 0.8 0,55 8
JE=0.35 r;ax = 1.09 1.67 2.27 4.83 6.63

£ = 0.9 0.65 0.8 0.55 0.8

- -
or=0.42 Taax = 1.13 .88 2.586 5.08 7.80

£ = 0.9 .65 0.8 0.55 0.8
e i —---—v-v—"v‘-—v--——‘—‘—v—J—J
ap=0.56 ﬁax = 1.0R8 1.22 2.30 3.15 7.4 10.2

£E = 0.9 0.85 0.6 0.3 0.55 0.8
cBE=0.70 ‘aax = 1.06 1.31 2.73 3.74 9.11 12.5

£ = 0.85 0.85 0.6 0.8 0.55 4.75




.6 a.7 O,
Fia. 13
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4.4 - 20 CASO

Vamos resolver a equagac para distribui¢ao de Tem-
peratura quando o disco superior, alem de parado (s=0), permanece

termicamente isolado.

A solugado serd da forma da equagac (3-6) sujeita

agora as condigdes de contorno:

T* (0)

i
Lo

T* (1)

i
o

Temos as solugoes (4-20) e (4-24) para T e T, a me
nos das constantes de integracao gue serdo mudadas nas equagoes de
ordens de aproximacdo zero, um e dois. Os coeficientes  alterados
sao N, Rl4' P e EIG nas equagoes (4-21), (4-23),(4-25), (4-27) |,
regspectivamente,

Esses novos coeficientes estao dados no apéndice C.
4.5 - DISCUSSAO DOS RESULTADOS.

Nas Figuras 19,21 e 23 & mostrado :© comportamento

N

da temperatura, T* em fungao de &, & = J + para diversos valores

de r, e dos nlimeros de Hartmann e Eckert.
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Convén lembrar gue nesse caso analisamos a variacio
de I* guando o disco superior (z = d) , mantém-se parado (5= 0} &
termicamente isolado. O disco inferior gira com uma velocidade anqu
lar constante, 9.

Na Fig. 19 tém-se as curvas de T* parar = 0.5 ,
8 = 26,5, E=10.3, M= 0.5 para diferentes valores de ¢ e R, No-
ta~-se que a temperatura & sempre crescente com O aumentc do numero
de Prandtl e Reynolds, sendo ainda mais acentuadco esse crescimen=
to quando o nimero de Reynolds assume um valor maior, isto &, R =
0.8.

A distribuigao de temperatura admite um comportamen
to linear proporcional a distancia §, E = % . Vé-se que o maximo
de T* para 0 = 1.0 e R = 0.8 assume aproximadamente o valor 3.5 x
103.

A Fig. 21 mostra a variagao de T* para r = 5.0, is
tc &, 8 = 78.5° e M = 3,9, Verifica-se que o comportamento de T*
& bastante similar, ou seija, 2 medida gue aumenta-se o nimero de
Prandtl, tem-se a temperatura crescente, sendo mals pronunciado es
se crescimento com ¢ aumento do nimero de Reynolds.

Na Fig. 23 observa-ge que para r = 10.0, 0 = 84° a
distribuicao de temperatura & semelhante aos comportamentos antexi
ormente obtidos pelas curvas de T* tragadas para os diversos valo
res dos nimeros de Prandtl e Reynolds. Pode-se dizer gue para es-

se valor de r , o maximo de T* atinge aproximadamente 3.6 x 10°
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bara o = 1,0, R = 0.8,

Nas Fig. 20,22,24, tém~se as curvas de T* para di-
versos valores dos numeros de Prandtl, Reynolds e r mantendo~se £i
x0s o0s numeros de Hartmann, M = 1,0 e Eckert, E = 0.3.

Na Figura 20, & mostrado o comportamento de T* pa-
ra r = 0.5, 6 = 26.50, M= 1.0. Aumentando~se o valor de M, nota-
se que a temperatura diminui em fungao de § para os diferentes va-
lores de ¢ e R. No entanto, a temperatura & crescente, tendo  seu
crescimento mais acentuado para um maior valor do niimero de Rey-
nolds. O valor miximo de T* para ¢ = 1.0 e R = 0.8 & obtido apro-
ximadamente 1.6 x 10.

Na Fig. 22, tem-se T = 5.0 e portanto & = 78.5 .

O comportamento de T* para o valor fixo do nUmero
de Hartmann , M = 1.0, & semelhante, isto e, a medida gue aumenta-
mos os valores de ¢ e R, a temperatura diminui em fungao de §, oh=-
tendo-se entretanto o maximo de T* aproximadamente 2,2 x 10, para
o= 1.0 e R=0.8. A temperatura T* tem um crescimento mais acen-
tuado que na Fig. 20, mas se comparada com a Fig.,2l, ve-se um de -
crescimo de T* bastante acentuado em fungao de &£.

Na Fig.24, para r = 10.0, 6 = 84" verifica-se que
a distribuicdo de temperatura perde seu carater retilineo em algu
mas curvas trag¢adas de T* para valores dos numeros de Prandtl e
Reynolds. Observa~se que o maximo de T* para 0= 1.0 e R = 0.8 a-

-

tinge aproximadamente o valeor 3.8 x 10. O crescimento det T* &
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bastapte oronunciado, embora a temperatura diminua guando comparade
com a Fig.23,

Pode-se concluir que para M = 0.5, ©  crescimento
de T* & mais pronunciado em funcao de £, enguanto que aumentando-se
o valor de M, M = 1,0 vé-se gque a temperatura cresce Menos acentua

damente em relagao a &.
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APENDICE A

DEDUCAO DA EQUACAC PARA A TEMPERATURA

O R S (O LA 13 9-31}

2 ar ag

- *
Y 1 3T | 32Tf}

A
o

+ — -
| 92 ar o 3 g2

v B (3 @EeEnte T [% (H"(E)}'?-F(G'fg))?'jl : (a-1)

Consideremos a equacao da temmeratura, (3-2)

3T 3T 5T 2 ]
pcpjlﬁ% tu gt 3%] = KV'T+us, (3-2)

onde
d = 2 .3.31.2+_}_1_2+_§_W_2
3r r 9z
R AN & VA S O T\
or X 2 oar 9dz
vamos utilizar a sequinte transformacao de varid
vel

T-T,
™ = —= (A-2)
T.,~T

2 71
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ou ainda,

= Tk - r -

T = T* (T,-T,) + T, . (A-3)
Consideremos as seguintes transformacdes:
H|

u==-r Q—Héél '

v = r QG(f)} ' (a-4)

w = dQ H(E)

e
£ =2 (a-5)

Derivando~se as relacoes {a-3) e (A-4) em relacao
arefe substituindo~as juntamente com a expressao (A-5) na equa-

gac (3-2), obtemos

o (:'M\ (T.-T.) Q_Tf. + QH{F‘\])(T i %.’-Eﬁ

eI\ T3 J IR T T 5
X (T»T\?’T* E TﬁT)BT* L (pp ) 2o
DR A U RN Z\'2 "1 7

d 23
Lo N2 [ eant )2 2
wd 2 &QHZ(EA/ + (QH?(F,}) + é(gﬂt(g))
2

=) =IO L s (A-6)

|

+

+
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ol ainda,

p(Tz Tl) o [‘*r wE) ATX L ) _ggi]
kfm,-e[2E . L 2zt 1 o%re
( 2 £) r d2 3 2
2
{ —QHZ(E) + (QH'(E))
2
HY(E) 2 2., 2
" —5 o { 2 + o0 (e : (A7)
d d

. - . ~ T
Introduzindo-se a variavel adimensional r = 5 na

FET"ST

equacao (A-7), temos

rH (£) gy 3L* dT*
(Tz }” [ gt RO ?Fr:‘]
- K (T _T‘) 1 32 41 3r* 1 97T*
27 71)1 42 352 a2z or 2 ag?
2 2-2 2 2
+ ue? {3 (H' (5)) 4 @ ]p: [(H 2(E)> + (G'(E;)) ] . (A8
42

Marltiplicando ambos os lados da equagao (A-8) por

dZ

chtemos:
ucp(Tszl]
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2 _—— L4 ek m-k—
e R LU W (] S
i L r de,
_{ K 3 2qx LoaTx 32ms
ucp Br2 r dr 352
2.2 2 2 2
L d 3 fmr N+ 222 {m) + le
¢, (TH=Ty) 4
P2 (A-9)
- dzpﬂ)
Substituindo os numeros de Reynolds, (R = STt
ol 2.2
Pzandtl, ( o= E_Q.] , e Bckert,(E = Q" d - ) , na equagido (A-9),
cp(T2 Tl)

K
teremos a equagao (A-1) deduzida.



APENDICE B

COEFICIENTES REFERENTES AS SOLUGOES DAS

G, (2-21),

2

i

1
—

L9
ja
)]

£
b

I
= O
(]

|

I
[ev]
= O

L=
[ ]

(1-s)

(1-8)

Coeficientes bi (i

(l*s}3

{75 + 3)

(35+2)

L

5 (l—s)z,

r

EQUACOES DOS CAPITULOS IT B TIIX

1,6), referentes &

(1-s) (~17s°+ 4s + 3) ,

(1-s) (-125° - 4s + 1) ,

5(l-s

h]
}

(38 + 2)

r

94

Coeficientes ai(i=l,43,referentes a funcao

funcao
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o1 .2 -

i

Coeficientes ¢, ( i = 1,8) referentes a equacao

{(3-26):

b

;1]

6

Q
i_-l
!

[
B
N

-{1- s) a; - 100 al - 14(i-s) b1] ,

™
o

Q
b
=
[

-o{l- s} (2a -a, )- 120a1a2-12(l—s) b2] '

ey
Q

|

Lo
<O

Q
N
it
ool
g

-g{1- s) a —{20a1a4+36a )—-3(1-5} b!}] v

9]
1
Hltll

Cqy = [ 9 (1-g) (332-.-513)-(36a§+60a1a3)—10(l-s.;) b:il ,

':-—j 1-5)%a -»(caa2+12a a,)- 6(1-s) hsj ,

c, = [&13614
£l
2

0
-1
tl
1
th
=
91}
e Ta)
+
]
;__i
U’l
e

-
"

C c C C c
_‘1 2 . 3 4 5 6 7!
s Tse Tz Y30 T3 et

o

Coeficientes di. (L = 1,9), referentes 3 eguacao

(3-27%:



onde

onde

onde

onde

59 (91 -
91 =
hy =

Lo -

73 \92
9y =
h, =

5 (93
93 =

=

7z ' 9y
q4 =
h -

hl - 4Cl)

2
Fo
—5 (1-5) ay
75EC ai H
h, - 4 }

2 Cqy

-]

Eg {48a + 90 al

2
B¢ (1-8) > + 2a

TN

4

Eao (60 aja, + 72 a

3 ¥

- a

5 3J :
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5
5 a
onde Gg = - Eﬂz(l—s)" + a, + gﬂ + oa,
e hg = Eo {27a§ + 4Basa,) ;
= 2+ - -
de = 35 (I¢ ~ Dy o)
onde Jg = [% 502(1_5}2 + oj] aq
e h6 = 36 EC a3a4 . :
d, = — - h, - 4
7 = 1 (97 7 by eyl
onde q7 = [%Eﬁz(l—s}z + 0-1 a,
e h, = 12Eg a2 :
7 N A !
=2
dg = -5 cg
dg = - (dl+ dyt d3+ dé+ d5+ d6+ d? - dg).

Coeficientes e, (i=1,7),referentes 3 equagao

(3—40}:



(3-41) .

98

m“ﬁ

3 2 2
[?-((l~s} al - 100 a; - l14(1l-g} b%} ’

e |
]

I:

a1l q) ay - a2) - 120 Ajas= 12({1-5) hé} ’

T

2

t
o

!

Lad

td
(o

)

5 20(1~- s) aqy- (20ala +36a2 4) -8(1-s) b%] ;

(0]

g
2

[

0[ o(1-5)% (3a,~ a;)-(36a+60a;a,)~10(L-s) bﬂ ,

o(l- s) a, (9a§+ l2a2a4) - 6{1l-s) b%} ’

—E(3a3a4 ;

Coeficientes f, (i = 1,9) referentes a equacao
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i

nj-
[:3‘{
&
+
i
[#
ch
i

3
= 4
2] Cq

- E.Ofl “+ 9f2 + 8f§3 + 7f4 + 6f5 + 5f

6

2 2{2
4c2"" Eg (1-s5) (‘j’ a?"'zagjl ;

4 2 Z
3 E07({l-s) 331 r

+

E02 {1-g) 2 (—-2a4+ % az)]
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APENDICE €

COEFICIENTES REFERENTES AS SOLUCOES DAS EQUACOES

Do CARITULO IV

Coeficientes referentes & equacao Hyo ! 4-17 )

1
a —3 ¥
0 M senh’m
hG = M senh M + 2 (1 - cosh M),
a; 2
Bl M| (1 - cosh M) senh 2M + 2 (M cosh M - senh M)
0
+ 2{ senh M - M) caosh Ei].,
]
B = B M [:2 {l-cosh 2M) (cosh M-1)- senh M (2M-senh Zﬁz],
&)
29
C o ) [:ﬁ cosh M - 1) senh 2ZM-2 (M cosh M- senh M)
Q
~ 2 cosh 2M (senh H-H]]
49
D T M| - senh M senh 2M+2 (cosh M-1l) (l+cosh 2M)
0

Coeficientes P;,{i = 1,5), referentes & equacao

NI AMP



Py = ——
M senh M
P, = “"El_—u {(l-cosh M}- 3 cogﬁjﬂ A D
2 senh M 4 senh M N 0 M

20+ D + q0senh 3M

rF
4senhM 16M aenth

3 7 dsenh M |%0T M |’
(-

S S
4 4 senh M

e
P. = ao
5 -16M senhmM
Coeficientes referentes a equacﬁo (4- 2L,
.
K= s&nw d
I. = _%
a8 M
e
N = ~Cosh 2M 1 1,

8M2 4
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Coeficientes Ki,(i =0,17) e¥{i = 0,22) referen
1.

tes A equacao (4- 23)

B _ A
Ko N “;E M '
2 2
Kl—g(A‘B)r
1,2 2
c
= S N
By =am * 9 '
-D
K, = —== + 2a.I, M,
47 ol 0
Ksz_l ﬁN—LA +3A2 ,
M 16M
v A _ BN
77 2 W
a
0
=~z 4 N - T,
Kg ="7m ¢ o~ LD ,
a
_.D , 0
Kg=qm * 3 ’
P,C
Ky = Py + 2 '
Py
Kyy = Py + 5~ + 3Pg ]
P
_ 3
Kig = Py *+ 5



103

2p,D

B 4
137 7wt Py '
ﬁl K, .
14 == EG[:E_ + ;]\—;é— cosh 2M + Rao (zi- senh 3M + senh M)
- ag ,‘44 + Ba (‘.i cosh 3IM -~ cosh My + AR genh 2M
neta 2
16M
2.7
a.M
0 2.2 B _ A _3A
t =5 cosh 4M + ETX %5 + M? AT 3 ;{f?’—

M 4 4 2
A B 3B 2K1R
+ [ K6 + T - - == 4+ K, = ===} » cosh M
( M? M 21\,13 7 M
+ %4 - i?_ - 3™ - .*_._WB% - "o cosh 2M
1 M 2 16M g Jr ’
2 (%, o ¢ A 2
\ ¢ ' 144M 144M
K PC  P.D
113 4 4
* T T "ﬂ”) « senh 2M
P,C DP, 3094\-
+ + ok 3 + 5 ) +« cosh 2M
- 8M~
/
3 r P4C  P,D Kya —x




] _2x
Yo T K5 T THT
B
Y = K -
1 0 »
= ~A
Yy = —4W
Y. = K _ %o
37 6 M
A
v, o= K, -
4 7 "
_ -m
YS_ M
K
I O S
Yg = E( 3
1
o i

e
oo
]
P bt
PN
=
i

o aONM
Yy = 5
o aqM
10 8
A
Y11 3

Lo
vy

|

L)

2M
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Coeficientes

referentes a4 equacao { 4- 25 )

r
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1
0=~ —=
32
P = 1 _cosh 2M = 1 N L _ o
sE oMK 3o 48 6 2
Coeficientes Ai,(i = 1,37) referentes a equacao
(4"" 27 ):
_ 3D _
Al = 2A e 5 a;) ’
A, = LLAD ,
16M




w (KL 2

3 2 ¢
-19A _ B8n _ 12NB _ 8LA
o : s

8- M e M
4 78, - 2N2 L s o+ K

7 M
2M

3A
T + 2NB
B
3
C 7 2
- 4 .
1EH 4 aON + aOM P+

2
aOHM
2
aOM2
12
- 21? + 12§A + BEB + APA + 4K
M M
4 155 - B2 4 A+ K
2M
~3B

+ 4PR +4K

Ky

4

2
Ta a, LM
1{ D 0 0
=g\amt 7t 3 +‘K9)

16K

1leX

r

107



21

22

23

24

25

26

27

28
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31

32

b b L] B

rat W

E..'UJJ’
o~
W
3
N
+
S

g‘ z.n. mlza:.

=
S
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~J
[\ ]

(ELD + INC + KB)

C
ND+§

3
sl ¥ ] by
N

h - - a4 K
aM*
(\a

Ay
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)

5a,rl
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34

35

36

37

17

16

Ko _ Pa©

i ; '
1 i '
4 2N zi_lr\l'?:w

cp,

2 ]
DP,

4 F
EC '
~§-(A4+A5+A6+A7) .
M

7

B %K
T (Ryg * Bgy + By + Aoy) ’
B &K 3P5

) ( Byg * g4~ ) '

Ed .
;f [:%1 senh M + A2 senh 2M + A3 senh 3M

A4 cosh M + A5 cosh 2M + AG

AS"Ag_I -

|
2.2
Ea ™K
Tz l (Alcﬁ Byqt Byot Al3) - senh M

cosh 3M + A7 cosh 4M

614 + AlS + Alﬁ + Al?).senh 2M
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23 7244

1-(A18 + A19 + A20 + Azi) cosh M + /A +A +A ‘fcosh 2M

senh 3M + A cosh 3M + A cosh 4M

t oA 26 27

25

+ Byg t Ayg Mgt Bgy F A4,

_ EoK
? (A33 + A34).senh 2M +(A35 + A36 + A3.D.cosh ZM

3P
+ ——2 cosh 4M + M4- _%— —%— _éa

2
+ 3 Kl4 + 2Kl5“" KlG.

Coeficientes referentes 3 equagao { 4- 21)

- senh 2M 1

N=r~-—gy "3
Coeficientes referentes a eguagao (4~ 23)
- 22 _ A _B _B |
Kl4 = Bao K Qﬁ(s K0+ MK-? + '2—54- T F} .5enh M
- B _ A _ A
(MKS Ka? + MKO + EH 'a- *2—'M""2" cosh 2M




X K a N a
+ M §§-+-%+0+ O).coshZM

2 3
+ o (KB * %‘" * %’2)
K K P,D P.D
11, F13 1P Py
+ Eo K I“l"‘i"‘- + -"Zf“ +I’[P4C + M—--z-"— T senh 2M

+
o]

(M K10+ M Kll* P4C - P4D> cosh 2M
3 2| FaP

+Eg | K, + f_% senh 2M + AB cosh ZM +
1 2M BM

1 1 X
+ MBaO (-:3; senh 3M - senh % + MAO (—3- cosh 3M

2.3

ayM 2 4

+ cosh M + senh 4M - 2a0 M .
2

Coeficiente referente a equacgio (4~ 22)

- senh 2™ 1 N
16M
Coeficientes Li(i = 1,20) e'f{_,lﬁ referentes a equa
cao (4- 27)
Ly = Mg * Ag o
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12

13

i

If

I

21 20
MAL, + 32,
MA,

App t Mg

2A12 + MAlg
2Al3 + MAzO
MAy1

By + 2MA,,

(e )

3Al? + 2MA2

2MAy, A,y

2MA + 2A

15

4

24
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1132

= ZMAlG ’
= 2MA17 r
= 2M By + Rgg '
i (e )
= Ry, + 2M Ay ’
= 2M A36 7
= 2M A37 .
- —'E:;ZKQ “ (Ll $ L, + L, ¢ L4)' cosh M

+(L5 + L6 -+ L? + LB) . senh M +(L9 + LlO + Lll)

. senh 2M + (L}IZ + Ll3 + Ll4 + Lls) . cosh 2M

+ 3IM cosh 3M + 3M A senh 3™ + 4M A senh 4M

Bysg 26 27

+ 6A ] + B9 MA. cosh M

+ 2A
31 32—1 M2 L 1

28 + 3?‘129 + 4A3D + 5A
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1 .
+ 58 A2 cosh 2M + 3M A3 cosh 3M + M A4 senh M +
+ 2M AS senh 2M + 3M A6 senh 3M + 4M\A7 senh 4M
+ 27, + A =1L B S S .cosh 2M +

8 9 M2 16 17
3MP5
+ (%18 + ng + L2q>.-senh 2M + TE senh 4M +
P.D P,.C

4 4 4 2 =

rMl sttt g Klz) * 2Ky, + 4Kyge
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