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Resumo

Nesta tese apresentamos resultados que fornecem a regularidade dos expoentes
de Lyapunov com uma abordagem via teoria de Lie. A generalizacdo dos expoentes
de Lyapunov para fluxos em fibrados flag associados a um fibrado principal é utili-
zada para obter a diferenciabilidade de certas combinagoes lineares do espectro de
Lyapunov. Essas combinagoes que sao diferenciaveis sao determinadas a partir da
caracterizacdo da decomposicdo de Morse mais fina do fluxo nos fibrados flag. A
diferenciabilidade é tomada com repeito a perturbacao do fluxo por elementos do

grupo de calibre do fibrado principal.
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Abstract

In this thesis we present results about regularity of Lyapunov Exponents via a
Lie Theory approach. The generalization of Lyapunov Exponents for flows in flag
bundles is used to obtain the differenciability of certain linear combinations of the
Lyapunov spectra. This specific combinations that are differentiable are determined
by the caracterization of the finest Morse decomposition of the flows on flag bundles.
The differenciability is taken with respect to the perturbation of the flow by elements
in the gauge group of the principal bundle.
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Capitulo

Estrutura da tese

0.1 Apresentacao do problema e resultados

O objetivo principal deste trabalho ¢ mostrar como a estrutura dos grupos e
algebras de Lie fornece ferramentas para uma analise mais fina de alguns sistemas
dinamicos. Nesta tese nos provamos a diferenciabilidade de certas combinacoes do
espectro de Lyapunov de um fluxo continuo num fibrado vetorial. O resultado pro-
vado aqui teve como base o teorema de Ruelle [17], onde ele prova que o maior expo-
ente de Lyapunov depende analiticamente de fluxos que deixam invariante uma certa
familia de cones no fibrado vetorial. Nesta tese nos nao assumimos essa hipotese e,
ao invés disso, utilizamos a classificacao e a descrigao algébrica da decomposicao de

Morse mais fina de fluxos em fibrados Flag.

Para descrever os resultados obtidos, considere 7 : () — X um fibrado principal
continuo com grupo de Lie redutivel GG e base um espaco topologico compacto X. Um
endomorfismo ¢ : () — () intercambia as fibras de () e assim induz uma aplicagao
f X — X na base tal que mo ¢ = f oxw. Assumiremos que tanto ¢ quanto f
sao continuos e que f é um homeomorfismo no caso de ¢ ser um automorfismo.
Consideraremos ainda uma medida de probabilidade f-invariante v na base X com

supp v = X.

Para o caso em que ) = X x GG é um fibrado trivial, entao o automorfismo ¢ é
da forma ¢(z,g) = (f(x),T(x)g), onde T': X — G é uma aplicacdo continua. Essa
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aplicacao gera o cociclo p: Z x X — G sobre f dado por

T(f"x)) - T(f* () T(x) sen > 1
p(n,x) = q Id sen=0.
T(f ()™ T(f~ (@)™ T(f )™ sen<1

A taxa de crescimento exponencial de ¢"(q), ¢ € @, pode ser medida tanto
pela decomposicao de Iwasawa G = KAN quanto pela decomposicao polar G =
K(clAT)K, com AT C A. Essas decomposi¢oes podem ser levadas para o fibrado @
na forma @ = R- AN ou Q = R- (clA")K, onde R é uma K-redugao de Q. Desta
forma a taxa de crescimento exponencial é medida tomando a A-componente ou a
A*-componente de ¢"(q).

A componente proveniente da decomposicao de Iwasawa fornece um cociclo adi-
tivo ag(n,§) € a sobre o fluxo induzido no fibrado flag maximal associado E =
Q X F =R xgF, onde a é a algebra de Lie da componente vetorial A. Por outro
lado, considerando a decomposi¢ao polar e tomando a clAT-componente de ¢™(q)
obtemos um cociclo subaditivo aj (n, ) sobre o fluxo na base X.

A partir desses cociclos defini-se o expoente de Lyapunov de ¢ na dire¢ao do flag
¢ € E pelo limite

1
A§) = lim —ay(n,€) € a,
cuja existéncia é garantida pelo teorema ergodico vetorial demonstrado em [2]| (ver
teorema 3.2.3 nesta tese). Tomando o limite do cociclo subaditivo obtido a partir
da decomposicao polar obtemos o expoente polar de ¢ dado por

1
Af () = lim ﬁa;f(n,ac) € cla™.

No contexto classico em que o grupo de Lie é um grupo linear (G = Gl(n,R)
ou algum de seus subgrupos fechados como Sl(n, R), Sp(n, R), etc.), mostramos que
os limites definidos acima fornecem todo o espectro de Lyapunov. O expoente de
Lyapunov na direcao de um flag serd essencialmente uma matriz diagonal formada
pelos expoentes de Lyapunov classicos. Ja o expoente polar fornece uma matriz
diagonal com os expoentes de Lyapunov bem ordenados (veja a secao 3.3 desta
tese).

Seja agora G o grupo de calibre de @, isto é, o grupo dos automorfismos que
induzem na base X a aplicacao identidade. KEsse grupo possui uma estrutura de

variedade de Banach (ver secdo 2.4). Se v € G entdo v o ¢ é um automorfismo
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de ) que induz a mesma aplicacao f na base. Com relacao a esse automorfismo
perturbado, temos que o expoente polar (ou o espectro de Lyapunov no contexto
classico) é dado v-q.t.p. por A%(x). Nesses termos o resultado principal desta tese

diz que

Teorema. Para escolhas adequadas de funcionais o € a*, temos que
veEGr— / « (A%(m)) v(dr) € R (1)
X

¢ uma aplicacao diferencidvel.

A escolha adequada dos funcionais « é feita a partir da caracterizacao algébrica

da decomposicao de Morse mais fina do fluxo ¢" em Eg = X x Fg dado por
¢"(r-b)=9¢"(r)-b, r€ R, beFg,

onde Fg = G/ Py ¢ uma variedade flag de G. As decomposicoes de Morse desse tipo
de fluxo foram estudadas em [6] e [14] (veja também |22| para uma abordagem nos
fibrados projetivos).

Para facilitar a descricao, suponha Q = X x GG. Pelos resultados desses artigos a
decomposicao de Morse mais fina sempre existe e é caracterizada algebricamente da
seguinte maneira: existe Hy, € cla® (ou hy, = exp Hy, € clAT), e uma aplicacao
continua

s X = A(Hyo),

onde A(Hy,) = {ghmog™! | g € G} & a orbita dos conjugados de hy,, tal que as
componentes de Morse da decomposicao mais fina sao dadas em cada fibra pelas
componentes conexas de

{z} x fixe(0y(x)),
onde fixg(oy(x)) é o conjunto dos pontos fixos da agao de o,(z) € G em Fe.

Por exemplo, para o caso em que G = Gl(n,R) temos que hy, ¢ uma matriz
diagonal com entradas positivas e o4(z) ¢ uma matriz conjugada a hy,. Os pontos
fixos de o4(x) nos flags de G sao formados pelos seus autoespagos. No caso em que o
Flag é o espaco projetivo RP"™! a decomposicao de Morse corresponde exatamente
a decomposicao de Whitney de X x R™.

Com essa caracterizacdo nosso resultado diz entao que a aplicacdo (1) é dife-
renciavel se o funcional « for definido por um elemento H,, isto é « = (H,,-), tal
que

ker ad(Hyo) C kerad(H,,).
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Em termos de matrizes, essa inclusao diz essencialmente que H, deve ser menos
regular que Hy, ou melhor, que a multiplicidade de cada autovalor de H, deve
ser a soma das multiplicidades de alguns autovalores de Hyj,. Por exemplo se G =
Gl(n,R), a for o espago das matrizes diagonais e Hyy, for uma matriz diagonal com
autovalores A\ > Ay > --- > )\, e multiplicidades di,ds, ..., dg, entao a aplicacao

(1) sera diferencidvel para os funcionais da forma

diag(al,...,an) = ap+ -+ ag,

7

e suas combinacoes lineares.

Com isso temos, por exemplo, que se Hy, tiver um autovalor dominante (maior
que todos os outros) de multiplicidade um, entdo podemos escolher a como sendo
o funcional \;(diag(ai,...,a,)) = a1, o que nos fornece a diferenciabilidade da

aplicagao
10— [ Mwr0)vido) € R, )
X

onde A\(z,7¢$) é o maior expoente de Lyapunov de y¢. Esse é exatamente o caso

dos fluxos que preservam uma familia de cones apresentada no artigo do Ruelle [17].

0.2 Estrutura dos capitulos

Capitulo 1

E apresentada a ideia inicial para a abordagem dos problemas de dinamica via
teoria de Lie. Tal abordagem consiste na classificacao dos conjuntos de controle
para a acao de semigrupos de grupos de Lie semissimples nas variedades flag Fg,
proveniente do trabalho de San Martin-Tonelli [21]. Ainda nesse capitulo mostramos
como essa estrutura dos semigrupos fornecem a caracterizagao das componentes de
Morse de automorfismos em fibrados Flag, conforme Braga-San Martin [6] e Patrao-
San Martin [14]. A descrigdo algébrica das componentes de Morse é de fundamental
importancia para este trabalho, uma vez que as condi¢oes de regularidade dos ex-

poentes de Lyapunov serao dadas em funcao dessa classificacao.
Capitulo 2

Apresentamos uma série de resultados sobre estruturas diferenciaveis e diferen-

ciabilidade de aplicacoes entre espacos de secoes de fibrados e espacos de funcoes.
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Tais resultados, apesar de poderem ser encontrados em alguns livros sobre anélise
nao linear, como o livro de Palais [13], ndo possuem formalizagoes classicas e por
isso decidimos apresenta-los nesta tese. Ao longo do texto estamos particularmente
interessados nos espacos de secoes continuas de fibrados associados () X F', onde
@ — X é um G-fibrado principal continuo sobre um espaco topologico compacto X,
com G um grupo de Lie, F' um espaco homogéneo de G, e assumimos que ) admite
uma K-reducao compacta R. O espaco das secoes continuas de () X F' possui uma
estrutura de variedade de Banach e, identificado-o com o conjunto das fun¢oes equi-
variantes de @ (ou de R) em F, mostramos que ele é uma subvariedade mergulhada
da variedade de Banach das fun¢oes continuas de R em F', denotado no texto por
C(R, F). Com essa identificacdo e com a estrutura diferenciavel classica em C(R, F'),
obtemos a diferenciabilidade de algumas aplicagoes envolvendo esses espacos, bem
como expressoes para a derivada delas. Em particular, consideramos a acao natural
do grupo de calibre do fibrado ) no espaco de secoes e mostramos que essa acao
é diferenciavel. A diferenciabilidade dessa aplicacdo é um dos pontos chave para
se poder perturbar diferenciavelmente as componentes de Morse nos fibrados flag e

assim obter as condigoes para a regularidade dos expoentes de Lyapunov.

Capitulo 3

O capitulo é destinado a apresentacao da generalizacao dos expoentes de Lya-
punov para fluxos em fibrados Flag. Essa generalizacao se iniciou com o trabalho
de Kaimanovich [11], onde ele obtém uma versao do teorema ergodico multiplica-
tivo para sequéncias regulares em espacos simétricos, e mais tarde foi desenvolvida
para o contexto de fluxos em fibrados flag por San Martin-Seco [20] e Alves-San
Martin [2]. Nas duas primeiras se¢oes desse capitulo apresentamos os conceitos de
expoentes de Lyapunov, tanto no caso classico para fluxos em fibrados vetoriais (ou
projetivos) quanto no caso de fluxos em fibrados flag, e enunciamos os teoremas er-
godicos multiplicativos que foram demonstrados nos artigos citados acima. Por fim,
na ultima secao, mostramos para o caso de fluxos em fibrados vetoriais induzidos
por cociclos a valores no grupo Sl(n,R), as relacoes entre o contexto classico e o
contexo generalizado. Essas relagoes sao essenciais para se obter resultados para
os expoentes de Lyapunov classicos a partir da generalizacao proposta, mostrando

assim a importancia de se considerar tal generalizagao.
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Capitulo 4

Sao apresentados os resultados técnicos sobre perturbacoes de automorfismos
e suas implicacoes nas componentes de Morse. Essas relagoes fornecem estimati-
vas para o espectro de Lyapunov. Além disso, apresentamos na tltima secao desse
capitulo as relagoes entre as componentes de Morse e de Oseledet (proveniente do
teorema ergodico multiplicativo vetorial). Mais especificamente, seguindo Alves-San
Martin [3], ¢ apresentada um resultado no contexto de fibrados flag da inclusao das
componentes de Oseledets nas componentes de Morse. Tal decomposicao ja era co-

nhecida no contexto de fibrado projetivos (corolario 5.5.17 de [7]).
Capitulo 5

E destinado & demonstracio do resultado principal desta tese, descrito no co-

meco desta apresentacao.
Capitulo 6
Apresentamos alguns exemplos e aplicacoes do resultado & teoria classica, for-

necendo diferenciabilidade e estimativas dos expoentes de Lyapunov a partir dos

cociclos que os definem.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo pretendemos apresentar os principais resultados sobre decomposi-
¢oes de Morse, conjuntos de controle em fibrados Flag, tipo parabdlico de semigrupos
e de fluxos que estao presentes numa série de artigos e teses que antecederam esse
trabalho. As referéncias principais para esse capitulo preeliminar sao [6], [14], [19]
e [21].

1.1 Semigrupos e tipo parabolico

1.1.1 Conjuntos de Controle

Seja S um semigrupo agindo num espago X. Diz-se que o semigrupo S é acessivel
em z € X se int(Sx) # (). Se S for acessivel para todo x € X, diz-se apenas que
S é acessivel. Nos casos que trataremos os semigrupos serdo, em grande maioria,
semigrupos de grupos de Lie, com interior nao vazio, agindo em espacos homogéneos,

de forma que essa propriedade de acessibilidade serd sempre satisfeita.

Definicao 1.1.1. Um subconjunto D C X é um conjunto de controle para a a¢ao

de S se
1. intD # ();
2. D C fe(S - x), para todo x € D;

3. D é marimal com relacao as duas propriedades acima.
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A propriedade 3 de maximalidade implica que os conjuntos de controle sao neces-
sariamente disjuntos, pois caso nao fossem, a uniao deles ainda teria as propriedades
1 e 2. Além disso, existe uma ordem parcial entre os conjuntos de controle onde
Dy < Dy se for possivel atingir Dy a partir de D;. Em outras palavras, existem
x € Dyeg e Stal que gr € Dy. Equivalentemente, também temos que Dy < D> se,
e somente se, Dy C fe(S - b) para algum, e assim para todo b € D;. Com relagio a
essa ordem, um conjunto de controle D é maximal se, e somente se, ele é invariante
pela acao de S, isto ¢, SD C D. Da mesma maneira, D é minimal se, e somente se,
ele ¢ S~l-invariante.

Dado um conjunto de controle D, definimos o seu conjunto de transitividade
como o subconjunto de X onde a agao do semigrupo ¢é idéntica a agao de um grupo.

De modo formal, o conjunto de transitividade de D é definido por
Dy = {r € D|x € int(Sz) Nint(S'x)}.

Em geral o conjunto de transitividade de um conjunto de controle pode ser vazio.
Caso nao seja, dizemos que o conjunto de controle é efetivo. Os conjuntos de controle
invariantes sao efetivos, isto ¢, Dy # 0 se SD C D ou S~'D C D.

Sobre a existéncia dos conjuntos de controle, para o caso em que X é compacto,
uma aplicagao do lema de Zorn garante que para todo x € X, existe um conjunto

de controle invariante contido em fe(Sz).

1.1.2 Conjuntos de Controle em variedades Flag e tipo para-

bélico de semigrupos

Vamos nos restringir agora a agado de um semigrupo S, contido num grupo de Lie
semissimples G, com intS # (). O conceito de tipo parabolico de semigrupos vem da
caracterizacao dos conjuntos de controle efetivos da acao de S nas variedades Flag
Fo. A demonstracao dos resultados enunciados aqui podem ser encontrados em [21].

Antes de mais nada, fixe uma decomposicao de Iwasawa G = KAN e seja W o
grupo de Weyl de G (ver apéndice). Para descrever os conjuntos de controle efetivos
e definir o tipo parabodlico de S, considere o conjunto dos elementos regulares de GG

que estao no interior de .S, isto é,

R(S) ={h €int(S) | h = gh'g™', para algum g€ G e h' € AT},
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onde AT é uma camara de Weyl fixada.
Os conjuntos de transitividade dos conjuntos controle efetivos para a agao de
S em Fg sao dados por pontos fixos dos elementos de R(S), como enunciado no

teorema abaixo

Teorema 1.1.2. Para cada w € W, existe um conjunto de controle Dg(w) C Fg

cujo conjunto de transitividade é dado por

De(w)o = | J{fixe(h,w) | h € R(S)}.

Além disso, Dg(1) € o unico conjunto de controle S-invariante (mazimal) e Dg(wy)
é o tunico conjunto de controle S~'-invariante (minimal), onde wy € a involugdo
principal de W. Mais ainda, os conjuntos Dg(w) fornecem todos os conjuntos de

controle efetivos.

A partir dessa caracterizacao dos conjuntos de controle, surge o conceito de tipo
parabolico de S. A grosso modo, o tipo parabolico de S é a melhor variedade flag
Feo para se olhar os conjuntos de controle. Esse conceito de “melhor variedade flag”

se traduz nas caracterizacoes do tipo parabélico fornecidas no teorema abaixo

Teorema 1.1.3. Seja S C G um semigrupo com intS # 0. Existe um subconjunto

de raizes simples ©(S) C X tal que as trés condi¢oes abaizo sao equivalentes.

i. ©(S) € o menor subconjunto © C ¥ (ou o maior flag Fe) tal que Dg(1) estd
contido numa célula aberta de Bruhat de Fg.

ii. ©(S) é o maior subconjunto © C % (ou o menor flag Fo) tal que ng'(De(1))
€ o conjunto de controle invariante de S no flag mazimal F.

iii. ©(S) € o unico subconjunto © C X (ou o inico flag Fg) tal que Dg(1) estd
contido numa célula aberta de Bruhat e wg'(De(1)) € o conjunto de controle

invariante de S no flag mazimal F.
Demonstracao: ver [21] O
Definicao 1.1.4. O tipo parabélico do semigrupo S € a variedade flag Fog) (ou

simplesmente o subconjunto de raizes simples ©(S) C X) que satisfaz qualquer uma

das condicoes equivalentes do teorema anterior.
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O fato de o conjunto de controle invariante Dg(s)(1) C Feo(g) estar contido numa
célula aberta de Bruhat é equivalente a dizer que todos os seus elementos estao
na variedade estavel para a acao de um elemento regular de h € GG. Isto é, existe
uma decomposicao de Iwasawa G'= KAN tal que se bg(s) ¢ a origem do flag Fgg)
com respeito & essa decomposicao e h € A*, entdo lim,_,o h"b = be(s) para todo
b € Dg(s), ou seja, Deosy(1) C N™bg(s).

Essa nocao de estabilidade permite ver estruturalmente o tipo parabolico de S,
isto é, com relacao aos seus elementos. Para isso, vamos definir o tipo parabdlico
dos elementos de G. Considere g = uhn a decomposi¢ao de Jordan (multiplicativa)
de ¢ e tome uma decomposicao de Iwasawa G = KAN tal que u € K, h € clAT e
n € N. Associada a escolha da decomposicao de Iwasawa, temos a escolha de um

conjunto de raizes simples ¥. Entao o tipo parabolico de g é dado por
O(g) ={aeX|a(logh) =0} =0O(H), h=expH, HE€a

O tipo parabdlico de g diz essencialmente qual é a regularidade da sua compo-
nente vetorial A em termos das raizes de G. Quanto menor for o conjunto O(g),
maior a regularidade de g, isto é, menos raizes anulam a sua componente vetorial h.

Por exemplo, para o caso em que G = Sl(n,R), um subgrupo vetorial A é dado
pelas matrizes diagonais com autovalores positivos e as raizes sao os funcionais da
forma \; — \; € a*, onde \;(diag(ay,...,a,)) = @, Um conjunto de raizes simples
¢ dado pelos funcionais \; — \;11, com ¢ = 1,...,n — 1, e associado a essa escolha
temos a camara de Weyl positiva a®™ dada pelas matrizes diagonais de trago zero,
com autovalores distintos e ordenados do maior para o menor. Ja o fecho cla®™
sao as matrizes diagonais com autovalores ordenados do maior para o menor, s
que possivelmente repetidos. Neste caso, a regularidade de um elemento h € clA™
¢ simplesmente a multiplicidade dos seus autovalores. (Quanto mais autovalores
repetidos menor a sua regularidade. Nos casos extremos temos ©(h) = () ou ©(h) =
Y. Se h € AT entdo O(h) = 0, isto &, todos seus autovalores sao distintos e sua
regularidade é maxima.

Uma boa maneira de se olhar o tipo parabdlico de um semigrupo S é se per-
guntando qual a regularidade dos elementos de seu interior. Nesse sentido, sempre
é possivel encontrar, no seu interior, elementos com regularidade méaxima, isto é,
sempre existe g € G e h € AT tal que ghg™! € int(S). O proximo teorema esclarece

um pouco mais sobre essa relacgao.

Teorema 1.1.5. Para todo g € int(S), temos que O(g) C O(S). Além disso, existe
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g € int(S) com regularidade minima, isto €, ©(g) = O(S). Em outras palavras, o
tipo parabdlico de um semigrupo € a menor reqularidade possivel para os elementos

do seu interior.

Demonstragao: Secio 4 de [21] O

Segue imediatamente desse teorema que o tipo parabolico de um semigrupo S
com interior ndo vazio coincide com o tipo parabolico de int(S).

A préxima proposicao ajuda a ver o tipo parabolico de varios semigrupos a partir
de subconjuntos admissiveis em Fg. Dizemos que C' C Fg é admissivel se C' esta

contido numa célula aberta de Bruhat.

Proposigao 1.1.6. Se C' C Fg € um subconjunto admissivel e C' = cl(int(C')) entao

semigrupo de compressao
Se={9€G|gCCC}

tem interior nao vazio e seu tipo parabolico € exatamente ©. Mais ainda, C € o

conjunto de controle invariante para o acao de S em Fg.

Demonstracao: Proposigao 4.2 de [19] O

Com ajuda dessa proposicao conseguimos calcular o tipo parabolico de diversos

semigrupos. Para mais detalhes e outros exemplos veja a segdo 6.3 de [19].
Exemplo 1.1.7. Semigrupos de Compressao de cones

Seja W C R™ um cone pontual e gerador. O projetivizado
C=PW ={[v)]c RP" ' |ve W}

é um conjunto admissivel e C' = cl(int(C)). Logo, o tipo parabdlico de S é o espago
projetivo RP™™'. Um caso interessante que decorre desse exemplo é o do semigrupo
SI*(n,R) formado pelas matrizes com entradas positivas. Esse ¢ o semigrupo de
compressao do cone W em R™ dado pelo primeiro octante, isto é, do cone formado
pelos vetores em R™ que tem todas as suas coordenadas positivas. Em termos das
raizes simples de Sl(n,R) temos que o tipo paraboélico de SI™(n,R) é dado pelos

funcionais

@(SlJr(TL,R)) = {)\2 - )\3, . 7)\n—1 - )\n}
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1.2 Decomposicoes de Morse e tipo parabdlico de

fluxos

A descricao do tipo parabdlico de semigrupos nos ajuda a entender a dindmica
de fluxos de automorfismos de fibrado principais. Mais especificamente, com ela
podemos caracterizar as componentes de Morse de fluxos em fibrados Flag induzidos
por automorfismos ¢, : Q — @, onde ) é um G-fibrado principal, com grupo de Lie

semissimples G.

Definicao 1.2.1. Seja ¢y : X — X um fluzo no espaco topologico X. Uma decompo-
si¢ao de Morse de ¢y € uma colegdo finita de subconjuntos disjuntos {My, ..., M,}

tais que
1. cada M; € compacto e ¢ -invariante;
ii. para todo x € X tem-se w(x),w*(z) C U;M,;
iii. se w(x),w*(r) € M, entdo x € M;
Exemplo 1.2.2. Decomposicao de Morse de translagoes em Projetivos

Seja g € Sl(n + 1,R) e considere o fluxo discreto gerado pela acao de g no espago

projetivo RP", isto é

¢n: RP" —» RP"
W] oa([v]) = [g"(v)]

As componentes de Morse desse fluxo sao caracterizadas pela componente vetorial
de g. Isto é, escreva g = ehu a decomposicao de Jordan de g, com e eliptico, h

hiperbolico e v unipotente, e sejam V;, V5, ..., Vi os autoespacos de h. Entao
M; =PV, ={[v] e RP" |v eV}, ,7=1,2,...,k,

formam a decomposicao de Morse mais fina de ¢;.
Veja [9] para mais detalhes de decomposi¢oes de Morse para translagoes em va-
riedades Flag. O]

Para descrever as componentes de Morse de fluxos em fibrados Flag a partir
do tipo parabodlico de semigrupos, o que é feito, na verdade, é um descricao das

componentes recorrentes por cadeias do fluxo, que passamos a definir abaixo.



Cap. 1 - Preliminares 13

Considere ¢; : X — X um fluxo do espago métrico (X,d). Dados dois pontos
z,y € X e numeros reais €,7 > 0, uma (¢, T)-cadeia de x para y é dada por um
conjunto finito de pontos x = g, x1,...,2 = y e tempos tg,t1,...,t,_1 > T tais
que

d(¢r, (25), j11) <€

Um subconjunto Y C X é dito transitivo por cadeias se para cada z,y € X e
e,T > 0, existe uma (¢, T)-cadeia de x para y. Um ponto x € X & recorrente por
cadeias se o conjunto {z} for transitivo por cadeias, isto ¢, se para todo ¢,7 > 0
existe uma (e, T')-cadeia de = para z. Denotamos por Re(¢;) o conjunto de todos
os pontos recorrentes por cadeias.

A relacdo entre componentes de Morse e recorréncia por cadeias é dada na pro-

Xima proposicao.

Proposicao 1.2.3. O fluxo ¢; admite uma decomposi¢ao de Morse mais fina se, e
somente se, o conjunto recorrente por cadeias Ro(py) possuir apenas uma quantidade
finita de componentes conexas. Neste caso, as componentes conexas de Re(¢y) sao

exatamente as componentes de Morse da decomposi¢cao de Morse mais fina.

Demonstracao: Teorema B.2.26 de [7] O

Em virtude dessa proposicao, para obter e descrever as componentes de Morse
basta descrever as componentes transitivas por cadeias. E ai que entra o papel dos

semigrupos!
Tipo parabdlico de semigrupos de endomorfismos

Considere 7 : ) — X um G-fibrado principal, localmente trivial, com G um
grupo de Lie semissimples e base X compacta, e forme o fibrado flag associado
Eo = @ x¢Fo. Seja Sg um semigrupo formado por endomorfismos locais do fibrado
(. Esse semigrupo age naturalmente em (), na base X e no fibrado flag associado
Eeo. Suponha ainda que Sg é acessivel e que a acao na base X é transitiva. Essas
hipoteses permitem estudar os conjuntos de controle da agao de Sg em Eg apenas
olhando para sua acao nas fibras, resumindo o estudo a acao de um semigrupo de
interior ndao vazio numa variedade flag.

A idéia geral dessa construgao é considerar, para cada fibra (ou para cada ¢ € Q)

o semigrupo de G formado pelos elementos que agem na fibra que contém ¢ da mesma
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forma que algum endomorfismo contido em Sg. De forma mais precisa considera-se
0 semigrupo
ST={g € G|¢(q) = qg, para algum ¢ € Sg}.

Com a hipotese de acessibilidade mostra-se que S? é aberto. Além disso, deno-
tando por DY(w) o conjunto de controle para a acao de S? no flag maximal F, temos
a seguinte caracterizagao dos conjuntos de controle para a acao de Sg no fibrado

flag maximal E.

Teorema 1.2.4. Os conjuntos de controle para a ag¢ao de Sg em E sao dados por
conjuntos D(w), com w € W, que se projetam sobre toda a base X e cujos conjuntos

de trasitividade sao dados em cada fibra por

(D(w)o)ﬂ(q) =4q- Dq<w)07 q € Q
Além disso, o tipo parabdlico de cada S? nao depende de q € Q.

Demonstragao: ver se¢ao 8 de [6] O

Definicao 1.2.5. O tipo parabolico do semigrupo de endomorfismos locais Sg € o

tipo parabdlico (comum) de cada S, com q € Q.

Tipo paraboélico de fluxos

Para aplicar o conceito de tipo parabolico de semigrupos ao estudo das compo-
nentes transitivas por cadeias do fluxo de automorfismos ¢; : ) — @, introduz-se
o conceito de semigrupo de sombreamento. Para isso, fixado ¢ > 0, considere os
automorfismos locais de () que estao e-proximos da identidade. Isto é, considere
Ve ={¢v € End(Q) | d(p(£),&) < ¢,¥¢ € F}, onde a distancia em I é induzida por
uma distancia invariante em G tal que toda translacao por elementos de K C G é
isometria.

Para cada e >0e T > 0, o (¢,T)-semigrupo de sombreamento é definido por

Se,TZ{SOSOthSO"'O%O@l|7fi>T, w; € Vo).

Dessa construgao segue que as (€, T')-cadeias a partir de um ponto & € E coin-
cidem com a S,y o6rbita de {. E possivel mostrar que os semigrupos locais S, r sao

acessiveis, de forma que os seus conjuntos de controle sao caracterizados a partir do
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teorema 1.2.4. Denotando por DgT(w) os conjuntos de controle para a a¢ao de S¢r
em Eg, as componentes de Morse do fluxo no fibrado flag Eg induzido pelo fluxo
¢+ QQ — () sao obtidas a partir da intersecao dos conjuntos de transitividade dos

. T . . s
conjuntos de controle Dg" (w), como enunciado no proximo teorema.

Teorema 1.2.6. As componentes da decomposicao de Morse mais fina do fluzo

¢ - Eg — Eg sao dadas por

Mo(w) = DG (w). (1.1)

Além disso Mg(1) € a tnica componente de Morse atratora e Mg(wy) € a dnica

componente de Morse repulsora.

Demonstragao: ver secao 9 de [6] O

Observe que se € < €3 e 17 > T entao S, 1y, C Se, 1y, donde segue que os
tipos parabolicos desses semigrupos satisfazem ©(S., 1) C O(Sg 7). Tomando e
suficientemente pequeno e T' suficientemente grande temos que o tipo parabolico
desses semigrupos estabiliza (pois variando € e T' temos uma sequéncia decrescente

de conjuntos finitos).

Definicao 1.2.7. O tipo parabolico do fluzo ¢y : Q — @ € o conjunto de raizes

simples dado por

0(p)= (] O(Sur)-

Podemos ainda fornecer uma descricao algébrica das componentes de Morse a
partir do tipo parabdlico ©(¢) e do seu dual ©(¢)*, como enunciado no teorema

abaixo.

Teorema 1.2.8. Seja ©(¢) o tipo parabolico do fluzo ¢r e O(¢)* 0 seu dual. Entao

i. O fluro admite uma tnica componete de Morse atratora em Eegg) e esta in-
tersecta cada fibra em um inico ponto. Essa componente € realizada como a

imagem de uma se¢ao continua oy : X — Eg(g). Isto €

(Meog)(1))z = 4(2).

Da mesma forma existe uma iunica componete de Morse repulsora no fibrado

flag de tipo dual O(¢)* e € dada pela imagem de uma se¢do continua oy X —
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Considerando as fungoes equivariantes f : Q@ — Feo) e f* 1 Q — Fog)-
associadas Gs segoes oy € 0y, temos que para cada o € Q, f(qo) e f*(qo) sdo

subdlgebras opostas e a orbita

{(f(Q),f*(Q)) | qc Q} = Ad(G)(f(QO)af*(QO)) - IF@(@ X F@(qﬁ)*

é aberta, densa e se identifica com o espago homogéneo Ad(G)H, = G/Z(H,),
onde H, é um elemento caracteristisco de O(¢) (isto €, O(¢) = {a € o|a(Hy) =

0}).

A funcao equivariante hy : QQ — Ad(G)H, obtida a partir da relagao do item
ii. acima (he(q) = (f(q), f*(q))) fornece uma descri¢ao algébrica das compo-
nentes de Morse do fluxo ¢, em qualquer fibrado flag Eg. Mais especificamente

temos
(Me(w))r() = q - fixe(hy(q), w).

Observacao 1.2.9. Devido a caracterizacao algébrica das compoentes de Morse de

¢r nos fibrados flag ser feita a partir do tipo parabdlico do fluxo, por vezes iremos

chamar ©(¢) de tipo parabélico de Morse do fluxo ¢y e o denotaremos por © p1,(¢)

(ou apenas Oy, se o fluro ¢y estiver claro no contexto). O mesmo faremos com

o elemento caracteristico Hy, que por vezes denotaremos Hyy, para deizar explicito

que € a partir dele que se obtém a descrigcao algébrica das componentes de Morse.

E@Mo (Boy, ). = Foy,

("‘M(-);.l‘.(“-“l)).r =" ﬁX(_):‘]‘I(h,I;,(EI)._ “-:1)

(Mg, (1)), = q - fixg, (hs(g), 1)

(-'"M(*)_\]c.(“:?))m =q- ﬁx(’)_\Jg.('rin-'l((E)r “-‘.Z)

X

Figura 1.1: Decomposicao de Morse em Fibrados Flag

O teorema 1.2.8 diz essencialmente que em cada fibra do fibrado Eg a decom-

posicao de Morse mais fina ¢ dada pela decomposicao de Morse mais fina da agao



Cap. 1 - Preliminares 17

de algum conjugado de H, (i.¢., algum elemento da forma Ad(g)Hy com g € G),
na variedade flag Fg. Em particular, olhando para o fibrado flag de tipo Oy, ou
para aqueles que sao projegoes deste (© D Oy, ), temos que a componente de Morse
atratora, dada em cada fibra por (Me,,, (1)), = ¢ - fixe,, (hs(q),1), é a uma secao
(figura 1.1).

Um caso em que se pode estimar o tipo parabolico do automorfismo ¢ : () — (@) se
dé quando @ = X x G é trivial e o automorfismo ¢ dado por ¢(z, g) = (f(z), A(z)g),
com A: X — S C G assumindo valores num semigrupo S C G. No caso em que S
¢ aberto (ou quando intS # () e A assume valores no interior de S), nao ¢ dificil ver
que os semigrupos de sobreamento pequenos contém automorfismos com a mesma
propriedade. De modo mais preciso temos que para € > 0 suficientemente pequeno

e T > 0 suficientemente grande, vale que
Ser CS e Oune(d) CO(Ser) C O(S5). (1.2)

Nestes casos conseguiremos exemplos interessantes sobre a diferenciabilidade dos
expoentes de Lyapunov relacionados ao cociclo gerado por A em funcao do tipo

parabélico do semigrupo S.
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Capitulo

Estruturas diferenciaveis

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar a diferenciabilidade de uma apli-
cacao no espaco de secoes de um fibrado associado, induzida por um automorfismo

do fibrado principal.

Mais especificamente, considere () — X um fibrado principal continuo com grupo
de estrutura G semissimples, com base um espago topologico compacto X, e seja
¢ : Q — @ um automorfismo. Denotamos também por ¢ : X — X a aplicacao
induzida na base pelo automorfismo ¢ : () — ). Se o grupo G agir numa variedade
F, formamos o fibrado associado I = () Xg F, e induzimos um automorfismo
nesse fibrado pondo ¢(q - z) = ¢(q) - z. Esse automorfismo, por sua vez, induz uma

aplicagao I'¢ no espaco das secoes continuas de E, denotado no texto por I'E, pondo
T'¢(o)(z) =¢oood™(x).

Para olhar a diferenciabilidade de I'¢, consideraremos uma K-reducao R do
fibrado ), com K compacto, construiremos uma estrutura diferenciavel em I'E e
mostraremos que essa estrutura fornece um mergulho de I'E no espaco de funcoes

C(R, F), cuja imagem é o espaco das funcdes equivariantes de R em F.

Além disso, o grupo de calibre G(Q) do fibrado @ age naturalmente em @, e com
isso induz uma acao no espago de se¢oes I'E por composicao, isto é, se v € G(Q) e
o € I'E é dada por o(x) = ¢+ f(q) entao yo(x) = q-v(f(q)). Mostraremos nesse
capitulo que essa acao é também diferenciavel. Essa diferenciabilidade é um dos
passos fundamentais para a demonstracao de que certas combinacoes dos expoentes

de Lyapunov dependem diferenciavelmente do sistema dinamico.

19
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2.1 Secoes em fibrados vetoriais

Consideraremos aqui fibrados vetoriais continuos, localmente triviais, de dimen-
sao finita, com base compacta e localmente compacta, e os denotaremos pelas letras
V, W, etc.. Tais fibrados sempre possuem um produto interno, ou seja, uma fungao
continua (-,-) : V@&V — R, que restrita a cada fibra V, ¢ um produto interno. Neste
caso, sempre podemos tomar uma reducao do grupo de estrutura do fibrado para
O(n), o que implica que as restri¢coes das coordenadas locais as fibras sao isometrias
entre V, e R™.

Diremos que um atlas {¢; : U; — U; x R" |1 < i < k} do fibrado vetorial
m:)Y — X é normal se para cada x € X, a restricao da coordenada local p; a fibra
Ve, @ilv, + Vo — {2} x R™ for uma isometria e, além disso, cada aberto trivializante
U, contiver um compacto K; tal que K; C intK; e X = Ule K;. Se X for compacto
e localmente compacto entao tal atlas sempre existe.

A partir do produto interno definido em V, induzimos uma norma || - || : ¥V — R
no fibrado pondo ||¢]| = (£, &)Y

2.1.1 Topologia do espaco de segoes do fibrado vetorial
Passando ao espaco das secoes continuas,
I'V={c:X —V]|o écontinua e n(c(z)) =z},
temos que este é um espaco vetorial normado com norma dada por ||o|| = sup,cx |lo(z)]].

Lema 2.1.1. Seja 7w :V — X fibrado vetorial. Considerando o espago vetorial das
segoes continuas desse fibrado, I'V, com a norma dada por ||o|| = sup,cx [|o(2)]|

temos que:

(a) Se A € um aberto em V contendo a imagem da secio o € I'V entio I'A =

{r €'V |im(7) € A} € aberto em I'V.

(b) Com a norma definida acima, TV é um espago de Banach.

Demonstracao:

(a) Considere {¢; : Uy — U; x R" |1 < i < k} um atlas normal para o fibrado

vetorial V. Seja o0;(z) = (z,s;(x)) a expressao de o em coordenadas locais
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para z € K;, isto é, 0, = ;0 0|k,. Considere ainda A; = p;(ANY;). Como as
coordenadas locais sdo isometrias, temos que se p;(§) = (x,v) entdo ||€|| = ||v]].
Agora como K; é compacto e AS é fechado, temos que inf{||v — s;(z)|| | = €
K;, (x,v) € A5} =r; > 0. Assim, se x € K; e |[u—s;(z)|| < r; entao (z,v) € A;.
Voltando para o fibrado vetorial, se (&) € K; e ||E—a(mw(§))|| < r; entao & € A.

Tomando r = min{ry, 79, ..., 7} temos que B(o,r) C ['A.

(b) Seja (0,) uma sequéncia de Cauchy em I')V. Para cada z € X defina o(z) =
lim o,(z). Dado € > 0, existe ng tal que ||o,,(x) — o,(x)|| < € para todo
;LLT;; > ng e x € X. Fazendo m — oo na desigualdade acima segue que
|lo(z) — on(z)|| < € para todo z € X e n > ng. Tomando o supremo em z
segue que ||[o — 0,|| < € para n > ng, ou seja, lim, .., 0, = 0. Do ultimo
limite segue ainda que o é, de fato, continua, pois é limite uniforme de fung¢oes

continuas.

O

Se ¢ : V — W é um homomorfismo continuo entre os fibrados vetoriais my : V —

X emy : W — Y, de tal forma que a aplicacao ¢y : X — Y induzida na base ¢ um

homeomorfismo, entao podemos induzir uma aplicacao entre os espacos das secoes
desses fibrados pondo

re: TV — rw
o > gogog;

Para facilitar as notacoes, iremos supor nas demonstragoes abaixo que que oS

fibrados V e W estao sobre a mesma base X e que o homomorfismo ¢ : V — W

induz a aplicacao identidade na base X. Isso nao causa perda de generalidade nos

resultados enunciados pois em todos eles poderemos identificar o fibrado ¥V com o
seu pull-back ¢y .

Lema 2.1.2. Se ¢ : V — W €é um homomorfismo continuo entao a aplicacao
g : TV — I'W também é continua.

Demonstragao: Seja oy uma segao em V e 19 = ['¢(0p). Dado € > 0, considere
B={eW]||&—T1o(m(&))]] < €}. Entdo B é aberto em W e I'B é a bola em I'W de
centro 7y e raio e. Como ¢ é continua, segue que A = ¢~1(B) é aberto em V contendo
a imagem de og. Pelo lema anterior, T .A é aberto em T'V. Mas I'A = (I'¢) ' (I'B),

mostrando que ['¢ ¢ continua. O]
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2.1.2 Diferenciabilidade da aplicacao induzida no espacgo de

secoes

Sobre a diferenciabilidade da aplicacao I'¢, nao precisamos exigir que o homo-
morfismo ¢ seja diferenciavel, mesmo porque os fibrados envolvidos sao apenas con-
tinuos. No entanto, ['¢ é uma aplicacao entre espacos de Banach, e para garantir
sua diferenciabilidade basta exigir que as aplicagoes entre as fibras de V e VW indu-
zidas por ¢ sejam diferenciaveis e que suas derivadas variem continuamente. Este é

o resultado enunciado abaixo.

Proposicao 2.1.3. Suponha que para cada x € M a restricao de ¢ a fibra sobre x,
Gz 2 Vo — Wao ), seja diferencidvel e que essas derivadas variem continuamente no

sentido de que a aplicacao

Fo: V — LV, W)
£ — ¢.(8)

é continua, onde x = w(§). Entao a aplicagao T'p : TV — T'W € diferencidvel e sua
derivada calculada na secao o, na direcao de 7, € a secao em I'VW que avaliada em

y = ¢o(x) € dada por

((To)' (o) - 7) (y) = ¢3(o(x)) - 7(x) (2.1)

Demonstracao: Na demonstracao abaixo supomos que ¢q € a aplicacao identidade.
Seja o € I'V. Precisamos mostrar que
P60 +7) = Tolo) = (P9)(0) - 7l| _

70 I

Para isso, definamos uma funcao auxiliar pondo
vV — W
§ — P(§) = o(o(x) +§) — ¢(o(x)) - ¢,

onde z = 7(§).
A funcgao ¢ ¢ um homomorfismo continuo que induz a identidade na base X.

Além disso, a sua restricao & cada fibra sobre x € X é diferenciavel. Pela hipotese
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de continuidade das derivadas de ¢ nas fibras, segue que a aplicagao das derivadas

de ¢ nas fibras também é continua e dada por

Fiy: VYV — Hom(V,W)
§ — (&) = duo(x) + &) — ¢ (o(x)).

Fixado 0 > 0 e utilizando a desigualdade do valor médio para v, fibra a fibra

19(8) — ¥(Oxe))l ,

obtemos

onde Bs = {n € V|||n|| <}, £ € Bs e Ox(e) € a origem na fibra V().
Agora dado € > 0, pela continuidade de n € V — |9/ (n)| segue que existe

6 > 0 tal que se 1) € B entao [|[¢] ) (n)[| < e. Com isso temos que se [|£]| < § entdo

I6(o(2) +8) ~ 6(o()) ~ dhlo@) &l _ I©) = vOm)ll _ (i
el el Toes, T

Desta ultima desigualdade segue que se ||7]| < § entdo para todo z € X vale
[¢(o(z) +7(x)) — ¢(a(x)) — ¢, (0(x)) - 7(x)
I ()]
e tomando o supremo em x € X temos

[Tp(o +7) —Té(o) — (I'p)'(0) - 7

il

I <,

<e€

]

Para graus de diferenciabilidade maiores, as hipoteses sao basicamente as mes-
mas. Ou seja, para garantir a derivada até ordem k de I'¢, basta exigir diferencia-
bilidade até ordem k da aplicacao entre as fibras e continuidade delas.

Abaixo denotamos por Li(V, W) o fibrado vetorial continuo cujas fibras sdo

aplicagoes k-lineares entre as fibras dos fibrados V @ --- @ V e W. A notacao sera a

k
mesma para aplicacoes k-lineares sobre espacos vetoriais, ja que estes sao nada mais

do que fibrados vetoriais cuja base é apenas um ponto.

Lema 2.1.4. A aplica¢io ny, : U'(Lp(V,W)) — Li.(I'V,TW) definida por

Me(P) (71, ..., 7)(x) = ®(2)(11(2), ..., 7(2))

¢ linear e continua.
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Demonstracao: 7, é claramente linear. Para ver que é continua, observe que

(@)= sup{sup [me(@)(r, - 7) @) 71 7 €TV Il o [I7l] < 13
TE
< SUP{SU)I? |P(x) (1 (x),...,7%(x)) : 71,0, €TV |71l |70l < 1}
TE
< sup [[@(x)]]
reX
= 2.
Isso mostra que ||nx|| < 1 e portanto é continua. O

Proposicao 2.1.5. Seja ¢ : V — W homomorfismo continuo tal que para cada
r € X a restricio de ¢ a fibra V,, ¢p 1 Vo — Wag(a), possua derwada até ordem
n e que essas derivadas variem continuamente no sentido de que para todo k, com

1 <k <n aaplicacao

Fb: V — LV, 65W)
¢ — M)

¢ continua, onde v = w(€). Entdo a aplicagio T'¢ : V — W € de classe C* e sua

derivada de ordem k € a aplicagcao k-linear que calculada na secao o € V, e avaliada

em (11,...,m7) € (TV)* serd a se¢dio em TW que no ponto y = ¢o(z) vale
(L) (@) (r,- . ) (y) = ¢ (0(2)) (1 (2), - .., Tu(w)) (2.2)

Demonstracao: Novamente, para facilitar, vamos supor que ¢ é a aplicacao iden-
tidade em X. A demonstracao sera feita por indugao em k.

Para k = 1 a diferenciabilidade foi demonstrada na proposicao 2.1.3. Observe
ainda que (I'p)’ = m; o I'(F'¢), que junto com os lemas 2.1.2 e 2.1.4 e com a conti-
nuidade de F'¢, mostra a continuidade de (I'¢)’.

Suponha entdo que o resultado é valido para k — 1 e que (I'¢)*~) = 5., o
['(Fy_1¢). A aplicagao linear n;_; é continua e logo diferenciavel. I'(Fy_1¢) também
¢ diferenciavel, pois F'(Fy_1¢) = Fy¢ é continua e as restri¢oes de Fj_; as fibras sdo
diferenciaveis. Assim (I'¢)*~1 & diferenciavel, ja que é a composta de aplicacoes
diferencidveis. Além disso, derivando o lado direito da expressao de (F¢)(k_1) obte-

mos o resultado desejado. [
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2.2 Espacos de funcoes

Nesta secao veremos como contruir uma estrutura diferencidvel no espaco das
funcoes continuas de um espaco topolégico compacto X numa variedade Riemanni-
ana M. A notagdo para esse espaco serda C(X, M).

Antes de mais nada, a topologia considerada em C(X, M) serd a topologia

compacto-aberta, cuja base de abertos ¢ formada pelos conjuntos da forma
Uka={f€C(X,M)| f(K)C A},

onde K é compacto de X e A é aberto de M.

Uma distancia ¢ dada por

d(f,g) =supd(f(z),g(x)),

zeX

onde a distancia no termo da direita é induzida pela métrica Riemanniana de M.
A topologia definida por essa distancia é a topologia da convergéncia uniforme e
coincide com a topologia compacto-aberta. Além disso, se M for uma variedade
Riemanniana completa entao C(X, M) serd um espago topoldgico completo, ja que

limite uniforme de func¢des continuas é ainda uma funcao continua.

2.2.1 Estrutura diferenciavel (Variedade de Banach)

Mostraremos abaixo uma maneira candnica de construir uma estrutura diferen-
ciavel no espaco C(X, M) das funcoes continuas de X em M, onde X é um espaco
topologico compacto e M é uma variedade Riemanniana.

O passo principal para essa construcao é a utilizagdo da funcao exponencial da
variedade M. Para tanto, pela propriedade de difeomorfismo local da exponencial
de M, existe uma vizinhanca & C T'M da secao nula, e uma vizinhanca U C M x M

da diagonal, tal que a aplicagao

e: UCTM — UCMxXM
v —  (p,exp,(v))

¢ um difeomorfismo, onde p = my/(v). Em particular, para cada p € M, a restrigao
da aplicacao a fibra sobre p é um difeomorfismo entre uma vizinhanga da origem de
T,M e uma vizinhanca de p € M. Esse difeomorfismo é simplesmente a exponencial
em p, exp, : U, CT,M — U, C M.
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A inversa de € é dada pelo logaritmo

el UcMxM — UCTM
(p,q) — log,(q)

Dada f € C(X, M), a vizinhanca parametrizada em torno de f sera dada por
Uy ={h e C(X, M) | (f(z),h(x)) € U, Yz e X}.

Essa vizinhanca serd parametrizada no aberto do espaco vetorial das secoes do fi-
brado vetorial f*T'"M dado por

C(fU)={seT(f'TM)|s(x) € Ty M NU}.
O sistema de coordenadas ¢ dado essencialmente pelo logaritmo fibra a fibra, ou
seja, pela aplicacao
log,: Uy — T(fU)
h +— log(h)(z) =logy, h(x).
A inversa é dada pela exponencial,
exp; . D(f*U) — U
s > exp(s)(z) = expy, (7).

Para ver que as aplicagoes acima definem uma boa parametrizacao, vejamos que
a mudanca de coordenadas é diferenciavel. Se as vizinhancas parametrizadas em
torno de f e g se intersectam, entao a mudanga de coordenadas log, o exp, fica
definida entre os abertos log;(Us N U,) e log, (U NU,) de T(f*T'M) e T'(g*T'M)

respectivamente. Além disso, tal mudanca é dada por

log, 0 exp(s)(z) = log,,) © exp(,)(s()). (2.3)

Para ver que essa mudanca de coordenadas é uma aplicacao diferenciavel entre
abertos do espaco de secoes dos fibrados vetoriais f*T'M e ¢*T'M, vamos utilizar o

teorema 2.1.3. Para isso, considere o aberto
Uy = (f xid) " (U)N (g x id) " (U) C X x M,

que é nao vazio, j4 que contém o grafico de qualquer h € Uy N U, Considere
ainda as aplicacoes continuas €7 : f'U — X x M e ¢, : gU — X x M, definidas
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respectivamente por €;(z,v) = (2, eXp () v) € €(x,v) = (T, expy,) v). Assim a apli-
cagao (2.3) é induzida pela aplicagao entre os abertos e;l(Ufg) e e;l(Ufg), contidos

respectivamente em f*I'M e ¢g*T'M, dada por:

eroer: € (Upy) — € (Uyy)

g9
(z,v) = (z,l0ogy) 0 exp V).

Essa é uma aplicacao continua, as restricoes as fibras de f*T'M sao diferenciaveis e
suas diferenciais variam continuamente. Pelo teorema 2.1.3, segue que a aplicagao
2.3 é diferenciavel.

Com isso as aplicagdes log; : Uy — I'(f*U) definem os sistemas de coordenadas
de C(X, M).

2.2.2 Regularidade de aplicagoes em espacos de fungoes

Vejamos inicialmente um pouco sobre a continuidade de aplicacoes entre os es-

pacos de funcoes.

Lema 2.2.1. Se ¢ : M — N ¢€ continua entdo ® : C(X, M) — C(X,N) dada por
®(g) = ¢ o g também é continua. Em particular se ¢ for um homeomorfismo entdo

® também serd.

Demonstragao: Basta ver que ® (U ) = Uk 5-1(4). O

Se M C N e considerarmos em M a topologia induzida de N, entao a topologia
compacto-aberta de C(X, M) seré simplesmente a restri¢gao da topologia de C(X, N).
Em particular, se ¢ : M — N for um mergulho topolégico, entao a aplicagao
induzida @ : C(X, M) — C(X, N) também serd um mergulho topologico.

Para ver a diferenciabilidade dessa aplicacao induzida, vamos utilizar a estrutura
diferenciavel construida acima e novamente o teorema 2.1.3, que fornece a diferencia-
bilidade de aplicacoes entre espacos de secoes induzidas por aplicagoes entre fibrados
vetoriais.

Suponha entdao que ¢ : M — N seja de classe C* e considere f € C(X,M).
Considere os abertos U de TM e V de T'N difeomorfos as vizinhancas U e V da
diagonal de M x M e N x N respectivamente, como construidos no comeco da segao.
Seja Uy o aberto trivializante em torno de f e V, o aberto trivializante em torno de

g = ¢of € C(X,N). Diminuindo U; se necessario, pela continuidade de ®, podemos
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assumir que ®(Uy) C V,. Escrevendo a aplicagdo ® nas coordenadas locais descritas
acima, temos a aplicagao
log,o®oexp,: ['(fU) — T(g*V)
s(z) log, () [qb(expf(x)(s(a:)))} }

Essa aplicacao é induzida pela aplicacao entre os abertos f*U e ¢g*) dos fibrados
vetoriais f*T'M e g*T'N, dada por v — log,,, [gb(expf(x)(v))}, onde my(v) = f(x).
Como essa aplicacao é diferencidvel em cada fibra e suas diferenciais variam conti-
nuamente, o teorema 2.1.3 garante que log, o ® o exp; ¢ diferenciavel.

O teorema 2.1.3 fornece ainda a expressao para a derivada da aplicacao entre

os espacos de secoes de fibrados vetoriais. Assim, a derivada de & calculada em
f€C(X, M) é a aplicagao
O(f):T(f*TM) —T(g°TN)

que avaliada na se¢do s € I'(f*T'M) é a se¢do de I'(¢*T'N) que calculada em x vale

[©(f) - ()] () = &'(f(2)) - s(x) . (2.4)
Para referéncia posterior enunciamos os resultados acima na seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.2. Se ¢ : M — N ¢ de classe C* entio ® : C(X, M) — C(X,N)
dada por ®(f) = ¢ o f também é de classe C*, e sua derivada ¢ dada pela formula

(2.4) acima. Além disso, se ¢ for um mergulho entio ® também serd.

Observando o isomorfismo canoénico entre C(X, M x N) e C(X, M) x C(X, N),

temos o seguinte corolério.

Corolario 2.2.3. Sejam M, N e O wvariedades Riemannianas e considere uma
aplicacio de classe C*, 0 : M x N — O. Entdo a aplicacdo
©: C(X,M)xC(X,N) — (C(X,0)
(f.9) — O(f,9)(x) = 0(f(x), g(x))

¢ de classe CF.

2.2.3 Mergulhos de espacos de funcoes equivariantes

Como ja vimos acima, se M ¢é subvariedade mergulhada de N entao, com a
estrutura diferenciavel construida, temos que C(X, M) também e subvariedade mer-
gulhada de C(X, N). Nesta parte trataremos de mergulhos entre espagos de fungoes

equivariantes.
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Se K age nos espacgos X e Y, entao uma funcao f : X — Y é dita K-equivariante
(ou simplesmente equivariante) se ela comuta com a acao de K. Isto é, se K
age a esquerda (direita) em X e em Y, entdo f é equivariante se f(kx) = kf(z)
(f(zk) = f(x)k) para todos k € K e x € X. Se K agir em lados diferentes, por
exemplo a direita em X e a esquerda em Y, entao diremos que f é equivariante se

f(xk) = k71 f(x). Denotamos o conjunto das fungoes K-equivariantes de X em Y

K
€q

Considere agora R — X um fibrado principal com grupo estrutural compacto K e

por Co (X,Y) (ou apenas Ce,(X,Y) se o grupo K estiver claro no contexto).

L — X um subfibrado com grupo estrutural compacto L C K (K e L agem a direita
em R e L, respectivamente). Considere ainda p : K — GlL(V) uma representacao
de K e F uma orbita dessa representagdo (K e L agem a esquerda em V e em F
através da representacao p). Como K é compacto, suas orbitas sdo subvariedades
mergulhadas de V. Além disso, também pela compacidade de K, V admite um
produto interno (-, ) tal que p(k) é isometria para todo k € K.

Estamos interessados aqui em analisar a relacao entre os espacos de fungoes L-
equivariantes Ce,(L, V) e Cey(L, F') com o das fungdes K-equivariantes Ce,(R,V) e
Ceq(R, F'). Nosso interesse nesses espacos se deve ao fato de que eles estao em bijecao
com o espaco de se¢oes dos fibrados associados R X, F' e R x, V. Essas bije¢oes
serao discutidas com mais detalhes na proxima secao.

Voltando aos espagos de fungoes, observe primeiramente que C(£, V') é um espago
de Banach e C.,(L£, V') ¢ um subespaco vetorial fechado, ja que o limite uniforme de
funcoes continuas e equivariantes é ainda uma funcao continua e equivariante. Da
mesma forma C.,(R, V) é um subespaco fechado de C(R, V).

Como as fungoes equivariantes ficam completamente determinadas ao longo de

uma orbita apenas conhecendo seu valor num ponto dessa érbita, temos uma bijegao
I:Cey(L,V) = Cey(R,V)

que associa cada fungio L-equivariante f € C. (L, V') a unica fun¢do K- equivariante
I(f) € Ceq(R, V) que coincide com f no subfibrado £. Mais explicitamente, se p € R,
entao escrevendo p = gk, com ¢ € L e k € K, temos que I(f)(p) = p(k™") f(q). A
inversa dessa aplicacdo ¢ dada simplesmente pela restrigao da fun¢ao em C.y(R,V)
ao subfibrado L£. Considerando aplicacoes a valores em F, do mesmo modo feito

acima, construimos uma bijecao entre Cey(L, F) € Cey(R, F).

Proposigao 2.2.4. A aplicacdo I : C.q(L,V) = Cey(R,V) € uma isometria.
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Demonstracao: [ ¢ claramente uma aplicacao linear e injetora. Para ver que
é isometria, devemos calcular ||I(f)|| = sup,er|/f(¢)l|, onde a segunda norma é
em V. Para isso, observe que para todo p € R existe k € K e q € L tal que
p = gk. Logo f(p) = f(gk) = p(k7')f(q). Como p(k™') é isometria, segue que
sup,ep || f(P)|| = supgee £ (@)l isto &, [LICH)[| =[£I O

Veremos na proxima secao que se identificarmos o espacos das funcgoes equiva-
riantes C (L, F') com o espago das segdes de R x i F, entdo C.,(L, F') passa a ser
uma subvariedade mergulhada de C.,(L£, V). Deste modo a restricao de I a C, (L, F)
fornece um mergulho deste espaco em C.,(R, V') e, consequentemente, em C(R, V).
A imagem dessa restricao serd justamente C.,(R, F'), mostrado que, Ce (R, F') é uma
subvariedade mergulhada de C(R, V).

2.3 Secoes em fibrados associados

Nesta secao faremos algumas relagoes entre espacos de funcdes equivariantes
e secoes em fibrados associados. Tais relacoes serao tuteis para demonstrar que
certas aplicacoes entre espagos de secoes sao diferenciaveis. Cabe aqui ainda a
observacao que nem sempre um fibrado associado possui uma secao global continua,
e por isso assumiremos essa hipotese para as construgoes que faremos nesta secao.
Essa hipdtese nao serd totalmente restritiva pois, no caso de fibrados Flag, o qual
estaremos particularmente interessados, podemos obter secoes globais continuas a

partir das componentes de Morse (ver, por exemplo, item i do teorema 1.2.8).

2.3.1 Secoes e funcoes equivariantes

Considere R — X um K-fibrado principal, F' uma variedade na qual K age a
direita e forme o fibrado associado £ = R xi F. O espacgo das secoes de I estd
em bijecdo com o conjunto das fungdes K-equivariantes C.,(R, F'). De fato, seja
o € 'E. Para cada x € X, e r na fibra R,, existe f,(r) € F tal que

o(x)=r- f(r). (2.5)

A funcao f, : R — F assim definida é equivariante, pois se ' = rk com k € K,
entao vk - f,(rk) =" f,(r") = o(x) =r- f,(r) = vk - k7 f,(r), e assim f,(rk) =
k=1 f,(r). Reciprocamente, cada fungio equivariante f € Cey(R, F') determina uma
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segdo o € I'E pondo o(z) = r- f(r). A segdo fica bem definida pois f é equivariante.
Isso mostra que a relagdo o — f, é uma bijecao.

Fixados uma secao o € I'E e um ponto base z, € F', considere o subfibrado
L,={reR| f(r) =2}

Esse subfibrado ¢ uma L-reducao de R, onde L é a isotropia em 2. Como feito na
secao 2.2.3, temos que o conjunto das func¢oes K-equivariantes, Ce,(R, F'), esta em
bije¢do com o conjunto das func¢oes L-equivariantes, Cey(Ly, F).

Outra identificacao 1til se da entre o conjunto das func¢oes L-equivariantes de
L, em T, F com o espago das se¢oes do fibrado tangente as fibras de E ao longo da
secao o.

Para esclarecer a afirmacao acima vamos fixar algumas notacoes. Denotaremos
por TYE o fibrado tangente as fibras de E. Esse fibrado pode ser visto como um
fibrado associado a R se considerarmos a a¢ao de K no fibrado tangente T'F. Essa
acdo é dada via diferenciais, ou seja, se k € K ev € T, F, entao k-v = d(k),v € Ty F.
Assim

T'E=RxxgTF={r-v|rc ReveTF}.

Esse fibrado ¢ um fibrado vetorial sobre E cuja fibra sobre r - z é
(T?E),.. =Ty, Ep(rry 2 T, F.

Considerando o seu pullback pela secao o : X — FE, temos um fibrado vetorial sobre

X, que é o fibrado tangente as fibras de F ao longo da secao sigma, isto é,
O'*<TfE) = {(l’,t) | te (TfE>U(I) = Tg(x)Em}.

Além disso, considerando TYE como fibrado associado & L-reducio L, temos
que
T'E=L,x, TF e o (T'E) =L, x; T,F.

Cada segio 7 € I'(0*(T7 E)) da origem a uma fungio equivariante w, € Cey(Ly, Too F)
definida da seguinte maneira: para cada x € X, temos que 7(x) = (x,t(x)),
com t(z) € (TYE) @) = Trg,(nEs = Tt F. Agora para cada r € (£,), existe
w(r) € Ty, F =T, F tal que t(x) = r - w.(r). Essa fun¢do w, é L-equivariante.
De fato, escrevendo ' = rl, com [ € L, temos que 7l - w,(rl) =r" - w,(r') = t(x) =

r-w,(r) =rl- 1" w,(r), donde segue que w,(rl) = [~'w,(r). Reciprocamente, uma
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fungdo L-equivariante w € Cey(L,, Ty, F) da origem a uma se¢ao 7 € I'(o*(T/E))
pondo 7(z) = (z,1-w(l)), onde | € (L,),. De fato, I - w(l) € Tj.. By = Ty(z) Es.

Resumindo temos as seguintes bije¢oes

PE — Cy(RF)  T("(IVE) — CoylloT,F)

(2.6)
o — fo T — W,

onde as relacoes entre as secoes e as funcoes equivariantes sao dadas por

o(x)=r-f,(r), r € R, e () = (2,1 - w, (1)), 1 € (Ly)s

2.3.2 Estrutura diferenciavel no espaco de secoes

O objetivo aqui é contruir uma estrutura diferenciavel no espago de secoes de
um fibrado associado. Considere entao R — X um fibrado principal com base X
e grupo de estrutura K (ambos compactos). Seja L um subgrupo fechado de K,
F = K/L um espago homogéneo e E = R x i F fibrado associado. O contexto que
estamos interessado se da4 quando R é uma K-redugdao de um G-fibrado principal
@, com G semissimples, obtida através da decomposicao de Iwasawa G = KAN. O
espaco homogéneo F' que utilizaremos com frequéncia sao as variedades flag de G.

Antes de mais nada, vamos construir uma métrica em I'E. A partir de métrica
Riemanniana K-invariante em F', definimos uma distancia dy em F', também K-
invariante, isto é do(k.z, k.w) = dy(z,w), para quaisquer z,w € F e k € K. Essa
distancia pode ser levada a uma distancia nas fibras de E pondo d(r - z,7 - w) =
do(z,w), que fica bem definida pela K-invariancia de dy. De fato, se r-z=1"-2"e

r-w=1"-w entdo existe k € K tal que v’ =1k, 2/ = k™ 'z e w = k~'w. Logo
dir’ - 2" - w') = do(2,w') = do(k 2, k™ w) = do(z,w) = d(r- 2,7 - w).
Por fim, essa distancia nas fibras de E define uma distancia em I'E por

d(o,7) = su)[; d(o(x),7(x)), o,7 €lE.
xe
Com essa distancia, ['E/ ¢ um espaco métrico completo.
Para construir a estrutura diferenciavel em I'E considere U,, C F e V,, C T, F
vizinhangas de zp € F' e 0 € T,  F tais que exp,, : V;, — U, é um difeomorfismo.
Considere a acao de K em TF dada pela derivada da acao de K em F, isto é,
ke : T.F — T, F, k(v) = d(k),v. Como k € K ¢é isometria da métrica, sua acao
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comuta com a exponencial e com sua inversa local, isto é
koexp, =expy,ok. e k,olog, =1log,, ok.

Escolhendo V,, = B(0,7), com r suficientemente pequeno, e U, = exp, Vs,
como a métrica ¢ K-invariante, temos que a imagem de V, por k. é a bola B(0,r)
em T,F, onde z = kzy. Denotando por V, = B(0,r) C T,F e U, = exp, V, temos
que V, = k.V,, e U, = kU,,. Essas férmulas mostram ainda que V,, e U,, sao
invariantes por L C K. (obs: em geral V,, e U, nao sao invariantes por elementos
ke K).

Além disso, podemos escolher r suficientemente pequeno de forma que exp,, :
V., = U, elog,, : U, — V., sejam Lipschitzianas.

Considere agora o subfibrado £, = {p € R| f,(p) = 2}, onde f, é a fun¢ao
equivariante associada a o por o(x) = p- fy(p). Se p,q € L, estdo na mesma
fibra entao p-U,, = q - U,,. De fato, escrevendo p = ¢k, com k € L, temos que
p-U,=qk-U, =q kU, =q-U,, jaque U, é L-invariante.

Com isso podemos construir uma vizinhanca da imagem da secao o € I'E pondo

U, = | p-Us (2.7)

pEL

Lema 2.3.1. U, ¢ aberto em E e contém a imagem de o. Além disso
TU, ={r €eT’E | 7(x) e U,, Vx € X}
é aberto em I'E.

Demonstragao: Seja w, uma sequéncia fora de U, e w = limw,,. Como w,, ¢ U,,
podemos escrever w,, = p,, - z,, com p, € L, e z, ¢ U,,. Por compacidade, podemos
assumir que p, — p € L, e z, — 2z ¢ U,. Assim temos que w = limw, =
limp, -z, =p- 2z ¢&U,.

Os argumentos no espaco de secdes sao praticamente os mesmos. Seja 7, uma
sequéncia fora de ', com 7 = lim 7,, (limite uniforme). Para cada n € N, existem
z, € X, pp € Ly € z, € F\U,, tais que 7,(z,) = p, - 2,. Tomando subsequéncias se
necessario, vamos assumir que x, -z € X, p, > p € L, e 2, — z € F\U,,. Como
T, converge uniformemente para 7 segue que 7(z) = lim7,(z,) = limp, -2, =p-z ¢

U, Assim 7(z) ¢ U, e 7 ¢ TU,. O
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Considerando novamente a secao o € I'E e o subfibrado L£,, também pela L-
invariancia de V,,, temos que se p, ¢ € L, estao na mesma fibra entao p-V,, = ¢-V,,.
Definimos assim o seguinte subconjunto de 77 E:

Vo= |J p Vi (2.8)

peLs
Esse subconjunto ndo é aberto em T/ E, ja que V,, nao é aberto no fibrado tangente
TF. Os elementos de V, sao vetores tangentes aos pontos o(z) contidos apenas
na fibra vertical do fibrado vetorial 7/E — E. No entanto, tomando o fibrado
o*(TYE), dos vetores tangentes as fibras de E ao longo de o, temos que V, é um

aberto desse fibrado vetorial sobre X, como mostra a proposicao abaixo.
Proposicao 2.3.2. V, € aberto no fibrado vetorial o*(T'E).

Demonstracao: A demonstragiao é andloga a anterior. Seja w, uma sequéncia em
0*(TfE) fora de V, e suponha que w, — w. Escreva w, = p, - v,, com p, € L,
e v, € T,,F\V,,. Tomando subsequéncias, por compacidade podemos assumir que
pn — p € L,. Neste caso, como ||wy|| = [|pn - vnl| = ||va]|, temos que ||v,|| é uma
sequéncia limitada, e tomando subsequéncias assumimos que v, — v € T, F\V,,.

Assim temos que w = limw,, = limp, - v, = p-v & V,, ou seja, V, é fechado. O

Corolério 2.3.3. TV, ¢ aberto em U'(o*(T7E)).

Demonstracao: E consequéncia imediata da proposicao acima com o lema 2.1.1
m

Agora podemos identificar os abertos U, e V, através da aplicacao exponencial
exp,, : Vz, — U,. Definimos assim
exp,: V, — U
Po: Yo i (2.9)
p-v — exp,(p-v) =p-exp,, v
Proposigao 2.3.4. A aplicacao exp, estd bem definida e é uma bijecao.

Demonstracao: Se p-v = ¢ -w, com p,q € L, e v,w € V,,, entdo ¢ = pa com
a€ L. Assimp-v=¢q-w=pa-w=p-aw, o que implica que v = aw. No entanto,
como a € L ¢ isometria de F' e azy = zp, segue que a o exp, = exp, oa, garantindo

que exp,, (v) = exp,, (aw) = aexp,, (w). Portanto,

P exp, U =p-aexp, w=q-exp, w,
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isto é, exp, (p - v) ndo depende do representante p - v.

Para ver a sobrejetividade, observe que fixado p, p-exp_, v percorre p-U., quando
v percorre V. Para ver que é injetora, como exp, preserva fibras, basta ver que ¢ in-
jetora em cada fibra. Assim, para cada p fixado temos que se exp, (p-v) = exp, (p-w)

entao p - exp,, v = p - exp,, w. Dal segue que exp,, v = exp, w e entao v =w. [l

A inversa de exp, é a aplicagao:

| U, — YV,

8o (2.10)
prz > log,(p-z)=p-log, z .

Com isso temos:

Proposigao 2.3.5. A aplicacao exp, : Vy, = U, € um homeomorfismo.

Demonstracao: Essa aplicacdo continua é pois ¢ a composta das aplicacoes (p,v) €

L, XT,F —p-veEFEedeexp,. Da mesma forma log, ¢ continua. [

A aplicagao exp, : V, — U, induz uma bijecao entre os abertos I'V, e I'l4,
dos espacos de secoes dos fibrados I'(o*(TY E)) e I'E, respectivamente. A aplicacio

induzida é dada por

ey IV, — TU,

(2.11)
T > &,(7)=exp,oT .
A inversa dessa aplicagao ¢ a composicao com log, dada por
Aot TU, — TV,
(2.12)

T > A(7)=log,oT .

Para ver que essas aplicacoes formam um sistemas de coordenadas para I'E,
precisamos ver que £, € A\, sao continuas e também que se 7 é uma outra secao tal
que U, NU, # (0, entao a mudanca de coordenadas )\, o &, & diferenciavel.

Para ver a continuidade das aplicacoes, observe primeiramente que tomando as
vizinhangas V. e U, de forma que exp,, e log, sejam Lipschitzianas, entao como as
distancias nas fibras de E e de o* (T E) sdo induzidas pelas distancias K-invariantes
de F' e de T, I, segue que exp, e log, sao aplicagoes Lipschitzianas ao longo das

fibras. Isto é, existem constantes C; e (5 tais que para todo p € L,, v,w € V, e
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z,y € U,, valem as desigualdades:

d(exp,(p-v),exp,(p-w)) = dy(exp,, v,exp,, w)
< Cillv—w||=Cilp-v—p-w|

[log,(p- z) —log,(p-y)ll = |log,, z—log., y
< Cado(z,y) =d(p-z,p-y)
Isso nos permite mostrar que as aplicacoes ¢, € A, sao continuas. Mais especifi-

camente temos:

Proposicao 2.3.6. Com as escolhas feitas acima, as aplicacao €, e N\, sao Lips-

chitzianas e, portanto, continuas.

Demonstracao: A distancia d entre duas se¢oes 7,1 € TU, é dada por d(7,n) =
supgex d (7 (z),n(x)). Por outro lado, dados u,w € I'V, e x € X escreva u (z) =
pu' (z) ew(x) =p-w (r) comu (z),w (v) € V. Entdo, e, (u) (v) = p-exp,, v ()

e e, (w)(z) =p-exp,, w (). Assim temos

d(es (u),e, (V) = sup d(p-exp,, v (z),p-exp,, v (z))
xE
< supCiflp-u'(z) — p-w'(@)]| = Cillu — w].
zeX
Para )\, a demonstracao é analoga. O

Para completar, vamos mostrar agora que a mudanca de coordenadas é uma
aplicacao diferenciavel. Suponha entao que para duas se¢oes o, 7 € I'E' temos I'(U, N
U,) = TU, NTU, # (). Precisamos mostrar que a aplicacao entre abertos de fibrados

vetoriais dada por
Moer: AU, NU)) — N (T(U, NU,))
Ui — As0&.(n) = log, oexp. on

é diferenciavel. A estratégia é aplicar o teorema 2.1.5 provando que essa aplicacao
é diferencidvel em cada fibra e que essas derivadas variam continuamente.
Para ver quem ¢é a aplicacdo nas fibras, para cada x € X escreva n(x) = p(x) -

v(x)com p(x) € L, e v(z) € V,,. Temos entao

e-(n)(x) = p(z) - exp,, v(z) € Uy, NU,.
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Com isso podemos escrever p(x)-exp,, v(x) = q(x)-z(x), com q(z) € Ly e z(x) € Us,.
Como p(x) e g(x) estdo na mesma fibra de R, existe a(x) € K tal que p(z) =
q(z)a(x), e entdo z(z) = a(x) exp,, v(x). Dai temos A 0e-(n)(x) = log,(q(x)-2(zx)) =
q(x) - log,, (2(x)), ou seja,

Ao 0 e-(n)(x) = q(2) - log., (a(z) exp,, v(z)) .

Essa tltima equagao mostra que, a menos da agdo linear de p(z) e de g(x) nas fibras

de TYE, a aplicacdo nas fibras é dada por
v+ log,, (a(z)exp,, v) .

Tal aplicagao é claramente diferenciavel. Além disso, se a(x) for uma fung¢ao continua
de z, entao essa aplicacao e suas derivads ao longo das fibras também dependem
continuamente de x, o que fornece as hipoteses do teorema 2.1.5.

Mas localmente podemos escolher a(x) continua. De fato, tomando vizinhangas
trivializantes do fibrado R, podemos escolher p(x) e ¢(x) dependendo continuamente
de z. Dai a relacao p(z) = ¢(z)a(r) mostra que x — a(x) € K é continua.

Com isso concluimos a demonstracao da diferenciabilidade das mudancas de co-
ordenadas e a construgao da estrutura diferenciavel em I'E. Resumimos no teorema

abaixo essa estrutura.

Teorema 2.3.7. O espago das segoes continuas I'(R X i F) admite uma estrutura
de variedade diferencidvel modelada num espaco de Banach. A carta ao redor de
uma secao o tem dominio e contradominio dados respectivamente por T'U, e I'V,,
onde
U,=|Jp UyCTE e V,=|]p V, Co"(T/E).
pELy PELS

A parametrizacdo e sua inversa sao dadas respectivamente por:

g TU, — TV, Ao IV — TU,
e
T +— exp,oT n +— log,on

2.3.3 Mergulhos de espacos de secoes em espacos de funcoes

O objetivo agora é mostrar que com as estruturas diferenciéveis construidas, o
espaco das secoes do fibrado associado E = () xg F' = R X F' é uma subvariedade
mergulhada do espago das fungoes continuas C(R, F') e, consequentemente, do espaco
de Banach C(R, V).
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Antes de mais nada, vamos deixar claro que a topologia desses espagos é essenci-
almente a topologia da convergéncia uniforme em C(R, F'). Para ver isso, considere
a distancia em F' dada pela métrica Riemanniana K-invariante. A distancia no es-
paco das secoes é dada por d(o, 7) = sup,cx d(o(x), 7(x)). Agora escrevendo o(z) =
r-fo(r)er(zx) =r-f-(r), comr € R, temos que d(r- fo(r),7- fr(r)) = d(f-(r), f (1),
pois r ¢ uma isometria entre R, e F. Mas como a distancia d ¢ K-invariante, se-
gue que d(f,(r), f-(r)) ndo depende de r, mas apenas do ponto = tal que r € FE,.
De fato, se ' € E,, entdo escrevendo ' = rk, com k € K, segue da equivarian-
cia que d(f, (), £, (") = d(f,(rk), £, (k) = Ak~ f, (1), k£, () = d(fo 1), £ ().

Resumindo temos que

d(O', T) = sup d(0<x)7 T(I» = Sup d(?“ : fU(T)v - fT(T)) - d(fm fT)a

rzeX reR

mostrando que a aplicacao que associa cada secao o € I'E & funcao equivariante
fo € Cey(R, F) é uma isometria.

Para concluir que I'E' é uma subvariedade mergulhada de C(R, F'), cuja imagem
¢ o conjunto das fungdes equivariantes C,(R, F'), basta mostrar que a inclusao é
uma imersao. Isso sera feito localmente.

Considere uma se¢ao o € I'F e uma vizinhanga I'lUY, que esta parametrizada (via
logaritmo) no aberto I'V, C I'(¢*(T7E)), como construidos na se¢ao 2.3.2.

Proposicao 2.3.8. Temos as sequintes relacoes entre os espacos de funcoes, espacos

de funcoes equivariantes e espacos se secoes de fibrados associados:
(a) T (6*(T7E)) € Cey(Lo, T2 F) sao isomorfos (isométricos).
(b) TVy e Cey(Ly, Vo) sao difeomorfos.
(¢c) TU, e TV, sao difeomorfos.
(d) C(L,,U,,) eC(Ly,Vs,) sio difeomorfos.
(e) Cey(Ly, V) € uma subvariedade mergulhada de C(L,, V).
(f) TU, € uma subvariedade mergulhada de C(L,, F).

Demonstracao: O isomorfismo do item (a) é dado pela expressao (2.6), que as-
socia cada secao a uma funcdo equivariante. A linearidade segue imediatamente

da linearidade da agdo (via diferenciais) dos elementos de £, em T, F, isto é,
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[ (Awy +wy) = Al -wy + 1 -we. Sobre esse isomorfismo ser uma isometria, basta ver
a definicao das métricas nesses espacos, junto com o fato de que os elementos de L,
agem por isometria em T, F. No item (b), o difeomorfismo é apenas a restricao da
aplicacao do item (a) aos abertos I'V, e Co(Lo, Vs )-

No item (c) o difeomorfismo é simplesmente a parametrizacao da estrutura diferen-
ciavel de I'E.

O difeomorfismo do item (d) ¢ induzido pelo difeomorfismo entre V., e U,, dado pela
aplicagao exponencial de F.

No item (e) temos que Cey(Ly, T, F') ¢ um subespago vetorial fichado de C(L,, T, F).
Restringindo essa inclusao aos abertos C.o(L,, V) € C(Ls, Vs,), temos o mergulho
do item (e).

Por fim, o item (f) é consequéncia dos item anteriores pela seguinte sequéncia de

difeomorfismos e mergulhos:

T, - IV, = Cey(Ls, V) = C(Ly, V) = C(Ly, Uyy) — C(Ly, F),

cuja composicao € a aplicagao que a cada secao o € I'lU, associa a fungao equivari-
ante f, € C(L,, F). O

Suponha agora que, como feito na secao 2.2.3, F' é a 6rbita de uma representacao
p: K — GI(V) (Na verdade fixamos um produto interno em V' de forma que p(k) €
O(V) para todo k € K). Neste caso F, que é orbita dessa ac¢ao, é subvariedade
mergulhada de V, e assim 'Y, é também subvariedade mergulhada de C(L,,V).
Mas a imagem dessa inclusao estd contida nas fungoes equivariantes, ou seja, ['U,
¢ subvariedade mergulhada de C.,(L,, V), que, pela proposi¢io 2.2.4 & isométrico
a Ceq(R, V). Deste modo temos que a a aplicagdo que associa cada secdo 7 € I'U,
a fungao equivariante f. € C(R,V) é um mergulho. Como os abertos ', cobrem
I'E, segue que I'E é subvariedade imersa de C(R, V). Mas essa inclusdo é também
uma isometria com a métrica da convergéncia uniforme definida nesses espacos, e

entao temos

Teorema 2.3.9. A aplicagio o0 € T'E — f, € C(R, F') é um mergulho cuja imagem
€ Cey(R, F). Ou seja, Cey(R, F), com a estrutura diferencidvel dada pela bijegao com
I'E, é uma subvariedade mergulhada de C(R, F').
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2.3.4 Diferenciabilidade

Do mesmo modo que fizemos para endomorfismos de fibrados vetoriais, prova-
remos agora que as aplicagdes no espaco de se¢oes de fibrados associados induzidas

por automorfismos de fibrados principais sao diferenciaveis.

Considere m : () — X um fibrado principal com grupo de estrutura G semis-
simples, nao compacto e com centro finito. Seja ¢ : ) — @) um automorfismo e
¢ : X — X o homeomorfismo induzido na base X. Denotamos ainda por ¢ o auto-
morfismo induzido no fibrado associado E = @) xg F' e por I'¢ a aplicacao induzida
por ¢ no espaco de se¢oes I'E, isto é, ['¢p(c) = pooo gy’

Seja G = KAN a decomposicao de Iwasawa de G e R uma K-reducao. Com
isso temos que essa decomposicao de Iwasawa se estende a Q na forma () = R- AN.
As projecoes R: Q — Re T : QQ — AN sao aplicacoes continuas e induzem uma
decomposi¢ao do automorfismo ¢ pondo ¢(q) = R(¢(q))T(o(q)).

Com a K-reducao, o fibrado E também é um fibrado associado de R. Isto é,
E = R xk F. O espago de secoes I'E é entao identificado com Ce4(R, F'), que, como
visto na se¢ao anterior, ¢ uma subvariedade mergulhada de C(R, V).

A aplicagao induzida por I'¢ no espago das funcoes equivariantes C.,(Q, F') é
simplesmente a composicao com ¢~ L. Isto é, se f, é a funcao equivariante associada
a se¢do o, entdo f,o0¢ ' é a fungao equivariante associada a se¢ao I'g(o) = gboaogbgl.
De fato, seja z € X e ¢ € Q,. Entdo ¢(q) € Q¢51(x) e escrevendo as secoes em

termos de suas funcoes equivariantes temos:
$(o (g () = ¢ (67(a) - fo (&7 (0))) = ¢ () - fo(& () = q- fo(d™(2))-

Refinando um pouco mais, I'E também esta em bije¢ao com C., (R, F'). A bijecao
entre Coy(Q, F) e Cey(R, F) ¢ feita tomando-se restrigoes das funcoes definidas em
Q para o subfibrado R. Se f € C(Q, F), denotaremos por f a restricio de f a R, e
assim f € C(R, F). Se f for G-equivariante entdo f serd K-equivariante, isto é, se
f €Cet(Q, F) entio f € Coy(R, F).

Para ver quem ¢é aplicagdo induzida por I'¢ em C.,(R, F'), precisamos ver quem

é a funcdo K-equivariante associada & se¢do 7 = ¢ o g o ¢y *. Afirmamos que

F.r) =T (672(1) " Fo (R(e7H(r))) (2.13)
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De fato, para r € R temos:

f-r)=f:(r) = fo(67(r))
i

(@6~ ()™ o (R(97H(r)))
= Tl ()" fo (R(e7(r)
Teorema 2.3.10. A aplicacao I'¢ : 'E — I'E ¢é diferencidvel

Demonstragao: Como ji vimos, ['F é uma subvariedade mergulhada de C(R, F'),
cuja imagem ¢é o conjunto C.,(R, F') das fung¢bes K-equivariantes. Para mostrar a
diferenciabilidade de I'¢, basta entao mostrar a diferenciabilidade da aplicacao in-
duzida em C.,(R, F'), cuja expressao é dada pela equacao (2.13). Mas essa aplicacao
é simplesmente a restricao de
¢: C(R,F) — C(R,F)
foooe= ()
dada por ®(f)(r) = T(¢7*(r))Lf(R(¢71(r))). Agora essa ultima aplicacao ¢ dife-
renciavel, pois é composta das seguintes aplicacoes diferenciaveis:
1. F: C(R,F) — C(R, F), dada por F(f) = fo (Ro¢™'), que ¢ diferencidvel ja
que é a restri¢ao da aplicacao linear e continua em C(R, V'), dada pela mesma

formula de F.

2. P:C(R,AN) xC(R, F) — C(R, F) induzida pela acdo de AN em F' é diferen-

ciavel pelo corolario 2.2.3.

Com isso temos que ®(f) =P (T(¢~'(-))"", F(f)) O

Vejamos a seguir como calcular a derivada de I'¢.

Recordamos que o espago tangente a secio 0 € I'E = I'(Q X F) é identificado
com o espaco de secoes do fibrado vetorial sobre X dado pelo pull-back por ¢ do
fibrado tangente as fibras de E, T/E. Isto é,

T,TE =T(TJE), onde T/E = 0*(T'E), e T'E = | J{TE. |z = =(¢)}.
¢CE
O automorfismo ¢ : £ — E é continuo e possui derivada quando restrito as fibras
E, = F. Denotamos a derivada em ¢ € E da restricao ¢|, : E, — Ey), © = m(§),
por
&' ¢¢ : TeEy — Tyie) Boo).
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A derivada da aplicagio T'é(c) = poood~! & dada por

d(T¢), : T(TIE) — T(TL,,E)

) (2.14)
T — d(Dg,) - 7(x) = d' ¢ps-1(2)) (T(¢7 1 (2))) -

Podemos olhar 7/ E como fibrado associado a @Q pela acio de G em TF via
diferenciais, isto é, TYE = Q x¢ TF. Neste caso a aplicacio d/¢: T/E — T/E ¢ a
aplicacao induzida em T/ E pelo endomorfismo ¢ : Q — Q, isto é,

dp(qg-v)=¢(q) v, ¢€Q,veTF

2.4 Grupo de Calibre

Seja m : () — X um fibrado principal continuo com grupo estrutural G e base
compacta X. O grupo de Calibre de @, denotado por G(Q) (ou simplesmente por
G se nao houver confusdo), é o grupo formado pelos automorfismos ¢ € Aut(Q) que

induzem a identidade na base, isto é,

G(Q) = {¢ € Aut(Q) | m(¢(q)) = 7(q)}-

Dado ¢ € G, como ¢(p) permanece na mesma fibra de p, segue que existe
v(p) € G tal que ¢(p) = p.y(p). Isso define uma funcao continua v : Q — G
que satisfaz y(p.g) = g 'v(p)g para todo p € Q e g € G. De fato, p.y(p)g =
o(p).g = ¢(p.9) = (p-9)-(7(p.9)) = p.g7(p.g), donde segue que y(p)g = gy(p.g) e
entdao v(p.g) = g~ "v(p)g-

Reciprocamente, cada fun¢ao v : @ — G com a propriedade de que v(p.g) =
g 'v(p)g define um elemento do grupo de Calibre pondo ¢(p) = p.y(p). Com isso

identificamos o grupo de calibre com

rQ)={v:Q—=Gly(pg) =g '"v(p)g. Vg€ G epeQ}.

O produto em G(Q) é dado simplesmente pela composi¢do dos automorfismos,
isto é, (o1 - ¢d2)(q) = (10 2)(q) = d1(d2(q)). Ja o produto em I'(Q) é herdado do
produto em G por (71 - 72)(q) = 71(q) - 12(q). Com esses produtos a bijecao entre
G(Q) e I'(Q) é um isomorfismo de grupos.

Se o grupo G age transitivamente nas fibras de @), entdao uma funcdo v € I'(Q)
fica completamente determinada na fibra que contem p se conhecermos v(p). Em

particular, se R é um subfibrado de ) com grupo de estrutura K C G, entao
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podemos considerar a restri¢cao das fungoes de I'(Q) ao subfibrado R e identificar
['(Q) com as fungoes v : R — G que satisfazem v(r.k) = k~1v(r)k para todo r € R
ekeK,istoé, T(Q)={v: R— G|~(rk)=k'y(r)k, Vk € K er € R}.

No caso do subfibrado R ser compacto, essa identificacao permite definir uma
métrica no grupo de Calibre, que serd essencialmente a métrica da convergéncia

uniforme em C(R, G). Isso sera feito abaixo.

2.4.1 Estrutura topologia (métrica) do grupo de Calibre

Assumimos que o grupo G é localmente compacto e separavel (sua topologia tem
base enumeravel). Com essa hipGtese o grupo admite métricas invariantes e é um
espaco métrico completo. Fixe uma distancia d invariante a direita em G, isto é,
d(zy, zy) = d(z, z). Considerando um conjunto compacto C' que intersecte todas as
fibras de @ (i.¢, 7(C) = X), podemos definir uma distancia em G (ou em I'(Q))
pondo

de(m,72) = ilelg d(71(p), 72(p))-

Como C' é compacto e se projeta sobre X, temos que d¢ estd bem definida e
de(71,72) = 0 se, e s6 se, 71 = 2. Além disso, essa distancia também é invariante
a direita pelo produto de I'(Q).

A escolha do compacto C' que se projeta sobre X nao faz diferenca na definicao

da métrica, como mostra a proxima proposicao.

Proposicao 2.4.1. Se C e Cy sao dois compactos em @ que se projetam sobre X

entao deo, e do, sao uniformemente equivalentes sobre conjuntos limitados

Demonstracao: Considere um compacto D C G tal que para todo p € (5 existe
a € D tal que p-a € C,. E facil ver que tal D existe no caso em que Q = X x G é
trivial. De fato, se C; = X x K;, i = 1,2, e K; compacto, basta definir D = K; ' K.
Para o caso geral basta tomar trivializacoes e usar a compacidade da base X.

Vamos mostrar que d¢, e de, sao uniformemente equivalentes na bola B =
Ba., (1,p) em I'(Q) com a métrica dc,. Para isso, considere a bola fechada (com-
pacta) B em G de centro na origem e raio p. Se v € B entao v(Cy) C B.

Fixados (zg,45) € G X G e a9 € G, tome My > 0 tal que d(apzo, apyy) <
Moyd(zo,y0). Por continuidade, segue que d(ax,ay) < Myd(z,y) para todo (z,y)
numa vizinhanca de (z9.50) e @ numa vizinhanca de ag. Por compacidade de B e de
D, existe M > 0 tal que d(ax,ay) < Md(z,y) para todo a € D e x,y € B.
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Agora seja p € (5 e escolha a € D tal que g =p-a € C;. Se 71,7 € B entao

d(vi(p),72(p)) = d(nlg-a'),y(g-a))
= d(a(q),a72(q))
< Md(v(q),v2(q))

e dai, para todo v1,72 € B temos

doy (71,72) = sup d(71(p), 72(p)) < M sup d(v1(q),72(q)) = M de, (71, 72)

peCs qeC1

]

Suponha, a partir de agora, que o grupo G é um grupo de Lie e que a distancia
invariante em G ¢é construida por uma métrica Riemanniana invariante a partir de
um produto interno em g. Assuma ainda que o fibrado ) admite uma K-reducao,
R C @, onde K & um subgrupo compacto. Neste caso o produto interno (-,-) em g
pode ser tomado K-invariante, e dai segue que a métrica Riemanniana em G, bem
como a distancia por ela definida, sdo bi-invariantes (& esquerda e a direita) por
elementos de K.

Pela identificagao do grupo de calibre G com as fungoes v : R — G que
satisfazem ~(r.k) = k~'5(r)k, definimos uma métrica em G pondo d(v;,7) =
sup,cp d(71(r),72(r)). Ou seja, a métrica em G é essencialmente a métrica do defi-
nida acima escolhendo C' = R.

Além disso, essa identificagao fornece um mergulho topolégico do grupo de calibre
G no espaco das fungoes continuas C(R,G). Mas esse espaco é também um grupo

com o produto ponto a ponto induzido de G, isto é,

C(R,G) x C(R,G) —s C(R,G)
(91, 92) — (g1 92)(r) = 91(r)ga2(r)

Esse produto é continuo pelo lema 2.2.1, o que torna C(R, G) um grupo topolé-
gico metrizavel com a métrica da convergéncia uniforme (métrica do sup) e com a
topologia compacto-aberta. Caso G seja um grupo de Lie, o corolario 2.2.3 implica
que esse produto também é diferenciavel, o que torna C(R,G) um grupo de Lie de

Banach.
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2.4.2 Estrutura diferenciavel (Grupo de Lie de Banach)

Abaixo mostramos como construir a estrutura diferenciavel em G. Com a estru-
tura que construiremos, G se torna uma subgrupo de Lie mergulhado de C(R, G).
Para isso faremos primeiro a parametrizacao ao redor da identidade (sistema de co-

ordenadas de primeira espécie) e em seguida transladamos para todo o grupo.
Sistema de coordenadas de primeira espécie

O sistema de coordenadas de G ao redor da identidade sera construido em abertos
do espaco de secoes do fibrado vetorial associado a () a partir da representacao
adjunta Ad : G — Gl(g), isto é, no espago de se¢oes I''A, onde

A=0Q xaq9=RXaq9

O espago das secoes de A se identifica com as aplicacdes G-equivariantes, Ce,(Q, g),

isto é,
TA=Co(Q,0)={f:Q—=GCG|f(p-9)=Ad(g ") f(p), pEQ € g € G}.

Em vista da redugao R, temos também a bijecao de I' A com as fungoes K-equivariantes
definidas em R, isto ¢, TA = CE (R, g).

Defina uma métrica Riemanniana em A a partir do produto interno de g pondo

Essa definicao independe de p € R, numa fibra dada, j& que o produto interno
em g ¢ K-invariante. Essa métrica Riemanniana define uma norma em I"'4 pondo
|lo|| = sup,ex |lo(2)]], o que torna I"'A um espaco de Banach.

Através da identificacao de I'4A com Cé’é(R, g), podemos ainda ver esse espaco
como um subespaco fechado de C(R, g) com a norma dada por || f|| = sup,cx [|.f(q)]]-
Isso porque se f é a fungdo equivariante associada & se¢do o, entdo o(x) = q - f(q)
para qualquer ¢ € R na fibra sobre x. Assim |lo(z)|| = |l¢- f(q)|| = ||f(q)||. Dai que
o supremo de ||o(x)|| sobre x € X ¢ o mesmo que o supremo de || f(q)]|| sobre ¢ € R,
isto 6, || = /1]

Para construir o sistema de coordenadas ao redor da identidade de G, observa-se

primeiro que se ¢ : X — A ¢ uma se¢do e f, : R — g é a funcdo K-equivariante
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correspondente, entao definindo g, = exp f, : R — G temos um elemento do grupo
de calibre, isto &, g, € I'(Q). De fato, para g € R e k € K temos

9o(q - k) = exp fo(q - k) = exp(Ad(k™") f5(q)) = k™" exp(fo(q))k = k' 9o (q)k

Seja B,(0) C g a bola de raio p centrada na origem tal que a aplicacao ex-
ponencial exp : g — G é um difeomorfismo quando restrita a B,(0). Denote por
U, = exp B,(0) C G a vizinhanga da identidade de GG imagem dessa bola pela expo-
nencial. Essa restricdo define um homeomorfismo entre os abertos de I'A e de ['(Q)

dados respectivamente por

e V,=8B,0)={c eTAl|lo| < p}, que & um aberto de I'A. Em termos das fun-
GOes equivariantes f, : R — g, esse aberto & dado por {f, € CL (R, 9) |||/, <

p}-

o U, = {y € I(Q) | v(q) € U,, Vg € R}. Esse conjunto é simplesmente a
intersecao com I'(Q) do aberto basico da topologia compacto-aberta de C(R, G)
dado por Ugry,, isto ¢, do aberto de C(R,G) dado pelas fungdes continuas

g : R — G que assumem valores em U, = exp B,(0).

O homeomorfismo entre V, e U,, bem como sua inversa, sao dados respectiva-
mente por
Exp: V, — U, Log: U, — V,
o — expof, v = logoy
Essas aplicacoes sao claramente bijecoes e, pelo lema 2.2.1, também sao conti-

nuas, logo s@o homeomorfismos. Assim fica definido o sistema de coordenadas de

primeira espécie ao redor da identidade do grupo de calibre G.
Sistema de coordenadas ao redor de 7 € I'(Q)

A parametrizacdo ao redor de uma outra funcao de calibre v € I'(Q)) é dada pela
translacao da parametrizagao Log definida acima. Isto é, dada a fungao de calibre
v : R — G, defina a vizinhanga de v em I'(Q) por U,(y) = v - U,. Essa é uma
vizinhanca aberta de v homeomorfa & vizinhanca U,, pois as translagoes em I'(Q))
sao homeomorfismos. Assim ficam definidas as coordenadas e sua inversa ao redor

de v por
Exp, : V, — U(y) . Log,: U, (v) — V, '
o — 7-(expof,) n +— logo(y~t-n)
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A mudanca de coordenadas ao redor de fungoes de calibre 71,7, € I'(Q) é dada
por
Log,, (Up(m1) NUy(12)) — Log,, (Us(11) NU(72))
gl — log (y2(r) "' (r) exp(y(r)))
que é diferencidvel por ser a restricdo a abertos de C.,(R,g) de uma funcdo em
C(R,g) definida por produtos em G e por composicoes em C(R, g)
Com os sistemas de coordenadas definidos acima, a inclusao do grupo de calibre
I'(Q) em C(R,G) é um mergulho. De fato, ja vimos que a inclusdo é um mergulho
topologico. Quanto a diferenciabilidade, a derivada dessa inclusao é simplesmente a

inclusao de C.4(R, g) em C(R, g), que é um continua e injetora. Sendo assim temos:

Teorema 2.4.2. O grupo de calibre G tem uma estrutura de grupo de Lie de Banach

e, com a identificacao com I'(Q), ele € um subgrupo de Lie mergulhado de C(R,G).

2.4.3 Diferenciabilidade da acao do grupo de Calibre no es-
paco de secoes
O grupo de Calibre G age naturalmente no espaco de se¢des I'E por

GgxI'E — TFE

, (2.15)
<¢7 U) — ¢ ©0

onde (¢ - o)(x) = ¢(o(x)).

Teorema 2.4.3. A acao do grupo de calibre G no espaco de secoes I'E € de classe

C.

Demonstracao: Como ja vimos, G pode ser identificado com

NQ)={y€CRG)|v(rk)=k""y(r)k, Vk € K er € R},

que por sua vez é um subgrupo de Lie mergulhado de C(R, ). Com essa identifica-
¢ao, a acao do grupo de Calibre G no espaco de secoes ['E' é simplesmente a restricao

as fungoes equivariantes da agao de C(R,G) em C(R, F') dada por
C(R,G)xC(R,F) — C(R,F)
(7, f) — - f

onde (v - f)(r) = v(r)f(r). De fato, considere ¢ € G, 0 € I'E, e sejam v € I'(Q)
e f € Ce(R,F) as funcoes associadas (¢(r) = ry(r) e o(z) = r- f(r)). Dai

(2.16)



Secdo 2.4 - Grupo de Calibre 48

¢(o(x)) = ¢(r- f(r)) = o(r) - f(r) =rA(r)- flr) =r-7(r)f(r) =7 (v f){r), 0
que mostra que v - f é a funcao equivariante associada a se¢ao ¢ - o.
Como a acao de G em F é de classe C*, segue do corolario 2.2.3 que a agao (2.16)

é de classe C™, e consequentemente, a a¢ao (2.15) também ¢é de classe C*°. O



Capitulo

Expoentes de Lyapunov

Neste capitulo iremos mostrar como generalizar os expoentes de Lyapunov de
fluxos de endomorfismos de fibrados vetoriais, para o contexto de fluxos em fibrados
principais. A grosso modo, essa generalizacao permite olhar a variacao de partes do

espectro de Lyapunov, e nao apenas uma diregao, como no caso cléssico.

3.1 Expoentes de Lyapunov classicos

Seja m : )V — X um fibrado vetorial de dimensao finita com uma métrica Rie-
manniana || - || : V — R e g uma medida de probabilidade em X.
Dado um endomorfismo ¢ : V — V sobre uma transformagao mensuravel f :

X —> X (i, top= fom),ev €V, o expoente de Lyapunov de ¢ na dire¢io de v é

dado por
. 1 n
x(v) = limsup — log [|¢" (v) (3.1)
n—oo N
Apenas para completude, defini-se log0) = —oo. Evidentemente podemos ter
X(x,v) = £o0.

Em muitos casos importantes podemos considerar o fibrado vetorial V' trivial.
De fato, todo fibrado vetorial sobre um espaco métrico compacto admite uma trivi-
alizacao mensuravel num conjunto de medida total. No caso em que V = X XV,
o endomorfismo ¢ admite um gerador, isto ¢, uma funcio 7' : X — GI(V) tal que

o(z,v) = (f(z),T(x) - v). Pela propriedade de endomorfismo temos que

¢"(z,v) = (f"(2), T(f""H(2)) - T(f())T()).

49
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A aplicagao dada por p(n,z) = T(f**(z))---T(f(z))T(x) ¢ um cociclo mul-
tiplicativo e podemos escrever o expoente de Lyapunov de ¢ na dire¢ao de (x,v)
€omo

1
(e, 0) = limsup — log [ p(n, ) - v]. (3.2)

n—0o0

Para o caso em que ¢ : V — V é inversivel, temos que f : X — X e T(z) sao

inversiveis. Neste caso temos que

¢~ Ha,v) = (f (@), T(fH(z)) ")
O fluxo discreto gerado por ¢~! ¢ dado entao por ¢~ "(x,v) = (f~"(z), p(—n, z)v),
onde
p(=n,x) =T(f"(x))" - T(f(x))™,
que é um cociclo multiplicativo sobre 1.

Lema 3.1.1. Os expoentes de Lyapunov definidos acima gozam das sequintes pro-

priedades:

1. Se ¢ # 0 entao x(z,v) = x(x,cv).

2. x(z,v+w) < max{x(x,v), x(z,w)}

Demonstracao: Segue das propriedades do lim sup O]

Disso segue que, fixado k € R, o conjunto {v € V' | x(z,v) < k} é um subespaco
vetorial. Sendo assim, para cada r € X, existem no méaximo dimV expoentes de
Lyapunov distintos.

Fixado z € X, considere p(z) < dimV o namero de expoentes de Lyapunov
distintos na fibra sobre x, denote-os por y;(z), com 1 < i < p(x), e suponha que
estejam ordenados de modo crescente, x1(z) < x2(x) < -+ < Xp@)(x). Escreva

ainda V;(z) para o subespago
Viz) ={v e V|x(z,v) = x}-
A multiplicidade do expoente de Lyapunov y;(x) ¢ o nimero
ki(z) = dimV;(z) — dimV;_;(z).
Para simplificar a notacao, se ficar claro em qual fibra estamos trabalhando, omi-

tiremos x das notagoes e escreveremos apenas p para p(z), x; para x;(x), V; para

Vi(z) e k; para k;(z). Com isso obtemos a seguinte filtracdo de V:

{0fcvicV,C---CV,=V. (3.3)
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Proposicao 3.1.2. Valem as sequintes propriedade de invaridncia:
1. As funcoes x; e p sao f-invariantes, isto €, x;o f =x; epo f =p.
2. Os subespacos V; sao invariantes no sentido de T'(z) - Vi(z) = Vi(f(x)).

Demonstracao: Segue das propriedades do lim sup. O

A principio nao existem boas razoes para supormos que o limsup da definicao
dos expoentes de Lyapunov sao de fato limites. No entanto, com uma condigao de
integrabilidade do cociclo, o teorema ergoédico de Oseledec fornece propriedades do

lim sup e garante a existéncia dos expoentes como limites em quase todo ponto.

Teorema 3.1.3 (Teorema Ergodico de Oseledet). Considere p : X x N — GI(V)

um cociclo multiplicativo mensurdvel sobre f : X — X e suponha que
log" [|T()[l € L'(X, ).

Entao existe Q C X, com p(Q2) =1, f(Q) C Q, tal que para todo x € Q vale

1. o limite "™ = lim (p(x,n)Tp(x,n))l/Qn existe
n—oo
2. considere x1(z) < -+ < Xp) () 0s autovalores (reais) do operador auto-

adjunto DV (x) (aqui x1(x) pode ser —oo) e denote por U (z) o auto-espago

de DY (x) associado ao autovalor x;(x). Entao escrevendo

Vir(@) = U (z) ® - © Ui (x)

(2

recuperamos a filtracao
0C Vi (x) C-- C V(@) =V,
como dada em 3.3, com a propriedade adicional de que

1
xi(w) = lim —log|lp(z,n)-vfl, Vo€ ViH(2)\VI (2).

n—oo

Além disso as multiplicidades dos expoentes de Lyapunov sao dadas por k;(z) =

dimU* ().
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Demonstracao: existem diversas demonstracoes desse teorema. A versao enunci-

ada aqui se refere ao artigo do Ruelle [16] O

Para o caso em que tanto a transformacao na base f : X — X quanto as
transformagoes lineares T'(z) : V' — V sdo inversiveis, podemos aplicar o teorema
ergodico para o fluxo inverso e obter uma descricio mais detalhada da filtracao
obtida no teorema acima. Mais especificamente obtemos a decomposicao ergddica

como enunciada no teorema abaixo.

Teorema 3.1.4 (Decomposicao Ergodica Multiplicativa). Suponha que f : X —
X eT(z) : V = V sejam inversiveis e que log’ [|T(-)|| e log® |T(-)7Y| sejam
integrdvess. Entao existe um subconjunto 2 C X, f-invariante e de medida total tal

que para todo x € Q) wvale

1. Os limites

Dt (z) T 1/2n 1/2n

. eDi(x) = hm (P(x> _n>Tp(x7 _n>)

n—oo

= lim (p(z,n)" p(z,n))

n—oo

existem e sao operadores auto-adjuntos.

2. Os autovalores de D~ (x) sao dados por —Xpwm)(x) < --- < —xi(z), onde
x1(x) < -+ < Xp@)(x) sdo os autovalores de DV (x). FEsses sao ainda os

expoentes de Lyapunov de p(—n,x).

3. Sejam U, (x), 1 <i < p(x), os auto-espagos de D~ (z) associados aos autova-
lores —x;(x), e escreva

V.o (z)=U

i p(z)

() ® Upyy_1(2) & - -- @ U (2)
formando a filtragcao

0CV, @)V,

p(z)—1

(@)@ CVy(z)=V.

Entao essa filtragao € oposta a filtragio 0 C V¥ (z) C -+ C szc)

() =V,

dada pelo fluxo positivo, no sentido de que
V= Vi) @ Vo), 1< <pe) — 1
4. Tomando as interse¢oes Wi(x) = V. () NV,” (x) temos a decomposicio ergd-

dica
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de forma que para v € W;(x) os expoentes de Lyapunov sdo dados por

.1 o1
Xi(z) = lim —log||p(z,n) -vl| e —x;(z)= lim —log|p(z, —n) v
n—oo M, n

n—o0

Demonstracao: ver [16] O

3.2 Expoentes de Lyapunov vetoriais

Considere 7 : () — X um G-fibrado principal, com G um grupo de Lie semis-
simples, nao compacto e com centro finito. Como j& visto nesse texto, um fluxo
de endomorfismos de (), digamos ¢; : ) — @, induz um fluxo nos fibrados flag
associados Eg = @ x¢ Feo, pondo ¢(q-g) = ¢:(q) - g. Com o objetivo de medir
taxas de crescimento desse fluxo, olhamos para sua componente hiperbodlica, que

serd definida abaixo via cociclos provenientes das decomposicoes de Iwasawa e de
Cartan do fibrado Q.

3.2.1 Cociclos e decomposicoes

As decomposigoes de Iwasawa G = KAN e de Cartan G = K .S, induzem de-
composicoes no fibrado ). Essas decomposicoes serao importantes para definirmos

taxas de crescimento de fluxos de endomorfismos do fibrado Q.
Decomposicao de Iwasawa e os expoentes de Lyapunov

Como G /K é difeomorfo ao espago euclidiano AN, segue que o fibrado () admite
uma K-reducao para um fibrado R. Assim podemos escrever a decomposicao de
Iwasawa de () como () = R - AN. Nessa decomposicao, cada ¢ € () se escreve
unicamente como ¢ =r-hn,comr € R, h € Aen € N. As projecoes de () em R e

A serao denotadas respectivamente por
R:Q—R e A:Q — A
Essas projecoes sao continuas e satisfazem as seguintes propriedades:

1. Ser € Rentao R(r) =r e A(r) = 1.
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2. Seqe Qege P=MAN entao escrevendo g = mhn tem-se R(¢-g) = R(¢)m
e Alq- g) = Alg)h

Tomando o logaritmo de A temos a aplicacao a : () — a dada por

a(q) = logA(q).

Utilizando a mesma notac¢ao para a projecao de G em a com relacao & decomposicao
de Iwasawa, definimos a aplicacdo a : G — a dada por a(g) = log h, onde g = uhn €

G = KAN. Com essa notacao, se g € P, obtemos do item 2 acima que

a(q-g) =alq) +alg) (3.4)

Considere agora um fluxo de endomorfismos ¢; : Q — @, com t € T(Z ou R). Da
propriedade 2 da decomposicao de Iwasawa de Q, segue que a aplicagao ¢ : R — R
dada por ¢f(r) = R(¢¢(r)) € ainda um fluxo, ou seja, ¢, = ¢ff o . Além disso,
a aplicacao

a Tx R—a, a%t,r)=a(e(r)),

¢ um cociclo aditivo sobre o fluxo ¢F, ou seja
a®(t +s,7) = a%(t, ¢ (r)) +a%(s,r).

De fato, escrevendo ¢,(r) = ¢%(r)hsn, € R+ AN e usando a equagao (3.4) acima

temos

a®(t+s,r) = a

Se nao houver confusao e o fluxo ¢, estiver fixado, escreveremos o cociclo apenas
por a ao invés de a?.

A aplicacao a pode ainda ser vista como um cociclo sobre o fluxo induzido por ¢;
no fibrado Flag E = @ xgF = R X F. Para isso, escrevemos & € £ como & = 1 - by,

com r € R, e definimos

a(t, &) = a(t,r).
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Essa aplicacao fica bem definida, pois se r- by = 1’ - by, entao ' = r.m, com m € M,
e dai

a(t,r') = a(¢u(r)m) = a(¢r(r)) + a(m) = a(t, 7).

Para ver que a(t, §) é de fato um cociclo aditivo sobre o fluxo induzido no fibrado
flag maximal [E, observe primeiro que se £ = r - by entao pela decomposicao de
Iwasawa de QQ podemos escrever ¢,(£) = @4(r)-by = ¢F(r)hyns-by = ¢%(r) - by. Logo

at+s,6) = alt+s7)
= a(t, ¢ (r)) +a(s,7)
= a(t, ¢5(¢)) +als, €)
A partir desse cociclo definimos o expoente de Lyapunov do fluxo ¢; na direcao
de £ € E por
1

caso esse limite exista.

Para o fluxo reverso, considere

a(t,r) = log A(¢—¢(r)).

do mesmo modo feito acima a~ (¢, ) define um cociclo sobre o fluxo inverso induzido
no fibrado flag maximal pondo, para & = r - by, a—(£,£) = a~(¢,7). O expoente de
Lyapunov em £ € E para o fluxo reverso é definido entao por

A (€) = lim ~a(t,€),

t—oo t

caso esse limite exista. A proposicao abaixo relaciona os cociclos positivos e negati-
vos e seus respectivos expoentes de Lyapunov.

Proposigao 3.2.1. Para & € E tem-se a=(t,£) = —a(t,¢_+(€)). Em particular os

expoentes de Lyapunov estao relacionados por A= (&) = —A(&).
Demonstracao: Proposigoes 6.2 e 6.3 de [2] O
Em geral, o cociclo a nao passa aos flags parciais. No entanto, compondo a com

determinados funcionais lineares 1 € a*, obtemos cociclos a, = ;o a que podem

ser fatorados para cociclos nos fibrados flags parciais Eg. Tais cociclos aparecem
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frequentemente em situacoes que se deseja medir o crescimento exponencial de de-
terminados fluxos. Um exemplo é dado pelos fluxos lineares em fibrados vetoriais,
cujos crescimento exponencial em uma dada direcao ¢ medido por um cociclo no
fibrado projetivo, que por sua vez pode ser visto como um fibrado flag parcial de
Sl(n, R).

Para formalizar a construcao dos cociclos nos fibrados flag parciais, considere o

lema abaixo.

Lema 3.2.2. Considere © C ¥. Se p:a — V é uma transformacao linear que se
anula em a(©) entdo a,(t,r) =a,(t,rk) para todo k € Keg

Demonstracao: Lema 7.1 de |2] O

Com esse lema podemos mostrar que compondo o cociclo a com transformacoes
lineares 1 : @ — V' que se anulam em a(©) temos cociclos nos fibrados flags parciais.

De fato, se p se anula em a(0), definimos para £ € Eg o cociclo
a,(t,&) =po a(t,r), onde & =r-be. (3.6)

Essa aplicacao estd bem definida pois se r - bg = 1’ - bg entao ' = rk, com
k € Ko, e entdo, pelo lema acima, a(t,r") = a(t,r). Além disso, como a é um cociclo
e 1 ¢é linear, segue que a, também é um cociclo.

No final deste capitulo apresentamos com detalhes o caso dos cociclos no espaco

projetivo que fornecem os expoentes de Lyapunov classicos.
Decomposicao de Cartan e o expoente polar

Do mesmo modo feito acima, a decomposicao de Cartan G = K.S induz uma
decomposicao no fibrado @) pondo Q = R - S, onde R é uma K-reducao de (). Da
decomposigao de Cartan se obtém a decomposigao polar de G pondo S = cl(AT) K,
onde AT é uma camara de Weyl da subalgebra abeliana maximal A C S. Assim
cada elemento de () se escreve unicamente como ¢ = r-hv, comr € R, h € cl(AT) e
v € K. As projegoes de Q em R, em S e em cl(A") serdo denotadas respectivamente
por

RC:Q — R, S:Q—S e AT:Q—clAt.

Todas essas projecoes sao continuas e satisfazem as seguintes propriedades para
geQ, reReke K
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1. R%(q k) =R%(q) -k e S(q - k) = k~'S(q)k;

2. RY(r) =reS(r-g) = S(g) (onde denotamos também por S(g) a S-componente

de g com relagdo & decomposicao de Cartan G = KS);

3. S(q-9) =S(S(q)9):
4. At(q-k) = At(q).

Cabe aqui a observacao de que as projecoes do fibrado ) no fibrado R proveni-
entes das decomposigoes de Iwasawa e de Cartan sao, em geral, distintas, e por esse
motivo as denotamos de modo diferente por R e RY.

Tomando o logaritmo das aplicacoes S e AT definimos ainda, para ¢ € Q,
s(q) =logS(q) €s e a'(q) =logAt(q) € cla’.

Considerando novamente um fluxo de endomorfismos ¢; : Q — @, com t €

T(Z ou R), definimos a aplicagio
at i Tx R—cl(a’), a'(t,r) =a"(¢(r)).

O expoente polar de ¢, é definido por

t—o0

A*(r) = Tim %a*(t, r) € cl(a) (3.7)

A aplicacdo a™ e o expoente polar AT sdo invariantes pela acdo a direita de K.
De fato, a®(¢t,r - k) = at(¢u(r - k)) = at(¢i(r) - k) = aT(¢4(r)) = a™(¢,r), onde na
pentultima igualdade utilizamos a propriedade 4 acima, que d& a invariancia de A*
pela acao de K. Passando limites temos também a invariancia de AT™. Em vista
disso, frequentemente iremos escrever a® (¢, z) e AT (x) ao invés de at(¢,7) e AT(r)
quando x = 7(r).

Ao contrario da aplicagao a definida pela decomposicao de Iwasawa, a™ nao é

um cociclo aditivo sobre o fluxo ¢;,.

3.2.2 Teorema Ergodico Multiplicativo

Enunciaremos aqui a versao do teorema ergodico multiplicativo para os expoentes
de Lyapunov vetoriais definidos acima. As demonstracoes dos resultados desta secao

podem ser encontradas em |[2]
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Considere o fluxo de automorfismos ¢; : Q — () e suponha que exista uma
medida de probabilidade v na base X que é invariante para o fluxo induzido. Dada
a aplicagdo a* proveniente da decomposi¢io polar de ¢; e defina af(t,x) = po
at(t,x), com pu € a*. Apesar de a* (¢, z) ndo ser um cociclo aditivo, se p for o peso
dominante de uma representacao de G num espaco vetorial complexo de dimensao
finita, entdo af (¢, x) é um cociclo subaditivo sobre o fluxo na base (ver [2]). Supondo

que af(1,-) é v-integrével e utilizando o teorema ergodico subaditivo conclui-se que

1
t

pesos dominantes geram a*, segue que, num conjunto de medida total, o limite

o limite lim; ., ;a} (t,z) existe para quase todo x € X. Como o conjunto dos

limy o $a} (t,2) existe para todo p € a*. Dai que ;a*(t,x) converge quase sempre.

Teorema 3.2.3 (Teorema ergodico multiplicativo para expoentes vetoriais). Supo-

nha que a:[(l, -) € v-integrdvel para todo peso dominante p. Entdo:

1. Existe um subconjunto mensurdvel Q2 C X, invariante pelo fluxo na base, com
v(Q) =1 tal que o expoente polar AT (x) = AT(r) (r € R e x = 7(r)) existe
para todo x € €.

2. Seja Q= W]EI(Q) a restricao do fibrado E a Q). Entao o a-expoente de Lyapunov
A(&) eziste para todo € € Q.

3. Seja R= 7 Y Q)NR a restricio do fibrado R a Q. Entao existe uma aplica¢io
mensurdvel D : R — s tal que para todo r € R valem:

a. D é K-equivariante (D(r - k) = Ad(k=Y)D(r));
b. D(r) = Ad(u)A™(r), para algum u € K e;
c. Mr-b)=wAT(r) seb e st(D(r),w)

Demonstragao: Teorema 4.1 de [2] O

A aplicagdo equivariante D do teorema anterior é construida em [2]| a partir
da decomposicao de Cartan do fibrado (). Mais formalmente, mostra-se que para
os pontos r € R existe o limite D(r) = limk_mélog si, onde s; é a componente
simétrica do fluxo ¢ (r) com respeito a decomposicao de Cartan Q = R - S, isto é,
¢r(r) = rg - s. Chamamos D(r) de raio assintotico da sequéncia ¢ (7).

Além disso, o expoente polar A*(r) ¢ dado pelo limite At (r) = limy_,o 7 log Ay,

com hy, proveniente da decomposicao polar de sg, isto é, s, = vkhkvk_l, com v, € K



Cap. 3 - Expoentes de Lyapunov 59

e hy € cl(AT). Deste modo, o raio assintotico de ¢(r) se escreve como D(r) =
Ad(u)A*(r), onde u = lim vy, (tomando subsequéncias se necessario).

O item (c¢) do teorema afirma, em particular, que se r € E, entao o expoente de
Lyapunov vetorial existe na dire¢ao de qualquer flag - b na fibra sobre 7(r) = x € Q.
Ainda mais, existe apenas uma quantidade finita de expoentes de Lyapunov na fibra
sobre z, sendo que todos eles sao dados por translagoes do expoente polar A™(x) por
elementos do grupo de Weyl de G. Com isso, cada fibra do fibrado Flag E sobre os
pontos x € €2 se decompoe em subvariedades de forma que o expoente de Lyapunov
é constante em cada uma delas. Mais formalmente, defina para cada w € W e
x € X, a subvariedade

st(z,w) =71 -st(D(r),w)

onde r € R esta na fibra sobre z. Tal conjunto nao depende de r na fibra, pois
pela equivariancia de D(r) tem-se D(r - k) = Ad(k~1)D(r) e st(Ad(k~1)D(r),w) =

k=st(D(r),w). Além disso, do item (c¢) do teorema ergodico segue que
ME) =w AT (z), para todo ¢ € st(z,w).
Definimos também a componente de Oseledet associada a w € VW por

st(w) = U st(z,w) C E.

z€Q

Os pontos = € Q) (ou os elementos r € E) sao chamado de regulares. Sobre os
pontos regulares obtemos uma decomposi¢ao do fibrado E nos conjuntos st(w) tais
que os a-expoentes de Lyapunov em & € st(w) sao dados por A(§) = w™'AT(z). Essa
decomposicao é analoga a filtracao de Oseledets para fluxos em fibrados vetoriais, e
por isso chamamos os conjuntos st(w) de componentes de Oseledets.

Dado um ponto regular x € €2, definimos ainda o tipo parabélico de Lyapunov do
fluxo ¢; em x por

OLy(x) = fa € B a(A*(x)) = 0}.

Em geral O (x) depende de x, mas no caso em que v ¢ ergodica, como AT (z) é

invariante pelo fluxo, segue que esse expoente é constante, assim como @Ly(x).
Filtracao de Oseledets

O lema a seguir ir4 ajudar a descrever melhor as componentes de Oseledets.
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Lema 3.2.4. Seja H € cl(at) e © = O(H). Entdo o conjunto dos pontos fizos
repulsores e sua variedade estdvel para a acio de h = exp H no flag dual Fo« sdo

unitdrios dados por
fixe« (H, wo) = ste«(H, wp) = wePe+ = Pg,
onde O = —wy(O) e wy € a involugao principal de g.
Demonstracao: O conjunto dos pontos fixos repulsores da acao de h é dado por
fixg« (H,wo) = Kpwoper.
Mas woper = pg € Ky = Ko C KgAN™ = Py = Ng(pg). Logo
Kywope = Knupg = KyAN pg = Popg = Po = WoPe--

Analogamente, a variedade estével ¢ dada por ste-(H,wy) = Ny Kpgwoper = woPe-
]

Considerando agora o flag dual Fe; (2), a agdo de exp(AT(z)) tem como tnico

repulsor o ponto fixo wob@fy(w), que também é sua propria variedade estavel. Isto é,

fixey, (@) (A" (x), wo) = sty () (A" (2), wo) = wobey, r):

Logo, considerando o fibrado Flag de tipo @fy(x), ]E@iy(z), temos que a projecao do

conjunto st(x,wg) = r - st(D(r), wy) C E nesse fibrado ¢ apenas o ponto

(@) =r-fixe; (o) (D(r), wo) = ru - wope; (x),

onde D(r) = Ad(u)A™(z).

Chamamos a aplicacao £* de secao de Oseledets do semifluro positivo. Note que
&* nao é necessariamente uma secao no fibrado flag, ja que o tipo parabdlico de
Lyapunov ©f (z) varia em fungao de z. No entanto, se a medida v for ergddica,

entdo Of () = Of, é constante e temos de fato uma segao £*: Q2 C X — Ee;, -
Decomposicao de Oseledets

O passo principal para se conseguir um refinamento das componentes de Osele-

dets e assim obter uma versao analoga da decomposicao multiplicativa de Oseledets
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classica é considerar o fluxo reverso. Fazendo entao a mesma construcao acima para
¢O_, € possivel mostrar que o tipo paraboélico de Lyapunov para esse fluxo é o dual
do tipo parabodlico de Lyapunov de ¢;,. Mais especificamente, denotando por A~
o expoente polar do fluxo reverso, em [2] mostrou-se que no conjunto de pontos
regulares tem-se

A (z) = —woeA T (z),

e consequentemente o tipo parabolico de Lyapunov de ¢_; é o dual de O (z). Isto
é
i) ={aeX|a(—wA"(z)) =0}
Denotamos por D~ (r) o raio assintotico do fluxo reverso que, pelo teorema er-
godico, também é uma fun¢do equivariante e, para cada r regular, satisfaz D~ (r) =
Ad(u)A~(z), v € K. As componentes de Oseledet para o fluxo reverso sao dadas

em cada ponto regular x € ) por
st (z,w) =7r-st(D (r),w),
de forma que se £ € st™(x,w) entdo o expoente de Lyapunov do fluxo reverso é
A (6) =w A (2) = —(wow) AT ().
Dessa igualdade segue imediatamente que
st(z, w) = st (z, wow).

Considere agora () = r - fixe,  ()(D~(r),wo) € Ee, () a se¢do de Oseledets do
fluxo reverso. A proposi¢ao 6.10 de [2] mostra que £(x) e £*(x) s@o se¢des opostas,
isto é,se f: 717 H(Q) = Fo_ @ € f*:7 Q) — Fo; (x) forem as funcdes equivarian-
tes associadas respectivamente a £(x) e *(z), entdo as subalgebras f(q) € Fo, () €
f*(a) € Fe; (2) sd0 opostas.

Mas o conjunto dos pares de subalgebras opostas (pi, p2) € Fo x Fg- se identifica
com a orbita aberta e densa da agao diagonal de G, isto é, tal conjunto é a orbita
G- (po,pg)- A isotropia dessa acao é dada pela intersecao dos normalizadores Pg de
po e Pg de pg. Mas Po N Py = Zg, e dai G - (po,pg) = G/Ze. Tomando He € a
um elemento caracteristico de © (0 = {a € ¥ | a(Heo) = 0}) temos Zg = Zp, ¢
G/ Zeg se identifica com a orbita Ad(G)He.

Agora seja ¢ € 7 1(Q2) na fibra sobre z € Q. Como A*(x) é um elemento

caracteristico de Ory(x) e (f(q), f*(¢)) sao opostas, pela identificacao feita acima,
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esse par determina um elemento ¢g(q) € G tal que f(q) e f*(q) s@o, respectivamente,
o atrator e o repulsor de Ad (¢g(¢)) AT (z) na respectiva variedade flag. Denotamos

esse elemento por

hiy(q) = Ad (g(q)) A*(z) = g(q) - A" ()
Da equivariancia de f(q) e f*(q), segue que hiy(g) é também equivariante. Isso

determina um elemento y(z) =
(x)

Aoy, ) = Q Xg (AA(G)A
Chamamos a aplicagao

= ¢ - hiy(q) na fibra sobre = no fibrado associado

X

)-

XLy * Q — A@Ly(z)

v Xry(r) = q- hiy(q) (38)

de secao de Oseledets do fluxo ¢,. Observamos novamente que iy nao é exatamente
uma secao, ja que AT (x) e Ory(z) dependem de z. Mas no caso que que a medida
v é ergodica entdao temos de fato uma secdo, ja que neste caso AT(z) = AT e
OLy(z) = Oy sdo constantes.

O proximo teorema fornece uma versao da decomposicao ergdédica multiplicativa
nesse contexto, isto ¢, uma decomposicao em subvariedades de forma que em cada

uma delas fica bem determinado os expoentes do fluxo positivo e do fluxo reverso.

Teorema 3.2.5. Fize r € R regular. Sejam DT (r) e D™ (r) os raios assintdticos de
k(1) e p_i(r), e hiy(r) a fungdo equivariante associada & se¢ao de Oseledet. Entao

eristem n € NB+(T) em € NB,(T) tais que
Ad(n)D*(r) = hiy(r) = —Ad(m)D~(r).
Consequentemente
st(x, w) =1 - st(hry(r), w) = st™ (z,wow), x€Q, n(r)=uw,
€ assim,
AE) =w AT (r) e AT(§) = —w AT (r) se & €1 st(huy(r),w).

Demonstragao: Sejam *(x) = q- f*(q) e £(x) = q- f(q) as se¢des de Oseledet dos
semifluxos positivo e reverso, onde f* e f sao as respectivas fungoes equivariantes.
Fixe z € § e considere ¢ € R na fibra sobre z tal que D(q) = AT (x) (que existe

pela equivariancia de D) e seja © = O, (). Neste caso temos que f*(¢) = wope-.
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Além disso, como as se¢oes de Oseledet do semifluxo positivo e reverso sao opos-
tas, segue que f(q) € Ngpe e consequentemente (f(q), f*(¢)) € Ng - (po, wobo+).
Com a identificagao de entre os pares de subalgebras opostas em Fg X Fg« com a
orbita adjunta Ad(G)A™(x), temos que (pe,wope-~) estd identificado com A™(z) e
(f(q), f*(q)) esta identificado com hry(g). Assim segue que hry(q) = Ad(n)A*(q),
comn € Ng = N/\}(I). Para o caso geral em que r = ¢ -k, com k € K, temos

hry(r) = hiy(q-k) = Ad(k™")hry(q) = Ad(k~")Ad(n)D(q)
= Ad(k 'nk)Ad(k ')D(q) = Ad(k™'nk)D(r),

com k~lnk € k‘lN/{ﬂx)k = NB@«)' A afirmacao sobre a componente de Oseledet

segue de
- st(hry(r), w) =r-st(Ad(n)D(r), w) =r-nst(D(r),w) =r-st(D(r),w).

Para a relacao do fluxo reverso a conta é anéloga. Para a igualdade st(z,w) =
st™(z,wow), observe que & € st(z,w) se, e s6 se, A(§) = w'AT(z). Do mesmo
modo ¢ € st™(z, wow) se, e 86 se, A7 () = (wow) A (x). Mas A\(§) = —A"(§) e
A~ (z) = —woAT(x), donde segue que £ € st(x,w) se, e 86 se, A7 (§) = —=A(§) =
—w AT (z) = (wow) A (z), isto é, se, e 86 se, £ € st™(z, wow). O

3.3 Relacoes entre os expoentes classicos e os veto-
riais

Nesta secao mostraremos a relacao entre os expoentes de Lyapunov vetoriais de-
finidos a partir de fluxos em fibrados principais e em suas variedades flag associadas,
com os expoentes de Lyapunov cléssicos. Essas relacoes visam dar uma interpretagao
geométrica ao teorema ergodico multiplicativo vetorial e mostrar como o teorema
classico se recupera a partir deste. Como veremos nos proximos capitulos, esse con-
texto mais geral traz algumas vantagens para se obter propriedades dos expoentes
de Lyapunov, ji que neste caso podemos tratar de maneira intrinseca, utilizando
estruturas das algebras de Lie, varios casos de cociclos assumindo valores em grupos
diferentes do Gl(n,R).

No que segue faremos a relagao dos expoentes classicos supondo que nosso cociclo

assuma valores no grupo Sl(n,R).
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Considere entao o cociclo p : Zx X — Sl(n,R) sobre a transformagdo f : X — X,
cujo gerador ¢ T': X — Sl(n,R).

Pra comego de conversa, lembramos que a variedade Flag maximal de Sl(n,R) é
dada pelo conjunto de subespagos encaixados F={(V; C Vo C --- CV,) | dimV; =
i}. Ao se definir o expoente de Lyapunov para fibrados flag, o que se deseja é medir o
crescimento exponencial do cociclo ndao apenas numa dire¢ao fixa, mas sim num “flag
de direcoes”. em outras palavras, deseja-se definir a taxa de crescimento exponencial
do fluxo induzido no fibrado flag X x [ dado por

(z,b) € X x F+%s (f(2), T(z) - b) € X x T, (3.9)
onde a agdo de T'(x) € SI(n,R) em b= (V; C Vo, C --- C V,) é dada por
T(x) - b= (T(x)V; CT(x)Vo C--- CT(x)V,).

Uma boa maneira de se olhar as agoes nas variedades Flag é escolhendo bases
ortonormais adaptadas ao flag em questao. Aplicando o processo de Gram-Schmidt
a uma base = {wy, ws, ..., w,} de V contidano flagb = (V; C Vo C --- C V,), isto
é, tal que V; = ger{wy,...,w;}, obtemos uma base ortonormal §' = {vy,va,...,v,}
tal que V; = ger{vy,...,v;}. Além disso, se g = [w; wy -+ w,| é a matriz cujas
colunas sao os vetores da base 3, podemos supor, sem perda de generalidade, que
g € Sl(n,R) (basta dividir algum vetor pelo determinante). Com isso, se k =
[v1 v -+ v,| & a matriz cujas colunas sdo os vetores da base ' obtida a partir
de 8 pelo processo de Gram-Schmidt, entdo g = khn, onde k € SO(n,R), h é uma
matriz diagonal com entradas positivas e n é uma matriz triangular superior com 1’s
na diagonal. Esse processo é essencialmente a decomposicao de Iwasawa do grupo,
que neste caso é dada por Sl(n,R) = SO(n,R)AN, onde A é o grupo das matrizes
diagonais com entradas positivas e determinante 1, e N é o grupo das matrizes
triangulares superiores com 1’s na diagonal. Além disso, essa construcao mostra
que tanto Sl(n,R), quanto SO(n,R), agem transitivamente em F. De fato, temos
que

b=g-by=khn-by=F- by,

onde by = ((e1) C (eq,e2) C ... C (e1,€a,...,6,)) ¢ o flag formado pelos vetores da
base candnica da R". Observe que hn mantém fixo o flag by.

Feitas essas observagoes, vamos mostrar agora como a decomposigao de Iwasawa
fornece um cociclo que mede a taxa de crescimento exponencial do fluxo 3.9 na

direcao de um flag completo b € F.
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Como ja vimos, cada flag b € F pode ser associado a uma matriz k£ € SO(n,R)
tal que b = k- by e suas colunas geram os subespacos do flag b. A acdo de p(n,x) em
b pode ser vista entao a partir da sequéncia de matrizes p(n, z)k. De fato, para cada
n, as colunas de p(n,z)k formam uma base para os subespacos do flag p(n,z) - b.
Fixando a decomposicao de Iwasawa de Sl(n,R), iremos considerar a componente
diagonal (A-componente) da matriz p(n,z)k. Denotando por A : Sl(n,R) — A a

projecao na A-componente definimos
a(n, (x,b)) =logA(p(n,x)k), ondeb=Fk-b (3.10)

Duas grandes vantagens de se considerar essa A-componente sao que a(n, (z,b))
fica bem definido sobre o Flag maximal, isto é, nao depende de qual k£ € SO(n,R)
é escolhido para representar o flag b (b =k - by) e, além disso, essa aplicacao define

um cociclo aditivo sobre o fluxo ¢ (3.9) no fibrado flag maximal, isto é,
a(n+m,(z,0)) = a(n, ¢" (z,b)) + a(m, (z,b)).

O expoente de Lyapunov em x € X do cociclo p na direcao do flag b € F é definido
entao por
1
)‘(‘Tab> = lim —3(7’L7 (fL’, b)):

n—oo N,

se esse limite existir.

Nao é claro, & primeira vista, que esse cociclo fornece de fato uma taxa de
crescimento exponencial. Um modo de se pensar nisso é observando que a parte
unipotente de p(n,z)k (em N) tem crescimento sub-exponencial e a parte ortogonal
¢ uma isometria, de forma que o que sobra é a parte diagonal. Outra interpretagao
desse limite é dada pelo teorema ergodico multiplicativo vetorial, que fornece a
relacao entre o expoente de Lyapunov e o expoente polar. Vamos descrever em
detalhes o expoente polar e com isso esperamos que a fique claro o fato desse cociclo
fornecer uma taxa de crescimento exponencial.

A defini¢ao do expoente polar relacionado ao cociclo p(n, ) é proveniente da idéia
do teorema ergddico multiplicativo classico, onde toma-se limites da parte simétrica
de p(n,z). Em outras palavras, tomaremos limites da sequéncia de matrizes semi-
definidas positivas dada por

s, = \/p(n,z)tp(n, z). (3.11)

O cociclo p(n,z) se escreve entdo como p(n,z) = k,s,, com k, € SO(n,R) e s,
simétrica e positiva semi-definida, que é essencialmente a decomposicao de Cartan
de Sl(n, R).
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Essa decomposicao pode ser refinada se diagonalizarmos ordenadamente a matriz

-1
n o

ordenados do maior para o menor e u, € SO(n,R). Isso fornece

s,. Para isso, escreva s, = u,h,u com h,, diagonal, com autovalores positivos e

-1
n o

p(n,z) = kyu,h,u
que é essencialmente a decomposi¢ao polar do grupo Sl(n,R), que neste caso se lé
Sl(n,R) = SO(n, R)(clA")SO(n, R),

onde cl(A™") é o conjunto das matrizes diagonais com autovalores positivos (possi-
velmente repetidos, pois considera-se o fecho de A™) e ordenados do maior para o
menor.

Uma observacao importante é que nesta decomposicao a parte diagonal h, €
clA™ é unica, isto é, fica completamente determinada pela matriz p(n,z). Para
ver isso, observe que se h e h’' s@o matrizes diagonais tais que h' = whv, com
u,v € SO(n,R), entdo h e b’ tem os mesmo autovalores. De fato, observe primeiro

que

b = uhv = wovthv e W =V = Vorthutuhv = Voth2v = vtho.

1

Dessas duas igualdades segue que u = v~! = 0! e assim, se x é autovetor de h com

autovalor A entdo u(x) é autovetor de h' com autovalor A, pois
B (u(z)) = vhv(u(z)) = uh(z) = u(A\xr) = \u(z).

Deste modo, se os autovalores de h e I’ estao ordenados do maior para o menor
entdo h = h’, mostrando a unicidade da componente diagonal em cl(A™) na decom-

posi¢ao polar de Sl(n,R). A matriz u tal que h = vhu™"

em geral nao é tUnica.
De fato, ela pode ser qualquer matriz no centralizador de h em SO(n,R), que é
formado pelas matriz diagonais em blocos, cujos blocos tem tamanhos dados pelas
multiplicidades dos autovalores de h.

Analisando agora a decomposigdo polar da sequéncia de matrizes p(n, z)k, com
k € SO(n,R) temos que a componente em cl(A™) ndo depende de k, e assim podemos

escrever a decomposigao de Cartan de p(n, z)k como

k= kb klu,h,u 'k,
p(n, ) up hy, U,

€ SO(n,R) matriz simétrica
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onde u,, € SO(n,R), p(n,z) = ks, é a decomposi¢ao de Cartan do cociclo p(n,x) e

Sn = \/p(n7 :L‘)tp(n,:c) = Up hn ur_Ll :
Com essas notacoes o expoente polar fica definido pelo limite

1
AT(z) = lim —logh,,

n—oo N

que, caso exista, ¢ uma matriz diagonal com os autovalores ordenados do maior
para o menor. Além disso, tomando uma subsequéncia se necessario e assumindo
que u, — u € SO(n,R), temos que

1
D*(z) = lim —logs, = Ad(u)A™(x)

n—oo N,

¢ o raio assintotico da sequéncia de matrizes p(n, x), que nao depende de qual ponto
de acumulagao u de u,, é escolhido, ja que todos eles se diferenciam por um elemento
no centralizador de A™(x).

Observe que no teorema ergodico classico, DT (x) é exatamente a matriz simétrica
cujos autovalores sao os expoentes de Lyapunov. Sendo assim, o expoente polar da
sequéncia p(n, x) é a matriz diagonal formada pelos expoentes de Lyapunov classicos
de forma ordenada. Além disso, a filtracdo do teorema ergodico cléssico, formada
pela soma dos auto-espagos de DT (z), ordenados do menor para o maior autovalor, é
uma projecao do flag u - by, onde by = ((e,) C (€n,en-1) C -+ C (€n,€n-1,---,€1)),
no flag cujos subespacos tem dimensao igual as multiplicidades dos expoentes de
Lyapunov. Na linguagem do teorema ergddico para fibrados flag essa projecao é a

componente de Oseledet
ste (DT (), wy) = fixg (D1 (x),wy) = u - fixg (AT (), wp).

O teorema ergddico multiplicativo vetorial diz ainda que que o expoente de Lyapunov
vetorial do cociclo p em (z,b), onde b = u- by, é de fato uma medida de crescimento
exponencial que, neste caso, é dado por

Az,b) = lim la(n, (2,0)) = woAT (),

n—oo 1
ou seja, € dado pela matriz diagonal formada pelo espectro de Lyapunov ordenado
de modo crescente.
Ja para a sequéncia p(n, z)k, temos que seu raio assintdtico é dado por

D* (2, k) = lim ~log (k~'suk) = Ad(k~)Ad(w)A* (2) = Ad(k~))D* (x).

n—oo N
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Capitulo

Resultados sobre o tipo parabdlico

de Morse e de Lyapunov

O objetivo deste capitulo é estabelecer alguns resultados gerais sobre decomposi-
coes de Morse, estimativas para os expoentes de Lyapunov ao longo das componentes
de Morse, bem como a inclusao das componentes de Oseledets nas componentes de
Morse. Essas estimativas e relacoes fornecerao o aparato fundamental para a de-
monstragao, no proximo capitulo, do resultado principal desta tese envolvendo a
regularidade dos expoentes de Lyapunov e suas estimativas a partir do tipo parabo-

lico do fluxo.

4.1 Linearizacao em fibrados Flag

Seja ¢ : () — @ um automorfismo e considere o automorfismo induzido por ele
no fibrado flag Eg. Nesta secao veremos como obter uma conjugacao de entre ¢ e
seu linearizado olhado no fibrado tangente as fibras de Eg.

Aqui a linearizacao sera feita apenas ao redor da componente de Morse atratora
de determinados fibrados Flag. Tal construcao é um caso particular da secao 6 de
[15], onde é feita a linearizagao ao redor de qualquer componente de Morse.

Uma maneira simples de se fazer linearizacoes equivariantes ao redor da imagem
de uma se¢ao ¢-invariante o do fibrado flag Eg, ¢é utilizar uma secao ¢-invariante o*,
do fibrado flag dual Eg+, oposta a o (ver definigdo no apéndice). Apesar de ndo ser
sempre possivel considerar tais secoes opostas, elas existem quando consideramos,

por exemplo, o fibrado flag relacionado ao tipo parabélico de um fluxo e os fibrados

69



Secdo 4.1 - Linearizacdo em fibrados Flag 70

flag que sao projecoes deste.

Considere entao 0 : X — Eg e 0" : X — Eg+ secoes opostas ¢;-invariantes,
fo:Q — Fge fo: Q— Fo« as respectivas fun¢oes equivariantes e seja H € cla™
tal que

©=0(H)={acX|a(H) =0}

Agora f, X for : Q@ — Fg X Fg« é uma fungao equivariante e, como f,(q) e
for(q) sao subalgebras opostas, sua imagem esta contida na orbita aberta e densa
G- (be,wobe+) em Fg x Fg«. Mas essa orbita pode ser identificada com G/ Zg, ja que
a isotropia em (bg, wobe+) da acdo de G em Fg x Fg+« ¢ Po N Py = Zg. Mais ainda,
Zg coincide com o centralizador de H em G dado por Zy = {g € G|Ad(g)H = H}
e entdo G/Zg = Ad(G)H. Dai temos uma se¢ao no fibrado associado Q xo G/Zg €

uma reducao de () para um Zg-fibrado principal dado por

Qe =f;'(be) ={a € Q| o(z) =q-be}.

Considerando uma K-redugao compacta R de @, através da identificacio G/Zg =
K/Kg, onde Kg = Ky = Zy N K, temos que Q X¢ G/Zo = R xx K/Keg, 0 que

fornece uma Ke-reducao de () dada por
Ro=f'(be)NR={reR|o(x) =7 be}

Sao essas reducoes que vao fornecer a linearizagao de Eg ao redor da imagem de o.
Para comeco de conversa, o fibrado tangente as fibras de Eg ao longo de o possui
uma simplificacao em termos da Zg-reducao de (). De fato, tal fibrado é dado pelo
pullback de
T'Ee = Qe Xz, TFo — Qo Xz, Fo = Eg

por 0 : X — Eg. Mas para q € Qg, com 7(q) = x, temos o(x) = q - be, e dai que
T/Ee = 0*(T'Ee) = Qo Xz, ThoFo = Qo Xz, ng,

onde a agao de Zg em ng ¢ linear dada pela adjunta de elementos de Zg (ou pelas
diferenciais das translagbes em Fg, que se identifica com a ac¢do adjunta em ng).

Em termos da reducao Rg a mesma construcao fornece
T'Ee = Ro Xk, TFo e TIEg = Ro Xk, ng.

Finalmente, podemos colocar uma métrica Riemanniana em TYEg a partir do

produto interno By(-,-) da algebra de lie g, definido pela forma de Cartan-Killing e
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pela involucao de Cartan 6, pondo
(r-X,r-Y)=DBy(X,Y), r€ Re, X,Y €ng.

Essa métrica fica bem definida pois os elementos da forma Ad(u), com u € K, sdo
isometrias de Bjy.

A célula aberta de Bruhat ao redor da origem bg de Fg é dada por Ngbe. Pondo
Be = Qo - Ngbe, temos que esse é um subconjunto aberto e denso em Eg

Defina

‘IIZQ@ XZ@né—HB@, \If(q-X):q~(epr)b@, QGQ@, XEné. (41)

A aplicacao ¥ estd bem definida pois se ¢ - X = ¢ - X’ entdo existe g € Zg tal
que ¢ =q-ge X' =g !X = Ad(g71)X. Dai segue que ¢ - exp(X’) = ¢ -
exp(Ad(g71) X)be = qg-g~ exp(X)gbe = g-exp(X)be. Além disso, como a aplicagio
X €ng — (exp X)be € um difeomorfismo (proposicao 3.6 de [8]), segue que ¥ é um
homeomorfismo.

Denote por @ : T/Eg — T{Eg o automorfismo linear no fibrado tangente as
fibras de Eg ao longo de o induzido pelo automorfismo ¢ : Q — Q. Isto é, ®(q¢-X) =
#(q) - X, onde g € Qo e X € ng.

Como o subfibrado Qe ¢é ¢-invariante, segue que Be = Qo - Ngbe também é
¢-invariante. Restringindo ¢ a Bg, temos que ¢ e ® sao conjugados pelo homeomor-

fismo W, isto &,
¢(W(g- X)) =¥ (P(g- X)), q€Qoy, X €ng.
De fato,
¢(W(g- X)) = o(q- (exp X)bo) = &(q) - (exp X)bo = W(¢(q) - X) = ¥(®(q - X)).

Essa conjugacao permite mostrar que, com a hipdtese de que o linearizado ¢ é

uma contracao, a imagem de o é a componente de Morse atratora de ¢ em Eg.

Proposicao 4.1.1. Seja ¢ : Q — Q um automorfismo do fibrado Q — X, Eg um
fibrado flag associado e Eg+ o fibrado flag dual. Suponha as sequintes condicoes:

i. Frxistem secoes ¢-invariantes 0 : X — Eg e 0" : X — Eg+ que sao opostas

ii. A aplicagdo induzida em T/Eg (fibrado tangente as fibras de Eg ao longo de

o) tem norma || @] < 1.
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Entao imo € a componente de Morse atratora da decomposicao de Morse mais fina
de ¢ em Eg.

Demonstragao: Seja B C T/Eg a bola unitaria fechada e A = ¥(B) a imagem de
B pela conjugacao ¥ construida acima a partir das segoes opostas dada na hipotese
(i.). A hipotese (i1.) garante que A é uma vizinhanga de imo que é atratora para o
automorfismo ¢. De fato, seja z = W(v) € A, com v € B. Os pontos de acumulacio
de ®"(v) estdo na secdo nula de T/Eg pois ||®"(v)| < [|@"] < [|®||* — 0. Mas
¢"(x) = ¢"(V(v)) = ¥(P"(v)), mostrando que os pontos de acumulagao de ¢"(x)
estao em imo.

Isso mostra que imo é um conjunto atrator ¢-invariante. Pela descricao das
componentes da decomposicao de Morse mais fina de ¢, temos que a componente

atratora deve ser a imagem da segao o. ]

4.2 Perturbacao da componente de Morse atratora

A classificagdo das componentes de Morse de fluxos nos fibrados Flag Eg indu-
zidos por automorfismos ¢ : QQ — @, fornece o tipo parabolico do fluxo Oy (¢) (ou
apenas Oy, se estiver claro no contexto o automorfismo ¢). Denotamos ainda por
¢ a aplicacao induzida na base X. No fibrado Flag de tipo ©y;, a componente de
Morse atratora /\/lgM0 ¢ a imagem de uma secao og,,, : X — Eg,, . Essa secao ¢
invariante pelo automorfismo ¢ e, consequentemente, ¢ um ponto fixo da aplicagao

no espago de segoes de Eg,,  dada por

I'e: T'Ee,, — IEe,,
o +— TI'¢(c)=¢ocog™?

O objetivo dessa secao ¢ mostrar que perturbando ¢ por pequenos elementos
do grupos de Calibre do fibrado @), obtemos que a aplicacao induzida no espaco
de secoes pelo automorfismo perturbado continua tendo um ponto fixo. Veremos
também que tal ponto fixo serd a secao que fornece a componente de Morse atratora
desse fluxo.

Para colocar essas afirmacoes de forma precisa, vamos enunciar algumas propo-

sicoes.

Lema 4.2.1. Sejam H e M wvariedades diferencidveis de Banach e p: H x M — M
uma aplicagao diferencidvel. Denote por p, : M — M a aplicagao p(z) = p(7v,x).
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Considere g € H e xg € M tais que p(z9) = o e suponha que dp,,(xo) — id
€ inversivel. Entdo existe uma vizinhanca V' de vo e uma aplicacao diferencidvel

XV — M tal que para todo v € V', x(v) € ponto fizo de p., isto €, p,(x(7)) = x(7)-

Demonstragao: Tomando coordenadas locais ao redor de vy e de zy podemos
supor que G e M sao abertos de espacos de Banach. Dessa forma, podemos definir
a aplicacao f: G x M — M por

f(’%x) :p’Y(x) - Z.

Por hipotese essa aplicagao é diferenciavel e f(70,29) = 0. Além disso, a derivada
de f com relacao a segunda coordenada ¢ dada por
of .
a—x(%a o) = dpyy (o) — id,
que, por hipotese, é inversivel. Assim, pelo teorema da funcao implicita temos que

existe uma vizinhanga V' de 7y e uma aplicacao x : V' — M tal que f(v,x(7)) =0
para v € V, isto é, p,(x(7)) = x(y) O

Considere agora o grupo de calibre G = G(Q) do fibrado @ e sua classe lateral

Gop={yoo|vyeg}

onde ¢ : ) — ) é um automorfismo. Essa classe lateral é formada pelos automorfis-
mos de () que induzem na base a mesma aplicacdo que ¢. Pela bijecao com o grupo
de calibre, segue que G¢ é uma variedade de Banach. Cabe aqui a observacao de
que tanto faz considerar a classe lateral a direita ou a esquerda, ja que o grupo de
calibre ¢ um subgrupo normal de Aut(Q), e dai ¢G = G¢.

Vamos aplicar o lema 4.2.1 considerando H = Gop, M = T'(Q xg F), (70, T0) =

<¢7 U@Mo) €

p: GoxI(QxgF) — I['(QxgF)

4.2
(o) > pa)=vogout 42
Para isso precisamos das proposicoes abaixo.

Proposicao 4.2.2. A aplicacio p: Gp x T'(Q xg F) = I'(Q x¢g F) definida acima

¢ diferencidvel
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Demonstracao: As aplicacoes d : G — G e I'p : I'(Q x¢ F) — I'(Q x¢ F),
dadas respectivamente por d(¢) = 9o ¢! e T'p(c) = ¢p oo o ¢! sao diferencia-
veis, e dai d x I'¢p também é diferenciavel. Agora a aplicacdo p é simplesmente a
composta da agdo de G em I'(Q X ¢ F'), que é diferenciavel por 2.4.3, com d x 'p. [J

Usando a notacao do lema 4.2.1 para o caso em que p é a aplicacao da proposicao

acima, temos que
py(0) =toaory™ =TyY(o).
Para aplicar o lema resta mostrar que d(ng)U@M0 —1d é inversivel.

Para fazer isso precisaremos do seguinte lema de uniformidade.

Lema 4.2.3. Seja V — X um fibrado vetorial continuo com base X compacta e
®:V — V um automorfismo linear. Se a secao nula V° for um atrator de ®, entdo

existe uma norma || - || em V e uma constante u > 0 tal que
|D"(v)|| < e #||v||, paratodov eV eneN.

Demonstragao: Seja ||-|| uma norma arbitraria em ) (todas as normas sao equiva-
lentes em V). Como V° é um atrator, segue que existe uma vizinhanca U de V° tal
que lim,, . ||®"(v)|| = 0, para todo v € U. Mas para todo v € V, existe € > 0 tal
que ev € U, e dai lim, o ||2"(v)]| = lim, 00 £[| @™ (ev)|| = 0. Pelo lema 5.2.7 de [7],
existem constantes C' > 0 e a > 0 tal que para todo n € N, ||[®"(v)|| < Ce™"||v]].
Pela proposi¢ao 3.2 de [5], segue que se 0 < p < « entdo podemos escolher uma
norma || - ||* em V tal que ||®"(v)[|* < e #"||v]|*, para todo v € V en € N. O

A partir desse lema de uniformidade, podemos mostrar que, com uma deter-
minada norma, a agao no espaco de secoes I'Eg,, ¢ uma contragao ao longo da

componente de Morse atratora

Proposicao 4.2.4. Eziste uma norma || - || em T'Ee,,, e u > 0 tal que para todo

v=q-we T (Eoy,), comé=q-bey, € M§ , ex=mn(E) vale
ld’ ge(w)]| < e™|lu].

Passando ao espago de secoes temos que

1d(T)oe,,, | < e < 1.
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Demonstracao: Construiremos primeiramente a norma nas fibras sobre a compo-
+ . , f . .
nente de Morse atratora Mg~ C Eg,,, isto é, em TUGMOE@MO. Para isso considere
O Tj@MOE@MO — Tj@MOE@MO a linearizagao de ¢ : Eg,,, — Eg,,,, como construida
no comego do capitulo. Por hora iremos olhar T/, Ee,,, como fibrado vetorial so-
Mo
bre MgMO (ou sobre X via identificagao através da secdo og,,, ). A se¢do nula de
f 2 . + . ~
T"@MOE@MO é a imagem da componente de Morse atratora Mg pela conjugagao
Ut entre ¢ e ®, e logo é um atrator. Pelo lema anterior, existe uma constante

p >0 e uma norma || - || em Tf@MOE@MO tal que

@™ (v)|| < e " ||v|| para todo v € T OIE@MO = Qoo,,, XZey,, Lboy, Fou, € n > 0.

CY

Escrevendo v = q-w e £ = q - bg,,,, com q € Qg@MO, we Ty Fe,, temos que
@ pe(v) = d (g - w) = ¢q) - w = B(q - w) = ().
Em particular para n = 1 temos
ld” g (v)]| < e[|

f isto é ! +

Isso nos fornece uma norma em 7, Eo,,, isto ¢, nas fibras de T'Ee,,, sobre Mg, .

Agora MgMO ¢ um subconjunto compacto de Eg,,_, e logo podemos estender a norma
. + .

definida nas fibras sobre MJ  para uma norma definida em Eg,,,. (por exemplo,

usando o lema de Urysohn) O

Lema 4.2.5. Se T' € um operador num espaco de Banach tal que ||T|| < 1 entdo

T — I ¢ inversivel.

Demonstragao: Como ||T|| < 1, a série S = > °° T" converge absolutamente. E
facil ver que (I —=T)S=S(I -T) =1 O

Agora estamos prontos para mostrar que aplica¢oes induzidas no espaco de secoes
I'Ee,,, por pequenas perturbacoes de ¢ por elementos do grupo de calibre de @
possuem pontos fixos, isto é, secoes invariantes. Além disso, essas secoes dependem

diferenciavelmente do automorfismo de calibre.

Proposicao 4.2.6. Existe uma vizinhanga V da identidade no grupo de calibre G(Q)
e uma aplicagio C*°, v € V = o, € I'Eg,,, tal que 0., € ponto fixzo da aplicagao em

I'Ee,,, tnduzida pelo automorfismo vy o ¢, isto €,

[(yo¢)(o,) = 0.
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Demonstragao: A aplicacao p: Go xI'(Q xg F) — I'(Q X F') da proposi¢ao 4.2.2
¢ diferenciavel. Como py(c) = ¢ocoop™' =T'¢(0), a derivada de py em o é dada
por d(I'¢),. Pela proposicao 4.2.4 e pelo lema 4.2.5, segue que a Ol(lﬁgb)g@M0 —id é

inversivel, e dai, pelo lema 4.2.1 segue o resultado. O

Vamos ver agora que para ~ suficientemente préoximo da identidade, a secao
o, dada pela proposicao acima fornece a componente de Morse atratora do auto-
morfismo 7 o ¢. Feito isso poderemos mostrar que os expoentes de Lyapunov de
automorfismos proximos de ¢ sao dados por integrais em relacao a medidas que

variam analiticamente.

Proposicao 4.2.7. Ezxiste uma vizinhanga V da identidade do grupo de calibre e
uma aplicagao diferencidvel v € V — o, € I'Eg,,, (como na proposi¢io anterior) tal
que im(o,) C Eg,,, € a componente de Morse atratora da decomposi¢io de Morse

mais fina para o automorfismo vy o ¢.

Demonstracao: Seja Oy, o tipo parabdlico de ¢ e ©3;, o seu dual, que fornece o
tipo parabolico de ¢~!. Considere og,,, : X — Eg,, € oo, - X — Eey as segoes
opostas que fornecem as componentes de Morse atratoras de ¢ e ¢! respectivamente.
Aplicando a proposicao 4.2.6 A ¢ L e o6z, » Obtemos uma vizinhanga V' daidentidade

em G e uma aplicacao diferenciavel
"}// eV O':/ S FE@;/[O,

tal que o7, é (77! o ¢71)-invariante. Como 7' e ¢ sao automorfismos, a segio oy é

também invariante por (7o ¢ 1) = ¢ o ~/. Escrevendo
V=¢pVe¢'= {pon o ot |n' e V'},

temos que V' ainda é vizinhanca da identidade de G e 07, é (7 o ¢)-invariante, onde

=¢po~ oo™ . r conveniénci notarem ao o, r o im
! L ¢ V. Por conveniéncia denotare osaseaoi; 0 Ass

*
5
construimos aplicacoes diferencidveis

veVi=o, €l'Eg,, e erHaieFE%o

. . o~ . . . o .
tals que o, e 07, sao (7 o ¢)-invariantes e tais que o7 = 06y, € 01 = 003, onde 1

denota a identidade de G.
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Como o0, e o] sao segoes opostas, pode-se diminuir a vizinhanca V' para que

o, e o) ainda sejam opostas para v € V. De fato, sejam [, € Ceq(R,Fo,,) €
fo: € Ceq(R,Foy, ) as segdes equivariantes associadas a 0., e o7 e ponha U = G -

(boy,s wobes, ) C Fey, x Fer —a orbita aberta e densa que fornece as subélgebras
opostas. Entdo fs, X for estd no aberto Coy(R,U) C Ceq(R, Foy,, X ]FGK@) e, como
Y EV = fo, X for € Cy(R,Foy, % Fey, ) ¢ continua (na verdade, ¢ diferencidvel),
pode-se diminuir V' para que a imagem fique dentro de C.(R,U). Dai teremos
oy(x) =7 fo,(r) e o3(x) =71 fox(r) opostas para todo v € V.

Utilizando a norma da proposigao 4.2.4, como ||d’¢¢|| < 1 para todo & € imo; =
MG, por continuidade podemos diminuir V' de forma que |d/ (v o ¢)e]| < 1 para
todo § € imo,. Assim, para v € V, 0, e o7 satisfazem as hipoteses da proposi¢ao
4.1.1, e entao imo, C Eg,,, ¢ a componente de Morse atratora da decomposicao de

Morse mais fina de v o ¢. O]

4.3 O tipo parabdlico de Lyapunov e as componen-

tes de Morse

Mostraremos abaixo uma relagao entre as componentes de Lyapunov e as com-
ponentes de Morse para o fluxo. Por hora, mostraremos apenas que as componentes
de Lyapunov estao contidas nas componentes de Morse. Em [1] existe uma descri¢ao
mais precisa de quando os tipos parabolicos coincidem.

O teorema abaixo fornece uma primeira estimativa para os expoentes de Lyapu-
nov vetoriais ao longo da componente de Morse atratora. Esse teorema foi demons-
trado em [20]|. Apresentaremos aqui a demonstracao apenas para adequar a notagao

com os problemas que estamos tratando.

Teorema 4.3.1. Se £ € M™ é um ponto regqular, isto €, se existe o expoente de

Lyapunov \(§), entdao existe pu > 0 tal que

a(A(€) = i, Va € I\ (Ono) (4.3)

Demonstracao: Seja © = 0Oy,. Lembramos que a componente de Morse atratora
M é dada a partir da Zg reducdo Qo C @ (ou da Kg-redugao compacta Rg C R)
na forma

MT =Qo by = Re - by, by origem de F.
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O fibrado Qe é invariante por ¢ e sua decomposicao de Iwasawa fornece Qg =
Re - AN(©). Se £ =71 -by € M™ entdo ¢*(r) =1y - apnp € Re - AN(O), r € Rg. O

cociclo aditivo que fornece os expoentes de Lyapunov é dado por
a(ka g) - lOg Qg

Além disso, com a identificacao do espaco tangente T Fg com ng, temos que o
fibrado tangente as fibras de Eg ao longo da componente de Morse atratora Mg =
oo(X) é dado por
T/ Ee = Re Xk, Ng,
e a métrica Riemanniana construida a partir forma de Cartan-Killing em g é Ad(K)-
invariante. Assim, se v =r-Y € T/ Eo, comr € Rg e Y € ng entéo [[v]| = |Vl =
By(Y, V)2,
Como N(O) centraliza ng, temos ainda que Ad(ng)Y =Y e

[Pk = lon(r) - Y = llre - Ad(arne) Y] = [[Ad(ar)Y [lo,

donde segue que ||Py|| = ||Ad(ak)|né||. Com isso a norma do operador ®; é dada
pelo maior autovalor de Ad(ak)\né. Mas em ng o operador Ad(ay) é diagonalizavel

com autovalores dados por e~*(1°8%) com o € 17\ (O), e assim
—a(a(k,§)) = —a(logay) < log||®Px||, a € aeIlT\(O). (4.4)

Por outro lado, como a segao nula de T;@E@ é atratora (imagem da componente de
Morse atratora pela linearizac¢do), segue que existem constantes C' > 0 e p > 0 tais
que ||®]| < Ce #*. Aplicando o logaritmo nessa desigualdade e utilizando a relagao

(4.4) segue, tomando limites, que
1 1 .1 ok
a(A(€)) = lim —a(a(k,§)) > — lim —log ||Pk|| > — lim —log(Ce™") = p

]
Segue desse teorema que o tipo parabdlico de Lyapunov é mais regular que o

tipo parabolico do fluxo.
Proposigao 4.3.2. Para cada © € X regular, Ory(z) C Onp-

Demonstracao: Seja AT(x) € clat o expoente polar em x € X. Entdo por
definicao
Ory(z) = {a € T | a(AT(z)) = 0}.
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Lembramos ainda que AT (z) = hm%log hy, com hj obtido da decomposicao po-
lar de s, = vkhkvgl € K(clAT)K, que por sua vez foi obtido da decomposigao de
Cartan de ¢y(r) = r, - sp € R-S. Agora se escolhermos r € Reg,,, = Qo,, N R,
entdao ¢x(r) € Qeo,, € com isso refinamos as escolhas acima obtendo s, € SN Zg,,,
e vy € Koy, = KN Zg,,. Agora pelo teorema ergodico multiplicativo vetorial
(teorema 3.2.3) temos que A*(r) é o expoente de Lyapunov em & = r - b, onde
r € Roy,, b€ u-st(AT(r),1) e u =limv, € Kg,,,. Em particular, como a origem
by € st(AT(r),1) e ru € Rg,,,, temos que A*(r) = A(§), com £ = ru-by € M™.
Agora como & € M* e Op,(z) = {a € | a(A(&)) = 0}, segue do teorema acima
que Op,(x) C Opp. O

A demonstracao da proposicdo acima mostrou, em particular, que o expoente
polar AT (x) é o expoente de Lyapunov de um elemento £ da componente de Morse
atratora M™. Isso pode ser refinado mostrando que os pontos fixos da secao de

Oseledet x1y(z) estdo contidos nas componentes de Morse.

Proposicao 4.3.3. Para todo w € W, temos

fix(x1y(z), w) C M(w)

Demonstracao: Ver [2| para o contexto dos fibrados Flag e corolario 5.5.17 de [7]

para fluxos em fibrados vetoriais. n
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Capitulo

Diferenciabilidade dos Expoentes

Neste capitulo demonstramos o resultado principal desta tese sobre a regula-
ridade dos expoentes de Lyapunov. A estratégia para demonstrar o resultado é
escrever a integral do expoente polar do fluxo como uma integral dos cociclos aditi-
vos que definem os expoentes de Lyapunov vetoriais com relagao a uma medida no

fibrado flag que se projeta sobre a medida invariante na base.

A primeira secao mostra que os cociclos aditivos provenientes da decomposicao
de Iwasawa dependem analiticamente das perturbacoes pelo grupo de calibre. Na
segunda secao mostramos como escrever a integral do expoente polar a partir de
medidas no fibrado flag que variam diferenciavelmente, ou melhor, que estao supor-
tadas em secoes que variam diferenciavelmente. Essencialmente essas medidas serao
as mesmas medidas da base X levadas ao fibrado via a secao que fornece a compo-
nente de Morse atratora. A analiticidade sera concluida entao a partir dos resultados

sobre a perturbacao das componentes de Morse obtidos no capitulo anterior.

5.1 Diferenciabilidade dos cociclos aditivos

O objetivo aqui é mostrar que os cociclos aditivos definidos nos fibrados Flag
parciais definidos na secao 3.2.1 dependem diferenciavelmente do automorfismo ¢ :
Q— Q.

Para isso, lembramos que dado o automorfismo ¢ : ) — @), definimos o cociclo
a®(n,r), r € R, pela A-componente da decomposi¢ao de Iwasawa de ¢™(r). To-

mando um automorfismo de calibre v € G, obtemos o cociclo a7®(n,r) associado ao

81
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automorfismo ~vy¢. Isso da origem a aplicagao

Z¢: G — C(R,a)

o e (5.1)

Tanto G quanto C(R,a) possuem uma estrutura diferenciavel modelada em espago
de Banach. A estrutura de G foi feita na se¢do 2.4 e C(R,a) é espago de Banach
com a norma do supremo. Assim podemos falar da diferenciabilidade de Z°¢.

Antes de demonstrarmos a diferenciabilidade dessa aplicacao, vejamos um lema
simples

Lema 5.1.1. Sejam ¢, e ¢o automorfismos de Q. Entao

(L, 7) = 3 (1,64(r)) +a”(L.7)

Demonstragdo: Escreva ¢s(r) = ¢5(r) - hona ¢ ¢y (¢5(r)) = ¢f(dF(r)) - hana.
Entao

d1(d2(r)) = @1 (95 (r)) - hanihang = ¢1 (5 (1)) - hihan)ing,

onde n} = hy'nihy estd em N pois A normaliza N. Dai segue que

a¢1¢2<17 r) = log(h1hg) = log hy +log hy = 3¢1(1a ¢2R(7’)) + a¢2(17 r)

Proposigao 5.1.2. A aplicagio Z? : G — C(R,a) ¢ de classe C*.
Demonstracao: Considere o mergulho i do grupo de calibre G em C(R, F))

i: G — C(R,G)
v o fy

Y

onde y(r) = rf,(r).
Dada a decomposicao de Iwasawa G = K AN, a projecao A : G — A & C'*°. Pela
proposicao 2.2.2; A induz uma aplicacdo C*°, A: C(R,G) — C(R, A), pondo

A(f) = Ao f.
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Pela definigao do cociclo a(n, ) sobre o fibrado R C @, temos que

a’(1,r) =log (A(i(7))(r)), r€ R.

Portanto, a aplicagao
Z: G — C(R,a)

2.2
y o A o2
é C>.
Para a aplicagao Z%(7y) = a??(1, ), segue do lema 5.1.1 que
a’?(1,r) = a’ (1,¢"%(r)) +a%(1,r), reR. (5.3)

Essa formula diz que a aplicacao Z% & a composta da aplicacio Z com a transfor-
macao afim em C(R, a) dada por

C(R,a) — C(R,a)
fooo= fogf+a’(l,)

Mas a transformagdo linear f € C(R,a) — fo¢ € C(R,a) é uma isometria, e assim

(5.4)

a transformacao afim (5.4) ¢ C>, completando a demonstragao de que Z¢ ¢ C*. [

Fixe a : a — V uma transformacao linear que se anula em a(©). Compondo o
cociclo a(n,r) com a obtemos um cociclo aditivo em Eg a valores em V' (equagio

3.6). Denotaremos esse cociclo por

aa(n,§) = aoa’(n,§), € €Ee.

Compondo ¢ com um automorfismo v : @ — @ no grupo de calibre G(Q) temos

um novo cociclo al?(n, £) € V associado a y¢. Com isso temos a aplicagao

78 G — C(Ee,V)
Yo agd)(l?') ‘

Proposigao 5.1.3. A aplicacio Z¢ : G — C(Ee, V) € de classe C™
Demonstragao: Compondo Z¢ : G — C(R, a) com a obtemos a aplicagao C*°
yEGr— aoa’(l,:) € C(R,V). (5.5)
A aplicagdo Z2 é obtida de (5.5) apenas passando o quociente, ja que
ao0a’(1,7-b) =aoa’(l,r) paratodo b€ Fe.

Assim Z2 & 0. O
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5.2 Diferenciabilidade dos expoentes de Lyapunov

Considere a partir de agora uma medida de probabilidade v na base invariante
pelo fluxo induzido em X. Pelo teorema ergédico multiplicativo (teorema 3.2.3),
para v quase todo ponto existe o expoente polar A;f(x) € cl(a™). O mesmo ocorre
com y¢ no lugar de ¢, com « no grupo de calibre G(Q), j4 que ¢ induz na base
o mesmo fluxo que ¢. Mais ainda, como os expoentes A% sao obtidos a partir de
uma aplicacao do teorema ergodico subaditivo, segue que as funcoes x — A%(x)
sao v-integraveis.

O objetivo final desta tese é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.2.1. Seja Oy, 0 tipo parabdlico do automorfismo ¢ e tome a € a* que
se anula em a(Oy,) (de tal forma que ficam bem definidos os cociclos a0 a??(n, ),

com & € Eg,,, ). Entao a aplicagdo
yeEG— / a (Al (z)) v(dz) € R (5.6)
X

é de classe C.

A estratégia para demonstrar esse teorema é escrever a integral em (5.6) como
a integral dos cociclos al?(1,-) = a oa¥(1,:) € C(Ee,,,R) com relagio a uma
medida em [Eg,, suportada na imagem da secao 0., ou seja, na componente de
Morse atratora de v o ¢.

Para fazer isso, lembramos que pelas relacoes entre o tipo paraboélico de Lyapunov
e o tipo parabolico (de Morse) do fluxo (se¢do 4.3)(proposi¢ao 4.3.3), segue que as
componentes de Oseledets contém os pontos fixos da secao de Oseledets x(z) €
Q x Ad(G)A*(x), ou melhor, da funcao equivariante hr, (proposicao 4.3.3). De

forma precisa temos:
fix(x(2), w) = q - fix(hry(q), w) Cst(z, w)
Aquelas relacoes mostram ainda que
fix(x(x), w) C M(w).

Em particular fix(y(z),1) € M™.
Lembramos ainda que os expoentes de Lyapunov em cada componente sao dados
pelos cociclos aditivos definidos a partir da decomposicao de Iwasawa do fluxo. Mais

especificamente, se £ € st(x,w) entdo

lim %a(n, £) =w AT (2).
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O mesmo vale para o fibrado flag parcial Eg se considerarmos o cociclo dado por
a(n, &) = a(a(n,§)), onde a € a* & um funcional que se anula em a(©). Neste caso

temos que se § € sto(x, w) entao
1
lim —a,(n,§) = a (w AT (2)) .
n

Escolhendo agora © D Oy, e w = 1, temos que a componente de Morse atratora
M é a imagem de uma se¢io og : X — Eg. Como fix(x(z),1) C M, segue que
fixe(x(2),1) € M{ e dai

fixg(x(x),1) = og(z).

Combinando isso com o teorema ergdédico multiplicativo vetorial temos a seguinte

proposicao

Proposicao 5.2.2. Seja Oy, C © e considere a € a* que se anula em a(©).
Considere ainda 0o : X — Eg a secao que fornece a componente de Morse atratora

de ¢. Entao para v-quase todo x € X temos

lim %aa(n, oo(x)) = a(A*(z))

Seja vg a medida em Eg suportada na imagem de og induzida pela medida v na

base X, isto é, vg = 0g - v. Mais precisamente, para um subconjunto mensuravel
AC Eg,
—1
vo(A) = v(og (A)).

Proposicao 5.2.3. Considere ©, a e g como na proposicao anterior e seja Vo G
medida em Eg construida acima. Entdo

/a (A*(z)) v(dz) = /aa(l,f)ye(dg).

Demonstracao: Considere a fungdo f(§) = an(1,£). Pelo teorema ergodico de

Birkhoff, para rg-quase todo £ € Eg existe o limite da média

(&) =t (F(€) + F(6(E)) + -+ F(6"(€))) = lim ~ay(n, ),
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onde a dltima igualdade segue do fato de a,(n, ) ser um cociclo aditivo. O teorema

de Birkhoff ainda fornece que a integral da média f é

/ F(€)velde) = / F(E)vo(de) = / a0 (1, €)vo(de).

Mas como a medida vg estd suportada na imagem de og, temos pela proposicao

5.2.2 que lim, +a,(n, &) = a(AT(2)) para ve-quase todo £ e entdo

[ ot @pwide) = [tim aunevelds) = [ Fiea(as)

de onde segue o desejado [

5.2.1 Variacao das medidas suportadas na componente de

Morse atratora

Para concluir a prova do teorema 5.2.1, vamos ver abaixo como se comportam as
medidas vg suportadas na componente de Morse atratora em Eg de automorfismos

proximos de ¢ perturbados pela acdo do grupo de calibre G(Q).

Lema 5.2.4. Sejam M e N variedades de Banach, f : M — N de classe C* e
suponha que em xy € M tem-se f(xo) = vy, € df (x,) : TyoM — T,y N sobrejetora.
Suponha ainda que o nicleo ker(df (zo)) seja complementdvel, i.é., existe um subes-
paco fechado V- C T, M tal que T, M = ker (df (z0)) ® V. Entdo existe uma func¢ao
x : U — M de classe C*, definida numa vizinhanga U de yo em N tal que x(yo) = o
e f(x(y)) =y para todo y € A

Demonstragao: Tomando coordenadas locais, podemos assumir que M e N sao
espacos de Banach. Além disso, como o niicleo ker(df(xy)) é complementavel e
df (zo) : M — N & sobrejetora temos que M = ker(df (zo)) x V e g—i(aco) V- N
é um isomorfismo. Escreva zq = (ag,by). Assim, pelo teorema da funcdo inversa,
fliaoyxv + V. — N é um difeomorfismo local numa vizinhanca de by € V. Logo,
existe 3 : U — V de classe C* de uma vizinhanca U de yo € N tal que S5(yo) = bo
e f(ap,B(y)) = y para todo y € U. Definindo x(y) = (ao, 5(y)) temos a aplicacao

desejada O
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Considerando a a¢do C'* do grupo de calibre G(Q) no espago das se¢oes ['Eg,

temos que para cada o € I'Eg a aplicacao

vE€G(Q)— voo €Eg (5.7)
é de classe C*°. Assim podemos aplicar o lema acima e obter a seguinte proposicao

Proposicao 5.2.5. Dada uma secao o0 € I'Eg, existe uma vizinhanca V de o e uma

aplicagao diferencidvel | :' V — G(Q) tal que para todo T € V, 7 =1(1) 0 0.

Demonstragao: Para aplicar o lema acima precisamos ver que a diferencial de (5.7)
na identidade de G(Q) é sobrejetora e o seu nticleo é um subespago complementével.
Para isso, vamos olhar a aplicagao (5.7) em termos das fun¢oes equivariantes associ-
adas. Considere b € Fg e a projecao p, : G — Fg dada por p(g) = g-b. Se bg € Fg
¢ a origem, a derivada de p,, ¢ dada pela projecao de g em ng (g = ng @ po),

d(pre)1: Ng@EpPe — ng
X+Y —» X

Agora seja L a isotropia em bg da acao de K em Fg e £, a L-redugao definida pela
seqao 0 € TEg = T'(R X Fg), isto &, L, = f,*(be) onde f, € Cey(R,Fo) é a funcao

equivariante associada a 0. Defina

P:C(Ls, G) = C(Ls,Fo), P(g)(r) = pee(9(r)) = g(r) - be. (5:8)
A aplicacao (5.7) ¢ a restricao de P a

D(L,)={f:Ly =G : frk) =k f(r)k,VE € K, r € L,}.

O espago tangente em 1 € C(L,,G) ¢ T(1*(TG)) = T'(L, x g) = C(Ly,9). Jao
espago tangente a f, € C(L,,Fo) ¢ I'(fi(TFo)) = I'(L, x Ty Fo) = C(Ls,ng). A
derivada de P na identidade de C(L,,G) é dada por

AP, :C(Ly,8) = C(Lyymg), (dPr-X)(r) =d(pee)1 - X(7). (5.9)

Como a aplicagao (5.9) é simplesmente a projecao de C(L,,g) em C(L,,ng),
segue essa derivada é sobrejetora com nicleo C(L,,pe), que é complementavel, ja
que

C(La,9) = C(Long) @ C(Ly,po)
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Agora a derivada da aplicacdo (5.7) é a restri¢ao de (5.9), no dominio e no con-
tradominio, aos espacgos tangentes de I'(L,) e CeL(I(/JU, Fo) em 1 e f, respectivamente.
Mas esses espacos tangentes sao dados respectivamente por CeLq(/jU, g)e CeLq(EC,, ng).
Dai segue que a derivada de (5.7) é sobrejetora com nicleo C% (L, po), que é com-

plementavel por CL (L,,ng). O

Considere agora a aplicacao diferenciavel v € V' C G(Q) — o, € I'Eg,,, cons-
truida na proposicao 4.2.7 tal que a imagem de o, ¢ a componente de Morse atratora
do automorfismo o ¢. Diminuindo V' se necessario e compondo essa aplicacao com
a aplicacao [ da proposicao acima obtemos uma aplicacao diferencidvel

L: Vcg@) — 6@ (5.10)

Essa aplicacao satisfaz
o, = L(y) ooy, (5.11)

onde 0, = 0g,,, ¢ a secao que fornece a componente de Morse atratora de ¢.
Para cada v € V' a imagem da secao o, fornece a componente de Morse atratora
de yo¢ em Eg,,,. Seja v, = 0., - v a medida em Eg,,, que é a imagem da medida v

pela secao 0., isto &, v, (A) = v(0;"(A)), A C Ee,,. Entao a equacao (5.11) fornece

o seguinte corolario
Corolario 5.2.6. As medidas v, sao dadas por v, = L(v) - 14, isto é,

v (A) =1 (L()7(A), ACEe,,

Demonstracao: A demonstragao é imediata de

JA) = wlo;}(A)
= (L) 0 01) 7 (A))
— v (o7 (L() 1 (A))

= v (L(n)(4)).
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5.2.2 Demonstracao do Teorema principal

Considere v € V C G(Q) — L(v) € G(Q) a aplicagao diferenciavel definida por
(5.10). Como a imagem de o, em Eg,, é a componente de Morse atratora, temos

pela proposicao 5.2.3 que se « € a* se anula em a(0Oyy,), entao para cada v € V vale

[a@i@) vido) = [0, v = [ 2201 L0)) @),

onde a tultima igualdade segue do corolario 5.2.6.

Agora a aplicacao
T:V CG(Q) = C(Eoy, . R), T(7)=al(1L(3)()
¢ diferenciavel. De fato, segue do lema 5.1.1 que
) M (1,€) = (1, L(7)€) + al (1, ¢).

Isto é
Y(9)(-) = al?(1,-) —alk(1,-).

A segunda parcela dessa soma depende diferenciavelmente de v pela propo-
sicao 5.1.3. Para aplicar a mesma proposicao & primeira parcela, observe que

YOL(y) = vCys(L(7))¢, onde Cy(n) = ¢ne~". Como v € V = vCy(L(v)) € G(Q) é

diferenciavel, pois é a composta do produto em G com a conjugacao Cy e com L(7),
segue da proposi¢ao 5.1.3 que y € V — aZCC‘b(L(V))qb(l, -) é diferenciavel. Isso mostra
que YT é diferenciavel.

Por im
/ o (A (2)) v(dz) = / T()(€) m(de)

depende diferenciavelmente de ~, pois é a composta do funcional linear continuo em
C(Ee,,.R) dado pela integral com respeito 4 medida vy com a aplicagao diferenciével

T. Isso completa a demonstragao do teorema 5.2.1.
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Capitulo

Exemplos

Os resultados provados nesta tese mostram que existe uma relagao proxima entre
as componentes de Morse e de Oseledet. Em particular, a diferenciabilidade de
certas combinacoes lineares do espectro de Lyapunov pode ser concluida a partir da
descricao algébrica das componentes de Morse de fluxos em fibrados flag, ou melhor

dizendo, do tipo parabdlico do fluxo.

6.1 Definicao do contexto

Para dar alguns exemplos onde é possivel exibir explicitamente o tipo parabdlico
do fluxo e assim obter a diferenciabilidade dos expoentes de Lyapunov, considere o

seguinte contexto:

e S um semigrupo de interior nao vazio no grupo de Lie semssimples G}

e T': X —int(S) C G continua a valores no interior de S;

f X — X um homeomorfismo;

e p(n,x) o cociclo sobre f gerado por T

¢: X x G — X x G o automorfismo dado por ¢(x,g) = (f(x),T(x)g).

e v uma medida ergddica f-invariante em X com supp v = X;

Ag(x) o expoente polar de ¢, que neste caso é v-q.t.p. constante e igual a

A, = [Aj(x) v(dx) (obs: Se G & um grupo linear entdo AJ ¢ uma matriz
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diagonal cujos autovalores sao dados pelos expoentes de Lyapunov ordenados

a partir da escolha de uma camara de Weyl positiva);

o Ay (T) = {xa(T),...,xa(T)} o espectro de Lyapunov do cociclo p para o

caso em que G for um subgrupo fechado de Gl(n,R). Por abuso de notacao

consideraremos a identificagao Ary(T) = AJ;

o ¥ ={ay,...,qq} o sistema de raizes simples de g (tal que A;f € cla®);

O = {uy,..., 1y} C a* os pesos fundamentais de G, isto é, a base dual da
base de a dada por {H] Hl }, onde H) = ﬁHai e H,, é tal que
«;(H) = By(H,,, H);

IERREE)

e O C Y o tipo parabdlico do semigrupo S.

Com essas notagoes temos o seguinte teorema

Teorema 6.1.1. Se a raiz simples o; ¢ ©. Entao, a hipdtese de que T assume

valores no interior intS garante que

.

wi (Ary (1)) depende diferenciavelmente de T

a; (ALy (T)) > 0.

Demonstracao: A hipotese de T" assumir valores no interior do semigrupo garante

que o tipo parabdlico do fluxo ¢ é no maximo O, isto é, Oy, C 6.

0.

Se p; ¢ um peso fundamental associado & raiz o; ¢ © entdo p;(H,,) = 0 para
todo j # i. Em particular temos que y; se anula em a(©) = (H,, | a; € ©).
A diferenciabilidade de p;(A]) (ou de p;(Ary(T))) com relagio a perturbagoes
de calibre do automorfismo ¢ (ou com relagdo a perturbagoes do gerador do
cociclo mantendo o fluxo na base fixado) é entdo consequéncia do teorema

principal da tese (teorema 5.2.1).

Se o; ¢ O entdo a; é uma raiz positiva fora de Oy,. Além disso, A:g éo
expoente de Lyapunov vetorial de algum elemento na componente de Morse
atratora, isto é, Ap (T') = A;f = A(§), com £ € M™. O resultado segue entao
do teorema 4.3.1

Outra demonstragao (direta) desse item: ©(A]) = Oy C Oy, C O. Dai se
a; ¢ © entdo a; ¢ O(A)), isto ¢, a; ndo se anula em AJ. Mas como AJ € clat,
segue que a;(A]) > 0. O
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6.2 Exemplos

No mesmo contexto definido acima, vejamos agora alguns exemplos de como a
estrutura dos semigrupos se aplica a regularidade dos expoentes a partir do teorema
6.1.1.

Exemplo 6.2.1. Semigrupo de compressio de um cone

Seja W C R™ um cone pontual (WN—W = 0) e gerador (W —W = R"), e considere
0 semigrupo
S={geSl(n,R) | gWU-W)CWU-W}.

Considere o sistema de raizes simples de sl(n,R) dado pelos funcionais «; = \; —
Xir1, @ =1,2,...,n — 1, onde \;(diag(ay,as,...,a,)) = a;. Os pesos fundamentais
associados sao dados por p; = A\{+Ao+- - -+ ;. Pelo exemplo 1.1.7, o tipo parabolico
desse semigrupo é dado pelas raizes © = {as,...,a,_1}. Como a; ¢ O, segue entdo
do teorema 6.1.1 que o maior expoente de Lyapunov do cociclo p gerado por T,
X1(T) = A (Ary(T')), depende diferenciavelmente de 7". Além disso o cociclo tem um
expoente de Lyapunov dominante ja que oy (Ary(7")) > 0, ou seja, x1(T") > x2(T).
Vale ressaltar aqui que esse é exatamente o caso considerado por Ruelle em
[17]. Veja também [24] para uma outra abordagem dos expoentes de Lyapunov para

cociclos que preservam cones. ]
Exemplo 6.2.2. Semigrupos das matrizes k positivas

Considere o mergulho da Grassmanniana Grg(n) no espaco projetivo do produto
. kmpn
exterior A" R" dado por

(v, o) € Grg(n) — [ A A ] € IP’(/\’“R”)

Considerando a base ortonormal de /\k R™ dada pelos elementos e; = ¢e;, A... Ae;,
I = (i1 < iy,--- < ij) induzida pela base canonica de R", temos que o primeiro
octante contém os subespacos b € Grg(n) tais que (b,e;) > 0. Denote por C} esse

conjunto, isto é,
Cry ={b € Gri(n) | (bye;) >0, VI = (i; < ... <ig)}

O semigrupo de compressao de C}, denotado por Sy, é justamente o semigrupo das

matrizes k-positivas, isto é, das matrizes cujos menores de ordem k sao positivos.
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O conjunto Cj, estd contido numa célula aberta de Bruhat de Gry(n) e satisfaz
Cr = cl(int(Cy)). Segue de 1.1.6 (ver também [19] para mais detalhes) que o tipo
parabolico de Sj em termos das raizes simples de Sl(n, R) é o conjunto de todas
raizes simples excluindo-se a k-ésima. Isto &, ©(Sy) = {1, ..., g, ...,y 1}

O teorema 6.1.1 permite entao considerar o peso pp = Ay + -+ + Ak, e assim
temos que a soma dos k-primeiros expoentes de Lyapunov do cociclo, dada por
pi(Ay (1)) = x1(T) + - - - + xx(T), depende diferenciavelmente de 7. Além disso, o
item 4. mostra que o k-ésimo expoente é estritamente maior que o k + 1-ésimo, ja
que Xx(T) — xu1(T) = ax(Ary (1) > 0 O

Tomando intersecao dos semigrupos das matrizes k positivas para diferentes va-
lores de k temos semigrupos cujo tipo parabolico sao os demais flags de Sl(n, R), o

que fornece uma descricao mais fina das propriedades dos expoentes de Lyapunov.
Exemplo 6.2.3. Intersecao de semigrupos

Sejar = {r; < ... < ri} uma sequéncia de inteiros com r; > 1l e r, < n. O

semigrupo das matrizes r-positivas ¢ dado por
S(r)=5,NS,N...NS,.,

isto é, S(r) é o conjunto das matrizes cujos menores de ordem 7r4,..., 7 sdo todos
positivos. O tipo parabdlico desse semigrupo é a variedade flag F(r). Em termos das
raizes simples, ©(S(r)) é simplesmente a intersecao do tipo parabdlico dos semigru-
pos S,,. Em particular, o tipo parabélico do semigrupo S das matrizes totalmente
positivas, isto ¢, das matrizes cujos menores de todas as ordens sao positivos, é o
flag maximal F, ou seja ©(S) = 0.

No caso das matrizes totalmente positivas o teorema 6.1.1 permite escolher qual-
quer peso p; e qualquer raiz «;. Como estes pesos geram o dual a*, segue que
todos os expoentes de Lyapunov dependem diferenciavelmente do gerador do co-

ciclo. O item . fornece ainda que o espectro de Lyapunov é simples, isto é,
X1(T) > x2(T) > -+ > xalt). o

Exemplo 6.2.4. Semigrupo do grupo Simplético definido por forma quadrdtica

Seja G = Sp(n,R) = {g € SI(2n,R) | g¥Jg = J} o grupo simplético, isto &, o

grupo das matrizes que preservam a forma simplética w(v,w) = vT Jw, onde J =
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0 I, . . )
o) Uma escolha para o sistema de raizes simples da élgebra de Lie sp(n, R)
é dado por

2 - {)\1 - )\2, ey >\n71 - )\n; 2>\n}7

e os pesos fundamentais associados sao os funcionais p; = A\ +---+ X\, i =1,...,n.

As variedades Flag de GG sao formadas por flags de subespacos isotropicos, isto é,
subespacos em que a forma simplética w é identicamente nula. Por exemplo, a Gras-
smanniana Lagrangiana, denotada por A, (2n), é o conjunto de todos os subespacos
de dimensao n que sao isotropicos. Em termos das raizes simples, essa variedade
Flag é dada por Sp(n,R)/Pe, onde Pg é o subgrupo parabdlico associado & escolha
de raizes simples © = {\; — Ao, ..., A1 — A}

0
Considere a forma quadratica dada pela matriz Q) = (I

n

I, .
O) e defina o semi-

grupo
S ={g9€5p(n,R)|Qy(v)) = Qv)}.

Em [25] esse semigrupo ja foi considerado e algumas estimativas dos expoentes de
Lyapunov foram obtidas. Essas estimativas podem ser reobtidas a partir do segundo
item do teorema 6.1.1. Além disso, o primeiro item fornece a diferenciabilidade de
algumas combinagoes do espectro de Lyapunov.

Para ver isso, observe que o interior de S coincide com o interior do semigrupo
de compressao do subconjunto de A, (2n) formado pelos subespacos V' em que Q),

é positiva, isto é, considerando
C={VeA(@2n)|Quw) >0, Vowe V},

temos que int(S) = int(S¢) (ver teorema 2.1 de [25] ou proposicio 4.2.2 de [4]).
E possivel ainda encontrar um elemento g € int(S) tal que algum de seus conju-
gados por uma matriz simplética é diagonal da forma diag(A,..., A\, A7 . A7),
A # 0 e 1. Este é um elemento de regularidade minima em int(S) j& que seu
tipo parabolico, dado pelas raizes o anulam, é exatamente o subconjunto © =
{A = A2, ..., A1 — A} Segue dai que o tipo parabdlico de S é a Grassmanniana
Lagrangiana, ou simplesmente O.

O expoente de Lyapunov vetorial de um cociclo que assume valores no grupo

simplético deve ser da forma

L
T o —D(T)
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com D(T) = diag{x1 (T),...,xan (1)}, x1 (T') > -+ > xn (7). Escolhendo a raiz
2\, e 0 peso associado p, = A\ + --- + A,, o teorema 6.1.1 garante entao que
X1 (T)+ -+ xn (T) & diferenciavel como funcao de T' e x,,(T") > 0. O

O exemplo anterior pode ser feito da mesma maneira para os grupos Gl(n,R) ou
Sl(n,R)

Exemplo 6.2.5. Semigrupo de Sl(n,R) definido por forma quadrdtica

Considere a forma quadratica em R" dada pela matriz

Q- Lixe O
0 —Ln—k)yx(n—k)

S ={g € SIn.R) | Q (92) = Q (2)}.

e defina o semigrupo

O tipo parabolico desse semigrupo é a Grassmanniana Gry (n) (veja [19]). Entao
X1 (T) + -+ xx (T) depende diferenciavelmente de T e xi (T) > xx11 (T). O



Apéndice

Teoria de Lie

A.1 Notacoes para algebras e grupos de Lie

Apresentamos abaixo as notagoes necessarias para a leitura dos artigos que fun-
damentam esta tese, bem como de alguns resultados apresentados aqui. A sequéncia
de notacoes que apresentamos segue uma estrutura logica do desenvolvimento das
mesmas. Por exemplo, para se definir um sistema de raizes da algebra de Lie g
deve-se primeiro fixar uma decomposicao de Cartan e um abeliano maximal na
parte simétrica. Deste modo, primeiro apresentamos a notacao da decomposicao de
Cartan e em seguida a notacao para o conjunto de raizes. Em geral pode-se trocar
a ordem da apresentacao de alguns conceitos, mas tentamos seguir um padrao para
que o leitor com um pouco de familiaridade com os conceitos de algebras e grupos
de Lie possam fazer mentalmente o desenvolvimento logico da teoria a partir da
sequéncia de notagoes apresentadas.

Dentro das notacoes estao embutidas algumas decomposicoes dos grupos e das
algebras de Lie. Para demonstracao dessas decomposigbes sugerimos os livros [10],
[12], [18] e [23].

Decomposicoes da algebra de Lie semissimples g

e 0 :g— ginvolucao de Cartan da algebra semissimples g;
e t={Xeg|dX)=X}es={Xegl|bX)=—-X}
e g=1t®ds decomposicao de Cartan;

e B(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) forma de Cartan-Killing;
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e By(X,Y)=—B(X,0(Y)) produto interno em g

e a abeliano maximal em s;

e g.={X€g|[H,X]|=a(H)X, VH € a} espacos de raizes;

o II ={a € a*|g, # 0} sistema de raizes associado ao abeliano maximal a;
e H, € a co-raiz associada a o por By(H,, H) = a(H), VH € q;

o (o, ) = By(H,, Hp) produto interno em a* induzido por Be;

o H = JWHQ o normalizado de H,;

e W grupo de Weyl de g (gerado pelas reflexées r, em torno das raizes a € II);
e a' uma camara de Weyl positiva em a;

e > C II sistema de raizes simples;

o II* raizes positivas e raizes negativas;

® g=g0® ) cnda decomposicao em espagos de raizes;

e 1= 5+ 0a asoma dos espagos de raizes positivas;

e n” =3 - 8.asoma de espagos de raizes negativas;

e g=t®adn decomposicao de Iwasawa;

e 3(a) = go = m @ a centralizador de a, onde m = 3(a) N ¢

e p=m® ad n subdlgebra parabolica minimal candnica;

e O C Y subconjunto de raizes simples;

e O(H) = {a € X | a(H) = 0} subconjunto de raizes simples definido por
H € cla*t

e Hg € clat elemento caracteristico de O, ié, © = O(Hp);
e (O) subsistema de raizes gerado por ©;
e a(0)=(H, €a|ac0O)
e ag=a(@)t={Heala(H)=0,Va e O};
e g(0) algebra de Lie semissimples gerada pelos g,, com a € O
(©)F =3 {ga | € (©)7} = g(O) N
(H)* =3>{ga| o € II¥, a(H) =0} =n(0(H))*;
o 1= Y{aa [ €T — (6}
g = 2 {8a [ a(H)Z 0} = ngyyy;

(]
=2

[}
:‘.‘»
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8(0) =g(0) NE;
g(0) = £(0) @ a(O) & n(O)* decomposicao de Iwasawa de g(O);
We grupo gerado pelas reflexdes em torno das raizes em (O);

W(O) = Welae) grupo de Weyl de g(0©), dado pelas restricées dos elementos
de Wo a a(0);

30 =3(a0) =n(O)” ®m @ ad® n(O)" centralizador de ag;
30 = 3o(m) centralizador de H € cla*;

to = 30 Nt centralizador de ag em ¢&;

£y = 3m N € centralizador de H € cla™ em &

30 = Lo ® a @ n(O)* decomposicio de Iwasawa jo;

po = n(O)” & p = 30 ® ng, subalgebra parabolica de tipo ©;

wo € W ainvolugao principal (inico elemento de W que satisfaz wy(X) = —);
a* = —wp(«) raiz simples positiva dual da raiz a € %;
O©* = —wy(O) conjunto de raizes simples dual de ©;

po~ subalgebra parabdlica dual de pe;
WoPer = Pg = N~ @ m D a uma subalgebra oposta a pe;
V,, representacao de gc com peso maximo p € h*;

{1, .., tn} pesos fundamentais das representagoes de gc associados ao sis-

tema simples de raizes ¥ = {ay, ..., }, isto &, p;(H],) = dy;.

Decomposicoes do grupo de Lie semissimples GG

G grupo de Lie com &4lgebra de Lie semissimple g;

0 : G — G involucido de Cartan de G;

K ={g € G|0(g) = g} subgrupo compacto com &lgebra de Lie ;
S = exps conjunto de matrizes simétricas;

G = K S, decomposicao de Cartan do grupo;

A = exp a subgrupo vetorial;

N* = expn® subgrupos unipotentes;

clAT = expclat camara de Weyl positiva (no nivel do grupo);

G = KAN®* decomposicio de Iwasawa;
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o Apg =expuag e A(O©) =expa(O)

o N =expng e N(©)* =expn(0)*

e NI =expn; e N(H)* =expn(H)*

o Zo = Z(ag) = Z(Ag) o centralizador de ag (ou de Ag) em G;

o Zy = Z(aem)) o centralizador de H € cla™ em G;

e Zp=9Zpg " o centralizador de D = Ad(g)H;

e Ko = Zg N K o centralizador de ag em K;

o Ky =ZyN K o centralizador de H em K;

o M = Zk(a) = Zk(A) o centralizador de a (ou de A) em K;

e MA=Z(a)=Z(A) o centralizador de a (ou de A) em G;

e M* = Normg(a) = Normg(A) o normalizador de a (ou de A) em K
e M*A = Norm(a) = Norm(A) o normalizador de a (ou de A) em G;

o W = M"A/MA = M*/M o grupo de Weyl de g (cada w € W é da forma
Ad(w)|, para algum w € M*);

e P =Norm(p) = M AN subgrupo parabolico minimal;
e Py = Norm(pg) = KgAN subgrupo parabolico definido por ©;
o F=G/P=Ad(G)p C Graimp(g) variedade Flag maximal;
o Fo =G /Po = Ad(G)pe C Graimype (g) variedade Flag de tipo ©;
e Fo. = G/ Py« variedade Flag dual de Fg;
° N*wopg
Pontos fixos, variedades estaveis e instaveis
Seja H € cla™, bg a origem de Fg e considere a agao de h = exp H em Fg dada
por
h™ - F@ — F@
b +~—— A"

o fixg(H,w) = Zywbg = Kywbg componentes conexas do conjunto de pontos

fixos;

o sto(H,w) = Pywbe = Nyfixg(H,w) variedades estaveis das componentes de

pontos fixos;
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e ung(H,w) = Pgwbe = Njfixe(H,w) variedades instaveis das componentes

de pontos fixos;

A agdo de um elemento D conjugado de H (D = Ad(g)H) é conjugada a acdo
de H e, consequentemente, os conjuntos de pontos fixos e respectivas variedades

estaveis e instaveis permanecem conjugados. Em outras palavras temos

o fixg(D,w) = g fixe(H,w);
e sto(D,w) = gste(H,w);

e ung(D,w) = gung(H,w);

Subalgebras opostas

A.2 Flags de Subespacos

Flags de Sl(n,R)

As variedades Flag de Sl(n,R) sao generalizagoes dos espagos projetivos e das
Grassmannianas, e sao dadas por conjuntos de subespacos encaixados com dimensoes
fixadas. Isto é, fixer = {r < ry <--- <17} uma sequéncia de inteiros com r > 1

e 1, < n. A variedade flag F(r) é formada pelas sequéncias de subespagos
WVcVycC---CVg), com dimV,=r;.

Denotamos por b(r) o elemento da variedade Flag F(r) gerado pelos elementos da

base canonica de R”, isto é,

b(r) = ((e1,...,€n) C(e1,. . ) C-- Cler,...,e,)).

Essas variedades podem ser vistas como espagos homogéneos de Sl(n,R), cuja
isotropia sao subgrupos parabolicos. Para isso, considere a subalgebra abeliana
maximal a C sl(n,R) formado pelas matrizes diagonais e o conjunto de raizes Il =
{ai; = \i — Aj € a* | \(diag(aq,...,a,)) = @;}. Um conjunto de raizes simples é
dado por ¥ = {a;;11]1 <i <n—1}. Com relagao a essa escolha a camara de Weyl
positiva at é dada pelas matrizes diagonais com os autovalores distintos e ordenados

do maior para o menor.
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Cada subconjunto de raizes simples © C ¥ determina uma subalgebra parabdlica
po dada por matrizes triangulares superiores em blocos. O tamanho dos blocos é de-
terminado pelo tamanho dos intervalos de raizes simples O(i, ) = {11, ¥iy1it2, - - -
contidos em ©. Por exemplo, se © = O(1,3) = {a12, a3} entdo pg ¢ a subalgebra
das matrizes triangulares superiores em blocos, com o primeiro bloco de tamanho
3 e todos os demais de tamanho 1. Em geral, se O(i,j) C O entdo pe é uma su-
bélgebra parabdlica que contém as matrizes triangulares superiores com um bloco
de tamanho j — i 4+ 1 a partir da i-ésima entrada da diagonal. As variedades flag
de G = Sl(n,R) sdo os espagos homogéneos G/ Pg onde Pg é o subgrupo parabolico
dado pelo normalizador de pg, que também é formado por matrizes triangulares
superiores em blocos (no grupo G), com blocos do mesmo tamanho dos blocos de
Pe.

O tamanho dos blocos de pg determina a dimensao dos subespacos encaixados
da variedade flag F(r). De fato, para cada sequéncia de inteiros r, G age transitiva-
mente em F(r). Além disso, se pe tem blocos de tamanhos my, ma, ..., my, entao
Po é a isotropia em b(r) da acdo de G na variedade flag F(r), cuja sequéncia r
que fornece a dimensao dos subespacos é dada por ri = mq, ro = mq + ma, ...,
r=mq+ -+ my. Isto & F(r) = Fe.

A.3 Subalgebras opostas, subespacos transversais e
Flag dual

Considere © um conjunto de raizes simples e Fg a variedade Flag associada. Essa
variedade pode ser realizada como a 6rbita da subélgebra parabdlica pe pela agao
adjunta do grupo de Lie G na Grassmaniana Gry(g), onde k = dim pe, € se identifica
com o conjunto de todas as subélgebras parabolicas de tipo ©. A variedade Flag
dual de Fg é a variedade Fg-, onde ©* = wy(0) e wy € W é a involugao principal

No caso de flags de subepagos realizados a partir das subalgebras parabdlicas
de Sl(n,R), as variedades flags duais correspondem a cadeias de subspacos de di-
mensoes complementares. Por exemplo, as grassmannianas Grg(R") e Gr,_,(R")
sao variedades flag duais. Mais geralmente a variedade flag dual de F(rq,...,r;) é a
variedade flag F(n — rg,...,n — ).

Dois subespacos V., W C R" sao ditos transversais se R" =V @& W. Um flag de

NeTEYE:
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subespagos (V; C -+ C Vi) em F(ry,...,7) é transversal a um flag de subespagos
(W1 C -+- C Wy) da variedade flag dual F(n — 7y, ...,n —rq) se

R"=V,,1®&W,; paratodo 0<i<k—1.

Uma maneira simples de construir flags de subespacos transversais é comecar
com os flags formados a partir de uma base do R™ tomados em ordens inversas.
Por exemplos, considerando a base canédnica {ey,...,e,}, dois flags de subespagos

transversais sao
bo = ({€1, ey €r) C (€1, ey ) C oo C €1, 06p,)) €

bo = ({eny oy rpt1) C (€ny ey rp 1 41) C ooe C €y vy €r151))-

Dai dois flags b € F(rq, ...,7x) e b* € F(n—ry, ...,n—1r1) sdo opostos se, e somente
se, existe g € Gl(n,R) tal que (b, b*) = (g-bo, g-b}) = g-(bo, b§). Em outras palavras,
os conjunto dos flags de subespacos transversais se identifica com a 6rbita aberta e
densa da agao diagonal de Gl(n,R) em F(ry,...,7%) X F(n —rg, ...,n—ry) a partir de
(bo, bg)-

Esse conceito de transversalidade de flags de subespacos pode ser generalizado
para subalgebras parabolicas. Fixe uma decomposicao de Cartan g = ¢ & 5, um
abeliano maximal a C s e uma camara de Weyl a* C a. Duas subalgebras parabo-
licas p € Fg e q € Fo+ sao ditas opostas se estao na érbita aberta e densa da agao
diagonal de G em Fg x Fg« a partir das subalgebras pg = n(0)" ®@m@adn’ € Fg
ePo. = wo(po) =n" Gadmep(O*) € Fo-. Em outras palavras, p e q sdo opostas
se existir g € G tal que (p,q) = (g Po, 9 Po-)-
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