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RESUMO

Neste trabalho estabelecemos o conceito de matriz r-catalética ¢ estudamos algumas dlgebras
relacionadas com menores méaximos destas matrizes sobre wm corpo. Seja X = (Z;1(i-1)r)ij
uma m X n-matriz r-catalética, com m < n, 1 <i<m,1 <j<mel <r <n, esealk
um corpo. Seja M o conjunto dos menores maximos de X. Considere-se em K|[X] a ordem
lexicografica graduada <, determinada pela ordem total nas varidveis =, > z; se k < I. Seja
ing (M) o conjunto dos monémios iniciais dos elementos de M e tomese A = K [in,(M)]. Se I
¢ o ideal gerado por ing (M) em K [X], seja R(I) = K[X,in,(M)t] a &lgebra de Rees associada.
Desenvolvemos entdo uma teoria andloga 4 teoria de tableaux standard para matrizes genéricas
em relagdo as matrizes cataléticas, o que chamamos de tableauz r-standard. Esta teoria dos
tableaux para matrizes r-cataléticas apresenta muitos pontos em comum com a teoria das algebras
de Hodge, indicando que podem existir por tris estruturas algébricas interessantes. Com isto
conseguimos construir representacoes adequadas para A e para R(I) que permitem aplicar a
teoria de complexos simpliciais e anéis de Stanley-Reisner. Usando estas técnicas calculamos
o a-invariante e o grau do h-vetor de A. Como A e R(I) sdo anéis de semigrupos, podemos
também demonstrar que estas dlgebras sao dlgebras normais de Cohen-Macaulay usando critérios
de semigrupos afins. Usando técnicas de corpos de fragdes e alguns resultados sobre grafos,
calculamos a dimensao de A. Finalmente, demonstramos que M (X U M¢t) é uma base de SAGBI
para K[M] (K[X, Mt]) quando n —m — 1 < r. Se J é o ideal gerado pelos elementos de M, este
Gltimo resultado permite mostrar que M* é uma base de Grébner para J¢, i > 1, na ordem <,.



INTRODUCAO

Algebras geradas por menores de matrizes cujas entradas sejam polinomios constituem um
importante campo de estudo na dlgebra comutativa. As variedades determinantais, que formam
uma importante classe de variedades na geometria, estio intimamente ligadas a estas algebras.

Por exemplo, sejam n,r inteiros positivos com n > r e X = {z,... , Tnqr} um conjunto de
indeterminadas sobre wn corpoK; dada a matriz
z1 x el T ... &
S = 2 i n
Tl4r T2y ... Tid4r ... Tptr

seja M C K[X] o conjunto dos menores 2 x 2 de S e I o ideal gerado por M. Entdo I define
um scroll normal racional de dimensdo » em P}+"~! (ver [H]). Para estudar esta variedade é
conveniente considerar a algebra de Rees associada R(I) = @;>0l%t" e sua fibra especial, que é
isomorfa a K[M], a dlgebra gerada por M. Este problema foi amplamente estudado em [CHV]
utilizando técnicas de bases de SAGBI.

Outro exemplo [H, 9.7] é o seguinte. Dados «, d e | inteiros positivos com I < o, ! < d—a + 1,
a variedade determinantal de posto | associada & matriz

zZ0 2] Z9 fee Zd—o

21 22 23 cee Zd-a+l
Sa = .

2a Ra+l Za42 - .- 2d

é a variedade I-secante da curva normal racional ¢ C P4.

Uma matriz tal como S, é chamada de catalética ou de Haenkel.

Estes exemplos e 0os métodos usados em [CHV] foram a motivagdo principal para este trabalho.
Generalizamos o conceito de matriz catalética e estudamos algumas dlgebras rclacionadas com
os menores destas matrizes. Xm certos pontos do estudo ficou patente a semelhanca entre estas
algebras e as algebras relacionadas aos subdeterminantes de matrizes genéricas.

Uma generalizagao natural de matriz catalética pode ser obtida como se segue. Dados inteiros
positivos n, m, r comm <nel <r < n, seja

z1 z9 e Tn
Tl4r T24r v Tntr
X = Ti42r T242r Tn42r
Li4(m-1)r T24(m-1)r -+ Tat@m-r

uma matriz de indeterminadas sobre um corpo K. Denominaremos este tipo de matriz r-
catalética. Seja K{X] o anel de polinémios K{z3,... ,Zn1(m-1)r]. Normalmente usaremos X
para denotar tanto a matriz quanto o conjunto de indeterminadas, ficando claro pelo contexto
qual o significado dado. Seja M o conjunto dos menores maximos de X, e seja K[M] a K-
subalgebra de K[X] gerada pelos elementos de M. Chamaremos K[M] de dlgebra catalética.
Seja I C K|X] o ideal gerado por M. Entender melhor a dlgebra K[M] e também a dlgebra de
Rees associada R(I) é o principal objetivo deste trabalho.

Por definigao, a algebra de Rees R(I) identifica-se com a subélgebra K [X, M| de K [X, ] (ver
A.2). Pensando na utilizacdo dos métodos da teoria de SAGBI, concentramos nossa atengao nas
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dlgebras iniciais de K [A] e K|X. M1], que possuen wna estrofura miais simples que as dlgebras
originais. Passemos brevemente i desericiio destas dlgebras.

Em geral, seja <, uma ordem monomial em K{X] (ver A.4.1). Dada uma subdlgebra A C
K[X], seja ing(A) a K-subalgebra de K[X]| gerada pelos monomios iniciais ing(a), a € A.
Chamamos ings(A4) a dlgebra inicial de A. Dado um subconjunto S C K{X] ndo vazio, de-
notamos por ing(S) o conjunto dos mondémios iniciais dos elementos de S. Se B C A é tal que
ing(A) = Kling(B)] entdo B é uma base de SAGBI para A (SAGBI ¢ a abreviaciio de Subalgebra
Analog to Grobner Basis for Ideals; ver [RS]). Em particular. é claro que K ling(S)] < in, (K|S}]).
mas a inclusao reversa sé é verdadeira se S for uma base de SAGRI para K[S]. Um primeiro
resultado que se temt & que se 3¢ wmna base de SAGBI para o dlgebra AL entio I3 gera A como
K-dlgebra, ou scja. A = K|B| (ver A.4.9).

Muitas informacoes sobre A4 podem ser obtidas a partiv de in,(A4). Por exemplo, se A for
gerada por polinomios homogeneos entao as funcoes de Hilbert de A4 e ing(A) coincidem (ver
A.5.4). Outro exemplo: seing (A) for Cohen-Macaulay de dimensiio d e tipo {, entdo A serd Cohen-
Macaulay de diinensio d ¢ tipo < 15 e particular, se ing(4) for Gorenstein, A também o sera (ver
A.5.3). Normalidade também é uma propriedade compartilhada por A ¢ ing(A) (ver A5.3). Se A
possuir base de SAGBI finita e formada por elementos de mesmo grau, outras conchisées podem
ser extraidas; por exemplo, 4 e in,(A) possuem o mesmo h-vetor, e portanto multiplicidade e a-
invariante sdo também comuns (ver A.5.5). Varias outras propriedades podem ser demounstradas
usando estas téenicas (ver [CHV} e A.5). Em muitas sitnacoes, bases de SAGBI e bases de
Grébner estao relacionadas. No caso de certos ideais determinantais é possivel encontrar mma
base de Grobner para alguns destes nsando as técnicas de SAGBI (ver 111.3.1).

No nosso caso especfico consideramos em K|[X] a ordem monomial lexicografica <, induzida
pela ordem total 1 > w2 > ... > &y 4 (m-1)r- Denotamos por in, (M) o conjunto dos monomios
iniciais dos elementos de M. Em K |X, t| consideramos a ordem monomial <, definida da seguinte
maneira: se ut® e u't? sio monomios de KX, t], com g, 1/ monomios em K [X], entdao ut® <o p'td
sei< jousei=jep<y,p. Em [CHV] prova-se que, quando m = 2, M é hase de SAGBI
para K[M] e X U Mt é base de SAGBI para K[X, Mt|. Este fato tamhém é verdadeiro quando
n—m—1< r (ver I11.3.3). Ha fortes indicios de que isto seja vilido em todos os casos, conforme
sera observado.

Chamaremos a dlgebra K [ing (M)] de dlgebra inicial catalética, e W[X,in, (A )t] sera a dlgebra
de Rees associada d dlgebra inicial catalética. Concentrar-nos-emos principalmente no estudo
destas dlgebras.

Quando r = n, X & uma matriz genérica ¢, neste caso, I [M| éisomorfa ao anel de coordenadas
da grassmanniana G(m.n). Um tal isomorfismo existe, mais geralmente, para n —m — 1 < r.
Neste caso K (M| é uma dlgebra com leis de retificacio, abreviado por ALR (ver A.6). Para
valores gerais de m,n,r a dlgebra K[M] apresenta caracterfsticas similares ao caso genérico,
mas ndo é, de maneira natural, uma ALR. Em [CHV] foram construidas. para m = 2, relacoces
polinomiais entre os menores maximos semelhantes as relacées de Pliicker, e destas deduzem-
se varias propriedades comuns com a teoria das ALR. Generalizando as idéias de [CIIV] para
m,n,r quaisquer, observam-se varias semelhancas entre as algebras em questio e as dlgebras do
caso genérico, mas até o momento estas relagées semelhantes as de Pliicker niio puderam ser
construidas, embora haja fortes indicios de que realmente existam.

Os conceitos bésicos e os resnltados fundamentais deste trahalho estao no capitnlo 1. Nos
capitulos IT e ITI estes elementos fundamentais sao utilizados para demonstrar certas propriedades
e calcular certos invariantes numéricos das dlgebras cataléticas. Para facilidade de referéncia, o
apéndice A contém um resumo dos tépicos da teoria geral usados aqui. O apéndice B traz
algumas observagtes quanto a certos aspectos computacionais das técnicas utilizadas. Em seguida
descreveremos, com maiores detalhes, o contetido de cada capitulo.

No capitulo I estabelecemos o conceito de tableau r-standard, que desempenha o mesmo papel
dos tableaux standard do caso genérico (ver A.6). Este conceito é o ponto principal deste capitulo
e de todo o trabalho em si.

Consideramos o conjunto A(m,n) = {{A1,... ,An],1 < A) < A2 < ... < Ay < n} das m-
uplas ordenadas em {1,2,... ,n}. Os elementos de A(m,n) sdo chamados de colchetes e serdo
considerados como indeterminadas sobre K, e K [A(m,n)] é o anel dos polinémios nestas varidveis.



INTRODUCAO 3

Abreviamos [A] = [Aq,...,A). Um tableau é uma representacio matricial adequada para os
monémios de K{A(m,n)]: dado T = [Al]...[AY] € K[A(m,n)], escrevemos

,\i ,\é ,\él

AT A5 ... A
(1) T — 1 2 m

AL AL

O tableau 7' também pode ser considerado como um produto de menores maximos de X. Para
ser mais preciso, temos o homomorfismo sobrejetivo de K-algebras

¢ : K[A(m,n)] — K[M]

(AT =— []All
onde
5 T X\, e T,
Tri+r Txg+r v TAm+r
|[,\” = det T +2r TAp+2r e TAm+2r
Ix+(m-Dr Txgt(m—1)r -+ Tx,4(m-1)r

e denotamos ¢(T) = |T| = |[AY]|...|]A Y-
Analogamente, temos o homomorfismo sobrejetivo

¥ : K[A(m,n)] — K[ing (M)]
Pl — ing (|[A]])

Denotamos ¢ (T') = diag(T), a diagonal de T, uma vez que iny(|[A]|) é justamente o produto
dos elementos da diagonal da submatriz de X designada pelos indices de [}].

Dizemos que T é standard se )\Jl < A? <...< )\3- vi € {1,...,m}. No caso em que X
é uma matriz genérica (quando r = n) sabe-se que se T' e T" sdo tableaux standard tais que
diag(T) = diag(7T’) entao T = T' [S, 3.1.8]. Mais ainda, se n —m — 1 < r, K[M] é uma ALR
(ver A.6), e neste caso os tableaux standard desempenham um papel fundamental, permitindo
inclusive determinar uma base de Grobner para os ideais ker 1 e ker¢ (ver A.6.9 e T11.3.4).

No caso r-catalético geral estes fatos nao sdo vélidos para tableaux standard. Porém, é possivel
introduzir uma classe de tableaux para os quais alguns destes fatos sdo verdadeiros. Definimos
entdo os tableaux r-standard (I.1.2). Uma caracteriza¢do de tableau r-standard é a seguinte
(I.1.5): um tableau T como em (1) é r-standard se e sé se for standard e A! — A\},, < r para
i=1,...,m — 1. Provamos entdo que se T e T’ sdo tableaux r-standard tais que diag(T) =
diag(T’) entdo T = T'(1.1.6). Este fato permite provar que se S, = {¢(T), VT € K[A(m,n)]
r-standard }, entdo S, é linearmente independente sobre K (I.1.8), propriedade similar a dos
tableaux standard no caso genérico (A.6.6).

Na seqiiéncia temos um dos resultados mais importantes deste trabalho: no teorema [.2.1
mostramos que I = kery é gerado pelos binémios da forma [A][u] — rs([A]{x]), onde para cada
tableau T, rs(T) indica o tinico tableau r-standard equivalente a T. Em 1.2.7 mostramos que
estes geradores constituem uma base de Grobner para I em relagdo a uma certa ordem monomial
<+ em K[A(m,n)]. Esta ordem monomial é escolhida de forma que in,(I) seja gerado pelos
mondmios nao r-standard da forma [A][u]. Esta forma seré 1til para calcular certos invariantes
de K[M] na teoria de anéis de Stanley-Reisner.

Ainda no capitulo I estudamos a 4lgebra de Rees da algebra inicial catalética. Consideramos
o homomorfismo sobrejetivo

¥: K[X,A(m,n)] — K[X,ins(M )]

[\l — ing (|[A]1)t = w([A])¢
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e encontramos uma base de Grobner para ker ¥ relativamente a uma ordem mononial adequada
em K[X,A(m,n)] (1.3.1, .3.2). Novamente aqui os tableaux r-standard sio hastante 1ileis.

No capitulo Il estudamos a dlgebra inicial catalética do ponto de vista da teoria de anéis de
Stanley-Reisner. O conjunto A(m.n) pode ser visto como um conjunto parcialmente ordenado
com a seguinte ordem parcial:

[)‘1)~ .. v)\nL] S [/1,1,. .- y/lm,}

se A; < p; para 1 < i < m. Por simplicidade chamaremos nm conjunto parcialimente ordenado
de poset (do inglés: partially ordered set).

Uma cadein em A(m, n) é um subconjunto totahmente ordenado, e uma cadeia ¢ dita sotwrada
se for maximal em relacio a inclusdo. Se J = ing(ker ). entio como J & gerado por monomios
(de grau 2) livres de quadrados (1.2.7), podemos associar a J o complexo simplicial

A = {]l C A(m.n) / H A Ql}

INeH

e neste caso K [A(m,n)]/J serd o anel de Stanley-Reisner de A. Da teoria de bases de Grébuer,
sabemos que K[in,(M)] e K[A(m.n)]/J possuem a mesma série de Ililbert (A.4.5), além de
outras propriedades em comum. Em particular, todos os invariantes numéricos relacionados com
a série de Hilbert sdo comuns a ambas algebras.

Para extrair mais informagoes sobre K[A(m,n)]/J estudamos melhor o complexo simplicial
A. E interessante notar que, quando n —m — 1 < r, as facetas de A sdo as cadeias maximais de
A(m,n). Paran —m — 1> » a questiio é um pouco mais delicada. Neste caso demonstramos que
as facetas s@o as cadeias maximais dos subconjuntos de A(m.n):

A(Az,... o) T {[I“] € A(7n1 TI) / []y /\‘21 .o 7A11L] < [/L] S [’\2 B A 7Am, I 7, ”]}

ondel < Ag < A3 <...< Ay £n—r— 1 Denotamos por A; o complexo das cadeias de cada
Aj, para cada (m—1)-upla I = (Aq,..., A;,) satisfazendo & propriedade acima. Assim A = U A,
(ver I1.1.2).

Um resultado importante é que A é um complezo simplicial shellable (I1.1.3). O fato de
A ser shellable permite o céleulo de certos invariantes muméricos de K[A(m.n)]/J, como o a-
invariante, através da prépria estrutura combinatéria de A. Para o calculo do a-invariante usamos
a caracterizacao A.2.8 e o critério A.3.10. Neste contexto, para cada faceta T € A definimos

H(H) = {[a] € H /3 faceta F <p H com H\ F = {[a]}}

e §(H) como sendo o niimero de clementos de H(H). Scja s(A) = max{é(l!)‘ H e A}, e seja
a(A) = d—s(A), onde d = dim K [in, (M)]. E possivel verificar que s(A) é o gran do h-vetor (vide
A.2.5 e A.3.10); como conseqiiéncia o a-invariante de K [A(m, n)]/.J é o nimero —n (A) (ver A.2.8).
O problema se transforma, portanto, em um problema de contagem em estruturas combintérias.
Para realizar esta contagem procedemos a varias redugdes. Inicialmente definimos em cada faceta
de A um tipo especial de vértice, que chamamos de degrou (11.2.2). Mostramos em I11.2.3 que
§(H) é o niimero de degraus de H. Definimos »(H) como sendo o niimero de nio-degraus de H. E
claro que 6(H) = d—v(H); e portanto a(A) = min{v(H), H € A}. O uso dos degrans facilita os
célculos, pois estes possuem propriedades que permitemn um maior controle, inclusive no aspecto
computacional. As técnicas usadas para caleular «(A) sdo construtivas. Estabelecemos varias
cotas para o valor de o(A) e construimos explicitamente facetas que realizarm os valores minimos.
Provamos que a{A) > [;‘;ﬂ para todos os valoresde m, ner;eque a(A)>nsen—m—-1<r
(I1.2.4). Ainda no caso n — m — 1 < r construimos uma faceta especial F, que chamamos de
a-faceta (vide I1.2.5), tal que »(F) = n, e ent@o concluimos que a(A)=n se n —m —1 < r (ver
I1.2.9).

Sen —m —1 > r, é necessirio refinar mais ainda as cotas. Fm cada A; definimos uma
faceta especial F;, chamada de a;-faceta (I1.2.6), tal que »(IT) > v(F;) para toda faceta H € Ay
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n—r—1

(I1.2.13). Provamos que se | 2=%
que se F; € Ay é aj-faceta, entio

v(Fy) = F;’:;—_—IJ tr4l= [i]

(ver I1.2.14, TI1.2.2). Neste caso conclui-se entdo que o(A) = [£].

J > 2 ousen—r=2m entdo existe conjunto de indices I tal

m
A possibilidade restante para os valores de m, n er é que m + 1 < n —r < 2m. Provamos
inicialmente que se I = (72,...,7m) e F é aj-faceta, entao v(F) > 2m + r — 1, (IL2.16). O

maior valor que 7y, pode assumir é n — r — 1, portanto o valor minimo que v (I’) pode atingir é
2(m +r) —n + 1. Em I1.2.7 construimos uma faceta F' tal que v(F) = 2(m +r) — n + 1, donde
conclui-se que, neste caso, a(A)=2(m +r)—-n+ 1.

No capitulo III sao demonstradas algumas propriedades das dlgebras cataléticas usando-se as
técnicas desenvolvidas nos dois capitulos anteriores. Na se¢do 1 demonstramos que a algebra
Klin,(M)] e sua algebra de Rees associada K|[X,in,(M)t] sdo 4lgebras normais de Cohen-
Macaulay. Usamos aqui critérios da teoria de anéis de semigrupos. Em geral, uma K-subdlgebra
A de um anel de polinémios K [X] gerada por mondmios é isomorfa a um anel de semigrupo afim,
A = K|[G] (ver A.1). Entdo A é normal se e s6 se G for um semigrupo normal (A.1.16). Além
disto Hochster demonstrou que se G é normal, entdo A é algebra de Cohen-Macaulay (A.1.17).

As élgebras K[ing(M)] e K[X,in,(M)t] sdao geradas por mondmios, e portanto podem ser
vistas como anéis de semigrupos. Usando a estrutura combinatéria dos tableaux r-standard,
podemos demonstrar que estas algebras sdo normais (II1.1.2, 111.1.3). Logo, pelo citado critério
de Hochster, concluimos que estas algebras sao dominios normais de Cohen-Macaulay.

Seguindo uma sugestdo de A. Simis, na se¢ao 2 calculamos a dimenséao de K [in, (M )] usando
argumentos baseados em corpos de fragdes e teoria de grafos (II1.2.1). Esta dimenséo também
pode ser obtida pela contagem do nimero de vértices de uma faceta do complexo simplicial
associado A, como estd feito na demonstragao de I1.1.3.

Em seguida usamos os resultados obtidos no capitulo II para calcular o grau do h-vetor e o a-
invariante de K [in, (M )] (II1.2.2). Usamos a proposigao A.3.10 que liga os invariantes numéricos
do complexo ao h-vetor.

Na terceira se¢ao deste capitulo trabalhamos um pouco mais com o que foi uma das motivagoes
para este trabalho: bases de SAGBIL Como ja foi citado, se n —m — 1 < 7 entdo M é uma base de
SAGBI para K[M]. Damos aqui uma demonstracio deste fato usando diretamente os critérios
originais de Robbiano-Sweedler [RS]. Demonstramos também que X U Mt é base de SAGBI para
K[X,Mt],se n —m — 1 < r (I[1.3.3). Como conseqiléncia destes resultados temos que estas
élgebras sao dominios normais de Cohen-Macaulay (II1.3.5); e temos também que o a-invariante
de K[M] é a(K[M])= —n e a dimensao é dim K[M] = m(n —m) + 1 (IIL3.6).

A proposic¢ao II1.3.4, mais uma conseqiiéncia destes fatos, é um exemplo de como bases de
SAGBI podem resolver questdes relacionadas a bases de Grobner. Seja I o ideal de K [X| gerado
pelos elementos de M, e seja M7 o conjunto dos produtos de j elementos de M. Esta proposicao
estabelece que se n — m — 1 < 7 entdo M7 forma uma base de Grobner para I para todo j € N
em relacio & ordem monomial <, adotada em K[X]. Este é um resultado importante na teoria
de ideais determinantais, e foi demonstrado por A. Conca em [C] usando outras técnicas. Na
verdade esta propriedade é equivalente ao fato de M ser base de SAGBI de K [M], como se pode
ver em {C].

Preparamos também dois apéndices. No apéndice A reunimos os principais conceitos e resul-
tados que foram utilizados para facilitar a consulta. Cada proposi¢ao enunciada é acompanhada
de uma referéncia indicando onde encontrar uma demonstragao.

No apéndice B escrevemos os pseudocédigos de alguns algoritmos usados neste trabalho. Estes
programas foram implementados no sistema Mathematica e foram utilizados para visualizar as
demonstragdes de varios lemas do capitulo II. Também descrevemos neste apéndice uma maneira
computacional de calcular a multiplicidade de K [in,(M)] utilizando a estrutura do complexo
simplicial associado.



CAPITULO 1

TABLEAUX STANDARD PARA MATRIZES CATALETICAS

Dados inteiros posilivos my, ner taisque 2 <m < nel <r < n, seja X == X(m,n,r) a
seguinte matriz de indeterminadas sobre wm corpo K:

T £9 . Ty
Lygpr Ty e Tyntr
X = L14-2pr T24.2r cee Ly 2r
L1p(m-1)r T2+(m-1)r -+ Tpt(m-1)r

Chamaremos a matriz X de r-catalética. Designaremos por K[X]| o anel de polinémios
Klzy,... ,Znt(m-1)r]. X representari, portanto, seja a matriz de indeterminadas seja o con-
junto das variaveis em questao.

Seguindo a terminologia clissica, os subdeterminantes de tamanho m xm de X serio chamados
de menores mdzrimos de X. Seja M o conjunto dos menores maximos de X e K[M] C K[X]
a subdlgebra gerada por M. Chamaremos esta algebra de dlgebra catalética. Consideramos em
K[X] a ordem monomial lexicografica graduada <, induzida pela ordenagéo total das variaveis
zi > zi41 paral < i < n+(m—1)r. Esta ordem é chamada de diagonal pois, para p € M, temos
que ing(p) é justamente a diagonal do menor p. Seja entdo in, (M) o conjunto dos mondmios
iniciais de M, isto &, o conjunto das diagonais dos menores de X. A subdlgebra K [in,(M)] C
K[X] gerada pelas diagonais dos menores serd chamada de dlgebra inicial catalética.

Seja

Alm,n) = {P] =, -, A, 1 <A1 < da <o < Ay S}

o conjunto das m-uplas ordenadas em {1,2,... ,n}. Os elementos de A(m,n) sdo comumente
chamados de colchetes e constituem um conjunto de varidveis sobre K. A cada [A] € A{m,n)
podemos associar naturalimente wm menor maximo de X determinado pelas colunas de indices
Al,. .., Am. Denotaremos

T T, S ZTx,,
Tay+r Thg+r s TAm+r
[[A]] == det Txy+2r Laa+2r e TAm+2r
a4+ (m—-1)r  Trg+(m-1r -+ Tx,+(m~1)r

Entéo temos os homorfismos de K -élgebras:

¢ K[A(m,n)] — K[M]
(A] — (7]

¥ : K[A(m,n)] — Kling(M))
[A] = ing (|[A]])

Vamos estudar neste capitulo algumas propriedades das algebras K [M] e K [in, (M )] por via
destes homorfismos.
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1. Tableaux

Uma maneira conveniente de trabalhar com monomios de A |[A(m, n)] e seus correspondentes
produtos de menores em K [M] é através de suas representacoes por meio de tobleaua,

Dado um monémio T = [A!]...[A"] € K[A(m,n)] com [AT] = [A},... A%, podemos escrever
T como uma matriz:

,\“5 ,\:'ﬁ A‘z

PYIEDY, SRS 4
(1) T

AL,

Denominaremos 1" de I-tableau. Notemos que um (-tablean representa i monomio de grau
t em K[|A(n.n)]. Dado min /-tablean T, denotaremos por ¢(T') - |1I']. a sua imagem como um
produto de ¢ menores maximos em K[ X]. Por conveniencia nos referiremos ao proditto |17 € KX |
também como sendo wm tableau.

Definiremos a dingonal de T como diag(T) == ing{¢ (7)) := v (T'), ont seja, como o produto das
diagonais dos menores da expansdo de T em K[X].

Definigdo 1.1.1. Dois tableaux T e T serdo ditos equivalentes se diag(T) = diag(T).

Nosso interesse agora ¢ determinar um “bom representante” para cada classe de equivaléncia
dos tableaux. Para tal, introduziremos a no¢ao de tableau r-standard.

T & dito standard se A} < A2 <. <AEvie{l,...,m}.

Agora, se T for standard, definimos os seguintes conjuntos para 1 <i < j <t

0,;(T) = {ke{1,... ,m — 1}, taisque /\'7,;‘—/\};‘4,] >r}

ory=|J o)

1€i<j<t
Definigao 1.1.2. T ¢é dito r-standard se T for standard ¢ O(T) = .

Veremos agora que todo tableau é equivalente a umn tableau r-standard (que serd Gnico). Para
tanto vamos definir inicialmente duas operagoes “clementares” sobre tableaux.

Sendo T tableau como em (1), definimos $(T') como o tableau standard obtido de T ordenando
as colunas.

Se T for standard , para cada 1 < i < j < { definimos 0;(T) = T como sendo o tablean
T=[A....A € K[A(mn,n)] com [A¥] = A% ... AR ], 1 <k <t, onde

i g
Ak—}—l—Ak_r

<] .. ) para k € O;(T).
M= A b

(iii) AL = AL se 1 ¢ {4, 4}

E facil de verificar que diag(s(T)) = diag(T) e diag(o;;(T)) = diag(T), se T for standard neste
dltimo caso.

Dado um tableau T decreveremos agora um método para construir um tableau r-standard
equivalente a T'.
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1.1.3 — Método de r-standartizagio. Seja T um t-tableau e escrevamos T = 7. O
processo indutivo é o seguinte:

I) Seja TU+D = 5(T()

II) Se TG for p-standard, entao TG+ 6 o tableau procurado.

IIT) Se TG+ nao for r-standard, sejal € {2,...,t} o primeiro inteiro tal que (’)”(T(H-l)) 40
e tomamos T+2) = oy, (TEHD).

IV) Volta a (I) com T(+2)

OBSERVACAO. O passo (I) no processo descrito acima foi colocado para simplificar a ordem
de aplicacio das operacdes s e o1;. Observemos que se T for standard, entiio s(7(%) = 7).

Exemplo. Antes de provar a validade deste algoritmo, daremos wun exemplo que apresenta
as principais caracteristicas do procedimento acima. Scja X = X (4,13,1) a matriz de tamanho
4 x 13 e 1-catalética:

Ty T2 T3 T4 Ty Te X7 X8 L9 X110 T11 T12 T3
rg T3 T4 Ty Te X7 Tg T T10 T11 T12 T13 14
3 T4 T5 Te X7 T L9 T1o T11 T12 T13 T1g  T15
T4 Ty 6 T7 Tg Tyg T10 T11 T2 Z13 T4 L5 T16

Seja
1 2 4 7
4 6 9 10
T=15 7 8 9
3 10 11 13

T é um 4-tableau nao standard, e portanto certamente nao 1-standard. Temos que
: 2 2 .2 2
diag(T) = z1252425T62728T 9L 112122 13216-

Vamos aplicar o algoritmo a T

1 2 4 7
3 6 8 9
TW=sT)=1} 7 ¢ 10
5 10 11 13

Temos O1o(TM) = {2}, O13(TM) = O1(TV) = {1,2,3}, O(TW) = Oz(TV) = 0,
Oy (TW) = {2,3},. Entdo

1 2 5 7

9

T® = 015(TW) = z31 2 g 10
5 10 11 13

73 = 5(T@) = T, E 015(T®) = 03(T®) = 034(T®) = 0, O13(T®) = 014(T®) =
{1,2,3}, O2y(T®) = {2,3}. Logo

1 3 6 8
3 5 8 9
T = 015(T%) = ; 6 8 10
5 10 11 13

TO) = s(TW) = TW, E 0 3(T®) = 013(T®) = O(T®) = 0, 014(T®)) = {1,2,3},
O24(TO)) = {2,3}, 034(T®) = {2}. Entao

1 4 9 10
o= |3 52
4 7 9 13
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1 4 8 9
o[58
4 7 9 13

e OIQ(T(")) = Op(TD) = O (TO) = O (TD) = O (1) = Ou (TP - 9
Logo T(M é 1-standard, e possui a mesma diagonal de 7.

Proposicao L1.4. O méiodo de r-standartizacao descrito acima é algoritmico.

Demonsiracdo. Scja

AL A A
B R R Y
AL LA,

um t-tableau, que ja vamos supor standard, ou seja, 7(1) = 7(0) - T Primeiro temos o segninte
fato simples de verificar:

FATO: Se A} — )\}“ <rpara2<u<tel <i<m-—1entao /\,' — /\fl_, < r para todo
Je{l,...,uteke{l,... 1}

Seja I = {(i,7), com 1 €i <mel<j<t}ordenado da seguinte forma: (i, i) > (h, k) se
i<houi=hej<Ah. )

Seja S={(i, ) € I tais que A} — AL, > r} e seja m(T) = max S. Convencionamos . (T) =
(m,t) se S =0.

A demonstragéo sera por indugao em m(T). Se S = 0, m(T) = (m,t) e T é r-standard. Agora
seja m(T) = (I, u) e suponhamos por induciao que se m(T') < (I,u) para T’ t-tablean standard,
entdo o algoritmo vale para T".

Nas condi¢oes descritas e usando o fato acima,

1
A=A >r
Mok <rseie{l,... 1-1}el<k<j<t

Moak <rsel<k<ji<u-—1

Logo
TAl oAb Al A= Al oAby AL
A2 oA A2 DY FPED Y D L S £
T = 5, (T) = /\-11[ /\.?; /\}H-iiir ~};“ ;;;7‘»2 X;';,,l ,\';;L
)\‘i Aé )\; A;I, »\§:+2 A:,;l A'

Escrevendo T®) = 5(01,(T)), denotamos

ESREP R UG IRt N
PR D VA BV AR Y- 0
1= | Gy o 0
UL ul. ul u wi
)\1 Arz P At Al+1 A1”.
LA B e e ) |
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Como A ! < Al Fr<Ar < At entdo )\"(3)
1# 1 §F u.

. i(3 . . . s s
Temos ainda que )‘II—H < ’\I-(H) para 1 <i < t. De fato, ha dois casos possiveis:

N 3

= A +re I para (i,7) > (I,t) e

CASO (1) A}, — A}, < 7. Neste caso {/\,+1),1 <i<ty={AY—r}uU{d}, ;1 <i <t} eentdo
¢é claramente verdade.

CASO (2) AY,; — Al o > 7. Neste caso {A;fl), 1<i<t}={A}—nr Ao+ r}U{dl,, 1<i<

t,i% u} e como Al ; < A}, , também é claro.

Logo temos /\u(3) tlf’l) <A} -~ l+l Se /\"(3) /\llﬁ) < 7 entdo m(T®) < (I,u) e aplicamos
a hipétese de indugao. Se /\"(3) llf‘l) > r repetimos o processo com T®) e encontramos 7'(%)
com )‘u(5) llfl) 7(3) 11(3) Continuando este processo eventualmente teremos uma etapa

v (v impar) em que m (T ™) < (I, u), quando valera a hipétese de inducao. O

Como conseqiiencia da demonstragao de 1.1.4, temos uma caracterizacao mais simples de
tableaux r-standard.

Coroldrio 1.1.5. Um t-tableau T' é r-standard se e s6 se T for standard ¢ O14(T) = 0.

Para a demonstragio do lema seguinte observamos que se T é um t-tableau como em (1) entéao
t m
diag(T) = [ ] H“’A{+(i*1)r
j=li=1

Lema 1.1.6. Dados dois tableaux T e T r-standard tais que diag(T) = diag(T) entao T = T.

Demonstrag¢ao. I claro que ambos T e T s@o tableaux de mesmo grau. Sejam portanto

Al Al AL
e DYDY SN A%’”
oyt v
LAY A5 o AL
e
PSR 1A
2‘} a‘% ’\m
7 SYIDY: A2,
ML A
Demonstraremos por indugao em m. Se m = 1 é trivial. SeJa entdao m > 1 e suponhamos valido
para m — 1. E fécil verificar que Ab= AL Sejau € {1 4t 4 1) tal que Al = A1 L0 AT
/\“ Le AT # /\“ e convencionamos u = t + 1 se A { para 1 < i <t. Vamos provar que u > i.

Suponhamos por absurdo que A} < A“. Como z,y é fator de diag(f") entao teremos que
A=A+ (G-
para algum k € {1,...,u — 1} e algum j € {2,... ,m}. Mas entdo

MrG-Dr=2t <2

-

<3,

donde

=S -2y

o que é absurdo.
1_ 31 t_ 3t
Logo Aj = A7,... ,A] = AL
Agora consideramos os tableaux
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'/\:5 |- /\.,ln bor
” S A2 4

Lz\fz' S D L

e ~

PR AL

A Jm 0T
o A4y PEANE

Ay AL ]

em relacao a4 matriz X’ obtida de X retirando-se a primeira linha e a primeira coluna. Por
indugao 7' = T', donde concluimos o desejado. I

Temos entio que os tableaux de K[A(m,n)] estio divididos em classes de equivaléncia pela
comparacao de suas diagonais, e temos um representante inico emn cada classe, que sio os tableaux
r-standard.

Definigdo 1.1.7. Seja T' € K |A(m,n)] um tablean. Designaremos por rs(T) o tnico tableau
r-standard equivalente a T'.

OBSERVAGAO. Observamos que se n —m — 1 < r entédo rs(T') = s(T'). De fato, dados dois
colchetes [A] e 2], temos neste caso quei < X;, 73 <n—m-+i. Logo ri—Aiy <n—m+4i—(i11)=
n—m-—1<r.

Seja S, = {|T| = ¢(T) € K[X], T € K[A(m,n)} r-standard }. Temos o seguinte corolario do
lema L.1.6:

Lema 1.1.8. S, ¢ linearmente independente.

Demonstra¢do. Seja F C S, um subconjunto finito. Ordenemos F de acordo com as diagonais,
ouseja, F = {|Ty|,...,|Tu|} onde diag(T;) >, diag(Tit1), 1 < i < u — 1. Queremos provar que
se a1|T1|+ ... + au|Tu] =0 com a; € K, entdo a; =0 para 1 <i <u.

Podemos supor que todos os tableaux de F sdao de mesmo grau e distintos. Se diag(T;) = m,
pela unicidade, m; >, mg >4 ... >4 my. Supondo, por absurdo, que a; # 0, concluimos que
m1 deve aparecer como parcela de algumn tableau |T;|, 2 < i < u. Mas entdo m; >, mj, 0 que ¢
absurdo. [

2. Apresentagao de Algebras

Nesta se¢do estudaremos a apresentag@o da algebra inicial catalética via . Melhor dizendo,
estudaremos o micleo ker de .
Temos o seguinte

Teorema 1.2.1. O niicleo kerv de ¥ é gerado pelos binémios da forma

Al = s (A1)

para todos os colchetes [A], [u] € A(m,n).

A demonstracéo do teorema depende de alguns lemas que passamos a considerar. Procedere-
mos por etapas. Primeiro vamos fazer algumas redugoes.

Seja J = ([A}{z]—rs([A][1])). Como é claro que J C ker 4, mostraremos a continéncia reciproca.
Para isto tomaremos f € kery e mostraremos que f € J. Seja f € K[A(m,n)] com y(f) = 0.
Escreveremos f de maneira conveniente:

f= Z a;, T;, + Z ai,Ti, +... + Z a; T;,

€l ig€ Iy i€y

onde a;; € K e o (T;) = ¥(T;) se e somente se i, j € I para algam I € {1,... ,k}
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Como »(f) = 0, entdao por L.1.7 temos

(2) Z(l“:...: Zaik:O

ey i€ Iy

Para cada j, 1 < j < k scja T; o tinico tableau r-standard tal que v/(7) = #(T;,). Usando (2)
podemos reescrever f:

= (T =Tt D ai(Ti, = Ta) +...+ > i, (Ti, = Tx)

el ig€ Iy ix€ Iy

E claro que T;; — T; € kerv. Logo basta mostrar que Ty, — T; € J, ou seja, reduzimos o
problema a mostrar que os binémios da forma T — rs(T) pertencem a J.
O método de r-standartizacdo (I.1.3) nos d4 uma seqiiéncia de tableaux

T=TO 170  7® = 5(T)

com as seguintes propriedades:
(1) TUW = s(TU-1) se j for impar

(ii) TU~Y ¢ standard e T = 0,,(TU~1) se j for par nao nulo ( a escolha de ! sendo como
descrita em [.1.3)

Usando esta seqiiéncia, temos
T —rs(T)= (T —TWD) + (TW =7 ¢ .. 4 (7*1 —15(T))

o que reduz o nosso problema a mostrar que os hinémios da forma T — s(T') pertencem a J
qualquer que seja o tableau T'; e que se T for standard, T — 0;;(T) também pertence a J. Vamos
estabelecer estes fatos como dois lemas separados:

Lema 1.2.2. Se T for um tablean standard, entao T — 0;;(T) € J.
Demonstragio. A demonstragao segue diretamente da definicao de oy;. [J
Lema 1.2.3. Dado tableau T qualquer, T — s(T) € J.

Demonstragio. A demonstracao segue dos resultados em [S}, mas preferimos dar uma demon-
stracao direta. Para tal, descrevemos um algoritmo cuja demonstragéo é andloga & demonstracao
de L.1.3:

1.2.4 — Método de standartizagio. SejaT = [A]...[AY um t-tableau e escrevamos T(©) =
T. Parai > 0:

I) Se T for standard, entdo este é o tableau procurado.

IT) Se T nao for standard, sejam k, 1 os menores inteiros com 1 < k < 1 <t tais que PRI
seja nao standard e tomamos TG = AV .. [A¥] .. [AY...[AY] onde [XF][AY = s([A¥][MY])

III) Volta a (I) com T+,

Agora, usando o fato que [A][g] — s([M][z]) € J, juntamente com o algoritmo acima, é facil
verificar a validade do lema. O

Demonstracdo de 1.2.1. O teorema é conseqiiéncia direta dos lemas [.2.2 e 1.2.3 e das redugoes
descritas. O

Na seqiiéncia determinaremos uma base de Grobner para ker. Definiremos uma ordem
adequada em K |A(m,n)] tal que os geradores de ker encontrados em 1.2.1 formem eles préprios
uma base de Grobner. Para a defini¢ao de hase de Grébner, vide A.4.2.
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Proposigio 1.2.5. [Ixiste nma ordem monomial <, em K[A(n.n)| tal que

Ml 27 s(IAe]) 27 rs((A]l0])

Demonstracio. A demonstracao consiste em definir uma relacao de ordem entre os monomios
de K[A(m,n)] que possua as propriedades descjadas.

Dado um tablean T = [/\‘” paral <i<mel <j<d, seja«(T) aseqiiencia dos inteiros /\{
ordenados em ordem decrescente. Definimos entao a ordem 7 da segninte maneira: sejam Ty e
T, tableaux; entiao T7 >, To se:

(i) degTy > degTy;
(ii) degly = degTys e e(T)) > e(T3) lexicograficamente:

(iii) degT| = degTy, e(T)) = e(T9) e T\ > Ty na ordem lexicogrifica reversa determinada pela
ordem nas variaveis induzida por (ii).

A verificagdio que a ordem definida assim é realmente uma relagcdo de ordem é simples. Para
verificar que é ordem monomial temos que mostrar que se Ty >, Ty entao T\ Ty >, TyT3 para
qualquer tableau T%.

Se degTy > degTy ou se degT) = degTy e e(T)) = e(T2) entio é facil de ver que Ty T3 >, TyTs.
Agora se degTy = degTs e e(Ty) > e(Ta) escrevemos e(T}) = (e;) e e(Ty) = (¢}). Scja j > 1 tal
que e; = ¢} para 1 < i < jee; > €. Seja ¢(Ts) = (¢) e tomemos k o maior inteiro tal que
€p > ej eel < ej (convencionamos k = 0 se e} < ¢; para todo I). Entdo e(T,T3) = (A,ej,...)
e e(T2T3) = (A',v,...) onde A representa a seqiiéncia ordenada dos elementos do conjunto

{61,... ,ej_l} U {(.’,/‘,,.. . ,(’.IA/:

e A’ representa o mesmo para o conjunto

{€},. .. ,e}_l}U {ef, ... e}

Temos entdao que v = e} ony= eZH. Em ambos os casos v < ¢j, donde T\ T3 >, TyTy

Provamos que <, & ordem monomial. Agora vamos verificar que satisfaz as propriedades
enunciadas.

Seja T = [A][;] um 2-tableau com [A] = [A;... 2] e {u] = [p1. .. pn)- Suponhamos inicial-
mente que T scja nao standard. Neste caso seja j o maior inteiro tal que A; # pj. Podemos
supor Aj < jij. Com esta escolha, seja k < j o malor inteiro tal que Mg > pi. Seja s(77) = [A|[p/].
Temos

T {,\1 D VTP YRR PR ,\,,,]
H1 o ..o BEer HE ... HBi o ... [m

- |

)"l )\2:_1 F22% ’\k+1 )‘j )\,,,
My e Bho1 Ak BRE1 --e [ .e. fim

com a defini¢do da ordem r temos

91 <+ f1 <+ f2 <+ 92

Pela ordem lexicografica reversa aplicada a T e s(T) (como na condicio (iii) da defini¢do), o
expoente correspondente a g; em T é 0, e o expoente correspondente a gy em s(T) é 1, e 1 > 0,
donde T >, s(T).

Agora suponhamos T standard, mas nao r-standard. Scja 1 < i < m o menor inteiro tal que
o(T)y c{1,...,i—1}. Escrevemos

T— Al Ae1l A Akl e Am
12 Hi—1 i it .. Han
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D VI VD VR U

i
) 1 7 ! !
Hy oeo Hg oy By By - My,

o)~ - |

onde A} = A1, pf = p1; e A, = Ay, = ppparai-f1<p<m.
Temos 1,1 — Ai > r e X, = g — v, b, = X; + 7, donde tiramos as designaldades

/\; > Ay
i1 < iy
Ai < iy

7
Ai < Hi-1
Usando estas designaldades. concluimos que

e(T) = (pms -+ s priyv,...)
—_ !
e(O(T))_ (ll’m: y,Uti,'U,...)
! = . o~ . _
onde v e v’ estdao na mesma posigdo e os elementos & esquerda de p; sdo os mesmos nas duas

seqiiéncias.
Temos as seguintes possibilidades:

(a) v = Ag para algum k > i e ;1 < Ay, pois i > Hi-1 > Ag
(b) v = pi-1

(@) v' = A} para algum [ > i e A\; < iy, Pois p1; > pl_ e j; > M
W) o' = pj_y

Se acontece (b’), como p}_; < pi-1 < Ay, entdo v’ < v e e(T) > e(o(T)).
Em (a’) temos duas possibilidades:

(8.1) v' = Xl Neste caso, como Ax = A}, para k > i e como p;—1 > A, entdo v' < v e
e(T) > e(o(T)).

(8.2) v' = X\; para I > i. Neste caso temos, pela definicao de e(), que ;u; > A > it .
Novamente analisaremos dois casos:

(8’.2.1) Se A; > p;_, entdo v = A, Seja p, com i < i+ p <! tal que

e(T) = (um: . yuiyAky"' 1A’i+pyﬂi—-11-'-)
e(o(T)) = (Jmy -« s Bis Mgy -+ s Aigpy 0’y .0 2)
onde w' = A, | ouw' = p} ;. Em ambos os casos, ¢(T) > e(o(T)).
(8’.2.2) Se Ay < pi—y entdo p; > pi—1 > A e certamente v’ < v, donde e(T) > (n(T))

Entdo provamos que a ordem assim definida possui as propriedades desejadas, ¢ assim a
proposicao 1.2.5 fica demonstrada. 0O

Coroldrio 1.2.6. Seja T € K{A(m,n)] um tableau arbitrdrio. Entao T >, s(T) >, rs(T).

Teorema 1.2.7. O conjunto
{\ld = rs(IN[1]) ¥ AL [1] € K [A(m,n)]}

é uma base de Grébner para ker v na ordem <., e in.(ker ) é gerado pelos monéniios da forma
(M[1] ndo r-standard.

Demonstragio. Seja M = ([M[n] € K[A(m,n)] tal que [A][u] seja nao r-standard ) ideal em
K[A(m,n)]. Seja J = in.(ker ) na ordem <,. Temos que M C J. Precisamos provar a incluséo
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reversa. A demonstracio sera feita em dois passos. Primeiro provaremos que cada tableau nao
r-standard estd em M e entao provaremos que cada monoémio em J € um tableau nao r-standard.

Seja T = [A!]...[A!] um tableau ndo r-standard. Se T for nao standard, existem inteiros 4, j
com 1 <4 < j <t tais que [A¥][\] é ndo standard, e portanto estd em M, donde T € M. Se T
for standard, como antes existem inteiros 4, j com 1 <14 < j <t tais que O;;(T) # 0. Neste caso
também [M!|[\Y] € M e portanto T € M.

Suponhamos agora que algum tableau r-standard T esteja em J, ou seja, T = in,(f) para
algum f € kery nao nulo. Se f fosse constituido apenas por monémios r-standard, por I.1.5
terfamos ¥(f) = 0 = f = 0. Logo, por um argumento andlogo ao usado em I.1.7, deve existir
um tableau nao r-standard 7' na expansao de f tal que ¥ (T) = ¥ (T'). Mas por 1.2.6 terfamos
T’ >, T, uma contradi¢ao. O

3. Algebras de Rees

Vamos estudar agora a algebra de Rees associada a K[in,(M)]. Se I é o ideal em K [X] gerado
pelos elementos do conjunto ing (M), a algebra de Rees associada 4 élgebra inicial catalética é
R(I) = @i>ol't' C K[X,t]. Podemos ver que neste caso R(I) é isomorfa a K[X,in,(M)t] C
K|[X,t]. Escolheremos uma ordem monomial ¢’ em K [X,t] como se segue: se ut' e ut’ sio
monémios de K [X,t], com g, u’ monémios em K[X], entfo ut® <o p'ti sei < jousei=je
i <o i’ com respeito & ordem <, de K[X].

Consideremos o homomorfismo sobrejetor

W : K[X,A(m,n)] — K[X,in, (M)]

] — ing (A}t = $([A])¢

Temos o

Teorema 1.3.1. kerW¥ é gerado pelos seguintes binémios:

(i) "El+(k—1)r[)‘1 coAml — :’:Ak+(k—1)r[’\1 D YRIPY) YT Iy |

paral <k<mel< A <A< ... <A1 <I< A< ... < A <.

(ii) (Allw] = rs(A][w])
para quaisquer 2-tableaux nao r-standard [A][i] de K [A(m,n)].

Demonstra¢do. A demonstracao deste teorema sera dividida em varias etapas. Comegaremos
com algumas simplificagoes. E fato conhecido que ker ¥ é gerado por binémios (ver 1.2.1, por
exemplo). Entdo basta mostrar que dado f = 41T, — u9Ts € ker ¥ onde w; é um mondmio em
K[X] e T; indica um tableaux em K[A(m,n)], f pode ser escrito como combinacao das relacoes
(i) e (ii). Observamos que f € ker ¥ implica que deg(u1)=deg(usz) e que T) e T» sao d-tableaux
para algum d.

Sejam T = rs(T1) e Tz = rs(T3). Temos

f=uTy — Ulfl -+ ulf"l - U2f2 + ’u,gfg —ugTh =
=u1(T1 - 7:1) + (Ulfl - ung) + uz(fg - T2)

A primeira e a Gltima parcela da soma acima pertencem a ker 7 e portanto podem ser expressas
como combinacdes de elementos do tipo (ii), pelo teorema [.2.1. Logo basta mostrar que f =
u1T1 —u9T2 € ker ¥ com T, Ty d-tableaux r-standard é gerado por (i) e (ii). E claro que podemos
supor mdc(uy, ug) = 1.

Faremos a demonstracao por indugao a partir de trés casos.
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Caso 1. f = Ty (k~|)1'l/\l PN /\m] - Jt,\,+(lvl)r[[t1 . . ./l.m].

Primeiro observemos que, como f € ker ¥,

(3) it (=0 Vi 1} = {4+ G =D Vi/ k)
Agora faremos inducio na diferenca [l — k|. Se |l — k| = 0, entdo | == k ¢ ve-se diretamente

que f é uma relacao do tipo (i). Se |l — k| > 0 suponhamos, para fixar idéins. que 1 < k. Da
igualdade de conjuntos (3) tiramos que

[/t] B [/\1 A Ay b Ao A e i Aggr .. /\,,,I
donde podemos escrever
f =2 -1y Al = 25 40-yrlpl =

(4) = (m;tk+(k—1)r[’\] =T rlA Ay A Ao A g Aprr - .)\m]> +

+ (:B,\,+14,l,.[)\1 AL A A2 F AR T e Akl Am) — T x4 (1 l)r[/‘])

Na expressao (4) vemos que ambos 0s termos entre parénteses sio clementos de ker W. Na
expressao do primeiro paréntese temos que |k — (I + 1)| < |k — I]| e vale a hipétese de inducao.
No segundo paréntese verificamos que, como A;y1 = p; — r, entdo este termo & da forma (i).

Caso 2.
1 1 1
W by hgoe Iy
’\l A ’\m Ky o
= m;,tf~|<(im1)r : : : _z}\‘,‘+(k~1)r .
AMOoA g nt owg o on
parad > 1.

Consideramos os pares (u,v) € {1,...,m} x {1,...,d} ordenados lexicograficamnente, ou seja,
(u,v) < (w,z) seu < wonu=wev < z. Existe uma injecao de {1,... ,m} x{1,... ,d} em N
dada por (u,v) — v + {u — 1)d que preserva a ordem. Usando esta identificacao definimos

distg((u,v), (w,z)) = v+ (w = 1)d) — (z + (w — 1)d)| = [v — 2 + (u — w)d]|.

Observemos que como os tableaux em f sdo r-standard,

(5) AgtF(u—1r<A3 +(w—1reu,+@—1)r<p 4+ (w—1)rse (u,v) < (w,z).
Também temos
(6) {2+ (w = 1), Y(u,v) D} = {ud+ (w =), VY(u,v) # (i,4) }-

O procedimento agora sera inducao em p = distq((, 7), (k.1)). Se p =0 entdo (i,j) = (k.1) e
por (5) e (6) temos que [A\*] = [pY] se u # j, donde

JE PR PO U SR TE PPN U IS SA L )}

e temos a conclusao pelo caso 1.
Consideremos agora p > 0. Para fixar idéias, tomemos (k,1) < (i, j) com k < i e j < l. Scja
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r 1 1 2 2 2 1 1 A
Al AL ML . AR a2 AL, L
j-1 j-1 i i G 41 -1

MTL M Moo XL X AT A
j i j+1 J+1 iy j
AL A AT ,\,._12 b ,\i+i oM,
j+1 j+1 i+ i+ Gl g+ i+1
AL A MY A N ML
T=1 -1 ! ! ¥ l: 1 -1
DY ,\;CJF1 ,\;»_1 PUNED o SRR Y
l ! +1 +1 l 1 1
AL AL AL D b Ly
I+1 I+ 1+2 +2 I+1 141 I+1
L DY AU BN, At Y
d.—l 'd d d d.—l d.——l d‘—l
ad-t Ag Mo o AR X /\fz“ /\"3
d 1 1 1 d
L AT e At Apgetr o Apdr A Al oo An ]

Usando a propriedade (5) podemos verificar que T é um tableau bem definido. Observamos
que se j > | o tableau andlogo também ficara bem definido. Temos entéo

_ 1 d
f _(z;z{+(i—l)r[’\ ]...[2% - zz\',,+1+(k—1)rT)+

+ <$A§=+l+(k_1)rT - "3,\',,+(k—1)r[/11] cee [ﬂd]>

Usando (6) verificamos que as expressbes entre parénteses pertencem a ker ¥. No primeiro
paréntese temos

distg((3, 7), (k, 1+ 1)) < dista((3, ), (k, 1))
e no segundo temos )\fjl = ,ufc. Observamos que, caso T nao seja r-standard, aplicar a redugdo

usada no inicio da demonstragao nao altera os fatores em X, donde a hipétese de indugao ainda
se aplica.

Agora vamos ver o caso geral, ou seja,
Caso 3.

... q

— . . _ 1
f = ml—‘:i“’r‘(il—l)”‘ .. ’zp.::-i-(ih‘l)r Z>‘1’¢11+(k1_1)r .. 'm)\‘k’;%—(kh—l)r[# ] RN {p

com (ip, jp) < (iq, jq) € (kp,1p) < (kq,lq) se 1 <p< g < h.

Como no caso 2 temos a propriedade (5), e (6) pode ser reescrita
(7) e+ (=D Y (k1) # (bu l) } = {6 + G = D, VG 5) # (i, 0) }
para 1 <wu < h.

Vamos aplicar indug@o em h. Se h = 1 estamos no caso 2 e vale o fato. Seja agora h > 1. Para
fixar idéias, podemos supor (k1,11) < (é1,41). Analogamente ao que foi feito no caso 2, seja
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AL AR AL L
At

o
. : ¥
pl!
A
ag-t '

. AL . :

RS ST Y A PR V. O C

Usando T podemos reescrever f = f; -+ fo onde

— , , 1 d
fi= Tud24(ia-yr Tt i1y (my§}+(z‘1—1)r[’\ IRt w,\‘,}l+(k.~1)rT)

= ) . _ 1 d
fa 'L)\‘,}l +(k1—-1)r (.’L‘#fz F(ig—-1)r 7" w/t'::+(ih—1)rT m/\(kzl +(ky—1)r *° 'm/\lk'; +(ky, - 1)7'|/t ] T [/t ]>

Entao temos (independente do fato de T ser ou nao r-standard) que f} e fy satisfazem a
hipétese de indugdo. Com isto finalizamos a demonstragao do teorema 1.3.1. [

Definiremos agora uma ordem monomial adequada em K [X, A(m, n)] para determinamos uma
boa base de Grobner para ker V. Como sempre, seja ¢ a ordem monomial lexicogrifica por gran
em K[X] induzida pela ordem nas varidveis z; > z; se i < j. A ordem que serd usada em
K[X,A(m,n)] serd a ordem 7’ produto das ordens o e 7: se u;Ty, ugsTy foremn monomios em
K[X,A(m,n)] com T; tableau ¢ u; € K[X], entdo u1T1 > uoTa se uy >4 ug 00 uy = ua e
Ty >4 To.

Com esta ordem temos que, nas expressoes (i) e (ii) do teorema 1.3.1,

iy (k-1 A1 Amd >0 Ea g =0)r A1 Ar— 1A gr - A

el > - rs((Al{u])
sel<k<mel<AM<A<... <A1 << Ig<...<Ap<n.

Teorema 1.3.2. As expressées (i) e (ii) do teorema 1.3.1 formam uma base de Gribner para
ker ¥ com relacao a ordem 7', e in.(ker ¥) é gerado pelos monémios que aparecem & esquerda
nas expressoes (i) e (ii) de 1.3.1.

Demonstragdo. Seja J = inp (ker ¥). Precisamos mostrar que dado um monomio f € J, f é
multiplo de algum dos monoémios:

(8) .l‘H_(kAl),.[/\l ...)\m] ypara 1 <A <Ao< < Ap1 <I< A< o< A €

(9) [A][z] , ndo r — standard.

Tomemos F € kerWe f = ing(F). Se I € K[A(m.n)], entdo pelo teorema 1.2.7 temos que f é
miltiplo de um monémio da forma (9). Se F' € K[X], entao como ¥(F') = 0, s6 pode ser I' == 0 ¢
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nada ha para verificar. Resta o caso em que F nédo é um polinémio puro nem nas indeterminadas
X nem nas indeterminadas A(m, n). Neste caso f é o produto de fatores em K[X] e K[A(m,n)].
Vamos proceder com algumas simplificagées. Escrevemos F da seguinte forma:

{ N
(10 =Y (3t
k=1 M=1

onde af € K \ 0, e ff sdo monémios tais que ¥(f7) = W(f1) se e 56 se p = ¢. Além disso
suporemos f = in./(F) = fi.
Como ¥(F) = 0, temos que

para 1 < k < 1. Deste fato temos que np > 2 para todo k, 1 <k <L

Entao, em particular,
ny ny

1,1 17,1 1
Z a;, fi, = Zai (fi - f1)-
ir=1 i=2
Ora, g= f} — f} € ker ¥ para 2 < i < n; einy(g) = f}. Logo, reduzimos o nosso problema
a estudar uma expresséo do tipo g = u3 Ty — uaTy com uy >4 ug € inys(g) = u17T1. Se Ty néo for
r-standard, ent&o u17; é multiplo de um monémio do tipo (9). Se T} for r-standard, temos

g=u1T1 —ugTy = (ulTl - uz(rs(Tg))) + (uz(rs(Tg)) — ugTz).

Como U(g) = 0 e U(ua(rs(T2)) — uaTa) = 0, entdo ¥(u;Ty — ua(rs(Ts)) = 0. Portanto, basta
estudar F' da seguinte forma:

F

LR “

1
_mA‘,}l+(k1—1)r"'mz\"‘ +(k:h—1)7‘[# ] [;L

e O L U VL n

onde (ip, jp) < (iq,Jq) € (kp,lp) < (kg,lq) se 1 < p < ¢ < h; e os tableaux s@o r-standard.
Observamos também que valem as propriedades (5) e (7).

Sem perda de generalidade podemos supor que (k1,11) < (i1,71). Do fato que os fatores em
X sdo primos entre si e das propriedades (5) e (7) temos que

Tt p(a-r < ENL (k1)
ou seja,
(11) pl 4 (i = D) > AL 4 (k= 1)r

donde
d].

. s 1
ing(F)= f,= mz\‘,}l+(k1—1)r"'x)\ +(kh_1)r[u ]... e

th
kn
Queremos mostrar que f; é miltiplo de algum monémio do tipo (8). Para isto vamos aplicar
indugdo em p = distq((k1, 11}, (i1, 51))-
Se p = 0 entéo (k1,11) = (i1, 71). De (11) concluimos que /\fc‘1 < ,ufc‘l e das propriedades (5) e
(7) tiramos que )\2‘1_1 = #fcll~l' Logo f1 € miltiplo de

l l
(12) w)‘:,‘11+(k1_1)[y11...u,}z
onde
l l l
p’kll—l < Aklj, < 'u'kll

como desejado.
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Sep > 0, entdo (ky. 1) < (71,71). Clomo antes temos que /\L‘l 0= /12,‘1“ 1- De (5) e (7) podemos
concluir que
/tll;:l + (k= Vr = /\3 4 (g —1)r

para algum par (q,s) com (k. 1) < (q.3) < (i1, 11). Portanto

/\L‘l Pk =1)r < A5+ (g—1)r= ;/i} 1 (k1 = D)r.

1

Se a desigualdade acima for estrita, /\f”_‘1 < ui}l ¢ recuperatos que f; ¢ miltiplo de (12). Se
tivermos a ignaldade, como

INL G- T EAHe-Dr

entao
Aot (g = 1)r < AR A (ky — D

para 1 < u < h. Logo f; pode ser reescrito:
f1= a0 S Tyen PR
1 A Haq=1)r A H(an-)r
onde Ag¥ + (gu— Dr= At‘ + (qu — 1)r e (q1,81) = (g,8) < (qu, s) para 1 < uw < h. Logo

distq((q1, 51), (41, 51)) < p

e a hipétese de inducao se aplica, donde f; é multiplo de algum mondmio da forma (8). O



CAPITULO 11

O COMPLEXO SIMPLICIAL ASSOCIADO
A ALGEBRA INICIAL CATALETICA

1.Complexo Simplicial Associado a K [in, ()]

Vamos construir agora um complexo simplicial que nos dard importantes informaces sobre a
algebra Klin, (Af)].
A(m, n) possui uma estrutura de conjunto parcialmente ordenado com a ordem parcial natural

[/\1,..- y)\m] < [,Ufly--' y,“fm]

se A; <y para 1 < ¢ < m. Chamaremos um conjunto parcialmente ordenado de poset, do inglés
partially ordered set.

Recordamos que uma cadein em um poset I é um subconjunto de TI totalmente ordenado.
Uma cadeia é dita saturada se for maximal com respeito & inclusao. Consideremos novamente o
ideal (ver 1.2.7)

J = ing(ker) = ([Allu] / ][] # rs((A][u]))

J é gerado por monémios livres de quadrados e, portanto, podemos associar a J o complexo
simplicial
A= {H CAm,n)/ T] gJ}

AleH

Notemos que toda face H de A é uma cadeia de A(m,n). Porém, uma cadeia H de A(m,n)
serd uma face de A somente se para cada [A], [r] € A(m,n) o produto [A][r] for r-standard.

Entédo temos que K[A(m,n)]/J é o anel de Stanley-Reisner de A. Sabemos, por 1.2.1, que
K{A(m,n)]/J e K|ing(M)] possuem a mesma série de Hilbert. Logo podemos calcular vérios
invariantes da élgebra K[in, (Af)] através da teoria dos anéis de Stanley-Reisner.

O préximo passo serd descrever adequadamente o complexo A.

Podemos escrever J = Jy + Jo onde

Jy = ([A] 1] + Pe] ndo seja standard)
Ja= ([Nl[1] : [Mg] seja standard mas nao r — standard)

Seja Aj o complexo simplicial associado a Jj. Como Jy é gerado pelos produtos de pares de
varidveis nao comparaveis de A(m,n), entdo os elementos de Ay sdo as cadeias de A(m,n). A,
é conhecido como o complexo de ordem do poset A(m,n).

Sen—m—1<rentao J = J| e portanto A = A;. A dificuldade surge quando n —m —1 > r.
Vamos analisar esta segunda possibilidade.

Seja

Irn={(22s... Am) EN"1 /1< A< A3< ... < Apn<n—1}

Definimos, para I = (A2, ... ,Am) € I7, 4,
A= {[u] eAlm,n) /Lo, .. A S [ul S Pa+r o A F r,n]}

A1 herda a ordem parcial de A(m,n).

23
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Lema IL1.1. Se|pl. |a] € A, . SA0 compariveis, entao [plle] 6 r-standard.

AN

Demonstragio. De lato, escrevendo (i) == (g, ... ,pm] elo] = lo1, ... o] esupondo |p] < o],
entdo temos A; < pjeo;. 3 < Aj+rpara2 < j<m. Logo

g1 —p; L Aj+r—=2;=r.

O
Lema I1.1.2.

(i) Sen —m — 1 < emliao as facetas de A sdo as cadeias saturadas de A i),
(i) Se n —m — 1 > r entio as facetas de A sdo as cadeias saturadas de Ay com | percorrendo

AN

LRI

Demonstracoo. Como ja loi visto, se n —m — 1 < 7 temos A == Ay, o que prova (i),
Para verificar (ii). tomemos [ € I, ., T = (Aa,..., Ay} e seja I C Ay uma eadeia saturada,
Vamos verificar que f/ ¢ uma faceta de A.

Como H é saturada, entio |1,X9,..., ] € H e [Aa +r...., Ay 4+ 7.n] € H. Scja [s] €
A(m,n)\ H. Sc [o] € A; eutdo H U {[o]} terd wm par de clementos incompariveis, donde

HU{[o]} & A.

Se [o] & Ay, temos dnas possibilidades:

I oj < Aj paraalgum 5 € {2,... ,m}.

Neste caso {o}. [Aotr, ..., A 1r,n] € HU{[o]} eou o], [Aabr, ..., Ay 17 0] sito incompariveis
ou [o] < [Az-F7,..., Ay 4 r.n|. Nasegunda possibilidade temos que, como Aj; — o; > 0. entio
Aj+r —0; > r. De qualquer forma concluimos que [o][Ag + 7, ..., Ay, F 7, 0] ndo & r-standard,

donde H U {[s]} € A.

II. 0j_1 > A;+r paraalgum j € {2,... ,m}.

Neste caso [o], [1, Ao, ..., Am] € HU{[o]} e, como acima, ou estes elementos siio incomparaveis
ou [o] > [1,A2,...,An]. No segundo caso, como 0.1 — A; > r, entdo [o][l, Ay,... , Ay, néo é
r-standard. Novamente temos, portanto, que H U {[o]} &€ A.

Reciprocamente, seja agora H € A uma faceta: provaremos que H é wma cadeia saturada de
algum Ay, L €17, ..

Sejam [0] e || respectivamente o minimo e o méximo de I7. Como II € A, entio |o]|u] ¢
r-standard e, portanto, p; — a;. < 7 para todo j tal gue 1 < j < m — 1. Além disso, pela
escolha de [0} e [u], ¢ claro que oy = 1 e pyy = n. Vamos provar que (79,... ,04,) € Ih, ., ©
que é equivalente a provar que g, < n —r — 1. Suponhamos, por absurdo. que 7, > n —7r — 1:
entdo devemos ter i, g = n — 1, pois [z] é maximoen~1 -0, <n—1—(n—7r)=r—-1<r.
Se o1 < o4 ~ 1, tomando [¢'] = [1,09,...,64-1,0m — 1], vemos que [o'}{n] é r-standard e
[¢'] < [o], contrariando o fato de H ser faceta. Logo o.,,.1 = om — 1, e disto deduzimos que
Um—2 =n —2. Continuando o mesmo argumento, acabamos concluindo que

IO‘] [] VO — m 2» T —m - 37 e 3 Oy — 2, o — 1, ’77711

[ =ln=—m+l,n—m+2,...,n—2,n~1.0]

Como n—r—1 > m, se tomarmos [0'] = [l,0,,—m+1,0m—m+3,...,0m—2,0m—1,04,], entao
[0][u] é r-standard e [¢'] < [o], também contrariando o fato de H ser faceta. Logo o < n—r—1
e portanto (02,...,0m) € I, ,,. Agora, como p; — g1 < 7, e como [u] é maximo, s6 pode ser
B; =041 + 7 paral <i<m — 1. Portanto, H é uma cadeia saturada de A(,, . o,.)- O

Denotando por Ay, ... a,.) © complexo simplicial de ordem associado a A(y,.... a,.), pelo ex-

posto acima podemos escrever
A= U Aj.

IeIr,

m,n
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Vamos estabelecer mais algnmas notagées. Dado {P} € A um vértice, com P = oy, ... om] €
A(m,n), denotaremos {P}; = o;, o valor da posicao i do colchete correspondente. Dados
{P},{Q} € A, denotaremos

P-Q= {{P}i tais que {P}; + {Q}:, para 1 <i < m}.

Um complexo simplicial é shellable se satisfizer as condi¢oes de A.3.7.
Teorema I1.1.3. O complexo simplicial A é shellable.

Demonstragio. Se n —m — 1 < r entdo A é o complexo de ordem de um poset limitado, e
portanto é shellable (vide A.3.8).

Sen—m —1>r temos que A é a unido descrita acima. Mostraremos inicialmente que A é
puro. Para cada I € Lhn» Ar ¢ distributivo; logo as facetas de A; possuem o mesmo ntimero
de elementos. Scja d(7) o niimero de elementos de uma faceta de A;. Mostraremos que d(I)
independe de I. Fixamos I = (73,... , 7). Convencionamos 7, = 1 e 7,1 = n —r. Construimos

uma faceta F' € Ay como segue. Seja F = {Py,... » Pacry}- Por definigao,

P].: [T11T2)~-')Tm]

Pd(]):[72+7‘:7-3+7‘;~“ ,Tm+7’,n]

Entéo para 1 < j < d(7) temos que 7; < {P;}; < 7;41 + 7 para 1 <i < m. Scja a; = max{i €
{1,...,m} tais que {P;}; < 7341 + 7'}. Dado P;, definimos P;, de forma que

{P;}i, se i # a;
{PJ}1+1, sei:aj

{Pir1}i= {

Vé-se entao que o ntumero de elementos de F' é dado por
=)+ (Tm+r —Tm-1)+ (Tm—1+ 7 =Tm2) +...+ (2 +r—=71) + L =n + (m — 1)r.

Logo d(I) = n -+ (m — 1)r para todo I € I}, , e portanto A é puro. Fixamos d = d(I).
Agora vamos definir uma ordem total para as facetas de A que seja um shelling neste caso.
Primeiro ordenamos os complexos Ay:

A(}\Q:"' yAm) < A(HZy--- 7/—""71)

se (A2y. .., Am) <tew (£2,--. , m) Na ordem lexicografica.

Dentro de cada A ordenamos as facetas da seguinte maneira: dadas facetas distintas H, H'
de Ar, com H = {Py,... ,Pg} e H' = {P{,... ,P}}, sejat € {1,... ,d — 2} o menor inteiro tal
que Py = Pj,...,Py= P/ e Pyy1# P[,,. Como P; = P] e Py= P, e as facetas sao distintas, é
claro que existe um tal t. Sejam

Piii=[o1,...,0m] e Pt’+1: [0, s ol

Diremos que H < H' se Piy1 <iez P} 41 na ordem lexicografica.

A ordem total das facetas de A serd a seguinte. Dadas facetas H,H' € A, diremos que
H<aH seHeAreH e¢ApcomI<pez I'ouseI=1e H < H'.

Precisamos verificar que esta ordem é um shelling de A. Usaremos a caracterizagio (c) de
A.3.7. Separemos em dois casos.
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. 7
I - Caso “flip-flop”. 11, 1I' € A(x,,... A,y H <a H'.
Neste caso temos Py - Ph - [Ag 7, .., Ay + 7m,n] ¢ tomamos P Pl e oo B
claro que P, (¢ P!) é menor que Pq na ordem parcial de A(mn.n). Como P\, PP/, sdo vértices
1 ! / | I til
em A, . a,.) tals que Peyy <jer Py, temos que
Piyi = [01,02,... ,0i-1,0i,0ix1y.- -, 0j-1,0; + L.0ji1,. .. .ol
!
Ply=1l01,00,... 05 1,0+ 11,0441, .. 01,04 0541,. -, Ou
_f
paracertos 1 <i < j<m.
Para j como no pardgrafo anterior, seja P, € H' o méaximo dos clementos de 117 na ordem
parcial do poset A(rn,n) que possna a forma

! ! ! !
Py o 0 0 T T Ol
onde os indices ¢;,... , 0y 520 05 mesmos de P, —= Pl
Se P! pertencesse a I, entio terfamos que P, < Py na ordem parcial de A(m. n}: mas neste
caso {PL}i = o} < {P/ }i = 0i- 1, o que seria um absurdo, pois P, = /| por definiciio. Logo
Pl & H e P,/ I’). Intao
! 1 ! 7 1 !
Pu~1 = [017 s Op 1y O — ]10k+17' . ‘o-jmlya-ja v vrfm]
paraalgum k, 1 <k <j—15e
! 1 !
Py = [(71, c e 05130y e, 011,01 41,0041, O
para algum I, 7 <1 <m
Seja
! ! ! ! 1 1
Q' =loy,... oy o= L0y, YOG 105 Tkl O 1,00 Lo, Lol
Consideremos a faceta
h 7 / 1] > !
F=AP,...,P,_,Q Pyiy,..., P}
' o '
Vemos que F <o H' e H'\ FF = {P}.
! 7 !
I1 Ae A(/\z,-u,)\m)» H' € A(,\{Z,,_',)‘;n), H <a H', onde (Ag,... , ) <tex (A, ... ,/\;n).
Sejam H = {Py,...,Pst e H' = {P{,..., Pj}. Temos que Pj=[Ay +r,... A}, +rn]. Scja
v=min{i : \y+r,..., A, +ri € H'}
e tomemos Pj, = [A, +r.... A, +7rv] (1 € k < d). Certamente P, & I/. Temos duas
possibilidades:

Il.a — Caso dindmico. v = n. Neste caso k= d, Pj, == Pj e
Py o=y ke, )‘lj =1, A, +ro
para algum j, 2 < j < m. Bclaro que 1 < Ay < ... < Aj=1l< o<,
Seja Q' = [1, A5, ... ,/\fj —1,..., ] Escolhemos agora a faceta
F={Q Pl,...,Pa1} € A0y, 3 -1, x,)

eéclaroque F <a H e H'\ F = {P}}.

<n-—-=r.

I1.b — Caso estdtico. v < n. Entdo k < d e temos

Pooy= Py N e =1, 2, k)

Proy== DNy A v ]

para algum j, 2 < j <.
Seja Q' = AL+, ... ,)\9 I r—1,..., A, +r,v+1]. Tomamos a faceta
F = {P]/, ceey Plifl’ QI, PI::+1’ ce P&} € A()‘é’"_’,\fm)

Temos F <A H' (pois Q' <iex P}) e H'\ F = {P[}.
Isto conclui a demonstraciao de que a ordem linear definida acima é um shelling de A. O
OBSERVACAO. No caso n —m —1 > r, o valor d = d(I) calculado na demonstracao de I1.1.3

é a dimensao de K[A(m,n)]/J, e portanto é a dimensao de K[ing,(M)]. Veremos uma outra
maneira de calcular este valor em HI.2.1.
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2. Outras Propriedades do Complexo Simplicial A

Vamos estudar aqui algumas propriedades do complexo simplicial A que serdo necessarias para
o préximo capitulo.

Lembramos que se d = dim K[ing(M)] = dim K[A(m,n)}/J, as facetas de A possuem d
vértices. Vimos na secao anterior que A é um complexo simplicial shellable. Para extrair algu-
mas propriedades interessantes desta estrutura de shelling de A definiremos o seguinte conjunto
baseado na caracterizacdo (c¢) de A.3.7 para um complexo simplicial shellable. Para cada faceta
H € A seja

H(H) = {[0] € H /3 faceta F <a H com H \ F = {[rr]}}
e §(H) = |H(H)|. Seja s(A) = max{é6(H), H € A}. O objetivo principal desta segdo é calcular
3(A) em fungéo de m,n,r pois, como serd visto no capftulo ITI, este valor nos permitira calcular
o a-invariante de K [M]. Para isto precisamos entender melhor o conjunto H(H).

Dois vértices consecutivos de uma mesma faceta de A diferenciam-se em apenas wma posigao.
Tendo em vista este fato definimos

Definigao 11.2.1. Dada uma faceta F = {Pi,..., Pq} do complexo A, para todo inteiro
i, 1 < i < d existe, por definigho, um inteiro k¥ = k(i) tal que P41 — P; = {{Pi+1}x}, onde
{Pit1}x = {Pi}r + 1. O inteiro k é a posi¢do incremental do vértice Pi1q em relagdo ao vértice
anterior na faceta F. Denotaremos ip(P;41) = k. Por convencgao, ip(P;) = 0.

Seja H € A faceta, com H = {P;,...,Ps}. Sen—m — 1 < r entéo sabemos que A é o
complexo de ordem de A(m,n) e

P =11,2,...,m]
Py=(1,2,...,m—1m+1]
Pii=[n—m,n—m-+2,...,n]
Pi=n—m+1,...,n]
Sen—m—1>rentao H € Ay paraalgam I = (Ag,... ,Ap) €I), . €
Pr=[LA2 . Aml
Pi=[Aa+r ..., dn+r7,1]

Definigao I1.2.2. Dada uma faceta H = {P,..., Py} € A, diremos que um vértice P, € H,
com?2 < k < d-1, éum degrause ig(Px) < ig(Pr+1). E diremos que Py é degrausen—m—1> r
e ig(Pg) < m. Neste segundo caso, se H € Ay, .. a,,), entao

Py = [AQ‘[’?‘,... ,Ai_1+T,A7:+7'—1,A1'+1 +r... yAm_}'Tvn]
para algum i, 2 < ¢ < m.

No caso em que n — m — 1 < r observamos que P; jamais serd degrau. Também observamos
que P; nao é degrau. Chamaremos os vértices que nao sao degraus de ndao-degraus.

Exemplo. Vejamos alguns exemplos de degraus. Sejam n = 8, m = 3, » = 1. Sejam

F: [1 3 6] = P1 G: [1 3 5] == Ql
2 3 6 = P 2 3 5] = Q
2 4 6] = Ps 2 4 5 = Qs
2 47 = P4 2 4 6 = Q4
B 47 = Ps B 4 6 = Qs
B 5 7 = Ps B 5 6 = Qs
B 5 8 = P B 5 7 = Q
[4 5 8 = Ps 4 5 7 = Qs
4 6 8 = P 46 7 = Qo
4 7 8 = Py M4 6 8 = Qo

F e G sao facetas de A(3¢) e A(35) Tespectivamente. Os nao-degraus de F sao Py, Py, P7, Po;
os nao-degraus de G sao @1, J4, @7 € Q0.
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Proposigao 11.2.3. Scja IT € A uma faceta. Entido 6(H) ¢ o mimero de degraus de H
Demonstragao. Na verdade, vamos provar o seguinte:

(i) Se [o] € 1T & degran. entio existe 7 <o M tal que T\ I - {|o]}.

(ii) Se I <A IT & tal que I\ F == {|g]}. entéo |o] é degrau.

Isto estabelecerd a igualdade H(H ) = { degraus de H}.

Demonstraremos apenas o caso n —m — 1 > r, pois a mesma demonstracao vale para o caso
n —m — 1 <7, com pequenas modificacoes. Seja H € Dy, .., com H = {Py,..., Py}

(1) Precisamos analisar duas possibilidades:

(i.1) Seja Py == o} = |7y.... , o] degran, com 1 < k < d. Sendo Py, degran. entio i (1) - i
eig(Pry) = d,com 1 <i < j<n.

Construimos entao F = {P, ..., P 1, Quy P 1y .-+« Py} com ip(Qr) - e ip(Pryy) = i
Explicitamente,

Qu=|o1.... 01,06 = Lopp1,... 051,04 Lojir,... 0w

E facil de verificar que I/ é realmente uma faceta de Arg, pm)s que F <A H eque IT\F = {P}.

(i.2) Agora estudaremos o caso em que Py = [Ag +r,..., Ay -+ 1,n] ¢ degrau. Neste caso
Py i=o+r...,0+tr—1,..., A, +rn] para algum inteiro i, 2 < i < m. Tomamos entdo
a faceta F € A(M,-n-y>\i—1,/\i-'1«\zH,-~~,>\yn)7 F={Qo,P1,...,Pg_1}, onde

Qo= [L A2, .. s Xic, A = L Aty Al
E claro que F <a H ¢ que i\ I = {Py}.

(ii) Seja ' € A faceta tal que F <a H com H \ F = {[g]}. Para lixar idéas, scja |o} = Py,
1 <k < d. Temos duas possibilidades:
(ii.1) F € A(x,,... A+ Neste caso é claro que Py e Py pertencem a F, e portanto 1 < k < d.

Também é claro que
F={P,...,Pto1,Q, Pes1, ..., Pu}
para algum Q € A(m, n).

Sejam iy (Py) = i e ijp(Pry1) = j. Caso i = j terfamos Q = Py, contrariando as hipéteses.
Entao podemos supor i # j. Como Pr.1 < Q < Piy1 naordem parcial do poset A(m,n), e como
F <a H, por defini¢io temos @ <jex P € s6 pode ser i < j, donde Py, é degran.

(i.2) F € D, gy €OM (12, -, ftan) <tew (A2,...,Am). Neste caso & claro que Py & I,
donde H \ F = {P4} e portanto I = {Q, Py,... ,Pq_1} onde Q = |1, pi2,... i) € Py.q =
(g2 + 7, ..o, + 7, 1. Conseqlientemente existe inteiro 7, 2 < i < m tal que

A, se jAi
B = . .
Ai—1, sej=1.
para 2 < j < m. Portanto
Pog=dodr ..o di=1+7r...,  ntroa
donde P, é degrau. [

O problema agora é contar o nmimero de nao-degraus de uma faceta. Dada uma faceta 1T € A
seja v(H) o nimero de nao-degraus de H. Entao 6(H) =d —v(H). Se o(A) - min{v(H). 1 €
A}, podemos escrever

s(A)y=d — a(A)

Na seqiiéncia vamos calcular a(A). Primeiro estabeleceremos mais algnma notacéo. Seb € R? |
entdo denotaremos por {b} o menor inteiro p tal que p > b; e | b] denotard o maior inteiro p tal
que p < b. Notamos que b ¢ inteiro se e somente se |b| = [b] e que a parte inteira de b é |b].

Temos uma cota minima para a(A):
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Proposigao 11.2.4. Temos que

(i) a(A) > [;%] para todos os valores de m, n, r.

(ii) Sen —m — 1 < r entao a(A) > n.
Além disso, estas cotas inferiores sdo os valores minimos que a(A) pode atingir.
Demonstragio. (i) Tomemos H = {Py,..., Py} uma faceta. Sabemos que P nao é degrau,

e da definicio de degrau ¢é facil de ver que existem no méximo m — 1 degraus consecutivos. O
algoritmo da divisdo nos da

1
d:m{i—J +p, 0<p<m—1
m

Suponhamos que estamos na melhor situagao possivel, ou seja, que H possui m — 1 degraus
entre dois nao-degraus consecutivos, exceto possivelmente entre o iltimo degrau e P, (se este for
degrau). Temos entao que os vértices

P1, Prym, Piyom, -« s Pry(ld/m|-1)m

nao sdo degraus. Se p = 0 restam m — 1 vértices, incluindo Py, os quais sio degraus (exceto
possivelmente P,) na nossa situacao ideal. Se p > 1 restam m vértices ou mais, incluindo Py, e
portanto nesta situacao deve existir pelo menos mais um nao-degrau. Como

-4

(ii) Seja H como em (i). Lembramos que neste caso Py = {1,2,... ,m] e Py = [n—m+1,... ,n].
Consideremos os seguintes conjuntos de vértices:

S1(H) = { Py, Pa}.
So(H) serd o conjunto dos vértices P; tais que ig(P;) =m para2 <i<d—1.

se p > 1, entao concluimos o desejado.

S3(H ) serd o conjunto dos vértices P; para os quais existam indices k;,1 < k; < m — 1 tais que
ig(P;) =kie {Pi}j =n-(m~j)paraj=ky,k;+1,...,m.

Pela definicdo vé-se que o conjunto S1(H) U So(H) U S3(H) é constituido apenas por ndo-
degraus. Também ndo é dificil de ver que toda faceta H de A obrigatoriamente possui todos
os vértices possiveis dos tipos S;1(H), So(H), S3(H). Vése que S;(H)NS;(H) = 0 para i,j €
{1,2,3} e [81(H)| = 2, |So(H)| = n — m e |S3(H)| = m — 2. Logo [S1(H) U Sy(H) U Ss(H)| = n
e portanto v(H) > n para toda i € A, donde concluimos o desejado. [

OBSERVACAO. A proposicao I1.2.4 s6 faz sentido se d > m. Mas isto nao traz maiores
problemas pois, como seré visto (II1.2.1), este fato é verdadeiro.

Precisamos agora construir uma faceta que minimize v (_). Para esta finalidade vamos definir
uma classe especial de facetas que serao as candidatas a esta minimizagao. A idéia intuitiva
que nos guia é de construir uma faceta com o maior nimero de degraus entre dois nao-degraus
consecutivos.

Vamos descrever a seguir dois algoritmos para construcao de certas faces especiais em A, um
para o caso n — m — 1 < r e outro para o caso n — m — 1 > r. Veremos que estes algoritmos na
verdade produzem facetas.

11.2.5 — Algoritmo para n —m — 1 < r. Tomamos

P =[,2,...,m]
Po=[1,2,...,m—1m+1]

Para qualquer {P} convencionamos {P}m+1 = n+ 1 e {P}o = n —~ m e sempre supomos
j€{l,...,m}. Agora, para i > 2, determinados P;_o, P;_1, com P;_1 — Pi.g = {{Pi-1};} e
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{Pi1}i = {Pi_o}; 1 1, para algum j, determinaremos um indice adequado Ly e constrairemos
Pi de forma quo (P} = {P; (b se k / ko e {Pibiy = {Pr by + 1.
Sejam

St o= {I.:e (it mytaisque {P; (Ye<n—m thke{P e ={P > |}
S.‘g: {ke{],.‘.,j—I}l,nisqu(‘{P,-,l}k<n,—-m the P b =P i he > l}

Descreveremos agora o algoritmo para determinar kg:
(a) Se St # B, entao ko = min S3.
b) Se $* =0 e SL 4 O entdo kg = min Si.
1 2 2
(c) SeST=85=0e{P 1}jri —{Pi1};> 1. entao ko= j.
(d) Se nenhwma das possibilidades acima ocorrer, o processo termina,
Cabe observar que a condicio (¢) no algoritmo aciima ¢é supérflua, como se verd em 11L.2.7
{ S
adiante.

Agora consideremmos n —m — 1 > r. Paracada I € I

s deserevercmos um algoritimo para
construir uma face especial em cada Aj.

11.2.6 — Algoritmo paran—m—1>r. Sejal = (Aq,...,An) € Z. Convencionamos Ay == 1
e Am+y1 = n. Tomamos
Pl - [1)A’21"' 1/\m]

Para determinar Py seja k € {1,... ,m} o menor inteiro tal que Ay — X, > L. Iscolliemos
Py = [/\lv Agyiny Ak*l)’\k -+ lr/\k+l, B /\III-I

Observamos que existe tal inteiro k, pois A,,, <n —r —1 < n— 1. Com esta escolha tamhém
fica claro que Py < [Aa -t r,..., Ay + 7,0l na ordem parcial de A(m.n).

Agora, para i > 2, determinados Pi_p, Pi.q, onde P,y — Pi_g = {{P; 1};} ¢ {Pia}; =
{Pi—2}; + 1 para t < j < m, determinaremos P; .Escolheremos adequadamente um indice ko ¢
tomaremos P; tal que {Pi}y = {Pi_1}x se k # ko e {Pitro = {Pi-1}r + 1.

Sejam

= {k ef{i+1,...,m—1} taisque {Pi1}x < Mgy +r e {Pici}err1 — {Pio 1 }n > 1}
S5 = {lﬂ efl,...,i—1}taisque {P; q}p < Aprr1+re{Piiter1—{Pi1}r> ]}

Descreveremos agora um algoritmo para determinar kg:

(a) Se j < m, temos as seguintes possibilidades:
(a.1). Se S} /£ @, entao seja ko == min %,
(a2). Se St =0 e {Pi1}n < n entio kg=m.
(a.3). Se St =0, {Pi_1}n=n e S} # 0 entdo seja ko = min S3.
(a.4). Se St =0, {Pi-1}m = n e 5§ = 0, entdo temos duas possibilidades:
(a.4.1). Se {Pia}j-i < Aj+7re({Pia}; +1) —{Pii1}j-1 > lentao ko = j — 1.
(a42). Se {Piia}; FL<Xj+r e{Pi1}jer — ({Pio1}j+ 1) > 1 entao ko = j.
(b). Caso j = m:

Neste caso, por definicdo temos S} = 0, e é claro que {Pi_1} < n. Entao temos duas
possibilidades:

(b.1). Se S # ® entdo ko == min S}.
(b.2). Se 5§ = 0 entao se {P;_1}m +1 < n tomamos ko = m.

(¢). Se nenhuma destas possibilidades é satisfeita, o processo termina.
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Lema I1.2.7. Os algoritmos das defini¢ées I1.2.5 e I1.2.6 estao corretos, isto é, definem faces,
que na verdade sao facetas.

Demonstra¢do. Na situacio de I1.2.5 é facil de ver que o algoritmo realmente define uma face
de A. Seja FF = {Py,..., P}, com 2 < I < d, a face definida em IL2.5. Temos que j < {P;}; <
n—m+jparal <j<mel<i<!l Além disso lembramos que {P;}1 < {P;}2 < ... < {Pi}m-
Portanto, se {P;}; = n —m + j, entdo {P;};, = n —m + k para todo inteiro k com j < k < m.
Diante deste fato temos que sé pode ser Py = [n —m + 1,n — m +2,... ,n]. De fato, se P; nao
tivesse esta forma, entdo poderiamos continuar o algoritmo, encontrando um vértice seguinte a
P;, 0 que ndo é possivel por hipétese. Logo temos uma face FF com Py = [1,2,...,m] e Gltimo
vértice Pr=[n—m -+ 1,n —m 4 2,... ,n], donde F sé pode ser uma faceta, e portanto ! = d.

Ainda aqui, T1.2.6 define uma face de A. Fixamos I = (Ag,...,A) eseja 7 € A a face
determinada por I1.2.6. Vamos usar as mesmas notagoes do pardgrafo anterior em relacio a F;
convencionamos também que A\ = 1 e A1 = n — 7. Nesta situacdio temos que A; < {P;}; <
Ajjp1+rparal < j <mel <i <1l Se P # [Ao +7,..., Am + 7,n], entdo poderiamos
continuar o algoritmo, encontrando um vértice seguinte a P;, contrariando a hipétese. Logo
Pi={a+7..., Am+7,n], donde F & uma faceta, e portanto I =d. O

Definicao I1.2.8. As facetas construidas por I1.2.5 serdo denominadas a-facetas; e as facetas

contruidas por I1.2.6 serao denominadas a-facetas para cada I € 7, ..

Teorema I1.2.9. Sejan —m ~ 1 <7 . Entdo a(A) = n.

Demonstracdo. Scja H a a-faceta correspondente. Da construgao de H podemos verificar que
os tnicos nao-degraus de H sdo os vértices do conjunto Sy(H) U Sa(H) U S3(H ) delinido como
em I1.2.4, donde v(H) = n. Entao pela cota de [1.2.4 concluimos o desejado. [

De agora em diante vamos considerar somente o caso n—m —1 > r. Para I € 77, , denotamos
por Z5 o conjunto das facetas de Ay.

Definigao 11.2.10. Secjam F = {P;,..., Py} e G = {Q1,...,Qq} elementos de Z;. Lem-
bramos que Py = @ e Py = @Qq. Definimos a fungéo

pr:ErxEr— Ep

da seguinte maneira. Se F = G, p;(F,G) = G. Se F # G, seja j € {2,...,d — 1} tal que
P1 = Qly ce :Pj—l = Qj—l e P] 7£ Qj' Sejam ZF(PJ) = k‘, ZG(Q]) = 1. Por hipétese, l# k.

Sejat € {1,...,d} o menor inteiro tal que P, seja tal que {P;}; = {P;-1};+ 1. Em particular,
ip(P;) = l. Nestas condigdes, pr(F,G) = {Ry,...,Ra} onde

P, sel<v<j—-1lout<v<d

1 Ry =4 Q; sev=j
Sy, sej+1<v<t

com
{Py-1}r, sel<k<l—l1loul+l1<k<m

{Suhe= { {(Porhi+1, sek=1

Exemplo. Daremos um exemplo de como atua a fungdo ps(-, ). Sejam n = 10, m = 3, r = 2,
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e I=(57). Sejam

F: 15 7= P a: [1s 7@
2 5 T7=P 2 5 7- Q.
2 6 7 =p3 2 6 7 Qs
R 6 8=pr 2 6 8- Q,
2 7 8- p 3 6 8 Qs
2 7 9 - P 3 7 8 -0Qs
2 8 9 =P [3 7 0] = Q7
3 8 9=~r 4 7 9= Qs
4 8 9=k 4 8 9=0Qo
5 8 9= Py [4 8 10]= Qo
[5 8 10]= Py [> 8 10]=Qn
6 8 10]= P 5 9 10]= Q2
6 9 10] = Pus 6 9 10] - Q3
[7 9 ]0] — Pl:l ’7 9 ]0] = (2]4

Entdo Py = Qi, Py = Qu, P3= Q3, Py= Qu, e Ps # Qs, donde j = 5. Temos k - ip(Ps) = 2
el=1ig(®s) = 1. O indice t da defini¢ao é ¢ == 8§, pois {Pg}; = 3= {Py}; 4 1. [ntao

/)[(F,G)Z [1 b 7]: R]-‘~‘P1
2 5 7= Ro = Py
2 6 7= Rs=P3
2 6 8= Ry= Py
B 6 8= Ry = Qs
B 7 8= Rg = Sg
B 7 9= R7 = Sy
3 8 9= Rg=Sg=Pg
U8 9=  Re= P
5 8 9= Riw=Puwo
5 8 10] = Ri11 = P11
[6 8 10] = Ri9 = Pp2
[6 9 10]= Ry3= P13
{7 9 10] = R14 = P14

Onde S; é calculado como na definicao.
Definigao I1.2.11. Scja (F,G) € E; x Z;. Definimos a (F,G)-seqiitneia esealonada como
sendo a seqiiéncia (O, FO)  F@  indutivamente definida por

FO=p ) ,(F9 q)

para ¢ > 0.

Lema I1.2.12. Dado (F,G) € Z; x Zp, seja {FO O @)} a (F ()-seqiiéneia
escalonada correspondente. Entio existe idice i > 0 tal que F = . Conseqiientemente,
FU) = @ para todo j > i.

Demonstracio. Se I' = ¢ nada hd para provar. Se F 4 G, observamos que se, para i > 1,
F& £ @, entdao |[FO NG| > |[FE-D NG| Como |C] = d, ndo é possivel que )/ (7 para todo
i>0. O

Podemos entdo supor que uma (F,G)-seqiiéncia escalonada é uma seqiicncia finita [
FO F@®  F® = G ondet > 1éo0 menor indice tal que F~1 £ pt) — ¢,
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Lema I1.2.13. Sejamn—m—1>r,I= (r2,...,7m) € I}, , e G a as-faceta correspondente.
Entéo v(F) > v(G) para toda I € Ay.

Demonsiracio. Se I' = G nada hé para provar. Suponhamos entdo que I’ # G. Scja
{F(O), FO @ } a (F, G)-seqiiéncia escalonada e t > 0 o menor inteiro tal que F) = G.
Vamos provar que v(F ) > »(F@+1) para todo inteiro i, 0 < i < t. Na verdade, basta provar
que se p;(F,G) = H entao v(F) > v(H).

Sejam F = {Py,... , Py}, G ={Qy,...,Qq} e H = p;(F,G) = {Ry, ..., R4} onde lembramos
que R; é como em (1). Seja ¢ > 1 o menor inteiro tal que P; # Q;. Vamos demonstrar o caso
em que i > 2, o caso ¢ = 2 pode ser demonstrado com o mesmo argumento, feitas pequenas
modifica¢des. Entao, para i > 2, temos que Q;_2 = P;_,.

Seja ic(Qi—1) = ir(Pi-1) = L. Sejam ip(P;) = j e ic(Q:) = k. O intciro k é determinado
como em II.2.6 e, por hipétese, j # k. Temos aqui varias situagoes possiveis, que estudaremos
uma a uma.

(1) 7 = m. Neste caso, temos duas possibilidades:

(1.1) I < m. Neste caso devemos ter I < k < m. De fato, por (a.1) ¢ (a.2) de IT.2.6, ou
I < k < m ouk = m; mas por hipétese, k £ j, e portanto k = m. Entdo podemos ver que P;
é degrau se e s6 se (J; = R; o for, e portanto temos o desejado.

(1.2) I = m. Neste caso Il = j = m e devemos ter k < m determinado como em (b) de
I1.2.6. Logo P; e Q; = R; nao sao degraus, mas R;;; pode ser degrau, enquanto que P;,q
néo. Entao temos o desejado.

(2) 7 < m. Temos trés possibilidades aqui.

(2.1) ! < j. Neste caso, por (a.1) de I1.2.6 devermos ter I < k < j; mas como por hipétese
k# j, temos ! < k < j. Portanto Q;_1 = P;_; = R;_1 é degrauem F, G e em H. Conclui-se
também que se P; for degrau entdo Q; = R; também o serd, e concluimos o desejado.

(2.2) I > j. Neste caso podemos ter

(2.2.1) k > I se acontecer (a.1) ou (a.2) de I1.2.6. Entao neste caso R;_, é degrau em H,
mas P;_1 nao o éem F.

(2.2.2)1 < k < j se acontecer (a.3) ou (b.1) ou (a.4.1) de I1.2.6. Neste caso, P; e R; nao
sao degraus, e o restante das facetas fica quase coincidente e, observando cuidadosamente,
concluimos o desejado.

(2.3) j = ! Aqui podemos ter k > j se acontecer como em (a.1) ou (a.2) ou (b.2) de I1.2.6;
ou podemos ter k < j se acontecer (a.3) ou (a.4.1) ou (b.1) de I1.2.6. Em todos os casos
concluimos usando argumentos analogos aos precedentes.

Assim, temos que »(F) =2 v(H). O

Dos lemas precedentes concluimos que se n —m — 1 > r entdo a(A) = ming{v(F") onde I é
ar-faceta, I percorrendo I, . }.

Precisamos encontrar um multi-indice I tal que a correspondente ar-faceta F seja tal que
v(F) < v(G) para toda faceta G € A. Intuitivamente tentaremos um multi-indice “bem dis-
tribuido”, ou seja, de forma que as coordenadas de I sejam quase “eqiiidistantes”.

Se I = (79,... ,7m), sabemos que 7., < n —r — 1. Ent&o dividimos n —r — 1 por m:

@) n—r—l:m[@—:—%———lJ+p

onde 0 < p < m — 1. Denotando ¢ = ["‘Tr"lJ escolhemos, para 1 <i<m,
3) B 14 (i —1)q, sel<i<m-—p
Ul 14 (G—1)g+(GE—(m—p)), sem—p+1<i<m’
Vemosque i =lerp,=1+(m—-1)g+p=n—r—q<n-—r.
Observamos também que, como n—m—1 > r, entao se ["‘T;‘IJ = ldevemosterl < p < m-—1.
Além disso é facilmente verificiavel que

[uileepzm—lﬁn—r:2m.
m
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Proposigio I1.2.14. Se IL;%?—II > 2 ousen —r = 2m entdo existe [ € I}, tal que se

H € Ay é ar-faceta,
=1
v(IT) = [u——j Frb
m

Demonstrocao. Seja g = norel >2c¢] = ™y ...y Tan escolhido como em 3). I)'d constru-
{ - ?
. e 2 1

cao da aj-faceta IT com csta escolha de /1, podemos verificar que
Pl e il T2y evny Tm]
Py = [27 ot Tt l]
Pyiom = [3, T94+2,...,Tm +2]

Prigm = [] 4k, 719 + k; ey T 1"]

Plv}<(q+1‘)m = [1 + (q -+ 7')"”: Tot+qtr,.. Tt g 7']-

Observamos que T, + ¢ r = n e que, por construcio, estes vértices sio os finicos nao-degraus
de H, donde v(H) = ¢ + v - 1.

Agora se n — r = 2m, entao Il’—_fl—'——]—J =lep=m—1,donde 7y = 2i — 1 para 1 < i < m.

Em particular, r,,, = 2m — 1 == n —r — 1. Com esta escolha nao ¢ dificil de ver que o mesmo
argumento acima se aplica. [

Agora falta s6 estudar o caso em que [E%“IJ =1e0<p<m=-—2 (pcomo em (2)). Vamos
precisar do seguinte lema.

Lema II.2.15. Sejamn —r —1l=m+p, com0<p<m—=2el = (19,....7,) €I,
Suponhamos que para algum indice i, 1 < i < m, seja1; — 7,1 > 2. Scjam

ko = max{i ef{2,....,m}/Ti—7i 1> 2},

J= (T'Za v s Tho—1y Tk — I)Tko—{—h v ;Tm)y
F aaj-faceta e H a aj-faceta. Entao v(F) > v(H).

Demonstra¢do. Sejam F = {Py,... , Py} e H = {Q1,...,Qq}. Temos que

Pl = []’ T2+ s Tho~1, Tk()’ Tk\)+1$ e yTTH]
Q1= [1. T oo s Tho—1,Thg — L, Thgt1s - -+ ,Tm]
Pog=lro+r .. Thoot t 7 Thy + 7 Thot1 + 70 oe s Ton + 7,1

Qa=|lro+r . . Thg-1 47— 1,1y + 7, 7001 F 7,0y T 171

Seja jo, com 1 < jo < d, o indice tal que {Pj }ry—1= iy +7—1 € {Pj 11} ry-1 = Ty + 7. B
particular, iz (Pj,41) = ko — 1. Definimos G = {8S,,..., 54} € Z; da seguinte forma:

Q1, se k=1
Sp=9q Pr-1, se2<k<jo
S}, se, jo<k <d

onde {SL}, ={P.liseifko—1e{Setry-1="Th, +7—1

Observamos que Sy ¢ S nao sao degraus em G. Entdo pode-se verificar que v () > v(I7).
Mais ainda, se jo == d — 1 e Py.q nao é degran em F entao v(G) = v (F); se jo < d — 1 ou
Jjo=d —1e Pq 1 é degran. entéo v((G) = v(F) -+ 1.
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Seja {G@,¢M ..., ¢®} a (¢, H)-seqiiéncia escalonada, onde G = G e G = J1. Vamos
mostrar que, para algum indice i, 0 < i < t, teremos v(G®) > v (GG+D),

Denotaremos G = {§%, ... , 84}, Temos que i (Q2) < ko — 1. Seja Iy o menor inteiro tal
que ig(Qi,) = ko. Podemos verificar facilmente que {Q,,}; = = para ko + 1 < i < m, ou
seja, entre os vértices Q2 e Q;, ndo ha nenhum nao-degrau, incluindo ambos. Lembramos que a
seqliéncia Ty, Tho+1, - - - » Tm € formada por ntumeros inteiros consecutivos, e portanto i (Q,41) =
m. Também temos que, como F é aj-faceta, i p(P;) = i (Q;) para 2 < i < lg.

Seja u > 0 o menor indice tal que igw (SY) = ig(Q2),icw (S3) = iu(Q3), ... ,igw(S}) =
ig(Qy,). Nestas condigdes, pela defini¢ao de G e pela construgao da (G, I )-seqiiéncia escalonada,
podemos verificar que (G~ V) > »(G™). Como H é aj-faceta, v(G) > v(GW) > v(II), e
portanto deduzimos que v(F) > v(H). O

Exemplo. Para ilustrar o lema acima vamos dar um exemplo. Sejam n = 10, m = 4, r = 2.
Tomemos I = (3,6,7). Entéo ky = 3 e portanto J = (3,5,7). Sejam F e H respectivamente as
as- e ag-facetas:

F: 1 3 6 7 = Pe H: [1 3 5 7 = Qe
236 7 = P 2 35 7 = Qs
2 46 7 = P R 45 7 = Qs
[2 4 6 8] = P40 [2 4 6 7] = Q4
B 4 6 8 = P 2 4 6 8 = Qse
3 56 8 = P 3 4 6 8 = Qo
B57 8 = P B 56 8 = Q
357 9 = Pge B 57 8§ = Qs
4 5 7 9 = P B 5 7 9 = Qoe
[4 6 7 9 = Py 45 7 9 = Qu
4 6 8 9 = Py 4 6 7 9] = Qn
[4 6 8 10] = Pige 4 6 8 9 = Qi
b 6 8 10| = P [4 6 8 10] = Qe
b 7 8 100 = Py L 6 8 100 = Qu
[5 7 9 10] = P15. [5 7 8 10] = Q15
[5 8 9 100 = P 6 7 9 10] = Qu

onde o simbolo e indica os vértices que nao sdo degraus. Entao v(F) = 5> v(H) = 4. Neste
exemplo tem-se jp = 15; a faceta G fica entéo

G: 1 3 5 7 = Si1=@Q°
[1 3 6 7] = So = Pye
2 3 6 7 = S3 = Py
2 4 6 7 = S4= P3
{2 4 6 8] = S5 = Pye
3 4 6 8 = Sg= Ps
3 5 6 8 = S7= Pg
3 5 7 8 = Sg = Py
3 5 7 9 = Sg= Pge
[4 5 7 9 = S10= Po
46 7 9 = Su=Ppo
4 6 8 9 = Si2=Pn
{4 6 8 10] = 813 = Pige
5 6 8 10] = Syu=Pi3
[5 7 8 10] - 515 = P14
B 7 9 100 = S16
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Notemos que v((7) == v(I"). Fazendo GV = p (G, H), temos:

a3 5 7 = sMe
,(1

2 35 7 = s

2 36 7 = sV

5 7 9 10 - s

onde S’](-l) = §; para 3 < j < 16. Temos (V) = 5. Agova. p, (G 11y ™0 11 como se
pode verificar. Portanto (V) > 1 ().

Proposicao I1.2.16. Scjam n.m, r.p e I como no lema 11.2.15. Seja I' € Z; wmna faceta de
Ar. Entaov(F)Z2n—Tm+ 1+ (m—p—2)=2m +r — .

Demonstragio. Aplicaremos inducao sobre o conjunto de pares ordenados
P o= {(p. m)taisquem >22e0<p<m-— ‘2}.

Consideremos r > 1 inteiro fixo ¢ para cada par (p,m) € P scja n = g(p.m) = m 4 p -+ 1
de forma que os inteiros n, r, m, p satisfacam as condigoes do enunciado. Sempre considerarenmos
no que se segue A = A(m,n,r) como sendo o complexo simplicial associado a n.m,r como
escolhidos acima. Fquipamos P com a ordem lexicografica (p,m) < (p',m') se p < p' ouse p == p’
em < m'. Fim particular, P é bem ordenado. Nestas condigées o menor clemento de P & (0,2).

As condigoes iniciais de inducao sao:

(1) p =0 e m > 2. Nestas condi¢des se (0, m) = n temos n —r — 1 == m e o complexo A
correspondente é o complexo do caso genérico, donde v(F) > n > n —m 4 1, para toda faceta
F € A, pois 1, = m.

(i) p>20em= p-1 2 (este & o valor minimo que m pode assumir). Neste caso, usando o
mesmo argumento de 11.2.14, podemos verificar que, se H for a a;-faceta correspondente, entao
tomando n = 5(p,p -t 2) temos v(H) > n — 1, 4 1, e portanto para toda laceta I € A teremos
v(F)2n—m1,+1.

Dado (p,m) € P, (p.m) > (0,2) lexicograficamente, para (p',m') < (p,m) sejam n' =
n(m') = w1 =,

I:n’,n’ = {()\2,)\3,.-. y/\m’) € Nm,_l / T<Ae<dz< . <A < n' —7'}a

A" = A(m',n',r) o complexo simplicial correspondente a n’,m’,r e ' € A, nma faceta, com
I'=(rq,...,70y), I' € I}, .. A hipétese de indugdo sera entdo que

v(F'Yzn =7, + 14 (m' —p' —2)

Antes de contimmar, estabeleceremos mais uma notacio. Dados dois vértices {Q1}, { P} € A,
diremos que @ e P sao equivalentes, denotado por Q@ = P, se {Q}; = {P}iparal <i<m — 1.
Fixemos agora de uma vegz por todas

’
n = Ty b1

m' =m—1
r__ !
p=n—r—l-m=mt+r—r—1l-m+1=r1,—m
! !
A= Alm' n',r)
!
[ == (TQ, e Tmffl) € m!,n'

n'~1‘~—l] -1

Temos entao 0 < p' <m' — 1= (m — 1) = 1. I facil de ver que | Y
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Seja G € A',, uma faceta. Se p' = m' — 1= m — 2 entdo, lembrando que 7,/ = T,,_1, tem-se
n =t 14 (m —p —2)=n' — 7
Por definiggo, é claro que v(G) > n’ — 1, (isto é geral), donde, neste caso,
v(G)>n' —Tp + 1+ (m' —p' - 2).

Se p’ < m' — 1, aplicamos a hipétese de inducao e também obtemos a designaldade acima.
Agora seja FF = {P,..., Pq} uma faceta de A;. Definimos uma aplicacio

mp: F — Al

tal que 7p(P;) = [{Pi}1,... ,{Pi}m-1]. Observamos que np(P;) = np(P;) se e s6 se P; = Pj.
F' = wp(F) é uma faceta de A’ e é facil de ver que v(F') < v(F). Pelo exposto acima temos
que
v(FY2n' =t + 14+ ((m—1)—p' —2) =
(6) =Tm+r—Tmaa+1l+m—1—(rm—m)—2=
=2m+r —Tm-1—2
Seja A = {z €{2,...,m} taisque 17, — 71 > 2}. A £ { se e s6 se 1, > m; se este for o

caso, tomamos kg = max A.
Temos trés possibilidades:

Caso I. 7, = m.

Neste caso I = (2,... ,m). Seja H = {Q1,...,Qq} a as-faceta correspondente. Entao Q; =
1,2,..., mleQy=[2+73+r,...,m+rn|. Comparando I1.2.5 e II.2.6 aplicados a este caso,
pode-se verificar que v(H) > m +r + 1. Como

n—Tm+l+(m—-p-2)=n-m+l+m—-(n—r—1-m)—-2=m-+r

entao
v(F)>v(H)Z>2n—Tym+14+(m—p—2).
Caso II. 7,, > m e kg =m.

Neste caso T, — Tin—1 = 2 € temos

Tm — Tm-1 2> 2

4

Tm—Tm-1—121=n—-m—7r—p

Y

Mm—Tm-1+r2n—Tm+1—p

4

2m — 11 tr2>2n—1pt+1l4+m—p

U
m+r—Tm1 =220 —Tm+1+(m—p-2)

e por (6) concluimos que

v(F)>v(F)>n—tm+1+(m—p—-2)
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Caso IIl. r,, > m e ko < m.

A tatica neste caso serit reduzi-lo ao caso anterior. Seja
Tkgov = T = (72000 Thy1s Thos Tt 1v e+ - Tana)

onde, pela definigiio de kg temos que 7y — 71 22 € 15 = Ty, i = ko se ko 1D 5 <.
Para j € {ko,ko I'1.... .m — 1} definimos

Ij= (T2 Tl 10 Thy — LTl b 1o e ee T Tj— LT, o “Tm).

Notamos que {; € I,

e Seja FU) ay-faceta.  Sabemos que v(17) > (1o~ D) por

1.2.13; e por delinicio. 10" 1) estd nas condicoes do caso anterior. Precisamos entiio provar que
p(FHo=1)y > y(Ftko)y > > (P07 D). Mas, pelo lema 11.2.15, temos que v (£210) > p(FHHD)
para ko — 1 <1 <m — 1, ¢ isto prova este caso e a proposicio. [

Observanos que

n—r—1
[—————J =le0<p<m-2&m+l<n—r<2m-—1
m
Com esta observacao podemos enunciar o

Teorema I1.2.17. Sem + 1 < n —~7r <2m — 1, entao

o(A)=2(m+7r)—n 1

Demonstracao. Suponhamos validas as condicoes de 11.2.16. Como m + 1 < n —7 < 2m — 1,
entato 0 < p=n—r -1 —m <m — 2. Em particular, m > 2 neste caso. Temos tambhém ue
Tm < n —r — 1. Entao o maior valor que 7, pode assumir é n — r — 1. Tazendo 7, = n —r — 1,
de I1.2.16 concluimos que

alA)y>n—mpt+ 1+ (m—-p-2)>
>on—ntrdldtm-—-nn+tr4+lim-—2=
=2m-+r)—n+1
onde csta cota é de fato minima. Para provar a igualdade, vamos construir uma faceta em A que
realize este valor. Sejam 7;, 2 < i < m, como em (3), para ¢ == 1. Explicitamente,
i, sel<i<m—p
Ti = ) )
20—m-+p, sem—p+1<i<m

Em particular, r,, = n —r — 1.
Seja F = {Py,..., Py} a ar-faceta. Temos que

Titrd1l=34+r+1, sel<ji<m-p-1
{Pa}j=X mi+r4+2=2—m+p+r+2, sem—p<j<m-—1
n, se j=1m

Seja sg 0 menor indice tal que { Py, }m = n. E fécil de ver que

20 +p+rtl—m, sel<j<m-p-1

{Ps}; = {

2i—m+pdr+l, sem—p<ji<m—1

O ntimero de nao-degrans de I’ entre Py e Py, inclusive, é n — 1, - 1 == r |- 2. Por contagem
a partir de P, podemos verificar que o mimero de nao-degraus entre Py g ¢ Pg é m —p — 2.
Logov(F)=r+24m—-p—-2=r+m—-p=r+m—(n—r—1—~m)=2(m-7r)—n {1, como
procurado. [J



CAPITULO I

ALGUMAS PROPRIEDADES DA ALGEBRA INICIAL CATALETICA

1. Normalidade

Um dominio de integridade é normal se for integralmente fechado em sen corpo de fracoes.
Existem varios critérios para determinar a normalidade de um dominio de integridade. Uma
situac@o interessante é a descrita pelo lema seguinte:

Lema III.1.1. Scjam A e B dominios de integridade tais que A seja integralmente fechado
em B e B seja normal (ou seja, B é integralmente fechado em seu corpo de fragoes Q(B)). Entao
A ¢ integralmente fechado em seu corpo de fragoes Q(A), ou seja, A é normal.

Demonstragio. Seja h € Q(A) inteiro sobre A; entdo h € Q(B), e como & inteiro sobre A, é
inteiro sobre 3. Mas B é normal, portanto h € B. Como A C B é integralmente fechado, h € A,
ou seja, A é normal. [

Esta situagao, mais forte que a simples normalidade, ocorre em relagao a I [in, (M)] e K[X],
para certos valores de m, n, r.

Para demonstrar que K [in, (A1 )] e sua dlgebra de Rees K[X, ins (M )] sio normais, seguiremos
basicamente o argumento de [CHV, 3.6], com as modificacées necessarias.

Proposigao II1.1.2.
(i} K [ing(M)] é normal para todos os valores de m, n, r.
(i) Sen —m — 1 < r entao K[in,(M)] é integralmente fechado em K|[X].

Demonstragao.

(i) Seja G o semigrupo afim gerado por ing(M). Por A.1.16 , K[ins (M)] é normal se e s6 se G
for normal. Entdo vamos provar que G é normal. Para isto sejam a, a1, b € (¢ tais que a? = olb
com p € N. Temos que mostrar que existe by € G tal que b= b}.

De a? = alb segue-se imediatamente que os expoentes das indeterminadas no monémio » sdo
todos multiplos de p. Sejam d’, d;, d o niimero de indeterminadas em a, aj, b respectivamente,
contadas as repeti¢oes. Entao d = p(d’' — d;). Como a, aj € G, é claro que d; = mqy ed' = mq’
para certos ¢’, q; € N. Logo d = pm(q¢' — q1). Tomando ¢ = d/m e s = ¢’ — q; temos q = ps.

Vamos escrever agora b de uma forma conveniente. Sabemos que b é a imagem de um \nico
tableau r-standard via v (ver capitulo I). Se b = 51...794 com n; € ing(M), 1 < i < ¢, isto
significa que b pode ser escrito na forma:

(1) bZH(x)‘{w)\;...x,\s")

i=1
onde as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(@. 1M < Ay—r<...<A=(G-r<..<A,—(m=1r <n-(m—1)r para
1<i<gq

A condicio (a) é equivalente ao fato que zy;zy; ... 25 € ing(M). As condigdes (b) e (c) sdo
equivalentes ao fato do produto (1) que representa b ser a imagem do (iinico) tableau r-standard

39
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correspondente via . De (D) e (¢) conclnimos que /\’I- < /\;”' se (1.1) < (1K) lexicograficamente
para 1 < j, 01 <m el < ik < g Agora usando que ¢ = ps ¢ que as indeterminadas aparecem
com potencias multiplas de p, podemos concluir que, para cada j € {1,... .m},

kp+1 _ ykpt+2 _ — ykptp—1 _ ((k+1)p
/\J = A ...—)\j ~-AJ

com 0 < k < s — 1. Usando isto podemos reescrever (1) da seguinte forma:

s—1

»
b H(;L"\ll\-pu.l:)\zk;- I ...L'A::”pvbl> .

k.0

Se tomarmos

s--1
by = H .1,'/\:.-,,“;1:/\‘_1;;.»“ e Ty kpt
k=0

é facil de ver que by € G e que b= by,

(ii) Como K [ing(A1)] ¢ gerado por monomios, para mostrar que K [ing (M )] € K].X] é integral-
mente fechado em K |X| basta mostrar que para cada monémio h € k{X] tal que i” € K|ing (M)]
para algum p € N, entao € Kl|ing(M)]. Seja entdo h? = b € K[in,(A)]. Podemos escrever
b na forma (1) satisfazendo as propriedades (a), (b) e (¢). Para terminar a demonstracio da
primeira parte usamos que ¢ era miltiplo de p, o que , a principio, nao podemos garantir aqui.
Mas notemos que se n —m — 1 < 7, entao

(AL oan AL i =0

para 2 <i < m.
[¢ . . 1 > ~ -
Se g = []%., x,: (as primeiras indeterminadas de cada fator na representacio (1) de b), entio
: i1 A :
fica claro que g e b/g sdo primos entre si, donde conclui-se que todas as indeterminadas que
g g ) !
aparecemm em g possiem expoentes miitiplos de p, donde ¢ é miltiplo de p. [stabelecido isto, o
argumento da primeira parte garante o resultado. [

Exemplo. Sen—m—1 > r entao a possibilidade (ii) da proposicéo anterior nao pode ocorrer.
Vejamos um contra-exemplo param = 3, n = 8, r =4, Nestecason—m —1= 8=3—1 =4 = p.
Tomemos

I To 3 Iy s TG Ty g
X=\|xs 26 &7 X8 T9 Tj0 T11 T12
g 210 T11 Ti2 13 T4 T15 TG

Seja a = x1zezgrrrniziztis € K[X]. Temos que a ¢ K[in(M)], mas
a® = (z1zez 1y ) (erzeers)(@r1z7213) (2ozrz 13) (az 70 16) (Lo 11:016)

e portanto o3 € K [in(M)], donde K [in(M )} nao é integralmente fechado em K[X].

Analisaremos agora a algebra de Rees associada a in,{M). Como em L3. seja I o ideal de
K[X] gerado por ing (M), e seja R(I) a sua algebra de Rees. Temos que R(I) = K[X,ing (M)t].
Observemos que R(I) é bigraduada em X e t, com a bigraduagao

R(I(pg) = {ft? € K[X,ing(M)1] tais que deg(f) =p}.
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Proposic¢ao I11.1.3. K [X,in,(A7)t] é normal.

Demonstragdo. Analogamente ao que foi feito em L.1.2, tomamos G o semigrupo afim gerado
por X Uing (M )t; entdo K{X,in,(M)!| é normal se e s6 se ¢ for normal. Scjam a, ay, b € ¢ tais
que a? = alb com p € N. Queremos provar que existe b; € G tal que b == bf.

Seja I como acima. Podemos escrever

a=un...qtt e R(I)a,)
a1 = @iy ... 7itt € R(I) o 1y
b=wvpu, . qtq eR( )(h,q)

para u, %, v € K[X] e tal que os produtos ny ..., 71... 7}, p1 .. - ke € ing(M ), sejam imagens de
tableaux r-standard (nicos) via .

Nesta situacao, Ip = Ip + q, donde g = p(I — l) Escrevendo s = [ — I temos ¢ = ps. Além disso
todas as variaveis de b aparecem com poténcias miltiplas de p. Fstas duas condigoes permitirao
provar que b possui a propriedade requerida, ou seja, que b = (9)P(fi1 ... 1,t%)? € R(I)(s'p,sp)
para certos ¥ € K|[X], fi; € ing(M) e ' € N. Uma das dificuldades é que nao sabemos sequer se
plh.

De fato, explicitemos b:

q
UH(J,‘)\ML‘,V )‘:‘n)tq

i=1
Para melhor visualizar, escreveremos
Tal Tl Al
1 Zxz Tz ... Taz
- e ; q _ q
(2) I)—UH((L/\tl.’LAa.-..’EA;n>t = v . . . t
i=1 . .

PP I\
Ty Ty AL

onde os indices A} satisfazem &s condigdes (a), (b) e (c) de IT.1.2. Seja

q

C':H:I:'Z.'Elzz:z...xq
7 )\; A]- AJ- )‘j
i=1

para j = 1,2,...,m. C; é o produto correspondente as colunas da representacao (2). Dividimos
cada monomio C'; em s blocos com p elementos:

(k+1L)p
Cijk= H .’EA;_ = Tykp 1Ty kpt2 o Ty kpt(p- 1Ty (e p
3 J j 3
i=kp+1 ’

paraj=1,..., mek=0,... ,s—1
Assim O = [[i_4Cijr e b=v [, Citi=v w1 ITeco Cint?. Esquematicamente podemos
representar (2) como

Cio Ca0 e Cimo
Cu1 Cg ) Cm1
b— : . : 1
(3) v Clk O2k Ve ka

Cis-1) C2s-1) -+ Cmys-1)
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Diremos que Cji ¢ rompleto se
;I?/\f;r—i»l - .’I:)\kp;.z R ;L')‘(ik.H)p.
Se ('jx, nao for completo. entao existe inteiro 4, 1 <i < p tal que
&L')‘{cp+: 75 :L'/\i_cp+i+1 .
4 J

Seja t(k) o menor inteiro tal que isto acontega. Pela condiggo (h) da demonstracio de [11.1.2,
neste caso temos

Tykpbl = Eykpk2 o0 Xy ke () < By kpbi(k)HL < Ty kpe(k)42 <...< &y ey
J J J J J s

Sejam

I p—t(k
(7jk : (J:Akr+l(k)), (%)

* J
3';,». By ke (R) UL Rph(R)2 « o B (KD
: J J J

n P . 1] 1 & \ 4 e ) 4 e sl Lk T

E claro que mdc ((J-k, i) - 1. Também ve-se que Cj € completo se e s6 se (7 e b

Se todos os blocos (7 forem completos, entdo podemos verificar que se

s—1
f = H($A;¢p+1.’v,\§p+l et ;1:/\5:+1)
k=0
entdo f € K[in, (M)] e [T}2., ¢ = (f)P. Como conseqiiencia, todas as varidveis de » aparccem
como poténcias de p, donde existe w € K [X] tal que v = wP. Nestas condicoes, by == w(f1°) €
K[X,ing(M)t] e b= (by)?.

Suponhamos agora que existam blocos (7}, que nao sejam completos. Mostrareinos entio que
podemos rearranjar as variaveis na representacao (2) de forma que os blocos correspondentes se
tornem completos, o que permitird demonstrar a proposicao.

O processo de rearranjo ¢ indutivo. Ordenamos o conjunto de indices Z = {(j, k) : j
1,...,m; k=0,...,s — 1} lexicograficamente, ou seja, (j,k) < (i/,k') sec j < j ousej= j ¢
k < k'. Definimos 5@ = b, v(® = ¢, e = C'J(-g) = Cj para todo (j, k) € Z. Scja (jo.ko) € T o
menor par tal que Cj,x, ndo seja completo. Pela condi¢@o (c) da demonstracio de IT1.1.2, tem-se
que ¢’ . | v. Tomamos entdo

ok ©

*
o0 = 4 Zioko
o ©
Joko

e
0 (1_52) : se (4, k) 7 (do. ko)
e R Y

oo 0¥ = (y50011)", s€ (4, ) = (jo, ko)
“Joko J0

Temos entao
m 3—1

b= b1 = (D H H C}llc)tq
j=1k=0
Como C'j,_1 1, é completo (on néo existe, caso jo = 1), nao é dificil de ver que o produto
g= Cl(l)C‘.g” ... 08V satisfaz as condices (a), (b) e (c) da demonstracao de TT1.1.2. Em particular,
g corresponde a um tableau r-standard via .
Repetindo este processo, em uma etapa i > 1 teremos
m s—1

b= b8 = (D) H H Cj(jc)tq.

j=1k=0

Se ¢\9 for completo para todo (j, k) € Z, entao b()) estara na forma descjada. Senao. seja (j;, ki
ik J Ja

0 menor par tal que Cj(j,{ ndo seja completo. Por construgao é claro que (j;, %;) > (ji-1,ki-1)-

Podemos entdo aplicar o procedimento em »®), encontrando »(*1D. Como T ¢ finito. é claro

que este processo termina em alguma etapa [, e b serd uma representacao de b com blocos

completos. O
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Exemplo. Vamos exemplificar o procedimento usado na proposicao acima.

matriz 3 x 7 1-catalética:
r1 T2 &3 T4 Ts
X=\|x9 23 24 5 zg
r3 Ty Ty T Ty

Tomermos p = 2. Scja

43

Seja X uma

rg T7
Iy Ig
rg Tg

rp] I3 Ijp
X9 T4 X7 t4
5 T7 X9
4 Xg X8

b= (21290326287 09)

Reescrevendo o fator em in, (M) de maneira 1-standard, temos

ry T4 T7
T2 T 7 t4
T3 T5 I8
T4 Tg T9

b=:($1m2m3$6w8wg)

Temos C'yo = zj22, C11 = @324, C20 = z4x5, C21 = x526, C30 = x727, C31 = 2829

O primeiro bloco nao completo de b é Cq9 = z1z9. Neste caso Clg =z e CJy = zo. Entdo
1

v = :1:%.123:136.’1:8:1:9 e Cfo) = x121, donde

1 T4 7
1 Ts5 It
r3 ITs T8
T4 T T9

Em 51 o primeiro bloco nao completo é Cﬂ) = z3T4, COM Cl(ll) =z3e C;’fl) = 4. Assim

bV = (zox9z3z6T870)

1 T4 I7
T1 Ty T7 | 4
r3 I5 I8
T3 Tg 9

@ — (zomomgzer o)

’
Em 53 o primeiro bloco nao completo é Cég) = z4T5, COM C2E)2) =4 e O.;(g?) = z5. Assim
r1 Ty v
x T x
b® = (zozoz5T6T8T9) R %
T3 Ts I8
r3 ¢ 9
S = . ~(3 (3 3 -
Em b® o primeiro bloco ndo completo é C’él), com 02(1 )= g5 e C;f ) = 2. Entdo
z1 Z4 Z7
T Z xz
b = (zoz2r6TET8T9) L A N5
r3 Ts T8
r3 T3 X9
Lo = . (4 ‘(4 4 .
Agora, em b{® o primeiro bloco ndo completo é Cél) com C3(1 )= 2ge C;f ) = 2. Ento

1 T4 T7
Tr T4 274
3 5 T8
3 Ts T8

p(®) = (zoz2z6T6T0OT9)

O processo termina nesta etapa, e temos portanto
b= (.1:2.1:63:9)2[(.7:1m4z7)(m3$5mg)t2]2

Proposigao I11.1.4. As dlgebras K [in,(M)] e K[X,in,(M)t] sdo dlgebras de Cohen-Macau-

lay normais.

Demonstracio. Como estas dlgebras sdo anéis de semigrupos normais, por A.1.17 , sao Cohen-

Macaulay. O
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2. Invariantes Numeéricos

Cilculo da dimensio de K [in, (A1)]

O céleulo da dimensao das dgebras iniciais cataléticas pode ser feito pela contagemn dos elementos
das facetas, como na demonstracio de 11.1.3. Seguindo uma sugestio de Avon Simis. daremos
aqui uma outra demonstracio usando teoria de grafos.

Teorema II1.2.1.

mn—m)+1, sen—m-—-1<r

dim K [in, (M)] = {

nt+(m—1)p, sen—m-—1>r

Demaonstracio. A demonstracao serd leita por indugio em m.

Se m = 2, entao
v o Ty T9 . Tn ‘
Trltr Z24r ... Intr

Neste caso ings (M) pode ser associado a um grafo. Vamos denotar ¢ o grafo correspondente.
Temos as seguintes possibilidades:

(1). » = n. G & um grafo conexo bipartido nos vértices {xy1,... ,Tn-1.2ni1.... 22, } Com a
particho A = {x1,... ,@n—1} @ B = {&y42,... ,T2n} € as arestas da forma zx, ; para 1 < i <
n—lei<j<n.

(2). = n—1. ¢ é conexo, bipartido nos vértices {£1,... ,&n-1,Tns1,--. &2y 1} COM a
particdo A = {z1,... ,&n-1} € B = {&yy1,... ,@2n-1} € arestas da forma xix,,; para 1 <i <
n—lei<ji<n—-1

(3). » = n—2. C & conexo, hipartido nos vértices {z1,...,zon-2} comn a particio A =
{z1,... ,2n1} e B={2n,... ,x9n-2} e arestas z;zpqjpara 1 <i<n—lei—-1<j<n—2.

(4). » < n —3. G é grafo conexo nos vértices {z1,... ,Zn4+r} mas ndo é bipartido. e suas
arestas sdo da forma z;zj4r paral <i<n-1lei< j<n.

E conhecido que se G for win grafo conexo em s vértices, entdo dim K[(?] == s — 1 se (7 for
bipartide; e dim K'[C] = s se & nao for hipartido (ver [SVV], por exemplo). No nosso caso, se
r > n — 3, entao G é grafo conexo bipartido com 2(n — 1) vértices; e se r < n — 3, ¢ é grafo
conexo nao hipartido com n - r vértices. Logo, em nosso caso temos, para m == 2,

2n -3, sen—-3<r

n + 7 sen—3>7r

dim K [in, (M )] = {

Agora suponhamos valido para m — 1, se m > 2, e provaremos que vale para mn.
Seja X a matriz obtida X retirando-se as primeiras linha e coluna. Fxplicitamente

L24r e Ln—ntr Ty (m—1)+r Tn—(m=-2)+r s Loty

o)
I

Lo2p(m-1)r -+ Ta-mit(m-1)r Ton-mtl+(m-1)r Tn-m+t2+(m-1)r - Tog(m-Or

Sejam M e in, (M) respectivamente o conjunto dos menores maximos e o conjunto dos iniciais
dos menores maximos de X. Temos, por hipétese de inducao, que

(m-—1)(n—m)+1, sen—-m-1<r

dim K [in, (11)] =
im Kfin (1) {(n—l) +(m-2)r, sen-m-—-1>r
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Vamos analisar as duas possibilidades.

Dn-m ——~1 < r. Neste caso temos n —m + 1 < 2+ 7, donde conclui-se que z; é transcendente
sobre K (ing (M))(x1,... ,2i-1) para 1 <i <n —m -+ 1. Entdao temos que

K(ing (AM))(z1) = K(ino(]ff]))(zl, ey Tpemtl)
e portanto

dim K[ing(AM)] == (m = )(n—m) + 1+ —m+1)—1=m(n—m) |1

() n —m — 1> r. Neste caso {x1,...,22;,} é certamente transcendente sobre K (ing (M),
mas z; € K(ing{(M))(x1,...,224,) para2 +r < j < n —m - 1. Logo

K (ing (M)) (1) = K (ing(M))(z1, ... ,z24r)
donde
dimK([ing(M)]=(n—-1)4+(m=2)r+24+r—-1=n+(m—~1)r

e temos o desejado. [

Grau do h-vetor e o a-invariante de K |[in,(M )]
O resultado A.3.10 nos d4 uma maneira de calcular o k-vetor de K [in, ()] usando o complexo
simplicial associado A. Vamos usar aqui as notagées e resultados de IL.2.

Teorema II1.2.2. Seja h{ing(M)) o grau do h-vetor de K[ings(M)] e seja a(ing(M)) o a-
invariante de K [in,(M)]. Se d = dim K [in,(M)] temos:

—-n, sen—m-—1<r
. d n—r—1
a(ing(M)) =< —|—1, se |[————— | >2ousen—r=2m
m m

-@2m-+r)—n+1), sem+l<n-—r<2m

e h(ing(M)) = d + a(ins (M)).

Demonstragio. Seja h = (hg, h1,...,hi,...) o h-vetor de K [ing(M)]. Para cada faceta H € A
seja 6(H) como em II.2. Entao por A.3.10

hi = l{H e A/5(H) = z}l

Portanto concluimos que s(A) é o grau do h-vetor de K [in, (M)]. Logo h(ing (A)) = s(A).
Também temos que s(A) = d — a(A), onde d = dim K[ing(M)]. Logo nestas condigdes

conclufmos que a(ing(M)) = —a(A) é o a-invariante de K [ing (M)] (ver A.2.8). Além disso, por
defini¢do, temos que a(in,(M)) = h(ing (M)) — d.
Sen—m—1 < r, por I1.2.9 concluimos que a(ing(M)) = —n. Para estudarmos o caso

. . - ,oe |
n —m — 1 > r, estabeleceremos primeiro algumas rela¢oes numéricas. Denotando ¢ = [%—J,

temos que
(4) d=n+m—-1)r=n—-r+mr=mqg+p+l+tmr=mg+r)tp+1

Também

m(q + 1), sep=m—1

n—r=mqg-+pi1l=
e {mq—}-p’comISp’Sm—l, se0<p<m-—1
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Donde
d n-+ (m—1r n—r \
- . g e
m m m
f[¢ 4 1] Fr=q L4 sep=m—1
_ N
g 1 —] Fr=q+4+1+4+r, sed<p<m—1|
m
ou seja,
[ d n—r—1
(5) 5ﬂrq+r”:[___"yH'l
m m

Logo, de 11.2.4 e 11.2.14, usando (5), concluimos que se [’—“1’,—1_1J >2o0usen —r . 2m entio

a(ing(M)) = — {—d—-‘

m

Finalmente, se m 41 < n—r < 2m, por [1.2.6 temos que a(ing(M)) = =2 I r)—n11). O

3. Bases de SAGBI para a Algebra de Matrizes Cataléticas

Em [CHV] foi demonstrado que M (X U Mt) é base de SAGBI para K[AM] (K[X, M{]) se
m = 2. Se X for uma matriz genérica também foi demonstrado em [S| que M é hase de SAGBI
para K [M]. Nesta seciio estenderemos estes resultados um pouco. Provaremos que A/ é base de
SAGRBI para K[M] em relacao & ordem <, (ver capitulo T) quando n —m — 1 < r. Também
poderemos concluir que, neste mesmo caso, X U Mt & base de SAGBI para K[X, M), a dlgebra
de Rees correspondente, em relacdo a ordem <, (ver L.3). Para isto vamos aplicar o critério
dado pela proposicao A.4.14 enunciada no apendice A.

No teorema 1.3.1 estabelecemos quem sao os geradores de ker ¥. Mostraremos gue as relacoes
(i) e (ii) de 1.1.3 podem ser expandidas na forma necessaria para satisfazer A.4.14.

Se T € K[A(m,n)] for um tableau entao lembramos que ¢(7') = |T'| € K[M] ¢ o produto dos
menores correspondentes em X: e que diag(T) = ing(¢(T)) = #(T). Consideremos o seguinte
homomorfismo:

d: K[X,A(m,n)] — K|X, Mt]
Tjb— Tg

Pl — 1A

Notemos que ®(Y", f;T3) = 3, fi¢(T:)19°8T) onde f; € K[X] e T; € K[A(m,n)].

Agora, se T € K[A(m,n)] for um tableau nao-standard, entao pela teoria das ALR para
menores de matrizes genéricas (ver A.6), sabemos que existe uma Minica combinagio linear > o;1%
de tableaux I'; standard tal que |T| = >, a;|T';| (vide A.6.2). Indicaremos esta combinacao linear
por PI(T) = > a;['; (para lembrar que tal relagdo é construida a partir das relacoes de Pliicker).
Sen —m —1<r tem-se que se T € K [A(m,n)| for um tableau, entdo rs(T) = s(T) ; logo neste
caso o conjunto S, dos tableaux r-standard é na verdade o conjunto dos tableaux standard em
A(m,n). Dados {A], [u] € A(m,n), denotemos as relacoes (ii) de 1.3.1 por

Gy = W) = rs(N )

Lema III.3.1. Sejan —m — 1 < r. Dado [A][u] € K[A(m,n)| tem-se que

(i) = o (Al = rs (A [u]) = (W) — s(N] ) =
©) = o (PIAD) = & (X)) = S Ilmll ol
i€l

onde I é um conjunto adequado de indices e [15][ps] sdo tableaux standard. Esta representacao é
tinica e temos
ing(|[rilll{nd]) <o ing(¢(Cpajp))
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para todoi € I.

Demonstragdo. Temos da definicao das relagoes de retificacao (ver A.6.1) que PI([M|x]) =
s([\[r]) + 3 e fImillpi) onde T é um conjunto adequado de indices e [r;]]p,] sdo standard. E como
ja foi lembrado, n —m — 1 < » implica que rs(T) = s(T') para todo tablean T'. As igualdades (G)
decorrem diretamente destes dois fatos. Agora, por 1.1.5, temos que

ing (|[rillllpal) # ing (| [51lllps]1) se i # ;.

Seja g = max;{ino(|[r:]|l[pil])}, digamos g = ing(|[ri,)||[pso]])- Entdo ¢ ¢ um monomio de
¢(Gaj)- De fato, se g nio aparece em ¢ (G (5(,,)), entao é porque foi anulado por algum monomio
de algum |[r]||{px]], k # f0- Mas neste caso ter-se-ia g <o ins(|[7x]||[px]]), absurdo. Logo temos
que

g ([[rdlllpill) <o ina(8(Gxjj))

para todoie I. [0

Para trabalhar com as relagoes (i) de 1.3.1 vamos estabelecer algumas notacoes. Dados k,!
inteiros e [A] = [A1,...,A;m] € K[A(m,n)] taisque 1 < k <m e Ag1 < I < A, definimos, para

jef{l,...,mp\{k},

Flin) = (- 1)rA s -5 Am] = Zaggem1)r P oo Ak 10 L Aty -+ 5 Al

e
‘/E)\j-k(k—l)r[)‘lr”‘ 7’\j—17)‘j+11"- ))‘k—lyl)Akv)‘kH—l)”' 1/\1n]y se J <k -2
Flj,k,[,\] =< Ta +-DrA o A2, L AR A1+ Aml se j=k—1
T (k-1 A s Am 1 Ay ooy Ao, A, e Al se k+1<j<m
Denotaremos
O (Fp )
e = f[] =2 e-1)rl Ao Al = Eagrm el A A1, L AR, - A
e .
) S(F}, )
ff,k,[,\] = % = x4 k=Dr Pt s Ao At L A Ak, - yAml|

) ; o = ) - J PP
Observamos que Iy (x) © Fj . x 580 elementos de K[X,A(m,n)] e que fi [ € Ji g,z S0 seus
valores em I [X| quando substituimos os colchetes pelos seus respectivos menores de X.
Notamos que o lema seguinte vale para todos os valores de m, n e r, com 2 <m < n.

Lema II1.3.2. Seguindo a notagao acima,

m

(7) Sk = Z Eiff;k,m

j=Lj#k

onde :
; (—1)FtF+1 se 1 <j<k—1
b= { (-1)7k, sek+1<j<m
Além disso .
ine (/7 ) S o (Friex)
para todo j € {1,... ,m}\ {k}

Demonstragdo. Para demonstrar a igualdade (7), construimos a matriz Xy com m + 1 linhas
e n colunas de forma que a sua primeira linha seja a linha k de X, e o restante seja a prépria
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matriz X, ou seja,

Lrp(k—1r  T24(k—1)r -+ Tpi(k-1)r
€ z9 S Ty
Tyyp Loyp . e Tygr
£ 2r 2420 cee Tu42r
~\’k E .
gk~ )r  L24(k-1)r -+ Tas(k-1)r
Elp(m-1)r  T2H(m~-1)r -+ Tnt(m-r

Seja 1 o menor de Xy, formado pelas colunas Ay, ..., Ap-1, 4, Ay oo, A Ao desenvolver p
pela sua primeira linha encontramos

k-2
= Z(—l)‘”rl "v/\.,--%(k»--l)r“)‘l D SIS .Y XU D Y RIL Y .Y Al |4
j=1

S G VL SVRR Nt | P ERUND YHIPY PYSIOUD W | B2
+ (—1)k+1 17l+(k—l)r|[/\l e AR 1A - Al |F
+ (—1)kt? Tyt (-1l A Ak=1 Ak Al [

+ Z ("1)j+2m,\j+(k—41)r|[/\1---/\k—ll)\k---/\j—])\j+l~~->\m||" 0
J=k+1

Fazendo as substitui¢ées adequadas, encontramos (7).
Usando o mesmo argumento de I11.3.1, para mostrar as desigunaldades dos monomios iniciais
basta mostrar que

ina(fik,[A]) # inf’(fli,k,[A])
para i # j,com i, 7 € {1,...,m}\ {k}. Pixemos j < i. Temos dois casos:

Caso l: j<i<houj<k<i

Neste caso temos que

m; = i ([, 0) = x40k 1r 622 414 (G-r b

m; = inn(ff,k,[,u) = TN (k- Dr CTX (G- 1)r 4

onde
= TN Togtr e T+ (G-2)r
e b, b’ sdo mondmios em K [X] adequados.

Comok—1>37—1>j5—2el; > Aj_yentdo A+ (k—1L)r > A1 (j —2)r, donde
T 4 (k-1)r <o Tx;_;+(j-2)r- Também temos que, como A; > Aj, entao A+ (k—1)r > A (i —1)r
€ Ty, 4 (k-1)r <o Tx;+(j—1)r AO TEescrevermos m; e m; com as varidveis em ordem decrescente,

. _ ! ! s o H v —
temos m; = accem; = azy; (j-1)¢ ondeq, c e c s3o mondmios em A [X]eor = T (k1)
ou a = Ty, +(j-1) Porém, qualquer que seja a, é facil de ver que o <4 @y, (. 1)r donde

mj 7# m;.

Caso 2: k< j<i

Neste caso temos

s J — . . . , - . . )
mj = lna(f[!k’[,\]) YRR GRS DUALE D PIRE S L NNEE) W (R )LD VR R S IRCD W R 15 b
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e
] (fi —
m; = Mg 1’]\;,[)\]) T TN A=) CT X g T (- D)rE Ay i b
onde
A= TXThg4r o Tl (k= 1)rZ Aptkr -+ - TX5 (G- 1)r
e

b= Txipa+@+D)r - - T H(m—1)r

Como A; < Agpy, Aj < Aj ek < dientdo A+ (B — 1)r < Ajyq +ir © AjF(k=1)r <
Ai+(i—1)r, donde ao reescrevermos m; e mj com a varidveis em ordem decrescente encontramos

—_— ! ! " = I : d
mj = a Ty 10 em; = " all onde d, o' eV sdo monomios em X ¢ a = E X+ (i)
ou a = Ty (k-1)r- De qualquer forma temos a # z,4(i—1)r donde podemos conchiir que
m; '—75 m;j. a

Teorema I11.3.3. Sen —m — 1 < r temos:

(i) X U Mt forma uma base de Sagbi para a dlgebra de Rees K[X, M!] com respeito a ordem
<o'. Em particular ing: (K [X, M!]) = K[X,ing(M)t].

(i) M forma uma base de Sagbi para a K -dlgebra K [M] com respeito & ordem monomial <.
Em particular ing (K [M]) = Kling (M)].

Demonstragdo. (i) Nas notagoes estabelecidas acima, os binomios Gallyg © Fuk,(a) geram o ideal
ker ¥, que é o ideal de apresentacao de K[X,ing(M)t]. Pelos lemas 111.3.1 e 111.3.2 concluimos
que estes geradores satisfazem 4s condigdes de A.4.14, e portanto temos o desejado.

(ii) Os binomios G y);, geram ker ¥, que é o ideal de apresentacdo de K [in, (A)], e por TI1.3.1
vé-se que satisfazem ao critério A.4.14. [

Coroldrio I11.3.4. Sen —m — 1 <r temos:
(i) Os polinémios

m

(8) Figy — Z Ei-FIJ,k,[A] € K{X,A(m,n)]
i=1j#k

onde )

i [ (CD)IRL e 1 <j<k-1

FTV(1)E, sek+1<j<m
el, k, [\] percorrem todos os valores possiveis tais quel <k <mel <A < ... <A1 <1<
A< o< Ay €
(9 sl = PU([A][4]) € K[A(m, n)]

onde [A][u] sdo 2-tableaux nao-standard de K[A(m,n)], formam uma base de Grobner para ker @
em relagdo & ordem < .+ (definida em 1.3.2), e in,: (ker ®) = ins (ker ¥). Em particular, in, (ker ¢)
é gerado pelos mondémios que aparecem a esquerda nas expressoes (8) e (9).

(ii) Os polinémios (9) formam uma base de Grobner para ker ¢ em relagio a ordem <, (definida
em 1.2.5), e iny(ker¢) = iny(kerv). Em particular, in;(ker¢) é gerado pelos monémios que
aparecem & esquerda nas expressoes (9).

Demonstragdo. E conseqiiéncia dos teoremas I11.3.2, 1.2.7, .3.2, e de A.5.2. [

Da teoria geral de bases de SAGBI, podemos tirar algumas conclusoes para as algebras
cataléticas quandon —m — 1 < r.

Proposigao I11.3.6. Se n — m — 1 < r entdo as dlgebras K|M| e K|X, Mt] sdo dominios
normais de Cohen-Macaulay.

Demonstragdo. Como por IT1.1.4 as dlgebras K [ine (M)] e K [X, ing (M )t] sao dominios normais
e de Cohen-Macaulay, e como M e X UMt sdo bases de SABGI em relacgao as respectivas algebras,
por A.5.3 concluimos o desejado. [
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Proposigao I11.3.7. Scja a(K[M]) o a-invariante de K[M]. Sen —m — | <7 enfao

a(K[M]) = —n

dim N |M] = m(n —m) + 1.

Demonstracio. Como M ¢ base de SAGBI para K[M], estes fatos sio conseqiiencia de 1T1.2.1,

M22eAs54. 0O

Agora seja I o ideal de K|X| gerado por M. Para cada inteiro positivo j seja
AT {/l]/t-z.../LJ‘ onde j1; sao menores maximos de .\'}

Seja ing (M7) = {in,(y:) para i € MJ}.
Uma conseqiiéncia importante do teorema I11.3.3 é a seguinte

Proposigao I11.3.8. Sen —m — | < r, MJ forma uma base de Gribner para I' para todo
j € N em relacao a ordem <, adotada em K{X]. Em particular, ing(I?) = in,(/)? para todo
jEN

Demonstragio. Para cada inteiro positivo j temos o homomorfismo

& — KX, Mt]
Zaifi — Zaifitj

onde a; € K|X] e fi € M7. E fcil de ver que para cada f € I’ in, (/)17 = ing: (¢;(f))-
Como X U Mt & hase de SAGBT de K[X, Mt], concluimos que ing(f) = apiy onde a € K[X]
e uf € ing(M7). Togo in,(I7) é gerado por ing (M7), e portanto A4 é base de Grébner para

LR

O resultado acima ja foi demonstrado para matrizes genéricas, e com ordens diagonais genéri-
cas, por A. Conca em (Y. Embora aqui tenhamos usado uma ordem especifica. pode-se verificar
que todos os argumentos usam apenas o fato da ordem <, ser diagonal. Portanto este resultado
vale também se a ordem for uma ordem diagonal genérica. Na verdade, 111.3.8 ¢ equivalente ao
fato de que A é base de SAGBI para K[M], como se pode ver em [C].



APENDICE A

PRELIMINARES

Para facilidade de referéncia apresentaremos neste apéndice os conceitos bisicos, definigoes
e resultados mais importantes sobre os vérios t6picos da teoria geral utilizados neste trabalho.
Como uma regra geral, X' denotard um conjunto de indeterminadas x1q, ...,z (sobre o anel hase
em questdio). Se ¢ = (e1,...,cy,,) for uma m-upla, entdo X¢ = ... 2% Letras em negrito
denotarao uplas de elementos, e poténcias de uplas serdo denotadas como para X.

1. Anéis de Cohen-Macaulay

Definiremos nesta se¢@o anéis de Cohen-Macaulay e anéis graduados. Seja I? um anel. Dizemos
que f € R é um elemento R-reqular se fg = 0 = g = 0 para todo g € R, ou seja, se f nio for
um divisor de zero em R.

Definigao A.1.1. Uma seqiiéncia f = fy,..., f, de elementos em R é chamada de seqiiéncia
R-regular ou simplesmente R-seqiénciase: (i) f; for um elemento R/(f1, ..., fi—1)R-regular para
i=1,...,n;e(it) R/fR 0.

Suponhamos agora R noetheriano e seja I um ideal de R com I # R. Sef = f,..., f, é uma
R-seqiiéncia com f; € I, entado a seqiiéncia (f1) C (f1,f2) C ... C (f1,..., fn) & estritamente
crescente. Portanto, como R é noetheriano, esta seqiiéncia pode ser extendida a uma R-seqiiéncia
maximal em I. Temos o teorema [BH, 1.2.5]

Teorema A.1.2. Sejam R anel noetheriano, e I um ideal de R tal que I # R. Entao todas
as R-seqiiéncias maximais em I possuem o mesmo comprimento. Se n for tal comprimento, pode
ser calculado por ‘

n=min{i: Extk(R/I,R)+# 0}

Entao a seguinte definicao faz sentido:

Definicao A.1.3. Sejam R anel noetheriano e I um ideal de R tal que I 5 R. O comprimento
comum das R-seqiiéncias maximais em 7 é chamado de I-profundidade, e serd denotado por
prof;(R). Se I = R definimos prof ;(R) = oo.

Uma situagdo especial ocorre com freqiiéncia:

Defini¢do A.1.4. Seja (R,m, k) um anel noetheriano local. Entéo prof, (R) é chamado
simplesmente de profundidade de R, e é denotado por prof(R).

R-seqiliéncias e profundidade sado importantes objetos algébricos. Uma propriedade marcante
é dada por [BH, 1.2.12]:

Proposigao A.1.5. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Toda R-seqiiéncia em m é parte
de um sistema de parametros de R. Em particular, prof(R) < dim R.

Lembramos que uma seqiiéncia fq,... , fs de elementos de R é um sistema de pardmetros de R
se s & o menor inteiro tal que Sup(R/(f1,..., fs)R) = {m}, onde Sup(R) := {p € R, p primo tal
que R, # 0} é o suporte de R. Se prof(R) = dim R, entdo R recebe uma nomeclatura especial:

Definigao A.1.6. Seja R um anel noetheriano local. R é chamado de anel de Cohen-Macaulay
se prof(R) = dim(R).

Em geral, se R for um anel noetheriano arbitrario, entao R é um anel de Cohen-Macaulay se
R, for um anel de Cohen-Macaulay para todo ideal maximal m € Sup(R).

Em um anel de Cohen-Macaulay a I-profundidade fica completamente determinada pela di-
mensao [BH, 2.1.2]:

51
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Teorema A.1.7. Secjam (I.m) mmn ancl de Colien-Macaulay local o f Tio.oo f, wna
geqiiéneia em m. lmtao:

(a) dim R/p = prof(R) V p € Ass(R);

(b) prof ;(R) = dim R — dim R/JR para todo ideal T C m;

(c) £ é uma R-seqiiéneia se e s6 se dim R/fR = dim R —r;

(d) £ é uma R-seqiiéneia se e s6 se for parte de um sistema de parametros de 3.

Lembramos que Ass(R) ¢ o conjunto dos primos associados de R, e que nin ideal primo p de
R & dito associado a B sep-- (0): f para alpum 0/ f € R.
A propriedade de ser Cohen-Macaulay ¢ estivel em relaciio @ especializacio ¢ i localizacio

(131 2.1.3):

Teorema A.1.8. Secja It um anel noetheriano.

(a) Suponha que f seja uma R-seqiicneia. Entao RJER ¢ Colien-Macanlay. O reciproco ¢
verdadeiro se R lor local,

(b) Suponha que R sejan Cohen-Macanlay.  Entao para cada conjunto multiplicativamente
fechado S em R, Ry tambdm serd Cohen-Macaulay. Fm particular, 12, ¢ Cohen-Macanlay para
todo p € Spee(R). Se It, / 0, entao

prof(R,) = prof ,(R) e dimR = dim R, I dim R/p.

Coroldrio A.1.9. [BH, 2.1.4] Scja it um anel de Cohen-Macaulay. ¢ I 7 I um ideal. [Kntao
prof [ (R) = alt([) e, se R for local, alt(I) - dim R/ T = dim R (onde alt indica a altura do ideal).

Diz-se que wn ideal T é puro se os ideais pritnos associados de /1 tem todos a mesma altura,
Macaulay mostrou em 1916 que wn ideal I = (fy,..., fi,) de altura 1 e anel de polinomios
sobre um corpo é puro; e Cohen provou em 1946 o mesmo para anéis locais regulares. Istes fatos
e o teorema seguinte explicam a nomenclatura “Cohen-Macaulay”.

Teorema A.1.10. [BH, 2.1.6] U/m anel noetheriano é Cohen-Macaulay se e s6 se todo ideal
I gerado por alt(J) elementos for puro.

As algebras estudadas neste trabalho sdo todas dlgebras graduadas, wma importante classe de
objetos em Algebra comutativa. Passaremos agora ao estudo destas dlgebras.

Defini¢ao A.1.11. Um anel graduado é win anel R com uma decomposiciio It - ¢ I7; tal
que R;R; C IRy j para todo i, j € Z.

Os elementos f € R; sdo chamados homogéneos (de grauw i) ou de i-formas. O zero ¢ wn
elemento de graun arbitririo, pois estd em todos os graus. O gran de [ & denotado por deg f.
Cada clemento f € R possui uma Gnica representacio f — Y. f; como soma de clementos
homogeéneos fi € R;. Os clementos f; sio as componentes homogéneas de f. Notemos que 2y ¢
um anel com | € Ry. R{i) denotard o anel graduado com graduacio dada por 12(i),, = ;..
Dados dois anéis graduados R e S, wm homomorfismo ¢ : R — S satisfazendo &(R;) < 9; para
todo i € Z ¢ chamado de homomorfismo homogéneo.

Seja [ wmn ideal de R. T é dito homogéneo se possuir uma graduacio [ G000 tal que
I = I N R Equivalentemente, T ¢ homogeneo se for gerado por elementos homogencos de I,
Se f € I entdo as componentes homogeéneas de f também pertencem a /. Se 7 for um ideal de
R nao necessariamente homogeneo, definimos o ideal graduado [* como sendo o ideal gerado por
todos os clementos homogéneos de I. E claro que [* é o maior ideal homogeneo contido e /.
Se I for homogeneo entao I* == I.Tem-se também que R/I* herda uma graduacao natural de 1.

Uma R-algebra A é graduoda se o for como anel. Se A for gerada, como Rg-dlgebra, pelas
1-formas, entao é chamada de standard. Mais geralmente, se A for uma Rp-algehra gerada por
elementos de grau positivo, entao dizemos que A é uma Rg-algebra positivamente graduada.

Um anel de polinémios K|z, ... ,2,] é naturalmente graduado pelo gran nusual de polinémios.
As subdlgebras de K[xy,...,2,| geradas por elementos homogéneos siio exemplos naturais de
dlgebras graduadas. Se 4 = K|{fy,...,fs] C Klz1,... ,z,] onde f; sdo polinomios de mesmo
grau, entdo A pode ser considerada uma algebra standard se tomarmos deg(f;) = 1.

A contraparte graduada dos anéis locais sera vista a seguir.
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Definigao A.1.12. Seja R um anel graduado. Um ideal graduado m de R é chamado de
mazimal graduado se It for o tinico ideal que contenha m propriamente. R é chamado de anel
local graduado se possuir um tnico ideal maximal graduado. Um anel local graduado R com ideal
maximal graduado m sera denotado por (R, m).

Um exemplo de anel local graduado ¢é o anel de polinomios klzy,... ,x,] com a graduacao
usual. Neste caso o 1inico ideal maximal graduado é m= (z1,...,zp).

Muitos resultados validos para anéis locais podem ser transferidos quase que diretamente para
anéis locais graduados. Por exemplo, temo a seguinte caracterizagao de anel de Cohen-Macaulay:

Teorema A.1.13. [HR] Seja R = &;>9R; wm anel graduado positivo, e seja m = R, seu
ideal maximal graduado. Entdo R é Cohen-Macaulay se e s6 se Ry, for Cohen-Macaulay.

Nao foi possivel encontrar uma referéncia direta para o resultado seguinte, embora seja um
resultado conhecido. Para maiores detalhes, uma referéncia é [BH].

Teorema A.1.14. Se R ¢ anel graduado standard, entdao R é Cohen-Macaulay se e sé se IR
possuir um sistema de pardmetros {f1,..., fs} talquedeg fi=1e f1,..., fs seja uma seqiiéncia
R-regular.

Existem varios critérios para determinar se uma &algebra é ou nao de Cohen-Macaulay. Neste
trabalho usamos um critério de Hochster para anéis de semigrupos.

Um semigrupo afim G é um semigrupo finitamente gerado tal que para algum n # 0 seja
isomorfo a um subsemigrupo de Z" contendo 0. Seja K um corpo. Denotamos por K [G] o espago
vetorial K(®). Se X = z1,... , 2, indeterminadas sobre K, entdo o elemento da base de K|[G]
que corresponda a g € G sera denotado por X 9. Esta notacao monomial é usada para lembrar que
k[G] comporta uma operacao de multiplicagdo natural cuja tdbua é dada por X9x9 = x99,
Por exemplo, k|Z"] é isomorfo ao anel de polinomios de Laurent k[z1,z7',...,z,,z;!], onde
z; corresponde ao i-ésimo elemento da base canénica de Z®. Similarmente, k[N"] é isomorfo a
Ic[xl, SN ,.’L'n].

Existe um “menor” grupo H contendo G com a propriedade universal de que todo homomor-
fismo de G para algum grupo seja fatorado através de H. Denotaremos este grupo por ZG pois,
como podemos considerar G C Z, entao H sera justamente o submédulo de Z™ gerado por G.
Como todo semigrupo afim pode ser mergulhado em Z" para algum n, entdo temos que ZG = Z¢
para algum d € N. Nestas condigdes d é o posto de G.

Definigcao A.1.15. Um semigrupo afim G ¢é dito normal se satisfizer a seguinte condicéo: se
mz € G para algum z € ZG e m € N*, entdo z € G.

Teorema A.1.16. [BH, 6.1.4] Sejam G um anel de semigrupo afim e K um corpo. IEntao G
é um semigrupo normal se e s6 se K|G] for um anel normal.

O critério citado a seguir foi demonstrado originalmente por Hochster em [Ho|. Uma outra
demonstracao pode ser encontrada em [BH, 6.3.5].

Teorema A.1.17. Sejam G um semigrupo normal e K um corpo. Entao K|[G] é um anel de
Cohen-Macaulay.

2. Fungoes de Hilbert

Nesta secdo estudaremos uma importante fungéo relacionada com anéis graduados, a fungao
de Hilbert.

A funcao de Hilbert mede a dimensao da n-ésima parte homogénea de um anel graduado R.
Suporemos de agora em diante que Rg é um anel local artiniano e que R é uma é4lgebra standard,
ou seja, é finitamente gerada sobre Rg por 1-formas, isto é, R = Rp[R;]. O modelo basico em
mente s&o o0s anéis de polinémios sobre um corpo e suas algebras quocientes. Observamos que
nestas condicdes, cada componente R; pode ser vista como um Rg-médulo finitamente gerado, e
portanto possuem comprimento I(R;) finito (como Rg-médulo).
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Definigio A.2.1. A funcao wmmérica H (R, ) : Z — Z dada pov H(R,i) 1(R,) ¢ a funcao
de Hilbert de Ree Hp(t) = Y7 = H{R,n)t" é a série de Ililbert de K.

Uma fncio namérica I 2 Z — Z é dita de tipo polinomial (de gran d) se existiv mn polinoniio
P(X) € Q[X] (de grau d) tal que F7(n) = P(n) para todo n > 0. Couvenciona-se que o polinoniio
nulo tenha grau —1. A funcao de Hilbert é de tipo polinomial:

Teorema A.2.2. [BII, 4.1.3] Seja R anel graduado de dimensio d. Entio IT(R.i) ¢ de tipo
polinomial de gran d — 1.

Uma caracterizacio dos polinomios de Q[N que possuem valoves inteivos ¢ dada pelo

Lema A.2.3. [BIL 4.1.4] Seja P(X) € QY] wn polindmio de gran d — 1. As seguintes
condicoes sao equivalentes:

(a) P(n) € Z para todo n € Z;

(b) existem inteiros ag, ... ,aq.q tais que

d--1 . i
P(x) - Za.,(‘\ 14 )

i==0

Definigao A.2.4. O tnico polinomio Pr(X) € Q[X] para o qual [/ (R,7) - Pr(i) pava i > 0
é chamado de polindmio de Hilbert de R. Iscrevemos

d-1
. —1- X4
Pr(X) = Z(—l)d req 1 ( ; I) :

=0

A multiplicidade de It é definida como sendo

€0, sed>0
R)= .
°(R) {I(M), sed=0

A estrutura das séries de Hilbert pode ser melhor visualizada da segninte maneira:

Proposicdo A.2.5. [BH, 4.1.8] Seja R um anel graduado de dimensao d. Fnlao existe um
tinico elemento Q p(t) € Zlt, 7] com Qr(1) +# 0 tal que
Qr(t)

[[R(i,) B (i-——t)d

Além disso. se Q (1) = 3, hit" entao min{i tais que h; -/ 0} ¢ o menor inteiro tal que Ity /0.

Proposi¢iio A.2.6. [BII, 4.1.9] Sob as condi¢des de A.2.5, e com as notacoes de A.2.1, valem
as seguintes férmulas
Q]
. Qr ()

! il

parai=20,...,d — 1. Além disso, ¢(R) = Qr(1).

Com esta proposicio podemos calcular a multiplicidade e(R) a partir do h-vetor. ou seja,

e(R) = Qr(l) = Z’“-

Proposicdo A.2.7. [BH, 1.1.10] Além das hipdteses de A.2.5 suponhamos tamhdém que R
seja Cohen-Macaulay. Entao h; > 0 para todo i. Além disso, e; > 0 para todo i se 1j — 0 para
todo 7 < 0.

A seqiiéencia (h;)icz da proposicao A.2.3 é chamada de h-seqiifncia de R (Stanley).
Podemos escrever
Hp(t)= (=1)%*Hp(t™")

onde a é o grau da funcdo racional I r(t). Este niunero é um importante invariante.
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Definigao A.2.8. O grau da fungao racional H p(t) é chamado de a-invariante de R.

1

O conceito do e-invariante surge originalmente no estudo de anéis de Corenstein. A guisa de
informagéo enunciamos

Proposigao A.2.9. [BH, 3.6.10] Seja (R, m) um anel de Cohen-Macaulay local graduado com
médulo canénico graduado wg. As seguintes condigbes sdo equivalentes:

(a) R é um anel de Gorenstein;

(b) wr = R(a) para algum a € Z.

Neste contexto o e-invariante de 7 ¢ dado por [BH, 3.6.11]
a(R) = — min{i € Z tais que (wr/Mwp); # 0}

se m for ideal maximal de R (ndo apenas maximal graduado). A equivaléncia com a definiciio
acima pode ser vista em [BH, 4.3.8]. Detalhes sobre anéis de Gorenstein e médulos canénicos
podem ser encontrados em [BH], por exemplo.

Para finalizar esta se¢iao vamos analizar alguns resultados gerais sobre algebras de Rees.

Definigao A.2.10. Seja R um anel. Uma filtracio F em R é uma cadeia descendente de
ideais R = Ip D I} D I D ... tais que I;I; C I;4; para todo i, 5. Um anel filtrado é um par
(R, F) onde R é um anel e ' uma filtracdo em R.

Seja I um ideal de R. O exemplo mais importante de filtragdo é a filtracao I-ddice, na qual
I; = I', e é esta filtracio que consideramos neste trabalho.
Seja R um anel, I C R um ideal e F = (I%);>¢ a filtracao I-adica. Definimos o anel de Rees
de R com respeito a I como sendo -
R(I)= @izoliti.

O anel R(I) pode ser visto como um subanel graduado de R|[t].

Proposigao A.2.11. [BH, 4.4.6] Sejam (R, m) um anel noetheriano local (ou local graduado)
e I um ideal de R. Entao dimR(I) = dim R + 1.

3. Anéis de Stanley-Reisner

A “dlgebra comutativa combinatéria” é um novo ramo da dlgebra comutativa criado por
Hochster e Stanely na década de 70. Os objetos combinatérios considerados sao complexos
simpliciais, aos quais sdo associados certos objetos algébricos, os anéis de Stanley-Reisner. O
invariante mais importante de um complexo simplicial é o seu f-vetor, que pode facilmente ser
transformado no h-vetor. Saber se um anel de Stanley-Reisner é Cohen-Macaulay (ou Goren-
stein) pode trazer muitas informacoes sobre o f-vetor do complexo associado, e vice-versa, gracas
a esta conexdo entre f-vetor e séries de Hilbert.

Definigao A.3.1. Seja V = {vy,...,v,} um conjunto finito. Um complexo simplicial A
sobre V & uma cole¢iio de subconjuntos de V de forma que F € A sempre que F C G para algum
G € A, e também {v;} € A parai=1,...,n.

Os elementos de A sao chamados de faces, e a dimensdo de uma face F, dim F', é o nlimero
|F| - 1. A dimensdo de um complexo simplicial A é dimA = max{dim F tal que ' € A}.

Note-se que o conjunto @ é uma face, cuja dimenséo é convencionada como sendo —1. As faces
de dimensao 0 e 1 sdao chamadas de vértices e lados respectivamente. As faces maximais sob a
incluséo sao as facetas do complexo simplicial.

Se {Fi,...,Fn} for uma colegdo arbitriria de subconjuntos de V, entdo existe um tnico
complexo simplicial minimal, denotado por (Fy, ..., Fp,), contendo todos os F;. Dizemos que
este complexo simplicial é gerado por Fy,..., F,,. Ele consiste de todos os subconjuntos G C V

que estejam contidos em algum Fj.

Um poset (do inglés, partially ordered set) II é um conjunto finito dotado de uma ordem parcial.
Uma cadeia em um poset é um subconjunto onde todos os pares de elementos sao comparaveis.
Uma cadeia C ¢ saturada se para cada u,v € C e w € Il tais que u < w < v entdo w € C. Se Il
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for wmn poset. o seu rompleao de ordem A(IT) & o conjunto de todas as eadeias de 11 I claro que
A(IT) é um complexo simplicial.

Seja agora A wn complexo simplicial qualgquer de dimensao d — 1 > 0 sobre i conjunto de
vértices V. Seja f; o munero de faces de dimensio i de A. Temos fo - V] e [ 1. A d-upla

JAY = o f1reoo Jae1)

é chamada de f-vetor de A.

Defini¢gao A.3.2. Seja A wm complexo simplicial sobre o conjunto de vértices Voo {vy, ...,
vn}, e seja K um ancl. O anel de Stanley-Reisner do complexo A com respeito a K ¢ a K-dlgehra
homogenca

K|A] = Kiey, ... 20/ A,

onde /4 é o ideal gerado por todos os monomios x4 @y, ... @i, tais que {u,, 0, ... . vi } €A,

Apesar da definiciio de anel de Stanley-Redsner ser feita sobre wn anel qualquer. os casos mais
importantes acontecem quando K é wum corpo.
Note-se que Ta ¢ gerado por monomios livres de quadrados. Por outro lado. se

2
I C (2}],... ,.'En)
for um ideal gerado por monomios livres de quadrados, entdo
Kley, ..., 2]/1 2 K[A]

para algium complexo simplicial A.

A correspondéncia entre complexos simpliciais e ideais livres de quadrados & realizada por
inclusbes reversas: se A ¢ A’ siio complexos simpliciais sobre o mesmo conjunto de vértices,
entdo A C A" & Iar C Ia.

A dimens&o de um anel de Stanley-Reisner pode ser facilmente determinada:

Teorema A.3.3. [BH, 5.1.4] Seja A um complexo simplicial e K um corpo. FEntao
In=Nppp

onde a intersecio ¢ tomada sobre todas as facetas F de A, e pp denota o ideal (primo) gerado
por todos os x; tais que v; & . Em particular,

dim KJA] = dim A + 1.

Um complexo simplicial A é puro se todas as suas facetas possuem a mesima dimensiao: ¢ A
é um complexo de Cohen-Macaulay sobre K se K[A] for um anel de Clohen-Macaulay. Direnos
que A é um complexo de Cohen-Macaulay se for um complexo de Ciohen-Macaulay sobre algiun
corpo

De A.1.6 e A.3.3 conclui-se que

Coroldrio A.3.4. [BH, 5.1.5] Um complexo de Cohen-Macaulay é puro.
A relagio entre o f-vetor e a série de Hibert é dada pelo seguinte teorema [BIIL. 5.1.7]

Teorema A.3.5. Secja A um complexo simplicial com f-vetor (fo,..., fa. 1). Fntao
d-1 ;

_ fit?

Hia®) = 3 Gyt

t=—1

De A.2.5 e do teorema acima deduz-se que [BH, 5.1.§]
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Lema A.3.6. O f-vetor ¢ o h-vetor de um complexo simplicial A de dimensio d — 1 estao

relacionados por
d
Zhiti = Zfi_lti(l — t)d“i.
i i=0

Em particular, o h-vetor tem comprimento no méximo d, e paraj=0,... ,d,
j ) J .
L _1yi-1 d—1 ) . - d—1 )
h]v_X;( 1) (]._Z.)fz_l e f]_1~_2;(j_i)n1.
1=l 7=

Uma importante classe de complexos simpliciais é dada pela seguinte definicéo.

Definigao A.3.7. Um complexo simplicial puro A é chamado de shellable se as facetas de A

puderem ser dispostas numa ordem linear F1y, ..., Fy, de forma que uma das seguintes condicdes
equivalentes seja satisfeita:

(a) (Fi) N {Fy,...,Fi_1) é gerado por um conjunto nao vazio de faces maximais préprias de
(F;) para todo i, 2 < i< m;

(b) o conjunto {F tais que F € (Fy,... ,F;), F € (Fy,... ,F;_1)} reduz-se a um tinico elemento
minimal para todo i, 2 <i < m;

(c) para todo 4, j, 1 < j < i < m existe algum v € F; \ Fj e algum k € {1,...,i — 1} com
Fi\ F, = {v}.

Uma ordem linear das facetas que satisfaga uma das condigées equivalentes (a), (b) ou (c) é
chamada de um shelling para A.

Para a demonstracao da equivaléncia das trés condigbes da defini¢do acima ver [BH, 5.1.11]

Vamos introduzir mais algumas defini¢oes relacionadas a posets. Um poset finito é limitado se
ele possuir um menor e um maior elementos, denotados por 0 e 1. Um poset é puro se todas as
cadeias tiverem o mesmo comprimento, e é graduado se for limitado e puro. E simples verificar que
todas cadeias saturadas entre dois elementos comparaveis dados de um poset graduado possuem
0 mesmo comprimento.

Sejam IT um poset graduado e v € II. O posto de v, denotado por posto(v), é definido como
sendo o comprimento comum de todas as cadeias saturadas entre 0 e v. O comprimento de II é
o posto de 1. Sejam u,v € IT; dizemos que v cobre u se u < v e nao existir nenhum elemento de
IT entre u e v. O poset I é localmente super semimodular se sempre que vy e vy cobrirem u e
v1,vg < v para algum v € I1, entao existir ¢t € 11, ¢t < v, tal que ¢t cubra vy e vg.

O teorema seguinte é um teorema essencialmente combinatério, e sua demonstragdo pode ser
vista em [BH, 5.1.12].

Teorema A.3.8. O complexo de ordem de um poset limitado, localmente super semimodular
é shellable.

Teorema A.3.9. [BH, 5.1.13] Sobre qualquer corpo, um complexo simplicial shellable é de
Cohen-Macaulay.

A propriedade de um complexo ser shellable permite calcular o h-vetor do respectivo anel de
Stanley-Reisner a partir da estrutura das facetas.

Coroldrio A.3.10. [BH, 5.1.14] Seja A um complexo simplicial shellable de dimensao d — 1,
com shelling Fy,... ,Fy,. Paraj=2,...,m, seja

H(F;) = {u € F;/3 faceta Fy com k < j tal que F; \ Fj, = {u}}
Tomamos r; = |H(F;)| ey = 0. Entao
hi=|{j taisquerjzi}l para i =0,...,d.

Em particular, os miimeros r; nio dependem do shelling, a menos de ordem.
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4. Bases de Grébner e Bases de SAGBI

Nesta secio R indicarda wm anel 7 Kleq, ..., 2] onde K ¢ un corpo. Dois tipos de objetos
relacionados com I} sio centrais em dlgebra comutativa: ideais e subdlgebras. Métodos computa-
cionais para resolver questoes sobre estes dois objetos sao baseados e estrituras andlogas: bases
de Grébner para ideais e bases de SAGBI para dlgebras. SAGBI ¢ wna sigla pava Subalgebro
Analog to Gribner Basis e sua construcio foi inspirada nos métodos de Buchborger para bases
de Grébner, como se vera.

Os quatro pontos hasicos da teoria construtiva de Buchberger szao:

¢ ordem monomial

e reducao

® teste se wm conjunto ¢ uma hase de Grobner

e construcio de wma base de Grobuer a partir de um conjunto

A teoria das bases de SAGBI possui pontos similares.

Denotaremos X = xq,...,x,. Dado uma n-upla « = (ay,...,a;) de inteiros positivos, X ¢

¥
z{t . oxds ¢ wn monomio. Um termoe de R é um produto da forma up ondevw € KN ep - X 0O
grau de um termo f == u X%, denotado por deg(f), ¢ definido por deg(f) = a1 4 a2 + ... I ay.

Definigao A.4.1. Uma ordem monomial em R é uma ordem total > dos monomios de R tal
que se mi, mg e p sao monomios de R entdao m > mq implica que pmy > pma > ma.

Estendemos o conceito de ordem monomial para termos de maneira natural: se uw, v € K e m,
n € R sao monomios. entdao um > vn se e s6 se m > n.

Se > é uma ordem monomial em R, entao para qualquer f € R, delinimos o termo inicial de
f, denotado por in~.(f), como sendo o maior termo de f na ordem >. Se J € I for um ideal.
ins (7) indicard o ideal gerado pelos termos iniciais de todos os monomios de 7. Se A < R for
uma subdlgebra, ins (A4) denotard a subdlgebra de R gerada por todos os termos iniciais de todos
os elementos de A.

Existem varias ordens monomiais diferentes.  Citaremos as mais importantes.  Suporemos
sempre que Ty > T2 > ... > Iy.

Ordem lexicogrifica. X% >, X% se e s6 se a; > b; para o primeiro indice i tal que
Qa; 75 b,’.

Ordem lexicogrédfica homogénea. X® > X se deg(X?) > deg(X?) ou se deg(X ) —=
deg(Xb) e X% >0 X? na ordem lexicografica.

Ordem lexicogrifica reversa homogénea. X ¢ >, X7 se deg(X®) > deg(X?) on se
deg(X ?) = deg(X?) e a; < b; para o tltimo indice tal que a; # b;.

Lembraremos agora alguns aspectos de bases de Grobner, e em seguida veremos alguns aspectos

de bases de SAGBI.

Definicdo A.4.2. Scja I C R wm ideal. Um conjunto (finito) S = {g1.... , o} © I &
uma base de Grébner para T com respeito a uma ordem monomial o cm ! se o conjunto

{ing{g1),... ,ing(ge)} gera ing (7).

Os resultados seguintes mostram algumas das aplicagées mais 1iteis da teoria de bases de
Grébner de um ideal.

Lema A.4.3. [[, 15.5] Se I C J sao ideais de R, e in(I) = in(J), entiao [-.[1.

Teorema A.4.4. Scja I < R um ideal. Para qualquer ordem monomial < em It o conjunto
B dos mondémios nio contidos em in(T) forma uma base para o K-espaco vetorial R/ 1.

Coroldrio A.4.5. [BH, 41.2.4] Nas condicoes do teorema anterior, R/ e R/in(]) possuem a
mesma funcao de Hilbert,

Muito ja foi escrito sobre hases de Grobner; portanto nao entraremos em maiores detalhes
sobre este assumnto.
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Para o estudo de bases de SAGBI vamos estabeler algumas notagées. Seja R como acima.
Dada uma fungéo F : R — Ndefinimos o suportede E como sendosup £ = {r € R : E(r) :£ 0}.
Uma fun¢ao expoente de R em N ¢ uma fungio com suporte finito. Se E for uma funcao expoente

de R, entao definimos
RE — H tE(t)

teT

onde T é qualquer subconjunto finito de R contendo o suporte de E. Para qualquer conjunto
S € R contendo o suporte de E definimos S¥ analogamente, e definimos P P(S) = {S¥ V funcio
expoente E tal que sup E C S}.

Definiremos agora o processo de redug¢do de SAGBI de um elemento de R sobre um subconjunto
de R. Este processo é fundamental para a construgdo algoritmica da hase de SAGBI. Para evitar
usar o nome redugdo de SAGBI chamaremos este processo de subdugdo (do inglés,subduction:
subalgebra reduction).

Subdugio A.4.6. [RS, 1.5] Suponha-se b € R O S, R com a ordem monomial fixada. A
subducao de b sobre S é realizada da seguinte forma:

(i) Seja bo = b.

(ii) Se b; € S, termina.

(iii) Se in(b;) & in(PP(S)) = PP(in(S)), termina.

(iv) Se o processo nao parou nos dois passos anteriores, entido implica que b; € K. Logo
in(b;) # 1 e in(b;) € in(PP(S)) = PP(in(S)). Entdo o préximo passo faz sentido.

(v) SUBDUCAOQ: Existe uma fungio expoente E; de S com in(b;) = in(S¥). Seja b;q =
b; — 7S onde v; € K é escolhido tal que b; e v;ST tenham o mesmo termo lider.

(vi) Pela escolha de v; ou b;11 = 0 ou in(b;4;) < in(b;).
(vii) Retorna a (ii).
Dizemos que b; é o i-ésimo subductum de b sobre S.

Lema A.4.7. [RS, 1.10] Suponha que b € R D S e suponha que b possua um k-ésimo
subductum by, sobre S. Entao

k—1
(a) b=b,+ Z”/iS(E‘)
i=0
in($Fx-1) < in(SPx-2) < ... < in(SPr) < in(SP)
(b) | | I ll
in(bg—1) in(bg_2) in(by) in(bg) = in(b)

ein(b;) < in(bg_1) se by # 0.
(¢c) Se 0+ u € K entdo ub subduz a pby.
(d) Se S pertence a uma subdlgebra B de R entao b € B se e s6se by € B.
(e) O algoritmo A.4.6 sempre termina.
Dada uma subalgebra A C R, seja in(4) a K-subélgebra de R gerada pelos monomios iniciais

in(a), a € A. Chamamos in(A) a dlgebra inicial de A. Dado um subconjunto S C R nao vazio,
denotamos por in(S) o conjunto dos monémios iniciais dos elementos de S.

Definigao A.4.8. Se B C A é tal que in(4) = K [in(B)] entdo B é uma base de SAGBI para
A em relacdo a ordem fixada em R.
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Proposigdo A.4.9. [RS, 1.16] Suponha que b € R D 5 e que S seja mina base de SAGB]
para uma subdlgebra B de R. Suponha que uma subducao de b sobre S tormine cour ¢ conio
subductum final. FEntao

(2a) DE B se e sds0r€ N,
(b) S gera a subdlgebra B.

E claro que toda subdlgebra possui wma base de SAGBI: a propria subdlgebra imciona como
uma. Tabhém ¢ pouco proviavel que wma base de SAGBI seja finica. Ao contririo das bases
de Grébner, uma base de SAGBI nem sempre ¢é finita, nem mesmo se a dlgebra for finitamente
gerada. Ixistem inclusive exemplos de dlgebras finitamente geradas para as (uais niao ¢ possivel
encontrar base de SAGBI finita (ver [RS, 1.20}).

Vamos agora ver os critérios para existéncia de bases de SAGBIL

Proposigdo A.4.10. [RS, 2.3] Seja § C R e seja B uma subdlgebra de IR gerada por S.
Ent&o sao equivalentes:

(a) S ¢ uma base de SAGBL

(b) Toda subdncao sobre § de elementos de B\ K termina em um clemento de K.

(¢) Cada clemento de B \ K possui pelo menos uma subdugao sobre S que termina em wn
elemento de K .

(d) Cada elemento em B\ K pode ser expresso na forma Y ., viS® com ~; € K. I, fncoes
expoentes de B e I um conjunto de indices.

A teoria de Buchberger possui os S-polinomios. Os polinémios que fazem o papel daqueles na
teoria de SAGBI s@o os téte-a-téie. Onde os S-polinémios de dois polindmios f ¢ ¢ relacionain as
expressoes standard dos restos de f e g, 0s téte-a-téte de duas funcoes expoentes I2 ¢ F' relacionam
subdugéo por F com subducao por F.

Dado um termo [ = oX* € R, com « € K, scja ¢(f) = o o quoeficiente constante de f.

Definigao A.4.11. [RS, 2.4] Sejam E e I fungdes expoentes de uma subilgebra B de Jt.
O par (E,I") é um R-téte-a-téte se in(BY)/c(in(BF)) = in(BF)/c(in(BY)). Este valor co-
mum é chamado de altura do toete-d-téte. Para cada tete-a-tete (I, F) se p p(EF)
c(in(BE))/c(in(BY)) € K entdo in(B¥) = pin(BF). Para tal p # 0 denotamos T'(F, I)
BE _ pB¥. Note-se que p(F, E) = (1/p)(E,F). Entao T(E,F) = —pT(F., F). Analogamente
define-se o téte-a-téte para um conjunto S C R.

Definicao A.4.12. Seja S C R. Um conjunto G gera os S-téte-a-tétes se ¢ for wn conjunto
de S-téte-a-tétes e se para qualquer S-téte-d-téte (E, ) existir S-téte-a-tétes (1, P;)’s ¢ inteivos
positivos m;’s tais que para cadaion (L, i) € Gon (P, L)€ Goe - Y ol I Y m Ry

Teorema A.4.13. [RS, 2.8 Sejam S um subconjunto de R ¢ B a subdlgebra gerada por S.
Seja G um conjunto que gera os S-téte-a-tétes. Sao equivalentes:
(a) S é uma base de SAGBI para B.

(b) Para cada S-téte-a-téte (L, R) € G, com T(L, R) + 0 existem fun¢oes expocntes 1’ de
S e constantes \;’s em K satisfazendo

T(L,R)= Y 1;5%
J

com in(S) < in(S*) = in(SF) para todo idice j.

(¢c) Para cada S-téte-a-téte (L, R) € G, T(L, R) possui pelo menos wmna subducio sobre S que
termina em um elemento de K.

(d) Para cada S-téte-a-téte (L, R) € @, toda subducao de T (L, R) sobre S termina em wmn
elemento de K.

Se no teorema acima S for finito, o critério pode ser reescrito da seguinte maucira [CHV, L1]:
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Proposicao A.4.14. Seja S = {a1,...,am} um sistema de geradores da subdlgebra A € R,
eseja F = {f1,...,fr} C K[Y1,..., Y] um sistema de relagoes binomiais tais que se I é o ideal
gerado por F' entao

K[Y1, ..., Y]/1 2 K([in(8)] = Klin(ay), . - . , in{a.,)]

com a sobreje¢do dada por Y; — in(e;). Nestas condi¢oes S é uma base de SAGBI para A se e
86 se para j = 1,...,r existirem A}, € K tais que

fj(al,... ,am) = Z)\f;a”
v

com in(a¥) < in(fj(ay,...,an)) para todo A, # 0, onde v = vy,... ,v;m é um multi-indice e
v __ L
a¥=a'...ap.
O algoritmo para constru¢ao de uma base de SAGBI é similar ao algoritmo de Buchberger e
serd descrito a seguir. Seja S um conjunto de geradores, ndao necessariamente finito, da subalgebra

B.

A.4.15 — Construgao da base de SAGBI. [RS, 3.1] Tomemos So = S. Em uma etapa j
procedemos como a seguir:

(i) Seja G; um conjunto que gera os S;-téte-a-tétes.

(ii) Para cada (L, R) € G; seja f(L, R) € R um subductum final de T(L, R) sobre S;. Seja F;
o subconjunto de R consistindo dos f(L,R) & K.

(iii) Seja Sijr1= 8; UF;.
(iv) Tomemos G = UG ;.
No processo algoritmico acima notemos que Go C G; C G4 C ... e que pode ser um processo

infinito. O problema de determinar os conjuntos geradores dos téte-a-tétes é o passo mais dificil
aqui, e nao serd discutido neste trabalho. Referéncias podem ser encontradas em [RS].

Teorema A.4.16. [RS, 3.5] Suponha que S C R e que B seja a subdlgebra gerada por S.
Usando a notagao de A.4.15 temos

(a) G 6 uma base de SAGBI para B.
(b) G; é uma base de SAGBI para B se e sése Gj = Gjy;.

5. Estudo de uma Algebra via sua Algebra Inicial

Vamos considerar as notagoes da secdo anterior, ou seja, R = K[z1,...,z,], A C R é uma
subéalgebra e in(A) é a &lgebra inicial de A na ordem monomial adotada em R.

Proposigdo A.5.1. [CHV, 2.1] Com as suposi¢des e notagoes de A.4.14, seja J o niicleo do
homomorfismo ¥ : K|Yy,...,Y,,] — A com ¢(Y;) = a;. Entdo J é gerado pelos polinémios
“levantados” _

Fi(Y1,...,Ym) = fj(Y1,... , Ym) = D_MY”

paraj=1,...,r,ondeY =Yy,..., Y.
Este resultado pode ser completado pelo seguinte.

Proposicao A.5.2. [CHV, 2.2] Se, além das suposi¢bes de A.5.1, os binoémios f1,..., [r

formarem uma base de Grobner para I em uma ordem monomial ¢’ de K[Y1,...,Yy,], entao
existe uma ordem monomial o em K[Y1,...,Y,,] tal que as equagdes levantadas Fy,...,Fr

formam uma base de Grébner para J com respeito a ¢ e ing(J) = ing:(I).

Muitas propriedades de A e in{A) sao comuns, e é possivel determinar vérias propriedades
de A a partir de in(A4), analogamente ao que é possivel na teoria de ideais iniciais e bases de
Grobner.
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Proposi¢io A.5.3. [CHV, 2.3] (a) Se in(A) for Cohen-Macaulay de dimensao d e tipo t,
entao A serd Cohen-Macaulay de dimensido d e tipo < t. Em particular. se in(A) for Gorenstein,
entao A também o serd.

(b) Se in(A) for normal. entio A possuird singularidades racionais se N tiver caracteristica
zero; e A scrda F-racional se K tiver caracteristica positiva. Em particular, normalidade dein(A)
implica que A & um dominio normal de Cohen-Macaulay.

Suponhamos agora que A seja gerada por polinomios homogeneos de . Nestas condicoes A
e in(A4) sao K-dlgebras positivamente graduadas. Seja A = &723A4;. Denotemos por in(A;) o
K-espaco vetorial gerado pelos elementos in(a), a € A;. I2 claro que este espaco vetorial possud
dimensao finita. Scjam aj. ..., as € A; tais que {in(ar), ... ,in(us)} sejamna base para in(A;).
Entao {ay,...,a,} forma uma K-base para A;. Tem-se [CHV, 2.4]

Proposigao A.5.4. Suponha que A seja gerada por polindmios homogéneos. I'ntao
in{A) = ep;<oin(A)

e as fung¢ées de Hilbert de A ¢ in{A) sao iguals.

Coroldrio A.5.5. [C11V, 2.5] Suponha que A possna uma base de SAGBI finita consistindo
de elementos de mesmo grau. Normalizando as graduacgées de A e de in(A) podemos supor que
ambas sdo dlgebras standard. Entao ambas possuern o mesmo h-vetor. I\m particular,

e(A) == e(in(4)) e  a(A) = a(in(A))

onde e() é a multiplicidade e a() o a-invariante.

Finalizaremos esta secao com algumas observagoes sobre dlgebras de Rees. Seja
L= (ay,...,am) CR

um ideal. Scja m o ideal maximal graduado de R, ou seja, m= (a1,... ,2,). Lembramos que a
algebra de Rees de 1. 6 R(L) = R|Lt] = ;>0 t" C R[t]. A fibra especial de R(L) ¢ R(L)/WR(L).
Consideramos o epimorfismo

b RITy, ..., T = R(L) = Rlait, ..., amt]

Ti v a;t

O ideal J = ker ¢ ¢ homogéneo, e denotaremos por J; sua componente de grau i. O relation type
7(L) de L é definido como sendo o minimo dos inteiros r tais que J = @l | J,R[T}]. L ¢ dito de
tipo linear se r(L) = 1. Se L for gerado por elementos de mesmo grau é claro que a fibra especial
de R(L) pode ser identificada com a subdlgebra K [ay,. .. ,a,,] C R, caso cm que podemos aplicar
técnicas de SAGBIL

Podemos estender a ordem monomial fixada em R para R[]. Por exemplo, uma extensio
natural é a seguinte: dados u.v € R e inteiros n@io negativos i, j, dizemos que ut® < vtd se i < j
ousei=jeu< v (naordemem R).

Lema A.5.6. [CHV, 2.7] Temos que in(L)* C in(L*) para todo i. e
R(in(L)) == @i>oin(L)4}
assim como o
in(R(L)) = @®i>oin(L*)t".
Em particular, R(in(L)) =- in(R(L.)) se e s se in(L)* = in(L?) para todo i.

Coroldrio A.5.7. Suponha quein(L)* = in(L!) para 1 < < r(in(L)). Fntaoin(L)t - in(L7)
para todo i > 1, e r(L) < r(in{L)). Em particular, se in(L) for de tipo linear. entio in(L)"
in(L?) para todoi > 1 e I serd de tipo linear.
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6. Anéis Determinantais e Tableaux

Seja X = (w;;) uma m X n-matriz de indeterminadas sobre um anel K, com 1 < i < m,
1<j <n,m < n. Quando todos os menores de X aparecem em uma K-base de K[X], entdo
em geral é impossivel que o produto de dois elementos da base esteja sempre na base. Porém o
comportamento da tabua de multiplicagdo destes elementos é bem conhecido, e leva & definicao
de uma importante classe de dlgebras. Usamos a letra K para indicar o anel de base para lembrar
que os exemplos mais importantes sdo tomados sobre um corpo.

Definigao A.6.1. Seja A uma K-dlgebra e seja IT C A um poset (ver A.3) com ordem parcial
<. A é uma dlgebra graduada com leis de retificagio (em TI, sobre K ) se:

(Ho) A = ®;>04; for uma K-algebra graduada tal que Ag = K, e TT consistir de clementos
homogéneos de grau positivo de forma que A = K{TI] como K-algebra.

(H1) Os produtos da forma &;... &, comm €N, & €11, e & < ... € &,, forem linearmente
independentes. (Fstes produtos sdo chamados de mondmios standard.)

(H2) (Lei de retificagao) Para todo par &, v € II de elementos incomparaveis, o produto <v
tiver uma representacao

v = Zaullf

com a, € K \ {0}, e p monémios standard, e de forma que todo p contenha um fator ¢ € IT tal
que ¢ <&, (v

A denominagio “algebra com leis de retificagdo” serd abreviada por ALR.
Na defini¢ao adotamos IT C A por questdes de simplicidade. Mas I deve ser visto formalmente
como um suconjunto de um anel distinto de A. Dois resultados caracterizam melhor as ALR:

Proposicdo A.6.2. [BV, 4.1] Seja A uma ALR graduada sobre K em Il. Entao
(a) Os monémios standard geram A como K -médulo, formando assim uma K -base para A.
(b) Além disso, todo monémio p = £1...&m, & € I, possui uma representacio standard na

qual todo mondémio standard contém um fator £ < &1,... ,&m.
Proposigao A.6.3. [BV, 4.2] Seja A uma ALR graduada sobre K em Il, e T¢, £ € Il uma
familia de indeterminadas sobre K. Para cada monoémio p = &1...&m, & € I, seja T, =

Te, ... T¢,. . Entao o niicleo do epimorfismo

p:K[Tg:6€ll] — A

é gerado pelos elementos T¢T,, — ) a, T, representando as relagdes de retificacio.

Agora seja M o conjunto dos menores maximos de X. Tanto K [M] como K[X] possuem uma
estrutura de ALR. Nesta secio estudaremos como K [M|] se comporta. Discutiremos este caso
do ponto de vista dos tableauz standard de Young, um método que possui importante papel em
teoria das representacoes e também é utilizado em outras dreas da matemaética.

Consideramos

Afm,n)={A] =1, 2m] 1 1< A1 <. < A <0}

o conjunto das m-uplas ordenadas de {1,...,n}. Os elementos de A(m,n) sgo chamados de
colchetes e podem ser vistos como um conjunto de indeterminadas sobre K. Definimos K [A(m, n)]
como sendo o anel de polinémios gerado pelos elementos de A(m, n) sobre K. A(m,n) é um poset
com a ordem parcial [A] < [u] se A1 < g1, , Am < pme

Podemos ver A(m,n) C N™, onde é claro que N™ possui uma estrutura de poset com ordem
parcial definida como para A(m,n). Para cada [\] € N™ abreviamos

Arl = Pa@)Ar@) - - - Anm)) = sign(m) ]

onde m é um elemento do grupo SI(n) das permutagoes de {1,... ,n}.
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Definimos wma funcio = : N — KA, n)] de forma que @([A]) 0 se |2 possuir duas
coordenadas ignais: e w(|A]) -~ |Ax, ] se todas as coordenadas de |A] forem distintas e onde 7y ¢
a Gnica permutacao que coloca as coordenadas de [A] em ordem crescente.

Dados [\],..., [\¥] € A(m,n), o monémio T = [Al][Aq]. .. [A*] pode ser representado por uma
matriz

1 1 1
)\% )\% e )‘Zz"
e ’\1 ’\2 te )‘m
T =1
k k k
)\l /\'.2 v ’\m.
a qual damos o nome de tablean. Se as colunas sio ordenadas, on seja, se AN <2 ,\;“) < < Ak
entdo o tablean é chamado de standaord.
Consideramos o homomorfismo de algebras
¢: K[A(m.n)] — K[X]
Ty B YN .o Th,,
IX 41 Ty -fr B T, b
[)\] — det Ty +2r T Xy4-2r e X +2r
Ixi+(m-1)r Txot(m-1)r -+ Ex, (m-1)r

e denotaremos ¢([A]) == [[A]]. A imagem de ¢ coincide com K [AM].

Vamos estabelecer mais algumas notagdes. O complemento de uma m-upla [\ € A(n.n) é
a Unica (n — m)-upla [A*] € A(n — m,n) com AU X} = [1,2,...,n]. Definimos o par (X, A*)
como sendo a (linica) permutagéo em Sl(n) tal que (A, A*)(X;) = i e (A, A*)(A}) = m + j para
i=12,... mej=12,...,n—m.

Sejam s € {1,... ,m},a € A(s—1,n), B € A(m + 1,n) e v € A(m — s,n). Definimos o syzygy
de van der Waerden [[@f7]] como sendo o seguinte polinémio quadratico em K[A(m,n)]:

(1) [[nﬂ'y]] = Z sign(r, 7Y@ (e - .. o5 1Brr .. ./3,,'«"_*71_6])w([ﬂn e B A Y s))

{r]e A(s,m+1)

Temos o resultado [BV, 4.4], [S, 3.1.5):
Lema A.6.4. (Relacies de Pliicker) Seja [[a8v]] como em (1). Entao ¢(|[03+]]) = 0.

Lema A.6.5. [BV, 4.5] Seja [a][b] € K [A(m,n) um tableau nao standard com a; < b; parai =
1,...,k e apsr1 > bpy1. Tomamos [o] = [ay...ax] € A(k,n), (8] = @(lagt1.-- @by ... bryq]) €
Alm + 1,n) e |y] = [bry2...bm] € A(m — k — 1,n). Entao todos os termos [8|[¢] # [a]|b] que
aparecem em [[af]] e tais que ¢([6][¢]) # O possuem as seguintes propriedades:

(i) [6) < [a]

(ii) [8]c] é um tableau standard.
Seja T' o conjunto dos tableaux standard de K[A(m,n)].
Lema A.6.6. [BV, 4.C], [S, 3.1.9] O conjunto ¢(I") € K[M] é linearmente independente.

Observamos que ¢, induz uma bijecéo entre A(m,n) e M, e desta identificacio é claro que M
pode ser visto como um poset. Os elementos de M que forem imagem de um tableau standard
por ¢ serdo chamados de mondmios standard de M. Com estas identificacdes temos o

Teorema A.6.7. BV, 4.3] K[M] é uma ALR graduada em M sobre K.

Um syzygy de van der Waerden [[aﬂry]] serd chamado de syzygy de retificacio se ag_1 < Bgyy
e Bs < 11- Seja S o conjunto dos syzygies de retificacao em K [A(m,n)]. Temos BV, 1.7]
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Teorema A.6.8. Seja [ = ker¢. Entdo I é gerado pelos elementos de 8. Im particular,

K[M]) = K|A(m,n)]/1.

De agora em diante seja K corpo. Veremos que esta estrutura de ALR para K [A/] permite
encontrar importantes conexoes com a teoria de bases de Grobner e bases de SAGBI.

Estabelecemos uma ordem monomial em K [A(m,n)] da seguinte maneira. Ordenamos os
elementos de A(m,n) lexicograficamente, ou seja, [A\] < [u] se existir um j, 1 < j < m, tal que
Ai=p;paral <i<j—1lel; < pj. Esta ordem nas indeterminadas induz uma ordem monomial
reversa lexicografica em K [A(m,n)], que sera também denotada por “<”.

A ordem monomial “<” & chamada de ordem tableau pois os monémios de K [A(m, n)] podem
ser descritos como tableaux, como ja foi visto.

Teorema A.6.9. [S, 3.1.7] Scjam S e I como em A.6.8. Entao o conjunto S forma uma base
de Grébner para I com respeito & ordem tableau. Um tableau T é standard se e s6 se T ¢ ing(I).

Agora consideremos em K[X] a ordem monomial lexicogrifica ¢ induzida pela ordem nas
varidveis z;; > gy sei < koui==k e j < l. Un monémio f € K[X] é chamado de diagonal sec
for um produto de diagonais de menores maximos de X, ou seja, se seu grau for divisivel por m
e puder ser escrito na forma

k
@) f= H(xA{1$A§2"'mAinm)
i=1
onde \Y < Ay < ... < Al parai=1,... k. [ claro que se T for um tableau, o monémio inicial

de ¢(T') nesta ordem é um monémio diagonal. Os dois lemas seguintes sao interessantes por
mostrarem como as estruturas dos tableaux se comportam sob esta ordem monomial.

Lema A.6.10. [S, 3.2.6] Seja T = [A][A?]...[A\*] um tableau. Entdo in,(¢(T)) = f como em
(2).

Lema A.6.11. [S, 3.2.7] Seja f como em (2). Entéo existe um unico tableau standard Ty tal
que ing (¢(Ty)) = f.

Outro fato importante é o seguinte

Teorema A.6.12. [S, 3.2.9] O conjunto M dos menores maximos de X forma uma base de
SAGBI para a dlgebra K[M] com respeito & ordem o.

Este teorema é demonstrado por Sturmfels em [St] usando resultados da teoria de invariantes.
Outra demonstracio usando diretamente os critérios de SAGBI estabelecidos em [RS] estd em
II1.3 neste trabalho. Uma outra demonstracio é encontrada em [C], como corolario de um
resultado sobre bases de Grobner de ideais determinantais. Mas todas estas demonstragées tém
em comum o fato de usarem fortemente a estrutura de ALR de K[M].



APENDICE B

ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste apendice apresentaremos os pseudocddigos de alguns algoritmos nsados neste trabalho.
FEstes algoritmos foram implementados no sistema Mathematica 2.2¢.

A construcio de mma a- ou ay-facetas do complexo A ¢ o mimero de nio deprans desta pode
ser realizado pelo seguinte algoritimo. Note-se que ambos os algoritmos 2.5 o [TL2.6 podem
ser resumidos em wm Mnico programa.

B.1 - Pseudocédigo para 111.2.5 e I11.2.6.

INPUT: [:= {1 XAp,..., A vetor, onde A; sao inteiros posilivos, com A; < \j se i < j;
n, m, r inteiros, 2 < m < n, r > 1.
OUTPUT: as-faceta £ e v(F) = nmimero de nao-degraus de F.

(Testa a validade dos dados inicinis. Se ndo forem vdlidos, finaliza)
IFn—m-1<r
THIEN I11° A, / »n THEN STOP (ndo € possivel)
ELSE 11I° Ay > n—7» — 1 THEN STOP (nao ¢ possivel)
ENDIF
(Inicializa o contador ndeg para nio degraus e os limites d =dimensdo e [, =llimo elemento)
IFn—m-1<r
THEN d := m(n —m) + 1;
ndeg := 2;
L=n-m-+1,...,n]
ELSE d:=n- (m — 1)r;
ndeg = 1;
L= Aot r .o, Am-trn]

ENDIF
= [/\2 —ALA3 =A%, A — A, — /\m.];
F={I}

(Caleula o passo kg para o proximo vértice de F)
FOR(1) i:=1TO i==n DO
IF 6li] > 1
THEN ko = &; GOTO Out(1)
ENDIT?
=il
ENDFOR(1)
Out(1):
I1 .= [A1, A9, ... Ak Ll s Aml
F=ru{l}={InL}
(Rotina principal, que realmente constrdi F)
FOR(2) p:=3 TO p=d DO
§:= Fp—1] — F[p — 2] (subtragdo de vetores)
j = menor inteiro tal que a entrada j de 6 seja # 0

(OBS.: Denotamos F[s| = [A},...,A3,])
51 - [/\7) ! ’\I]) 1 ’\gjn ! ’\fu ! ’\?n 1]
IFji<m

67
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THEN FOR(@3) k:=j-+1TO k=m —1DO
IF AP~ < L[k] AND 6,k] > 1
THEN kg := k; GOTO Out(2)
ENDIF
k=k+1
ENDFOR(3)
IF A2 <m
THEN k¢ := m; GOTO Out(2)
ELSE ndeg = ndeg + 1
FOR(4) s:=1TO s=3j-1DO
IF A2~! < L[s] AND 6,[s] > 1
THEN kg := s; GOTO Out(2)
ENDIF
s=s+1
ENDFOR(4)
ENDIF
IFAP"} < L[j—1 AND 65~ 1] > 1
THEN kg := j — 1; GOTO Out(2)
ENDIF
IF 22! < L[] AND &[] > 1
THEN kg := 7; GOTO Out(2)
ENDIF
ELSE ndeg = ndeg + 1
FOR(5) s:=1TO s=j —~1DO
IF AP~! < L[s] AND é;[s] > 1
THEN ko := s; GOTO Out(2)

ENDIF
s=s+1
ENDFOR(5)
IF A"t <n
THEN ko = n; GOTO Out(2)
ENDIF
ENDIF
Out(2):
=LA LY
F=FU{l,}={L,l1,...,l}
p=p+1
ENDFOR(2)
IF ) & 4
THEN ndeg = ndeg + 1

ENDIF
F={I1l,...,l4} e v(I") = ndeg.
END
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Multiplicidade

Estabeleceremos aqui wma [érmmla recursiva que permite calenlar a mmltiplicidade de A [in, (M),
Seguindo a notacio de 1112, o h-vetor de Kling (M)] é (ho,... . hy) onde s h(ing (A7) foi
caleulado em [1L.2.2. Por A.2.5 temos que a multiplicidade de K ing (M )] é

e(ing (M)) = Z .
i=0

Tendo em vista A.3.10 , concluimos que e{in, (A7)) ¢ o mimero de facetas do complexo A,
Estabelecamos algiinas notacoes. Dados [A] < [i] € A(m. n), definitnos o infervalo

AL (] = {lo] € AGn.n) < A] < o] < [u] }

Dado um intervalo J de A{m,n), definimos 0; como sendo o menor elemento de J: ¢ 1; como
sendo o maior elemento de J. Seja "= {1,... ,n}" C N Podemos ver A(ni.n) C I'.

Definigiao B.3. Definimos uma funcgao
cJ rr— N

tal que:

(i) se [pu] € J entao cs([iz]) serd o nimero de cadeias saturadas em A(m. n) gque lgam {p] 2 0
(#1) Se [u] &€ J entdo c (1)) = 0
(’L’L’L) CJ(O_]) = 1.

Da definicao é claro que (1) é o total de cadeias saturadas contidas em J.

SeJ=[[1,2,...,m],[n—m+1,...,n]| entdo é claro que J = A(m,n). Logo, se n—m—1<r,
o numero de facetas de A é dado por e(A) = cj(fpn ~m +1,... ,n]).

Sen —m —~ 1>, paracada I = (Ag,..., Ay,) € Zj, ,, definimos o intervalo

In=[[1,2e ..., An), Ao+ 70, A 4 1, 1]
Entao o numero de facetas de A é dado por
(1) e(Ar)=cra(P2+ 7o A+ r,n]).

Logo o niimero de facetas de A é dado por

2) e(A)= Y ena(lry)

Ielr,

O seguinte resultado é hastante 6bvio.
Lema B.4. Secjamn J C A(mn,n) um intervalo e [¢] € J. Entio
m
CJ([G]) = ZCJ([Uly ey 041,04 — 11 Titly--- varll]'

i=1

Na verdade o leina B.4 nos dd uma férmula recursiva para caleular ¢(A). Temos
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Proposicio B.5. Seja e{in,(M)) a multiplicidade de K [in, (M)].
(a) Sen —m — 1 < r entao

e(ing(M))=cy(ln—m+1,...,n])

onde J = [[1,2,... ,m|,[n —m +1,... ,n]] e cs é calculada recursivamente por B.1.

(b) Sen —m — 1> r entao

e(ing(M)) = Y e(A))

IeTs,
onde e(Ay) é como em (1) e é calculado recursivamente por B.4.

O célculo recursivo da multiplicidade (B.5) de K[ing(M)] é facilmente programavel. Os re-
cursos nativos de recursividade do Mathematica permitem que esta programacao seja ainda mais
simples do que em outras linguagens.

Descreveremos inicialmente duas fungoes basicas:

FUNCTION K (n,m,7)
INPUT n,m,r inteiros taisque 2 <m <n,1<r<n—-m+1
OUTPUT conjunto de todas os vetores [X1,...,An,] com
1=2 <A2<... <Ay <n—r—1, ordenados lexicograficamente
ENDFUNCTION

Existem vérias implementagbes para K(m,n,r), mas ndo veremos nenhuma aqui, pois este
um problema comum de teoria combinatoéria.

Para a préxima descri¢ao denotaremos I' = {1,... ,n}™ e lembramos que I" possui uma ordem
parcial < definida como em A(m,n). Denotaremos por [¢;] os vetores da base candénica de N™.

FUNCTION ContMult(, 1)
INPUT: vetores [A\] € A(m,n), [r] € [, [A] < [7]
OUTPUT: ntmero de cadeias maximais de A(m,n) ligando A a r
IF [r] & A(m,n) THEN ContMult(A,7):= 0
ELSE IF min;{r; — A;} < 0 THEN ContMult(\,7):=0
ELSE IF [\] = [r] THEN ContMult(),7) = 1
ELSE IF ContMult([A],[7] — [&]) #0Vi=1,... ,m
THEN ContMult(A,7) := ) v, ContMult([A], [7] — [ei])
ELSE STOP
ENDIFUNCTION

Observe-se que se [r] & A(m,n) entdo ContMult(A,7) devolverd o valor zero. I necessirio
permitir a entrada de seqiiéncias gerais de I" por causa do processo de recursividade.
Vejamos agora o algoritmo para calcular a multiplicidade e(in(M)).

B.6 - Pseudocédigo para IV.2.5.

INPUT: inteiros n,m,r,com2<m < n,r > 1.

OUTPUT: multiplicidade e(in(M)).

IFn—m-1<r

THEN b:=[1,...,m};

B:=[pn-m+1,...,n;
Mult := ContMult(b, B);
GOTO End(1)

ENDIF

Mult =0

B:=K(n,m,r)= {b},...,b}

(OBS.: Denotaremos bt = [bi,... ,b%.])

FORi=1TOi=1DO

B =[by+r,... b + 70
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Mult = Mult \- Cont Mult(b, BY)
=i11

ENDFOR

End(1):
e(in(ar)) = Mult

END
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