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RESUMO 

Neste trabalho estabelecemos o conceito de matriz 7'-cat.alét.ica e estudamos algumas úlgcbra8 
relacionadas com menores máximos destas matrizes sobre um corpo. Seja X = (.r J+(i-I)r)ij 

uma m x n-matriz 1·-catalética, com m :::; n, 1 :::; i :::; m, 1 :::; j :::; m e 1 :::; r :::; n, e seja I< 
um corpo. Seja M o conjunto dos menores máximos de X. Considere-se em I\ [X] a ordem 
lexicográfica graduada <a determinada pela ordem total nas variáveis xk > .1: 1 se k < l. Seja 
ina(M) o conjunto dos monômios iniciais dos elementos de M e tome-se A= K[ina(M)]. Se I 
é o ideal gerado por ina(M) em K[X], seja R(I) ~ I<[X, ina(M)t] a álgebra de Rees associada. 
Desenvolvemos então uma teoria análoga á teoria de tableaux standard para matrizes genéricas 
em relação às matrizes cataléticas, o que chamamos de tableaux r-standard. Esta teoria dos 
tableaux para matrizes r-cataléticas apresenta muitos pontos em comum com a teoria das álgebras 
de Hodge, indicando que podem existir por trás estruturas algébricas interessantes. Com isto 
conseguimos construir representações adequadas para A e para R(I) que permitem aplicar a 
teoria de complexos simpliciais e anéis de Stanley-Reisner. Usando estas técnicas calculamos 
o a-invariante e o grau do h-vetor de A. Como A e R(I) são anéis de semigrupos, podemos 
também demonstrar que estas álgebras são álgebras normais de Cohen-Macaulay usando critérios 
de semigrupos afins. Usando técnicas de corpos de frações e alguns resultados sobre grafos, 
calculamos a dimensão de A. Finalmente, demonstramos queM (X U Mt) é uma base de SAGBI 
para K[M] (K[X, Mt]) quando n- m -1:::; r. Se J é o ideal gerado pelos elementos de !li, este 
último resultado permite mostrar que Mi é uma base de Grobner para .Ji, i 2: 1, na ordem <a· 



INTRODUÇÃO 

Álgebras geradas por menore;; de matrizes cujas entradas Hejam polinômio;; con;;tit.nem um 
importante campo de estudo na álgebra comutativa. AH variedades determiwmtais, que formam 
uma importante class(~ de variedades na geometria, estão intimamente ligadas a estas álgebras. 
Por exemplo, sejam n,1· inteiros positivos com n ~r e X= {x 1 , ... ,Xn·h·} um conjunto de 
indeterminadas sobre um corpo[(; dada a matriz 

S = ( .TJ 
;l:J+r 

seja M C K [X] o conjunto dos menores 2 x 2 de S e I o ideal gerado por M. Então I define 
um scroll normal racional de dimensão r em IP'l/r-l (ver [H]). Para estudar esta variedade é 
conveniente considerar a álgebra de Rees associada R(I) = ffii>oiiti e sua fibra especial, que é 
isomorfa a K[M], a álgebra gerada por M. Este problema foi ~mplamente estudado em [CJ-TV] 
utilizando técnicas de bases de SAGBI. 

Outro exemplo [11, 9. 7] é o seguinte. Dados o:, d e l inteiros positivos com l < o:, l < d-o:+ 1, 
a variedade determinantal de posto l associada à matriz 

c 
Z] Z2 

Zd-a ) 
Z] Z2 Z3 Zd-;a:+l 

Sa: = ; 

Za: Za:+l Za:+2 Zd 

é a variedade l-secante da curva normal racional C c JPd. 
Uma matriz tal como Sa é chamada de catalética ou de Haenkel. 
Estes exemplos e os métodos usados em [CHV] foram a motivação principal para este trabalho. 

Generalizamos o conceito de matriz catalética e estudamos algumas álgebras relacionadas com 
os menores destas matrizes. Em certos pontos do estudo ficou patente a semelhança entre estas 
álgebras e as álgebras relacionadas aos subdeterminantes de matrizes genéricas. 

Uma generalização natural de matriz catalética pode ser obtida como se segue. Dados inteiros 
positivos n, m, 7' com m :::::; n e 1 :::::; 7' :::::; n, seja 

( 

X] 

Xl+r 

X= Xl+2r 

XJ+(~-l)r 

Xn ) Xn+r 

Xn+2r 

Xn+(~-l)r X2+(m-l)r 

uma matriz de indeterminadas sobre um corpo K. Denominaremos este tipo de matriz r­

catalética. Seja K[X] o anel de polinômios K[xb ... , Xn+(m-l)rl· Normalmente usaremos X 
para denotar tanto a matriz quanto o conjunto de indeterminadas, ficando claro pelo contexto 
qual o significado dado. Seja M o conjunto dos menores máximos de X, e seja K[M] a K­
subálgebra de K[X] gerada pelos elementos de M. Chamaremos K[M] de álgebra catalética. 
Seja I c K[X] o ideal gerado por M. Entender melhor a álgebra K[M] e também a álgebra de 
Rees associada R(J) é o principal objetivo deste trabalho. 

Por definição, a álgebra de Rees R(I) identifica-se com a subálgebra K[X, Mt] de K[X, t] (ver 
A.2). Pensando na utilização dos métodos da teoria de SAGBI, concentramos nossa atenção nas 

1 
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álgP/n·as inir·iois cl<> K[M[ <',,.[X. ,\11[, cpw possU<'III mna pstrnlnra 111ais sinq>k,.; cplP as ;'dg<>bras 
originais. Pass<'nJos hr<'\'<'IIWilt<• it dPs<Tic::iio ckst as úlg;<'hras. 

Em geral, seja <a uma ordem monomial em K[X] (ver AA.l). Dada uma subálgebra A C 
K[X], seja ina(A) a K-suhálgehra de K[X] gerada pelos monômios illidais ina(a), a E Jl. 
Chamamos ina (A) a álgebm inirial de A. Dado um subconjunto 8 C T\ [X] não va:1.io, de­
notamos por ina(S) o conjunto dos monõmios iniciais dos elementos d0 S. Se R C A 0 tal que 
ina(A) = K[in,.(B)] então R é uma bnse de 8AGB/para /I (SAGBI 0 a ahr<'viaç-iio de Snbalg<'hra 
Analog to Grohner Basis for Ideais; VN [RSI). Em particnlar. Í' claro qm• /\'[in" (S' )j C in" (l{ [S'I). 
mas a inclusão r<'versa só é VNdadeira se 8 for umH base> de Si\ C Bl parn 1\'[.<,'j. I hn prim<'iro 
resultado que S<' 1<'111 (• qn<' se H (• 1111m base dP S.'\CBI para a úlgehra .•1. c·nl;.to /1 gPm /I c:·oJuo 
/(-álgebra. on sPja . .'\ K[/1j (v<'r /\..1.9). 

Muitas informac:õPs sobre• :1 podem ser obtidas a part.ir de• inn(:1 ). Por PX<'lllplo, se• :1 for 
gerada por polinomios hou1ogc:•npos C:'lltiio as fnn<:(><'s de> llillwrl de> :1 P Ílln(A) coill<'Í<lem (vPr 
A .. 5..1). Outro exeHtplo: S<' inn(/1) for Coll<~n-Maeaula,v clP cliJuc~nsno d <'tipo I. <'llliio .1 spr{t Colwn­
Macaulay de diul<'nsüo de tipo$ I; em partic·ular, se:• inn(.'l) for Corc:•••stein . .'I laHthí•lll o sNÚ (v<'r 
A.5.3). Normalidade tambf>m Í' uma propriedade compartilhada por A e in"(.1) (vc•r /\ .!i.:l). Se :1 
possuir base de SAGBT finita f' formada por denwntos df' nwsmo grau. outras condusõc•s podem 
ser extraídas; por exemplo, A <' in" (A) possuem o mesmo h-vetor, e port.ant o nmlt iplicidade e u­
invariante são tmnbf>m comuns (ver A.fí.5 ). V árias outras propriedadeH pod<'lll sf'r demonstradas 
usando estas técnicas (ver [CHVj E' A.fí). Em muitas situac;õeH, bases ck SAGBT <' hasPs de 
Grobner estão relacionadas. No c:m;o de certos id<'ais d<'terminantais 0 poHsÍv<'l encout.rar 1111111 

base de Grolmer para alguns destPs usando as técnicas de SAGBT (ver J[J.:t·1). 
No nosso caso especfico eorJHi<kramos em K[X] a orckm morJornial lc•xieográfiea <" iwluzida 

pela ordmn total :1:1 > :c2 > ... > :l;n+(rn-IJr· Oenot.amos por inn(M) o conjunto dos monômios 
iniciais dos elementos de M. Em I< [X, t] consideramos a ordem monomial < n' definida da seguinte 
maneira: se 11ti e rt'tJ são monõmios de K[X, t], com Jt, 1/ monõmios em K[X]. então Jlfi <,., p.'tJ 

se i < j ou se i = j e f1 <a J1 1
• Em [CHV] prova-se que, quando m = 2, M é base de SAGBI 

para K[M] e X U Mt é base de SAGBI para I<[X, Mt]. Este fato tamhém é verdadeiro quando 
n- m- 1 $ r (ver 111.3.3). Há fortes indícios de que isto seja válido em todos os casos, conforme 
será observado. 

Chamaremos a iilgd>ra K[ina(M)] de rílge/wo. inirinl ro.ta.lltira, e K[X, inn(M)I] será a álgebra 
de Rees assorindn á rilgelwn inirinl rotnlltirn. Conccmt.rar-nos-emos princ::ipalnwnt e 110 estudo 
destas álgebras. 

Quando 1· = n, X 0 nma matriíl genérica<', neste caso, [{ [iUj {• isomorfa ao au<>l de c·oor<lc>mulas 
da grassmanniana G( m. n). Um tal isomorfismo existe, mais geralmente, para n - m - 1 $ 1'. 

Neste caso I<[Mj é uma álgebra rom leis de retijirnr;ão, abreviado por ALH (vN /\.6). Para 
valores gerais de m, n, 1" a álgebra [( [M] apresenta caract.erístkas similares ao caso genórico, 
mas não é, de maneira natural, nma A LR Em [CHV] foram construídas. para m •"' 2, relaçÕ<'H 
polinomiais entre os menores máximos semelhantes às rc>lações de PlückN. e dest.as dedn7-em­
se várias propriedades comuns com a teoria das ALR Generali7-amlo as id{•ias de> ICIIVI para 
m, n, r quaisquer, observam-se várias semelhanças entre as álgebras em questão <' as álgebras elo 
caso genérico, mas até o momento c>st.as relações semelhantes às de Pliicker niio puderam ser 
construídas, embora haja fort.f'S indícios de qrw realnwnt.f' existam. 

Os conceitos básicos e os rc~snltaclos fundamentais dC>st.f' trabalho <~st üo 110 capítulo L Nos 
capítulos TI e ITI estes elementos fundamentais são ut.ili:,r,ados para demonst.rar c<>rtas proprif'dades 
e calcular certos invariantes numéricos das álgebras catalM.icas. Para facilidade de n~fer€mda, o 
apêndice A contém um resumo dos tópicos da teoria geral usados aqui. O api>11dice B traz 
algumas observações quanto a certos aspectos computacionais das técnicas ut.ilhmdas. Em seguida 
descreveremos, com maiores detalhes, o conteúdo de cada capítulo. 

No capítulo I estabelecemos o conceito de tableau r-standn1·d, qne desempc>nha o mesmo papel 
dos tableaux standard do caso genérico (ver A.6). Este conceito é o ponto principal deste capítulo 
e de todo o trabalho em si. 

Consideramos o conjunto A(m,n) = {[>q, ... ,>.mJ, 1 $ >. 1 < >.2 < ... < Àm $ n} das m­
uplas ordenadas em {1,2, ... ,n}. Os elementos de A(rn,n) são chamados d<> colrhetes e serão 
considerados como indeterminadas sobre K, e K [A (m, n )] 0 o mwl dos polinômios rwstas variúveis. 
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Abreviamos [>.] = [>.I. ... , >-ml· Um tableau é uma representação matricial adequada para os 
rnonôrnios de I<[A(111,n)]: dado T = [>. 1] ... [>.t] E I<[A(m,n)], escrevemos 

(1) [
À~ 

À~ 
T= . 

Àt 
1 

>.1 
2 

>.2 
2 

O tableau T também pode ser considerado como um produto de menores máximos de X. Para 
ser mais preciso, temos o homomorfismo sobrejetivo de I< -álgebras 

onde 

r/J: K[A(111, n)] - K[M] 

[>.]I-> 1[>-]1 

X>.t+r 

1[>-]1 = det X>-t+2r 

[ 

X;>.l 

XÀt+(~-1)r 
e denotamos r/J(T) = ITI = 1[>. 1 ]1 ... l[>.t]l. 

Analogamente, temos o homomorfismo sobrejetivo 

V': I<[A(m, n)] - K[ina(M)] 

[>.]~->ina(l[>.]l) 

X;>.,. l X>.,.+r 

X>.,.+2r 

X>.m+~m-1)r 

Denotamos '1/J(T) = diag(T), a diagonal de T, urna vez que ina(I[>-JI) é justamente o produto 
dos elementos da diagonal da suhmatriz de X de.signada pelos índices de [>.]. 

Dizemos que T é standard se >.} ~ >-] ~ ... ~ >.} Vj E {1, ... , 111 }. No caso em que X 
é urna matriz genérica (quando r = n) sabe-se que se T e T' são tableaux standard tais que 
diag(T) = diag(T') então T = T' [S, 3.1.8]. Mais ainda, se n- 111- 1 ~r, I<[M] é uma ALR 
(ver A.6), e neste caso os tableaux standard desempenham um papel fundamental, permitindo 
inclusive determinar urna base de Grõbner para os ideais ker1t• e kerrjl (ver A.6.9 e JIJ.3.4). 

No caso r-catalético geral estes fatos não são válidos para tahleaux standard. Porém, é possível 
introduzir urna classe de tableaux para os quais alguns destes fatos são verdadeiros. Definimos 
então os tableaux r-standard (1.1.2). Urna caracterização de tableau 1·-standard é a seguinte 
(1.1.5 ): um tableau T como em (1) é r-standard se e só se for standard e À~ - >-I +I ~ r para 
i = 1, ... , 111 - 1. Provamos então que se T e T' são tableaux r-standard tais que diag(T) = 
diag(T') então T = T' (1.1.6). Este fato permite provar que se Sr = { r/J(T), V T E K [A(m, n )] 
r-standard }, então Sr é linearmente independente sobre K (L 1.8), propriedade similar à dos 
tableaux standard no caso genérico (A.6.6). 

Na seqüência temos um dos resultados mais importantes deste trabalho: no teorema I.2.1 
mostramos que I = ker 1!'1 é gerado pelos binômios da forma [>-][JL] - rs([>.][p]), onde para cada 
tableau T, rs(T) indica o único tableau r-standard equivalente a T. Em I.2.7 mostramos que 
estes geradores constituem urna base de Grõhner para I em relação a urna certa ordem monornial 
<r em K[A(m, n)]. Esta ordem rnonornial é escolhida de forma que inr(l) seja gerado pelos 
rnonôrnios não r-standard da forma [>.] [p,]. Esta forma será útil para calcular certos invariantes 
de K [M] na teoria de anéis de Stanley-Reisner. 

Ainda no capítulo I estudamos a álgebra de Rees da álgebra inicial catalética. Consideramos 
o homomorfismo sobrejetivo 

\li: K[X,A(m, n)]- K[X, ina(M)t] 
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e encontramos nnm hasC' de C:réillll<'r para kPr \}1 r<'lativanwnf.p a nma or<lf'm JHOliOJHial adeqnada 
em K[X,A(m,11)] (l.:l.l, r.:t2). Novanwnte aqni os tahleanx r-stamlard sito hastantP úteis. 

No capítnlo Tl estudamos a úlgehra i11idal cat nlé>tica do po11fo ck vista da t!'oria de nnMs de 
Stanley-Reisner. O conjunto A (m. n) pod<' ser visto como 11111 conjunto parcialnwnte ordenado 
com a seguinte ordem p<trcial: 

[>.J, ... ,Àm]:::; [JLJ, ... ,Jlm] 

se Ài :::; Pi para 1 :::; i :::; m. Por simplicidade chamaremos nm conjnnto parcialnwnt.e ordenado 
de poset (do inglé's: partiall_v nrdPred set). 

Uma cndeirz em A (m, n) é nm snhconjnnto totahn<'lll<' orcl<'llado, <' 11111<1 c·ad!'ia 6 dita sai1t'l'rula. 

se for maximal Plll relm:ão ?t inclnsão. Se .l h1T (kPr t/• ). ent iío como .J 6 ppra<lo por monomios 
(de grau 2) li\Tes de qnarlrados (T.2.7). pocl<'mos assocoiar a.! o complPxo simplidal 

~ .c {li c A (mo n) I I1 I>. I ti .J } 
[).]ç H 

e neste caso K[A(rn,n)]IJ será o anel de Stanley-Reisner de~- Da t.E~oria de bases de Criihner, 
sabemos que K[inu(M)] e K[A(mon)]I.J possuem a mesma série de Ililhert (A.11.5), além de 
outras propriedades em comum. Em particular, todos os invariant.es mtmérkos re1lacionados com 
a série de Hilbert são comuns a ambas álgebras. 

Para extrair mais informações sobn~ [([A (m, n )I/.! estudamos melhor o coomplPxo simplidal 
~- É interessante notar que, quando n- m - 1 :::; r·, as facetm; de~ são as cadeias maximais de 
A(m, n ). Para n- m.- l > 1° é\ questão{> um pouco mais delicada. Neste caso dc'!110llst.r<tmos que 
as facetas são as cadeias maxi111ais dos sulwonjuntos de A(mou ): 

A(;\. 2 , ... ,Àm) = { [Jl] E A(m, n) I [1, À2, o o. , Àm] :::; [Jt] :::; [>.2 +r, ... , À, 1- 7', n]} 

onde 1 < >.2 < À3 < ... < Àm :::; n - 7' - 1. Denotamos por ~I o complexo das cadeias de cada 
A1, para cada (m -1)-upla I= (>.2,. o. , Àm) satisfazendo à propriedade é\CÍma. Assim~= U1~1 

(ver IL1.2). 
Um resultado importante é que ~ é um romplexo simpliriol shellable (TT.1.3). O fato de 

~ser shellable permite o cálculo de certos invariantes numéricos de K[A(mo n)]I.J, como o a­
invariante, através da própria Pstrutura comhin<ttória de~- Para o cálculo do a-invariante usamos 
a caracterização A.2.8 e o crit.ério A .3.10. Neste contexto, para cada faceta lT E ~ definimos 

1i(H) == {lO"] E H j3 facf!ta F<~ H com H\ F--= {[tT]}} 

e ó(H) como sf!ndo o número de elementos de 1i(Il). Sejas(~)= max{n(JT)o TI E~}, e seja 

a(~)= d-s(~), onde d = dim K[ina(111)]. É possível verificar que s(~) é o grau do h-vetor (vide 
A.2.5 e A.3.10); como conseqüência o a-invariante de K[A(m, n)]I.J é o número -n(~) (ver A.2.8). 
O problema se transforma, portanto, em um problema de contagem em estmt.uras comhintórias. 
Para realizar esta contagem procedemos a várias reduções. Inicialmente dc•finimos em cada faceta 
de ~ um tipo especial de vértice, que chamamos de degrau (TT.2.2). Mostramos em TT.2.3 que 
ó(H) é o número de degraus de lT. Dc•finimos ''(H) como sendo o número dP nrio-d!'qrmts de lJ. It 
claro que li(H) = d-11(H); e portanto n(~) == min{v(fl), H E~}. O uso dos degraus facilita os 
cálculos, pois estes possuem propriedades que permitem um maior controle, inclusive no aspecto 
computacional. As técnicas usadas para calcular n(~) são construtivas. Est.abele<"emos várias 
cotas para o valor de o(~) e construímos explicitamente facetas que realizam os valores mínimos. 
Provamos que a(~) ~ f f!; l para todos os valores de m, n e r; e que o(~) ~ n se n- m- 1 :::; r 
(IL2.4). Ainda no caso n - m - 1 :::; r construímos uma faceta especial F, que chamamos de 
a-faceta (vide II.2.5), tal que 11(F) = n, e então concluímos que o:(~)= n se n- m.- 1:::; r (ver 
IL2.9). 

Se n - m - 1 > r, é necessário refinar mais ainda as cotas. Em cada ~/ definimos uma 
faceta especial F1, chamada de a1-faceta (TT.2.6), tal que ''(TI)~ 11(Fr) para toda faceta Tl E~, 
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(II.2.13). Provamos que se l n-,~,-I J 2:: 2 ou se n- r= 2m então existe conjunto de índices I tal 
que se Fr E ~::!.I é ai-faceta, então 

v(Fr) = ln- r- 1J ~ d l -1-r-1-1= -
m m 

(ver II.2.14, III.2.2). Neste caso conclui-se então que a(i'::!.) = f~ l· 
A possibilidade restante para os valores de m, n e r é que m + 1 < n - r < 2m. Provamos 

inicialmente que se I = (r2, ... , rm) e F é ai-faceta, então v(F) ;:=: 2m -1- r- rm (II.2.16). O 
maior valor que rm pode assumir é n -r- 1, portanto o valor mínimo que 11(F) pode atingir é 
2(m -1- 1·)- n -1- 1. Em IT.2.7 construímos uma faceta F tal que v(F) = 2(m -1- r)- n -1- 1, donde 
conclui-se que, neste caso, a (I::!.) = 2 ( m + r) - n + 1. 

No capítulo III são demonstradas algumas propriedades das álgebras cataléticas usando-se as 
técnicas desenvolvidas nos dois capítulos anteriores. Na seção 1 demonstramos que a álgebra 
K[in0 (M)] e sua álgebra de R.ees associada K[X, in0 (M)t] são álgebras normais de Cohen­
Macaulay. Usamos aqui critérios da teoria de anéis de semigrupos. Em geral, uma f( -subálgebra 
A de um anel de polinômios K[X] gerada por monômios é isomorfa a um anel de semigrupo afim, 
A~ K[G] (ver A.1). Então A é normal se e só se G for um semigrupo normal (A.l.16). Além 
disto Hochster demonstrou que se G é normal, então A é álgebra de Cohen-Macaulay (A.l.17). 

As álgebras K[in0 (M)] e K[X,in0 (M)t] são geradas por monômios, e portanto podem ser 
vistas como anéis de semigrupos. Usando a estrutura combinatória dos tableaux r-standard, 
podemos demonstrar que estas álgebras são normais (III.l.2, III.1.3). Logo, pelo citado critério 
de Hochster, concluímos que estas álgebras são domínios normais de Cohen-Macaulay. 

Seguindo uma sugestão de A. Simis, na seção 2 calculamos a dimensão de K[ino(M)] usando 
argumentos baseados em corpos de frações e teoria de grafos (III.2.1). Esta dimensão também 
pode ser obtida pela contagem do número de vértices de uma faceta do complexo simplicial 
associado 6., como está feito na demonstração de II.l.3. 

Em seguida usamos os resultados obtidos no capítulo II para calcular o grau do h-vetor e o a­
invariante de K[in0 (M)] (III.2.2). Usamos a proposição A.3.10 que liga os invariantes numéricos 
do complexo ao h-vetor. 

Na terceira seção deste capítulo trabalhamos um pouco mais com o que foi uma das motivações 
para este trabalho: bases de SAGBI. Como já foi citado, se n- m -1 :::::; r então M é uma base de 
SAGBI para K[M]. Damos aqui uma demonstração deste fato usando diretamente os critérios 
originais de R.obbiano-Sweedler [RS]. Demonstramos também que X UMt é base de SAGBI para 
K[X, Mt], se n - m - 1 :::::; r (III.3.3). Como conseqüência destes resultados temos que estas 
álgebras são domínios normais de Cohen-Macaulay (III.3.5); e temos também que o a-invariante 
de K[M] é a(K[M]) = -n e a dimensão é dimK[M] = m(n- m) -1-1 (III.3.6). 

A proposição III.3.4, mais uma conseqüência destes fatos, é um exemplo de como bases de 
SAGBI podem resolver questões relacionadas a bases de Grobner. Seja I o ideal de K[X] gerado 
pelos elementos de M, e seja M J o conjunto dos produtos de j elementos de M. Esta proposição 
estabelece que se n - m - 1 :::::; r então M j forma uma base de Grõbner para Ij para todo j E N 
em relação à ordem monomial <o adotada em K[X]. Este é um resultado importante na teoria 
de ideais determinantais, e foi demonstrado por A. Conca em [C] usando outras técnicas. Na 
verdade esta propriedade é equivalente ao fato de M ser base de SACBI de K[M], como se pode 
ver em [C]. 

Preparamos também dois apêndices. No apêndice A reunimos os principais conceitos e resul­
tados que foram utilizados para facilitar a consulta. Cada proposição enunciada é acompanhada 
de uma referência indicando onde encontrar uma demonstração. 

No apêndice B escrevemos os pseudocódigos de alguns algoritmos usados neste trabalho. Estes 
programas foram implementados no sistema Mathematica e foram utilizados para visualizar as 
demonstrações de vários lemas do capítulo II. Também descrevemos neste apêndice uma maneira 
computacional de calcular a multiplicidade de f( [in0 (M)] utilizando a estrutura do complexo 
simplicial associado. 



CAPÍTULO 

TABLEAUX STANDARD PARA MATRIZES CATALÉTICAS 

Dados int<'iros positivos m, n e 1· tais que 2 :::; 111 :::; n e I < 1· < 11, seja X 
seguinte matriz de ill<iet<'nninadas sobre 1\lll corpo /(: 

( 

Xt 

.z: li r 

X cc~ .1:1 t 2r· 

• 0 1+(~-l)r 

.1:2 

:r2+r· 

:1:2-1 2r 

X2+(m-l)r 

.ru ) .l:n+r 

.t:nl 2r· 

.Tn+(:n-l)r 

X(m,n,r) a 

Chamaremos a matriz X de 1·-catalética. Dcsig11aremos por J( [X] o anel de polinômios 
K[x1, ... ,:r,..1.(m-I)rl· X representará, portanto, seja a matriz de indeterminadas S<'ja o con­
junto das variáveis em questão. 

Seguindo a termi11ologia dáHsica, oH subdeLenniuanteH de tamauho rn x m de X Heruo chamadoH 
de menores máximos de X. Seja M o conjunto dos menores máximos de X e f( [ M] C [{[X] 
a subálgebra gerada por 111. Chamaremos esta álgebra de álgebm catalética. Consideramos em 
K[X] a ordem monomiallexicográfica graduada <a induzida pela ordenação total das variáveis 
Xi > X i+ I para 1 :::; i< n + (rn -l)r. Esta ordem é chamada de diagonal pois, para f1 E M, temos 
que ina (/1) é justamente a diagonal do menor f1· Seja então i na ( M) o conjunto dos monômios 
iniciais de M, isto é, o conjunto das diagonais dos menores de X. A subálgebra K[ina(M)] C 

K[X] gerada pelas diagonais dos menores será chamada de álgebra inicial catolétíca. 
Seja 

o conjunto das m-uplas ordenadas em {1,2, ... ,n}. Os elementos de i\(m,n) são comumente 
chamados de colrhl'tes e constituem um conjunto de variáveis sobre K. A cada [>.] E i\(m, n) 
podemos associar naturalmente um menor máximo de X determinado pelas colunas de índiceH 
À 1, ... , Àm. Denotaremos 

e 

( 

x.x, 

.r,x 1 +r 

1[>-]1 == det x.x,+2r 

X.X 1 +(~-l)r 
Então temos os homorfismos de K -álgebras: 

x.x2 
X.X2+r 

X.X2+2r 

cp: K[i\(rn,n)J---+ K[M] 

[>-J f----> 1[>-JI 

1/J: K[A(rn,n)]---+ K[ina(M)] 

[>.] ~----> ina(I[>.JI) 

X.Xm, ) 
X.Xm+r 

X.Xm+2r 

X_xm+:rn-l)r 

Vamos estudar neste capítulo algumas propriedades das álgebras K[M] e K[ina(M)] por via 
destes homorfismos. 

7 
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1. Tableaux 

Uma mandra c·om•eJiient C' dP t.rahalhar Pom moiiÓmios <k 1\ [A (w, 11)] <' sens coJTesponclPnl <'s 
produtos de menores em [([,H] 0 através de suas repr<>sent.ações por meio de /n/1/Pnu:c. 

Dado um monõmio T =- [>, 1[ ... [Àt] E K[A(m,11)] com [À;] ~ [Àj, ... ,À;
11

], podemos escrever 
T como uma matri:t:: 

(1) 

OmwmilmrPllJOS '/' <1<' 1-/ohlr·ou. Not.Pmos q1w lllll 1-tahkan r<'JH<'S<'lJI.a lllll Il!OllOillio cle gTall 

tem K[A(m.n)J. Dado lllll 1-tahkan T, rl<'IJOI.ar<'lllOS por r,',('f') ['/'[.a sna imag<'lll coJno lllll 
produto rl<' I lll<'ll<>r<'S nuíxil11os <'111 K[XJ. Por c·om'<'llii•ncia nos n•f<•ril·c•JIIos ao proclnto [T[ E /\'[X I 
também COIIIO S<'IHlo nm tahleau. 

Definiremos a diogonoJ <lP T como diag(T) '" ina(r/,(7')) ·.= ~·('!'), on seja, como o produto das 
diagonais dos menores da expansão deTem K[XJ. 

Definição 1.1.1. Dois tahleaux T e T serão ditos eqnivalent<'S se diag(T) ~ diag(i'). 

Nosso interesse agora é determinar nm "bom representante"' para cada claHse de equivalência 
dos tableaux. Para tal, introduziremos a noção de tahleau r-stanclard. 

T é dito standard se ÀJ $ ÀJ $ ... $ Àj Vj E {1, ... , m}. 
Agora, se T for standard, definimos os seguintes conjuntos para 1 $ i < j $ t: 

OiJ ( T) = { k E { 1, . .. , m - 1}, tais que À { - À Í+ 1 > 1'} 

e 

O(T) = U ('\;(T) 
I<;i<,i<O;t 

Definição 1.1.2. T é dito 1·-sto.nda1·d se T for st.andard <' O(T) cc· 0. 

Veremos agora qn<> todo tahl<>an 6 equh·a]ent.e a um tah!Pan 1·-standard ( qw~ sení único). Para 
tanto vamos definir inicialnwnte duas opera<;>Ões "elementares" sobre t.ahleaux. 

Sendo T t.ab]P<:m como em (1), definimos 8(T) como o tahlean standnrd oht.iclo ele T ordenando 
as colunas. 

Se T for standard , para cada 1 $ i < .i $ I definimos oiJ(T) -_, 'i' como sendo o t.ahlc>all 
i'= [~ 1 ] ..... [~t] E K[A(m,n)] com [~k] =[~f, .... ~~ 1 ], 1 $ k $ t, onde 

{ 

~~+1 =À{- r 
(i) para k E Oi.i(T). 

~t = ÀL1 + 1' 

(l"r') { ~~+1 = À~+l _ . . para k r/ OiJ(T). 
,) - \J 
1\k- 1\k 

(iii) ~~ = ÀL se l r/ {i,j}. 

É fácil de verificar que diag(H(T)) = diag(T) e diag(oij(T)) = diag(T), se T for standanlneste 
último caso. 

Dado nm tahiPau T decreveremos agora um mi'todo para co11st.rnir um t.ahleau 1'-standard 
equivalente a T. 
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1.1.3 - Método de 1·-standartização. S(~ja T um t-tablemz e escrevamos T(OJ T. O 
processo induUvo ~~o seguinte: 

I) Seja T(i+l) = s(T(il) 

II) Se rCi+Il for 1'-,<;l,andnrd, então T(i+I) é o tableau procurado. 

III) Se T(i+l) não for r-standard, seja l E {2, ... , t} o primeiro inteiro tal que Ou(T(i+I)) i 0 
e tomamos rCi+2l = ou(T(i+Il). 

IV) Volta a (I) com r<H2). 

OBSERVAÇÃO. O passo (T) no proce,<;so descrito acima foi colocado para simplificar a ordem 
de aplicação das operações se ou. Observemos que se T(i) for standard, então s(T(i)) == rCi>. 

Exemplo. /\ ntes de provar a validade deste algoritmo, daremos 11111 exemplo qne apresenta 
as principais característ.icHs do procedimento acima. Seja X = X (·1, 1 :~. 1) a rnat.ri;r, de tamanho 
4 x 13 e 1-catalét.ica: 

c X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg Xg XlQ .1:11 

X= X2 X3 X4 X5 a:6 X7 Xg .'l:g XIO xu XJ2 
J:3 X4 X5 X6 X7 Xg Xg XlQ xu XJ2 XJ3 
X4 xr) :1:6 X7 Xg Xg XJO xu X]2 XJ3 X]4 

Seja 

[l 
2 4 7] T= 
6 9 10 
7 8 

1~3 10 11 

T é um 4-tableau não standard, e portanto certamente não 1-standard. 

Vamos aplicar o algoritmo a T: 

2 
6 
7 
10 

4 
8 
9 
11 

~] 
13 

XJ2 x,) 
.'l:J3 XJ.I 

X14 XJ5 
XJ5 a:w 

Temos qne 

Temos Ot2(T(ll) = {2}, 013(TC1l) 

024(T(Il) = {2, 3},. Então 

{1, 2, 3}, 023(1'(1)) 

r<2
> = o 12 (r<1J) = [! ~ ~ ~~] 

5 10 11 13 

0, 

7'(3) = s(T<2l) = r<2l. E Ot2(T(3)) = 023(T(3)) = 034(TC3l) = 0, 013(T(3)) = 014(1'(3)) = 

{1,2,3}, 024(TC3l) = {2,3}. Logo 

3 
5 
6 
10 

6 
8 
8 
11 

T(5 ) = s(T<4>) = r< 4>. E Ot2(TC5l) = Ot3(T(5)) = 023(1'(5)) 

024(T(5)) = {2, 3}, 034(T<5l) = {2}. Então 

4 9 
5 8 
6 8 
7 9 

{1, 2, :3}, 
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[

I 4 8 

7,(7) OC.C" •(71 (6)) - 3 5 8 
s :1 6 !) 

4 7 9 

!) l 10 

10 
13 

e 012(T(7l) = 01:1(T(7)) ccc Ot.t(T(7l) = O:.n(T<7l) - O:n(T(7l) - O:lt(T(7l) 0 
Logo r<7l ó 1-stanrlarcl, e possui a uwsma diagonal rlc T. 

Proposição 1.1.4. O método d<' 1·-slnndarlizaç;io dr'.<writo ;l("Írna é nlgoritmil'o. 

Demonstrnr;õo. Scja 

>-:,] >.fll 

À:/1 
um t-tahleau, f(ll<' já vamos snpor stanrlard. Oll seja. r(J) " r<0 J - T. Primeiro j.pmos o segnillfe 
fato simples de verificar: 

FATO: Se Xf- >-L 1 :::; r para 2:::; u:::; t c I:::; i:::; rn- 1 então >.·j- >.~ 11 :::; r para todo 
j E {1, ... ,u} c k E {1, ... ,t} 

Seja I= {(i,.i), com 1:::; i:::; rn e 1:::; .i:::; t} ordenado da seg11int.t~ forma: (i, .i)> (h,k) se 
i < h ou i = h e .i < k. 

Seja S={(i,j) E I tais que>.{- >.}+1 >r} c seja m(T) = nutx 8. Convencionamos m(T) ,, 
(m,t)seS=0. 

A demonstração será por indução em m.(T). Se 8 = 0, m(T) = (rn, t) e T é 1·-st.anclard. !\gora 
seja m.(T) = (l, u) e suponhamos por indução que se m(T') < (l, u) para T' t-tnblean standard, 
então o algoritmo vale para T'. 

Nas condições descritas e usando o fato acima, 

\" \ 1 
"l - "1+1 > r 

>.{- >.f+ 1 :::; r se i E {1, ... ,l-1} e 1:::; k <.i:::; t 

>.f - >-f1 1 :::; r se 1 :::; k < .i :::; u - I 

Logo 

).1 
I ).~ >.1 

1 >.)' -7' 

>.2 À~ 2 
Àftl 1 ).1 

T(2) c=o OJu(T) =cc 

>." >-2 >.}_t-1 + 1' ). i'+ 1 1 

Escrevendo T(3) = s(olu(T)), denotamos 

y(3) = 

). ~(3) ).~(3) 

À i(3) >.;(3) 

\ 1(3) \ 1(3) 
"1 "2 

). 1 (3) 
1 

). 2(3) 
1 

). u(3) 
l 

). t(3) 
1 

). ~+ 1 

). 1 (3) 
1-t-1 

). 2(3) 
1+1 

À u(3) 
l+1 

). t(:l) 
II-I 

~~! 2 
2 >-,, 2 

>-i\2 

). 1(3) ,. 
).2(3) 

m 

). u(3) 
111. 

). 1(3) 

"' 

- 1 >.,, -1 
- 1 
). 111 

2 
Àw-- 1 

2 
)."' 

>-::, 1 >-::, 

À~n~ 1 >.;,. 
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Como >.f- 1 
:::; >.] 1_1 + 1' < >.)' :::; >.ti-l então >.;'(3

) = >.j+l + 1' e >.{(3
) = >.{ para (i,j) :::: (l, t) e 

i -=1- l, j -=1- u. 

Temos ainda que >.J+ 1 :::; >.;<;{ para 1 :::; i :::; t. De fato, há dois casos possívPis: 

CASO (1) >.)~ 1 - >.]+"2:::; 1'. Neste caso {>.;~ 1 {, 1:::; i:::; t} = {>.[' -1·} U Pi 11 , 1 <i:::; I} e então 
é claramente verdade. 

CASO (2) >./~ 1 - >.}+ 2 >r. Neste caso p;~i, 1:::; i:::; t} = {>.Y-1', >.}+2 + 1'} U {>.}+ 1 , 1 <i:::; 
t, i -=/- u} e como >.J+l < >.f+2 também é claro. 

Logo temos >.~( 3 )- >.Jj.3{ < >.['- >.}+1. Se >.~( 3 )- >.Jj.3{:::; r então m(TC3l) < (l,u) e aplicamos 

a hipótese de indução. Se >.;'(3
) - >.Jj.3{ > r repetimos o processo com r<3 l e encontramos r<5 l 

u(5) 1(5) u(3) 1(3) C · com >. 1 - >. 1+1 < >. 1 - >. 1+1. ,ontmuando este processo eventualmente teremos umR etapa 

v (v ímpar) em qne m(T(")) < (l, u), quando valerá a hipótese de indução. O 

Como conseqüência da demonstração de 1.1.4, temos uma caracterização mais simples de 
tableaux r-standard. 

e 

Corolário 1.1.5. Um t-tableau T é 1'-standard se e só se T for standard e Ou(T) = 0. 

Para a demonstração do lema seguinte observamos que se T é um t-tableau como em (1) então 

t. m 

diag(T) = I1 I1 a:>.{ +(i-1)r 

j=1 i=1 

Lema 1.1.6. Dados dois tHbleaux T e T T-standard tais que diag(T) = diag(T) então T = T. 

Demonstração. Í<; claro qne ambos T e T são tahleaux de mesmo grau. Sejam portanto 

[ >l 
).~ 

>: .. ] ).~ ).~ 
). ('' T= . 

).t ).t ).t 
1 2 m 

[Àl 
~1 

A: .. l 2 
-2 -2 -2 
).1 ).2 ).m 

T= 

~i ~~ 
-t 
)."' 

Demonstraremos por indução em m. Sem = 1 é trivial. Seja então m > 1 e suponhamos válido 
param- 1. É fácil verificar que >.l =~f. Seja u E {1, ... , t, t + 1} tal que >.l =~L ... , >.~- 1 = 
~~- 1 e >.i'-=/- ~Y e convencionamos u = t + 1 se >.i= ~i para 1:::; i:::; t. Vamos provar que u > t. 
Suponhamos por absurdo que >.i' < ~i'. Como x >.f é fator de diag(T) então teremos que 

para algum k E { 1, ... , u - 1} c algum j E {2, ... , m }. Mas então 

\k (" 1) ,u \u<\u 
"j + J- r= "1 < "1 - "j-1 

donde 

o que é absurdo. 
L 1- -1 d- \t ogo >. 1 - .\ 1 , ... , "1- "1· 

Agora consideramos os tableaux 
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[A) I ' >:, I "] 2 2 

T'= 
..\2 :17' ..\111 -1 1' 

..\~ + 7' ..\~,+r 

e 

[''I" 
~1 

111. 

I "] ~§ + 1' 
-2 + 1' 

i"= 
..\111 

~& I 1' ~~11 I 1' 

em relação à nmtriil X' ohtida de X retiran<lo-sP a prinwira linha e a prilliPira cohma. Por 
indução T' "= i·', donde concluímos o desejado. O 

Temos então que os t.ahlenux de f( [A (111, 11 )] est.ão dividiclos em classes de Pquimli~ncia pela 
compara,·ão de suas diagonais, e temos um repn~sentant.e único cm cada classe, que srw os t.ahleaux 
r-standard. 

Definição 1.1.7. Seja TE K[A(m,n)] um tahleau. DPsignaremos por rs(T) o único tahlcau 
r-standard equivalente a T. 

OBSERVAÇAO. Observamos que se n- m- 1::;: 7' então 1·s(T) -,, s(T). De fnt.o, dados dois 
colchetes [..\] e [f!-], temos neste caso que i ::;: ..\i, T; ::;: n -m +i. Logo T;- ..\i+ 1 ::;: n -m +i- (i I 1) :-= 

n-m-1::;:1·. 
Seja Sr ={[TI= <f!(T) E K[X], TE I<[A(m,n)]1·-standard }. Temos o seguinte corolúrio do 

lema Ll.6: 

Lema 1.1.8. Sr é linearmente independente. 

Demonstmçíío. Seja F C H r um subconjunto finito. Ordmemos F de acordo com as diagonais, 
ou seja, F= {[TI[, ... , [Tu!} onde diag(Ti) ;:::a diag(T;11), 1 ::;: i::;: u- 1. Queremos provar que 
se a1[Td + ... + a-u[T1,[ =O com a; E K, então ai= O para l::;: i::;: u. 

Podemos supor que todos os tahleaux de F são de mesmo grau e distintos. SP diag(Ti) =-= m;, 
pela unicidade, m1 >a m2 >a ... >a mu. Supondo, por absurdo, que a 1 cf O, conduímos que 
m 1 deve aparecer como parcela de algum iableau [T;[, 2::;: ·i::;: u. Mas então m; >a m 1, o que é 
absurdo. O 

2. Apresentação de Álgebras 

Nesta seção estudaremos a apresentação da álgPhra i11icial cal a]M.ica via 1/1. MPlhor diilendo, 
estudaremos o núcleo ker 1/• de 1j•. 

Temos o seguinte 

Teorema 1.2.1. O mícll'o ken/> de 1/• é gerado pelos binômios da forma 

para todos os coldwtl's [..\], [Jt] E A(m, n). 

A demonstração do teorema depende de alguns lemas qne passamos a considPrar. Procedere­
mos por etapas. Primeiro vamos fazer algumas reduções. 

Seja J = ([..\][J-t]-rs([..\][Jt])). Como é daro que J C ker"lj•, mostraremos a continência rPcíproca. 
Para isto tomaremos f E ker"lj> e mostraremos qne f E J. Seja f E K[A(m,n)] com 1/•(f) =O. 
Escreveremos f de maneira conveniente: 

f= L ait T;1 + L a;2T;2 + ... + L a;kT;. 
itElt i2E/2 ÍkElk 

onde a;J E [{ e 1j•(T;) = 1/•(Ti) se e somente se i, j E l1 para algum I E {I, ... , k} 



:!. APRESENTAÇÃO DE ÁLGEBRAS 

Como 1/1(!) =O. entfío por 1.1.7 t<'mos 

(2) 

Para cada ,i, 1 ~.i~ k sf'ja TJ o único tahlean1·-standard tal qne 7/•(7)) = 7/•(T;J). Usando (2) 
podemos reescrever f: 

É claro que T;, - Tj E kenj1. Logo basta mostrar que T;J - Tj E J, ou seja, reduzimos o 
problema a mostrar que os binômios da forma T- rs(T) pertencem a J. 

O método de r-standartização (1.1.3) nos dá uma seqüência de t.ahleaux 

com as seguintt>s propriedades: 

(i) T(j) = s(rU- 1>) se .i for ímpar 

(ii) T(j- 1
) é standard e T(j) = o11(T(j- 1)) se .i for par não nulo ( a escolha de l sendo como 

descrita em I.1.3) 

Usando esta seqüência, temos 

o que reduz o nosso problema a mostrar que os binômios da forma T - s(T) pertencem a J 

qualquer que seja o tableau T; e que se T for standard, T- oij(T) também pertence a./. Vamos 
estabelecer estes fatos como dois lemas separados: 

Lema 1.2.2. Se T for um tableau standard, então T - o;j (T) E .! . 

Demonstração. A demonstração segue diretamente da definição de oij· O 

Lema 1.2.3. Dado tableau T qualquer, T- s(T) E J. 

Demonstração. A demonstração segue dos resultados em [S], mas preferimos dar uma demon­
stração direta. Para tal, descrevemos um algoritmo cuja demonstração é análoga à demonstração 
de I.l.3: 

1.2.4- Método de standartização. Seja T = [>. 1] ... [>. t] um t-tabl<'all e escrevamos y(D) = 

T. Para i 2 0: 

I) Se T(i) for standard, então este é o tableau procurado. 

II) Se T(i) não for standard, sejam k, l os menores inteiros com 1 ~ k < l ~ t tais que [>.k][>.1] 
seja não standard e tomamos r<H-1) = [>. 1] ... [~k] ... [~ 1 ] ... [>.t] onde [~k][~ 1 ] = s([>.k][>.1]) 

III) Volta a (I) com r<H1). 
Agora, usando o fato que [>.][JL] - s([>.][JL]) E .!, juntamente com o algoritmo acima, é fácil 

verificar a validade do lema. D 

Demonstmçâo de !.2.1. O teorema é conseqüência direta dos lemas I.2.2 e J.2.3 e das reduções 
descritas. O 

Na seqüência determinaremos uma base de Grobner para ker·~·· Definiremos uma ordem 
adequada em f( [A(m, n)] tal que os geradores de kenj1 encontrados em I.2.1 formem eles próprios 
uma base de Grohner. Para a definição de base de Grõhner, vide A.4.2. 
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Proposição 1.2.5. Exislf' Hma ord(•m nwuomia/ <r Plll 1\ [A(m .. 11 )] la/qw• 

Demonstrnçíio. A demonstração consiste em <kfinir nrna rela<;ão de onl<'m <>ntn~ os monómios 
de K [A(m, n)] qne possua as propriedades des<>jadas. 

Dado um tahkan T = [>.I] para 1 :S:: i :S:: m P 1 :S:: .i :S:: d. sp_ja r-(T) a sPqiié>ncia <los intPiros >.f 
ordenados em ordem decrescente. Definimos então a onkm T da seg11inte ma1wira: sejam T1 e 
T2 tableaux; então T1 >r T2 se: 

(i) degT1 > degT2; 

(ii) degT1 = <lq~T2 e r·:(T,) > r:(T2) lexicograficamelltP; 

(iii) degT1 = degT2, r:(TI) " t;(T2) e T 1 > T2 na ordPm l<•xieogrúfica revPrsa <kt.enui11a<la pela 
ordem nas variáveis inclmdda por (ii). 

A verificação qne a onkm definida assim ô reahne11te mna n•lac;ão de onlen1 f. simples. Para 
verificar que é ordem monomial temos qne mostrar que S<' T1 >r T2 e11tão T1T:1 >r T2T:1 para 
qualquer tableau T:l· 

Se degT1 > degT2 on se degT1 = degT2 e e(T1) = e(T2) então {~ fúcil de ver que TtTa >r T2T3. 
Agora se degT1 = degT2 e e(TI) > e(T2) escrevemos P-(7'1) = (e;) e e(1'2) = (e;). SPja .i ~ 1 tal 
que ei = e~ para 1 ::::; i < .i e ej > ej. Seja e(7':1) = (e~') e tomemos k o maior inteiro tal que 
e% ~ ej e e%+ 1 < f! .i ( co11veucionamos k = O se e~' < e j para todo l). Então e(T1 T:d o (A, e .i, ... ) 
e e (T2 T3) = (A', v, ... ) onde A representa a seqüência ordenada dos dPmentos do conjunto 

e A' representa o mesmo para o conjunto 

Temos então que v= ej ou v= e%+ 1• Em ambos os casos v< ej, donde T11':l >r T2T:1 
Provamos que <r é ordem monomial. Agora vamos verificar que satisfaz às propriedades 

enunciadas. 
Seja T = [>.] [ft] um 2-tahletm com [>.] = [>.1 ... >. 111 ] e [!d = [/Ll .. . ft 11.]. Suponhamos inicial­

mente que T seja não standard. Neste caso seja j o maior inteiro tal qne Àj i /L.i· Podemos 
supor Àj < fLJ· Com esta escolha, seja k <.i o maior inteiro tal qne Àk > flk· Se;ja s(T) o= [>.'][1/]. 
Temos 

T = [)q Àk-1 Àk Àj 

/LI JLk- 1 flk /L J 

[ >.' À~- I /Lk ÀkH s(T) = f 
JL~-1 Àk ft I fLk+l 

Denotaremos h = [>.], h= [11], 91 = [>.'], 92 o= [1/]; assim T 
com a definição da ordem T temos 

>.,11 ] 
/Lm 

Pela ordem lexicográfica reversa aplicada a T e s(T) (<'omo na condição (iii) da dPfiniçào), o 
expoente correspondente a g 1 em T é O, e o expoente corrPsponrlPnte a g 1 em s(T) ú 1, e 1 > O, 
donde T >r s(T). 

Agora suponhamos T standard, mas não r-standard. Seja 1 < i :S:: m o menor ilJt<>iro tal qne 
O(T) C {1, ... , i- 1}. Escrevemos 

Ài-1 À i À i+ I 

/Li -I /Li /Li+J 



e 

2. APHESEN'l'AÇÃO DE ÁLC::EBHAS 

À~+l 

Jl; t·l 

onde À
1
1 = À1, Jt; = Jt; e À~,= Àp, Jt~ = J.t 11 para i+ 1::; p::; nL 

Temos Jt; -I - À; > 7' e À; = JLi-1 - 7', Jt: .. 1 = À; + 1', donde tiramos as dPsignaldadPs 

À: > À; 

Jl:-1 < /li--1 

À; < /.li-1 

À: < /Li-1 

Usando estas desigualdades. concluímos que 

e(T) = (Jlm, ... , jl;, v, ... ) 

e{o{T))= {JLm 1 ... ,jl;,v
1

, ... ) 

onde v e v' estão na mesma posição e os elementos à esquerda de JLi são os mesmos nas duas 
seqüências. 

Temos as seguint.es possibilidades: 

(a) v= Àk para algum k >i e /Li--1::; Àk, pois /li> Jli-1 >À; 

{b) v= Jli-1 

(a') v'= À~ para algum l 2: i e Àz < Jl;, pois Jl; > Jl;_ 1 e Jl; 2: À; 

(b') v1 = Jl;_ 1 

Se acontece (h'), como fl; __ 1 < Jli-1 ::; Àk, então v'< v e e(T) > e(o(T)). 
Em (a') temos duas possibilidades: 

(a'.l) v' = À;. Neste caso, como Àk = À~ para k > i e como Jli-I > À;, então v' < v c 
e(T) > e{o(T)). 

(a'.2) v' = Àt para l > i. Neste caso temos, pela definição de e(), que Jl; > Àt > Jl~ . 1• 

Novamente analisaremos dois casos: 

(a'.2.1) Se Àt 2: Jli- 1 então v= Àt. Seja p, com i< i+ p::; l tal que 

e(T) = (JLm, ... , Jli, Àk, ... , Ài+p• Jli- 1. · · ·) 

e(o(T)) = (flm,··· ,jl;,Àk,··· ,Ài+p 1 'W
1

, ••• ) 

onde w 1 = À;+p-l ou w 1 = JL;_ 1. Em ambos os casos, e(T) > e(o(T)). 

(a'.2.2) Se Àt < fli-1 então jt; > fli-1 > Àt e certamente v'< v, donde e(T) > tS(o(T)) 

Então provamos que a ordem assim definida possui as propriedades desejadas, e assim a 
proposição I.2.5 fica demonstrada. D 

Corolário 1.2.6. Sej;t TE K[A(m, n)] um tableazz arbitrário. Entiio T 2:r 8(T) 2:r 1"8(T). 

Teorema 1.2. 7. O conjunto 

é uma base de Gn)bner para keq'' na ordem <r, e inr(keq11) é gerado pelos monômios da forma 
[À][JL] não 1'-standard. 

Demonstração. S<>ja J\;1 = ([À][/1] E K[A(m,n)] tal que [>.][JL] seja não 1'-stamlard) ideal em 
K [A(m, n )]. Sc~ja .! = inr(lwn/•) na ordem <r. Temos queM C J. Precisamos provar a inclusão 
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reversa. A demonstração será feita em dois passos. Primeiro provaremos que <"ada tableau não 
r-standard está em M e então provaremos que cada monômio em J é um tableau não r-standard. 

Seja T = [>, 1] ... [>, t] um tableau não r-standard. Se T for não standard, existem inteiros i, j 
com 1::::; i< j::::; t tais que [>,i][>.i] é não standard, e portanto está em M, donde TEM. Se T 
for standard, como antes existem inteiros i, j com 1 ::::; i < j ::::; t tais que Oij(T) i' 0. Neste caso 
também [>.i][>.i] EM e portanto TEM. 

Suponhamos agora que algum tableau r-standard T esteja em J, ou seja, T = inrCf) para 
algum f E ker 1{1 não nulo. Se f fosse constituído apenas por monômios r-standard, por I.l..5 
teríamos 1/'(f) = O=:;. f= O. Logo, por um argumento análogo ao usado em 1.1.7, deve existir 
um tableau não r-standard T' na expansão de f tal que '!f!(T) = '!f!(T'). Mas por 1.2.6 teríamos 
T' >r T, uma contradição. D 

3. Álgebras de Rees 

Vamos estudar agora a álgebra de Rees associada a K[ina(M)]. Se I é o ideal em K[X] gerado 
pelos elementos do conjunto ina(M), a álgebra de Rees associada á álgebra inicial catalética é 
R(I) = ffii'~oiiti C K[X, t]. Podemos ver que neste caso R(I) é isomorfa a K[X, ina(M)t] C 

K[X, t]. Escolheremos uma ordem monomial CJ
1 em K[X, t] como se segue: se p,ti e {.-tti são 

monômios de K[X, t], com J-t, J-t 1 monômios em K[X], então p,ti <a' J-t'ti se i < j ou se i = j e 
f.-t <a J-t 1 com respeito à ordem <a de K[X]. 

Consideremos o homomorfismo sobrejetor 

\11: K[X,A(m,n)]---+ K[X,ina(M)t] 

Temos o 

Teorema 1.3.1. ker\11 é gerado pelos seguintes binômios: 

(i) Xz+(k-l)r[ÀI · · · Àm]- X>.k+(k-l)r[ÀI · ·. Àk-llÀk+I ... Àm] 

para 1 ::::; k ::::; m e 1 ::::; .\1 < .\2 < ... < Àk-1 < l < Àk < ... < Àm ::::; n. 

para quaisquer 2-tableaux não r-standard [>.] [p,] de K [A(m, n )]. 

Demonstração. A demonstração deste teorema será dividida em várias etapas. Começaremos 
com algumas simplificações. É fato conhecido que ker \11 é gerado por binômios (ver I.2.1, por 
exemplo). Então basta mostrar que dado f = u 1T1 - u2T2 E ker \11 onde ui é um monômio em 
K[X] e Ti indica um tableaux em K[A(m,n)], f pode ser escrito como combinação das relações 
(i) e (ii). Observamos que f E ker\11 implica que deg(u1)=deg(u2) e que T1 e T2 são d-tableaux 
para algum d. 

Sejam T1 = rs(TI) e T2 = rs(T2). Temos 

f =u1T1- ud1 + u1T1- u2T2 + u2T2- u2T2 = 

=u1(T1- Tt) + (udl- ud2) + u2(T2- T2) 

A primeira e a última parcela da soma acima pertencem a ker 1{1 e portanto podem ser expressas 
como combinações de elementos do tipo (ii), pelo teorema 1.2.1. Logo basta mostrar que f = 
u 1T1 -u2T2 E ker \11 com T1, T2 d-tableaux r-standard é gerado por (i) e (ii). É claro que podemos 
supor mdc(ut, u2) = 1. 

Faremos a demonstração por indução a partir de três casos. 



(3) 

3. A LCERRAS DE REES 

Caso 1. f= .r. 1 ,.~1 (k- 1 ),.[À I ... Àm[ - J:)., +(1-l)r[/li .. . Jtml· 

Primeiro observemos qnc, como f E ker W, 

{À; I (i- 1 )r, Vi /l} = {!'.i + (i - 1 )1·, Vj / k} 

li 

Agora faremos indução na dif0reuça fl - k[. Se Jl - kJ =- O, eutão l ~ k c> vo~se dirdamc>nt.e 
que f é uma relação do t.ipo (i). Se~ fl - kJ > O suponhamos, para fixar id(,ias. q1w I < h:. Da 
ig·ualdade de conjuntos (:l) tiramos que 

donde podemos escrever 

f =xJ.Id(k-l)r[À]- X).1+(1-l)r[JL] = 

(4) = (xl••+(k-l)r[À]- X>.1+ 1 +lr[ÀI · · · Àt-1 Àt ÀL+2 + 1' • • • Àk + 1' flk ÀHI · ·. ÀmJ) + 

+ ( X>. 1+ 1 +lr·[Àt ... Àt-1 Àt Àt+2 + 7' .•. Àk + 1' /Lk Àk~i~ 1 ... Àm] - :r.x, +(1- I)t·[Jt]) 

Na expressão (4) vemos que ambos os termos entre parênteses são elementos de ker W. Na 
expressão do primeiro parP.ntese temos que Jk- (l + 1)1 < [k - lf e vale a hipótese de indução. 

No segundo parôntese verificamos que, como Àt+t = /Ll - 1·, então este termo (~ da forma (i). 

Caso 2. 

r À. 

À1 

À~,. j 
r": 

JL~ ,,:,. j 1 2 
2 À2 À2 

/1/ p§ ') 

J = XJI{ l(i !)r À:l 
2 m Jt;;, 

- X>.~+(k-l)r 

Àd À~ À~, Jlt JL~ /L~~~ 1 

para d > 1. 

Consideramos os pares ( u, v) E {1, ... , m} x { 1, ... , d} ordenados lexicograficanwnte. ou seja, 
(u,v) < (w, z) seu< w ou u = w e v< z. Existe uma injeção de {1, ... ,m} x {1, ... ,d} em N 
dada por (u, v)~---+ v+ (u- l)d que preserva a ordem. Usando esta identificação definimos 

distd((u, v), (w, z)) =I( v+ (u- l)d)- (z + (w- l)d)J = lv- z + (u -w)dJ. 

Observemos qn<' como os tableaux em f são r-standard, 

(5) À~+ (u- l)1·::; À~, ·f- (w- l)1· e JL~ + (u- l)T::; JL:V + (w- 1)1' se (u, v)< (w, z). 

Também temos 

(6) { x:; + (u- l)r, V(u, v) i (k, l)} = {JL~ + (u- 1}1', V(u, v) j (i, .i)}. 

O procedimento agora será indução em p = distd(( i, j), (k, l) ). Se p = O então (i, j) = (h:, l) e 
por (5) e (6) temos que[.\"[= [p"] seu 7 j, donde 

e temos a conclusão pelo caso L 
Consideremos agora p > O. Para fixar iclóias, tomemos (k, l) < (i, .i) com k < i e j < l. Seja 
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>.1 1 >-1 >-t+l >-r-1 À2 
t >-}+1 >-}n 

Àj-1 
1 

Àj-1 
k >-{+1 >-L1 

Àj 
t 

Àj-1 
i+1 

Àj-1 
rn 

Àj 
1 

Àj 
k 

Àj+l 
k+1 

Àj+l 
i-1 !1{ >-{+1 ),J 

rn 
Àj+l 

1 
Àj+1 

k 
Àj+2 

k+1 
Àj+2 

i-1 
Àj+l 

t 
Àj+1 

i+l 
>,J+l 

m 

T= 
Àl-1 

1 
Àl-1 

k >-L+l À~-1 Àl 
t 

Àl-1 
i+1 

>,l-1 
m 

Àl 1 À~ Àl+l 
k+1 

Àl+1 
i-1 

Àl 
t >-i+1 À~n 

Àl+l Àl+2 1+2 Àl+2 Àl+l Àl+l >,l+l 
1 k Àk+l i-1 t i+1 m 

Àd-1 
1 

Àd 
k À~+1 >-f-1 

Àd-1 
t 

Àd-1 
i+1 

Àd-1 
rn 

).d 
1 Àk+1 +r Àk+2 +r >-}+r ).d 

t >.f +I Àd 
m 

Usando a propriedade (5) podemos verificar que T é um tableau bem definido. Observamos 
que se j ?:: l o tableau análogo também ficará bem definido. Temos então 

f= (x1,{+(i-1)r[>.
1
]. · · [J-d]- X,x~+l+(k-1)rT )+ 

+ (x >.~+1+(k-1)rT- X,x~+(k-1)rl11 1 ]. · · !J1d]) 

Usando (6) verificamos que as expressões entre parênteses pertencem a ker W. No primeiro 
parêntese temos 

distd((i,j), (k, l + 1)) < distd((i, j), (k, l)) 

e no segundo temos >,~+ 1 = 11L- Observamos que, caso T não seja r-standard, aplicar a redução 
usada no início da demonstração não altera os fatores em X, donde a hipótese de indução ainda 
se aplica. 

Agora vamos ver o caso geral, ou seja, 

Caso 3. 

Como no caso 2 temos a propriedade (5), e (6) pode ser reescrita 

(7) {>-L+ (k- 1)r, V (k, l) =I (ku, lu)}= {11{ +(i- 1)r, V (i, j) =I (iu, Ju)} 

para 1 ::;; u ::;; h. 

Vamos aplicar indução em h. Se h = 1 estamos no caso 2 e vale o fato. Seja agora h > 1. Para 
fixar idéias, podemos supor (k1 , h) ::;; (i I. Ji). Analogamente ao que foi feito no caso 2, seja 
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T= 

>-L 
À1 Àt+l +r 

Usando T podemos reescrever f= fr +h onde 

e 

Então temos (independente do fato de T ser ou não r-standard) qm~ f 1 e h satisfmr,em a 
hipótese de indução. Com isto finalizamos a demonstração do teorema T.3.1. D 

Definiremos agora uma ordem monomial adequada em K[X, A(m, n.)] para dc>tc>rminamos uma 
boa base de Grolm<~r para kcr \[1. Como sempre, seja u a ordem mono miai lexicowúfka por grau 
em J( [X] induzida pela ordem nas variáveis x i > x j se i < j. A ordem que será usada em 
K[X, A(m., n)] será a ordc>m r' produto das ordens u e r: se u 1T1 , u2T2 forem monômios CJJJ 

K[X, A(m., 11.)] com Ti tahleau e u; E K[X], então u1T1 >r' u2T2 se u1 >a u2 ou u, = 11~ e 
Tt >r T2. 

Com esta ordem temos que, nas expressões (i) e (ii) do teorema L3.1, 

e 

se 1 :S k :S m. e 1 :S À 1 < À2 < ... < Àk-1 < l < Àk < ... < Àm :S n. 

Teorema 1.3.2. As expressÕPs (i) e (ií) do teorema !.3.1 formam uma base dP l:riilmer pam 
ker \jJ com relação à ordem r', e inr' (ker \11) é gerado pelos monômios que apmw~em <t esquerda 
nas expressões (i) e (ii) de 1.3.1. 

Demonstração. S<~a J = inr'(kerw). Precisamos mostrar que dado um monomio f E.!, f é 
múltiplo de algum dos moJJômios: 

(8) X!+(k-l)r!Àt ... Àrn] , para 1 :S ÀI < À2 < ... < Àk--1 < l < Àk < ... < Àm :S n 

(9) [À][JL] , não r- standard. 

Tomemos F E ker \[1 e f -"'""" in r' (F). Se F E J( [A ( m. n )], então pelo teorema T.2. 7 temos que .f é 
múltiplo de um monômio da forma (fJ). Se P E J( [X], então como \II(F) = O, só pod<• ser F -c= O c 
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nada há para verificar. Resta o caso em que F não é um polinômio puro nem nas indeterminadas 
X nem nas indeterminadas i\(m,n). Neste caso f é o produto de fatores em K[X] e K[i\(m,n)]. 
Vamos proceder com algumas simplificações. Escrevemos F da seguinte forma: 

(lO) 

onde a~k E K \ O, e ft são monômios tais que \li(!~) = 

suporemos f= inr' (F)= fl. 
Como \li(F) =O, temos que 

\ll(fiq) se e só se p = q. Além disso 
q 

para 1 ::; k ::; l. Deste fato temos que nk ;;:: 2 para todo k, 1 ::; k ::; l. 
Então, em particular, 

n1 n1 

L a}Jl1 = l:a~(fl- ft). 
il=1 i=2 

Ora, g = fl - fl E ker \11 para 2 ::; i ::; n 1 e inr' (g) = fl. Logo, reduzimos o nosso problema 
a estudar uma expressão do tipo g = u1T1- u2T2 com u1 >a u2 e inr'(g) = u1T1. Se T1 não for 
r-standard, então u1T1 é múltiplo de um monômio do tipo (9). Se T1 for r-standard, temos 

Como \ll(g) = o e w(u2(rs(T2))- U2T2) =o, então \ll(u1T1- U2(rs(T2)) = O. Portanto, basta 
estudar F da seguinte forma: 

onde (ip, ip) < (iq, jq) e (kp, lp) < (kq, lq) se 1 ::; p < q ::; h; e os tableaux são r-standard. 
Observamos também que valem as propriedades (5) e (7). 

Sem perda de generalidade podemos supor que (kb 11 ) ::; (ib h). Do fato que os fatores em 
X são primos entre si e das propriedades (5) e (7) temos que 

ou seja, 

(11) 

donde 

inr' (F) = h = X >.~11 +(kl-1)r ... X>.~~ +(kh -1)r[JL 1] ... [JL d]. 

Queremos mostrar que h é múltiplo de algum monômio do tipo (8). Para isto vamos aplicar 
indução em p = distd((k1, h), (ib h)). 

Se p = O então (k~, h) = (i1, h). De (11) concluímos que>-~\ < JL~ 1 e das propriedades (5) e 

(7) tiramos que À ~ 1 _ 1 = JL ~ 1 1 _ 1. Logo h é múltiplo de 

(12) 

onde 

como desejado. 

[ 11 lll 
x>-~;+(k1-1) IL1 .. ·JLm 



::1. ÁLGEBRAS DE REES 21 

Sep >O, então (k1.ll) < (il •. iJ). Como antes temos qn<' .\~ 1 1 ""' 11~ 1 . 1. De (5) <' (7) pocktnos 
concluir que 

fl~ 1 I (!.:1- l)r = .\~ + (rJ- l)1· 

para algum par (q.s) com (k1.lt) < (q.s):::; (i 1,,it). Portanto 

Se a desigualdarlP acima for estrita, .\~ 1 < p~ 1 c recuperamos que .f1 c' múltiplo ele (12). Se~ 

tivermos a ignaldacl<'. como 

então 

para 1 < u :::; h. Logo f 1 pode ser rePs<'l'i t.o: 

onde À~~+ (q11 - l)r = >-~: + (qu- l)r e (q1, si)= (q, s) < (q 11 , su) para 1:::; u:::; h. Logo 

e a hipótese de indução se aplica, donde .ft é múltiplo de algum monômio da forma (8). D 



CAPÍTULO II 

O COMPLEXO SIMPLICIAL ASSOCIADO 

À ÁLGEBRA INICIAL CATALÉTICA 

l.Complexo Simplicial Associado a J\[ina(M)] 

Vamos construir agora um complexo simplicial que nos dará importantes informações sohre a 
álgebra [([i na ( M) ]. 

A(m, n) possui uma estrutura de conjunto parcialmente ordenado com a ordem parcial natural 

se À; :::; Jli para 1 :::; i :::; m. Chamaremos um conjunto parcialmente ordenado de poset, do ingli)s 
partially ordered set. 

Recordamos que uma rndein em um poset TI é um subconjunto de fi totalnwnt.e ordenado. 
Uma cadeia é dita sntumda se for maximal com respeito à inclusão. Consideremos novamente o 
ideal (ver J.2. 7) 

J é gerado por monômios livres de quadrados e, portanto, podemos associar a J o complexo 
simplicial 

À= {H C A(m, n) / IT [>.] ~ J} 
[.\]EH 

Notemos que toda face H de À é uma cadeia de A(m, n). Porém, uma cadeia H de A(m, n) 
será uma face de À somente se para cada [>.],[r] E A(m, n) o produto [>.][r] for r-standard. 

Então temos que [([A (m, n )]/ J é o anel de Stanley-Reisner de À. Sabemos, por 1.2.1, que 
K[A(m, n)]/ J e K [ina(M)] possuem a mesma série de Hilbert. Logo podemos calcular vários 
invariantes da álgebra K[in0 (M)] através da teoria dos anéis de Stanley-Reisner. 

O próximo passo será descrever adequadamente o complexo À. 

Podemos escrever J = J1 + J2 onde 

Jl = ([>.][~-tl 

h= ([>.][lt] 

[>.] [lt] não seja standard) 

[>.] [~-t] seja standard mas não r - standard) 

Seja À 1 o complexo simplic:ial associado a J1. Como h é gerado pelos produtos de pares de 
variáveis não comparáveis de A(m, n), então os elementos de Àt são as cadeias de A(m, n). Àt 

é conhecido como o complexo de ordem do poset A(m, n ). 
Se n- m -1 :::; r então J = J 1 e portanto À= À 1. A dificuldade surge quando n- m- 1 > 1·. 

Vamos analisar esta segunda possibilidade. 
Seja 

Definimos, para I= (>.2, ... , >-m) E I~ n' , 

A1 herda a ordem parcial de A(m,n). 

23 
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Lema 11.1.1. ,<;,.li' I· Jn-1 E i\1.\ 2 , ... ,.\.,, 1 siío I'Oillpar;ín•is. <'llliw li' I H ,; r-sl:llldanl. 

Demunstroçá.o. l)p fato, escrevendo !Jl) [!LI, ... , Jlm] e [rrJ - lrr1, ... , rr ml P snpm1do lftl :::; [rr], 
então temos >..i:::; fLJ e rr.í 1 :::; >..i+ r para 2:::; .i:::; m. Logo 

D 

Lema 11.1.2. 

(i) Se 11- 111 - :S r r•11l<io ns fiwelas dl' tl siio as I'WII'ias saiHmdas de .'\(111.11 ). 

(ii) .'->'<' n- 111 - I > r <'llliio as liw<'l.as de tl silo a,<; l'itd('im.; Siii.Hmd<t8 dt• A f. l'c>lll I f)('/'l'c>l'l'<'lllin 

x:;l,n· 

Demons/.ro.çáo. C'oiuo jú foi visto, se n- m- 1:::; r temos tl fl1. o <JII<' prova (i). 
Para verificar (ii). t.OlJI<'IIIOS I E r;;,,,., I (>.2, ... , ,\,/1) e s<•ja 11 c /1. I lllllil ('1l(h•ia snt nra<la. 

Vamos verificar q11e f{ {> nrna fncPta de tl. 
Como H é satnrada, então [1, >.2, ... , >.m] E H e [>.2 +r, ... , >.,, \r. nl E //. S<•ja [rrj E 

A(m, n) \ H. Se [cr] E A 1 P11tão fi U {[rrj} terú 11111 par <i<~ denwntos incontpan'tvPis, donde 
H U {[cr]} (/. tl. 

Se [cr] (/.i\ r, temos dnas possibilidades: 

I. cr J < ),.i para a/gmn .i E {2, ... , m }. 

Neste caso [rr). [>.:2\1', ... , >.,11 \1·, n] E HU{[rr]} e ou [<7].1>.:2 \r, ... . >. 11 , \1·. 11) s;-to inconqwrúvPis 
ou [<7] :::; [>.2 ·\· 7', ... , >.,, -\ 7',711. Na segunda possibilidade t.PIIIOS qne, coiiiO >..i- rr.i '-' O. <'nf.ão 
),j + 1'- G'j > r. De qualquer forma concluímos que [u] [>. 2 + 7', ... , >. 711 + 7', n] niio é 7'-st.all(lard, 
donde H U {[<i]}(/. tl. 

li. <ij-1 > ),j +r para algum j E {2, ... , m }. 

Neste caso [<i], [1, >.2 .... , >.m] E H U { [u]} e, como acima, on estes elmwntos são ineornparáveis 
ou [<7] 2: [1,>.2, ... ,>.ml· No segnndo caso, como <ij--1- ),j >r, então [rr][l . .\:2, ... ,>. 111]não (~ 

r-standard. Novamente temos, portanto, que H U { [u]} (/. tl. 

Reciproeamente, seja agora H E tl uma faceta: provaremos que li é uma cadeia saturada de 
algum A/,, f, E r,;,,..,. 

Sejam [u] e lfll rPsJwct.ivanwnt.e o mínimo e o máximo de li. Como /f E tl, Pnt.ão Jrr]JJt] é· 
r-standard e, portanto, flj - rr .i+l :::; 1' para todo .i tal que 1 :::; .i ::; m - 1. A 10m disso, pela 
escolha de [u] e [Jt], ó claro qne a1 = 1 e llm = n. Vamos provar qne (rr:2 .... , rr 11,) E I~ 111 , o 
que é equivalente a provar que u 711 :::; n- 1'- 1. Suponhamos, por ahsnrdo. que rr,, > u- T- 1: 
então devemos ter llm_ 1 """' n -1, pois [lt] é máximo e n- 1- <im S n- 1- (n -r) ~'r- 1 <r. 

Se <im-1 < <im- 1, tomando [cr'] = [1, u2, ... , <im-I. <im- 1], vemos que [rr'][JL! é; 7'-standanl e 
[u'] < [cr], contrariando o rato dP H ser faceta. Logo <im-1 = O'm - I' e dist.o ckdnzimos C(llP 

flrn-2 = n - 2. Conthmando o mesmo argnmento, acabamos concluindo que 

Jcr], jl.rr 711 -1n+-2,rrm.-1n+3, ... ,rr,.-2,rr,-l,rr,,.] 

[Jl] c[n- m + 1,n- m +2, ... ,n -2,n -l.n]. 

Como n -r-1 > m, se tomarmos [<7 1
] = [1, <im -m + 1, <irn -m +3, ... , O'm -2, <im -1, um], então 

[u'] [J.t] é r-standard e [a'] < [u], também contrariando o fato de H ser faceta. Logo cr m :::; n-r- 1 
e portanto (u2, ... , um) E r;;,.,n· Agora, como /Li- <ii+I :::; r, e como [/.t] f. máximo, só pode ser 
/li= ui+l +r para 1 :::; i :::; m - 1. Portanto, H é uma cadeia satnrada de A(a2 , ... ,am)· D 

Denotando por tl(.\2 ,. .. ,-\,,) o complexo simplicial de ordem associado a A(.\ 2 , ... ,.\,,), pelo ex-
posto acima podemos escrever 
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Vamos estahekc0r mais algnmas notações. Dado { P} E ~ um vértice, com P = [a- 1 , ••. , o-m] E 
A(m, n), denot.arcmos {P}; = o-i, o valor da posição i do colchete corn~spondcnte. Dados 
{P}, {Q} E~. denotaremos 

P- Q = { {P}i tais que {P}; =f. {Q}i, para 1 ~i~ m }. 

Um complexo simplicial é shellable se satisfizer as condições de A.3.7. 

Teorema II.1.3. O complexo simplicial ~ é shellable. 

Demonstração. Se n - m - 1 ~ 1· então ~ é o complexo de ordem de um poset. limitado, e 
portanto é shellahle (vide A.3.8). 

Se n - m - 1 > 7' temos qne ~ é a união descrita acima. Mostraremos inicialmente que ~ é 
puro. Para cada I E r;;.,n, A I é distributivo; logo as facetas de ~ 1 possuem o mesmo número 
de elementos. S0ja d(l) o número de elementos de urna faceta de ~I· Most.raremos qne d(J) 
independe de I. Fixamos I= (T2, ... , Tm)· Convencionamos T1 = 1 e Tm+l = n-1·. Construímos 
urna faceta F E ~I como segne. Seja F= {P1 , ... , Pd(I)}· Por definição, 

P1 = [TI, T2, ·. · , Tm] 

Pd(I) = [T2 + 7', T3 + 7', ••• , Tm + 7', n] 

Então para 1 ~ j < d(J) temos que Ti~ {Pj}i ~Ti+!+ 7' para 1 ~i::; m. Seja aj = max{i E 
{1, ... , m} tais que {PJ }i < Ti+l + 7' }. Dado Pj, definimos Pj+l de forma que 

se i =f. aj 

se i= aj 

Vê-se então que o número de elementos de F é dado por 

(n- Tm) + (Tm +r- Tm-d + (Tm-1 +r- Tm-2) + ... + (T2 +r- TI)+ 1 = n + (m- 1)r. 

Logo d(J) = n + (m- 1)1' para todo I E I;,. n e portanto~ é puro. Fixamos d = cl(I). , 
Agora vamos definir uma ordem total para as facetas de ~ que seja um shelling neste caso. 

Primeiro ordenamos os complexos ~1: 

se (>.2, ... , >-m) < lex (J-t2, ... , J-tm) na ordem lexicográfica. 
Dentro de cada ~~ ordenamos as facetas da seguinte maneira: dadas facetas distintas H, H' 

de ~I. com H= {P~, ... , Pd} e H'= {P{, ... , P,l}, seja tE {1, ... , d- 2} o menor inteiro tal 
que P 1 = P{, . .. , Pt = Pf e Pt+l =1- Pf+I· Como P 1 = P{ e Pd = P,l e as facetas são distintas, é 
claro que existe um tal t. Sejam 

Diremos que H < H' se Pt+l <tex Pf+l na ordem lexicográfica. 
A ordem total das facetas de ~ será a seguinte. Dadas facetas H, II' E ~. diremos que 

H <Ll. H' se H E~~ e H' E ~I' com I <tex I' ou se I= I' e H <H'. 
Precisamos verificar que esta ordem é um shelling de ~- Usaremos a caracterização (c) de 

A.3. 7. Separemos em dois casos. 
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I- Caso "flip-flop". 11. 1! 1 
E ~(.\ 2 , ...• .\,..,)• H<~ ll'. 

Neste caso tc~mos Pt~ 1':1 l>-2 +r, ... , À 111 + 1·, n] <' tommuos P, I ',' I I 1: ~ a I· · · · · a'" · · 
claro qne P1 (P P/) (• Ill<'llor qne Pr~ tm ordem parcial de A(m. n). Couw f>t 1 I· I'/, 1 siio vc'>rt i<·<•s 

em ~(.\ 2 , ••• ,.\,) tais qne ~'t+l <te>: P:+ 1, temos que 

Pt+1 = lall 0'2, ... , O' i--h rJ;, O"i+l• .. ·, O"j-1• O'j + l. O'j H···· • 17m] 

p;_t-1 = [a1,0"2,··· ,O"i-1,a·i-1- l,rJi+1•··· ,O"j--J•O"j,IT_HI•··· ,IT,.j 

para certos 1 :S: i < j :S: m. 
Para j como no parúgntfo anterior, seja P{, E IJ' o máximo elos PIPIIlPlll.os ck 11' na ordem 

parcial do poset A( 111, 11) <pw possua a forma 

f ,, I I I I l 
u 17 1···· ,IT.i---2•rJ.i--l•rJ.i,a.i+l•··· ,am 

onde os índices rJ_;, ... , IT 111 são os nwsmos de P1 = Pf. 
Se P:, JH'rtencessc~ a /1, enl.~10 tPríamos qne P{, < P11_1 11a onkm parcial ciP /1. (111. 11 ): mas IIPsiP 

caso { P~}; =- IT; < {P/ 1 1}; -- IT i -1 l, o que seria um absurdo, pois P;, ~ !'/, 1 por c\pfinic:iio. Logo 
P:, \f. H P P~ / 1 ',~- Entiio 

P:,_ 1 =--= [a;, ... , 0"~_ 1 , IT~- 1, rJ~+l• ... , rJj __ 1, O"j, ... , IT",] 

para algum k, 1 :S: k :S: .i- 1; e 

p:t+l =cc [IT'1• • • • 

para algum l, .i :S: I :S: m 

' O" ~i- 1 , rJ j, · · · , rJ 1-- 1 , a I + 1 , rJ l + 1 , · . . , a m] 

Seja 

Q' =o [IT;, ... , IT~_ I• 0"~:- 1, 0"~+1> ... , (JJ-1• O'j, O"j+l> ... , ITfJ, O' f i-], O" f\ I,.·· , ITml· 

Consideremos a fac·pt.a 
I?-_-, {JC>' P' Q' JJ' r~'} 1, ... , u-1' 'u+l, ... , 8 

Vemos que F<~ H' e H'\ F= {P~}-

li H E ~(.x 2 , ... ,.\,),H' E~(.\~, ... ,.x:nl• H <~H', onde (>.2, ... , >.,.) <1ex (>-2, ... , >-:nl· 
Sejam H= {Pt. ... , Pd} e H'= {PL ... , P~}. Temos que P~ = [>-2 +r, ... , >-;n + 1·, n]. Seja 

v= min{i : [>-2 +r, ... , ,\~+r, i] E H'} 

e tomemos P{ 
possibilidades: 

[>.~ + T, ... , >.;n + 7', v] (1 :S: k $ d). Certament~ I'{ \f. 11. T~mos duas 

II.a - Caso dinâmico. v ,,= n. Nest~ caso k = d, P{ == P~ c 

P:l 1 =~= [>.~ l· T, •.. , Àj + 7'- 1, ... , >.;n + 7', n] 

para algum .i, 2 :S: .i :S: m. F: claro que 1 < >-2 < ... < >-j- 1 < ... < >-',11 < 11 -r. 
Seja Q' = [1, >-2, ... , À~; - 1, ... , >-:nl· Escolhemos agora a faceta 

F= {Q', P{, ... , P~-d E ~(.\~, ... ,.Xj-I.. .. ,.x;,) 

e é claro que F<~ H' c H'\ F= {P~}. 

II.b- Caso estático. v < n. Então /,: < de temos 

P{ 1 =- [>-2 r·, ... , >.j +r- 1, ... , ,\~n 1- r, v] 

f'{ 1 I '" [ ,\ 2 i T, • • • , À :n -1- 7', V -1 1] 
para algum .i, 2 :S: j :S: 111. 

Seja Q' =-= [>.~+r, ... , >.j I 1·- l, ... , >-',n t- T, v+ 1]. Tomamos a faceta 

F= {P{, ... , P{_ 1 , Q', P{+ 1 , •.. , P~} E~(.\~, ... ,.x:,) 

Temos F <Â H' (pois Q' <te:r P{) e H'\ F= {P{}. 
Isto conclui a demonstração de que a ordem linear definida acima é um slwlling de ~. O 

OBSERVAÇÃO. No caso n- m -1 >r, o valor d = d(I) cakulado na d<>monstração de IJ.l.3 
é a dimensão de K[ll.(m. n)]/.1, e portanto é a dimensão de K[in 0 (M)]. V<•remos uma outra 
maneira de cakular <'sl.e valor em TIT.2.1. 
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2. Outras Propriedades do Complexo Simplicial ~ 

Vamos estudar aqui algumas propriedades do complexo simplicial ~ que serão necessárias para 
o próximo capítulo. 

Lembramos que se d c= dim K[ina(M)] = dim K[A(m,n)]/J, as facetas de~ possuem d 

vértices. Vimos na seção anterior que ~ é um complexo simplicial shellable. Para extrair algu­
mas propriedades interessantes desta estrutura de shelling de ~ definiremos o seguinte conjunto 
baseado na caract.erir.ação (c) de A.3.7 para um complexo simplicial shcllahle. Para cada faceta 
H E~ seja 

?t(H) = {fa] E H/3 faceta F <6. H com H \F= {[a]}} 

e ó(H) = 17-t(H)I. Sejas(~)= max{ ó(H), H E~}. O objetivo principal desta seção é calcular 

s(~) em função de m, n, r pois, como será visto no capÍtulo III, este valor nos permitirá calcular 
o a-invariante de J( [.M]. Para isto precisamos entender melhor o conjunto 7-t(H). 

Dois vértices consecutivos de uma mesma faceta de ~ diferenciam-se em apPnas uma posição. 
Tendo em vista este fato definimos 

Definição II.2.1. Dada uma faceta F = {P1, ... , Pd} do complexo ~. para todo inteiro 
i, 1 :5 i :5 d existe, por definição, um inteiro k = k(i) tal que Pi+ 1 - Pí = { {Pí+I}k}, onde 
{PH1h = {Pí}k + 1. O inteiro k é a posição incrementai do vértice Pí+ 1 em relação ao vértice 
anterior na faceta F. Denotaremos ip(Pi+I) = k. Por convenção, ip(PI) =O. 

Seja H E ~ faceta, com H = { P1, ... , Pd}· Se n - m - 1 :5 r então sabemos que ~ é o 
complexo de ordem de A(m, n) e 

P1 = [1, 2, ... , m] 

P2 = [1, 2, ... , m - 1, m + 1] 

Pd-1 = [n-m,n-m+2, ... ,n] 

Pd = [n- m + 1, ... , n] 

Se n- m- 1 > 1· então H E ~~ para algum I= (À2, ... , Àm) E T,;,.,n e 

P1 = [1, À2, ... , Àm] 

Pd = [À2 +r, . .. , Àm +r, nJ 

Definição II.2.2. Dada uma faceta H= {P1, ... , Pd} E~. diremos que um vértice Pk E H, 
com 2 ::; k::; d-1, é um degrau se iH(Pk) < iH(Pk+I)· E diremos que Pd é degrau se n -m -1 > r 
e i H(Pd) < m. Neste segundo caso, se H E ~(>, 2 , ••• ,.Xm)> então 

Pd-1= [À2+r, ... ,Àí-l+r,Ài+r-1,Ài+I+r, ... ,Àm+r,n] 

para algum i, 2 :5 i :5 rn. 

No caso em que n- m- 1 :5 r observamos que Pd jamais será degrau. Também observamos 
que P 1 não é degrau. Chamaremos os vértices que não são degraus de não-degmus. 

Exemplo. Vejamos alguns exemplos de degraus. Sejam n = 8, rn = 3, r = 1. Sejam 

F: [1 3 6] pl C: [1 3 5] Ql 
[2 3 6] p2 [2 3 5] Q2 
[2 4 6] p3 [2 4 5] Q3 
[2 4 7] p4 [2 4 6] Q4 
[3 4 7] p5 [3 4 6] Q5 
[3 5 7] p6 [3 5 6] Q6 
[3 5 8] p7 [3 5 7] Q7 
[4 5 8] Ps [4 5 7] Qg 

[4 6 8] Pg [4 6 7] Qg 
[4 7 8] Pw [4 6 8] Qw 

F e C são facetas de ~( 3 , 6 ) e ~( 3 , 5 ) respectivamente. Os não-degraus de F são P1, P4, P7, Pg; 
os não-degraus de C são Ql> Q4, Q7 e Qw. 
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Proposição II.2.3. S<:ia !f E Do mna filrl'ta. F71Jtão li (FI) 1> o mÍ11Wro d1• dl'gnws d1• /f 

Dem.onslrar;iio. Na V('nla1lc•. vamos provar o seguinte: 

(i) Se [17] E fi f. dc•grau. então PXÍSf<' F < ~ ll tal qtw Il \ F { frrj}. 

(ii) Se F < ~ 11 {• tal qtH' ll \F=- {[IT]}, Clltão ft7] f. d<~grau. 

Isto estabelecerá a igualdad<' 7-t(H) = {degraus de H}. 
Demonstraremos apenas o caso n- m- I > r, pois a mesma d<'rnonstra(ão vai<' para o caso 

n- m -1:::;; r, com pequenas modificações. Seja H E D-(>. 2 , ••• ,>.'")' com H-~ {Pt, ... , P<J}. 

(i) Precisamos analisar duas possihilidad<'s: 

(i.1) Seja P~,: · [rr] [ITJ, ... ,ITm] degrau, com 1 < 1.~ < d. SPndo P~, ckgran. Pntão iu(/'1.:) 

e iH(Pkt- t) = j, com 1 :S. i < j :S. n. 
Construímos <'Jltão F {/'h··· ,Pk ,,Q~,:,P~,:-+t, ... ,P,L} com i,.·(Qk) .í e i,..(f'~, 1 J) i. 

Explicitamente, 

É fácil de verificar que F f. realmente uma faceta de llc>.2 , ••• ,>-,.)• que F < ~ Jf P que I f\ F ~= { Pk}. 

(i.2) Agora estudaremos o caso em que Pd = [À2 + 1·, ••• , Àm + 1·, n] {~ <kgnm. Neste caso 
Pd-1 = [À2 +r, ... , À; -1- 7'- 1, ... , Àm +r, n] para algum inteiro i, 2 :S. i :S. m. Tomamos então 
a faceta F E D-(>.2 , ... ,>.,_,,>.,-I,>.>+-t, ... ,>-m)' F= {Qo, Pt, ... , Pd--1}, onde 

É claro que F<~ ll e que ll \F= {PtJ}. 

(ii) Seja F E Do faceta tal que F < ~ H com H \ F =-=o { [IT] }. Para fixar idí•ias, seja [IT] .·c 1'~,:, 

1 :::;; k :::;; d. Temos dnas possibilidades: 

(ii.1) F E D.(>. 2 , ... ,>.m)· Neste caso é claro que P1 e Pd pertencem a F, e portanto 1 < k < d. 
Também é claro que 

para algum Q E A(m, n). 
Sejam iu(Pk) = i e iH(P~,: 1 t) = j. Caso i-= .i teríamos Q =-c P~,:, contrariando as hipótc>ses. 

Então podemos supor i f j. Como P~,:_ 1 :::;; Q :S. Pk+ 1 na ordem parcial do pos<>t A ( m, n), e como 
F < ~ H, por definição tf'mos Q < lex P~,: e só pode ser i < j, donde P~,: é degrau. 

(ii.2) F E b.(J.< 2 , ... ,J.<m) com (/12,··· ,f.lm) <tex (À2,··· ,À,.). Neste caso{~ daro qne Pd f/. F, 
donde H\ F =-c {l'd} e portanto F ecoe {Q,PJ, ... ,PtJ-d ondc> Q =- [l./12,··· ,ft 111 ] <' P, 1 

[/12 +r, ... , fim f- r, n]. Conseqüentement.e existe inteiro i, 2 :S. i :S. m tal que 

para 2 :::;; .i :S. rn. Portanto 

{ 

Àj, 
/lj = 

À; -1, 

se .i I i 

sej=i. 

P<i -I [À2 + 7', ••• , À; - 1 +r, ... , À 111 + 7', n] 

donde P<L é degrau. D 

O problema agora {>contar o número de não-degraus de uma faceta. Dada nma faceta // E Do 
seja v(H) o número de não-d<>graus de H. Então b(lf) = d -11(H). Se n(D.) min{1'(H). f/ E 

b. }, podemos escrever 
s(D.) = d- o:(D.) 

Na seqüência vamos calcular o:(D.). Primeiro estabeleceremos mais alguma notação. Se 11 E JR:, 
então denotaremos por fbl o menor inteiro p tal que p 2:: b; e lll J denotará o maior inteiro p tal 
que p S b. Notamos que b é inteiro se e somente se l b J = fb l e que a parte int<'ira de b é l b J. 

Temos uma cota mínima para n(D.): 
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Proposição 11.2.4. Temos que 

(i) a(Ll) 2: r~ l para todos os valores de m, n, r. 

(ii) Se n- m- 1:::; r Pntiio a(.!l) 2: n. 

Além disso, estas cotas infPriores são os valores mínimos que a(t:l) pode atingir. 
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Demonstração. (i) Tomemos H = {P1, ... , Pd} uma faceta. Sabemos que P 1 não é degrau, 
e da definição de degrau é fácil de ver que existem no máximo m - 1 degraus consecutivos. O 
algoritmo da divisão nos dá 

d = m l ;: J + p, O :::; p :::; m - 1 

Suponhamos que estamos na melhor situação possível, ou seja, que H possui m - 1 degraus 
entre dois não-degraus consecutivos, exceto possivelmente entre o último d<>grau e Pd (se este for 
degrau). Temos então que os vértices 

não são degraus. Se p = O restam m - 1 vértices, incluindo Pd, os quais são degraus (exceto 
possivelmente Pd) na nossa situação ideal. Se p 2: 1 restam m vértices ou mais, incluindo Pd, e 
portanto nesta situação deve existir pelo menos mais um não-degrau. Como 

se p 2 1, então concluímos o desejado. 

(ii) Seja H como em (i). Lembramos que neste caso P 1 = [1, 2, ... , m] e Pd = [n-m+ 1, ... , n]. 
Consideremos os seguintes conjuntos de vértices: 

S1(H) = {PI.Pd}· 

S2(H) será o conjunto dos vértices Pi tais que iH(Pi) = m para 2 :::; i:::; d- 1. 

S3(H) será o conjunto dos vértices Pi para os quais existam índices ki,1 :::; k;:::; m- 1 tais que 
iH(Pi) = ki e {Pi}j = n- (m -j) para j = ki,ki + 1, ... ,m. 

Pela definição vê-se que o conjunto S1 (H) U S2(H) U S3(H) é constituído apenas por não­
degraus. Também não é difícil de ver que toda faceta H de Ll obrigatoriamente possui todos 
os vértices possíveis dos tipos S1(H), S2(H), S3(H). Vê-se que Si(H) n Sj(IJ) = 0 para i,j E 
{1, 2, 3} e IS1 (H)I = 2, IS2(H)I = n- m e IS3(H)I = m- 2. Logo IS1(H) U S2(H) U S3(H)I = n 
e portanto v(H) 2 n para toda H E Ll, donde concluímos o desejado. O 

OBSERVAÇÃO. A proposição II.2.4 só faz sentido se d 2 m. Mas isto não traz maiores 
problemas pois, como será visto (III.2.1), este fato é verdadeiro. 

Precisamos agora construir uma faceta que minimize v(_). Para esta finalidade vamos definir 
uma classe especial de facetas que serão as candidatas a esta minimização. A idéia intuitiva 
que nos guia é de construir uma faceta com o maior número de degraus entre dois não-degraus 
consecutivos. 

Vamos descrever a seguir dois algoritmos para construção de certas faces especiais em Ll, um 
para o caso n- m- 1 :::; r e outro para o caso n- m- 1 > r. Veremos que estes algoritmos na 
verdade produzem facetas. 

11.2.5- Algoritmo para n- m- 1:::; r. Tomamos 

P1 = [1,2, ... ,m] 

P2= [1,2, ... ,m-1,m+1] 

Para qualquer {P} convencionamos {P}m+I = n + 1 e {P}o = n- m e sempre supomos 
j E {1, ... ,m.}. Agora, para i> 2, determinados Pi-2, Pi-1, com Pi-1- P; .. 2 = {{P;-d:i} e 
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{ P;- I} i = { P; _ 2 }_; 1 1 , pam algum .i, detPrminarPmos nm índir·e !Hir•rJwtdo /co P r·o11st mirPmos 
P; de forma fJllP { P;} 1,, - { P; 1} h: S<' k / ko <' { P;} k,) c-~ { P; _ 1 ho 1- I. 

Sejam 

Sf -,_ { /,: E {.i I 1 .... , 111 } 1 ais qne { P; 1 } k < n - 111 I k P { P, 1 h 1 1 - { P; 1 }J, > I } 

s~ = { k E {] •.... .i - 1 } tais quf' { P; 1} k < n - m 1- k (' { P; I} h· I I - { P, I } J .. > I } 

Descreveremos agora o algoritmo para determinar ko: 

(a) Se Si i '11, Pntáo J..:o -=- min Si. 
(b) Se Sl = '11 f' 82_ I '11 <>ntiio J..:o = min 8~. 

(c) Se Sl = S2 cc- '11 <' { P; 1},; r 1 - { P; I} .i> 1. PnUio J..:o o-= ,i. 

(d) SP nenlmma dn.~ possi/Jilidadr•s acima ocorn•r, o processo t.ennina. 

Cabe ohs<'rvar rpw a conrlic;ão (c) no algoritmo acima é supérflua, como S<' Y<'rÚ PIIJ 11.2.7 

adiante. 
Agora consid!'l'emos n - 111 - 1 > 1·. Para cada T E I;,,,u d<'screvPrc•mos 11111 algoritmo para 

construir uma face especial em cada !:::.1. 

11.2.6- Algoritmo para n- m -1 > 1'. Seja T = (>.2, ... 'Àm) E I. ron\'r'li('ÍOllilllllJS À] "= I 
e Àm+l = n. Tomamo..'> 

Para determinar P2 s.::ia k E {1, ... ,m} o menor intPiro tal f]ll<> Àk+L- Àk > I. Fsmll~r•mos 

Observamos qm• f'XistP tal inteiro h:, pois Àm :S n - 1' - 1 < n - 1. Com r•stn f'S('ollla tamhém 
fica claro f]llP P2 :S [>.2 -1 1', •.. , Àm +r, n]na ordem parcial de ll.(m. n). 

Agora, para i> 2. dPtenninados P;-2,Pi--l• onde P;_ 1 - P;-2 = {{P; t}.i} I' {P; t}.i •"-· 
{ P;-2}) + 1 para 1 :S .i :S m, dei:Prminaremos P; .Escolheremos adcquadament.r• mn índice J..:o e 
tomaremos Pi tal f]!IP { Pi}k = { Pi-1 }k se k =I ko e { Pi}k0 = { Pi-1 }ko + 1. 

Sejam 

Si= {k E {.i+ 1, ... ,m -1} tais que {P;-I}k < Àk+l +r e {P;-dk+l- {P;-I}k > 1} 
S2 = {k E {1, ... ,.i -1} tais que {P;.J}k < Àk+l +r e {P;~dkt-t- {P; 1 }k >I} 

DescrPverPmos agora 11m algoritmo pnra determinar k0 : 

(a) Se .i < m. temos as seg11intes possibilidadPs: 

( a.1). SP 81 / '11, (•ntáo s(~ja ko == min S'i. 
(a.2). Se Sl = 0 r> {P; dm < n então ko = m. 

(a.3). Se S{ = '11, {Pi -dm = n e S~ /0 então seja ko = min 8~. 

(a.4). Se S1 = 0, {P;-I}m =• n e S~ = 0, então temos dufl.'> possihi/id;u/es: 

(a.4.1). Se {Pi--1 },i-1 < Àj + 1' e ({P;--dJ + 1)- {P;- d:i-1 > 1 enl:iio J..:o o.-.. .i- 1. 

(a.4.2). S(• {P;- t}.i 11 < ÀJ + 7' e {Pi-dj+I- ({P;~1b + 1) > 1 r•11táo /.:o ••= j. 

(b). Caso .i= m: 

Neste r:Hso. por dPfíniç-áo t.emos S'j = '11, e é daro f]llf' {P;--dm < n. Entiio t.(•nws d11as 
possibilidades: 

(b.l). SP 8~ / '11 então !.:o =-• miuS'~. 

(b.2). Se S~ = '11 então se { P;_ I}m + 1 < n tomamos ko = m. 

(c). Se nenhuma dPstas possibilidades é satisfPita, o pror:esso termina. 
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Lema 11.2. 7. Os nlgorit;mos das dc>finíções II.2.5 e II.2.6 c>stão correi; os, isto é, definem uwes, 
que na verdade siio facet;a.<;. 

Demonstmção. Na situação de II.2.5 é fácil de ver que o algoritmo realment<' define uma face 
de .6.. Seja F = { P1o ... , Pt }, com 2 < l ::; d, a face definida em II.2.5. Temos que j ::; { Pi} J ::; 

n- m + j para 1::; j::; me 1 ::; i::; l. Além disso lembramos que {Pi} 1 < {P;}2 < ... < {P;},. 
Portanto, se {Pi}J = n- m + j, então {Pi}k = n- m + k para todo inteiro k com j ::; k ::; m. 
Diante deste fato temos que só pode ser Pt = [n- m + 1, n- m + 2, ... , n]. De fato, se P1 não 
tivesse esta forma, então poderíamos continuar o algoritmo, encontrando um vértice seguinte a 
Pt, o que não é possível por hipótese. Logo temos uma face F com P 1 = [1, 2, ... , 111] e último 
vértice Pt = [n- m ·+ 1, n- m + 2, ... , n], donde F só pode ser uma faceta, c portanto l = d. 

Ainda aqui, TT.2.6 define uma face de .6.. Fixamos I = (>.2, ... , >.m) e seja F E .Ó.J a face 
determinada por IJ.2.6. Vamos usar as mesmas notações do parágrafo anterior em relação a F; 
convencionamos também que >. 1 = 1 e Àm+I = n- r. Nesta situação temos que >..i ::; {P;}.i ::; 
>.i+1 +r para 1 ::; j ::; m e 1 ::; i ::; l. Se Pt =1- [>.2 +r, ... , Àm +r, n], então poderíamos 
continuar o algoritmo, encontrando um vértice seguinte a P1, contrariando a hipótese. Logo 
Pt = [>.2 +r, ... , Àm +r, n], donde F é uma faceta, e portanto l = d. D 

Definição 11.2.8. As facetas construídas por II.2.5 serão denominadas a-facetas; e as facetas 
contruídas por II.2.6 serão denominadas ar-facetas para cada I E I;n,n· 

Teorema 11.2.9. Seja n - m - 1 ::; 7' • Então o: (.6.) = n. 

Demonstração. Seja H a a-faceta correspondente. Da construção de H podemos verificar que 
os únicos não-degraus de H são os vértices do conjunto S1(H) U S2(H) U ih(ll) definido como 
em II.2.4, donde v(H) = n. Então pela cota de II.2.4 concluímos o desejado. D 

De agora em diante vamos considerar somente o caso n- m -1 > r. Para I E I:;,_,n denotamos 
por Br o conjunto das facetas de .ó.r. 

Definição 11.2.10. Sejam F = {P1 , ... , Pd} e G = {Q 1 , ... , Qd} elementos de Br. Lem­
bramos que Pt = Q 1 e Pd = Q d· Definimos a função 

da seguinte maneira. Se F = G, pr(F, G) = G. Se F =1- G, seja j E {2, ... , d- 1} tal que 
P1 = Ql> ... , Pj_ 1 = Qj- 1 e Pj =1- Qj. Sejam iF(Pj) = k, ia(Qj) = l. Por hipótese, l =1- k. 

Seja tE {1, ... ,d} o menor inteiro tal que Pt seja tal que {Pt}l = {Pj-dt+ 1. Em particular, 
iF(Pt) = l. Nestas condições, pr(F, G) ={RI. ... , Rd} onde 

(1) 

com 

{ 

P v, se 1 ::; v ::; j - 1 ou t ::; v ::; d 

R v - Q j, se v = j 

Sv, se j + 1 ::; v ::; t 

se 1 ::; k ::; l - 1 ou l + 1 ::; k ::; m 

se k = l 

Exemplo. Daremos um exemplo de como atua a função Pr(-, _). Sejam n = 10, m = 3, r= 2, 
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e I = (5, 7). S<~jam 

P: r, !i 7] ,. P, C: [1 !i 7] ·Q, 
[2 !i 7] p2 [2 5 7] Q'2 
]2 (i 7]--= P:1 [2 (i 7] (h 
[2 G H] cc= P1 [2 G 8] Q .• 
[2 7 H] = Pr, [3 (i 8] Qr, 
[2 7 9] -- P. • - G [3 7 8] .c Qc; 

[2 8 9] = p7 [:3 7 9] -(h 
[3 8 9] = Ps [4 7 9] =- Qs 
[4 8 9] = Pg [4 8 9] = Qg 

[5 8 9] = plO [4 8 10] = Qw 
[5 8 10] = Pu [5 8 10] = Qu 
[G 8 10] = p12 [5 !) 10] =~ Ql2 

]G !l 10] - Pt3 [G 9 10] 'Ql:l 
[7 !) 10] = P14 [7 9 lO] .c· (hl 

Então Pt = Q,, p'2 ·'=· Q'2, P:l c.= Q3, r .. = Q1, e P,., I Qr,, dondf' .i=. ;J, Tmnm; k- iF(P,,) c.· 2 
e l = ic(Q 5 ) = 1. O índice I da definição é t = 8, pois {Ps}J = 3 = {P.t}I 11. Então 

PI(F, C): [1 5 7] = R,= Pt 
[2 5 7] = R2 = P2 

[2 6 7] = R3 = P3 

[2 6 8] = R,t= P,t 

[3 6 8] = R;>= Q;, 
[3 7 8] = Rc; "''Se; 
[:l 7 9] = R1 =-==·'h 

[3 8 9] = R8 = 8s =- Ps 
[4 8 9] = Ro =.c Po 
[5 8 9] = R10 = Pw 
[5 8 10] = Ru =Pu 
[6 8 10] = R12 = P12 

[6 9 10]= Rt3 = ?13 

[7 9 10] = R14 = P14 

Onde S; é calculado como na definição. 

Definição 11.2.11. Seja (F, C) E =.f x =.f. Definimos a (F. G)-seqiih1ria esrolono.da <·omo 
sendo a seqüência p(OJ, p(lJ, ... , p(i), ... indutivamente definida por 

para i 2 O. 

Lema 11.2.12. Dado (F, G) E =.f x =.f, seja {F(0l, F(1J, ... , F(iJ, ... } a (F, G)-se>qiii'uda 
escalonada correspondente>. Rntiio existe> índicf' i > O tal qw• p(i) cc-c G. Cons<'qiientemf'nl<'. 
F(j) = G para todo .i 2 i. 

Demonstrnçáo. Se F G nada hú para provar. Se F i G, observamos que se, para 1 2 I, 
F(i) I G, fmtão IF(t) n G] > ]F(·i-l) n Gj. Como JGI = d, não é possível qll<' p(i) I o para todo 
i> O. O 

Podemos então supor que uma (F, G)-seqüéncia escalonada é H ma s<>qii(;ncia finita F ' 
F(0 l, F(1l, ... , F(t) = G, onde t 2 1 é o menor índice tal que F(t-l) l p(t) =.c G. 
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Lema 11.2.13. Sejam n- m -1 > r, I= (r2, ... , rm) E I:;. n e G a aJ-faret:a correspondente. 
Então v(F) :::::: 11(G) para toda F E l:l. 1 . ' 

Demonstmr;ão. Se F = G nada há para provar. Suponhamos eJltão que F c) G. Seja 
{F(O), F(l), ... , p(i), ... } a (F, G)-seqüência escalonada e t >O o menor int.ciro 1al que F(t) = G. 

Vamos provar que v(F(i!) 2 11(F(i+l)) para todo inteiro i, O:::; i < t. Na verdade, hast.a provar 
que se PJ(F, G) =H Pntão 11(F) 2 11(H). 

Sejam F= {P1, ... , P<L}, G = {QI, ... , Qd} e H= PI(F, G) = {R1, ... , R,L} onde lembramos 
que Ri é como em (1). Seja i > 1 o menor inteiro tal que Pi i Qi. Vamos demonstrar o caso 
em que i > 2, o caso i = 2 pode ser demonstrado com o mesmo argumento, feitas pequenas 
modificações. Então, para i > 2, temos que Qi- 2 = Pi-2· 

Seja ic(Qi-d = iF(Pi·-d = l. Sejam iF(Pi) = j e ic(Qi) = k. O inteiro k é determinado 
como em II.2.6 e, por hipótese, j i k. Temos aqui várias situações possíveis, que estudaremos 
uma a uma. 

(1) j = m. Neste caso, temos duas possibilidades: 

(1.1) l < m. Neste caso devemos ter l < k < m. De fato, por (a.1) c (a.2) de IT.2.6, on 
l < k < m ou k = m; mas por hipótese, k i j, e portanto k i m. Então podemos ver que Pi 
é degrau se e só se Qi = Ri o for, e portanto temos o desejado. 

(1.2) l = m. Neste caso l = j = m e devemos ter k < m determinado como em (b) de 
II.2.6. Logo Pi e Qi = Ri não são degraus, mas Ri+1 pode ser degrau, enquanto que Pi+I 
não. Então temos o desejado. 

(2) j < m. Temos três possibilidades aqui. 

(2.1) l < j. Neste caso, por (a.1) de II.2.6 devermos ter l < k:::; j; mas como por hipótese 
k i- j, temos l < k < j. Portanto Qi-1 = Pi-1 = Ri-1 é degrau em F, G e em H. Conclui-se 
também que se Pi for degrau então Qi =Ri também o será, e concluímos o desejado. 

(2.2) l > j. Neste caso podemos ter 

(2.2.1) k > l se acontecer (a.1) ou (a.2) de II.2.6. Então neste caso Ri-I é degrau em H, 
mas Pi- 1 não o é em F. 

(2.2.2)1:::; k < j se acontecer (a.3) ou (b.1) ou (a.4.1) de II.2.6. Neste caso, P; e R; não 
são degraus, e o restante das facetas fica quase coincidente e, observando cuidadosamente, 
concluímos o desejado. 

(2.3) j = l Aqui podemos ter k > j se acontecer como em (a.1) ou (a.2) ou (b.2) de II.2.6; 
ou podemos ter k < j se acontecer (a.3) ou (a.4.1) ou (b.1) de II.2.6. Em todos os casos 
concluímos usando argumentos análogos aos precedentes. 

Assim, temos que 11(F) 2 v(H). O 

Dos lemas precedentes concluímos que se n- m - 1 > r então o:(l:l.) = mini{v(F) onde F é 
ai-faceta, I percorrendo IJ"n ,.}. 

Precisamos encontrar un~ multi-índice I tal que a correspondente ai-faceta F seja tal que 
v(F) :::; v(G) para toda faceta G E l:l.. Intuitivamente tentaremos um multi-índice "bem dis­
tribuído", ou seja, de forma que as coordenadas de I sejam quase "eqüiclistantes". 

Se I= (r2, ... , rm), sabemos que Tm:::; n- r- 1. Então dividimos n- r- 1 por m: 

(2) ln-r-1J n-r-l=m m +p 

onde O:::; p :::; m- 1. Denotando q = l n-;;,- 1 J escolhemos, para 1 :::; i:::; m, 

{ 
1 +(i- 1)q, se 1 :::; i:::; m- p 

(
3

) r;= 1 +(i- 1)q +(i- (m- p)), sem- p + 1 :Si :S m 

Vemos que r1 = 1 e Tm = 1 + (m- 1)q + p = n- r- q < n- r. 
Observamos também que, como n -m -1 > 1·, então se l n-;;,-I J = 1 elevemos ter 1 < p :S m -1. 

Além disso é facilmente verificável que 

l n - ~- 1 J = 1 e p = m - 1 {:::} n - r = 2m. 
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Proposição 11.2.14. Se 1"--,:~- 1 I ~ 2 ou se n - r· ccc 2m PnfJio existI' f E I;;,. 11 f; a/ f] li C' SI' 

H E Ó.1 é arfaref;a, 

ln -r- 1 J 11(ll) = +r· I 1. 
rn 

Demonstmr;iio. Sc•ja 11 1
11 

,;; 
1 

I ~ 2 f' f=' (r2, ... , r 111 ) escolhido co1no f'lll (:1). Da constru-
ção da aJ-faceta TT com esta escolha de f, podemos verificar quf' 

P1 ·.c [I, T-]., ••• , Tm] 

P1 1 111 "'' [2, T2 + I , ... , T 111 + I] 
P1 j 2m = [3, T2 + 2, · · · , Tm -1- 2] 

Pt+km == [1 I k, T2 -+ /..~, ... , Tm. I k] 

Pn(q+r)m = [l + (q + r)m, r2 + q-+ r·, ... , T711 -+ 1J +r·]. 

Observamos que Tm-+ q -1 r· -= n e que, por construção, estes vértices são os únicos não-degraus 
de H, donde 11(H) = q-+ r·+ l. 

Agora se n- r= 2m, então l"~,~;- 1 j = 1 e p = m.- 1, donde r; "' 2i- I para 1 ::; i ::; 111. 

Em particular, Tm = 2m - 1 cc= n - r - 1. Com esta escolha não ú difíc·il de Y<'r qtw o ll!PSiliO 

argumento acima se aplica. O 

Agora falta só estudar o caso em que l n-,~,- 1 J =, I e O < p ::; m - 2 (71 como em (2) ). Vamos 
precisar do seguinte lema. 

Lema 11.2.15. SC'jam n -r- 1 = m + p, com O ::; p ::; m - 2 <' f (r2, ... , r,) E I;;,, 11 • 

Suponlwmos f]ll<' para algum índirf' i, 1 < i ::; m, seja r;- Ti-L ~ 2. Sc:jmn 

ko c.c.· max{i E {2, ... , m} /r;- Ti-I~ 2}, 

J = (r2, ... , Tko-1• Tk0 - I, Tko+1 1 ••• , T111 ), 

F a a1-faceta e H a arfareta. Então 11(F) ~ 11(FI). 

Demonstmr;iio. Sejam F= {P1, ... , Pd} e H= {QJ. ... , Qd}. Temos que 

pl = [1, T2, ... 'Tko-1• Tko• Tko+l• ... 'Tm] 

Ql =c [1.T2,··· ,Tk0 -t,Tk0 -1,Tko+l>··· ,rm] 

Pd = [r2 + 1', ... , Tk0 -I +·r, Tk0 + 1', Tko+l-+ 1', ... , Tm + 1', n] 

Qd= [r2 +r, ... ,Tk0 --I·I-7'-l,Tk0 -1-r,Tko-tl -1-T, ... ,r, ·l·r·,n] 

Seja .i o, com 1 < .i o < d, o índice t.al que { Pj0 hu-1 = Tko + 7'- 1 e { P.io 1 1 h, 1 ~' rk., Ir·. E111 
particular, ir(P.io+d =-c ko- 1. Definimos G ={SI> ... , 8,1} E '2.1 da seguint.f' forma: 

se k = 1 

se 2 ~ k ~ .io 
se, .io < k ::; d 

onde {S'L}; = {Pk}; Sf' i/ /..:o- I e {.'hhu-1 = Tk0 +r·- 1. 
Observamos que 8 1 e 82 nào são degraus em G. Então pode-se verificar qne 11(0) ~ 11(F). 

Mais ainda, se .io ccc d- 1 e P,J.-l não é degran em F então 11(G) =.c 11(F); S<' .io < d- I on 
.io = d- 1 e P<1 1 <~ df'gnm. ent.ào 11(G) = 11(F) -11. 
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Seja {GC0l, cCl>, ... , cCt)} a (C, H)-seqüência escalonada, onde eCO)= G e r:Ct> = 1/. Vamos 
mostrar que, para algum índice i, O::; i< t, teremos v(GCil) > v(cCHil). 

Denotaremos cCi) = {Si, ... , Sà}. Temos que iH(Q2) ::; ko- 1. Seja lo o menor inteiro tal 
que i H ( Q lo) = ko. Podemos verificar facilmente que { Q lo }i = Ti para ko + 1 ::; i ::; m, ou 
seja, entre os vértices Q2 e Q lo não há nenhum não-degrau, incluindo ambos. Lembramos que a 
seqüência Tk0 , Tko+b ... , Tm é formada por números inteiros consecutivos, e portanto iu(Q lo+d = 

m. Também temos que, como F é ai-faceta, ip(Pi) = iu(Q;) para 2 ::; i < lo. 

Seja u >O o menor índice tal que ic;<u>(S2) = iH(Q2),ic;<u>(Sj') = iu(Q3), ... ,ic;<u>(Sl:,) = 
iu(Q 10 ). Nestas condições, pela definição de G e pela construção da (C, H )-seqiiôncia escalonada, 
podemos verificar que 11(G(u-I)) > 11(G(u)). Como H é a.rfaceta, 11(G) > 11(G(u)) ;:::: 11(!!), e 
portanto declnílimos que 11(F) 2: 11(II). O 

Exemplo. Para ilustrar o lema acima vamos dar um exemplo. Sejam n = 10, m = 1, r = 2. 
Tomemos I= (3, 6, 7). Então ko = 3 e portanto J = (3, 5, 7). Sejam F e Il respectivamente as 
ai- e aJ-facetas: 

F: [1 3 6 7] PI• H: [1 3 5 7] Ql• 
[2 3 6 7] p2 [2 3 5 7] Q2 
[2 4 6 7] p3 [2 4 5 7] Q3 
[2 4 6 8] P4• [2 4 6 7] Q4 
[3 4 6 8] p5 [2 4 6 8] Q5• 
[3 5 6 8] p6 [3 4 6 8] Q6 
[3 5 7 8] p7 [3 5 6 8] Q7 
[3 5 7 9] Ps• [3 5 7 8] Qg 

[4 5 7 9] Pg [3 5 7 9] Qg• 
[4 6 7 9] P10 [4 5 7 9] Qw 
[4 6 8 9] Pu [4 6 7 9] Qn 
[4 6 8 10] PI2• [4 6 8 9] Ql2 
[5 6 8 10] p13 [4 6 8 10] Q13• 
[5 7 8 10] pl4 [5 6 8 10] Q14 
[5 7 9 10] P15• [5 7 8 10] Q15 
[5 8 9 10] p16 [5 7 9 10] QI6 

onde o símbolo • indica os vértices que não são degraus. Então 11(F) = 5 > 11(II) = 4. Neste 
exemplo tem-se j 0 = 15; a faceta C fica então 

C: [1 3 5 7] s1 = Q1• 
[1 3 6 7] s2 = P1• 
[2 3 6 7] S3 = P2 
[2 4 6 7] S4 = P3 
[2 4 6 8] s5 = P4• 
[3 4 6 8] S6= P5 
[3 5 6 8] S1= P6 
[3 5 7 8] Ss = P1 
[3 5 7 9] S 9 = Ps• 
[4 5 7 9] s10 = Pg 
[4 6 7 9] Sn = Pw 
[4 6 8 9] S12 = Pu 
[4 6 8 10] S13 = P12• 
[5 6 8 10] S14 = P13 
[5 7 8 10] S15 = P14 
[5 7 9 10] sl6 
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Notemos que I'(C) ' 11(F). Fazemlo c(IJ "P.!(C, !T). temos: 

e(l> : [1 :~ 5 7] S'(l) 
' l • 

[2 3 5 7] c.,·( I) 
' 2 

[2 3 6 7] ( l) 
8:1 • 

[5 7 !) 10] '>'( l) 
'JG 

onde s?) '" 8.i para:~:::; .i:::; Hi. TPlllOS 1/(c(IJ) ·-= 5. Agora. fl./(c:(IJ, ll) 

pode verificar. Port:mt-o I'(C(lJ) > 1'(r:C2>). 

!f, I'OillO SI' 

Proposição II.2.16. S<~iam n. m, r·. p e I como no 1PII1il 1T.2.1fi. S1:ia f-' E=., lllllil fiw<'lil d<· 
D.J. Então 11(F) ~ 11- r111 + 1 + (m - p- 2) =2m+ r- rm. 

Demonstração. i\pli('arf'mos indução sobre o conjunto de pares ord<'!lados 

P --, { (p. m) tais que m ~ 2 e O :::; p :::; m - 2}. 

Consideremos r ~ 1 inteiro fixo c para cada par (p, m) E P seja n = 17(p.m) 111 t p -I r I 1 
de forma que os inteiros n. r, m, p satisfaçam as condições do enunciado. SemprP considerarPmos 
no que se segue D. = D.(m, 11, r·) como sendo o complexo simplicial associado a n.m, 1· como 
escolhidos acima. Eqnipamos ·p com a ordem lexicográfica (p. m.) < (p'. m') se p < p' ou se p • . p' 
e m < m'. Em particnlnr, P é hem ordenado. Nestas condições o menor <'klllPllf o de P {; (0, 2 ). 

As condições iniciais ele indução são: 

(i) p = O em ~ 2. Nestas condições se rJ(O, m) = n temos n- r- 1 •- 111 <'o compi<'X<> D. 
correspondente é o complexo do caso genérico, donde 11(F) ~ n ~ n - m 1. para toda faceta 
F E D., pois rm = m. 

(ii) p ~ O e m = p -1 2 (f~stP é o valor mínimo que m pode assumir). Nest<' caso, usando o 
mesmo argnment.o d<• 11.2. H, podemos verificar que, se TT for a a r- faceta corrPspomlent.e, então 
tomando n =• 1J(p,p I 2) temos ,,(TI)~ n- rw + 1, e portanto para toda faceta F E 61 tc>remos 
v(F) ~ n- r 111 +L. 

Dado (p,m) E P, (p,m) > (0,2) lexicograficamente, para (p',m') ~ (p,m) Hejaru n' 
17(p1

, m') = m' I p' -1- 7" - 1, 

-rT { ( ) "-111!
1 

- 1 I } .Lrn',n' = À2, À3, ... , Àm1 E 1'1 / 1 < À2 < À3 < ... < Àrn' < 1/. - 1" 1 

D.' = D.(m',n',r) o complexo simplicial correspondente a n 1 ,m1,r e F' E D.~, uma faceta, com 
I'= (r~, ... , r~ 1 ,), T' E I;,,,,,,. A hipótese de indução será então que 

11(F') ~ n' - T:n' I 1 -1 (m' - p
1 - 2) 

Antes de continuar, Pstahd<•cc>remos mais uma notação. Dados dois v{•rtices { Q}, { P} E D., 
diremos que Q e P são Pquivo.[P.ntes, d<'l1otado por Q = P, se { Q}; =- { P}; para 1 S i S 111 - 1. 

Fixemos agora de nma ve7: por todas 

n
1 = rm + 7" 

m'=m-1 

p1 = n' - r· - 1 - 1n
1 

= rrn + r· - 1" - 1 - 111- -+ 1 = r 111 - m 

D.' -,-_ D.(m', n', r) 

J' , __ (r2, ... 'Tm -1) E I;,,.',n' 

Temos então O~ 7/:::; m'- I· (111- 1)- 1. I;; fácil de ver qne ["' ;,;;- 1 j I. 
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Seja G E b.'1, uma faceta. Se p1 = m' - 1 = m - 2 então, lembrando que Tm' = Tm- 1, tem-se 

n
1

- Tm' + 1 + (m'- p
1

- 2) = n
1

- Tm.' 

Por definição, é claro que ''(G) 2: n'- Tm' (isto é geral), donde, neste caRo, 

v(G) 2: n1
- Tm.' + 1 + (m'- p1

- 2). 

Se p1 < m' - 1, aplicamos a hipótese de indução e também obtemos a desigualdade acima. 
Agora seja F= {P1, ... , Pd} uma faceta de b.J. Definimos uma aplicação 

tal que 7rF(P;) = [{Pi}1, ... , {P;}m.-1]- Observamos que 7rF(P;) = 7rF(P,i) se e só se P; = P.i· 
F'= 7rF(F) é uma faceta de b.~, e é fácil de ver que v(F')::; 11(F). Pelo exposto acima temos 
que 

(6) 

v(F') 2: n1
- Tm.-1 + 1 + ((m- 1)- p

1
- 2) = 

= Tm +r- Tm-1 + 1 + m- 1- (rm- m)- 2 = 

=2m+r-Tm-l-2 

Seja A= {i E {2, ... ,m} tais que T;- Ti-l 2: 2}. A i 0 se e só se Tm > m; se este for o 
caso, tomamos ko = max A. 

Temos três possibilidades: 

Caso I. Tm. = m. 

Neste caso I= (2, ... , m). Seja H= {Q1, ... , Qd} a a1-faceta correspondente. Então Q1 = 

[1, 2, ... , m] e Qd = [2 +r, 3 +r, ... , m +r, n]. Comparando IL2.5 e IL2.6 aplicados a este caso, 
pode-se verificar que v(H) 2: m +r+ 1. Como 

n- Tm + 1 + (m- p- 2) = n- m + 1 + m- (n-r-1-m)- 2 = m +r 

então 
11(F) 2: v(H) 2: n- Tm + 1 + (m- p- 2). 

Caso li. Tm > m e ko = m. 

Neste caso Tm- Tm-1 2: 2 e temos 

Tm- Tm-l 2:2 

T m - r m.-1 - 1 2: 1 = n - m - r - p 

m - Tm-1 + r 2: n - Tm + 1 - p 

2m - T m-1 + r 2: n - T m + 1 + m - p 

-1). 

2m +r·- Tm.-1- 2 2: n- Tm + 1 + (m- p- 2) 

e por (6) concluímos que 

v(F) 2: v(F1
) 2: n- Tm + 1 + (m- p- 2). 
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Caso I li. r111 > 111 (' ko < m. 

A tática neste raso sN{t n•dnzi-lo ao caso anterior. SC'ja 

fko--1 = [co= (r2, · .. , rko--1• rko• rko+l• · · ·, rm) 

onde, pela defini<:iio d<' ko tentos qu<> r,,,, - rk,,- 1 ~ 2 <' r.i '~ r,,, I .i - h:o s<' h·o I I :::::_ J $ n. 
Para j E {ko, ko 11 ..... m- I} d<'filtirnos 

J.i -cc- ( T'], . . . , r h, I , rk, - 1 , rk, 1 I , . . . , r.i I , r; - J , r_; I I , . . . , r,ll). 

Not.amos <JlW 1- E I'' . Sc·J·a rUJ a ar.-faceta . 
.1 tn,u · J 

II.2.1 :3: e por cl<•fiJtic,'i'ío. f.'("'-- 1 J <•st ú nas condiçÕPs do caso ant-Nior. Precisamos Pnt.iio provar que 
v( F (ko-l J) ~ 11( p(l.:o)) ~ ... ~ ,, ( F(m - 1 J ). Ivlas, pelo lema ll.2. I !í, tmws qw• I' ( Flil) ~ ,,(f·IL 1 1 J) 
para ko - l $ l ::; 111 - I. e isto prova estf' caso <' a proposiçiio. O 

Observamos qtw 

1 e O < p $ m - 2 {=? m + 1 < n - 1· $ 2m -

Com esta observação podemos enunciar o 

Teorema 11.2.17. s(' 111 I 1 < 11 - T ::; 2m- 1, então 

n(~) o-_, 2(m +r)- n + 

Demonstmr;rio. Sup011hamos vitlidas as condições de II.2.16. Como 111 I I < 11 - 1· ::; 2m - I, 
então O < p = n - r - 1 - 111 ::; m - 2. Em particular. m > 2 nest<' raiiO. T<'!IIOS também qtw 
r m $ n - T - l. Então o maior valor que rm pode assumir é n - 1· - l. Fa:r,endo r"' '~ n - 1· - I, 
de II.2.16 concluímos que 

o:(~) ~ n- rm + 1 + (m- p- 2) ~ 

~ n - n + 1· + 1 + m - n + 1' -1 1 I m - 2 ~= 

= 2(m -1 r)- n -1 1 

onde esta cota é~ d<' fato mínima. Para provar a igualdadf', vamos construir \\I !IH faceta em ~ que 
realize este valor. Sejam r;, 2 ::; -i ::; m, como em (:3), para q ccc L Explicitanwnt.e, 

se 1 S-i$ m- p 

sem-p+1$i$m 

Em particular, rm = n - r - L 
Seja F= {P1, ... , Pd} a ar-faeeta. Temos que 

r

1 

+ 1· + 2 = 2 i - m + ]J + r + 2 
{ 

r-+ 1' + l = j +r·+ 1, 

.1 • ' 

sel$j$m-p-1 

sem-p$j $m-l 

se .i= m n, 

Seja so o nwnor índice tal que { P80 }m = n. É fácil de ver que 

{P"o}.i -- . 
__ { 2j + p + 1· -1 1 - m, 

2.J-m+p+r·+l, 

se 1 ::; .i ::; m - p - 1 

se m - p $ j S m. - l 

O número de não-fkgTaus de F entre Pt e P80 inclusive, é 11 - rm + l ccc 1· I 2. Por contagem 
a partir de P80 , podemos VC'rificar que o número de não-degraus C'lltre P80 li C' Pd ó m - p - 2. 
Logo v (F) = 1· + 2 + m - p - 2 ~- 1· + m - p = 1· + m - ( n - r - l - m) ~-, 2 ( m + 1·) - n 1 l , como 
procurado. O 



CAPÍTULO III 

ALGUMAS PROPRIEDADES DA ÁLGEBRA INICIAL CATALÉTICA 

1. Normalidade 

Um domínio <i<> int egriclacl<· ó n onnol se for integnt!ment <' fpc!Jado <'lll sen corpo de frac;ões. 
Existem vários crit{~rios para <kterrninar a normalidade de nm doniÍnio d<• int.egridade. lima 
sit.ua('ão int.eressant.e é a ckscrita pelo lema seguinte: 

Lema III.l.l. S<~jmn Jl f' R domíuios de integridadP tnis (/lU' Jl .w:j;l Ílll.('gmlriiPI!I.c' Jí•dwdo 
em B e B seja normal (ou 8P_ja, B é integralmente fechado em seu r.orpo de fi·açi'ies Q ( B) ). R11tiio 
A é íntegralnwnte fechado em seu corpo de frações Q(A), ou seja, Jl ó uormal. 

Demonstnu;ão. Seja h E Q(/l) inteiro sobre A; então h E Q(B), e como é inteiro sobre Jl, é 
inteiro sobre B. Mas H é normal, portanto h E B. Como A C l3 é integralnwnte fechado, h E A, 
ou seja, A é normal. D 

Esta situação, mais forte que a simples normalidade, ocorre em relação a /\[ina(M)] e K[X], 
para certos valores de m, n, 1·. 

Para demonstrar que K[ina(kl)] e sua álgebra de Rees K[X, in,.(M)t] s~tO normais, seguiremos 
basicamente o argumento de [CHV, 3.6], com as modificações necessárias. 

Proposição III.1.2. 
(i) K[in,.(M)] é normal para todos os valores de m, n, r. 
(ii) Se n- m- 1 <r então K[in,.(M)] é integralmente fechado em K[X]. 

Demonstmr;iio. 
(i) Seja G o semigrupo afim gerado por in,.(M). Por A.l.16, K[in,.(M)] é normal se e só se C 

for normal. Então vamos provar que C é normal. Para isto sejam a, a1 , b E G tais que aP = a~b 
com p E N. Temos que mostrar que existe b1 E C tal que b = b~. 

De aP = a~b segue-se imediatamente que os expoentes das indeterminadas no monômio b são 
todos múltiplos de p. Sejam d', dh d o número de indeterminadas em a, a1 , b respectivamente, 
contadas as repetições. Então d = p(d'- di). Como a, a1 E C, é claro que d1 = mq1 e d' =nu/ 
para certos q1

, q1 E N. Logo d = pm(q'- qi). Tomando q = d/m e s = q'- q1 temos q = ps. 
Vamos escrever agora b de uma forma conveniente. Sabemos que b é a imagem de um único 

tableau r-standard via 7/' (ver capítulo I). Se b = 7Jl ... 7Jq com 7Ji E ina(M), 1 :S i :S q, isto 
significa que b pode ser escrito na forma: 

(1) 

onde as seguintes condições são satisfeitas: 

(a). 1 :S Ài < À~- r < ... < À~- (j - 1)r < ... < À~- (m - l)r :S n - (m - l)r para 
1 :S i :S q; 

(b). 1 :S À} :S ÀJ :S ... :S ÀJ :S n- (m- j) para 1 :S j :S m; 

{c). À~ :S Àj+1 para 1 :S j :S m - 1 e 1 :S k :S i :S q. 

A condkão (a) é equivalente ao fato que xÀ;xÀ; •.. xÀ; E ina(M). As condições (b) e (e) são 
-» 1 2 'n 

equivalentes ao fato do produto (1) que representa b ser a imagem do (único) t.ahlcau 1·-standard 

39 
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cotTesJH>IIdPnte via 1:•. l)p (h) P (c) couduít11os que À:i :::; Àr se (.i. i) ·/ (!. /;) kxi<·o)~rafil'attt<'lll<· 

para I :::; j.l :_::: 111 <' I ::; i. 1.- :_::: 'I· .'\)!;ora usando que 'I -__ ps e qnt> as ind<•IPntlin;ulas apan'l'<'llt 
com potencias múltiplas <le p, podemos concluir que, para cada j E {I, .... m }, 

,kp+l o= Àkp-1-2 -= = Àkp+p-1 = À(k+I)p 
"J J . • . J J 

com O :S k :::; s- 1. Usando isto podemos reescrever (1) da seguinte forma: 

~-! 

h rr (;r\ kl' I I,{;).. kr· H ... ,j;).. kp I I) Jl. 
' I 2 l/o 

/.; o 

Se tomarmos 

8-- I 

h1 [J.r>.''r·+LC>.kp-t-1 ... a:>.kr_·'' 
I '2 Hl 

k=O 

é fácil de ver que l>t E O e que h 1/{. 

(ii) Como f([iua(J\/ )] {• gerado por monómios, para mostrar que /\[ina(M)] C /\[XJ {• int.pgral­
mente fechado em f{ [XI basta mostrar que para cada monômio h E J.:[X I tal que h~' E 1\ [ina(M )I 
para al!!,ltm p E N, então h E K[in 17 (M)]. Seja então h1' = I> E K[itla(M)I. l'od<•tnos !'S<T<'V<'r 
b na forma ( 1) sat.isfaí:f'!ldo its propriedades (a), (b) e (c). Pam terminar a demonstra<;ão <la 
primeira parte usamos q1w q era múltiplo de p, o que , a princípio, não po<lf'mos garantir aqui. 
Mas notemos que se n - m - 1 < 1·, então 

{>.L ... , À i} n { >.}, ... , >.i} = 0 

para 2 :::; i :S 111. 

Se g = l1T" 1 ,,;>.i (as Jninwiras indeterminadas de cada fator na represf'nfa(,'ão (1) de 1>), <'Ilfiio 
fica claro que g e b/ g são primos entre si, donde conclui-se que todas as imlf't.ennimulas qw~ 
aparecem em .11 possJtf'lll expoentes múltiplos de p, donde q é múlt.iplo de p. Est.ahPkd<lo ist.o, o 
argumento da primeira parte ganmt.n o resultado. D 

Exemplo. Se n -m -l :2: r então a possibilidade (ii) da proposição anterior 11ão pode ocorrer. 
Vejamos Hm contra-Pxemplo param = :3, n = 8, r = 4. Neste caso n- m- I c- H- :1- 1 - ,1 - 1'. 

Tomemos 

(X' 
J:2 .1:3 X,j X5 X6 X7 x,) 

X= .r5 :r5 X7 Xg Xg XJO XlJ XJ2 

;Z:g XIO :ru X12 X]3 ;1:14 X]5 ;rw 

e portanto a 3 E K[in(M)], donde K[in(.iH)]não é integralmente fechado em K[X]. 

Analisaremos agora a álgebra de Rees associada a ina(.M). Como em I.3. seja f o ideal ele 
K[X] gerado por ina(.M), e seja 'R(I) a sua álgebra de Rees. Temos que 'R(/)"' K[X, ina(M)t]. 
Observemos que 1?.(!) é bigraduada em X e t, com a bigraduação 

'R(T)(p,q) = {Jtq E K[X, ina(M)t] tais que deg(f) = p }. 
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Proposição 111.1.3. [([X, ina(M)t] é normal. 

Demonstnu;iio. A naloganwntP ao que foi feito em L 1.2, tomamos C o s<•migrnpo afim gerado 
por X U in a ( M )t; então f( [X. in a ( 1\1 )t] é normal se e só se C for normal. S<>jam a, a~, b E C tais 
que aP = afb com p E N. Queremos provar que existe b1 E C tal que b ~' li(. 

Seja I como acima. Podemos <>screver 

a= U'T} 1 ... 'T}zt
1 E R(l)(d,l) 

U) = ui]I ... ií/ E R(J)(e,i) 

b = VJll ... /lqtq E R(l)(h,q) 

para u, u, v E K[X] e tal que os prodntos 171 ••• 'f/l, ih ... ií[> fi· I ... Jlq E ina(llr), SPjam imagens d<~ 
tableaux 7'-standard (únicos) via ·~·· 

Nesta sitnação, lp = ip l q, donde q = p(l- i). Escrevendo s = l-i temos q = ps. Alóm disso 
todas as variáveis de b aparecem com potências múltiplas de p. Estas duas cOJidições permitirão 
provar que b possui a propriedade requerida, ou seja, que b = (v)P(íi. 1 ... íi.J 8 )P E 'R(I)(s'p,sp) 

para certos v E K[X], fi; E ina(M) e s' E N. Uma das dificuldades é que não sabemos sequer se 
pjh. 

De fato, explicitemos b: 
q 

b =v IT(x.xtx.x~ ... x.x:,.)tq 
i=1 

Para melhor visualizar, escreveremos 

(2) 

X).}") 
X).2 

."' tq 

X).'fn 

onde os índices>.} satisfazem às condições (a), (b) e (c) de IIL1.2. Seja 

q 

Cj = ITx.x;. = x,x1X,x2 ... x,xq 
J J J J 

i=l 

para j = 1, 2, ... , m. CJ é o produto correspondente às colunas da representação (2). Dividimos 
cada monômio c1 em s blocos com p elementos: 

(k+l)p 

II X,xJi = X,x~P+1X,xkp+2 ... XÀ~p+(p-1)X,x(k+1)p 
J J J J 

i=kp+1 

para j = 1, ... , m e k =O, ... , s- L 
A . C- f1s-1c 1- f1m C· q_ f1m rrs-lc. tq 

SSlffi j- k=O jk e J- V j=l Jt -V j=1 k=O 'Jk · 

representar (2) como 

Cw C2o C mo 
Cu C21 Cml 

(3) b= v 
clk C2k Cmk 

c1,(s-1) c2,(s-1) Cm,(s-1) 

Esquematicamente podemos 

tq 
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Din•mos <j11P C.;~,; {• rompll'/n sP 

;r,_k,·l-1 - .l:Àkr-+2 ccc ••• -'- ;l:À(k·!-l)r· 
J J ,! 

Se C'jk nào for contplPto. <'111.;-to existe> inteiro i, 1 ::; i< p tal q11e 

;C À kp+• i X À kp+i+l. 
J J 

Seja 1 (k) o menor inteiro tal cpw isto aconteça. Pela condição (h) da ckmonst rac:i"w de• ffl.l.2, 
neste caso temos 

XÀkp+l = XÀkr·+2 = ... c~ a:Àkr+dk) < XÀkp+•(k)+1::; ;l:Àkp+•(kl+2::; ... ::; ;r.\tl'' llr· 
J J J J J ,I 

Sejam 

.r À"'". <.•> H ;r Àkr-f ,<_ kH-2 ••• ;l: À<k 1-1 1". 
J J J 

É claro q11e mele( C)k• C.Jk) 1. Também v(~-se que c jk é compl<~to S{' (' s{> f<(' C'_jJ.: e;k I. 
Se todos os blocos C',;k forem completos, entào podemos verificar que sP 

s-1 

f "" rr (X À~p+l X À~p+l ••• X À~[+l) 
1.:=0 

então f E K[ina(M)] e TI]', 1 CJ · (!)1'. Como conseqüência, todas as variúv<'is d<' n apan•cetll 
como poti'ncias de p, donde C'XÍst<' w E /\[X] tal que v= wP. Nestas condi<,·Õ<'s. l11 w(ft'") E 
K[X, ina(M)t.] e b = (bi)P. 

Suponhamos agora q11e existam blocos r.ik que não sejam compl<'tos. Ivlostrar<'lllos <'nt.ão cpw 
podemos rParranjar as variáveis na rPpresentação (2) de forma que os blocos cOJTPspondeni<'S s<' 
tornem complc~t,os, o q11e permitirá demonstrar a proposição. 

O processo de rearranjo é iml11tivo. Ordenamos o conjunto de ínclicPs 'I {(.i, k) : .i 
1, ... , m; k = O, ... , s - 1} lexic:ograficamente, ou seja, (j, k) < (.i', k') S<' j < :i' 011 se j j' <' 

k < k'. Definimos b(O) = b, vC0) = v, e = cj~) = Cjk para todo (.j, k) E 'I. S<>ja (.io. ko) E 'I o 
menor par tal que c.ioko não seja completo. Pela condição (c) da demonstração ele Tll.l.2, tem-se 
que Cjoko I v. Tomamos então 

e 

Temos então 

C'(kl) 
J • 

se (j, k) i (.io. ko) 

se (j, k) = Cio, ko) 

m s-1 

b = b(1) = v(1) rr rr cj!)tq 
j=1 k=O 

Como Cj0 - 1 ,ko é compl<'to ( on não existe, caso }o = 1 ), não é difíc·il de v<>r q1w o produto 

g = Cl 1 JC~ 1 J ••. C~~) satisfar- hs condições (a), (h) e (c) da demonstração d<' TTI.I.2. l<;m particular. 
g correspomle a nm tablean r-standard via 7/.1. 

Repetindo este processo, em uma etapa i 2: 1 teremos 
m s-1 

/)=-o l}i) = v(i) rr rr cj~tq. 
j=lk=O 

Se cj~ for completo para todo (j, k) E 'I, então b(i) estará na forma desejada. S<>não. sc>ja (.i;, k;) 

o menor par tal que cj:1; não seja completo. Por constmção é claro que (.i;,k;) > Cii-~1,k; .. t). 
Podemos então aplicar o procedimento em b(i), encontrando b(i+l). Como 'I r~ finito. é daro 
que este processo termina em alguma etapa l, e b(l) será uma representação ele h com blocos 
completos. D 



1. NORMALIDADE A •> 
'"' 

Exemplo. Vamos exemplificar o procedimento usado na proposição acima. Seja X uma 
matriz 3 x 7 1-cat.alét.ica: 

(" X2 X3 X4 X5 X6 x,) 
:\ c- X2 X3 X4 X5 X6 X7 :~:s 

:r3 .·q X5 X6 X7 xs :rg 

Tomemos p == 2. Seja 

b eco (.1: 1 ;l:2.'!:3X6:l;g;rg) ( :~ :~ ~;~) t4 

X5 X7 Xg 

X4 X6 Xg 

Reescrevendo o fator em ina(M) de maneira 1-standard, temos 

b = (X]X2X3X6XSXg) (:~ :: :~) t4 

X3 X5 Xg 

X4 X6 Xg 

Temos Cw = X]X2, Cu= .'l:3X4, C2o = X4X5, c21 = X5X6, C3o = X7X7, C:31 = xs:rg. 

O primeiro bloco não completo de b é Cw = x 1x 2• Neste caso Cio = x 1 e C{0 = x 2 . Então 

V(l) = X~X3X6X8Xg e C~~)= X]X], donde 

b(I) = (X2X2X3X6XsXg) (:~ :: :~) t4 

X3 X5 Xg 

X4 X6 Xg 

Em b(l) o primeiro bloco não completo é cg) = X3X4, com c~~l) = X3 e c;?)= X4· Assim 

b(2) = (x 2 a: 2x 4 x 6 x 8x 9 ) (:~ :: :~) t4 

X3 X5 Xg 

X3 X6 Xg 

Em b(2) o primeiro bloco não completo é c~~)= X4X5, com c~~ 2 ) = X4 e c;á
2

) = .'1:5. Assim 

/J(3) = (X2X2X5X6XSXg) (:~ :: :~) t 4 

X3 X5 Xg 

X3 X6 Xg 

Em b(3) o primeiro bloco não completo é c~~)' com c~~ 3 ) = X5 e c;P) = X6. Então 

b(4 ) = (x 2x 2x 6 X6XSXg) (:~ :: :~) t 4 

X3 X5 Xg 

X3 X5 Xg 

Agora, em 1J(4) o primeiro bloco não completo é c~1) com c~~ 4 ) = xs e c;~ 4 ) = Xg. Então 

O processo termina nesta etapa, e temos portanto 

b = (X2X6Xg)
2

[(X]X4X7)(x3X5XB)t
2

]
2 

Proposição III.1.4. As álgebras K[ina(M)] e K[X, ina(M)t] são álgebras de Collen-Macau­
lay normais. 

Demonstmção. Como estas álgebras são anéis de semigrupos normais, por A.l.17 , são Cohen­
Macaulay. D 
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2. Invariantes Numéricos 

Cálculo da dimensão de K[ilta(M)] 

O cúlculo da <lim<'llSÍ:to <las úl~ehras iniciais catalóticas pode ser f<>ito J><'la collta~c·Jn <los c>I<'IIH'JI1,os 
das facetas, como 11a demonstrac;iio de ll.l.:t Seguindo uma sngc>stiio de> A ron Silnis. <lan•Jnos 
aqui uma outra d<>monst rac;ão usando !Poria de grafos. 

Teorema 111.2.1. 

{ 
m(n- m) + l, 

dimK[ina(AI)]-
71 + (m-1)r, 

se n - m - I :::; r 

se n- m- 1 >r 

Demon8/irnr;rio. A dC'monst n~<::iio se>rú f<'ita por indução em m. 

Se m -, 2. cmtão 

Xn ) 
Xn+r 

Neste caso in17 (111) pode ser associado a um grafo. Vamos denotar C o grafo corr<'spondc>nte. 
Temos as seguintes possibilidadc>s: 

( 1). 7' = n. C é um grafo COIJexo hipart,ido nos vértices { :z: 1, ... , x n-1. :r 11 1 1, ... , :r2 11 } con1 a 
partição A= {:z:1, ... ,:z: 11 -t} e H =c {;z:n+2, ... ,X2n} e aR arestas da forma :r;:r 11 lj para 1:::; i:::; 
n - 1 e i < .i :::; n. 

(2). r= n -1. C é conexo, bipartido nos vértices {a:h··· ,:r 11 -I,:z:,_11 , ... ,.1:2 11 t} com a 
partição A= {x1, ... ,:z: 71 _I} e B = {:rn+t, ... ,X2n-d e arestas da forma :z:p: 11 .f.i para 1 :::; i:::; 
n-1ei:=;,i::;n-l. 

(3). r= n- 2. C é conexo, bipartido nos vértices {:z: 1 , ... ,.z:2n-2} com a partic;iio /1 " 

{x1. ... , x,_I} e B = {x,, ... , X2n-2} e arestas XiXn+j para 1:::; i:::; n- 1 e i- 1 :::; .i:::; n- 2. 

(4). r :::; n - 3. C é grafo conexo nos vértices {x1, ... , Xn+r·} mas não ó bipartido, P suas 
arestas são da forma x;Xj+r para 1 :::; i:::; n- 1 e i< j:::; n. 

É conhecido qne se C: for um grafo conexo em s vértices, então dim T\ [r:j s - I S<' e for 
bipartido; e dim f( [C] ,= s S<' G não for bipartido (ver [SVV], por exemplo). No no~;so caHo, H<' 
1' > n - :~, então C: é gTafo conexo bipartido com 2(n- 1) vértices; e se 1' :::; n - :1, (.' {• grafo 
conexo não bipartido com n + 1' vért.ices. Logo, em nosso caso temos, para m ,- 2, 

{ 
2n- 3, 

dim f( [ina(M)] = 
n+1', 

se n - 3 :::; 1' 

se n- 3 > 1' 

Agora suponhamos válido para m. - 1, sem > 2, e provaremos qne vale para m. 
Seja .f a matri:r. obtida X retirando-se as primeiras linha e coluna. Explicituuu•ntc• 

X= 

:Z:n-m-+r Xn-(rn-l)+r Xn-{m-2)+r ·~'ui-r ) 

.l: 11 I ( 111- I )r· :z:n-m+(m-1)r ;z;n-m+l+(m-l)r Xn-m+2-f-(m- 1)r 

Sejam 1\~l e i na ( Ü) resp_:-ctivamente o conjunto dos menores máximos e o conjuuto dos iniciais 
dos menores máximos de X. Temos, por hipótese de indução, que 

- { (m- l)(n- m) + 1, 
dim K[ina(lll}] = 

(n - 1) + (m - 2)7-, 

se n-m-1 :::;1' 

se n- m- 1 > 1' 
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Vamos analisar as duas possibilidades. 

(I) n- m- 1 $ T. Neste caso temos n- m + 1 $ 2 + T, donde conclui-se que :r; é transcendente 
sobre K(ina(Ü))(a:I, ... , x.;_I) para 1 :5 i :5 n- m + 1. Ent.ão temos que 

e portanto 

dim K[ina(kr)] · (m- l)(n -m) + 1 + (n- m + 1)- 1 = 111(11 -m) 11 

(II) n- m- 1 > T. N<>ste caso {:z: 1 , ... , x2+r} é certamente t.ranscend<>nt.e sohre l((ina(Ü)), 
mas Xj E K(ina(Af))(:rl, ... , :l:2+r) para 2 + 1' < j :5 n- m -1- 1. Logo 

K(ina(M))(.xi) = K(ina(Af))(xl, ... , X2+r) 

donde 
dim K[ina(M)] = (n- 1) + (m- 2)T + 2 +r- 1 = n + (m- 1)1· 

e temos o desejado. D 

Grau do h-vetor e o a-invariante de K[in0 (M)] 

O resultado A.3.10 nos dá uma maneira de calcular o h-vetor de K[in0 (llf)] usando o complexo 
simplicial associado .6.. Vamos usar aqui as notações e resultados de II.2. 

Teorema 111.2.2. Seja h(in0 (M)) o grau do h-vetor de K[in0 (M)] e seja a(ina(M)) o a­
invariante de K[ina(M)]. Se d = dim K[in0 (M)] temos: 

{ 

-n, 

a(in0 (M)) = -~ !:__l, Jm. 
-(2(m + 1·)- n + 1), 

e h(in17 (M)) = d + a(ina(M)). 

se n - m - 1 :5 r 

ln- r- 1J se m ~ 2 ou se n - 1' = 2m 

se m + 1 < n - r < 2m 

Demonstração. Seja h= (ho, h1. ... , hi, ... ) o h-vetor de K[ina(M)]. Para cada faceta H E .6. 
seja ó(H) como em II.2. Então por A.3.10 

Portanto concluímos que s(.6.) é o grau do h-vetor de K[in0 (M)]. Logo h(ina(M)) = s(.6.). 
Também temos que s(.6.) = d - o:(.6.), onde d = dim K[in17 (M)]. Logo nestas condições 

concluímos que a(iua(M)) =-a(~){~ o a-invariante de I<(ina(M)] (ver A.2.8). Além disso, por 
definição, temos que a(in 17 (M)) = h(in0 (M))- d. 

Se n- m- 1 :5 T, por II.2.9 concluímos que a(in17 (M)) = -n. Para estudarmos o caso 
n - m - 1 > r, estabeleceremos primeiro algumas relaçõP..s numéricas. DPnotando q = l n-;;,-I J, 
temos que 

(4) d = n + (m- 1)T = n- T + mr = mq + p + 1 + m1· = m(q + T) + p + 1 

Também 

{ 
m(q + 1), 

n - 1' = mq + p -1 1 -
- rnq + p1 com 1 :5 p 1 :5 m - 1, 

sep=m-1 

seO:S:p<m-1 
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Donde 
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Í ~l ín -~ (m- l)rl Í ~li r~· 
1111 1 1n 1 111. 

se p =~ m- I 

{ 
f~t

1
J

1 
I 1

1
~ 1 li 1· ·-·~ q I I + r, 

I 1· "'"· q + 1 + r, se O :<::; p < 111 - I 
/11. 

ou seja, 

(5) ldl ln.-r-lJ - ~=qlrll= -1-1·11 
1n m 

Logo, de JJ.2.tl e TJ.2. H, nsando (G ), <"ondnímos que se l n-,:;-l j ~ 2 ou S<' 11 - 1' 2111 Pllt iio 

a(ina(M)) =- Í :!:_l l1n 
Finalmente, sem+ I< n-1· <2m, por 11.2.{) temosquea(iua(M)) - -(2(111 I r)-n I 1). D 

3. Bases de SAGBI para a Álgebra de Matrizes Cataléticas 

Em [CIIV] foi demonstrado que IIJ (X U Mt) é base de SAGBJ para 1\[.\f] (1\[X, Mt]) se 
m = 2. Se X for uma matriz genérica também foi demonstrado em [S] que M i· hase d<~ SAGBI 
para J( [M]. Nesta seção estenderemos estes resultados um pouco. Provar<'mos qHP 1\{ é has<' ele 
SAGBT para K[M] mn relação à ordem <a (ver capítulo T) quando n - 111 - I :<::; r. Também 
poderemos concluir que. neste mesmo caso, X U Mt é base de SAGBT para K[X. Ali]. a ftlgehrn 
de Rces corrPspondent.e, em relação i1 ordem <a' (ver L3). Para isto vamos aplicar o critério 
dado pela proposição A.4.14 emmdada no apendice A. 

No teorema 1.3. 1 estabelecemos quem são os geradores de ker \fi. Mostraremos q11e as relm;ões 
(i) e (ii) de L 1.3 podem ser expandidas na forma necessária para satisfa:owr A A. 1·1. 

SeTE K[A(m, n)] for nm tahlean então lembramos que r/J(T) == ]TI E 1\[.U] {• o produt.o elos 
menores correspondent<>s em X; e q11e diag(T) = in0 (rj1(T)) = ·l/•(T). Considen•mos o s<~guint<> 
homomorfismo: 

<P: K[X, A(m, n.)] --+ K[X, Mt] 

[.\]~-----+ ][.\]jt 

Notemos que <P(I:;7 f/1';) = L; f;rji(T;)ldeg(T;), onde!; E K[X] e Ti E K[A(m. n)]. 
Agora, se T E K[A(m,n)] for um tahleau não-standard, então pela teoria elas ALH. para 

menores ele matrizes genéricas (ver A.6), sabemos que existe uma única comhimu;iio linear L ad'i 

de tableaux r; standard tal que ITI =Li a; !f.; I (vide A.6.2). Indicaremos esta ("Oillhiwt<:ão linPal" 
por Pl(T) = L;a;f; (para lembrar que tal relação é construída a partir das rPlações de Plii('ker). 
Se n- m- 1 :<::;r tem-se que seTE K[A(m, n.)] for um tableau, então rs(T) = s(T) ; logo neste 
caso o conjunto S1" dos tahleanx r-standard é na verdade o conjunto dos tahlmmx standard em 
A(m, n). Dados [.\], [Jl] E A(m, n), denotemos as relações (ii) de T.3.1 por 

(6) 

Lema 111.3.1. Seja n- m -1 :<::; 1·. Dado [.\][Jl] E K[A(m,n)] tem-se que 

r/J(C[>.JIItJ) = rfJ([.\][JL]-7·s([.\l[Jt])) = r/J([.\j[JL]- s([.\j[JL])) ~ 

= r/J(Pl([.\j[JLI))- r/J(s([.\j[JL])) = :LJ[r;jjj[p;]j 
i E/ 

onde I é um conjunto ndeqwuio d1• índices e [r;][p;] são tab/eaux standllrd. Fsln l"I'J>l'I'SI'lltnç-iw 1; 

única e temos 
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para todo i E I. 

Demonstrnçiio. Temos da d<'finição das relações de retificação (ver A.G.l) que Pl([>.] [p]) =--o 

s([>.][ft]) + L;Ef[r;][p;] onde f é um conjunto adequado de índices e [r;][p;] são stanclard. E como 
já foi lembrado, n- m- 1 :::; 7' implica que 1·s(T) = s(T) para todo tableau T. As igualdades (G) 
decorrem diretamente destes dois fatos. Agora, por 1.1.5, temos que 

Seja g = max;{ina([[T;][I[p;][)}, digamos g = ina(lholl[[p; 0 JI). Então g é um monórnio de 
.P(G[>.J[pJ)- De fato, se g não aparece em r/.>(C[>.][1,1), então é porque foi anulado por algummonómio 
de algum lhJI[[pk][, k i io. Mas neste caso ter-se-ia g <a ina([[Tk][[[pkll), ahsmdo. Logo ternos 
que 

para todo i E I. D 

Para trabalhar com as relações (i) de L3.1 vamos estabelecer algumas notações. Dados k, l 
inteiros e[>.] = [>.1, ... , Àm] E I<[A(m, n)] tais que 1 :::; k:::; me Àk-1 < l < Àk, definimos, para 
j E {1, ... ,m} \ {k}, 

e 

. { X>.i+(k-1) 1.[À1, ... , Àj-1> Àj+l> ... , Àk-b l, Àk, Àk+b ... , Àm], se .i :S k- 2 

F/,k,[>.]= X>.k_ 1 +(k-1)r[À1, ... ,Àk-2,l,Àk,Àk+l, ... ,Àm], se .i=k-1 

X>.i+(k-1) 1 .[>.~, ... ,Àk-t,l,Àk,··· ,Àj-t,Àj-t-b··· ,Àm], se k+ 1 :S.i :Sm 

Denotaremos 

e 
. <P(F/,k,[>.J) 

Jf,k,[>.] = t = :l:>.j+(k-l)r[[>.1,··· ,Àj-I,Àj+l,··· ,l,Àk,Àkt1 1 ••• ,Àm][ 

Observamos que Fz,k,[>.J e F/k,[>.J são elementos de J( [X, A (rn, n )] e que hk,j>.J e J/,k,[>.J são seus 
valores em J( [X] quando suhst.it.uimos os colchetes pelos seus respectivos menores de X. 

Notamos que o lema seguinte vale para todos os valores de m, n e 7', com 2 :::; rn < n. 

Lema 111.3.2. Seguindo a notação acima, 

m 

(7) '""" E
3
k. fz3,.k,['J fl,k,[>.] = ~ A 

i=l,Nk 

onde 
Ej = { (-1)~+k+l, se 1 :S.i:::; k-1 

k (-l)J+k, se k + 1:::; .i:::; m 

Além disso 

para todo .i E {1, ... , m} \ {k} 

Demonstração. Para demonstrar a igualdade (7), construímos a matriz X k com rn + 1 linhas 
e n colunas de forma que a sua primeira linha seja a linha k de X, e o restante seja a própria 
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matriz X, ou seja, 

:l: 1·1 (k~ 1 )r .1:2+(k-l )r 

:l:l ;1:2 

.l:Hr· .r2+r· 

:r 1 +2r· .1:2+2r· 

xk ~ .. 

:l:J.I(k l)r ;C2i(k-1Jr· 

a:, 1 (k··l )r 
,'];1l 

.ru·lr· 

a:.,+2r 

:l:n 1 (m.·~ I )r· 

Seja f.L o menor de Xk formado p<'las colunas >q, ... ,Àk-J,l,>.k,··· ,>.,. Ao d<'fWllvolver JI 

pela sua primeira linha encont.ramos 

k-2 

-~(l).i+l .. 11' \ \ \ l' '11 Jl- ~- .t>._;+(k·· l)r· "I··· "j~l"j+l · · · "k-1 "k · · · "m I 
j=L 

+ ( -l)k :r >-• J+(k·~ l)rl [>.t · · · Àk~~2l Àk · · · Àm][+ 

+ (-l)k+l J:l+(k-l)r[[Àt ... Àk-IÀkÀk+l· · · Àm][+ 

+ ( -l)k~\ 2 
X >-d(k-l)r[ [>.1 · · · Àk-ll Àk+l · · · Àm] I+ 

+ 2: ( -l)j+
2 XÀ_;+(k~~l)r·[[>.l · · · Àk-Jl Àk · · · Àj-IÀj+ 1 · · · Àur[[ O 

j=k+l 

Fazendo as suhst.ituic;ões adequadas, encontramos (7). 
Usando o mesmo argumm1to de JJT.:t 1, para mostrar as desigualdad<'S dos moJJónlios i11idais 

basta mostrar que 

ina(Jl,k,[ÀJ) =I ina(JJ,k,[ÀJ) 

para i -=/ j, com i, j E { 1, ... , m} \ { k }. Fixemos _j < i. Temos dois casos: 

e 

Caso 1: j < i < k ou j < k < i 

Neste caso temos que 

onde 

a= XÀ 1 XÀ 2 +r · · · XÀJ-t+(j-2)r 

e b, b1 são monômios em [([X] adequados. 
Como k -1 > j -1 >.i -2 e Àj > Àj-l então Àj + (k -1)r > Àj-l ·I (j -2)r, donde 

xÀj+(k-l)r <a xÀJ-t+(j-2)r· Também temos que, como Ài > Àj, então Ài + (k-l)1· > ÀJ I (.i -l)1· 

e xÀ,+(k-l)r <a xÀJ+(J-l)r· Ao reescrevermos mi e ffij com as variáveis em ordem decrescente, 
t I d I - ~ • '"["] emos mi = at:Yc em;= axÀJH.i-l)r·c on e a, c e c sao mononuos em 1\ ·' e n = a:>.J+(k· .. J),. 
ou a = .1:ÀJ+d·(J-l)r'" Porém, qualquer que seja a, é fácil de ver que n <a :r>-; 1 (:i l)r·· donde 
mi =I mi. 

Caso 2: k < j < i 
Neste caso temos 
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e 

onde 

e 

IJ = ;z:À;+2+(i+l)r · · · X>.,,+(m-l)r 

Como Ài < ÀH-1• Àj < Ài e k < i então Ài + (k- 1)r < Ài+I + ir e Àj + (k- l)1· < 
Ài +(i- 1)1·, donde ao reescrevermos m; e mj com a variáveis em ordem decTc•scmJt.e encontramos 

. - I bl -- 11 bl ...) I 11 bl - A • ,, 

m 1 - a X>.;+(i-1)r· em; -- a o onue a, a e sao monomws em ·" e o == '">.; .. t+(i-l)r· 

ou o = X>.;+(k-1)r· De qualquer forma temos o =I X>.;+(i-l)r donde podPmos concluir que 
mi =I mj. O 

Teorema III.3.3. Se n - m - 1 :::;: r temos: 
(i) X U 111 t forma uma ba;;;e de Sagbi para a álgebra de Rees f( [X, 11{1] mm rc>.<>peit.o à ordem 

<a'· Em particular ina'(K[X, 1111]) = K[X, ina(111)t]. 

(ii) 111 forma uma base de .'h1gbi pam a f( -álgebra K[M] com respeito à ordem HW!lomia/ <a­
Em particular ina(K[Af]) = K[ina(M)]. 

Demonstração. (i) Nas notações estabelecidas acima, os binômios G[>-Jii•l e Fl.k.[>.) geram o ideal 
kerW, que é o ideal de apresentação de K[X, ina{llf)t]. Pelos lemas IIJ.:U c 111.3.2 concluímos 
que estes geradores satisfazem ás condições de A.4.14, e portanto temos o desejado. 

(ii) Os binômios G [>-JIJ-Ll geram kel'1/J, que é o ideal de apresentação de f( fina ( 1\f )], e por JII.3.1 
vê-se que satisfazem ao critério A.4.14. O 

(8) 

Corolário III.3.4. Se n- m- 1 :::;: r temos: 
(i) Os polinômios 

m 

Ft,k,[>.)- L: c{F/,k,[>.) E K[X, A(m, n)J 
j=l,jf-k 

onde 
se1:S:j:S:k-1 

sek+1:S:j:S:m 

e l, k, [.\] percorrem todos os valores possíveis tais que 1 :::;: k :::;: m e 1 :::;: .\ 1 < ... < Àk-I < l < 
Àk < ... < Àm; e 

(9) [.XJ[J-t]- Pl([.\J[J-L]) E K[A(m, n)J 

onde [.\][Jt] são 2-tableaux não-standard de f( [A(rn, n )], formam uma base de Gn')IJlJer para ker <(1 

em relação à ordem <r' (definida em 1.3.2), e inr' (ker ci>) = inr' (ker w). Em parUcular, in r' (ker <I1) 
é gerado pelo.<> monômios que aparecem à esquerda nas expressões (8) e (9). 

(ii) Os polinômios (9) formam uma base de Grõbner para ker rjJ em relação à ord<"m <r (definida 
em !.2.5), e inr(kerrjJ) = inr(ken/J). Em particular, inr(kerrjJ) é gerado pc>/os monômios (]li<' 

aparecem à esquerda nas expressões (9). 

Demonstração. É conseqüência dos teoremas III.3.2, !.2.7, !.3.2, e de A.5.2. O 

Da teoria geral de bases de SAGBI, podemos tirar algumas conclusões para as álgebras 
cataléticas quando n - m - 1 :S: r. 

Proposição III.3.6. Se n- m- 1 :::;: r então as álgebras K[M] e K[X, Mt] são domínios 
normais de Cohc>n-Macaulay. 

Demonstração. Como por IIT.l.4 as álgebras K[ina(111)] e f{ [X, ina(M)t] são domínios normais 
e de Cohen-Macaulay, e como 111 e XU111t são bases de SABGI em relação às respectivas álgebras, 
por A.5.3 concluímos o desejado. O 
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Proposição III.3.7. S('Ja n(K[M]) o a-invariante de K[l\f]. S(' n- m- I ~ 1· l'llfi'lo 

a(K[M]) = -n 

e 
diiii /\IM] 'm(n- m) + 1. 

Demonslnu:rio. Como M {• hasc> <i<> SACOJ para K[lii]. <>.stm; fatos sfto <'Oils<>qiii•Jwia dP ITT.2.1, 
III.2.2 c A.5A. D 

Agora seja J o idml de> K[X[ gerado por M. Para cada inteiro positivo .i s<>ja 

1U.i {!LJJL:l ... JLJ onde /Li são menores múximos d<• X} 

Seja ina(Mi) = {ina(JL) para JL E Jl'f.i}. 
Uma conseqüência importante do teorema JII.:l.3 é a seguinte 

Proposição III.3.8. Se n - 1n - I :S: 7', M i forma uma basP de <:riilnH'r pam J:i para t,udu 

j E Nem rdac;iio it orrf('m <a adotada em K[X]. Em partirular, ina(Ji) -cc illa(JF para todo 

j E N 

Demonstmr;iio. Para cada inteiro positivo .i temos o homomorfismo 

!;j: Ji --+ K[X, Mt] 

L ad; f----> L ad;ti 

onde a; E K[X] c /; E 11f.i. É fácil de ver que para cada f E J.i, irla(f)t.i = ina'(~i(f)). 
Como X U Mt é hase de SAC:BT de K[X, Mt], concluímos que ina(f) c= llJIJ onde a E ·/\.[X] 
e JLJ E ina(M·i). Logo ina(J.i) é gerado por ina(Mi), c portanto .t.t.i {• hasP <i<' Cri)])Jwr para 
rJ. o 

O result.ado acima já foi demonstrado para matrizes genéricas, e com ordens diagonais genéri­
cas, por A. Com~a em [C]. Ernhora aqui tenhamos usado uma ordem específica. pode-sC' v<~rifkar 
que todos os argumentm.; usam apenas o fato da ordem <a ser diagonal. Portanto este resnltmlo 
vale também se a ordem for nma ordem diagonal genérica. Na verdade. ITI.:t8 ó <'qnivakllt<' ao 
fato de que M é base de SAC:BI para K[M], como se pode ver em [C]. 



APÊNDICE A 

PRELIMINARES 

Para facilidade de referência apresentaremos neste apêndice os conceitos búsicos, definições 
e resultados mais importantes sobre os vários tópicos da teoria geral utilit~ados neste trabalho. 
Como uma regra geral, X denot.arú um conjunto de indeterminadas a; I. ... , x 111 (sobre o anel base 
em questão). Se c oc· (e I, ... , c111J for uma m-upla, então xc = x~ 1 

••• a:~,~~- Letras em negrito 
denotarão nplas de elementos, e potências de uplas serão denotadas como para X. 

1. Anéis de Cohen-Macaulay 

Definiremos nesta seção anéis de Cohen-Macaulay e anéis graduados. Seja R um anel. Dizemos 
que f E R é um elemento R-regular se f g = O => g = O para todo g E R, ou seja, se f não for 
um divisor de zero em R. 

Definição A.l.l. Uma seqüência f= h, ... , fn de elementos em R é chamada de seqüência 
R-regular ou simplesmente R-seqüência se: (i) fi for um elemento R/ (h, ... , fi- 1 )R-regular para 
i= 1, ... ,n;e(ii) R/fRiO. 

Suponhamos agora R noetheriano e seja I um ideal de R com I i R. Se f= h, ... , fn é uma 
R-seqüência com fi E I, então a seqüência (h) C (h, h) C ... C (h, ... , fn) é estritamente 
crescente. Portanto, como R é noetheriano, esta seqüência pode ser extendida a uma R-seqüência 
maximal em I. Temos o teorema (BH, 1.2.5] 

Teorema A.1.2. Sejam R anel noetheriano, e I um ideal de R tal que I i R. Então todas 
as R-seqüências maximais em I possuem o mesmo comprimento. Se n for tal comprimento, pode 
ser calculado por 

n = min {i: Extk(R/ I, R) i O} 
Então a seguinte definição faz sentido: 

Definição A.1.3. Sejam R anel noetheriano e I um ideal de R tal que I i R. O comprimento 
comum das R-seqüências maximais em I é chamado de I -profundidade, e será denotado por 
prof1 (R). Se I= R definimos prof1 (R) = oo. 

Uma situação especial ocorre com freqüência: 

Definição A.1.4. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Então pro f m (R) é chamado 
simplesmente de profundidade de R, e é denotado por prof(R). 

R-seqüências e profundidade são importantes objetos algébricos. Uma propriedade marcante 
é dada por (BH, 1.2.12]: 

Proposição A.1.5. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Toda R-seqüência em m é parte 
de um sistema de parâmetros de R. Em particular, prof(R) ::; dim R. 

Lembramos que uma seqüência h, ... , fs de elementos de R é um sistema de parâmetros de R 
se sé o menor inteiro tal que Sup(R/(h, ... ,f8 )R) = {m}, onde Sup(R) :={pER, p primo tal 
que Rp i O} é o suporte de R. Se prof(R) = dim R, então R recebe uma nomeclatura especial: 

Definição A.1.6. Seja R um anel noetheriano local. R é chamado de anel de Cohen-Macaulay 
se prof(R) = dim(R). 

Em geral, se R for um anel noetheriano arbitrário, então R é um anel de Cohen-Macaulay se 
Rm for um anel de Cohen-Macaulay para todo ideal maximal mE Sup(R). 

Em um anel de Cohen-Macaulay a I-profundidade fica completamente determinada pela di­
mensão (BH, 2.1.2]: 
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Teoretna A.l.7. Sr:in111 (lt.m) 11111 a11Pi ri<' Colwll-~\/ar·a1day lor·;t/ ,. f 
S<''Jiit>ncia t'/11 m. /•,'111 iio: 

(a) dim R/'p = prof(R) Y 'p E Ass(R); 
(b) prof1(R) = dim R- dim R/ TR pnra todo ideal T C m; 
(c) f é uma R-sPqiifinria sP P só se dim R/fR = dim R- r; 

,r, ..... f,. 1!111<1 

( d) f é uma R-seqiif>nria se P só se for partP dP um sistt"ma de pariinwlros r/r• I?. 

Lembramos q11P .\ss(R) (.o conj11nt.o dos prim.os o8snriodn8 <k R. P qw• 11111 irkal prin10 P dP 
R é dito as8or·iorlo a [( sp p (O): f para alg11111 O/ f E H. 

A propriPcla<k dt• S<'l' ( 'olH'll-l\lacanlay (> est <Í.vd <'111 rdat:iio it t•stwdali:t,;uJto r· ;, lof'ali:t,ar:;'io 
[BlL 2. t.:lj: 

Teore1na A.1.8. St:jn [( 11111 IIIWI11ot•IIJ<'rimw. 

(a) Suponha rJllf' f sr•Ja ll111il f{-s<'rJl'ir>neia. l•J11tiio f(jf[( <; ( 'olwii-;\];H';flllny. () l'f'f"lJll'or·o 1; 

\'PI'dlli/I'ÍI'CJ SI' I( fi!l· /or·a/. 
(b) Sl!pon/w 'flll' /( sl'jil ( 'ol!l'll-Ainnmlay. l-.'11tiio pam f"ilda r·o11}11111o 111lilfiJ•li•·;tiÍI'illll1'lll1' 

fcdwdo S' 1'111 H. 1(8 lmlll>t>w SI'I'IÍ (:1)]!1'11-Ma(':tlllily. I•Jm parlit·u/ar. Hp 1; ( '1)/ll'll· \/;wnlllay /l;tm 

todo p E Sp<•c( f?). St" f{ P / O. enliio 

pro f( f? P) - pro f P (h') e dim R "·' dim R P I dim f{ j'p. 

Corolário A.l.9. [Bil. 2.1 A] Seja f{ um mwl d<' CoiH'II-1\J;wmz/ny. t' f I f( lllll idr•al. /•.'11/iio 

pro f 1 (17) aH(f) e, SI' H (;,,. Iom/, alt( I) I dim H/ I --, dim R (onde ali. indír-a a n/lum rio ideal). 

Di~-se qw• 11111 idPal f f. pm·o se os i<knis primos associados <I<' f{ /f f <'lll I o <los 11 IIII'SIIIH ai I nra. 
Maca11lay mostrou <'lll l!J](i qm• um ideal I-"' (fi, ... , f,) de alt.ura 11 <'111 u111 anPI dP polinonlios 
sobre um corpo é pum: e Cohen provou em 1946 o mesmo para anéis locais regulares. Estes fatos 
e o teorema seguinte explicam a nomenclatura "Cohen-Macaulay". 

Teorema A.l.lO. [BH, 2.1.6] Um anelnoPtherimw é Colwn-Mnrallla,Y SI' I' sô SI' todo ideal 
I gerado por alt(J) elementos for puro. 

As álge!Jras est miadas IWSI.t" t.rahalho são todas rilge/Jms gToduodos, mua inq>Ort anl I' dassl' de• 
objetos em úlgehra <·onmt.at.iva. Passaremos agora ao estudo dest.as álgebras. 

Definição A.l.ll. Um anel gmdu.nrlo é mn anel R com mna decomposi<;iw f{ +,, ;.ll; tal 
que R;Hj C H; 1.i para todo i,j E Z. 

Os elem<'nl.os f E R; são chamados homogénP.os (de gTa.u i) ou dP i-fonnos. O ZPro (. 11111 

elemento de grau arbitrário, pois está em t.odos os graus. O grau d<> f f. <l<'not ado por dc•g f. 
Cada elemento f E !{ possui mua única representação f .c L:; f, co1110 so111a de dl'!ll<'lll.os 
homogeneos J; E R;. Os elementos f; são as rom.ponr.ntPs hom.og,Jnms d<' f. !\Jot<•mos q1w Ho (• 
um anel com I E Ro. R(i) denotará o anel graduado com gntduação dada por U(i), H; 1"' 

Dados dois anéis graduados 17 e 8, um homomorfismo rb: Fl----> 8 satisfa:t,<'THio ,!,(H;) C 8; para 
todo i E Z {~ chamado cl<' hmnomrnfismo homogP.neo. 

Seja J mn i<kal de h'. I 6 dito homogêneo se possuir uma gTadmt<:ão I +i' <S f; t ai qnP 
li =· f n [{i. EquiYalent<•lll<'llte, J ó homogeneo se for gerado por <'lelltellf os homop;<'JI('OS <I e /(. 
Se f E f então as <·ompoJwntes homogeneas de f t.amhém pertenePm a f. S<• f for 11111 idPal de 
R não Iwcc•ssariazli<'IÜ<' homogóneo, definimos o ideal gm.duado J • como S<'ndo o idPal gPnt<lo por 
todos os elc~Hwntos homogôm~os de I. É claro que l * é o maior ideal homogón<'o nmt.ido <'111 f. 
Se I for homogêneo então I*=·.= /.Tem-se também que R/ I* herda uma graduação natural de H. 

Uma R-álgebra A é graduada se o for como anel. Se A for gerada, como !1'0-álgehra, pelas 
l-formas, então é chamada de sta.nda1·d. Mais geralmente, se A for uma !70 -{tlgehra gerada por 
elementos de grau positivo, então dizemos que A é uma Ro-álgebra positivamente gmduoda. 

Um anel de polinômios K[,z:I> ... , xnJ é naturalmente graduado pelo grau usual de polinômios. 
As suhálgehras de f( [.r 1 , •.. , .T ,] gemdas por elementos homogêneos siw PXPmplos nnt.urais <1<• 
álgebrm; gradnadas. Se /1 = f( [fi, ... , f~] C f( [x1. ... , ;c,] onde f; são polinômios de nwsmo 
grau, então A pod<' ser considerada uma álgebra standard se tomarmos dPg(f;) 1. 

A cont.rapart<' graduada dos ané>is locais será vista a spguir. 
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Definição A.1.12. Seja R um anel graduado. Um ideal graduado m de R é chamado de 
maximal gmduado se ]{ for o único ideal que contenha m propriamente. R ó chamado de anel 
local graduado se possuir um único ideal maximal graduado. Um anel local graduado R com idcnl 
maximal graduado m será denotado por (R, m). 

Um exemplo de anel local graduado ó o anel de polinômios k[x 1 , ••• , x,] com a graduação 
usual. Neste caso o único idefll maximal graduado é m = (x 1, ... , x 11 ). 

Muitos resultados válidos para anéis locais podem ser transferidos quase que diretamente para 
anéis locais graduados. Por exemplo, temo a seguinte caracterização de anel de Cohen-Macaulay: 

Teorema A.1.13. [HR] Seja R = EBi~oRi um anel graduado positivo, e sejam= R+ seu 
ideal maximal graduado. Então R é CoJJen-MacauJay se e só se Rm for Cohen-Macaulay. 

Não foi possível encontmr uma referência direta para o resultado seguinte, embora seja um 
resultado conhecido. Para maiores detalhes, uma referência é [BH]. 

Teorema A.1.14. Se R ô mwl graduado standard, então R é Colwn-l\1acaulay se e sé se R 
possuir um sistema de parâmetros {fi, ... , fs} ta/ que deg fi = 1 e h, . .. , fs seja uma seqiiência 
R-regular. 

Existem vários critérios para determinar se uma álgebra é ou não de Cohen-Macaulay. Neste 
trabalho usamos um critério de Hochster para anéis de semigrupos. 

Um semigrupo afim G é um semigrupo finitamente gerado tal que para algum n i O seja 
isomorfo a um subsemigrupo de zn contendo O. Seja K um corpo. Denotamos por K [C] o espaço 
vetorial J((G). Se X= x~, ... , Xm, indeterminadas sobre K, então o elemento da base de K[C] 
que corresponda agE C será denotado por XY. Esta notação monomial é usada para lembrar que 
k [C] comporta uma operação de multiplicação natural cuja tábua é dada por X g X g' = X g+g'. 

Por exemplo, k[Z11
] é isomorfo ao anel de polinômios de Laurent k[x~, x! 1

, ... , x 11 , x;;_- 1], onde 
X i corresponde ao i-ésimo elemento da base canônica de zn. Similarmente, k [N11

] é isomorfo a 
k[xl> ... , Xn]. 

Existe um "menor'' grupo H contendo C com a propriedade universal de que todo homomor­
fismo de C para algum grupo seja fatorado através de H. Denotaremos este grupo por ZC pois, 
como podemos considerar C c Z, então H será justamente o submódulo de zn gerado por C. 
Como todo semigrupo afim pode ser mergulhado em zn para algum n, então temos que ZC ~ 7J.,d 
para algum dE N. Nestas condições d é o posto de C. 

Definição A.1.15. Um semigrupo afim C é dito normal se satisfizer a seguinte condição: se 
mz E C para algum z E ZC em E N*, então z E C. 

Teorema A.1.16. [BH, 6.1.4] Sejam C um anel de semigrupo afim e [( um corpo. Então C 
é um semigrupo normal se e só se J( [C] for um anel normal. 

O critério citado a seguir foi demonstrado originalmente por Hochster em [Ho]. Uma outra 
demonstração pode ser encontrada em [BH, 6.3.5]. 

Teorema A.1.17. Sejam C um semigrupo normal e J( um corpo. Então K [C] é um anel de 
Coben-Macaulay. 

2. Funções de Hilbert 

Nesta seção estudaremos uma importante função relacionada com anéis graduados, a função 
de Hilbert. 

A função de Hilbert mede a dimensão da n-ésima parte homogênea de um anel graduado R. 
Suporemos de agora em diante que Ro é um anel local artiniano e que R é uma álgebra standard, 
ou seja, é finitamente gerada sobre Ro por l-formas, isto é, R = Ro[RJ]. O modelo básico em 
mente são os anéis de polinômios sobre um corpo e suas álgebras quocientes. Observamos que 
nestas condições, cada componente Ri pode ser vista como um Ro-módulo finitamente gerado, e 
portanto possuem comprimento l(Ri) finito (como Ro-módulo). 



54 A. PHEl.ll'v!INAHES 

Definição A.2.1. A fnm;úo lllllllÍ'rÍea 11(/l, _): Z- Z dada por /1(/(, i) !(/(,)(·a funç1111 
de [[il/w1'1 df· ll: (' [{ u(l) 2..:nr ": ff(!(, ll )t" {>a sàie de /lil/){•f'l ele /(. 

Uma fnn<:i"w JllllliÍ'rica F : Z- Z i• dita cl<> tipo polinom.iol (d<' gran d) S<' PXist ir 11111 polincnnio 
P(X) E Q[XJ (de gran d) tal q1w F(n) c P(11) para todo 11 »O. C'oliWll<'iona-s<' <Jll<' o polinOinio 
nulo tenha grau -1. A fnnção d<> HilhNt {• d<> tipo polinomial: 

Teorema A.2.2. rnn. '1.l.:l] Seja R R IH' I graduado df' clinwnsiio d. Pu f ;i<) " ( T?' i) (; dt• ( ipo 
polinomial de grau d - 1. 

Uma caract<>rizac;iio elos polinômios ck Q[Y] qne possll!'lll valor<>s i11tc•iros (• dada pdo 

Lema A.2.3. JIHI. ·1.1.'11 St~ja l'(X) E QJX] um poliw)mio d<• grau d- I. :\s St'gllilll.t•s 

conrliçôes siin t''fllintlenl es: 
(a) P(n) E Z para lodo 11 E Z; 
(b) existt'lll iulc•ims a 0 , ...• ILrJ. 1 l.ais (Jllf' 

P(X) 
X+ i cl--.1 ( ) t;a; 'Í • 

Definição A.2.4. O único polinômio Pa(X) E Q[X] para o qual/1(/l, i)· l'n(i) para i::>.> O 
é chamado de poliniim.io de Tfil/Jrrt de R. Escrevemos 

A nml t ip liddncl<' de fl é definida como sendo 

{ 
eo, 

e(R) = l(M), 
se d >O 

se d =O 

A estrutura das séri<>s de Hilbert pode ser melhor visualizada da s<>gnint <' nHuwira: 

Proposição A.2.5. [BH, 4.1.8] Seja R um anel graduado de dimensiio d. Puliio t•xisfc• um 
único elc•menf.o Qu(t) E ZJt,l- 1[ !'Oill Qu(l) i O tal que 

Além disso. se• Q u(t)- L;, h; ti enláo miu{i tais que h;-/ O} é o IllPiliJI' inteiro la/ 'llll' H; /O. 

Proposição A.2.6. [BII. •I.UJ] Sol> as !'OIIdições dP A.2.5, e com Hs 111>1;1~'<-Jes dt• :1.2.·1. \';t/t'III 

as seguintp.c; fônmzla.c.; 

para i= O, ... ,d- 1. :1Ic;m disso, e(R) c= Qa(l). 

Com est.a proposição podemos calcular a multiplicidadP P-(/?) a partir do h-v<>tor. ou s<•ja, 

e( R) o.c Q u(l) = 2::::>;. 

Proposição A.2. 7. [BH. 'tl.lO] Além das /JipótPses de A .2.!1 suponllllliios f mnlu>111 'flll' f( 

seja Collen-Macau/ay. Entáo h; 2: O para todo i. Além disso, e; 2: O para todo i se Rj -- O parn 
todo j <O. 

A seqüência (hi);a da proposição A.2.3 é chamada de h-seqüflnrin. de R (Stnnley). 
Podemos escrever 

onde a ó o grau ela fn11<;iio racional lf R( t ). Est.e número é um import.ant<> invariant <'. 



:' •. ANf.;rs DE STANLBY-REISNE!l 

Definição A.2.8. O grau da func;ão raci01ml Hn(t) é chamado de a-invtz1·innte deU. 

O conceito do a-invariante Hnrge originalmente no estudo de anéiH ele Con~nst.ein. À guiHa de 
informação enunciamos 

Proposição A.2.9. [BH, 3.6.10] Seja (R, m) um anel de Cohen-Macaulay local graduado com 
módulo canônico graduado WR· As seguintes condições são equivalentes: 

(a) R é um anel de Gorenstein; 
(b) WR ';>' R(a) para algum a E Z. 

Neste contexto o a-invariante' de R é dado por [BH, 3.6.11] 

a(T?) ='- min{i E Z tais que (wn/nlu.>u); of O} 

se m for ideal maximal de R (não apenas maximal graduado). A equivalência com a definição 
acima pode ser vist.a <'111 [Bll, 1.3.8]. Detalhes sobre anéis de Gorenstein e módulos canônicos 
podem ser encontrados em [BII], por exemplo. 

Para finalizar esta seção vamos analizar alguns resultados gerais sobre álgebras de Ilees. 

Definição A.2.10. Seja R um anel. Uma filtmção F em R é uma cadeia descendente de 
ideais R = lo :J h :J /2 :J ... tais que I;Ij C Ii+j para todo i, j. Um anel filtrado é um par 
(R, F) onde R é um anel e F uma filtração em R. 

Seja I um ideal de R. O exemplo mais importante de filtração é a filtração I -ádica, na qual 
I; = Ji, e é esta filtração que consideramos neste trabalho. 

Seja R um anel, I C R um ideal e F= (Jik~o a filtração I-ádica. Definimos o anel de Rees 
de R com Tespeito o. I como sendo 

R(I) = ffi;"2_o!iti. 

O anel R(I) pode ser visto como um subanel graduado de R[t]. 

Proposição A.2.11. [BH, 4.4.6] Sejam (R, m) um anel noetheriano local (ou local graduado) 
e I um ideal de R. Então dim R(I) = dim R + 1. 

3. Anéis de Stanley-Reisner 

A "álgebra comutativa combinatória" é um novo ramo da álgebra comutativa criado por 
Hochster e Stanely na década de 70. Os objetos combinatórios considerados são complexos 
simpliciais, aos quais são associados certos objetos algébricos, os anéis de Stanley-Ileisner. O 
invariante mais importante de um complexo simplicial é o seu f-vetor, que pode facilmente ser 
transformado no h-vetor. Saber se um anel de Stanley-Reisner é Cohen-Macaulay (ou Goren­
stein) pode trazer muitas informações sobre o f-vetor do complexo associado, e vice-versa, graças 
a esta conexão entre f-vetor e séries de Hilbert. 

Definição A.3.1. Seja V = { vl> ... , v,J um conjunto finito. Um complexo simplicio.l .6. 
sobre V é uma coleção de subconjuntos de V de forma que F E .6. sempre que F C G para algum 
G E .6., e também {v;} E .6. para i= 1, ... , n. 

Os elementos de .6. são chamados de faces, e a dimensão de uma face F, dim F, é o número 
IFI - 1. A dimensão de um complexo simplicial .6. é dim .6. = max{ dim F tal que F E .6. }. 

Note-se que o conjunto 0 é uma face, cuja dimensão é convencionada como sendo -1. As faces 
de dimensão O e 1 são chamadas de véTtices e lados respectivamente. As faces maximais sob a 
inclusão são as facetas do complexo simplicial. 

Se {FI. ... , Fm} for uma coleção arbitrária de subconjuntos de V, então existe um único 
complexo simplicial minimal, denotado por (F1, ... , Fm), contendo todos os F;. Dizemos que 
este complexo simplicial é gerado por F11 ••• , Fm. Ele consiste de todos os subconjuntos G C V 
que estejam contidos em algum F;. 

Um poset (do inglês, partially ordered set) TI é um conjunto finito dotado de uma ordem parcial. 
Uma cadeia em um poset é um subconjunto onde todos os pares de elementos são comparáveis. 
Uma cadeia C é sntumdo. se para cada u, v E C e w E TI tais que u < w < v então w E C. Se TI 
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for lllll pose> I. o S<'ll r·o·mple:m dl' ordem tl. (ll) {• o conjm1to ck t.odas HS c·ac\Pias cl<• 11. 
tl.(ll) 6 11111 c·oJnpl<•xo simplidal. 

Seja agora 6 lllll c·o•uplexo siluplidal qnalquer <h> diuwnsão d - I 
vérticPs \'. Sc•ja .f, o núnwro d<> faces ck dimensão i rl<' 6. 'I'<'IIIOS .fo 

!(6) · (fo, ft, ... , h 1) 

é chamada de f-vetor de 6. 

;::: O sohn• 11111 !'Oiljnnt.o ele• 

1\" I " f 1 I. .'\ ti-npla 

Definição A.3.2. Seja tl. um romplexo simplicial sohrc o conjunto de v(·rt ices I' {v 1 , ... , 

Vn }, e seja J( um anel. O onPl dP Sto11lP]J- RPisnl'1' do complexo tl. com respPit o a f( {• a 1\' -úlgehra 
homogi•1wa 

1\[6] 

onde I ti é o idPal gerado por todos os IIIOllÓIHÍOs ;r; 1 J:; 2 ••• :~:;. tais q1w { 1' 11 • I.' i,, .... ''i. } rf_ 6. 

Apesar da ddinic;i:io de• a11<'1 de St.anle.v-Hdsner s!'r feita sohre 11111 mwl qnalcpwr. os !'asos 111ais 
importantes acont<'ccm quando f{ é 11111 corpo. 

Note-se que f ti é gPrado por monômios livres de quadrados. Por antro lado. S<' 

for um ideal g<'rado por monomios livres d<' quadrados, eutão 

K[.rJ, ... ,.r 11]/l?' K[6] 

para algum cmupl<'xo simplil'ial 6. 
A correspondi>ucia Ptlt.r<' complexos simpliciais e ideais livn~s de qnadrados é· n•alilmda por 

inclusõe,; reversas: se 6 e 6' são complexos simplkiais sobre o mesmo conjnnto d<' vé•rt Í<'<'S, 
então 6 C 6' {::} I t-.' C I ti· 

A dimensão de um anel de Stanley-Rci,;ner pode ser facilmente determimtda: 

Teorema A.3.3. [BH, 5.1.4] Seja 6 um complexo símplirial e I< u111 mrpo. Enlé'io 

onde a íntcrseç·iio 6 f;omwla sobre l.odas as faceta.c; F de 6, e )Jp denoUt o idc•a/ (pri111o) g(•mdu 
por todos os :1: i tais (/li f' v.; tf. F. Em particular, 

dim K[6] cccc· dim6 + 1. 

Um complexo ,;implidal 6 {~ puro se todas as sua,; facetas posslWIII a llli'HIIIH <lilll<'llsiio: c~ 6 
é um cornplr:z:o de Cohen-Nlarnulay sob1'P [{ se I<[6] for um anel d<' Colwn-!\:lac·;tllla.v. Dir<'lllOS 
que 6 é um comple.To de Cohen-Jv[o.raulay se for um complexo d<' Colwn-1\Iacanlay sohn• algmu 
corpo 

De A.J.G e A.:l.:l conclui-fie qne 

Corolário A.3.4. [BH, !i. Uí] llm comp!Pxo dP Cohen-!Vlacaulay é pllro. 

A relaçiio entre~ o f -vetor <' a série de Ilihert é dada pelo seguintP tc~on'lllH [ B 11. !i. I. 71 
Teorema A.3.5. Sc~ja 6 U111 <:omplexo simplicia.I com f -w•tor (fo .... , f,r 1). 1-.'nlào 

d-l fiti+l 

}[KIAJ(t) = .L: (1- t)Hl' 
t=-1 

De A.2.5 e do teorema acima deduz-se que [BH, 5. 1.8] 
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Lema A.3.6. O f -vPt.or P o h-vetor de um complexo simplicütl ~ dP dimensiio d - 1 esl;iio 
relacionados por 

d 

2:hiti = '2:1i-Iti(1- t)d-i. 
i=O 

Em particular, o h-vetor tem comprimento no máximo d, e para j = O, ... , d, 

e 

Uma importante classe de complexos simpliciais é dada pela seguinte definição. 

Definição A.3. 7. Um complexo simplicial puro~ é chamado de shelln/Jle se as facetas de~ 
puderem ser dispostas numa ordem linear F1. ... , Fm de forma que uma das seguintes condições 
equivalentes seja satisfeita: 

(a) (F;) n (FI, ... , F;-t) é gerado por um conjunto não vazio de faces maximais próprias de 
(F;) para todo i, 2 ::; i ::; m; 

(b) o conjunto {F tais que F E (FI, ... , F;), F tJ (F11 ... , F;- I)} reduz-se a um único elemento 
minimal para todo i, 2 ::; i ::; m; 

(c) para todo i, j, 1::; j <i::; m existe algum v E F;\ Fj e algum k E {1, ... ,i- 1} com 
F;\ Fk ={v}. 

Uma ordem linear das facetas que satisfaça uma das condições equivalentes (a), (b) ou (c) é 
chamada de um shelling para ~-

Para a demonstração da equivalência das três condições da definição acima ver [I3H, 5.1.11] 
Vamos introduzir mais algumas definições relacionadas a posets. Um poset finito é limitado se 

ele possuir um menor e um maior elementos, denotados por Ô e L Um poset é puro se todas as 
cadeias tiverem o mesmo comprimento, e é graduado se for limitado e puro. É simples verificar que 
todas cadeias saturadas entre dois elementos comparáveis dados de um poset graduado possuem 
o mesmo comprimento. 

Sejam Il um poset graduado e v E Il. O posto de v, denotado por posto( v), é definido como 
sendo o comprimento comum de todas as cadeias saturadas entre Ô e v. O comprimento de Il é 
o posto de i. Sejam u, v E Il; dizemos que v cobre u seu < v e não existir nenhum elemento de 
Il entre U e V. 0 poset Il é localmente super semimodular se sempre que VI e 112 cobrirem U e 
VI' V2 < v para algum v E rr, então existir t E rr, t ::; v, tal que t cubra VI e V2-

o teorema seguinte é um teorema essencialmente combinatório, e sua demonstração pode ser 
vista em [BH, 5.1.12]. 

Teorema A.3.8. O complexo de ordem de um poset limitado, localmente super semimodular 
é shellable. 

Teorema A.3.9. [BT-1, 5.1.13] Sobre qualquer corpo, um complexo simp/icial slwllable é de 
Cohen-Macaulay. 

A propriedade de um complexo ser shellable permite calcular o h-vetor do respectivo anel de 
Stanley-Rcisner a partir da estrutura das facetas. 

Corolário A.3.10. [BH, 5.1.14] Seja~ um complexo simplicial shellable de dimensão d- 1, 
com shelling FI, ... , Fm. Para j = 2, ... , m, seja 

1t(FJ) = { u E Fj/3 faceta Fk com k < j tal que Fj \ Fk = {u} }· 

Tomamos rj = l7t(Fj)l e ri= O. Então 

h;= l{j tais que rj = i}l para i = O, ... , d. 

Em particular, os números rj não dependem do shelling, a menos de ordem. 
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4. Bases de Grõbner e Bases de SAGBI 

NeRLH S<'<:ftO H in<licarit nm ;mel lf [\.[.c 1, ... , .c 11 ] mule /\. i• 11111 <'<>rpo. Dois t.ipos <k olJj<>l os 
reladona<los <'Olll r~ são <'<'ltt.mis <'111 úlg0bra conmt.ativn: í<lc~aís <~ snbfdgPbras. \lí•l o dos <·omp11t a­
cionais para n•solv<>r <pwstões sobre <>stes dois objetos são bmwaclos <'111 <>slr111.11ras anidogas: bas<'s 

de CriilHwr para icknis <' has<'s <lP S:\C:Bf para álgebras. S/\C:BI {• 1111111 sigln pnm Sulllll.qdn·" 
Analog lo G n'ib7lf''l' Bosís <' s11a <'OlJSI.r11çiío foi i11spirada nos niÍ•I o dos d<' 1111dth<•rg<'r para bas<'s 
de Grohlt<'r. !'01110 se V<'l'Ú. 

Os quatro pontos húsicos da t Poria coJtstntt.íva de~ Buchlwrger são: 

• ordem monornial 

• redução 

• teste se um conjunto f. uma hase dP Crobner 

• constrw;ão d<> mna has<> d<' C:rolmPr a partir dP 11m C'011j11nto 

A teoria das has<•s de SA C:B I possui pontos sirnilarPs. 
Denotaremos X -~' ;r, I, ••• , ;1: 11 • Dado uma n-upla a c.- (ai, ... , a 11 ) <l<' intPiros positivos. X" 

x~ 1 
••• x~~" {~um monóntio. Um /J'1'UW de H{> um produto da fonna ILJl ond<' 11 E/\'<' Ji X". O 

grau de um t<>rmo f CC uxa. d<>notado por deg(f), é definido por d<'g(f) (/.J I 11'2 I ... la". 

Definição A.4.1. Uma ordem monomial em R é 11ma orclnm total > dos mono111ios <I<• f( t.nl 

que se m1o m2 e p são monômios de R então m 1 > m2 implica que pm 1 > Jl1112 > 1112. 

Estendemos o conceito df' ordem rnonomial para termos d<' maneira nat.11ml: s<> u. v E 1\ e 111. 

n E R são monómios. então um > vn se c só se rn > n. 

Se > é uma ord<'rn monomial mn R, então para qualqu<"r f E R, definimos o /ermo ínir·íol dr 

f, denotado por i11> (f), como sendo o maior termo de f na ord<'m >. SP I E ll for 11111 id<>al. 
in> (I) indicará o ideal gerado p<'los termos iniciais de todos os monómios rl<> r. S<> !I c R for 
uma subúlgehra, Íll> (/I) dcmotar{t a subálgehra de R gerada por todos os tem1os iniciais d<' todos 
os elementos de /\. 

Existem várias onl<'IIS monomiais dif<'rentes. CitaremoH as mais important<'s. Snpon•n•os 
sempre que x1 > ;1:2 > ... >;c,. 

Ordem lexicográfica. xa > le.-r Xb se e só se a; > b; para o primeiro índice i tal qw· 
a; =1- b;. 

Ordem lexicográfica homogênea. xa >hlex xb se deg(Xa) > deg(.'; 1') ou S(' d<'g(X") -
deg(Xb) e xa >lea: Xb na ordem lexicográfica. 

Ordem lexicográfica reversa homogênea. xa >,.1<"" xb se dC>g(X") > <l<'g(XIJ) 011 Hü 

deg(Xa) = deg(Xb) f' a; < b; para o último índice tal que a; i b;. 

Lembraremos agora algunH asp<~ctos de bases de Crobner, e em sPguida ven•nJos algnns aspectos 
de bases de SAGBI. 

Definição A.4.2. Seja r C R um ideal. Um conjunto (finito) 8 {y 1, ... , .1ft} c I <· 
uma base dl' Grolmer para f com respeito a uma ordem monomial rr <~lll ll s<~ o conj11nto 
{ina(gi), ... , ina(9t)} gera ina(/). 

Os resultados seguintes mostram algumas das aplicações ma iH úteis <la teoria <l<' has<>s de 
Grobner de 11111 ideal. 

Lema A.4.3. [E. l!UíJ Se r c J siio idmis d<> R., e in(T) -=-,in(.!), entilo I .1. 

Teoretna A.4.4. Sc:jn I C H 11m id<>al. Para q11alquer ordPm monomia/ < <•m f( o c·onjllnl.u 

B dos monômios llilO contidos em in(!) forma unw base para o J{ -espaço velt II'Íill R /I. 

Corolário A.4.5. [BH, 'l.2A] Nas condiç·ôes do teorema anterior, R/ f I' f{ /in (!) JWSSilf'IIJ a 
mesma função ri<> llillH'rt. 

Muito já foi escrito sobre bases de Grobner: portanto não entrarPmos <'111 maiorPs <l<'l.nlhes 
sobre este assunto. 
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Para o estudo de bases de SAGBI vamos estabeler algumas notações. Seja I? como acima. 
Dada uma função R : R --+ N definimos o suporte de E como sendo sup E = { 1· E R : E (r) i O}. 

Uma funçiio expoente de R em N é uma função com suporte finito. Se E for uma função expoente 
de R, então definimos 

onde T é qualquer subconjunto finito de R contendo o suporte de E. Para qualquer conjunto 
SE R contendo o suporte de E definimos sE analogamente, e definimos P P(S) = {SE V função 
expoente E tal que sup E C S}. 

Definiremos agora o processo de redução de SA G BI de um elemento de R sobre um subconjunto 
de R. Este processo é fundamental para a construção algorítmica da base de SAGBI. Para evitar 
usar o nome redução de SAGBI chamaremos este processo de subdução (do inglês,subduction: 
subalgebra reduction). 

Subdução A.4.6. [RS, 1.5] Suponha-se b E R :J S, R com a ordem monomíal fixada. A 
subdução de b sobre 8 é realizada da seguinte forma: 

(i) Seja bo = b. 

(íi) Se bi E S, termina. 

(íii) Sein(bi) E;tin(PP(S)) = PP(in(S)), termina. 

(i v) Se o processo não parou nos dois passos anteriores, então implica que bi E;t [(. Logo 
in(bi) 'f 1 e in(bi) E in(PP(S)) = PP(in(S)). Então o próximo passo faz sentido. 

(v) SUBDUÇÃO: Existe uma função expoente Ei de S com in(bi) = in(SE•). Seja bi+I 

bi - 'YisE, onde 'Yi E [( é escolhido tal que bi e 'YisE, tenham o mesmo termo líder. 

(vi) Pela escolha de 'Yi ou bi+ 1 =O ou in(bi+I) < in(bi)· 

(vii) Retorna a (íí). 

Dizemos que bi é o i-ésimo subductum de b sobre S. 

Lema A.4.7. [RS, 1.10] Suponha que b E R :J S e suponha que b possua um k-ésimo 
subductum bk sobre S. Então 

(a) 

(b) 
in(SEk-1) 

li 
in(h-d 

< in(SEk-2) 

li 
in(bk-2) 

e in(bk) < in(bk-d se bk i O. 

k-l 

b = bk + L 'Yis<E;) 

i=O 

< < in(SE1) 

li 
in(bi) 

(c) Se O i f.1 E [( então f.tb subduz a f.lbk. 

< in(sEo) 

11 

in(bo) 

(d) Se S pertence a uma subálgebra B de R então b E B se e só se bk E B. 

(e) O algoritmo A.1.6 sempre termina. 

in(b) 

Dada uma subálgebra A c R, seja in(A) a [( -subálgebra de R gerada pelos monômios iniciais 
in(a), a E A. Chamamos in(A) a álgebra inicial de A. Dado um subconjunto S C R não vaílio, 
denotamos por in(S) o conjunto dos monômios iniciais dos elementos de S. 

Definição A.4.8. Se B C A é tal que in( A)= K[in(B)] então B é uma base de SA GBI para 
A em relação à ordem fixada em R. 
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Proposição A.4.9. [H.S, 1.1 íi] Supon/1a (]llf' b E R :J S' P f!' li' 8 s1~ia lllllit h;tsr• t/t• S:\C: H/ 
para uma .c;uh;í/ppl>ra H clr• !{. Suponha qm• uma suhduçiio de I> sol>n• S lt•nnilll' r·o111 r· r'UIIIII 

subductmn final. Enti'io 

(a) h E n SI'(' srí se• ('E /\. 

(h) 8 gem as!lhálgelmt H. 

É claro qne tocla snhúlpphra possni nma base ck S.'\CBI: a prúpria snh:ílgPhra f'nn<"iona c·o1no 
uma. T:HHhé>lll (• ponco provúvP] qtw nma h:tsP dP S.'\C:BI sPja única. :'\o c·ont r:írio elas hasc•s 
de Crohner. nma hasP dP SAC:BJ nem sempre é finit.a, IIPlll ll!PSIIIO sP a úlgc•hra fill· finitanwnt<' 
gerada. Existem indnsivP C'X<'lllplos dP úlppbras finitanwnt.P gPradaR para as cpwis n:-to 1.• possÍ\'<•1 
encontrar haRP de SAGBT finita (vPr [RS, 1.20]). 

Vamos agora vpr os critérios para existência de bases de S/\GBL 

Proposição A.4.10. [RS. 2.:1] SPja 8 c R I' seja R uma suhá/gl"hra de• n gt'l'il<iH P"l' 8. 
Então .c;iio equiva/Pntes: 

(a) S c> uma lmse de S':\CBI. 

(b) 1hda suhdw;iio solm• S' dr• pfenwnt.os c/(• n \ [{ t;ermina em III/1 Pl<•IIWIII f) d(• 1\. 

(c) Cada dPnwnto d<' B \ /\ possui pelo menos uma suhduçúo sohrc• 8 qw• lenniwt r'lll um 
elemento de [(. 

( d) Cada elemento (>m R \ f( pode ser expn•sso na forma L;,~ 1 'Y·i .c:; E. f'om ~li E /\". F, fimç,-J('.'i 
expoentes dP B e l um ronjnnto de índices. 

A teoria de Buchherger possui os .5'-polinõmios. Os poliJ!ÕIIlios que faz<'tll o J><tp<'l daqtwlC's na 
teoria de SACBI são os ti'tP.-à-tPlP. Onde os S'-polinõmios de dois polhtômios f<' !I rc•ladonam as 
expressões st.andard elos restos de f e g, os ti\t.e-à-téte de duas funções expo<'Jlt.es /•.' <' V rPlal'ionaiH 
suhdução por F; com suhduçno por F. 

Dado 11111 t.Prmo f .. nX" E R, com rr E/\, seja c(!)= no qnodicient<• <·onstanl<' cl<• f. 

Definição A.4.11. [H.S, 2A] Sejam R e F funções expoentes de uma snhúlg<'l>nt H ele H. 
O par (R, F) {> mn U-tr;tro-à-ti'tr se iu(BB)/c(in(BE)) =c in(BF)/r·(in(!J 1'')). Est<' valor co­
mum é chamado ele altura. do tde-à-tôte. Para cada t.éte-à-t.éte (/:', !-') sP fl p(!:', !-') 
c(in(BE))/r:(iu(FJ 1'')) E l\ então iu(HE) = pin(BF). Para tal fl I O cleHolalltos '/'(!'.'.F) 
BE- pBF. Note-se que p(F, E) = (1/ p)(E, F). Então T(E, F) = -pT(F, /~'). Analogamente 
define-se o tête-à-tête para um conjunto 8 C R. 

Definição A.4.12. SPja 8 C R. Um conjunto G grm os 8-tête-à-tdes sP í: for \1111 coujnnto 
de S-tête-à-têtes P se para qualquer 8-tête-à-tête (E, F) existir 8-téte-à-tê'tf's (T,;, P; )'s e inteiros 
positivos m;'s tais que para cada i ou (T,.;, P;) E C ou (P;, l,i) E C, e R L; lll ;f,;. 1-' L, n1 ;/{;. 

Teorema A.4.13. [H.S, 2.8] Sejam S um subconjunto de R <' n a rmlllílgl'hra gnwla por s·. 
Seja G um conjunto que p;Pra os S -têt;e-à-ti>tes. Súo equivalentes: 

(a) Sé umn hase de SACHI pnm B. 

(b) Para cachl 8-t,i'tc-à-ti'te (L, R) E G, com T(L. R) /O r•xisl<'lll f'Hil\'1-li'S I'XJlur•nlc•s R.i 's dl' 
S e constantes )...i 's em f( satis/';1zendo 

T(L, R)= I>Js 0
j 

j 

com in(S'G.;) ::::; i11(S'r,) cc i11(S'R) para lodo índice j. 

(c) Para nula8-t(>i,(•-il-ti>te (l,, R) E C, T(L, R) possui pelo menus uma su!Jdw;iio sol>l't' S' (]IH' 

termina em mn dement o de [(. 

(d) Pam cHeia 8-lc't,r•-il-Wt.e (!,R) E G, f;odH suhduçâu dr• T(J,, R) sohrl' S termina 1'111 lllll 

element;o de f(. 

Se no teorema acima S' for fiuito, o critério pode ser repscrito da se~1ti11t.P ntall<'im [CII\', L.J[: 
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Proposição A.4.14. SejaS= { a1, ... , am} um sistema de geradores da subálgebra A E R, 
e seja F = {h, ... , f r} C J( [Y1 , ... , Ym] um sistema de relações binomiais t.ais que se I é o ideal 
gerado por F então 

K[Yl> ... , Ym]/ I!?=! K[in(S)] = K[in(at), ... , in(am)] 

com a sobrf'_jeção dada por Y; r-> in(a;). Nestas condições S é uma basP d(' SAGBI parn A sP P 

só se para .i = 1, ... , r existin'm >.{ E [( tais que 

]j(al> ... , am) = l:::>{av 
v 

com in(av) ::::; in(fj(a1, ... , a,.)) para todo >.{ i O, onde I/ = VI, ... , 1/m é um multi-índice e 
av = a~t ... a~;n. 

O algoritmo para construção de uma base de SAGBI é similar ao algoritmo de Buchberger e 
será descrito a seguir. SejaS um conjunto de geradores, não necessariamente finito, da subálgebra 
B. 

A.4.15- Construção da base de SAGBI. [RS, 3.1] Tomemos So =S. Em uma etapa .i 
procedemos como a seguir: 

(i) Seja G i um conjunto que gera os Srtête-à-têtes. 

(ii) Para cada (L, R) E Gj seja f(L, R) E R um subductum final de T(L, R) sobre Si. Seja Fj 
o subconjunto de R consistindo dos f(L, R) f/ K. 

(iii) Seja Si-t-1 =Si U Fi. 

(i v) Tomemos G 00 = UG i. 

No processo algorítmico acima notemos que Co C G 1 C G2 C ... e que pode ser um processo 
infinito. O problema de determinar os conjuntos geradores dos tête-à-têtes é o passo mais difícil 
aqui, e não será discutido neste trabalho. Referências podem ser encontradas em [RS]. 

Teorema A.4.16. [RS, 3.5] Suponha que S C R e que B seja a subálgebra gerada por S. 
Usando a notação de A.4.15 temos 

(a) G00 é uma base de SAGBI para B. 

(b) Gj é uma base de SAGBI para B se e só se Gj = Gj-t-1· 

5. Estudo de uma Álgebra via sua Álgebra Inicial 

Vamos considerar as notações da seção anterior, ou seja, R= K[xl> ... , xn], A C R é uma 
subálgebra e in(A) é a álgebra inicial de A na ordem monomial adotada em R. 

Proposição A.5.1. [CHV, 2.1] Com as suposições e notações de A.4.14, seja J o mícleo do 
homomorfismo 7/J K[Yl> ... , Ym] --+ A com 7/J(Yi) = ai. Então J é gerado pelos polinômios 
"levantados" 

v 

para j = 1, ... ,r, onde Y = Yl> ... , Ym. 

Este resultado pode ser completado pelo seguinte. 

Proposição A.5.2. [CHV, 2.2] Se, além das suposições de A.5.1, os binômios fi, ... , fr 
formarem uma base de Grolmer para I em uma ordem monomial u' de K [YI, ... , Ym], então 
existe uma ordem monomial u em K[Y1 , ••• , Ym] tal que as equações levantadas F1> ... , Fr 
formam uma base de Grobner para J com respeito a u e ina ( J) = i na' (I). 

Muitas propriedad<>.s de A e in(A) são comuns, e é possível determinar várias propriedades 
de A a partir de in(A ), analogamente ao que é possível na teoria de ideais iniciais e bases de 
Grobner. 
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Proposição A.5.3. JCHV, 2.:~] (a) s(' in (i\) for C'ollf'li-MIWHUlny dt• diiiii'IISiío d I' f ipo f. 

então A será Colwii-MIInlllla.r dt' dinwnsiio d (' Upo::; f. l'Jm parUC'u/ar. -"''in( A) f;,,. C:orl'nsfi'Ín. 
então A também o sf'ni. 

(b) Se in( .1) /(-,. 111mnal. I'IIliio A possuirá singu/arid;11/1'S raciollais S<' /\ f i \'<'r t'nlw·f t•rísf int 
zero; e A Sf'I'IÍ F-nwional se 1\ fil't'r C'arad.erístic:tt positiwt. Em parficulnr. ll~>l'IIJ:tlídild<' dt• in(.·1) 
implic:tt fJlH' /I ,; um clornínio non111.1/ d(' C'olw11-klaemz/ny. 

Suponhamos agora qnf' .1\ sc>ja g<•rada por polillóiuios hoiuog<'llc>Os de> /(. :'\psfas <·on<li<:ÕI's .c\ 
e in(A) são K-úlgc•hras posit.ivam<'nl.<' gnt<lnadas. SPja A +j 0 .1;. D<'llOI<'IIIOs por in(.1,) o 

J( -espaço v<'lorial gPra<lo p<•los PIPIIlPllf.os i11(11), a E .1 i· 1;: claro f[ll<' c•s1 <' <'spa<:o vl'lorial possui 
dimensão fi11it.a. Seja111 a,, ... , tL 8 E .1; tai~-; <pw {ill(I!J), ... , in( a_.)} sc•ja 11111a hasc• para in(:'l;). 
Então {a 1 , ... ,a,,} forma llllla /\'-has<> para/\;. 'lhn-se ]CIIV. 2.·1] 

Proposição A.5.4. Sl!po111ut rpzP A Sf>.itt gPmda por polinômios /Jornopille~>s. Fntiio 

e as funções df' Tfill>Prt de .1 <' in(A) são igunis. 

Corolário A.5.5. ]CHV, 2.5] Suponha fJZW A possua uma l>asP de .'!:\C Bl fi11ita c·o11sist inclo 
de elementos de mesmo grau. Normaliíl;mdo ns graduaçôes de ,1 e clC' in(:'\) podemos supor r]ll<' 

ambas são álgd)raS standard. Entiio amlms possuem o mesmo h-vetor. Em partir'u/ar, 

e(A) '" e(in(A)) e a(A) ""' a(in(.4)) 

onde e() é a multip/il'idade <'a() o a-invariante. 

Finalizaremos esta seção com algumas observações sohre álgehraH dP ltP<'H. Sc•ja 

L= (a!, ... , <lm) C R 

um ideal. Seja m o ideal maximal graduado de R, on seja, m '-~ (a: 1, ... , ;r,). T .PmhramoH que a 
álgebra do Rees de[, ó R(J.)- R]U.] ~,, ffi;:;>oJ.ili C R[l]. A filwa Pspr,riol de R(/.) é• R(f,)jm"R(!.). 
Consideramos o epimorfismo 

<f>: R[TJ. ... , Tw] _. 'R(L) '--= R]cqt, ... , a,11 1] 

O ideal J = ker</> ó homogêneo, e denotaremos por .l; sua componente de gn-111 i. O 'JY•/aUon tmw 
r(L) de L é definido como sendo o mínimo dos inteiros r tais que J == EBb 1.!;1?]7']. [, {• dito de 
tipo linear se r(L) = 1. Se T. for gerado por elementos de mesmo gran f. d;;ro qm• a rihra especial 
de 'R(L) pode ser identificada com a snbálgebra K[a 1 , ... , a,11 ] C R, caso <'111 qm• po<leiHos aplicar 
técnicas de SA C: l3T. 

Podemos estender a ordem monomial fixada em R para R[!.]. Por exc~mplo. 111Wl <'Xt<>nsrio 
natural é a seguinte: dados u, v E R e inteiros não negativos i, .i, dizemos qn<> ui' < ut.i se i < .i 
ou se i= j e u < v (na ord<>m em R). 

Lema A.5.6. [CH\', 2.7] Temos que in(L)i C in(!!) para todo i. P 

assim como 
in('R(T.)) = IBi>oin(L i)ti. 

Em parUcnlnr, R(in(L)) ,-_ in('R(!.)) SI' f' só se in(D)i = in(Li) JWra todo i. 

Corolário A.5.7. Suponlw fJl!C in(L)i =in(!}) para 1::; i::; r(in(T.)). Entào in(!. r in(!.') 
para todo i ~ 1, P 7·(!.) ::; 7·(in(L)). Em particular, sf' in(L) for d<' Upo linenr. <'lllíio in(!.)' 
in(Li) para todo i ~ I I' !. sPnÍ de t.ipo linear. 
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6. Anéis Determinantais e Tableaux 

Seja X = (a:;.i) uma m x n-matriz de indeterminadas sobre um anel [(, com 1 ~ i ~ m, 
1 ~ j ~ n, m ~ n. Quando todos os menores de X aparecem em uma K-base de K[X], então 
em geral é impossível que o produto de dois elementos da base esteja sempre na base. Porém o 
comportamento da tábua de multiplicação destes elementos é bem conhecido, e leva à definição 
de uma importante classe de álgebras. Usamos a letra f( para indicar o anel de base para lembrar 
que os exemplos mais importantes são tomados sobre um corpo. 

Definição A.6.1. Seja A uma K-álgebra e seja II C A um poset (ver A.3) com ordem parcial 
~. A é uma álgebra graduada com leis de ?'etificn.ção (em II, solwe J() se: 

(Ho) A = ffi;>oA; for uma K-álgebra graduada tal que Ao= K, e IT consistir de elementos 
homogêneos de grau positivo de forma que A = K[II] como J( -álgebra. 

(H I) Os produtos da forma ~1 ... ~m, com mE N, ~i E rr, e ~I ~ ... ~ ~"'' forem linearmente 
independentes. (Estes produtos são chamados de m.onôm. i os standn.Td.) 

(H2) (Lei de retificação) Para todo par~, v E II de elementos incomparáveis, o produto~~~ 
tiver uma representação 

~v= LaJl./1 

com aJ.L E K \ {0}, e f.1 monômios standard, e de forma que todo f.1 contenha um fator ( E II tal 
que ( ~ ~, (~v. 

A denominação "álgebra com leis de retificação" será abreviada por ALR. 
Na definição adotamos II C A por questões de simplicidade. Mas II deve ser visto formalmente 

como um suconjunto de um anel distinto de A. Dois resultados caracteriímm melhor as ALR: 

Proposição A.6.2. [BV, 4.1] Seja A uma ALR graduada sobre J( em II. Então 
(a) Os monômios standard geram A como J( -módulo, formando assim uma K -ba.se para A. 
(b) Além disso, todo monômio f.1 = 6 ... ~m, Ç; E II, possui uma representação standard na 

qual todo monômio standard contém um fator Ç ~ 6, ... , Çm. 

Proposição A.6.3. [BV, 4.2] Seja A uma ALR graduada sobre J( em II, e Tç, Ç E II uma 
família de indeterminadas sobre J(. Para cada monômio f.1 = 6 ... Çm, Ç; E n, seja TI, = 
Tç1 ••• Tç,.,. Então o núcleo do epimorflsmo 

<p: K[Tç: Ç E II] ---->A 

Tç ~-----> Ç 

é gerado pelos elementos TçTv - L a1,TJ.L representando as relações de reUflcação. 

Agora sejaM o conjunto dos menores máximos de X. Tanto K[M] como K[X] possuem uma 
estrutura de ALR. Nesta seção estudaremos como K [M] se comporta. Discutiremos este caso 
do ponto de vista dos tableaux standaTd de Young, um método que possui importante papel em 
teoria das representações e também é utilizado em outras áreas da matemática. 

Consideramos 

A(m, n) = {[>.] = [>.1, ... , >.m] : 1 ~ .\1 < ... < Àm ~ n} 

o conjunto das m-uplas ordenadas de {1, ... ,n}. Os elementos de A(m,n) são chamados de 
colchetes e podem ser vistos como um conjunto de indeterminadas sobre K. Definimos K[A(m, n )] 
como sendo o anel de polinômios gerado pelos elementos de A(m, n) sobre K. A(m, n) é um poset 
com a ordem parcial [>.] ~ [f.l] se )q ~ /11> ... , Àm ~ f.lm· 

Podemos ver A(m., n) c Nm, onde é claro que Nm possui uma estrutura de poset com ordem 
parcial definida como para A(m., n ). Para cada [>.] E Nm abreviamos 

onde 1r é um elemento do grupo Sl(n) das permutações de {1, ... , n }. 
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DefilJimos mua func:uo CC' : N 111 
--+ Kji\(111, 11 )J d<> fonua qw· w(j.\j) O s1· j.\j possuir dwts 

coordmwdas iguais: <' CC' (1,\]) [,\rrJ S<' t.odas as <·oonl<•Jmdas <l<• j,\J fon'lll dbl in I as I' oud1· 1r >. {· 

a única permutação que coloca as coordenadas de [À] em ordem crescente. 
Dados [À 1], ... , [À k] E i\ (m, n), o monômio T = [À 1 j[À 2] ... [À k] pode ser repr<>sPnt.ado por uma 

matriz 

[ >' 
À1 

>~, l 1 2 
À2 2 2 

T ~ ,=; 
À2 À~ll 

Àk À~, :1 

à qual cJ:IIllOS O 110111<' d<• /n/J/1'1111. S<~ as colunas siio onJ<'lHHlas, OU S<'ja, S<' ,\~ :..:. .\~ :::; ... :::; .\~'', 

ent fio o 1 ahl<'aU (• chanmclo <I<• sl.oruior·d. 
ConsideraJuos o homonwrfi.sJuo de úlgehras 

1/J: K[A(m.n )] -• K[X] 

( 

.C>-.1 

.r >-.1 +r 

[À] f---> det .c.Àd·2r 

.1:).. 1 -+ /m-l)r 

X>-.2 

.C)..2 +r 
X>-.2+2r 

e denotaremos r/,([Àj) .. ·c j[À]j. A imagem de r/J coincide com K[M]. 

:z::,,, ) 
.l'_\,n \7' 

.'C.\m--121• 

:1:>-.,.,+(m Ih· 

Vamos estabelecer mais algumas notações. O com.plernento de uma m-upla [.\] E i\ (111. n) {• 
a única (n- m)-upla [À*] E A(n- m,n) com [À U À*]= [1,2, ... ,n]. Definimos o par (À, À*) 
como sendo a (única) permutação em Sl(n) tal que (À, À *)(>.i)= i e (À, À *)(À j) = m +.i para 
i= 1, 2, ... , m e .i = 1, 2, ... , n- m. 

Sejam sE {1, ... , m }, n E A(s- 1, n), f] E A(m + 1, n) e 1 E A(m- s, n). Definimos o syzygy 
de van der Waer·den [[o~1Jl como sendo o seguinte polinômio quadrático em K[i\(m, n)]: 

(1) [[rt~ll1 = sign(r, r*)w([ni ... Os-1!3r• ... f3r• ])w([/3r1 ••• (Jr li .. ·lm-8]) 
1 ln-~1-s · 

(r ]r: A(s,m+ 1) 

Temos o resultado [BV, 4.4], [S, 3.1.5]: 

Lema A.6.4. {ndttÇÕ<'S dP Plikker) S(:ja [[n~"Yll ramo em (1). Entiio r;',([[nkr]]) == O. 

Lema A.6.5. [BV, 1 .. 5] Seja [a][b] E I<[A(m,n) um tabJeaunãoslandard com ai:::; bi parai= 
1, ... , k e ak+l > h+ I· Tomamos [a]= [a1 ... ak] E A(k, n), [.8] = w([ak-t 1 ... a111 bt ... bk+Ii) E 

A(m + 1,n) e bJ = [bk+2· .. bm] E A(m- k -1,n). Então todos os termos lóljf] i [a]lb] IJHP 
aparecem em [[a~1Jl e tais que cfl([6] [E]) =J O possuem as seguintes propriPdades: 

(i) [6] :::; [a] 

(ii) [6] [é] é um l;ab/enu standard. 

Seja r o conjunto dos tahleaux standard de I<[A(m, n)]. 

Lema A.6.6. [BV, 4.C], [S, 3.1.9] O conjunto cfl(f) E J( [M] é lineannentP i11dependente. 

Observamos que cfl, induz uma bijeção entre A(m, n) eM, e desta identificação é claro queM 
pode ser visto como um poset. Os elementos de M que forem imagem de um tableau standard 
por rjJ serão chamados de monômios standard de M. Com estas identificações temos o 

Teorema A.6.7. [BV, 4.3] K[llf] é uma ALR graduada em 111 sobre[(. 

Um syzygy de van der Waerden [[o~ I]] será chamado de syzygy dt? Tetifira.r;lio se o_,_ 1 < iJs+ 1 

e /3 8 < ll· S<~ja S o conjunto dos syzygies de retificação em J<[i\(m,n)]. Temos [BV, 1.7] 



6. ANÉIS DETERMINANTAIS E TABLEAUX G!í 

Teorema A.6.8. Sc>ja f "= ker 4,. .Então I é w·rado pelos elcnwnt;os df' S. Em pnrUcuhtr, 
K[Af] ~ K[A(m,n)]ji. 

De agora em diantf' seja [{ corpo. Veremos que esta estrutura de A LR para f( [M] permite 
encontrar importantes conexões com a teoria de bases de Grõbner e bases de SAGBI. 

Estabelecemos uma ordem monomial em K[A(m, n)] da seguinte maneira. Ordenamos os 
elementos de A(m,n) lexicograficamente, ou seja, [>.]-< [J.t] se existir um j, 1::; j::; m, tal que 
>.i= J.ti para 1 ::; i::; j -1 e Àj < J.lj· Esta ordem nas indeterminadas induz uma ordem monomial 
reversa lexicográfica em K[A(m, n)], que será também denotada por "-<". 

A ordem monomial "-<" é chamada de ordem tableau pois os monômios de K[A(m., 11 )] podPm 
ser descritos como tableaux, como já foi visto. 

Teorema A.6.9. [S, 3.1. 7] Sc:jam S e I como em A.6.8. Então o conjunt;o S forma uma hnsf' 
de GrolmPr para J com respPito à ordem tablcau. Um tab/eau T é standard Sf' P só se> T (/.in.~ (I). 

Agora consideremos em K[X] a ordem monomial lexicográfica u induúda pda ordem nas 
variáveis .Tij > Xkl se i < k ou i= k e j < l. Um monômio f E K[X] é chamado de diagonal se 
for um produto de diagonais de menores máximos de X, ou seja, se seu grau for divisível por m 
e puder ser escrito na forma 

k 

(2) f= rr (x .xpx .X~2 ... x.x~m) 
i=l 

onde >.i < >.~ < ... < >.~, para i= 1, ... , k. É claro que se T for um tableau, o monômio inicial 
de <P(T) nesta ordem é um monômio diagonal. Os dois lemas seguintes são interessantes por 
mostrarem como as estruturas dos tableaux se comportam sob esta ordem monomial. 

Lema A.6.10. [S, 3.2.6] Seja T = [>. 1][>.2] ... [>.k] um tableau. Então ina(1,(T)) =f como em 
(2). 

Lema A.6.11. [S, 3.2.7] Seja f como em (2). Então existe um único tableau sta.ndard Tt tal 
que ina(<P(Tt)) =f. 

Outro fato importante é o seguinte 

Teorema A.6.12. [S, 3.2.9] O conjunto M dos menores máximos de X forma uma base de 
SAGBI para a álgebra K[M] com respeito à ordem u. 

Este teorema é demonstrado por Sturmfels em [St] usando resultados da teoria de invariantes. 
Outra demonstração usando diretamente os critérios de SAGBI estabelecidos em [RS] está em 
III.3 neste trabalho. Uma outra demonstração é encontrada em [C], como corolário de um 
resultado sobre bases de Grõbner de ideais determinantais. Mas todas estas demonstrações têm 
em comum o fato de usarem fortemente a estrutura de ALR de K[M]. 
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ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

Nest<' <t]H'Itcli<·!' :tpr<'S<'ltlan•tHos os ps<mdoC'ócligos <l<> algnns alp;oriltnos nsados tii'SI<' trabalho. 

Est<>s algorit.HIOS forn111 impi<>III<'lltados 110 His1Ptlla /llolhr·tnn/i('(l 2.21'. 

1\ C'OIISI rn<Jio <l<' 11111a a- ou llf-faC'<'I.as do <'OIIl]>l<•xo .6. !' o uÚIIIPro <IP núo <k,n,rnns c!Psl a pocl<• 
ser realizado p<'lo SPI':IlÍlll<• algorit.IIlO. Not<'-He qtw atnhos os ;dgoritmos 111.:!.:, !' 111.:!.() podPtll 

ser resumidos Pm 11111 único programa. 

B.l - Pseudocódigo para 111.2.5 e 111.2.6. 

INPUT: I:= [1. >11 , ... , Àm] v<'l.or, onde À; siio iuteiroH positivos, <'Olll À 1 < /\.; si' i? ,i: 
n. m, r i11teiros, 2 ::; m < n, 7' 2:: L 

OUTPUT: O.J-facPI.n F e 11(F)- número de uão-degranH de F. 

(Trsla o volidod,. rios dados iniciais. He níio forem válidos. finaliza) 

IF n - m - 1 ::; 1· 

TTIEN IF ,\,11 / n Til EN STO P (não é po.~s{vel) 
ELSE IF À 111 > 11- r- 1 TIIEN STOP (não 1[ poss{vel) 

ENDIF' 

(Inicializo. o contador ndeg para não degmus P os limites d =dimensào P {, • últi·mo elemento) 

IFn-m-l:Sr 

THEN d := m(n- m) + 1; 
ndeg := 2; 
L=[n-m+l, ... ,n] 

ELSE d := n + (m- 1 )1·; 
71df'.g := 1; 
{, •c• [À 2 -1 r, ... , Àm + 7', n] 

ENDJF 

13 := [À2- ÀI, À:!- À2, ... , Àm- Àm-1• n- Àm]; 

F:= {I}; 

(Calcula o passo h: o po·ro o pró:árno vfrtice de F) 

FOR(l) i:= 1 TO i-= H DO 

IF 13[i] > 1 
THEN ko := i; COTO Ont(l) 

ENDTF 
i c.• i I 1 

ENDPOil(l) 

Out(l): 

l1 := [Àl, À2, ... , Àk0 I I, ... , Àm] 

F=FU{IJ} -{T,li} 

(Rotina principal, que realmentr con.~tTói F) 
FOR(2) p := 3 TO p = d DO 

13 := F[p- 1]- F[p- 2] (subtração de vetores) 
j := menor inteiro tal que a entrada j de fi seja i- O 

(OBS.: Denotamos F[s].-= [>.j, ... ,>.:,]) 

Ó ·- fdJ-1- \]J-1 qJ-1- ,p-1 - ,p-1] 
1·- "'2 "I ····•"'m "'m-·1• 11 "'m 

IFj<m 

67 
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TIIEN FOR(:q h.~:= j + 1 TO k = rn- 1 DO 
IF À~- 1 < L[k] AND 61[k] > 1 

THEN ko := k; COTO Out(2) 
ENDIF 

k=k-1-1 
ENDFOR(3) 

IF ,\~ 1 < rn 

ENDIF 

THEN ko := rn; COTO Out(2) 
ELSE ndeg = ndeg + 1 

FOR(4) s := 1 TOs= j- 1 DO 
IF À~- 1 < L[s] AND 61 [s] > 1 

THEN ko := s; COTO Out(2) 
ENDIF 
s=s-1-1 

ENDFOR(4) 

IF À~=i < L[j- 1] AND 6I[j- 1] > 1 
THEN ko := j - 1; COTO Out(2) 

ENDIF 

IF Àr 1 < L[j] AND 6I[j] > 1 
THEN ko := j; COTO Out(2) 

ENDIF 
ELSE ndeg = ndeg + 1 

ENDIF 

Out(2): 

FOR(5) s := 1 TOs= j- 1 DO 
IF À~- 1 < L[s] AND 6l[s] > 1 

THEN ko := s; COTO Out(2) 
ENDIF 
s=s-1-1 

ENDFOR(5) 
IF Àr 1 < n 

THEN ko = n; COTO Out(2) 
ENDIF 

lp:= [,\f-1, ... ,À~~1+1, ... ,À~1] 
F= F U {lp} = {I, l1, ... , lp} 
p=p-1-1 

ENDFOR(2) 

IF ,\~ 1 i-n 
THEN ndeg = ndeg + 1 

ENDIF 

F= {I, l1, ... , ld} e v(F) = ndeg. 

END 



ll. ASPW~TOS COI\1PPTM'TONAIS 

Multiplicidade 

Estalwl<·<·<m•Jnos aqni n111a fónnnla recnrsiva que JH'l'lllit.<> calcular a 11111lt iplicid;l(l<· d<· /\'lin,.,.( M Jl. 
Seguindo a JJota<;iio d<• 111.2, o h-vetor de /\[ina(M)] {• (ho, ... . h .• ) onde• s h(in,.,.(M)) foi 
calculado <'111 111.2.2. Por /\.2.!i t<•mos que a multiplicidmk de /\'[illa(M)I {• 

s 

e(ina(M)) '= I>·i· 
i=O 

Tendo em vista i\.:l.JO. <'ollcluímos que t-;(ina(ilf)) {• o JIÚIIJero <l<' fa<·<'l as do <'Olllpkxo D.. 
Estabeleçamos algumas notac;ões. Dados[>.]:::: [tt] E i\(m, n ), ddinimos o inf,rnoln 

[[>.], [p]]··· {[(TI E i\(m.n): [>.1 S [(TI~ [til}. 

Dado um illt<'rvalo ./ de i\ (m. 11 ), dd11lilllos 0.1 como sendo o me11or <'IPJIIeJJto d<· ./: e l.J coiiiO 

sendo o maior f'I<'IIH'lÜO ele .! . Seja r ,,- {I' ... ' n}"' c _Nm. Podemos ver A ( 111. 11) c r. 

Definição B.3. Defi11imos uma função 

c.1: r--. N 

tal que: 

(i) so ffll E.! então I'.J([fL.I) S<~rá o número de cadeias saturadas em i\(111.11) qn<' liga111 lt'l a 0_,: 

(ii) So [tLI ~.! PTitÜo r.J([tt]) • .,. O; 

(iii) CJ(OJ) = 1. 

Da definição é claro que CJ(l.J) é o total de cadeias satmadas contidas Pm .!. 

Se J = [[1, 2, ... , m], [n- m + 1, ... , n]] então é claro que .J = A(m, n ). Logo. se n-m- 1 S 1·, 

o número de facetas de D. é dado por e(D.) = C.J([n- m + 1, ... , n]). 
Se n- m- 1 >r. para cada J = (>.2, ... , Àm) E I;,,,n definimos o illt<'rvalo 

Então o número ele facetas de D. 1 é dado por 

(1) 

Logo o número de facetas d<' D. é dado por 

(2) e(D.) = L CJ.::,.(lr6 ). 

JEI;~,n 

O seguinte rPsnlt ado é bastante óh\'io. 

Lema B.4. S<~imn.! C A(m,n) um intervalo e [ll] E J. Então 

m 

CJ([Il])= I:cJ([IlJ, ... ,lli-l,lli-l,(Ti+J, ... ,llm]. 
i=l 

Na verdade o lPlllH nA nos dá uma fórmula n~cursiva para caknlar r:(~). Tmuos 
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Proposição B.5. Seja P.(in 17 (M)) a multiplicidade de K[in17 (11.f)]. 
(a) Se n- m- 1 ::; r entáo 

e(in17 (111)) = CJ([n- m + 1, ... , n]) 

onde J = [[1, 2, ... , m], [n - m + 1, ... , n]] e CJ é calculada recursivamente por H.L 

(b) Se n - m - 1 > r entáo 

e(ina(M)) = L e(~I) 
IEI;;..,n 

onde e(~I) é como em (1) e é calculado recursivamente por B.4. 

O cálculo recursivo da multiplicidade (B.5) de K[ina(M)] é facilmente programável. Os re­
cursos nativos de recursividade do Mathematica. permitem que esta programação seja ainda mais 
simples do que em outras linguagens. 

Descreveremos inicialmente duas funções básicas: 

FUNCTION K(n,m,r) 
INPUT n, m, r inteiros tais que 2 ::; m < n, 1 ::; r ::; n- m + 1 
OUTPUT conjunto de todas os vetores [>11, ... , Àm] com 

1 = À1 < À2 < ... < Àm ::; n- r- 1, ordenados lexicograficamente 
ENDFUNCTION 

Existem várias implementações para K(m,n,r), mas não veremos nenhuma aqui, pois este 
um problema comum de teoria combinatória. 

Para a próxima descrição denotaremos r = { 1, ... , n} m e lembramos que r possui uma ordem 
parcial::; definida como em A(m,n). Denotaremos por [éi] os vetores da base canônica de Nm. 

FUNCTION ContMult(À,r) 
INPUT: vetores [À] E A(m, n), [r] E r, [À] ::; [r] 
OUTPUT: número de cadeias maximais de A(m, n) ligando À a r 

IF [r] rf. A(m, n) THEN ContMult(À, r):= O 
ELSE IF mini{ri- Ài} <O THEN ContMult(À,r) :=O 

ELSE IF [À] = [r] THEN C ontM ult(À, r) := 1 
ELSE IF ContM ult([À], [r] - [Ei]) =f. O Vi= 1, ... , m 

ENDFUNCTION 

THEN ContMult(À, r):= L:7:1 ContMult([À], [r]- [ti]) 
ELSE STOP 

Observe-se que se [r] rf. A(m,n) então ContMult(À,r) devolverá o valor zero. É necessário 
permitir a entrada de seqüências gerais de r por causa do processo de recursividade. 

Vejamos agora o algoritmo para calcular a multiplicidade e(in(M) ). 

B.6 - Pseudocódigo para IV.2.5. 

INPUT: inteiros n, m, r, com 2::; m < n, r 2: 1. 
OUTPUT: multiplicidade e(in(M)). 

IFn-m-1::;r 
THEN b := [1, ... , m]; 

ENDIF 
Mult :=O 

B:= [n-m+1, ... ,n]; 
Mult := ContMult(b, B); 
COTO End(1) 

B:= K(n,m,r) = {b1, ... ,bl} 
(OBS.: Denotaremos bi = [bi, ... , b~]) 
FOR i= 1 TO i = l DO 

Bi = [b~ +r, ... , b~ +r, n] 
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Mult = Mult. I C'nntllfult(bi, Bi) 

i=Hl 
ENDFOR 
End(l): 

e(in(M)) = llf ult 

END 

Tl 
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